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TRIGONOMETRIA

DEFINICION

Es aquella parte de la matematica elemental que estu-
dia la medida de los tres angulos de un triangulo en
relacion con sus lados.

MEDIDA DE ANGULOS
SISTEMAS DE MEDICION DE ANGULOS

Hay tres sistemas para medir los angulos; Sexagesi-
mal, Centesimal y Radial.

SEXAGESIMAL

Toma como unidad de medida un arco que es igual a
la 360 ava parte de la circunferencia, y a cada parte se
le llama grado sexagesimal. Se simboliza ast: °

Ejemplo: 30° Se lee: 30 grados sexagesimales

CENTESIMAL

Toma como unidad de medida un arco que es igual a
la 400 ava parte de la circunferencia, y a cada parte
se le llama grado centesimal. Se simboliza asi: g.

Ejemplo: 40 g. Se lee: 40 grados centesimales

RADIAL

Toma como unidad de medida un arco de una longi-
tud igual a la de su radio, y a esta longitud de arco se
le llama radian. Se simboliza asi: rad.

Ejemplo: 2,16 rad. Se lee: 2,16 radianes.

VALOR DE =

T o= 27—2 (Arquimides)

=322
113

(Mecio)

EQUIVALENCIA ENTRE LOS TRES
SISTEMAS

1 circunferencia < > 360° < > 400 < > 27 rad.

1° <> 60 y I'<> 60"
1 g <> 100 min y 1 min <> 100 s
S € R

LONGITUD DE UN ARCO:

o : angulo central, debe estar en radianes

Q)

FUNCIQNES TRIGONOMETRICAS EN
EL TRIANGULO RECTANGULO

FUNCIONES BASICAS

senB:b— cosB =X
a a

b C

tg B=— tg B=—

g c clg b

secB=2 cosec = &
C b

- 140 -



B A
c
TABLAS DE VALOR DE FUNCIONES

TRIGONOMETRICAS DE TRIANGULOS
NOTABLES

VALORES DE LAS FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS DE 30° Y 60°
(30°=m/6 Y 60° = 7/3)

sen 30° = 1 sen 60° = ﬂ
2 2
\3 1
30° = —=— 60° = —
cos 5 cos 5
tg30°=\/3—_i tg60°=\/3_
ctg 30° = \/3_ ctg 60° = 3£
sec 30° = 23—\/3_ sec 60° = 2
cosec 30° =2 cosec 60° = i
C
60°
2 1
B 30 A
3
VALORES DE LAS FUNCIONES DE 45°
(45° = 1/4)
sen 45% = ﬂ cos 45° = _\/2_
2 2
tg 45° =1 ctg 45° =1
sec 45° = \/; cosec 45° = \/;
C
2 %1
B 4’50 A

VALORES APROXIMADOS DE LAS FUNCIONES
DE 37°y 53° (37° = /4,865 y 53° = 11/3,396)

sen 37° = i sen 53° = i
5 5

cos 37° = il cos 53° = 3
5 5

(¢} 3 o 4

tg 37° == tg 53° =
g 4 g 3
o 4’ [¢] 3

ctg 37° = — ctg 53° = 2
g 3 g 4
sec 37° = 2 sec 53° = =N
4 3

cosec 37° = 3 cosec 53° = =
3 4
C

53°

37°

4

VALORES APROXIMADOS DE LAS FUNCIONES
DE 15°y 75° (15° = /12 y 75° = 7/2,4)

V6 -2 N6 + V2
sen 15°= —— sen 75°= ————
4 4
V6 + N2 N6 - V2
cos 15°= —— cos 75°= ———
4 4
tg 15° =2-N3 tg75° = 2+1N\3

cg15° =2+ \3 cg75°=2- 3

sec 15° = \/67- \/; sec 75° = \/67+ \/2—

cosec 15° = \/6_+ \/2_ cosec 75° = \/6_- \/2—
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C
15°
o2/ | 245
75°
B A A

1

VALORES APROXIMADOS DE LAS FUNCIONES
DE 16°y 74° (16°=m/11,25 y 74° = 11/2,43)

7 24
16° = — 74° = —

sen sen 75
24 7
16° = =4 o__L

cos 16 75 cos 74 35
7 24
tg 16° = — tg 74° = —

& 24 8 7

24 7
tg 16° = — tg 74° = —
8 7 8 24
sec 16° = 25 sec 74° = el
24 7
cosec 16° = 25 cosec 74° = 25
24

C
16°
25 24
74°
B &\ A

7

VALORES APROXIMADOS DE LAS FUNCIONES
DE 18°Y 72° (18°= n/10 Y 72° = 7/2,5)

. V51 . V10+2V5

sen 18° = sen 72° = f
cos 18° = MS_ cos 72° = \/5__ 1

4 4

tg 18°=i'510—\/; @72°=N5+2V5
N25-1

ctg 18°= N 5+ 2\/5_ ctg 72°= 25750\/;
sec 18° = 50_—;0\/5_ sec 72° = \/5_+ 1

cosec 18° = \/5_+ 1 cosec 72° = @;
C
18°
4 V1042V
72°
B \\ A
\5-1

ANGULOS DIRECTRICES

Angulo de Elevacién:

' Objeto

Horizontal
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Angulo de Depresién: FUNCIONES TRIGONOMETRICAS O
CIRCULARES EN EL CIRCULO
TRIGONOMETRICO DE RADIO = 1

Horizontal sena = PM
cosa =OP
tga =AT
. Objeto
ctga =BN
seca =0OS
Angulo que Subtiende: coseca =0Q
Q
Objeto A
' B N
(= M
) Objeto B I 1 T
' a S
A (@) P /A
. . 111 v
Los angulos de elevacion (a) y depresion ()
siempre estdan en plano vertical. El angulo que
subtiende (0) dos objetos observados puede estar o
en cualquier plano. AM=a=aqa

SIGNOS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS SEGUN EL CUADRANTE

FUNCION IC IN@ I C IV C
seno + + - -
coseno + - - +
tangente + - + -
cotangente + - + -
secante + - - +
cosecante + + - -
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VARIACION DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS SEGUN EL CUADRANTE

C = crece |

INTERVALO DE LAS FUNCIONES

TRIGONOMETRICAS

Intervalo es el espacio o valor dentro de dos

FUNCION 1C 11 C 11 C IV C
seno ccdeOal d:dela0 d:deOa-1 c:de-1a0
coseno d:dela0O d:deOa-1 c:de-1ao0 c:cdeOal
tangente c:deOao c:de-oa0 c:deQawx c:de-©a0

cotangente | d:de» a0 d: de 0 a - d:de»a0 d: de 0 a -
secante c:delaoo ccde-wa-1| dide-la-» d:dexal

cosecante d:dexal c:delaow ccde-wa-1 | dide-la-

d = decrece

tgxe(-0; +0)

ctgx g (-0 ; + )

extremos en el cual se encuentra el valor de la fun-

cion. Se denota asi:

senx¢[-1; +1]

cosx € [-1; +1]

[ ] intervalo cerrado
() intervalo abierto

( ] intervalo abierto cerrado

[ )intervalo cerrado abierto

secxe(-0; -1] v [+]; + )
cosec x € { -0 ; -1] v [+1; + )

DOMINIO Y RANGO DE LAS FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS

En las funciones trigonométricas, DOMINIO es el
valor del angulo o arco; RANGO es el valor de la fun-
cion. Las funciones trigonométricas no son BIUNI-
VOCAS; es decir, para un angulo hay mas de un valor
para su funcion, repitiéndose dentro de un periodo.

FUNCION DOMINIO RANGO PERIODO
sen x YV x [-1; +1] 27
CoS X V x [-1; +1] 27
tg x Vx-{2n+l}% Ro (-0; +0) T
ctg x Y x - {nmn} Ro(-0; +0) T
sec X Vx-{2n+1}% R-(-1; +1) 2
cosec X V x - {nm} R-(-1;+1) 21 R = ntimero real
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RELACIONES TRIGONOMETRICAS
FUNDAMENTALES

sen’a + cos’a = 1

(o g o SR
. cos a
tga.ctga=1

1+tg?a=sec’a

ctga=

cos a
sen a

|sena.coseca=1 |

| cosa.seca=1

|1+ctg2a=cosec2a |

RELACION DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS EN TERMINOS DE UNA SOLA

sen a CoSs a tg a Ctg a sec a cosec a
1 1 + Vsec?a - 1 1
sen ' + V1 - cos’a
1 + tgla |+ 1+ ctg’a see & cosec a
N 2
tg a ctg a 1 + Vcosec-a - 1
cos a + V1 - sen’a ' 8 &
=1 + tgla | = V1 + ctg’a ces & (COREE &)
+ V1 - cos?a 1 1
tg a et ' +\secta-1 |—M ——
+ V1 - sen?a cosia ciga + Vcosec?a - 1
+V1 - sen’a B A 1 1
ctg a ‘ — |+ Vcosecta -1
g + V1 - cos?a tga + Vsec?a - 1
1 1 vl A cig’a cosec a
sec a +Vl+tgla |—=— '
+ V1 - sen’a Nt cga +Ncosec?a - 1
+ V1 + tg?a
cosec a 1 : 2 +V1 +ctgla |—>5€2 '
ek + V1 - cos?a 82 + Vsec?a - 1
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ARCOS COMPUESTOS

FUNCIONES DE LA SUMA Y DIFERENCIA DE
ARCOS

sen (axb)=sena.cos.b £senb . cosa

cos(axb)=cosa.cos.bFsena.senb

tea =xtgb
tg(aib)=&
l1+tga.tghb
tga.ctgb ¥ 1
C[g(arb):&
ctgb +ctga

FUNCIONES DE LA SUMA DE TRES ARCOS

sen(a+b+c)=sena.cosb.cosc-sena
.senb.senc+senb . cosa
.cosc+senc.cosa.cosb

cos(a+b+c)=cosa.cosb.cosc-senb
.Sen c.cosa-sena.sen c
.cosb-sena.senb.cosc

taga+tgb+tgc—tga.tgb.tgc

tgl@a+b+o=
l-tga.tgb-tga.tgc-tgb.tgc

EQUIVALENCIA DE LAS FUNCIONES DE LOS
ARCOS COMPLEMENTARIOS

Sean: (% - a) y “a” dos arcos complementarios:

L _a)+a=L

2 2
7

sen [—-a|=cosa
E)

se cumple:

7
cos [—-a|=sena
T
tg(=-a)=ct
g(z a) ctga

Ejemplo:
sen 40° = cos 50°

puesto que:
40° + 50° = 90°

EQUIVALENCIAS DE LAS FUNCIONES DE LOS
ARCOS SUPLEMENTARIOS

Sean: (7t - a) y “a” dos arcos suplementarios, entonces:

(m-a)+a=m

se cumple:
sen (T - a) = sen a
cos (T -a) =-cos a
tg(r-a)=-tga
Ejemplos:
cos 120° = - cos 60°
notar que:

120° + 60° = 180°
tg 130° = -tg 50

EQUIVALENCIAS DE LAS FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS DE LOS ARCOS
NEGATIVOS

Sean “a” y “-a” dos arcos iguales pero de signo cotra-
rio. Es decir, del mismo origen pero de sentido con-
trario. (En el grafico todos de origen A).

sen a = MP ; sen (-a) = M’P = -MP
cos a=QOP ; cos (-a) = OP = OP
tga=AT ; tg (-a) = AT’ = -AT
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T FUNCIONES DE ARCO MITAD

M
a 2 a
1 -cosa=2sen” —
2
P
o) A
seni—+ 1-cosa
/2 2 2
M,
T 2 a

1 = 2 —
+cos a cos )

Luego:

sen (-a) = -sen a

cosec (-a) = -cosec a

Cosi_+4’1+cosa
2 T 2

1 -cosa
1 + cos a

2

=tg

2
2

| cos (-a) = cos a |

FUNCIONES DE ARCOS TRIPLES
| sec (-a) = sec a |

tg (-a) = -tg a

| ctg (-a) = -ctg a |

|sen3a=3sena-4sen3a|

|cos3a=4cos3a-3005a|

FUNCIONES DE ARCOS DOBLES

FUNCIONES AUXILIARES

sen 2a=2sena.cosa

seno verso a = 1 - cos a

2tga

sen 2a =

2
1+ tgea cosversoa=1-sena

cos 2a = cos?a — sen” a

ex-seca=seca- 1

NOTA: A la ex-secante se le llama también
e —— external.

TRANSFORMACION A PRODUCTO
SUMA Y DIFERENCIA DE SENOS

|c052a=2c052a—1 |

|c052a=1—256n2a|

senA+senB=ZsenA;Bcosu

sen A -sen B = 2cosA+B

sen

2
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SUMA Y DIFERENCIA DE COSENOS

A+B A-B
sen )

cos A + cos B = 2 cos

cos A - cos B=-2sen

S —_—

A+B A-B
2 2

LIMITES TRIGONOMETRICOS

1. En el primer cuadrante se cumple que el arco es a cero? (x = 0) sen %
mayor que el seno pero menor que su tangente.
3 2% 6 =X
sena<a<iga lim 3% im = lim 2
o x =>0sen2 x—0senX x—>0sen>
: 2 2 2
X
O<a< B
2 =6.lim =0.
x — 0 sen —
2
2. Cuando el arco es muy pequeno; es decir, cerca- o lim 3x 6

no a cero, el seno, el arco y la tangente tienden a

confundirse.

lim
a—(0 tga

De donde:

Ejemplo:

¢Cuadl es el limite de

sena =a=tga <a—0

x—=0 senX

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

Son expresiones que dan el valor del angulo “en forma indicada”.

Sea “A” un arco 6 angulo:

denotacion inglesa denotacion francesa

sen A =m = A =arco sen m A= sen!'m
cosA=n = A =arco cos n A =cos'n
tgA=p = A =arco tgp A= tglp
ctgA=q = A = arco ctg q A=ctglq
secA=rt = A =arco secr A= seclr
cosec A =s = A = arco cosec s A = cosec s
De donde:

sen (arco sen m)

cos (arco cos n)

tg (arco tg p)

=m <>
=n <>
=p o

arco sen (sen A) = A
arco cos (cos A) = A

arcotg (tgA) =A

, cuando x tiende

1
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Ejemplo: Calcular

(€Y)

1 V10
y = arco sen + arco tg 5 + arco sec 3

Procedimiento. Llamando:

3

A=arcosenT3 = senA=T:>A=6O°

B=arcotg%=>th=%

C = arco sec 3 3secC=13—0:>th=l?

Sustituyendo en (1):

y=A+B+C

o0 sea:
y=060+B+C

y—-60=B+C
tomando tangente:

tg (y-60) =tg (B+ C)

tgB+1tgC

tg(y-60) = ——-—+
&Y 1-tgB.tgC

sustituyendo valores de tg By tg C:

1 1 5
23 %6
tg (y—-60) = =—=1
&Y L1 15
2’3 6
tg (y —60) =1
y = 60 = 45°
y = 105°

DOMINIO Y RANGO DE LAS FUNCIONES INVERSAS

En las funciones inversas, como su nombre lo indica, el DOMINIO de una funcion es el RANGO de la inver-
sa y viceversa, consideradas dentro de un INTERVALO.

FUNCION INVERSA DOMINIO RANGO
a —— —
~— arco cos X O’%
g [+ 2]
2 2
(0;m)
[o : l>u<l;n]
2 2
[-l;0>u<0 : l]
2 2
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ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

La solucion puede ser la mas pequena de todas (solu-
cion principal) o puede ser una expresion algebraica
que incluya todos los arcos que satisfagan la ecuacion
dada (solucion general).

Expresion de todos los arcos que tienen la
misma funcion trigonométrica.

Que tienen el mismo seno:

X =Kx + (-Dka

a = solucion principal

Que tiene el mismo coseno:

X=2Km =f

B = solucién principal

Que tienen la misma tangente:

X=Krn+0

0 = solucion principal

SOLUCION DE LAS ECUACIONES

Para resolver ecuaciones debe tenerse presente que:

senx =a = x= sen'a A X =kmt + (-1)Xsen! a
cosx =b = x= cos'hb A X =2km + costb

tgx =c = x= tglc A X=kt+tglc

cigx =d = x= ctgld A X =km +ctg!d

secx =e = x= secle A X = 2k + sec’! e

cosec x = f = x = cosec! f A X = kit + (-1)X cosec! f

Donde:

RESOLUCION DE TRIANGULOS

Para resolver tridangulos que equivale a calcular sus
lados o sus angulos, debe conocerse las siguientes
leyes o propiedades:

TRIANGULOS OBLICUANGULOS

1. Ley de los senos: En todo tridngulo, los lados son

directamente proporcionales a sus lados
opuestos.
A
c b
B C
a

Ke Z ; x=solucion principal y X = solucion general

a __b __ ¢
senA senB sen C

2. Corolario: En todo triangulo inscrito en una cir-
cunferencia, la relacion de la Ley de los senos es
constante e igual al diametro de la circunferencia

circunscrita.
A

a — b — C - 2R
sen A senB sen C
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3. Ley de cosenos (Carnot).- Para todo tridngulo:

A

A c B

a?=b*>+c*-2.b.ccos A

b’=a*+c? -2.a.ccosB

c=a’+b?-2.a.bcosC

4. Ley de las tangentes (Nepper).- Para todo
triangulo:

A
b a
B C
C
tA+B
a+b _ §73
a-b . A-B
£

5. Ley de las proyecciones.- Para todo triangulo:

A

C

a=b.cosC+c.cosB

b=a.cosC+c.cosA

c=a.cosB+b.cosC

CALCULO DE ANGULOS

(Férmula de Briggs)

Si:

a+b+c
2

A 4/p(p-a)
OS5 = N"he

sen % = V—(p _ b;(p =)

A p(p - a)
5= o bo-o

CALCULO DE SUPERFICIES

Férmula Trigonométricas

C
b a
AA AB
c
s=2- b sen C
2
s=b.¢ cna )
S=2-€ snB
Férmulas Geométricas
S S a.b.c
=D.r =
. 4R
S=Vp(p-a)p-b)p-c )

S=pa(p-a)
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Donde: 1.-De: pr=S
p = semiperimetro S
= r=>
r = radio circulo inscrito P
R = radio circulo circunscrito
T A
) ) ) ) 2.- De: =g —
pa = radio del circulo exinscrito al lado a p-a 2

ELEMENTOS SECUNDARIOS EN LA (oA
SOLUCION DE TRIANGULOS BRI

Para calcular los elementos secundarios, lo aconse-

jable es despejar las formulas conocidas, tales como 3 Deacr [et B .o C
las siguientes: T 53 £3
g
RADIOS a
= r=

RADIO CIRCUNSCRITO: B C
Ctg ? + Ctg 7

Es el radio “R” de la circunferencia circunscrita al

triangulo.
A RADIO EX-INSCRITO:
Es el radio “p” de la circunferencia, ex-inscrito a uno
de los lados del triangulo.
B
T
C B
l1.-De: 2R=-2 A2 a
sen A /)A/Z/
A b Cc P
a
= R=
2senA De la propiedad:
abc
2.- De: =S AP = AT = atb+c , se demuestra:
4R )
:>R=a4bs'C 1_a+b+c té
' T2 %3

RADIO INSCRITO O INRADIO: 0:

Es el radio “r” de la circunferencia inscrita en el A

triangulo. P=Pp.t&5

2.-De: S= p(p-a)
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CEVIANAS

Son rectas que partiendo de un vértice tocan un
punto del lado opuesto. Las principales son: altura,
mediana, bisectriz interna y bisectriz externa.

ALTURA

Es la perpendicular trazada de un vértice al lado

opuesto.
A

ha

l-lha=b.senC

ha=c.senB

2-lha=2.R.senb.sen C

3.- ha=2'S
a

ha = altura con respecto al lado “a”

MEDIANA

Es la recta trazada de un vértice al punto medio del
lado opuesto.

2
1.- De: b2+c2=2.m§+a—

; a/2 t a/2 i
2
2-m=24+2_a.c.cosB
b 4
2
m*=2 4+b?—a.b.cosC
C
4m§= b2+c2+2.b.c.cosA

La interseccion de las tres medianas se denomina
CENTRO DE GRAVEDAD o BARICENTRO.

A

b N
BISECTRIZ INTERIOR

Es la recta que divide a un angulo interior en dos
angulos iguales.

1.-
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2.- ti:b.c—m.n

Formula Trigonométrica:

La interseccion de las tres bisectrices interiores se
llama INCENTRO.

BISECTRIZ EXTERIOR

Es la recta que divide a un angulo exterior en dos
angulos iguales.

Formulas Geométricas:

1-| 2
n

C
m

2.- ti:m.n—b.c

Formula Trigonométrica:

2.b.c A
t = sen —
2

La interseccion de las tres bisectrices interiores se
llama EXCENTRO.

90 - A
Ao 2
R
So a
b ..
c S
S S, Y
C a BI I
[ n 1
l |
|

CUADRILATEROS CONVEXOS

Son cuadrilateros cuyos angulos son menores que
180°.

D
SUPERFICIES
1-|S= AC—BD - sen o

S = \/(p-a) (p-b) -0 (p-d) —a.b.c.d.cos a

[\
.I

donde:

p = semiperimetro

A+C
o=
2
0
B+D
o =
2

CUADRILATERO INSCRITO O CICLIiCO

A+C=B+D-=180°

C

S=\p-ap-bp-p-d

Formula de Brahma-Gupta
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CUADRILATERO CIRCUNSCRITO

A

Propiedad de Pitot:

a+b=c+d=p

POLIGONOS REGULARES

CIRCUNSCRITOS:
Valor del lado “1” y la del area “S”

] =2r.tg & S=n.r.
rgrl n.r

=172

N

INSCRITOS:
12—

N74

Calculo del lado “I”, apotema “Ap” y drea “S”

_ T
l—2r.senn

= I
Ap_R.cosn

OP = Ap
n = nuamero de lados

R = radio circunscrito

S =drea

PROBLEMA DE POTHENOT-SNELLIUS

Conocido también como problema de los cuatro
puntos o problema de la carta (geografica):

Dados tres puntos no colineales: A, By C, calcu-
lar sus distancias a un cuarto punto D (situado en
el plano ABC, interno al angulo convexo ACB),
desde el cual se vean las distancias AC y BC bajo
angulos dados. Se supone como incognitas los
angulos x e y.

Por ley de senos en los triangulos (1) Y (2):

senx  DC
senco  a
seny_]%
senfp b
senx bsena
Jone ®
seny asenf
x+y=3060°-(aa+p+C) 2)
D
,t)\

~
~
~

’

Como a, b, a, B,y C se conoce, se tiene un sis-
tema de ecuaciones trigonomeétricas cuyas incog-
nitas son “x” e “y”. Hallando “x” e “y” el proble-
ma queda resuelto, al conocer todos los angulos y
un lado de cada uno de los tridangulos (1) y (2).
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