ALGEBRA A. BALDOR




6000 PROBLEMAS RESUELTOS (1400 PAGIVAS)

ALGEBRA 2010

\‘&V/-.--:,_. |
I

J 38 Captttdas Complemmente
Desarrollados. |
* Incluye Programacion Lineal, .:

-, e




iy L]
‘,- ﬂ \'." .._ ;;I 4 . ﬂ k. v\ -.‘ —y;l; E

CONCEPTO DE NUMERO EN LOS PUEBLOS PRIMI- po y.el conte
TIVOS (25,000-5,000 A. C.) Medir y contar fueron  asi LR
las primeras actividades matematicas del hombre pri- poste ot p

mitivo. Haciendo marcas en los troncos de los arboles bre aleanx:

v

ST

numero de animales que poseian;
ritmética. El origen del Algebra es
jaron cientos de siglos para que el hom-~
n concepto abstracto del numero, base

lograban, estos primeros pueblos, la medicion del tiem- indi "‘T'qh- le para la formacién de la ciencia algebraica.

PRELIMINARES
@ ALGEBRA es la rama de la Mategética’ que estudia la cantidad consi-
derada del modo mds general po!
@ CARACTER DEL ALGEBRAS
CON LA ARITMETICA | '
El concepto de la cantida ¥Algebra es mucho mas amplio que en

Aritmética, >\

En Aritmética las; @é"s se representan por nimeros y éstos ex-
presan valores determii Asi, 20 expresa un solo valor: veinte; para
expresar un valor maygfg.mienor que éste habra que escribir un nimero
distinto de 20.

En Algebra, para ograr la generalizacién, las cantidades se represen-
tan por medio de létwa$, las cuales pueden representar todos los valores.
Asi, a representadel valor que nosotros le asignemos, y por tanto puede re-
presentar 20 ogm@syde 20 o menos de 20, a nuestra eleccién, aunque con-
viene advertighgue cuando en un problema asignamos a una letra un valor
determinadg;Yesa letra no puede representar, en el mismo problema, otro
valor distifit@"del que le hemos asignado.

[ 1LC

M CION ALGEBRAICA
o8'\simbolos usados en Algebra para representar las cantidades son los
nimeros y las letras.
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Los niimeros se emplean para representar cantidades conocidas y de-
términadas.

Las letras se emplean para representar toda clase de cantidades, ya
sean conocidas o desconocidas.

Las cantidades conocidas se expresan por las primeras letras del alfa-
beto;ia, 'b,.c; d. ...

Las cantidades desconocidas se representan por las dltimas letras del
alfabeto: u, v, w, x, y, z

Una misma letra puede representar distintos valores diferencidndolos
por medio de comillas; por ejemplo: a’, a”, a’’, que se leen a prima, a se-
gunda, a tercera, o también por medio de subindices; por ejemplo: a,, as,
ag, que se leen a subuno, a subdos, a subtres.

FORMULAS

Consecuencia de la generalizacion que implica la representaciéon de
las cantidades por medio de letras son las férmulas algebraicas.

Férmula algebraica es la representaciéon, por medio de letras, de una
regla o de un principio general.

Asi, la Geometria ensefia que el drea de un rectingulo es
igual al producto de su base por su altura; luego, llamando 4
al drea del rectingulo, b a la base y h a la altura, la férmula/

A=bxh

representard de un modo general’el 4rea de
cualquier rectdngulo, pues el drea de un rec-
tdngulo dado se obtendrd con sélo sustituir
b y h en la féormula anterior por sus valores
en el caso dado. Asi, si la base de un rec-
tingulo es 3 m. y su altura 2 m., su 4drea serd: /

A=bxh=3 m.x2 m.=6 m?

X34 m.=28 m2 ()

El 4rea de otro rectingulo cuya
base fuera 8 m. y su altura 3} m. serfa:

@SIGNOS DEL ALGEBRA

Los signos empleados en Algebra son de tres clases: Signos de Ope-
racion, Signos de Relacion y Signos de Agrupacién.

SIGNOS DE OPERACION

En Algebra se verifican con las cantidades las mismas operaciones que
en Aritmética: Suma, Resta, Multiplicacién, Division, Elévacién a Poten-
cias y Extraccién de Raices, que se indican con los signos siguientes:

El Signo de la Suma es +, que se lee mas. Asi u+ b se lee “a mds b".

(1) En el Cap. XVIII, pigina 270, se estudia ampliamente todo lo relacionado con las
féormulas algebraicas. b
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El Signo de la Resta es —, que se lee menos. Asi, a— b se lee “a me-
nos b".

El Signo de la Multiplicacién es X, que se lee multiplicado por. Asi,
a X b se lee “a multiplicado por b".

En lugar del signo X suele emplearse un punto entre los factores y
también se indica la multiplicacién colocando los factores entre paréntesis.
Asf, a.b y (a)(b) equivalen a a X b.

Entre factores literales o entre un factor numérico y uno literal el
signo de multiplicacion suele omitirse, Asi abc equivale a a X b X ¢; 5xy
equivale a 5 X x X y.

El Signo de la Divisién es +, que se lee dividido entre. Asi, a+ b se
lee “a dividido entre b”. También se indica la divisién separando el di-

videndo y el divisor por una raya horizontal. Asi, ; equivale a m+n.

El Signo de la Elevaciéon a Potencia es el exponente,
que es un numero pequefio colocado arriba y a la de- ad=aaa; bb=bbbbb.
recha de una cantidad, el cual indica las veces que dicha
cantidad, llamada base, se toma como factor. Asi,

Cuando una letra no tiene exponente, su exponente es la unidad.
Asi, a equivale a a'; mnx equivale a mn'x?.

El Signo de Raiz es V, llamado signo radical, y bajo este signo se co-
loca la cantidad a la cual se le extrae la raiz. Asi, V'a equivale a raiz cua-
drada de a, o sea, la cantidad que elevada al cuadrado reproduce la can-
tidad a; ¥b equivale a raiz ctbica de b, o sea la cantidad que elevada
al cubo reproduce la cantidad b.

COEFICIENTE

En el producto de dos factores, cualquiera de los factores es llamado
coeficiente del otro factor.

Asi, en el producto 3a el factor 3 es coeficiente del factor a e indica
que el factor a se toma como sumando tres veces, o sea 3a=a+a+a; en
el producto 5b, el factor 5 es coeficiente de b e indica que 5b=b+b-+b+b+b.
Estos son coeficientes numéricos.

En el producto ab, el factor a es coeficiente del factor b, e indica que
el factor b se toma como sumando a veces, o sea ab=b+b+b+b...a
veces. Este es un coeficiente literal.

En el producto de mas de dos factores, uno o varios de ellos son el
coeficiente de los restantes. Asi, en el producto abcd, a es el coeficiente
de bed; ab es el coeficiente de cd; abe es el coeficiente de d.

Cuando una cantidad no tiene coeficiente numérico, su coeficiente
es la unidad. Asi, b equivale a 1b; abc equivale a labc.
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SIGNOS DE RELACION
Se emplean estos signos para indicar la relacién que existe entre dos
cantidades. Los principales son:

=, que se lee igual a. Asi, a=b se lee “a igual a b".
>, que se lee mayor que. Asi, x+y>m se lee “x+y mayor que m”.
<, que se lee menor que. Asi, a<b+c se lee “a menor que b+c".

SIGNOS DE AGRUPACION

Los signos de agrupacién son: el paréntesis ordinario ( ), el parénte-
sis angular o corchete [ ], las llaves { | y la barrao vinculo

Estos signos indican que la operacion colocada entre ellos debe efec-
tuarse primero. Asi, (a+ b)c indica que el resultado de la suma de a y b
debe multiplicarse por ¢; [a@ — b]m indica que la diferencia entre a y b debe
multiplicarse por m; {a+b}+{c—d}indica que la suma de a y b debe di-
vidirse entre la diferencia de ¢ y d.

MODO DE RESOLVER LOS PROBLEMAS
EN ARITMETICA Y EN ALGEBRA

Exponemos a continuacién un ejemplo para hacer notar la difeiencia
entre el método aritmético y el algebraico en la resolucion de problemas,
fundado este ultimo en la notacién algebraica y en la generalizacién que
ésta implica.

Las edades de A y B suman 48 afos. Si la edad de B es 5 veces la
edad de A, ;qué edad tiene cada uno?

METODO ARITMETICO
Edad de A mids edad de B =48 afios.
Como la edad de B es 5 veces la de A4, tendremos:
Edad de A mis 5 veces la edad de A =48 afios.
O sea, 6 veces la edad de A =48 anos;
luego, ~ Edad de A: ' i '

METODO ALGEBRAICO
Como la edad de 4 es una cantidad desconocida la represento por x.
Sea x =edad de 4.
Entonces bHx =edad de B.
Como ambas edades suman 48 anos, tendremos:
X+ 5x =48 anos;
0O sea, 6x =48 afios.




CANTIDADES POSITIVAS Y NEGATIVAS ® 9

Si 6 veces x equivale a 48 afos, x valdrd la sexta parte de 48 anos,
O sea - - e = T 5 : .- Ly [RE 35 ¥

Entonces

CANTIDADES POSITIVAS Y NEGATIVAS

En Algebra, cuando se estudian cantidades que pueden tomarse en
dos sentidos opuestos o que son de condiciéon o de modo de ser opuestos,
se expresa el sentido, condicién o modo de ser (valor relativo) de la canti-
dad por medio de los signos + y —, anteponiendo el signo + a las cantida-
des tomadas en un sentido determinado (cantidades positivas) y anteponien-
do el signo — a las cantidades tomadas en sentido opuesto al anterior (can-
tidades negativas).

Asf, el haber se designa con el signo + y las deudas con el signo —.
Para expresar que una persona tiene $100 de haber, diremos que tiene
+$100, y para expresar que debe $100, diremos que tiene — $100.

Los grados sobre cero del termémetro se designan con el signo + y
los grados bajo cero con el signo —. Asi, para indicar que el termémetro
marca 10° sobre cero escribiremos + 10° y para indicar que marca 8° bajo
cero escribiremos — 8°

El camino recorrido a la derecha o hacia arriba de un punto se desig-
na con el signo + y el camino recorrido a la izquierda o hacia abajo de
un punto se representa con el signo —. Asf, si hemos recorrido 200 m.
a la derecha de un punto dado, diremos que hemos recorrido +200 m.,
y si recorremos 300 m. a la izquierda de un punto escribiremos — 300 m.

El tiempo transcurrido después de Cristo se considera positivo y el
tiempo transcurrido antes de Cristo, negativo. Asi, +150 afios significa
150 afios D. C. y —78 afios significa 78 afios A. C.

En un poste introducido en el suelo, representamos con el signo + la
porcién que se halla del suelo hacia arriba y con el signo — la porciéon que
se halla del suelo hacia abajo. Asi, para expresar que la longitud del pos-
te que se halla del suelo hacia arriba mide 15 m., escribiremos +15 m.,
y si la porcién introducida en el suelo es de 8 m., escribiremos —8 m.

La latitud norte se designa con el signo + y la latitud sur con el sig-
no —; la longitud este se considera positiva y la longitud oeste, negativa.
Por lp tanto, un punto de la Tierra cuya situacién geogrifica sea: + 45°
de longitud y —15° de latitud se hallard a 45° al este del primer meridia-
no y a 156° bajo el Ecuador.

ELECCION DEL SENTIDO POSITIVO

La fijacién del sentido positivo en cantidades que pueden tomarse en
dos sentidos opuestos es arbitraria, depende de nuestra voluntad; es decir,
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que podemos tomar como sentido positivo el que queramos; pero una vez
fijado el sentido positivo, el sentido opuesto a éste serd el negativo.

Asi, si tomamos como sentido positivo el camino recorrido a la dere-
cha de un punto, el camino recorrido a la izquierda de ese punto serd
negativo, pero nada nos impide tomar como positivo el camino recorrido
a la izquierda del punto y entonces el camino recorrido a la derecha del
punto seria negativo.

Asi, si sobre el segmento 4B tomamos como positivo el sentido de A4
hacia B, el sentido de
B hacia A seria nega- + +
tivo, pero si fijamos '

=
=

como sentido positivo 4
de B hacia 4, el senti- - -
do de A hacia B seria femre—ae—e —
negativo.

No obstante, en la prictica se aceptan generalmente los sentidos posi-
tivos de que se traté en el niimero anterior.

CERO es la ausencia de cantidad. Asi, representar el estado econémi-

co de una persona por 0 equivale a decir que no tiene haber ni deudas.

Las cantidades positivas son mayores que 0 y las negativas menores
que 0. Asi, +3 es una cantidad que es tres unidades mayor que 0; +5 es
una cantidad que es cinco unidades mayor que 0, mientras que — 3 es una
cantidad que es tres unidades menor que 0 y —5 es una cantidad que es
cinco unidades menor que 0.

De dos cantidades positivas, es mayor la de mayor valor absoluto; asi,
+5 es mayor que + 3, mientras que de dos cantidades negativas es mayor
la de menor valor absoluto: —3 es mayor que —5; —9 es menor que —4.

EJERCICIOS SOBRE CANTIDADES POSITIVAS
Y NEGATIVAS

1) Un hombre cobra $130. Paga una deuda de $80 y luego hace com-
pras por valor de $95. :Cudnto tiene?

Teniendo $130, pagd $80; luego, se qued6 con $50. Después hace un
gasto de $95 y como sélo tiene $50 incurre en una deuda de $45. Por lo
tanto, tiene actualmente — $45. R.

B EJERCICIO 1

1. Pedro debia 60 bolivares y recibié 320. Expresar su estado econdémico.

2. Un hombre que tenfa 1170 sucres hizo una compra por valor de 1515.
Expresar su estado economico.

3. Tenia $200. Cobré $56 y pagué deudas por $189. ¢Cudnto tengo?




4.

5.

6.

7I

CANTIDADES POSITIVAS Y MNEGATIVAS ® 1

Compro ropas por valor de 665 soles y alimentos por 1178. Si después
recibo 2280, ¢cudl es mi estado econémico?

Tenia $20. Pagué $15 que debia, después cobré $40 y luego hice gastos
por $75. ¢Cudnto tengor?

Enrique hace una compra por $67; después recibe $72; luego hace otra
compra por $16 y después recibe $2. Expresar su estado econémico.
Después de recibir 200 colones hago tres gastos por 78, 81 y 93. Recibo
entonces 41 y luego hago un nuevo gasto por 59. ¢Cudnto tengo?

Pedro tenia tres deudas de $45, $66 y $79 respectivamente. Entonces
recibe $200 y hace un gasto de $10. (Cudnto tiene?

2) A las 6 a. m. el termémetro marca —4°, A las 9 a. m. ha subido

7° y desde esta hora hasta las 5 p. m. ha bajado 11°. Expresar la tempe-
ratura a las 5 p. m.

A las 6 a. m. marca —4°. Como a las 9 a. m. ha subido 7°, contamos

siete divisiones de la escala desde —4° hacia arriba y tendremos 3° sobre
cero (+3°); como desde esta hora hasta las 5 p. m. ha bajado 117, contando
11 divisiones de la escala desde + 3° hacia abajo llegaremos a —8°. Lue-
go, a las 5 p. m. la temperatura es de —8°. R.

-
1.

2.

EJERCICIO 2

A las 9 a.m. el termémetro marca +12° y de esta hora a las 8 p.m. ha
bajado 15°. Expresar la temperatura a las 8 p.m,.

A las 6 a.m. el termémetro marca —3°. A las 10 a.m. la temperatura
es 8° mds alta y desde esta hora hasta las 9 p.m. ha bajado 6°. Expresar
la temperatura a las 9 p.m.

A la 1 p.m. el termémetro marca +15° y a las 10 p.m. marca —3°.
¢Cudntos grados ha bajado la temperatura?

A las 3 a.m, el termémetro marca —8° y al mediodia +5°. ¢Cudntos
grados ha subido la temperatura?

A las 8 a.m. el termémetro marca —4°; a las 9 a.m. ha subido 7°; a
las 4 p.m. ha subido 2° mds y a las 11 p.m. ha bajado 11°. Expresar
la temperatura a las 11 p.m.

A las 6 a.m. el termémetro marca —8°. De las 6 a.m. a las 11 a.m.
sube a razéon de 4° por hora. Expresar la temperatura a las 7 a.m.,, a
las 8 a.m. y a las 11 a.m.

A las 8 a.m. el termémetro marca —1°. De las 8 a.m. a las 11 a.m. baja
a razén de 2° por hora y de 11 a.m. a 2 p.m. sube a razén de 3° por
hora. Expresar la temperatura a las 10 a.m., a las 11 a.m,, a las 12 a.m.
y a las 2 p.m.

El dia 10 de diciembre un barco se halla a 56° al oeste del primer
meridiano. Del dia 10 al 18 recorre 7° hacia el este. Expresar su lon-
gitud este dia.

El dia primero de febrero la situacién de un barco es: 71° de longitud
oeste y 15° de latitud sur. Del dia primero al 26 ha recorrido 5° hacia
el este y su latitud es entonces de 5° mds al sur. Expresar su situacién
el dia 26.
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10. El dia 5 de mayo la situacién de un viajero es 18° de longitud este y
65° de latitud norte. Del dia 5 al 31 ha recorrido 3° hacia el este y se
ha acercado 4° al Ecuador. Expresar su situacién el dia 31.

11. Una ciudad fundada el ano 75 A.C. fue destruida 135 anos después.
Expresar la fecha de su destrucciéon.

3) Un movil recorre 40 m. en linea recta a la derecha de un pun-
to A y luego retrocede en la misma direccién a razén de 15 m. por segun-
do. Expresar a qué distancia se halla del punto A al cabo del 1°, 2°, 39
y 49 segundo.

El movil ha recorrido 40 m. a la derecha del punto 4; luego, su po-
sicion es + 40 m., tomando como positivo el sentido de izquierda a derecha.

Entonces empieza a moverse de la derecha hacia la izquierda (sentido
negativo) a razon de 15 m. por segundo; luego, en el primer segundo se
acerca 15 m. al punto 4 y como estaba a 40 m. de ese punto, se halla a
40 —15=25 m. a la derecha de A4; luego, su posiciéon es +25 m. R.

En el 2?2 segundo se acerca otros 15 m. al punto 4; luego, se hallard
a 26—15=10 m. a la derecha de 4; su posicion ahora es + 10 m. R.

En el 3er. segundo recorre otros 15 m. hacia A4, y como ‘estaba a
10 m. a la derecha de A4, habri llegado al punto 4 (con 10 m.) y recorri-
do 5 m. a la izquierda de 4, es decir, 10 —15=—5 m. Su posicién ahora
es —6 m. R.

En el 49 segundo recorre otros 15 m. mds hacia la izquierda y como
ya estaba a 5 m. a la izquierda de A, se hallard al cabo del 49 segundo a
20 m. a la izquierda de 4, o sea —5—15=—20 m.; luego, su posicion
ahora es —20 m. R.

- EJERCICIO 3
(SENTIDO POSITIVO: DE IZQUIERDA A DERECHA Y DE ABAJO A ARRIBA).

1. Expresar que un moévil se halla a 32 m. a la derecha del punto 4; a
16 m. a la izquierda de 4.

2. Expresar que la parte de un poste que sobresale del suelo es 10 m. y
tiene enterrados 4 m.,

3. Después de caminar 50 m. a la derecha del punto A4 recorro 85 m. en
sentido contrario. ¢A qué distancia me hallo ahora de A?

4. Si corro a la izquierda del punto B a razén de 6 m. por segundo, :a
qué distancia de B me hallaré al cabo de 11 segs.?

5. Dos corredores parten del punto 4 en sentidos opuestos. El que corre
hacia la izquierda de A4 va a 8§ m. por seg. y el que corre hacia la derecha
va a 9 m. por seg. Expresar sus distancias del punto A al cabo de § seg.

6. Partiendo de la linea de salida hacia la derecha un corredor da dos vueltas
a una pista de 400 m. de longitud. Si yo parto del mismo punto y doy
3 vueltas a la pista en sentido contrario, (qué distancia hemos recorrido?

7. Un poste de 40 pies de longitud tenia 15 pies sobre el suelo. Dias después
se introdujeron 3 pies mds. Expresar la parte que sobresale y la enterrada.
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8. Un movil recorre 55 m. a la derecha del punto 4 y luego en la misma
direccién retrocede 52 m. ¢A qué distancia se halla de A?

9. Un mévil recorre 32 m. a la izquierda del punto A4 y luego retrocede
en la misma direccion 15 m. (A qué distancia se halla de 4?

10. Un mévil recorre 35 m. a la derecha de B y luego retrocede en la misma
direccion 47 m. ;A qué distancia se halla de B?

11. Un moévil recorre 39 m. a la izquierda de M y luego retrocede en la
misma direccién 56 m. ¢A qué distancia se halla de M?

12. A partir del punto B una persona recorre 90 m. a la derecha y retro-
cede, en la misma direccion, primero 58 m. y luego 36 m. ;A qué distancia
se halla de B?

13. Un movil recorre 72 m. a la derecha de A y entonces empieza a retro-
ceder en la misma direccién, a razén de 30 m. por seg. Expresar su
distancia del punto 4 al cabo del 19, 29, 39 y 49 seg.

14. Un auto recorre 120 Km. a la izquerda del punto M y luego retrocede
a razén de 60 Km. por hora. ¢A qué distancia se halla del punto M
al cabo de la 13, 28, 3% y 4% hora?

VALOR ABSOLUTO Y RELATIVO

Valor absoluto de una cantidad es el niimero que representa la can-
tidad prescindiendo del signo o sentido de la cantidad, y valor relativo es
el sentido de la cantidad, representado por el signo.

Asi, el valor absoluto de + $8 es $8, y el valor relativo haber, expre-
sado por el signo +; el valor absoluto de —$20 es $20, y el valor relativo
deuda, expresado por el signo —.

Las cantidades +7° y —7¢ tienen el mismo valor absoluto, pero su
valor relativo es opuesto, pues el primero expresa grados sobre cero y el
segundo bajo cero; —8° y —11¢ tienen el mismo valor relativo (grados
bajo cero) y distinto valor absoluto.

El valor absoluto de una cantidad algebraica cualquiera se representa
colocando el niimero que corresponda a dicho valor entre dos lineas ver-
ticales. Asi, el valor absoluto de +8 se representa |8|.

CANTIDADES ARITMETICAS Y ALGEBRAICAS

De lo expuesto anteriormente se deduce la diferencia entre cantida-
des aritméticas y algebraicas.

Cantidades aritméticas son las que expresan solamente el valor abso-
luto de las cantidades representado por los nimeros, pero no nos dicen el
sentido o valor relativo de las cantidades.

Asi, cuando en Aritmética escribimos que una persona tiene $5, te-
nemos solamente la idea del valor absoluto $5 de esta cantidad, pere con
esto no sabemos si la persona tiene $5 de haber o de deuda. Escribiendo
que el termometro marca 8°, no sabemos si son sobre cero o bajo cero.
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Cantidades algebraicas son las que expresan el valor absoluto de las
cantidades y ademds su sentido o valor relativo por medio del signo.

Asi, escribiendo que una persona tiene + $5 expresamos el valor ab-
soluto $5 y el sentido o valor relativo (haber) expresado por el signo +;
escribiendo — $8 expresamos el valor absoluto $8 y el sentido o valor rela-
tivo (deuda) expresado por el signo —; escrihiendo que el termémetro mar-
ca +8° tenemos el valor absoluto 8° y el valor relativo (sobre cero) expre-
sado por el signo +, y escribiendo —9° tenemos el valor absoluto 9¢ y el
valor relativo (bajo cero) expresado por el signo —.

Los signos + y — tienen en Algebra dos aplicaciones: una, indicar las
operaciones de suma y resta, y otra, indicar el sentido o condicién de las
cantidades.

Esta doble aplicacion se distingue porque cuando los signos + o0 —
tienen la significacién de suma o resta, van entre términos o expresiones in-
cluidas en paréntesis, como por ejemplo en (4 8) 4 (—4) y en (—7) — (+ 6).
Cuando van precediendo a un término, ya sea literal o numérico, expresan el
sentido positivo o negativo, como por ejemplo en —a, + b, + 7, —8

REPRESENTACION GRAFICA DE LA SERIE
ALGEBRAICA DE LOS NUMEROS

Teniendo en cuenta que el 0 en Algebra es la ausencia de la canti-
dad, que las cantidades positivas son mayores que 0 y las negativas meno-
res que 0, y que las distancias medidas hacia la derecha o hacia arriba de
un punto se consideran positivas y hacia la izquierda o hacia abajo de un
punto negativas, la serie algebraica de los nimeros se puede representar

de este modo:

= | i S
il |
I |

~5~4-3=p =] 0%
=

S S

+2 +
]
I

4w
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NOMENCLATURA ALGEBRAICA

EXPRESION ALGEBRAICA es la representacién de un simbolo alge-
braico o de una o mds operaciones algebraicas.

Ejemplos

TERMINO es una expresion algebraica que consta de un solo simbolo
o de varios simbolos no separados entre si por el signo + o —. Asi,
da :
a, 3b, 2xvy, g son términos.
X
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Los elementos de un término son cuatro: el signo, el coeficiente, la
parte literal y el grado.

Por el signo, son términos positivos los que van precedidos del sig-
no + y negativos los que van precedidos del signo —. Asi, +a, +8x, + 9ab
son términos positivos y —x, —bbc y —3—: son términos negativos.

El signo + suele omitirse delante de los términos positivos. Asi,
a equivale a +a; 3ab equivale a + 3ab.

Por tanto, cuando un término no va precedido de ningin signo es
positivo.

El coeficiente, como se dijo antes, es uno cualquiera, generalmente el
primero, de los factores del término. Asi, en el término 5a el coeficiente
es H5; en —3a*x? el coeficiente es — 3.

La parte literal la constituyen las letras que haya en el término. Asi,

3xdyt : X3yt
5ab la parte literal es i

o EL GRADO DE UN TERMINO puede ser de dos clases: absoluto y con
relacién a una letra,

Grado absoluto de un término es la suma de los exponentes de sus
factores literales. Asi, el término 4a es de primer grado porque el expo-
nente del factor literal a es 1; el término ab es de segundo grado porque
la suma de los exponentes de sus factores literales es 1+1=2; el término
a*b es de tercer grado porque la suma de los exponentes de sus factores
literales es 2+ 1=3; 5a*b%* es de noveno grado porque la suma de los ex-
ponentes de sus factores literales es 4 +3+2=9.

El grado de un término con relacién a una letra es el exponente de
dicha letra. Asi el término bx?® es de primer grado con relaciéon a b y de
tercer grado con relacion a x; 4x*y* es de segundo grado con relacién a x
y de cuarto grado con relacién a y.

en Hxy la parte literal es xy; en

@ CLASES DE TERMINOS

Término entero es el que no tiene denominador literal como 5a,
2a
6ath’, —.
)

= = - - - . - 3a
Término fraccionario es el que tiene denominador literal como 3
Término racional es el que no tiene radical, como los ejemplos ante-

riores, e irracional el que tiene radical, como Vab, ——

Términos homogéneos son los que tienen el mismo grado absoluto.

Asi, 4x'y y 6x*® son homogéneos porque ambos son de quinto grado
absoluto.

Términos heterogéneos son los de distinto grado absoluto, como 5a,
que es de primer grado, y 3a* que es de segundo grado.
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- EJERCICIO 4

1. Digase qué clase de términos son los siguientes atendiendo al signo, a
si tienen o no denommador y a si tienen o no radical:

2a 4a’b'
Sa%, —da%h, o =~ V& =B, T Yo, ~ 7

2. Digase el grado absoluto de los términos siguientes:

5a, —6a%b, a*b?, —bHadbic, Bx%°, 4m3nd, —xyzb

3. Digase el grado de los términos siguientes respecto a cada uno de sus
factores literales:

—ath®, —Hxty3, 6Ga*bx®, —dabey?, 10m*n®bic®

4. De los términos siguientes escoger cuatro que sean homogéneos y tres
heterogéneos:

—4a3b?, Gab3, —x% 6x%y, —2a%x%, —ab®, 4dabex?, —2ac

5. Escribir tres términos enteros; dos fraccionarios; dos positivos, enteros y
racionales; tres negativos, fraccionarios e irracionales.

6. Escribir un término de cada uno de los grados absolutos siguientes: de
tercer grado, de quinto grado, de undécimo grado, de décimo quinto
grado, de vigésimo grado.

7. Escribir un término de dos factores literales que sea de cuarto grado con
relacion a la x; otro de cuatro factores literales que sea de séptimo
grado con relacién a la y; otro de cinco factores literales que sea de
décimo grado con relacién a la b.

CLASIFICACION DE LAS EXPRESIONES ALGEBRAICAS

MONOMIO es una expresion algebraica
que consta de un solo término, como /B

POLINOMIO es una expresion algebraica que consta de mds de un
término, como a+b, a+x—y, x*+2x*+x+17.

Binomio es un polinomio que
consta de dos términos, como:

Trinomio es un polinomio que
consta de tres términos, como —________/

@ EL GRADO de un polinomio puede ser absoluto y con relacién a una
letra.

Grado absoluto de un polinomio es el grado de su término de mayor
grado. Asi, en el polinomio x*—5x®+ x*—3x el primer término es de
cuarto grado; el segundo, de tercer grado; el tercero, de segundo grado, y
el ultimo, de primer grado; luego, el grado absoluto del polinomio es el
cuarto.
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Grado de un polinomio con relacién a una letra es el mayor expo-
nente de dicha letra en el polinomio. Asi, el polinomio a®+ a*x* —a®x* es
de sexto grado con relaciéon a la a y de cuarto grado con relacién a la x.

& EJERCICIO 5

1. Digase el grado absoluto de los siguientes polinomios:
a) x3fx+x. c) a*b—a*b2+4abs—bt.
b) 5a—3a®4-4a‘—6. d) x5—6xtyS—4a>b+x2yi—3y0.
2. Digase el grado de los siguientes polinomios con relacién a cada una
de sus letras:
a) a*+a*—ab®. ¢) 6a‘bT—4a%x+ab?—5atbixs.
b) x*44x3—6x2yt—4xyt. d) minP—mnb4+mxtyS—xi4ylo—mll,

CLASES DE POLINOMIOS

Un polinomio es entero cuando ninguno de sus términos tiene deno-
x* %

minador literal como x2%+ 5x — 6; —2-—§+-5—; fraccionario cuando alguno
: : . at b :
de sus términos tiene letras en el denominador como E-+——+8; racional
¢

cuando no contiene radicales, como en los ejemplos anteriores; irracional
cuando contiene radical, como Va+vb—Vc—Vabc; homogéneo cuando to-
dos sus términos son del mismo grado absoluto, como 4a®+ 5a*b +6ab*+ b2,
y heterogéneo cuando sus términos no son del mismo grado, como
x3 4 x2+x—6.

Polinomio completo con relacién a una letra es el que contiene todos
los exponentes sucesivos de dicha letra, desde el mds alto al mds bajo que
tenga dicha letra en el polinomio. Asi, el polinomio x°%+ x*— x% + x* — 3x
es completo respecto de la x, porque contiene todos los exponentes sucesi-
vos de la x desde el mds alto 5, hasta el mds bajo 1, o sea 5, 4, 3, 2, 1; el
polinomio a*—a®b +a?b? —ab®+ b* es completo respecto de a y b.

Polinomio ordenado con respecto a una letra es un polinomio en el
cual los exponentes de una letra escogida, llamada letra ordenatriz, van
aumentando o disminuyendo.

Asi, el polinomio x*—4x®+2x2—5x+8 estd ordenado en orden des-
cendente con relacién a la letra ordenatriz x; el polinomio a®— 2a*b + 6a%b?
—5a*b® + 3ab* — b® estd ordenado en orden descendente respecto de la letra
ordenatriz a y en orden ascendente respecto de la letra ordenatriz b.

Ordenar un polinomio es escribir sus términos de modo que los expo-
nentes de una letra escogida como letra ordenatriz queden en orden des-
cendente o ascendente. Asi, ordenar el polinomio —5x%+x5—3x+x*—x?+6 en
orden descendente con relacién a x sera escribir x®+x*—5x%—x?—3x+6.
Ordenar el polinomio x*y — 7x?y* — 5x° + 6xy* + y° — xy* en orden as-
cendente con relacién a x serd escribirlo: T
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@ Término independiente de un polinomio con relacién a una letra es
el término que no tiene dicha letra.

Asi, en el polinomio a®—a?+3a—5 el término independiente con
relacién a la a es 5 porque no tiene a; en x* —6x®+ 8x® — 9x + 20 el térmi-
no independiente es 20; en @® —a?b +3ab?+ b® el término independiente
con relaciéon a la a es b%y el término independiente con relacién a la b
es a3 El término independiente con relacién a una letra puede considerarse
que tiene esa letra con exponente cero, porque como se vera mas adelante,
toda cantidad elevada a cero equivale a 1.

Asi, en el primer ejemplo anterior, —5 equivale a —5a° y en el dlti-
mo ejemplo, b equivale a a®b®.

@ EJERCICIO 6

1. Atendiendo a si tienen o no denominador literal y a si tienen o no radi-
cal, digase de qué clase son los polinomios siguientes:

a) a3+2a2—3a. ¢) Vau +Vb—2+Vd.
at a* a4* Va

by ———+——a. d) 44+ ——6b+4.

) 5 3-i—2 a ) da+ 5 60 +

2. Escribir un polinomio de tercer grado absoluto; de quinto grado abso-
luto; de octavo grado absoluto; de décimoquinto grado absoluto.

3. Escribir un trinomio de segundo grado respecto de la x; un polinomio
de quinto grado respecto de la a; un polinomio de noveno grado res-
pecto de la m.

4. De los siguientes polii.omios:

a) 3a?b-+4a3—5b%, d) 4a—5b+6c2—8d—6.
b) a*—adb+a2b*+ab?. e) yi—ay+a?y—atyi—aly+ys.
¢) x5—bx*+abx3+abix?, fy —6a*b*—5a%b+8a2b5—b".

escoger dos que sean homogéneos y dos heterogéneos.
5. De los siguientes polinomios:
a) a*—a*+a—ad. d) mS—mitm’—m+5.
b) 5x*—8x%4x—6. e) yi—byi+b2y3—biy*4-by.
c) xiy—xdyiixtydmt,
digase cudles son completos y respecto de cudles letras.
6. Escribir tres polinomios homogéneos de tercer grado absoluto; cuatro
de quinto grado absoluto; dos polinomios completos.
7. Ordenar los siguientes polinomios respecto de cualquier letra en orden
descendente:
a) m?+-6m—m3+mi.
b) 6ax?—5a*+2a%x+x3.
c) —a*b*4-atb+abi—abt.
d) a*—5a+6a3—9a*+6.
€) —xBy24x10+3xtys—xOyi4x2y8,
f) —3mn24+4m*n3—8mSni—-10m3nb4-n"—Tmon*+m5n.
8. Ordenar los siguientes polinomios respecto de cualquier letra en orden

ascendente:
a) a’—ba*+6a. d) a?bi+a*b3—alb*+-afb4-b".
b) x—5x846x2+9xt. €) y12—x0y0fxloyi_x3yl0,

c) 2yi4dyS—0y-+2y*+ 5yl
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TERMINOS SEMEJANTES

Dos o mds términos son semejantes cuando tienen la misma parte lite-
ral, o sea, cuando tienen iguales letras afectadas de iguales exponentes.

Ejemplos

Los términos 4ab y —64?b no son semejantes, porque aunque tienen
iguales letras, éstas no tienen los mismos exponentes, ya que la a del pri-
mero tiene de exponente 1 y la a del segundo tiene de exponente 2.

Los términos — bx* y ab* no son semejantes, porque aunque tienen los
mismos exponentes, las letras no son iguales.

REDUCCION DE TERMINOS SEMEJANTES es una operaciéon que tie-

ne por objeto convertir en un solo término dos o mds términos se-
mejantes.

En la reduccién de términos semejantes pueden ocurrir los tres casos
siguientes:

1) Reduccién de dos o més términos semejantes del mismo signo.

REGLA
Se suman los coeficientes, poniendo delante de esta suma el mismo
signo que tienen todos y a continuacién se escribe la parte literal.

Ejemplos

(1) 30+2a=50. R (6) ab+-ab=1ab. R.

(2) —5b—7b=—12b. R. (7) —Zxy—2xy=—xy. R.

(3) —a2—9a?2=—10c% R. (8) 5x+x+2x=8x. R

(4) 3¢ 2%+ 5a*2=8a""2 R (9) —m—3m—ém—>5m=—15m. R
¥ e 3 '

(5) —d4gm*1 —Fgm+l=—11g™*t. R (10) %x3y+ix2y+§x3y=§x=y. R.

®» EJERCICIO 7

Reducir:
1. x+2x. 6. —9m—Tm. il 2apds 14. —:—xy—%xy.
2. 8a+9a. 7. 4da*+bax. £ 2 - .
3. 11b+9b. 8. 6ax*+1+8ax+l. 12. Zab+—ab. 16. ——a?b——ah.
4 —b—5b. 9. —mx+i—Gmxtl, o X
5. —8m—m. 10. —3a*2—a*2 18. %xy+?x'y. 16. —a—-a.




i ALGEBRA

8a+9a+6a. 29. —x%y—8x2y—9x3y—20x3y.
15x+-20x+x. 30. —3a"—5am—6a"—9a™.
~Tm—8m—9m. 31 et e+ ata.
—a*b—a*b—3a%b.

2 1 1 1
-Eﬂx+—2ux+ TG“""'R“"'

a*+3a*+8a*. s
33. 0.5m+0.6m+0.7Tm+0.8m.

—bha*+ 1—36“ + 1_533 +1,
1 1 1
a+%a+%a. 34. —Tab—;ab—_“—sab—ab.
e S T 35. -%xsy—%x'y— %x'y--il;x?-y.
Yo B 36. ab*+ab+Tab*+9ab?+21ab.

iﬂx+£ﬂax+ax. 37. —m—m—8m—Tm—3m.
> 10 38_ —xa +1_8xu+1_4xlqv1_5xu+l._.xn+l_
_8 2 _,,“ Do n2

T g e 39. Satiatiatiatia
1la+8a+9a+11a. y ) . g
mE+14-3mx i dm= 1 Gmr 1, 40. —;ab—%—ab—-%ﬂb—;‘;nb—-;ab.

2) Reduccién de dos términos semejantes de distinto signo.

REGLA
Se restan los coeficientes, poniendo delante de esta diferencia el signo

del mayor y a continuacién se escribe la parte literal.

‘ Ejemplos

(1) 20—30a=—a. R (5) 250%+1 —540%+1 =—29a%*1, R.
(2) 18x—11x=7x. R (6) %a—%oz—sa, R.
(3) —20ab+11ab=—9ab. R. (7) —2a*b+ab=1c%. R
-Jo b
(4) —8a*+130*=5a"% R (8) —Jox+1+lavi=—Llgx g

De la regla anterior se deduce que dos términos semejantes de iguales coefi-
cientes y de signo contrario se anulan.

Asi: —8ab+8ab=0. R

X T, "
XY — ¥y =0. R

EJERCICIO 8

Reducir:

1. 8a—6a. 5. 2a—2a. 9. 40x%y—51x%y.
2. 6a—8a. 6. —=Tb+7b. 10. —m*n+6m3n.
3. 9ab—15ab. 7. —l4xy+32xy. 11. —15xy+40xy.
4. 15ab—9ab. 8. —206x%y+32x2y, 12. 55a*b2:—81a’b*.




13.
14.
15.
16.
17.
18.
18.

20.

21.

gla del caso anterior.

—x2y+x2y.
—9ab?*+9ab>.
TxZy—Tx%y.

—101mn+118mn.

502ab—405ab.
—1024x+1018x.
—15ab+15ab.
1

ﬂlﬂ
P

(53

23.
24.

25.

26.

27.

28.
29.
30.
31.
32.

REDUCCION DE TERMINOS SEMEJANTES @ 2]

_-:_x2}'+'l%x2y. 33. —xatlfxnil,
s L m—2 1 el
%ﬁm—hi-am. 34. 3 i e
Bl _.1
—am+ ~:—am. 35. SaRtl——am+l,
. : SR
{—mn-—%mn, 36, md_;as.
—atb+a2h. 31, —smn+Smn.
40t hi—5.6a%h8, 38.  Rax+2hx+3_95ax +2hx+8,
—1.2yz4+3.4yz. ,
4a*—2a*. 89, ——amb +a"be.
—Bax+148ax+1,
25m*1—32m"1. 40.  0.85mxy——mxy.

3) Reduccién de més de dos términos semejantes de signos distintos.

REGLA

Se reducen a un solo término todos los positivos, se reducen a un solo
término todos los negativos y a los dos resultados obtenidos se aplica la re-

Ejemplos

5000 e

(1) Reducir 5a —8a + o — 6a + 2la.

Reduciendo los positivos:
Reduciendo los negativos:

S5a 4o+ 2la = 27a.
— 8a — ba = — l4a.

Aplicando a estos resultados obtenidos, 27a y — 14a, la regla del caso ante-

rior, se tiene:

27a —14a=13a. R.

Esta reduccién también suele hacerse término a término, de esta manera:
50 —8a=—3a; —3a+a=—20; —2a—6a=—8a; —8a+2la=13a. R

(2) Reducir — gbx“ + %bx2 + gbx2 — 4bx? + bx®.

: - 3 9
Reduciendo los positivos: El bx* + 2bx* + bx* = zﬁbx?.

Reduciendo los negativos: — be“ — 4bx? = — -i—gbx“.
Tendremos: Z—be“ - ?bx" =- }:bx“. R.
EJERCICIO 9
Reducir:
9a—3a+-5a. 5. 19m—10m-+6m.
—8x+9x—x. 6. —1lab—15ab+26ab. 9.
12mn—23mn—omn. T —ba*+9a*—35a*. 10
—x+19x—18x. 8. —24ax+2—1Ha*+%+439a*t2. g

P

3 1 1
—m+—m——m.
o
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1%

12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

21.
22.

~a%b+—a?b—a2b. 23.
—a+8a+9a—15a.

Tab—11ab+20ab—31ab. 24.
25x2—50x2+11x24-14x2 925.
—xy—8xy—19xy-+40xy. 26.
Tab+21ab—ab—80ab. 27.
_25xy2+11xy2+60x)'2_82xy2. 28
—T2ax+8Tax—101ax+243ax. 29
—82bx—T1bx—53bx+206bx. 3
105a%—4644a34-58a%+301a®. 30.
1 1 1 1

«}a—x—-;x+:x—--?x. 31
1 3 t 1 1

FT VA :

Bay 3 YT
6ab ?a2b+?a2b a*b.

—ab?——ab2+ab2— gb2.
—a+8a—11a+15a—T5Ha.
—Te+21c+14¢—30c+82¢.
—mn-14mn—31lmn—mn+20mn,
a*y—Ta*y—93a%y+51a%y+48ay.
—a-+a—a+a—3a-+6a.

L W S

T E Rt x—x.
—2x+%x+—:-x+x—%x.
Ta*—30a*—41a*—9a*+73a*.

33. —ar+14-7g¥+1—11a%+1 —20a*+14-28a%+1,

34. a+6a—20a+150a—80a+31a.

35. —9b—11b—17b—81b—b+110b.
36. —a2b+15a2b+a”b—85a2b—131a%b+39a2b.
37. 84m2x—501m2x—604m2x—715m2x+231m2x+165m2x.

1] 2 1 1]
38. Tabbi+2-adhi——ahi—; adbi+4adh?.

39. 40a—81a+130a+41a—83a—91a+16a.
40. —21ab+52ab—60ab+84ab—31ab—ab—23ab.

REDUCCION DE UN POLINOMIO QUE CONTENGA TERMINOS
SEMEJANTES DE DIVERSAS CLASES

‘ Ejemplos I

(1) Reducir el polinomio 5a —éb + 8¢ + 9a —20c — b+ 6b —c.
Se reducen por separado los de cada clase:

5a + 9a = 14a.
—éb—b+6b=—b.

§c—2Qc—c=-—13c.

8a3b? + 4a*b? + 6a®h? — a3b? — 9atb® — 15 — 5ab® + 8— 6ab®.

Se reducen por separado los de cada clase: 4a*b® — 9atb?

== 5aths,
8a%b? + 6a%h? — ab? = 13a®b?.
— 5ab® — bab® = — 11ab®.
=158 =—i7.

(3) Reducir el polinomio:

Zxt = 1xdy + 3yt — yt + 2yt — 0308 — Sx%y — 6+ xy — 14+ 2y
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Tendremos: -Ex‘* +3x* —0.3x1 = 3%:(‘.

1 3 1 .
By— Exay — gx:‘y =— mxsy.
Loy Ba  a—inkoa
2eyttoyt—yt=adoys

—6—14=—20.

@ EJERCICIO 10

Reducir los polinomios siguientes:

1. Ta—9b+6Ga—4b.

2. at+b—c—b—c+2¢—a.

3. Sx—11y—9+20x—1—y.

4. —6m-+8nt+b—m—n—6m—11.

5. —a+b+2b—2c+3a+2¢—3b.

6. —8lx+19y—30z+6y-+80x-+x—25y.

7. 15a®—6ab—8a*+20—bab—31+a*—ab.

8. —3a+4b—6a+81b—114b+31la—a—b.

9. —T7la*b—84atb?+50a2b+84atb2—45a8b+18ab.
10. —a+b—c+8+2a+2b—19—2¢c—3a—3—3b+3c.
11.  m24-Tlmn—14m2—65mn+m*—m2—1156m2+4-6m?.
12, xiy—x3y2+x2y—Bxiy—x2y—10+x3y2—TxSy?—9+21x*y—y*+50.
13. 5a*+1—8b*+2—gcx+3—5a*+1— 50-+4b*+2—65—b* + 2490+ ¢* + 3+Tcx 43,
14_ qm+ 22—+ 3—5+8—3a‘“ +24 Hxm+ 3_5_'-_(1171 + 2_5xm +3,
15.  0.3a+0.4b+40.5¢—0.6a—0.7b—0.9¢c+3a—3b—3c.
16, —at—b+20—3b—Sa—rb+—
b iy %m2~2mn+‘—f]m2—%mn+2mn—2m2.

3 1 5 1 3 1 1

18. ——a*+ab——" 420~ ab+-bP— b —2ab.
19, 0.4x29+31+xy?—0.6y°——x%y—0.2xy*+ 1y*—6.

8 m— 7 m— i m— _l. —2 — m— l =
i e et L i i

VALOR NUMERICO

Valor numérico de una expresién algebraica es el resultado que se
obtiene al sustituir las letras por valores numéricos dados y efectuar después
las operaciones indicadas.




24 @  ALGEBRA

VALOR NUMERICO DE EXPRESIONES SIMPLES

Ejemplos

6.

@ VALOR NUMERICO DE EXPRESIONES COMPUESTAS

O

(1) Hallar el valor numérico de 5ab para a=1, b=2.

Sustituimos la @ por su val

(2) Valor numérico de o*b’c* para a=2, b=3, c=%.

y la b por 2, y tendremos:

(4) Valor numérico de

4g7b®

para a=%, b=%\, c=2d=3.

EJERCICIO 11

Hallar el valor numérico de las expresiones siguientes para
e=1, b=9, =8, m=
7.

8.

9.
10.
11.

12.

3ab.
Hazb3e.
b2mn.
24m*ntp.

Zatbms,

34
SOpim.

|

Ejemplos I

mPnepe.

S a2,
[}

VvV 2bc2.

4m ¥/ 12bc2.

mn vV 8 a'b’.

da
3be’

1

2

13.

14.

15.

n=—, p=
5b*m*
i
b°
3@
2m

Ve

1
i)

16.

17.

18.

24mn

3V 643"
S
§Vaph?
3/1%5b6m

(1) Hallar el valor numérico de o® —5ab + 3b® para a=3, b=4.
a?—5ab+33=32—5X3X4+3X 42 =9—60+192=141. R
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(Z2) Valor numérico de E_Sib_’_i para a =2, b=l, x=l.
4 x ax 3 6
' Sab b _3X2? 5X2X§ . & _. 3.4
4 x ax _ 4 _ o 2x % ¥ 3
B EJERCICIO 12
Hallar el valor numérico de las expresiones siguientes para
. L - 5 A - al Tl
6—3, =4 C——s, d—?, m—ﬁ. ﬂ-—T.
a2 — 2ab + b2. 7. ab  ac bd 18. a+b _b_+ﬂ_
n d m c d
5 - b—a m—b
¢+ 2cd + d*. 8. Vb+Vn+Vém. 14. +—d—-+5a.
b - = =
L4 2 01 BT AP R ED et iEins 100ae 71
c .d 2b m d
c m m* Ve Vem
LBy 0. 25 aggghy NS oo WO,
4 1“+ av 16 4b + 3 e
@ b m 1, 3¢ 4w . Vb+Vv2d  V3c+V8d
3 2 6 4 om ‘ 2 4
2 2 v azhi P
2 lpyod 12. %ﬂiﬂ = 18, = ; i T N

(3) Valor numérico de 2(2a — b) (x? +y) — (a® + b) (b — a) para
a=2,b=3, x=4, y=—;—.
202a—b)=2X(2X2—-3)=2X(4—3)=2%x1=2
Rty=4+2=16+5=16;

1
2
Ptb=243=4+3=7
b=a=3-2=1

Las operaciones indicadas
dentro de los paréntesis de-
ben efectuarse antes que
ninguna ofra, asi:

Tendremos:

220 —b) (x +y) = (@ + b) (b—a) =2 X 162 —~7 x 1 =2x £ —7=33— 7=26. R

B EJERCICIO 13
Hallar el valor numérico de las expresiones siguientes para
e e T o i i
a=1, =2 c¢=38, d=4 m=_, n=3, p=_ x=0.
16
1. (a+b)e—d. 5. (4m+8p)(a2+b?)(6n—d). 9. % bp a.
2. (a+b)(b—a). 6. (c—b)(d—c)(b—a)(m—p). bp-o—.
3. (b—m)(c—n)+4a>. 7. b¥c+d)—a*(m-+n)+2x. 1 x&-:iap;_d ac;_%_'bz
4. (2m+3n)(4p+b2). 8. 2mx-+6(b2+c?)—4d*. 11. E ;

a c?




12.
13.

14.

15.

16.
17.

18.
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(2m+3n+4p)(8p+6n—4m)(In+20p). 19.
2(m+n)—d(m+p)+b2(n+p).

Vtd2 2 ) 20.

L m
( a vd
(4p+2b)(18n—24p)+2(8m+2)(40p+a). 21

d 2
b ' 23.
(a+b)VE+8b—mVn2.

( a;c +@ +(c+d)VP. 24,

EJERCICIOS SOBRE NOTACION

3(c—b) Vv 32m—2(d—a) V16 —-?1

Vﬁabc+ 3mn  cdnp
2V8b  2b—a) abc
2 2

gz +3(a+b)(2a+3b)

)y 1 p e | 1
Bl s g) bl )t

(2m+3n)(4p+2¢)—4m?n?,

hE.S
3 n
2ab—m  b—m
ALGEBRAICA

Con las cantidades algebraicas, representadas por letras, pueden ha-

cerse las mismas operaciones que con los niimeros aritméticos.

Como la

representacién de cantidades por medio de simbolos o letras suele ofrecer
dificultades a los alumnos, ofrecemos a continuacién algunos ejemplos.

| Ejemplos

(1) Escribase la suma del cuadrado de a con el cubo de b.
a?+b% R
(2) Un hombre tenia $a; después recibié $8 y después pagé una cuenta de $c.

3Cuénto le queda?

Teniendo $a recibié $8 luego tenia $(a + 8). Si entonces gasta $c le quedan

$fa+8—c) R
(3)

cada uno. ;Cudnto he gastado?

Compré 3 libros a $a cada uno; 6 sombreros a $b cada uno y m trajes a $x

3 libros a $a importan $3a.
6 sombreros a $b importan $6b.
m trajes a $x importan $mx.

Luego el gasto total ha sido de $(3a + 6b + mx). R.

(4)

Compro x libros iguales por $m. 3Cudnto me ha costado cada uno?

Cada libro ha costado $2. R.
X

(5)
Me quedan $(9 —x). R.

EJERCICIO 14

1. Escribase la suma de a, b y m.

Tenia $9 y gasté $x. 3Cudnto me queda?

2. Escribase la suma del cuadrado de m, el cubo de b y la cuarta poten-

cia de x.
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28.
29.

30.

31.
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Siendo @ un nimero entero, escribanse los dos numeros enteros conse-
cutivos posteriores a a.

Siendo x un nimero entero, escribanse los dos nimeros consecutivos
anteriores a Xx.

Siendo y un nimero entero par, escribanse los tres nimeros pares con-
secutivos posteriores a y.

Pedro tenia $a, cobré $x y le regalaron $m. ¢(Cuinto tiene Pedro?
Escribase la diferencia entre m y n.

Debia x bolivares y pagué 6. ¢Cudnto debo ahora?

De una jornada de x Km. ya se han recorrido m Km. (Cudnto falta
por andar?

Recibo $x y después $a. Si gasto $m, cudnto me queda?

Tengo que recorrer m. Km. El lunes ando a Km., el martes b Km. y
el miércoles ¢ Km. ¢Cudnto me falta por andar?

Al vender una casa en $n gano $300. ¢Cudnto me costd la casa?

Si han transcurrido x dias de un afio, ¢cudntos dias faltan por transcurrir?
Si un sombrero cuesta $a, (cudnto importardn 8 sombreros; 15 sombre-
ros; m sombreros?

Escribase la suma del duplo de a con el triplo de b y la mitad de c.
Expresar la szgerﬁcie de una sala rectangular que mide ¢ m. de largo
y b m. de ancho.

Una extensiéon rectangular de 23 m. de largo mide n» m. de ancho. Ex-
presar su superficie.

¢Cudl serd la superficie de un cuadrado de x m. de lado?

Si un sombrero cuesta $a y un traje $b, ¢cudnto importardn 3 sombreros
y 6 trajes?, ¢x sombreros y m trajes?

Escribase el producto de a+ b por x+y.

Vendo (x + 6) trajes a $8 cada uno. ¢(Cudnto importa la venta?
Compro (a—8) caballos a (x +4) bolivares cada uno. ¢Cudnto importa
la compra?

Si x ldpices cuestan 75 sucres; ¢cudnto cuesta un ldpiz?

Si por $a compro m kilos de azicar, ¢cudnto importa un kilo?

Se compran (n—1) caballos por 3000 colones. ¢Cudnto importa cada
caballo?

Compré a sombreros por x soles. ;A cémo habria salido cada sombrero
si_hubiera comprado 3 menos por el mismo precio?

La superficie de un campo rectangular es m m.? y el largo mide 14 m.
Expresar el ancho.

Si un tren ha recorrido x +1 Km. en a horas, scudl es su velocidad por
hora?

Tenia $a y cobré $b. Si el dinero que tengo lo empleo todo en comprar
(m — 2) libros, ¢a cémo sale cada libro?

En el piso bajo de un hotel hay x habitaciones. En el segundo piso hay
doble numero de habitaciones que en el primero; en el tercero la mitad
de las que hay en el primero. (Cudntas habitaciones tiene el hotel?
Pedro tiene a sucres; Juan tiene la tercera parte de lo de Pedro; Enrique
la cuarta parte del duplo de lo de Pedro. La suma de lo que tienen
los tres es menor que 1000 sucres. (Cudnto falta a esta suma para ser
igual a 1000 sucres?
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NOTAS SOBRE EL CONCEPTO DE NUMERO

El concepto de numero natural (véase Aritmética Tedrico-Practica, 33),
que satisface las exigencias de la Aritmética elemental no responde a la gene-
ralizacién y abstraccidén caracteristicas de la operatoria algebraica.

En Algebra se desarrolla un cilculo de validez general aplicable a cual-
cﬁuier tipo especial de nimero. Conviene pues, considerar como se ha ampliado
el campo de los niimeros por la introduccién de nuevos entes, que satisfacen
las leyes que regulan las operaciones fundamentales, ya que, como veremos
mds adelante, el numero natural (1) no nos sirve para efectuar la resta y la
divisién en todos los casos. Baste por el momento, dado el nivel matemitico
que alcanzaremos a lo largo de este texto, explicar cémo se ha llegado al
concepto de nimero real.

Para hacer mds comprensible la ampliacién del campo de los nimeros,
adoptaremos un doble criterio. Por un lado, un criterio histérico que nos haga
conocer la gradual aparicién de las distintas clases de nimeros; por otro, un
criterio intuitivo que nos ponga de manifiesto cémo ciertas necesidades mate-
riales han obligado a los matemdticos a introducir nuevos entes numéricos.
Este doble criterio, justificable por la indole diddctica de este libro, permitird
al principiante alcanzar una comprension clara del concepto formal (abstracto)
de los numeros reales.

EL NUMERO ENTERO Y EL NUMERO FRACCIONARIO

Mucho antes de que los griegos (Eudoxio, Euclides, Apolonio, etc.) rea-
lizaran la sistematizacién de los conocimientos matemdticos, los babilonios
(segin muestran las tablillas cuneiformes que datan de 2000-1800 A.C.) y los
egipcios (como se ve en el papiro de Rhind) conocian las [racciones.

La necesidad de medir magnitudes continuas tales como la longitud, el
volumen, el peso, etc., llevé al hombre a introducir los nimeros fraccionarios.

Cuando tomamos una unidad cualquiera, por ejemplo, la vara, para
medir una magnitud continua (magnitud escalar o lineal), puede ocurrir una
de estas dos cosas: que la unidad esté contenida un nuimero entero de veces,
0o que no esté contenida un numero entero de veces.(2) En el primer caso,
representamos el resultado de la medicién con un numero entero. En el se-
gundo caso, tendremos que fraccionar la unidad elegida en dos, en tres, o en
cuatro partes iguales; de este modo, hallaremos una fraccion de la unidad
que esté¢ contenida en la magnitud que tratamos de medir. El resultado de esta
ultima medicién lo expresamos con un par de nuimeros enteros, distintos de
cero, llamados respectivamente numerador y denominador. El denominador
nos dard el mimero de partes en que hemos dividido la unidad, y el nume-
rador, el numero de subunidades contenidas en la magnitud que acabamos
de medir. Surgen de este modo los nimeros fraccionarios. Son niumeros frac-
cionarios 1/2, 1/3. 3/5, etc.

(1) P. L. G. Dirichlet (alemén, 1805-1859), ha sostenido que no es necesariamente indis-
pensable ampliar el concepto de nimero natural, ya que —segin él— cualquier principio
de la mds alta matemitica puede demostrarse por medio de los niimeros naturales.

(2) En la préictica y hablando con rigor, ninguna medida resulta exacta, en razén de
lo imperfecto de nuestros instrumentos de medida y de nuestros sentidos.
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Podemos decir también, que son nuimeros fraccionarios los que nos per-
miten expresar el cociente de una divisién inexacta, o lo que es lo mismo, una
division en la cual el dividendo no es multiplo del divisor.

Como se ve, en oposiciéon a los nimeros fraccionarios tenemos los nu-
meros enteros, que podemos definir como aquellos que expresan el cociente
de una divisién exacta, como por ejemplo, 1, 2, 3, elc.

515 8| 4 6+ 2=3.
01 02

EL NUMERO RACIONAL Y EL NUMERO IRRACIONAL

Siguiendo el orden histérico que nos hemos trazado, vamos a ver ahora
cudindo y cdmo surgieron los numeros irracionales.

Es indudable que fueron los griegos quienes conocieron primero los nu-
meros irracionales. Los historiadores de la matemdtica, estin de acuerdo en
atribuir a Pitdgoras de Samos (540 A.C.), el descubrimiento de estos nimeros,
al establecer la relacién entre el lado de un cuadrado y la diagonal del mismo.
Mas tarde, Teodoro de Cirene (400 A.C.), matemitico de la escuela pitago-
rica, demostré geométricamente que V2, V3, V5, V7, etc, son irracionales.
Euclides (300 A.C.), estudié en el Libro X de sus “Elementos”, ciertas
magnitudes que al ser medidas no encontramos ningin numero entero ni
fraccionario que las exprese. Estas magnitudes se llaman inconmensurables, y
los niimeros que se originan al medir tales magnitudes se llaman irracionales. ()
Ejemplos de tales magnitudes son la relaciéon del lado de un cuadrado con
la diagonal del mismo, que se expresa con el ntmero irracional Va* +b%
y la relacién de la circunferencia, al diametro que se expresa con la letra

w=3.141592. . .
FIGURA 1 !
C

d C-= cr'rcunferencz' a

D =diamelro

a

d=Va*+ b’ % M = 3.14159.....

Il

(3) Al exponer sistemdticamente los numeros irracionales, Euclides los llamé asymmetros,
y a los racionales los llamé symmetros, palabras que significan sin medida y con medida.
Para senalar el hecho de que estos nimeros (los irracionales) no tenian expresién los designaba
con la voz alogos. Boecio (475-5564 D.C)), al traducir empleé commensurabilis ¢ incommen-
surabilis, Sin embargo, Gerardo de Cremona (1114-1187), en una traduccién de un comentario
drabe sobre Euclides, utilizd erréneamente rationalis e irrationalis, al tomar logos y alogos
como razém y no en la acepciéon de palabra (verbum), usada por Euclides. Este error se
difundié a lo largo de toda la Edad Media, prevaleciendo en nuestros dias el nombre de
numeros irracionales.
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Como consecuencia de la introduccién de los nimeros irracionales, con-
sideramos racionales el conjunto de los ntmeros fraccionarios y el conjunto
de los numeros enteros. Definimos el nimero racional como aquel nimero
que puede expresarse como cociente de dos enteros. Y el niimero irracional como
aquel numero real que no puede expresarse como el cociente de dos enteros.

Llamamos mimero reales al conjunto de los nimeros racionales e irra-
cionales.

LOS NUMEROS POSITIVOS Y NEGATIVOS

Los ntimeros negativos no fueron conocidos por los mateméticos de la
antigiiedad, salvo en el caso de Diofanto (siglo III D.C.?), que en su Aritmética,
al explicar el producto de dos diferencias, introduce un nimero con signo +.
En el siglo VI, los hindtes Brahmagupta y Bhdskara usan los nimeros negativos
de un modo prictico, sin llegar a dar una definicién de ellos. Durante la
Edad Media y el Renacimiento los matemdticos rehuyeron usar les nimeros
negativos, y fue Newton el primero en comprender la verdadera naturaleza de
estos niimeros. Posteriormente Harriot (1560-1621) introdujo los signos + y —
para caracterizar los nimeros positivos y negativos.

La significacién de los mimeros relativos o con signos (positivos y nega-
tivos) se comprende claramente, cuando los utilizamos para representar el
resultado de medir magnitudes relativas, es decir, magnitudes cuyas cantidades
pueden tomarse en sentidos opuestos, tal como sucede cuando tratamos de
medir la longitud geogrifica de una regién determinada; o de expresar el
grado de temperatura de un lugar dado. En el primer caso, podemos hablar
de longitud este u oeste con respecto a un meridiano fijado arbitrariamente
(Greenwich). En el segundo caso, podemos referirnos a grados sobre cero o
grados bajo cero. Convencionalmente fijamos los nimeros positivos o con
signo + en una direccién, y los nimeros negativos o con signo —, en la direc-
cién opuesta.

Si sobre una semirrecta fijamos un punto cero, a partir del cual, hacia la
derecha, sefialamos puntos que representan una determinada unidad, nos re-
sultan los puntos A, B, C, etc. Si sobre esa misma semirrecta, a partir del punto
cero (llamado origen), procedemos del mismo modo hacia la izquierda, tendre-
mos los puntos a, b, ¢, etc. Si convenimos en que los puntos de la semirrecta indi-
cados a la derecha del punto cero representan numeros positivos (A, B, C, etc.);
los puntos sefialados a la izquierda (a, b, ¢, etc.), represenfardin ntmeros
negativos.

Histéricamente, los niimeros negativos surgen para hacer po-
sible la resta en todos los casos. De este modo, la resta se convierte en una
operaci6n inversa de la suma, y se hace posible restarle a un minuendo menor
un sustraendo mayor.
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Los ntimeros y los simbolos literales negativos se distinguen por el signo —
que llevan antepuesto. Los niimeros positivos y su representacién literal llevan
el signo +, siempre que no inicien una expresién algebraica.

El nimero cero. Cuando tratamos de aprehender el concepto de niimero
natural, vemos como éste surge de la comparacién de conjuntos equivalentes
o coordinables entre si. Por extensién llamamos conjunto al que tiene un solo
elemento y que se representa por el niimero 1. Ahora, consideramos el nimero
cero como expresién de un conjunto nulo o vacio, es decir, un conjunto que
carece de elementos.

Por otra parte, el cero representa un elemento de separacién entre los
niimeros negativos y positivos, de modo que el cero es mayor que cualquier
numero negativo y menor que cualquier nimero positivo.

El siguiente diagrama nos aclarard las distintas clases de nimeros con
los cuales vamos a trabajar:

NUMEROS REALES

! i |

Negativos Cero PPositivos
Raciunales Irracionales Racionales Irracionales

|
! l ! !

Enteros Fraccionarios Enteros’ Fraccionarios

LEYES FORMALES DE LAS OPERACIONES FUNDAMENTALES
CON NUMEROS REALES

Hemos visto sumariamente como a través del curso de la historia de las
matemiticas, se ha ido ampliando sucesivamente el campo de los numeros,
hasta llegar al concepto de ntiimero real. El camino recorrido ha sido, unas
veces, el geométrico, que siempre desemboca en la Aritmética pura, formal;
otras veces, el camino puro, formal ha iniciado el recorrido para desembocar
en lo intuitivo, en lo geométrico. Como ejemplos del primer caso, tenemos
los niimeros irracionales, introducidos como razén de dos segmentos con el
proposito de representar magnitudes inconmensurables, y que hacen posible
la expresién del resultado de la radicacién inexacta. Y también, los niimeros
fraccionarios que surgen para expresar el resultado de medir magnitudes con-
mensurables, y que hacen posible la divisién inexacta, Como ejemplo del
segundo caso, estdn los niimeros negativos que aparecen por primera vez como
raices de ecuaciones, y hacen posible la resta en todos los casos, ya que cuando
el minuendo es menor que el sustraendo esta operacién carece de sentido
cuando trabajamos con numeros naturales. Mds tarde, estos nimeros negatiyos
(relativos) servirdn para expresar los puntos a uno y otro lado de una recta
indefinida.

Sin pretensiones de profundizar prematuramente en el campo numérico,
vamos a exponer las leyes formales (esto es, que no toman en cuenta la natu-
raleza de los niimeros) de la suma y de la multiplicacién, ya que las demds ope-
raciones fundamentales pueden explicarse como inversas de éstas, asi, la resta,
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la division, la potenciacién, la logaritmacién y la radicacién. Conviene ir
adaptando la mentalidad del principiante al cardcter formal (abstracto) de estas
leyes, pues ello contribuird a la comprension de los problemas que ulteriormente
le planteardn las matemdticas superiores. Por otra parte, el conjunto de estas
leyes formales constituird una definicién indirecta de los nimeros reales y de
las operaciones fundamentales. Estas leyes que no requieren demostracién, pues
son de aprehensiéon inmediata, se llaman axiomas.

IGUALDAD

I Axioma de identidad: a =a.

IL Axioma de reciprocidad: si a=b, tenemos que b=a.

III. Axioma de transitividad: si a=b y b=¢, tenemos que a=c.

SUMA © ADICION

L Axioma de uniformidad: la suma de dos nimeros es siempre igual,
es decir, Unica; asi, si a=b y ¢=d, tenemos que a+c=0b+d.

II. Axioma de conmutatividad: a4+ b =0 +a.

II1. Axioma de asociatividad: (a+b)+c=a+ (b+0).

IV. Axioma de identidad, o moédulo de la suma: hay un ntmero y solo

un numero, el cero, de modo que a+ 0 =0+ a=a, para cualquier valor de a.
De ahi que el cero reciba el nombre ‘de elemento idéntico o mddulo de la suma.

MULTIPLICACION

L Axioma de uniformidad: el producto de dos ntiimeros es siempre igual,
es decir, Unico, asi si a=b y ¢=d, tenemos que ac= bd.

IL. Axioma de conmutatividad: ab = ba.

IIL. Axioma de asociatividad: (ab)c= a (be).

V. Axioma de distributividad: con respecto a la suma tenemos que
a(b+c)=ab+ac.

V. Axioma de identidad, o médulo del producto: hay un niamero y sélo
un namero, ¢l uno (1), de modo que a.l =1.a=a, para cualquier valor de a.
VI. Axioma de existencia del inverso: para todo ntmero real a0

(a distinto de cero) corresponde un ntmero real, y sélo uno, x, de modo que
ax = 1. Este niimero x se llama inverso o reciproco de a, y se representa por 1/a.

AXIOMAS DE ORDEN

2 Tricotomia: Si tenemos dos nimeros reales a y b sélo puede haber una
relacién, y sélo una, entre ambos, que a>b; a=b o a<b.
I Monotonia de la suma: si a>b tenemos que a+c>b+ec.

I1I. Monotonia de la multiplicacién: si @ > b y ¢> 0 tenemos que ac > be.
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AXIOMA DE CONTINUIDAD

1. Si tenemos dos conjuntos de nimeros reales A y B, de modo que todo
niimero de A es menor que cualquier nimero de B, existird siempre un niimero
real ¢ con el que se verifique a = ¢ = b, en que a es un numero que estd
dentro del conjunto A, y b es un niimero que estd dentro del conjunto B.

OPERACIONES FUNDAMENTALES CON LOS NUMEROS RELATIYVOS
SUMA DE NUMEROS RELATIVOS

En la suma o adicion de numeros relativos podemos considerar cuatro
casos: sumar dos numeros positivos; sumar dos nimeros negativos; sumar un
positivo con otro negativo, y sumar el cero con un numero positivo o negativo.

1) Suma de dos nimeros positivos

Regla

Para sumar dos niimeros positivos se procede a la suma (+4)+(+2)=+6
aritmética de los valores absolutos de ambos niimeros, y al
resultado obtenido se le antepone el signo +. Asi tenemos:

Podemos representar la suma de dos niimeros positivos del siguiente modo:

"
] ]

+4 > +9—
L ]

+1 +2 +*3 +4 +§ +6 +7

2) Suma de dos numeros negativos

Regla

Para sumar dos numeros negativos se procede a la suma —9H+(-2)=-6
aritmética de los valores absolutos de ambos, y al resultado
obtenido se le antepone el signo —. Asi tefiemos: Ly

modo:

\
o
-V

~—2 < 4

i
1
I

7 -6 -5 -4 -3 -2 =1 0 +# +2 +3 +4

ALOEBHA BALDOM - 3
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3) Suma de un nimero positivo y otro negativo

Regla

Para sumar un nimero positivo y un niimero negativo N Oy i
se procede a hallar la diferencia aritmética de los valores (1_ g)i( sy 2)__ 4
absolutos de ambos numeros, y al resultado obtenido se le (=6 +(+2)=
antepone el signo del nimero mayor. Cuando los dos niime- (—6)+(+6)=0
ros tienen igual valor absoluto y signos distintos la suma es (+6)+(—6)=0

cero. Asi tenemos:

Podemos representar la suma de un numero positivo y otro negativo de
los siguientes modos:

Representacion grifica de la suma de un nuimero positivo y un nimero
negativo, en que el nimero positivo tiene mayor valor absoluto que el negativo:

FIGURA 4 ]

Representacién grifica de la suma de un nimero positivo y un ntmero
negativo, en que el nimero negativo tiene mayor valor absoluto que el positivo:

BT T A

I
wy
I

Representacién grifica de la suma de un numero positivo y un ntmero
negativo, en que el valor absoluto de ambos nimeros es igual.

0

+ 6 =

5 :

-6 -5 -4 -3 -2 -1 :" )

t = I ~+ E + 5 + —

. ik N +1 +2 +3 +4 +5 +6
' % !
< 6 :
0

l FIGURA 6 |
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49 Suma de cero y un nimero positivo o negativo
Regla

La suma de cero con cualquier nimero positivo o negativo nos dard
el mismo nuimero positivo o negativo.

(+4)+0=+4
e
Asi tenemos (_ & +0=—4

En general: —————————» a+0=0+a=a

En que a puede ser positivo, negativo o nulo.

SUSTRACCION DE MUMEROS RELATIVOS

Llamamos opuesto de un nuimero al mismo numero con (+m)+(—m)=0
signo contrario. Asf, decimos que —m es opuesto de +m.
Ya vimos en un caso de la suma que:

La sustraccién es una operaciéon inversa de la suma que .
consiste en hallar un nuimero x (llamado diferencia), tal que, x+m=n (1)
sumado con un numero dado m, dé un resultado igual a otro

numero n, de modo que se verifique:

Llamando m' al opuesto de m, podemos determinar
la diferencia x, sumando en ambos miembros de la
igualdad (1), el nimero m’; en electo:

xt+m+m'=n+m’ (2)

Si observamos el primer miembro de esta igualdad (2), x=n+m" (3)
veremos que aplicando el axioma de asociatividad tenemos:
m+m'=0, y como x+ 0=x, tendremos:

que es lo que queriamos demostrar, es decir, que para hallar la diferencia
entre n y m basta sumarle a n el opuesto de m (m’). Y como hemos visto que
para hallar el opuesto de un numero basta cambiarle el signo, podemos enun-
ciar la siguiente

Regla

Para hallar la diferencia entre dos nu- (+8—(H+4H=(+8)+(—4=+4
meros relativos se suma al minuendo el sus- +8)—(—H=(+8)+(+4)=+12
traendo, cambidndole el signo. Ry — - N

e A jEo-y=Ca+-9=-1

(8 —(—)=(-8)+(+9=—14

REPRESENTACION GRAFICA DE LA SUSTRACCION DE NUMEROS RELATIVOS

Por medio de la interpretacién geométrica de la sustraccién de nuimeros
relativos, podemos expresar la distancia, en unidades, que hay entre el punto
que representa al minuendo y el punto que representa al sustraendo, asi como
el sentido (negativo o positivo) de esa distancia.




3 6 & ALGEBRA

Para expresar la diferencia (+4) — (—8) =+ 12, tendremos:

+12

==Y

A0 =28 M a2 33 a4
I FIGURA 7 !

Para expresar la diferencia (—8) — (4 4) = — 12, tendremos:

e i B (e R = T (L {7 SR

l FIGURA 8 l

MULTIPLICACION DE NUMEROS RELATIVOS

Regla

El producto de dos nimeros relativos se halla multiplicando los valores
absolutos de ambos. El producto hallado llevard signo positivo (+), si los
signos de ambos factores son iguales; llevara signo negativo (—), si los fac
tores tienen signos distintos. Si uno de los factores es ( el producto serd 0.

Cuando operamos con simbolos literales (+2) (+3)=+6 (0) (+3)=0
el producto es siempre indicado, bien en la (—=2) (—-3)=+6 ©) (—3)=0

forma a x b; .bien en la forma a.b; y mas +2) (-3)=—6 00=0
usualmente ab. iy

Asi: A iid) d)==8

El siguiente cuadro es un medio de re- 4 por + da + + por — da —
cordar ficilmente la ley de los signos en la — por — da 4+ — por + da —

multiplicacién de los ntimeros relativos.

REPRESENTACION GRAFICA DEL PRODUCTO DE DOS NUMEROS RELATIVOS

El producto de dos ntimeros relativos puede expresarse geométricamente
como el 4rea de un rectingulo cuyo largo y cuyo ancho vienen dados por
ambos nimeros. A esta drea podemos atribuirle un valor positivo o negativo,
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segiin que sus lados tengan valores de un mismo sentido o de sentidos dis-
tintos respectivamente.

A
Y

=3 +3

A 4

| FIGURA 9

POTENCIA DE NUMEROS RELATIVOS

Llamamos potencia de un ntmero relativo al producto
de tomarlo como factor tantas veces como se quiera. Si a -
es un numero relativo cualquiera y m>1 es un numero _ . veces
natural, tendremos la notacién a®, que se lee a elevado a la GE=0.GB . eiveass @
enésima potencia. e indica que a debe tomarse como factor n
veces. Asi:

En la notacién a" =x, llamamos potencia al producto x, base al
nimero que tomamos como factor g, y exponente a n, que nos indica B
las veces que debemos tomar como factor a a. A la operacién de hallar 4° =1024
el producto x, la llamamos potenciacién o elevacién a potencia. g

Ejemplo:
En este ejemplo, 4 es la base; 5 es el exponente, y 1024 es la potencia.

Regla
La potencia de un namero positivo siempre es positiva. La po- ai=+A
tencia de un numero negativo sera positiva si el exponente es enteroff (—a)? =+ A

. . g ; 3=
y par: negativa si el exponente entero es impar. Asi: ( a‘)‘a_iz
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PRODUCTO DE DOS POTENCIAS DE IGUAL BASE

Regla
Para multiplicar dos potencias de igual base, am , g" = a™n
se eleva dicha base a la potencia que resulte de la (8)2(3)* = 82+ = 36 =729

suma de los exponentes respectivos. Ejemplo:

POTENCIA DE UNA POTENCIA

Regla

Para hallar la potencia de una potencia se mul- (aP)P = qosm = grm
tiplican los exponentes y se mantiene la base primi- _ (—92)8—_928—_9¢6 _g4
tiva, Ejemplo: ”

Hay que poner especial cuidado en no confun- g
dir la potencia de una potencia, con la elevacién de (4%)" =428 = 45 = 4096
un nimero a una potencia cuyo exponente, a la vez (.;;ziﬂj=4ziax2=4a=65536
esté afectado por otro exponente. Asi, no es lo mismo

(4%)* que (423). Ejemplo: P

DIVISION DE NUMEROS RELATIVOS

Ya vimos, al tratar de las leyes formales de la multiplicacién, que de
acuerdo con el axioma VI (existencia del inverso), a todo ntmero real a+ (),
corresponde un numero real, y sé6lo uno, x, de modo que ax =1. Lste nu-
mero x se llama inverso o reciproco de a, y se representa por 1/a.

) , El inverso de +4 es + }
El inverso o reciproco de un numero rela-

: : ek ; ; El inverso de —4 es —1
tivo cualquiera distinto de cero tiene su mismo El i o d VT es 1
signo. A mverso de — V' J es — N

El inverso de + 1 es + 2

La divisiéon es una operaciéon inversa de la multiplicaciéon que consiste
en hallar uno de los factores, conocidos el otro factor y el producto. Es decir,
dado el dividendo d y el divisor d' hallar el cociente ¢, de modo que se ve-
rifique d'c =d. '

Recordamos que esta operacién solo es posible si d' es distinto de cero.

Aplicando el axioma de existencia del inverso, tenemos que:

1/d' (d'¢)=1/d"' d
Sabemos que: 1/d" (d'c)=@1/d" d') e=(+1)c=c
Eliminando queda: ¢=1/d" d
De lo cual deducimos la siguiente

Regla

Para dividir un nimero cualquiera d por otro niimero distinto de cero d’,
multiplicamos d por el reciproco d' (1/d’). El cociente que resulte serd positivo
si los dos ntimeros son del mismo signo; y negativo, si son de signos contrarios.

+ entre + da +
Con el siguiente cuadro podemos recordar ficilmente la §— entre — da +
ley de los signos de la division con numeros relativos. + entre — =

entre
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Ahora que estudiamos la divisién, podemos enunciar tres casos de la
elevacién a potencia de un nimero cualquiera.
a° =41

1) Si un numero cualquiera a0, se ) 80 =41

eleva a la potencia ( es igual a +1. Asi:

2) Si un numero cualquiera a0, se eleva a un exponente
negativo cualquiera —m es igual al reciproco de la potencia a™, de
exponente positivo. Asi:

*

3) La division de dos potencias de igual base es igual am e
a la base elevada a la potencia que dé la diferencia de ambos ;;_::ﬂ
exponentes. Asi: 4
3" s o=

UMIFORMIDAD DE LAS OPERACIONES FUNDAMENTALES CON NUMEROS RELATIVOS

Hemos visto en las operaciones estudiadas, a saber: suma, resta, multipli-
cacién, potenciacién y division, que se cumple en todas ellas el axioma de
uniformidad. Quiere esto significar que cuando sometemos dos numeros rela-
tivos a cualguiera de las operaciones mencionadas, el resultado es uno, y sélo
uno, es decir, tnico. Sin embargo, cuando extraemos la raiz cuadrada de un
numero positivo, tenemos un resultado doble. Pues como veremos, al estudiar
la extraccién de las raices, un numero positivo cualquiera siempre tiene dos
raices e grado par,una positiva y otra negativa.

Asi: VH+a==xad porque: { (+a')*=(+a’)(+a’)=+a
(—a')?=(—d)(-a)=+a
del mismo modo: vV F64==8 porque:§ (+ 8)2 = (+ 8) (+8) =+ 64

(— 8)2 =(— B8) (— 8) =+ 64

POSIBILIDAD DE AMPLIAR EL CAMPO NUMERICO

Los numeros reales no cierran la posibilidad de ampliacién del campo
numérico. Tal posibilidad se mantiene abierta para la introduccién de nuevos
entes, siempre que tales entes cumplan las leyes formales. Dentro de los limites
de este texto, el estudiante todavia se enfrentard con una nueva ampliacién
del campo numérico. Se trata del mimero complejo, que es un par de numeros
dados en un orden determinado y que estd constituido por un numero real
y un nuimero imaginario. Con estos numeros podremos representar un punto
cualquiera en el plano. En el capitulo XXXII se presentard una discusién
amplia sobre estos nimeros.




EL ALGEBRA EN EL ANTIGUO EGIPTO (5,000-500
A, C.) En Egipto, maravilloso pueblo de faraones y
pirimides, encontramos los primeros vestigios del de-
sarrollo do una ciencia matemitica. Sus exigencias vi-
tales, sujetas a las periédicas inundaciones del Nilo,

SUMA

los llevaron a perfeccionar la Aritmética y la Geome-
tria. En el papiro de Rhind, debido al escriba Ahmes
(1650 A. C.), el mis valioso y antiguo documento
matemaitico que existe, se presentan entre multiples
problemas, soluciones de ecuaciones de segundo grado.

capiruto |

LA SUMA O ADICION es una operacién que tiene por objeto reunir
dos o mds expresiones algebraicas (sumandos) en una sola expresién

algebraica (suma).

Asi, la suma de a y b es a+ b, porque esta ultima expresién es la reu-
nién de las dos expresiones algebraicas dadas: a y b.

La suma de a y —b es a—b, porque esta ultima expresion es la
reunién de las dos expresiones dadas: a y —b.

@CARACTER GENERAL DE LA SUMA ALGEBRAICA

En Aritmética, la suma siempre significa aumento, pero en Algebra
la suma es un concepto mds general, pues puede significar aumento o dis-
minucién, ya que hay sumas algebraicas como la del ultimo ejemplo, que

equivale a una resta en Aritmética.

Resulta, pues, que sumar una cantidad negativa equivale a restar una
cantidad positiva de igual valor absoluto.
Asi, la suma de m y —n es m —n, que equivale a restar de m el valor

absoluto de —n que es |nl.

La suma de —2x y — 3y es —2x — 3y, que equivale a restar de —2x el

valor absoluto de — 3y que es[3y|.

40
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REGLA GENERAL PARA SUMAR

Para sumar dos 0 mds expresiones algebraicas se escriben unas a con-
tinuaciéon de las otras con sus propios signos y se reducen los términos se-
mejantes si los hay.

I. SUMA DE MONOMIOS

1) Sumar 5a, 6b y 8c.

Los escribimos unos a continuacién de otros con sus k ba+6b+8c. R.
propios signos, y como ba=-+ba, 6b=+6b y 8c=+8¢ la suma serd: /

El orden de los sumandos no altera la suma. Asi, 5a+ 6b+ 8c es lo
mismo que 5a+ 8¢+ 6b o que 6b + 8¢+ Ha.

Esta es la Ley Conmutativa de la suma.

2) Sumar 3a*b, 4ab?, a*b, Tab® y 6b°.

Tendremos: 342b + 4abd + a2b + Tabd + b5,

Reduciendo los términos © da®+11ab*+6b%. R.
semejantes, queda: /
3) Sumar 3a y —2b.

Cuando algiin sumando es negativo, suele incluirse 3a+(—2b)

. - % 4 A
dentro de un paréntesis para indicar la suma; asi: .

La suma seri: 3u—2b. R.

4) Suma Ta, —8b, —15a, 9b, —4c y 8.
Tendremos:
Ta+(—8b)+(—15a)+9b+(—4c)+8=Ta—8b—15a+9b—4c+8=—8a+b—4c+8. R.

6) Sumar Eaz, iab, - 202, ——gab, Ea". -fb*.
2a2+ Jab + (— 20%) + (— Sab) + Ja* + (— $b?)

=3 1 2 8 1o 3302 1., 139
=3a*+;ab —2b*—sab +3a° -b?=a*—<ab— b R.

B EJERCICIO 15
Sumar: i .

1. m, n. 1. —11m, 8m. 18.  —oxy, —xy. 24. a,,—b, 2c

2 m,—n 12. 9ab, —15ab. g 2 25. 3m, —2n, 4p.
3. —3a, 4b. 13. —xy, —9xy. 19. —-abe, -—?abc. 26. a®, —Tab, —5b*.
4. 5b, —6a. 14. mn, —11mn. s & 27. x2, —3xy, —4}'3.
B 7 =6 2. 4ol 20, —4x?y, Sx2y. 28. 3, —x%, 6.

6. —6, 9. 15. e, —3b. 4 . 29. 2a, —b, 3a.

7. —2x, 3y. i 21. —mn, —mn. 30. —m, —8n, 4n.
g‘ gm’ff = 18. b, 7e 22. a, b, c 31. —Tay 8a, —b.
. ba, Ta. 4

10. —8x, —bx.  17. b, b 23. a,—b,c. 82. Sx, oy, —¢x
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DL S . >~ =3 42. m?, —4m®n, 5m®, —Tmn?, —4m*n, —5m3.
Ly S 43. gxs =1 y %, _6)]1 4:, —6z.
—T7a® 5ab, 3b*, —a?. 44. 6a?, —7b2, —11, —5ab, 9a2, —8b2.
—Tmn2, —6m, 1Tmn2, —4m. 45. —x%*, —bxy®, —dyt, Txy?, —8, x%y2.
X%, _an)’-‘ 5, —Tx?, 4x%. 46. 3a, %b! -4, —b, —%d' 6.
2 i —x2
e e TN WO v il Sl
—8a?b, Hab?, —a*b, —11ab?, —Tb8, 47 x4 Xy, =Y — Xy, XY s

mg' —Sm"n. 7m”3’ —ﬂ-s, 7??12?1. 48. 531' _Sa:+1' 8ax +2' ax+ l, 50’”’1, —Ha*.
8 2 1 1 r
-;—a} -:—b, -—%a' %b' —6. 49. -‘_xal _"'E“'xya ?723 "‘?x)h xzs 5y.3.
a, —3b, —8c, 4b, —a; 8c. 50. ~a2b, -ab?, ——a%b, cab?, ath, —ab2.

Il. SUMA DE POLINOMIOS

1) Sumar a—b, 2a+3b—c y —4a+5b.

La suma suele indicarse incluyendo (a—b)+(2a+3b—c)+ (—4a+5b).

los sumandos dentro de paréntesis; asi:
Ahora colocamos todos los términos de estos polinomios unos a conti-
nuaciéon de otros con sus propios signos, y tendremos:
a—b+2a+8b—c—4a+bb=—a+T7b—c. R.
En la prictica, suelen colocarse los polinomios unos debajo de los
otros de modo que los términos semejantes queden en columna; se hace la
reduccién de éstos, separdndolos unos de otros con sus propios signos.

a— b
Asi, la suma anterior 2a+3b—c
se verifica de esta manera: / —4a+5b P
— a+Tb—c¢c. R.
2) Sumar 3m—2n-+4, 6n+4p—>5, 8n—6 y m—n—4p.
Tendremos: 3m— 2n +4
bn+4p—5
. 8n —6
m— n-——4p
4m+1ln -7. R.

PRUEBA DE LA SUMA POR EL VALOR NUMERICO

Se halla el valor numérico de los sumandos y de la suma para los mis-
mos valores, que fijamos nosotros, de las letras. Si la operacién estd co-
rrecta, la suma algebraica de los valores numéricos de los sumandos debe
ser igual al valor numérico de la suma.




O O 00 1

SUMA ® 43

Ejemplo I

Sumar 8a—3b+5c—d, —2b+c—4d y —3a+5b—c y probar el resultade
por el valor numérico para a=1, b=2, c=3, d=4.

Tendremos: 8a—3b+5c— d= 8— é+15— 4= 13
—2b+ c—4d= — 44 3—16= — 17

—3a+5b— ¢ ==34+10— 3 = 4

5a + 5¢—5d 5 +15—20= 0

La suma de los valores numéricos de los sumandos 13 — 17 -+ 4 =0, igual que el va-
lor numérico de la suma que también es cero.

- EJERCICIO 16

Hallar la suma de:

3a+2b—c; 2a+3b+c. 7. —Tx—4y+6z; 10x—20y—8z; —5x+24y+2z.
Ta—4b+5¢; —Ta+4b—6¢. 8 —2m+3n—6; 3m—8n+8; —5m-+n—10.
m-+n—p; —m—n+p. 9. —ba—2b—3¢; Ta—3b+5¢; —8a+5b—3c.
9x—3y+5; —x—y+4; —dx-+4y—9. 10.  ab+be+ed; —8ab—3be—3cd; Hab+2bc+2cd.
a-+b—c; 2a+2b—2¢; —3a—b+3c. 11, ax—ay—az; —bax—Tay—6az; 4ax+9ay-+8az,
ptq+r; —2p—6q+3r; p+59—8r. 12. 5x—Ty+8; —y+6—4x; 9—3x+8y.

13. —am+6mn—4s; 6s—am—bmn; —2s—5mn+3am.

14 92a+3b; 6b—4c; —a+8e.

15. 6m—3n; —dn+5p; —m—>5p.

16. 2a+3b; 5¢—4; Ba+6; Tc—9.

17.  2x—3y; 52+9; 6x—4; 3y—>b.

18. ®a-+3b—c; ba—b+c; —a—b—c; Ta—b+4e.

19, Tx+2y—4; 9y—62+5; —y+3z—6; —5+8x—3y.

20. —m—n—p; m+2n—>5; 3p—6m-+4; 2n+5m—8_.

21. bHa*—3a™—Ta"; —8a*+5Ham—%a"; —1la*+-5a™+16a".

29 ,6ma+1_7mn+2_..5mn+s; 4ma+1_7ma+2_ma+3; ——5m“+1+3m”"’+]2m”“.
23.  Bx4ytztu; —3x—4y—2z+3u; 4x+Hy+3z—du; —Ix—y+i+2u.
24.  a+b—c+d; a—b+ec—d; —2a+3b—2c+d; —3a—3b+4c—d.

25. bab—3bc+4cd; 2bc+2cd—3de; 4be—2ab+3de; —3bc—6ed—ab.
26. a—b; b—c; c+d; a—c; c—d; d—a; a—d.

3) Sumar 3x2—4xy+7y?, —5xy+6x2—3y> y —6y2—8xy—9x2

Si los polinomios que se suman pueden ordenarse con relacién a una
letra, deben ordenarse todos con relacién a una misma letra antes de
sumar.

3x2— dxy+ y*

Asi, en este caso vamos a ordenar en orden 6x2— bHxy—3y*

descendente con relacién a x y tendremos:_______/" —9x%— 8xy—6y*
—17xy -8y R
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4) Sumar
a*b — b* +ab?, —2a*b*+ 4ab® + 2b* y 5a°b — 4ab® — Ga*b* — b* — 6.
a*b +.ab¥~ b
Ordenando con relacion a la a _ — 2a*b* + dab® + 2b1
se tiene: & o 5a%b — 6a*b? — 4ab® — b*—6
6a*b — 8a*b* + ab? —6. R.
@ EJERCICIO 17
Hallar la suma de:
x2+4+4x; —bx+x2. 8. Sx+4x¥;, —4x?4+5; —x%+4x2—6.
a*+ab; —2ab+b2. 9. x2—3xy+y%; —2y2+3xy—x?; x24+3xy—y2.
x34+2x; —x2+4. 10. a*-3ab+b? —bHab+a*—b2 Sab—b*—2a
a*—3a?; a®+4a. 11. —7x*45x—6; 8x—9+4x2; —Tx+14—x2.
—x243x; x3+6. 12. a%—4a+5; a®—2a%+6; a*—Ta+4.
x2—4x; —Tx+6; 3x2—5. 13. —x2+x—6; x8—Tx245; —x34+8x—5.
m2+4n?;, —3mn+4n®, —5m?—5bn2 14, a3—b3; Ha*b—4ab?; ad—Tab2—bs,
16.  x34-xy24y8; —bx2y+x3—y8; 2x3—4xy2—5y3.
16. —Tm2n+4n3;, m3+6mn2—n®, —m3*+Tm2n+5ns.

17. x*—x¥4x; x3—4x2+5; Tx2—4x+6.

18. a*+a®+6; a®—3a+8; a*—a*—14.

19. xP+x—0; 3x4—Tx2+46; —3x3—4x+4-b,

20. a*+a; a®+5; Ta*+4a; —8a*—6.

21. xt—x?? —5xBy+6xy%; —d4xyS4yt; —4xiyi—6,

22. xy+x% —Ty*+4xy—x?; Hy*—x2+6xy; —6x2—4xy+y2.

23. a®—8ax?+x3;, 5a®x—6ax?—x?; 3a®—5a*x—x3; a®+14ax2—x3.

24, —8a*m+6bam*—m?; a*—Sam*+m?3; —4da*+4a*m—3am?; Ta*m—4am*—6.
26. x5—xSy2—xyt; 2x%y4-3x2y3—y; 3x8y2—4xyt—y%; x54-5xyt42y0,

26. a"+a+-a?; a'+a®+6; 3a*+-Ha—8; —aS—4a*—5a+6.

27. a'—=b*;, —adb+a?b*—ab?; —3at+5a3b—4a®b?; —4a80+3a2b2—3b%,

28. mi—ni+6m3n; —4dm2n+5mn2+nd; md3—nd+6mn2; —2m3—2m3n+nd.
29. a*—3a*%; 5a*1+6a*3; Ta*3+a*%; a*1—13a%S.

30. ax+2_.a:+ax+l; _3ax+n_.ax—l+at—2; —a*-4a%+ 3—53’““2; a* l—gx24qgx+2

@ SUMA DE POLINOMIOS CON COEFICIENTES FRACCIOMARIOS
1) Sumar 1-::3 + 2y° —-:—x’*y +3, —:;:ﬁy + i»xyz _i;:yn, -—E:yﬂ + ixyz =B
Tendremos:

%x" = I;éx%' + 2y +3
— Xty +xyr— 3y
1

17
o5

1 l 7 15
;xs - ;x’y + Exy’ + l-l-ya —-2. R.
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@ EJERCICIO 18
Hallar la suma de:
1 1 1 1
1, sxP+xy; <xy oyt
1

2. a2+%a&; —;ab+:;b2; —%ab-—sb”-

3 x4+ gx'y; — %xy +y%. — '—I:xy +§y'~’.

3 1 2 1 2 53 1
N e R s e 2 =

2
b. §a2+%ab—§b9; gag—l—loab+£b2: —%a’+2—1°ab—§b2.
Doy~ e 4
7. a*—3ab?+ b% ga*b —Sab? — 2b%; % —a%b — b,
8. x*—x2+5; :-xs—gx—& ——Ex*-{-%x"—-;x.

2 1 2 1 1 3 1
9. -md—-mn?+-nd -mP*n+-mn2—-n3; md—- n—nd
8 4 ] 6 8 ] 2

10. x4+ 2x2y2 + ?y‘: _.:ﬁx4 + ;x"’)’z _ Exy:: . %y4; - Exsy = -:x'.’),z i 37),4.

L1}
1 1
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2 4 8 1 2 1 3
Bt gecny A opde oy = ot dati o ey o Tt g
1. % 3% +ﬁx. 3x +1x x5 Rt X5 x+5t 4

10
3

12 2a3+5 2 1y, a‘x Tax“ Ixa' 2a3+1a”x ! ax?
Y X Ty —r § L 2 g

8 3 1 a8 L] 8
6 _ g4 20 _ab g8 g —_gt__pn2 R p—
13. a a*+a%; l,‘ﬁ‘. Sﬂ. 20. TG sﬂ + 6; sﬂ 6.

1

: i '8 5, 1 2 1
14. x5 —y% —xdy? —;xy"' — 0% FxYy — X8 — oy%; 2xy — =x3y? — 2y,

» EJERCICIO 19

Sumar las expresiones siguientes y hallar el valor numérico del resultado

para a=2, =3, ¢=10, x=5, y =4, m:—}, n:%_

1. 4x—by; —3x+6y—8; —x+y.
2. x*—Hx+8; —x*4+10x—30; —6x245x—>50.
3. xt—yt —Sxy?—84-2x% —4x'4Txdy+10xy3.
4. 3m—im+6; —6m+8—20n; —20n+12m—12,
b, nx+en—ab; —ab+4-8nx—2¢n; —ab+nx—>5.
8. a*+b% —3a2b+8ab%—b3; —5Ha8—6ab2+8; 3a2b—2b3,
7. 2Tm34-125n8%, —9m*n+25mn?; —14mn*—8; 11mn*+10m?n.
8- x""+y"—2+m*"‘; Dyn—1_ 2 b—2_2mx--4; 3)!"_2—2?7:‘"‘.
9. n"l—m<348; —5n"1—3m*-34-10; 4nt145m*—3—18.
10. x3y—xy3+5; xi—x%y24+5x%—6; —6xy?+x2y2+2; —y*+3xy3+1.
3 2., 1 TP | 1
11- Ta2+?b23 —"‘g"ﬂb-}-?bs. _sab-'_s'bgﬂ
9 a5 % 1.5 LN W S
i ;;m’-l-;ﬂz—T. “'15??‘”34‘?. ;n3+§m = —31m2 30mn+3.
13. -;—b’m——icn-& %bﬂm+6—:—ocn; —%b’m+-;~cn+4: 2cn+%—%b’m.
14. 0.2¢°40.4ab*—0.5a%b; —0.8b3+40.6ab®—0.3a2b; —0.4a%46—0.8a2b; 0.2a3

+0.96%4-1.5a2b.




EL CALCULO EN CALDEA Y ASIRIA (5,000-500) tiempo (1930), figuran operaciones algebraicas con
A, C.). No ha sido sino recientemente que se ha ecuaciones de segundo grado y tablas de potencias
puesto de manifiesto la enorme contribucion de los que requieren un dominio de la matematica elemen-
caldeos, asirios z.blbilonim al acervo matemitico de tal, pero no supone uta que los caldeos tuvieran

la Humanidad. tablillas descifradas hace muy poco toda una pcion  a ta de las matemiticas.

capiruto |||

RESTA
LA RESTA O SUSTRACCION es una operacién que tiene por obje-

to, dada una suma de dos sumandos (minuendo) y uno de ellos (sus-
traendo), hallar el otro sumando (resta o diferencia).

Es evidente, de esta definicién, que la suma del sustraendo y la dife-
rencia tiene que ser el minuendo.

Si de a (minuendo) queremos restar b (sustraendo), la diferencia sera
a—b. En efecto: a—b sera la diferencia si sumada con el sustraendo b
reproduce el minuendo a, y en efecto: a—b+ b=a.

REGLA GENERAL PARA RESTAR

Se escribe el minuendo con sus propios signos y a continuacién el
sustraendo con los signos cambiados y se reducen los términos semejantes,
si los hay,

I. RESTA DE MONOMIOS

1) De —4 restar 7.

Escribimos el minuendo —4 con su propio signo
—4-7=-11. R,
y a continuacion el sustraendo 7 con el s:gno cambiado _
y la resta serd: — — . /
En efecto: —11 es la diferencia porque sumada 5 SRS

con el sustraendo 7 reproduce el minuendo —4:-

46




RESTA ® 47
2) Restar 4b de 2a.

Escribimos el minuendo 2a con su signo y a continua- . 22-4b. R
cion el sustraendo 40 con el signo cambiado y la resta serd:

En efecto: 2a—4b es la diferencia, porque su- 2a—4b + 4b=2a.
mada con el sustraendo 4b reproduce el minuendo: M

3) Restar 4a*b de — b5a*b.

Eﬁcnbo' el minuendo — 5a~b2y — 5a*b —4a%b = — 9a%h. R.
a continuaeion el sustraendo 4a®b
con el signo cambiado y tengo: -
—9a*b es la diferencia, porque sumada con —9a%b + 4ab = — 5a*b.

el sustraendo 44*b reproduce el minuendo:

4) De 7 restar — 4,

Cuando el sustraendo es negativo suele incluirse den-
tro de un paréntesis para indicar la operacion, de este mo-
do distinguimos el signo — que indica la resta del signo —
que senala el cardcter negativo del sustraendo. Asi:

T—(-4)=T+4=11. R.

El signo — delante del paréntesis estd para indicar la resta y este sig-
no no tiene mds objeto que decirnos, de acuerdo con la regla general para
restar, que debemos cambiar el signo al sustraendo —4. Por eso’a conti-
nuacion del minuendo 7 escribimos + 4.

5) De 7x3y* restar — 8xdyi,
Tendremos: 7Tx®yt —(—8x%yt) = Tx3y? + 8x¥y* =15x%y*. R.

68) De —3ab restar —#ab.
Tendremos: —%ab—(—%ab)=—4ab+4ab=%}ab. R.

. CARACTER GENERAL DE LA RESTA ALGEBRAICA

En Aritmética la resta siempre implica disminucién, mientras que la
resta algebraica tiene un cardcter més general, pues puede significar dis-
minuciéon o aumento.

Hay restas algebraicas, como las de los ejemplos 4 y b anteriores, en
que la diferencia es mayor que el minuendo.

Los ejemplos 4, 6 y 6 nos dicen que restar una cantidad negativa equi-
vale a sumar la misma cantidad positiva.

B EJERCICIO 20
De:

1. —8 restar 5. 6. 2a restar 3b. 11. —9q* restar 5b2.
2.7 » 4. 7. 3b » 2, 12. —Txy n  —DyZ
3. 8 i} ) & 8. 4x i 6b. 13. 3a o 4a.
4- _8 Y _11- 9- _5a T ﬁb- 14 1]m2 FT] 25 m2
5 —1 5 -9, 10. —8x " —3. 15. —6x%y = —Py;




16.

17.

18.

8B

31.

32

a3.

34.

36.
36.

39.
40.
41.
42.

48 ®

11a®m?2 restar

—8ab*?
31x%y
—84ab

3ax+1

- —8xat2

3
=1
-5
_4
=T
-5

b

bm
—b6a
_5as
-9
—25

»
»
(1]
”

"

Restar
de

”»
»”
{1
"
”"

»”
"

i1
"
"
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—Ta%m?2.

—8ab*.

—46x%y.

—84a2b
5b" +2
1%

—2.
T
—8.
5.
—T.
2a.
—3x.
—2n.
3b.
8b.
—Ta.
25ab.

44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.
52.
53.
54.

Gan
—4hHa*1
54bn—1

+ —3b6m*

b

—a
—3b
—11x8
14a%b
—43a%y
9ab
—31x3%y
a!
_7ax+l
om*
18a*1
—19m*

DE POLINOMIOS

restar

Lt
»

3a.
—4b.
H54x?,
T78a2h.
—54a?y.
—ab.
—31x%y.
—3ax.
311a*+L
105m*
—31a*L.
—236m*".

27.

29.
30.

55.
b6.

67.

58.

59.
60.

e | ow]ee
=
"

x'.a
—

|
m:La-.
o
[

1 I
e 3

45a%b*

®
e

- | alﬂl cn[" .L-'Im

|
%
S
=

®
o4

o

qué
8

|
- mhb.:

——m";
10
5
—a2b3,
G

b S
— ?a:!bk_

Cuando el sustraendo es un polinomio, hay que restar del minuendo
cada uno de los términos del sustraendo, asi que a continuacién del
minuendo escribiremos el sustraendo cambidndole el signo a todos sus
términos.

Ejemplos |

(1) De 4x — 3y + z restor 2x + 5z — 6.

La sustraccion se indica incluyendo el sustraen-
do en un paréntesis precedido del signo —, asi:

Ahora, dejamos el minuendo con sus propios sig-
nos y a continuacién escribimos el sustraendo
cambidndole el signo o todos sus términos y ten-

dremos:

Reduciendo los términos semejantes, tendremos:

L]
Asi, la resta anterior se verifica de esta manera: ——

— 2x

=Yt ik se=6)

4x—3y+z—2x—52+6.

=3y —4zt6 R
En la practica suele escribirse el sustraendo con sus signos cambiados deba-
jo del minvendo, de modo que los términos semejantes queden en columna y
se hace la reduccién de éstos, separdndolos unos de ofros con sus propios signos.

4x—3y+ z

—5z+6
2x —3y — 4z + 6.
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PRUEBA
La diferencia sumada con el sustraendo debe dar el minuendo.
En el ejemplo anterior, sumando la dife- 2x—3y—4z+6
rencia 2x —3y —4z+6 con el sustraen- 2x t52—-6
do 2x + 5z — 6, tendremos: - 45—y + z (ingenda)
(2) Restar — 4a®b — ab® + 6a®b3 — a2b* — 3b® de 8a'h?® + o — dab! + éab?.
Al escribir el sustraendo, con sus signos cambiados, debajo del minuendo,
deben ordenarse ambos con relacién a una misma letra.
Asi, en este caso, ordenan- a® + 8aibh2 — 4a%b* + 6ab”
do en orden -descendente + 4a0°b —6a®b® 4+ o?b*+ ab®+ 3b°
7 | {6 . . i o
;g%?mm° @@ 5 ab+ dadh + Ba'b? — 6a%b® — 3a%bt + 7abd + 3. R.
La diferenicia suma- a® + 4a’h + 8a*h? — 6a%b® — 3a2b* + 7ab’ + 3b8
da con el sustraen- — 455 + 6a%b% — a?bt — b’ — 3b°
do, debe darnos el = i —
minuendo: /" a + 8ath? — 4a®b? + 6ab?® (minuendo).
(3) Restar —8a%x + 6 — 5ax® — x® de 7a®+ 8a’x +7ax® — 4 y probar el resul-

tade por el valor numérico.
7ax®* 4+ Bo®x +7a® — 4
Efectuemos la resta ordenando con relacién . x*+ Sax*+4 8o — 8

ala x: — 120 16t 7P —10. R

La prueba del valor numérico se efectia hallando el valor numérico del mi-
nuendo, del sustraendo con los signos cambiados y de la diferencia para
un mismo valor de las letras (el valor de cada letra lo escogemos nosotros).
Reduciendo el valor numérico de minuendo y sustraendo con el signo cam-
biado, debe darnos el valor numérico de la diferencia.

Asi, en el ejemplo Tax2+ ax~-7al= 4 28+16+7— 4=47
anterior para a=1, %5 (Briad ofr.. ‘Bedx — 6 =84+20+16 — 6= 38

KD, ARREE x* + 120x2 + 1602 + 7a® — 10 = 8+ 48 +32+7 — 10 = 85

» EJERCICIO 21

De:
a+b restar a—b. 9. x*—x*+6 restar 5x%—4x+6.
2x—3y restar —x-+2y. 10-  y*46y5—8 restar 2y'—3y*+6y.
S8a+b restar —3a-+4. 11. a*—6ab*+9a restar 15a*b—B8a+-5.
x*—3x restar —Hx+b. 12. x44-9xy?—11y* restar —8xiy—6xy*+20y*.
a®—a®b restar Ta2b+9ab2. 13. a+b+c—d restar —a—b-+c—d. )
x—y+z restar x—y-z. 14. ab+2ac—3cd—5Hde restar —4ac+8ab—5cd+?drz,
x-+y—z restar —x—y-z. 15. x3—9x+6x°—19 restar —11x?-21x—43+6x%

x2+y2—38xy restar —y?+4-3x2—4xy.  16. y"—9y*+6y?—31 restar —11y1+31y3—8y*—19y.

17. Hm3—9ni+6m*n—8mn? restar 14dmn*—21m?*n+5m*—18.

18. 4x3y—19xy3+y*—6x2y? restar ~x4—51xj:"+32952y9—2;;':'x3y.
19. m"+min?—9m2nt4+19 restar —13mPn?+16mn®—30m=*n*—061.
20. —abb+6a%b3—18ab5+42 restar —8a®-+9b%—11a*b2—11a%b?.
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21. 1—x24x*—x343x—06x5 restar —x8-+8x4—30x2415x—24.

22. —6x%y34-8x5—23x%y+1-80x%)*—18 restar —y®49xyi480—21x%y2— 51x31
23. mS—8mn?+-21m2nt+-8§—6mn® restar —23mSn-+14mSnd—24mnS+8nd—14.
24 x"—8x+16x—23x*—15 restar —8x8+25x4—30x34+51x—18.

26. 9a—15a*b?+-31a2b*—b%+14 restar 25a°b—15a1b2+53a%b*—9ab®+4359,
23' a"+a”‘—a“3 restar 50‘—60’*1—0“"2.

27. m*—ms143m*? restar 3m**+'—4m*+Hm* 24-8m>-t.

28. amti—_Tam+2_8gmi Gl restar —Hha™+3—-14am+2—11a™+1—8qm-1,

29. xtt2—Txs4Ox0-14-25x%2 restar —11x"+14-19x*+45x4 14 60x2—32,

30. mrH1—6mO 24 8mr3—19m0 restar SmU+HmP24Gmi S ma—t L gmn—s,

» EJERCICIO 22

Restar:
a—b de b—a. 11. m?—n?—3mn de —bm*—n?+6mn.
x—y de 2x-+3y. 12. —x®—x+6 de —8x%+5Hx—4.
—5a+b de —Ta+5. 13. m*+14m*+9 de 14m*—8n+16.
x2—5x de —x246. 14. ab—bc+6cd de 8ab+5bc+6ed.
x3—xy? de x%y+5xy2. 15. 25a*b—8ab*—b3 de a*—9a2b—b3.
6a?b—8a® de Ta2b+5Hab®. 16. xy*—6y*+4 de 6x*—8x2y—6xy2.
a—b+2¢ de —a+2b—3c. 17. m*+Tn—8c+d de m*—9n+1le+14.
m—n+p de —3n+dm-+5p. 18. T7a*b+5ab’—8a*b*+01 de Hat4-9a*b—40abd+6bt.
—x+y—2z de x+3y—6z. 19. 6x3—9x+6x*—7 de x5—8x*+25x2+15.

3a2+ab—6b2 de —5b*+8ab+a®.  20. x5—x%34+6xy*425)° de —3xyi—8xiy?—19y5+18.

21. 25x+25x3—18x2—11x°—46 de x2—6x14+8x2—9+415x.

292. Batb+adb2—15a2b3—45ab1—8 de a"—26aPb24-8abi—bb4-6.

23. 23y34-8yt—15y°—8y—5 de yS+4yi4y24-9.

24, TxT4+Hx5—23x34+-51x+36 de x8—x8+3xi—5x2—9.

25. y"—60x1y3+-90x%y*—50xy8—x2y® de xT—3x5y2+35x%y3—Bx2y5+-60.
26 a:+2_5ax+1_6ax d& ard—s_aalﬂ- 1_5

27. Ba™14ba*2*+Ta"+a 2 de —8a"+16a"4+15a" 243,

28. Jlxr+1—0xe+2—xst+i_18x%1 de 15x0+834Hxst2—Gxn4-4] a1,
29. 12a™2—5a"1—qm—8gm—1 de 9a™1—21am2426am84-14405,

30, —m*+t—E6m*+1—-23m*+2—m*1 de —15m*+3+4+50m*+1=14m*—6m*"1+8m="2.
1
(4) De 1 restar x*+ x+ 5. —5—x—x2
—4—x—x2 R
x*+x+5
El sustroendo x?+ x+ 5 sumado con la di- i
ferencia ‘“—4 — x — x2 nos da el minuendo: — —
1 (minuendo).
(5) Restar 9ab® — 11ab + Ba?b? — b* de ot —1.
Tendremos: at -1
11a®h — 8a?b? — 9ab® + b*
a* + 11a%b — 8a%h? —9ab‘+ b*—1. R..
B EJERCICIO 23
De:
1. 1 restar a—1. 3. —9 restar 3a+a®—5. 5. 1 restar a®—a*b+ab?.

2. 0 restar u—8. 4. 16 restar 5xy—x2+16. 8. x? restar —x%—8x%y—6xy2.
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7.  a® restar —Ba*b+Gab*—b3,

8. y* restar —Hxdy+4Txiy —8xyd.

9. m? restar a*m—a*+Ta*m>*—18am3+5m.

10. 16 restar b—a+c+d—14.

11. x?—] restar xy-+y2

12, a®+6 restar Ha*b—Rab2+bs,

13. Restar —5x*y+17xy*—5 de x¥+y3.

14. Restar 9x¥y—15x92—8x2y? de x4—1,

15. Restar —1la‘b+2a2b3-+8adb*—4abt de a4+ bo.
16. Restar H5x%—25x de x*+x2450.

17. Restar 9y°+17y*—y3+18y* de y®+y—41.

18. Restar —15a%b+17a%b3—14ab—b® de a®+9atb2+a2bt.
19. Restar —x*+5x—34 de x*+x3—11x.

20.  Restar m*n+Tmn?*—3n3 de m—1.

I}ESTA DE POLINOMIOS CON COEFICIENTES FRACCIONARIOS

Ejemplos |

3 1 2 3 1
—x3 — D = A —ydyy — =yl
{1 ) De ux restar 2X axy -+ ‘X 2)" .

B 1
5

Tendremos: :
I =3

18-S 42 00t
X ‘xy+nxy+2y

20

11
10

B 0.8 1
A=y ottt oyt R
(Z) Restar —4a®b? —-llnab -F-Eazb2 —9 de — :zob + éozb"’ -8

Tendremos: %cﬁ‘b2 — %ab —8

4oPb® ~ 15762+ Jab+ 9

4a%b*— Ja®b?— jab+ 1. R.

@ EJERCICIO 24

De:
1 1 1 2 1 ] 4 2 1
S B Sy W <ol i, U {0

: ;@ restar ——a 5‘ab+ nb. 4 @ xb restar ,,‘H‘,,b- u

2 15 L 4 + : H b 5.2 8 restar _s_x 4 1 - F— l

A restar —xy + —yz — . L gt . o) ko g

s 3 1 2 5 2 - LA 2 1

3. Tbe restar ——ab+bc——ed. 6. —m®+ —n® restar ——m*n + —mn® —-—-n?.

e
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10.
11.

12.

para

O N ek 0 D

8 1 3 b 1 1
7. —a*+ —ab ——b?* restar —a® + —ab — —.
T a 53 14 2 8

8wy B B, g o WG
8. —x¥4 _xy— -y restar ——x* + 2y* — —xy.

[
5 7 8 7
8+ a — — restar ——g*—a+—.
9. a*+a a+uresar T +m+8
4 5, 5 y L
10. me+ —mn- — T—n3 restar — él—m‘*n -t ?mn*’ + nd — =

11, Sxt4 Tx*‘y - ixy"‘ + %y* restar x* 4 %—x";ﬂ = %xy" -+ z—y".

] 7
1 3 T & ) T 1 1 l
12. ?ﬂ'l"ﬁ—b—&—ﬂ-i'-g'd restar 20b+ﬁc Bd+3'

EJERCICIO 25

Restar:

—a— de a~—%a 4. ?—Ja—%b+%c de a4+ b —c.
Ta—?b de Ba+ 6b — 5. 5. m+n—p de -_im-i-—:%n-!*%p.

T 2 Qo i __E B g 1 .._1_
- de x¥+—x% —6. 6 —dt ftb-l— de ab—i— ab =

1
—mt - —m Int — -!-’—m??* de rm“?’l 4+ —m n? ?mrﬁ — 6.

'

-:;-+—?~x3y ——xy —-—x5 de —.—x Wt xy + -’y’*—t—ixy*—?.

Ll :—x*y2 + Ex"-y* 8t ey® de 1x*‘y + —x 2 — -—xsy’ S s ol "’.

L

— ~1.—x‘-!:v + —3xy2 __g.x3 +6 de ._‘xyﬁ = _xﬁy + _x:i — ___ya —=,

T
- Em" + — —m*n‘ + -—m nt— — de Em in? — —m‘n‘ + —?1'*

— Hc"d N Ed5 - [—jci‘d3 + —;-cd* de _%0" + -,_;-cgd“ — ?d“ + 17_, chd* + Ec*d —35.

EJERCICIO 26
Efectuar las restas siguientes y hallar el valor numérico del resultado

]

a=1, b=2, ¢=3, x=4, y=5 m=2, n=
De:

a*—ab restar 3ab+b2

a®4-b3 restar —5a2b+6ab2—9b3,

?-

. 1 b
—a restar ?b = + a.

3m*—=5in* restar m2+8mn+10n2.
—18x*y2+15y4 restar —16x%y—6xy3+9yt.
a*—Tam*+m? restar —5am2+8a2m—5ms.

2 7 1 1 T
—a®+ —ab — —b? restar —a? + ab — —b2,
a ] b & 10

2 3 v &, i 1 1 P X
S+ —mn? ——n? restar —m?®— MmN ——mn® — —n?,
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Restar:

9. ath2—5a*b® de a®—3a2bi+b5. 11, 11a2b—9ab2+b? de ab. -

10. 15ab de —ab+10mn—8mx. 1% Rt 2ge L
3 6 8 Hit}

8 8 1 3 2
13. —xB——xy2— )" de 20wty ——xyl,

14. ax1 — gg=—3 + a2 de _2__ax—v1 + a* — iax—a + a*2,
il @

SUMA Y RESTA COMBINADAS

@ SUMA Y RESTA COMBINADAS DE POLINOMIOS
CON COEFICIENTES ENTEROS

Ejemplos

(1) De a2 restar la suma de 3ab — 6 y 3a® — 8ab + 5.

302 —8ab+ 5
Efectuemos primero la suma: 3ab—6
3a? —5a0b —1
2
Esta suma, que es el sustraendo, hay que restarla de o que _3::3 i Babif ]
es el minuendo, luego debajo de a? escribo 3a* — 5ab — 1 e
con los signos cambiados, y tendremos: /' —2a®+5 +1. R

(2) De x3—4x2y+5y% restar la suma de —x®+ 5x%y —éxy®+y® con
—6x%y + 9xy? — 16y8.
— x84 5x%y — bxy? 4+ ¥
Efectuemos primero la suma: — bx%y + Ixy? — 16y

s gyl Juyd e 1598,

Esta suma, que es el sustraendo, tengo que restarla x3:— dx%y + Sy®
de x* —4x%y + 5y® que es el minuendo, luego de- x3+ xy —3xy? + 15¢%
:Ja;o_ de este m!nuendo escribiré el sustraendo con _ 26 — 3xy — Bxy? 4 20°. R.
os signos cambiados y tendremos:

(3) De la suma de x*+4x2—6 y —5x — 11x + 5 restar x*— 1.

x® + 4x2 — 6
Efectuemos la suma: —5x2—11x+5

x— x2—11x—1
; 3 —x2—11x—1
Esta suma es el minuendo, luego debajo de ella es- S

— gt ..I_ '|
S ; ; X
cribiré el sustraendo x* — 1 con los signos cambia-
dos y tendremos: —xt X = —11x R.
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ALGEBRA

EJERCICIO 27

De a2 restar la suma de ab+b2 con a?—5b2.

De 1 restar la suma de a+8 con —a+6.

De —T7x2y restar la suma de 4xy?—x3 con 5xZy+ys.

De 5m* restar la suma de —3m3n+4mn?—nd con 3min—4mn>+5nd.
De 6a restar la suma de 8a+9b6—3¢ con —Ta—9b+3c.

De a+b—c restar la suma de a—b+c con —2a+b—ec.

De m—n+p restar a suma de —m+n—p con 2m—2n+2p.

De x2—5ax+3a® restar la suma de 9ax—a? con 25x*—9%ax+Ta>

De a®—1 restar la suma de 5a2+6a—4 con 2a¢3—8a+6.

De x*—1 restar la suma de 5x"—9x2+4 con —11x*—Tx®*—6x.

De a3+b? restar la suma de —Tab2+35a2b—11 con —Ta’+8ab?—35a%b-+6.
De no—Tn®+4n restar la suma de —11n*4+14n2—25n+8 con 19n3—6n?
+9n—4.

De a*—Ba?m?+m?* restar la suma de —6a*m+bam?—6 con Tai—11a?m?
—5a*m—6m*.

De x5—30x%2+40xy*+y5 restar la suma de —4xiy+413x%y3—9xy* con
—6xP4+-8x5y24xpt—2y5.

De la suma de a+b con a—b restar 2a—b.

De la suma de 8x+9 con 6y—5 restar —2.

De la suma de x?—6y% con —Txy+40y? restar —9y%416.

De la suma de 4a2+8ab—5b2 con a®+6b2—Tab restar da*+ab—b2,

De la suma de x3—y® con —14x%y+5xy? restar —3x3+19y%

De la suma de x*—6x2y%+y* con 8x2y>+431y* restar x*+2x%y2432y1.

De la suma de n*—6n%+n2 con Tn®—8n—n*—6 restar —3n*—n%—8n?+19.
Restar 5atb-Ta2b®+b% de la suma de a®—3adb2+6ab? con 22a*b+10a3b?
—1lab*—b".

Restar 5—m* de la suma de —5m2+4m3—2m con —Tmd+8m+4.

Restar —4 de la suma de Ta®2—1lab+b? con —7a%41lab+Db%*—8.

Restar a—b—2¢ de la suma de 3a—4b+5¢; —Ta+8b—11; —a+2b—Tc.
Restar at—3a?+5 de la suma de Ha?+14a*—19a+8; a®+9a—1 y —a*-+3a*—1.
Restar la suma de mi+10mn2+15n* con —11m3n—1dm*n*—3mns+nt
de 6m*+Tm*n2+8mnd—nt.

Restar la suma de a®+4a®b?+8abi—b% —Tatb+15a*b*—25ab4+3b5 y
—bab*+3a2b*—a3b? de 3a’—6a?b3—21ab*—6.

Restar la suma de x®+y% con 3xiy+21x%y2+18x2y3—y5 de x5+432x1y—26x%?
+18x2y3—2xyi+y5.

Restar la suma de 3a*+6a*! con a*—7a*14+a*2 de Ba*+2—-Ta*+1—qa*
+12¢%1.

(4) Restar la suma de 5xiy? + bx%y* — 5y® con — 3x® + x%y* —11y® de la suma
de x® + 2x%y* — y8 con — dx*y? + 3x%y* + 3y8,

Sxiy? + éx2yt — 5y®
Efectuemos la primera suma que serd el = Gxd + x2yt—11y*

sustraendo: — 3x% + Sxty? + 7x2yt — 16y

X0 + 2%yt — 8
Efectuemos la segunda suma que serd el mi- — Axty? 4 3x?y* + 3y®
nuendo:

x0 — 4xiy? + 5x%yt + 2y°
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s s : 6 — dxty? + 5x?yt 4 2y8
Como esta suma es el minuendo escribimos debajo 3’;5 55 5’:4:2 1 7;5‘ i 1 6;‘

de ella, con los signos cambiados, la suma anterior

que es el sustraendo y tenemos: 7 AxE—Oxtyt — 23yt | 18y".

B EJERCICIO 28

1. De la suma de x2+5 con 2x—6 restar la suma de x—4 con —x-+6.

2. De la suma de 3a—5b-+¢ con a—b—3c restar la suma de Ta+b con —8b—3c.

3. De la suma de x3+1 con 5x%+7—x? restar la suma de 9x+4 con —3x2—x+1.

4. De la suma de a®+1 con a®*—]1 restar la suma de a*+2 con a—2.

5. De la suma de ab+bec+ac con —Tbc+8ac—9 restar la suma de 4ac—3bc
+5ab con 3bc+5ac—ab.

6. * : la suma de a®x—3x® con a®*+3ax? restar la suma de —5a®x+1lax?
—11x% con a3+8x%—4a2x+6ax?.

7. De la suma de x%+x2—3; —3x+5—x% —Hx*+4dx+x? restar la suma de
—~Tx848x2—3x+4 con x*—3,

8 De la suma de mi-=nt; =Tmn®+1Tmén—4m?n? y —m*46m*n*—80n*
restar la suma de 6—m?* con —m2*n2+mnd—4,

9. De la suma de a—7+a3; a—at—6a2+8; —5a2—11a+26 restar la suma

de —4a*+a?—a* con —15+16a%—8a%—T7a.

10. Restar la suma de 3x*—y* con —1lxy+9y*—14 de la suma de x2—3xy
—y* con 9y*—8xy+19x2.

11. Restar la suma de a—1 con —a+1 de la suma de a®—3; a—4; —3a+8.

12. Restar la suma de a®*+b*—ab; Tb2—8ab+3a*; —5a2—17b%+11ab de la
suma de 3b?—a?+9ab-con —8ab—Th2.

13. Restar la suma de mt—1; —m3+8m2—6m+5; —Tm—m2+1 de la suma
de m®—16 con —16m*+Tm*—3. "

14. Restar la suma de x5—y% —2xiy45x3y2—Tx2y8—3y5; 6xyi—Tx%y2—8 de la
suma de —x3%y24Txty+11xy* con —xyi—1.

16. Restar la suma de 7a*—a®—8a; —3a5+11a®—a*+4; —6a*—11a*—2a+8;
—ha*+hHa*—4a+1 de la suma de —3a*+7a®—8a+5 con 5a°—Ta%+41a2
—50a+8.

16. Restar la suma de a%=Ta®x2+9; —20a*x+21a*x%—19ax*; x5—Tax*+9a’x?
—80 de la suma de —4x5+18a®x2—8; —9a*x—1T7a®x2+11a%x?; a®+36.

0 SUMA Y RESTA COMBINADAS DE POLINOMIOS
CON COEFICIENTES FRACCIONARIOS

| Ejemplos |

Rig .8 s lig 1 oy dig T
(1) De ’a’ ﬁb’ restar la suma de ‘az+ab Bub con —za +12b sab.

251 119
;@ |3t::i:-+— ab

Efectuemos la suma que seré el sustraendo: 7

1 : )

ca?— ab+ b
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1 3
1 2 _
;0 5b

; . 1 3 -
Debajo del minuendo Ea*—-gbz escribimos el

5, 1 .4
resultado de esta suma con los signos cambio- =cdl o= 5"
dos y tendremos:

—ta*+ob—1b% R

8 1 3 t 3
(2) Restar la suma de Em“-*;mn’-i-é con ;m*n+-mn? —-n® de la suma de

a 1 2 8 1 1

oy pley doog Dligs o b Sh

am -i-:!n wmn* con —m n+3mn -
2 2 1
-m3 e 2 —nd
zm Fmn®+cn

e 3 1

Efectuamos la segunda suma que serd ;m*n + zmn?

el minvendo. — .
4 3 % 1
i el S - o 2 =nd —
;m +‘mn mn +2n
3 1 Tz
~m?3 — -mn?
1] 5

. ’ 3

Efectuamos la primera suma que serd ;m2n+ :';'""2_2'-”3

el sustraendo: - Y B
3

3 1 3
8 B ® gl g Vo R Heg
om +4mn+“mn in + 6

2 3 1 1 1
(;ma . Im'-'n = l—.:\l'ﬂl'l2 + ;ﬂs = =

. 3 1 3
Ahora, de la primera suma -—:m3—-§m2n-—- —mn2+-n3— 6
restamos esta Oltima suma y — 2 2
tendremoss:o - - ..o I8 5 )81
1—hm —mmn +Eﬂ perche

EJERCICIO 29

3 1 2 3
De —a restar la suma de a+ b con ——-a+ b
R 3 ; 8 =8
De —a®+ —a® restar la suma de -4~ 6 con —a* ——ad.
- o

Restar —:Ta-—%b de la suma de a4 3b con 6 ——ia h—zb.

1 1 i 2 1 5
Restar la suma de —x? 4+ — — —x?2 - —x2 de ——x&.
S e 3x+5 X con 6 nx+“ e Pt

1 -4 - 1 1 a
De la suma de Ea‘ con --Taa+ Ta-’-ﬁ restar ?a——?—Ta‘.

y | 2 1 2 I 1] 2
Restar la suma de == g Con 3——;:—-;)! de r

1 1 3 3 1, & 2
De Sa®——b% restar la suma de —54*b+—ab*—b? con ?a‘b—Fabz-i—a—bs.




10.

11

12.

13.

14.

bl ol B e

e

10.

11.
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1 2 1 8 2 1
De la suma de ?a—-?b con ?b-—-;c restar la suma de —s-b+-;—c con

1 ]

——c——b.
10 9

1 1 1 2 3 1
Restar la suma de —sa3+?ﬂ2+? con _Ta'""s_az—fé de la suma de

P 1 R
32 3a—|— s R 0% + 32 8"

8 5 2 a 1 1
] 2 p—— = 2 —
De la suma de —x*—-—xy+-—y* con ——-xy——9*+ - restar la suma
2 2 1 17 22 3 1
i, Tan ¢ L e By Tl ot
dessoxt oyt =Xy LOORTENRan Y eyt S
2 1 8 3
Restar la suma de —a®——-b% con ——a®b +?ab"+:—ob3 de la suma de

1 1 1 5 1 3 1
SR SR S NI} O oty K (Rt
=a%b  —abtep o igon cemaibele gl Sl s

5 2 1 1 2 8
De ﬁm“ - ?n‘ restar la suma de Tmzn’*’ — Tmﬂ” —ni; Tm‘ - ?msn

2 5 1 7 1 2
——m?n?+—nt con —mt——mn+4+ —m3n®— —nt
& * 8 14 20 + 4 3
1 1 3 1 2 1 1 1 3
De 5 restar la suma de —x+—y; —y——2; —2+-—m; —-m+—n+—.
o 2 + 377 4 6" 35 + " 2 ™ 3 + 8

3 1 1 3 5 3 2 8
Restar S——-l-;a3+a‘ de la suma de —2a3—-;a+~aa4; —;a+5—?a’; ——‘-as

15 2 3 1 89 8
—? ——; ——gd - —ei 4 —a o —,
+ 6 3’ 8 * 6 + 40 * 11

EJERCICIO 30

Hallar la expresiéon que sumada con x®—x2+5 da 3x—6.

Hallar la expresién que sumada con —Ha+9b—6¢ da 8x+9,

¢Qué expresion sumada con a®—b3 da —8a*b+5ab*—4b%?

Para obtener como resto x—5, ;qué expresiéon debe restarse de x3—4x*+8?
¢Qué expresién hay que restar de m*—3mn®|-6n* para que la diferencia
sea 4m?n®—8?

Si 4x3—9x+6 es el resto y Hx?+4x—8 el sustraendo, ¢cudl es el minuendo?
¢De qué expresion se ha restado a®—b3 si la diferencia ha sido 4a*+-8ab®*—11?

Siendo el sustraendo %x -%y, scudl ha de ser el minuendo para que
la diferencia sea —4?

¢Qué expresiéon hay que sumar con —7xy+5x*—8y? para que la suma sea 1?
Si 9m*—8m*n+5mn®—n3 se resta de n% ¢qué expresion hay que sumar
a la diferencia para obtener m%

Si a®*—5a+8 es el sustraendo de una diferencia y el resto es —a*+5a—S8,
¢de qué expresién se ha restado la primera?




ATENAS J

=3 —P—J‘

THALES DE MILETO {640-535 A. C.). El primero  misterios de la religion egipcia. Se le atribuye el haber

,,,,,,

y mis famoso de los siete sabios de Grecia. Su vida predicho el eclipse de Sol ocurrido en el ano 585.

esti envuelta en la bruma de la leyenda. Fue el pri- También se le atribuye el haber realizado la medicién
mer filésofo jénico. Recorrié Egipto, donde hixo es- de las pirimides, mediante las sombras que proyectan.
tudios, poniéndose en contacto de este modo con los Fue el primero en dar una explicacion de los eclipses.

VTN | |
SIGNOS DE AGRUPACION

Los signos de agrupacién o paréntesis son de cuatro clases: el parén-
tesis ordinario ( ), el paréntesis angular o corchete [ |, las llaves | |
y el vinculo o barra -

USO DE LOS SIGNOS DE AGRUPACION

Los signos de agrupacién se emplean para indicar que las cantidades
encerradas en ellos deben considerarse como un todo, o sea, como una sola
cantidad.

Asf, a+(b—c¢), que equivale a a+ (+0b—c),

indica que la diferencia b —c¢ debe sumarse con a,
y ya sabemos que para efectuar esta suma escribi- at+(b—c)=a+b—ec
mos a continuacion de a las demds cantidades con
su propio signo y tendremos:
La expresion x + (—2y +z)
indica que a x hay que sumarle — 2y + z; o P T SESE O oo
luego,(; continua}::ign de «x, escril:?imos BRI Ee=te
—2y+2z con sus propios signos y tendremos: - '
Vemos, pues, que hemos suprimido el paréntesis precedido del sig-

no +, dejando a cada una de las cantidades que estaban dentro de ¢l con
su propio signo.

58
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La expresion
a—(b+c¢), que equivale a a—(+b +¢),
indica que de a hay que restar la suma b+ ¢ y como

para restar escribimos el sustraendo con los signos cam-
biados a continuacién del minuendo, tendremos: "

La expresion x—(—y+2z)
indica que de x hay que restar —y + z; luego, gy tr=sty—z
cambiando los signos al sustraendo, tendremos:

a—(b+c)=a—-b—ec

Vemos, pues, que hemos suprimido el paréntesis precedido del sig-
no —, cambiando el signo a cada una de las cantidades que estaban ence-
rradas en el paréntesis.

El paréntesis angular | |, las llaves | | y el vinculo o barra -
tienen la misma significacion que el paréntesis ordinario y se suprimen
del mismo modo.

Se usan estos signos, que tienen distinta forma pero igual significa-
cion, para mayor claridad en los casos en que una expresion que ya tiene
uno o mds signos de agrupacion se incluye en otro signo de agrupacién.

I. SUPRESION DE SIGNOS DE AGRUPACION

REGLA GENERAL PARA SUPRIMIR SIGNOS DE AGRUPACION

1) Para suprimir signos de agrupacién precedidos del signo + se deja
el mismo signo que tengan a cada una de las cantidades que se hallan den-
tro de él.

2) Para suprimir signos de agrupacién precedidos del signo — se cam-
bia el signo a cada una de las cantidades que se hallan dentro de él.

Ejemplos

(1) Suprimir los signos de agrupacién en la expresién:
a+(b—c)+2a—(a+b)

Esta expresién equivale a
+a(+b—c)+2a—(+a+b).
Como el primer paréntesis va precedido del signo + lo suprimimos dejando
a las cantidades que se hallan dentro con su propio signo y como el segundo
paréntesis va precidido del signo — lo suprimimos cambiando el signo a los
cantidades que se hallan dentro y tendremos:
a+(b—¢c)+2a—la+b)=a+b—c+2a—a—b=2a—c. R

(Z) Suprimir los signos de agrupacién en 5x + (—x —y) —[—y +4x] +{x — 6}.
El paréntesis y las llaves estdn pre-
cedidas del signo +, luego los supri-
mimos dejando las cantidades que Sx+(—x—yl—[—y+4x] +{x—6}
se hallan dentro con su propio signo =5x—x—y+y—4dx+x—6
y como el corchete va precedido del _
signoe —, lo suprimimos cambiando el =x—6 R
signo a las cantidades que se hallan
dentro, y tendremos: — /"
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(3)

ALGEBRA

Simplificar m+4n—64+3m—n+2m—1.

El vinculo o barra equivale a un paréntesis que encierra a las cantidades que
se hallan debajo de él y su signo es el signo de la primera de las cantidades
que estan debajo de él.

Asi, la expresion anterior equivale a: m =+ (4n—6)+3m — (n+2m —1).

m+.4n:-é_+3m —n+2m—1
Suprimiendo los vinculos, tendremos: =m-+4n—6+3m—n—2m+1
=2m+3n—5. R

B EJERCICIO 31

Simplificar, supﬁmiendo los signos de agrupacién y reduciendo términos

semejantes:

L x—(x~). 0. xHyP—(e2xyHyd [—xhytL

2. x24(—3x—x24-5). 10. (=b5m+6)+(—m+5)—6.

3. ﬂ.+b—(—2d+3). 11. x+y+x—y+z—x+y—z.

. y+x—y+z—x+y—L.

4. 4m—(—2m—n). 12. a—(b+a)+(—a+b)—(—a+2b).

5. 2x+3y—4x-+3y. 13. —{x2—=y3)+ay+(—252+3xp)—[—32+xy]-

6. a+(a—b)+(—a+b). 14.  Bx3+[—2xy+y?]—{ —x2+xy—3y* }—(x2—3xy)
7. a?+[—b*+24a%—[a*—b?]. 15. —(a+b)+(—a—b)—(—b+a)+(3a+Db).

8. 2a—{—x+a—1}—{a+x—3}.

(4)

(5)

Simplificar la expresién: 3a+{ —5x—[—a+(9x—a+x)]}.

Cuando unos signos de agrupacién estan incluidos dentro de ofros, como en
este ejemplo, se suprime uno en cada paso empezando por el mds interior.
Asi, en este caso, suprimimos primero el vinculo y tendremos:

Ja4{=5x=[—a+(Ix—a—x)]}
Suprimiendo el paréntesis, tenemos: 3a + | —5x — [—a+9%x—a—x]L
Suprimiendo el corchete, tenemos: 3o+ ] —5x+a—9x+ o+ x|
Suprimiendo las llaves, tenemos: 3a—5x+a—9x+a+ x.

Reduciendo términos semejantes, queda: 5a —13x. R.

Simplificar la expresién:

—[—8a=4{b+ [—a+(2a—b)—[—a+b)] +3b} + 4a].

Empezando por los —|—=8a—{b+[—a+2a—b+a—bl+3b |+4al
més interiores que — | —3a—4{b—a+2a—b+a—b+3b |+4a]
son los parénte- — | —3a—b+a—2a+b—a-+b—3b+ 4al

sis ordinarios, te- 3a+b—a+2a—b+a—b-+3b—4a

nemos: a+2b. R

@ EJERCICIO 32

Simplificar, suprimiendo los signos de agrupacién y reduciendo términos
semejantes:

2a+[a—(a+Db)]. 4. dx24[—(x2—xy)+(—3y2+2xy)—(—3x2+y%)).
3x—[x+y—2x+y]. 5. a+{(—2a+b)—(—a+b—c)+a}.

3. 2m—[(m—n)—(m+n)]. 6. 4m—[2m+n—3]+[—4n—2m+1].

1.
2.
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7. 2x+[=bx—(—2y+{—x+y ]
8. x*—{—Txy+[—y2+(—x*+3xy—2y%)]}.
9. —(at+b)+[—3a+b—{—2a+b—(a—b)}+2a].
10.  (—x+y)—{4x+2y+[—x—y—x+y]}.
11, —(—a+b)+[—(a+b)—(—2a+83b)+(—b+a—b)].
12. Tm*—{—[m*+3n—(5—n)—(—3+m?)] }—(2n+3).
13. 2a—(—4a+b)—{—[—4a+(b—a)—(—b+a)]}
14 3x—(5y+[—2x+{y—6+x p—(—x+y)]).
15. 6c—[—(2a+c)+{—(a+c)—2a—a+c}+2c].
16. —(3m+n)—[2m+{—m+(2m—2n—5) }—(n+6)].
17. 2a+{—[5b+(3a—c)+2—(—a+b—cFd)]—(—a+b)}.
18. —[—3x+(—x—2y—3)]-+{ —(2x+y)+(—x—3)+2—x+y}.
19, —[~(~a)]~[+(=a)[+{~[~b+c]~[+(~o)}.
20. —{—[-(a+O)]t—{+[—(—b—a)]}—a+D.
21, —{—[~(at+b=e)]}—{+[—(c—a+b)] p-+[—{ —a+(—b)}].
22. —[3m+{—m—(n—m+4)}+{—(m+n)+(—2n+3)}].
3. —[xH{—(x+y)—[—x+(—5)—(=x+3)]—y}.
24. —[—a+{—a+(a—b)—a—b+c—[—(—a)+b]}].

Il. INTRODUCCION DE SIGNOS DE AGRUPACION

Sabemos que »  at+(—b+c)=a—b+c

luego, reciprocamente; ——————  a—b+c=a+(—b+c).

Hemos visto también que ————~ a—(b—c¢)=a—b+c¢
luego, reciprocamente: ———»  a—b+c=a—(b—o).
Del propio modo, + g+t b~c—d—~e=a+(b—c)=(d+¢).
Lo anterior nos dice que los términos de una expresion pueden agru-
parse de cualquier modo.

Esta es la Ley Asociativa de la suma y de la resta.
Podemos, pues, enunciar la siguiente:

@REGLA GENERAL PARA INTRODUCIR CANTIDADES
EN SIGNOS DE AGRUPACION

1) Para introducir cantidades dentro de un signo de agrupacién pre-
cedido del signo + se deja a cada una de las cantidades con el mismo sig-
no que tengan.

2) Para introducir cantidades dentro de un signo de agrupacién pre-
cedido del signo — se cambia el signo a cada una de las cantidades que se
incluyen en él.
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Ejemplos

(1) Introducir los tres Gltimos términos de la expresion: x® —2x* 4 3x — 4 en un
paréntesis precedido del signo +.
Dejamos a cada cantidad con el signo que x4 (—2x*+3x—4). R
tiene y tendremos: e ' '

(2) Introducir los tres Gltimos términos de la expresién: x* — o® ++ 2ab — b? en un
paréntesis precedido del signo —.

Cambiamos el signo a cada una de las tres x*—(a®— 2ab+b%). R
Gltimas cantidades y tendremos: /' '

- EJERCICIO 33

1. a—b+c—d.
Introducir los tres ultimos términos de las 2. x7-3xy—42+16.
expresiones siguientes dentro de un paréntesis pre- 3. x%4+4x2—3x+1.
cedido del signo +: 4. a*—5a*b+3ab*—bs.
8 x1—x34+2x2—2x+41.
6. 2a+b—c+d.
Introducir los tres uUltimos términos de las 7. x34x243x—4.
expresiones siguientes dentro de un paréntesis 8. x8—Hxy4-3xyi—yd.
precedido del signo —: 9. af—x3—2xy—yd,
10. a*+b*—2bc—c2.

(2) Introducir todos los términos menos el primero, de la expresién
3a+2b—(a+b)—(—2a+3b)
en un paréntesis precedido del signo —.

Cambiaremos el signo a 2b y pondremos — 2b, y cambiaremos los signos que
estan delante de los paréntesis, porque cambiando estos signos cambicn los
signos de las cantidades encerradas en ellas, y tendremos:

3a—[—2b+(a+b)+(—2a+3b)].
B EJERCICIO 34

Introducir todos los términos, me- é z;’z_ygz(j_g_y%_m 4 n)+(2m—n).
nos el primero, de las expresiones si- 3 x?_9x +[(x2—xy)+y2].
guientes, en un paréntesis precedido del =, x=—3xz+[-—4x+2]—3x——(2x+3)-
signo —: 7 b 2a+3b—{—2a+[a+(b—a)]}.

. . oon % 6. —2a+(—3a+b).

Introducir las expresiones siguien- 7. 2x243xy—(y2+xy)+(—x2+)?).
tes en un paréntesis precedido del 8. x0—[—3x2+dx—2].

WRBRAT=5 9. [mi—(3m2+2m+3)]+(—2m+3).
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PITAGORAS 85-500) A. C.). Célebre filésofo una sociedad secreta de tipo politico-religioso, la cual

griego nacido en Samos y muerto en Metaponte, alcanzé gran preponderancia. Fue el primero en co-
Después de realizar sus primeros estudios en su ciu- locar a la base de las especulaciones filoséficas, los
dad natal viajé por Egipto y otfros paises de Oriente, conceptos fundamentales de la matemitica, Hizo

A su regreso fundé la Escuela de Crotona, que era del numero el principio universal por excelencia.

capiruro |

MULTIPLICACION

LA MULTIPLICACION es una operacién que tiene por objeto, da-
das dos cantidades llamadas multiplicando y multiplicador, hallar una
tercera cantidad, llamada producto, que sea respecto del multiplicando, en
valor absoluto y signo, lo que el multiplicador es respecto de la unidad
positiva,
El multiplicando y multiplicador son llamados factores del producto.

El orden de los factores no altera el producto, Esta propiedad, de-

mostrada en Aritmética, se cumple también en Algebra.

Asi, el producto ab puede escribirse ba; el producto abc puede escri-
birse también bac o ach.

Esta es la Ley Conmutativa de la multiplicacién.

@ Los factores de ur producto pueden agruparse de cualquier modo.

Asi, en el producto  abed =aX (bed) = (ab) X (¢d) = (abe) X d.
abed, tenemos:

Esta es la Ley Asociativa de la multiplicacion.

63
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LEY DE LOS SIGNOS
Distinguiremos dos casos:
1) Signo del producto de dos factores. En este caso, la regla es:

Signos iguales dan + y signos diferentes dan —

En efecto:

1. (+a) X (+ b) =+ ab,
porque segin la definiciéon de multiplicar, el signo del producto tiene
que ser respecto del signo del multiplicando lo que el signo del multipli-
cador es respecto de la unidad positiva, pero en este caso, el multiplicador
tiene el mismo signo que la unidad positiva; luego, el producto necesita
tener el mismo signo que el multiplicando, pero el signo del multiplicando
es +, luego, el signo del producto serd +.

2. (—a) X (+ b) =—ab,
porque teniendo el multiplicador el mismo signo que la unidad positiva,

el producto necesita tener el mismo signo que el multiplicando, pero
éste tiene —, luego, el producto tendri —.

3. (4-a) X (= b)=—ab,
porque teniendo el multiplicador signo contrario a la unidad positiva,

el producto tendrd signo contrario al multiplicando, pero el multipli-
cando tiene +, luego, el producto tendrd —.

4. (—a) X (=b)=+ab,
porque teniendo el multiplicador signo contrario a la unidad positiva,

el producto ha de tener signo contrario al mulitplicando; pero éste tiene —,

luego, el producto tendrd +. + pof + da +

. ; : — por — da +.

Lo anterior podemos resumirlo diciendo que - P i
4+ por — da —.

- por + da —.

2) Signo del producto de mas de dos factores. En este caso, la regla es:

a) El signo del producto de varios factores es *cuando tiene un na-
mero par de factores negativos o ninguno.

Asi, (—a) X (= b) X (—¢) x (—d)=abed

En efecto: Segun se demostré antes, el signo del producto de dos fac-
tores negativos es +; luego, tendremos:

(—a) X (—=b) X (=) X (—d)=(—a.— b) X (—c.—d)=[+ ab)x(+cd): abed.

b) El signo del producto de varios factores es ~cuando tiene un ni-
mero impar de factores negativos.

Asi, (—a) X (—b) X (—c)=—abec.

En efecto:

(—a) X (=b) X (—c)=[(—a) X (= b)] X (= ¢c)=(+ab) X (= ¢)=—abc.
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LEY DE LOS EXPONENTES

Para multiplicar potencias de la misma base se escribe la misma base
y se le pone por exponente la suma de los exponentes de los factores.

Asi, at X a® X a? =att? =g

En efecto: a* X a* X a® = aaaa X aaa X aq = aaaaaaaaa = a®.

@ LEY DE LOS COEFICIENTES
El coeficiente del producto de.dos factores es el producto de los coe-
ficientes de los factores.

Asi, 3a X 4b =12ab.

En efecto: Como el orden de factores no
altera el producto, tendremos: _

CASOS DE LA MULTIPLICACION

Distinguiremos tres casos: 1) Multiplicaciéon de monomios. 2) Mul-
tiplicacién de un polinomio por un monomio. 3) Multiplicacién de po-
linomios.

I. MULTIPLICACION DE MONOMICS

REGLA
@ Se multiplican los coeficientes y a continuacién de este producto se
escriben las letras de los factores en orden alfabético, poniéndole a cada
letra un exponente igual a la suma de los exponentes que tenga en los
factores. El signo del producto vendra dado por la Ley de los signos (53).

(1) Multiplicar 2a2 por 3c®.
20% %X 30 =2 % 36%*+3 =éab, R.
El signo del producto es + porque + por + da +.

‘ Ejemplos

(Z) Multiplicar — xy* por — 5mxdy?
(—xy?) X [ = 5mxty3) = smx1ety? 3= 5mxiyd. R,
El signo del producto es + porque — por — da +.
(3) Multiplicar 3a®b por — 4b%x.
30%b X (— 4b%x) = — 3 X 4a?b1*2x = — 12a%b%x. R.
El signo del producto es — porque + por — da —.
(4) Multiplicar — ab® por 4a™b"c?,
(— ab?) X 4amh"cd = — 1 X 4gltmp2+8c8 = — 4gm1pn+2cs, R,
El signo del producto es — porque — por + da —.

@ EJERCICIO 35
Multiplicar:

1. 2 por —3. 3. —15 por 186. 6. 2x? por —3x. 7. —b5x% por xy2.
2. —4 por —8. 4. @b por —ab. 6. —4a*b por —ab2. 8. a%b® por 3a%x.

ALGEBRA BDALDOR a3
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9. —4m* por —Hmn*p. 13. —15x%y? por —16a*x*.  17. amb" por —ab.

10. 5a*y por —Gx* 14. 3a*b® por —4x%. 18. —5a™bm por —6abix.
11. _,__x!y.'i Po]— _,;l_yiizd_ 15 :,jalibx pOl" 7b3x5_ 19 xmync le' _xmync.\'.'
12. abe por cd. 16. —8m*n® por —9a*mx*.  20. —m*n* por —6m?3n.
(5) Multiplicar a*b**2 por — 3a**2h3%,
[ Gx+1br+2 :| % { 3ox+2b3 } —— 30x+1+x+2bxi2+3 - — 302x1-3bx4 ."|‘ R.

(6) Multiplicar — a™*1h"2 por — 4gm-2hin+t,
(— a@Hipn-2 ) X (— 4gm-2pIntd | = go2m-1pane2 R

- EJERCICIO 36
Multiplicar:
1. gm por qm+1, 6. 3)&'2)‘3 por 4xm+ I).m +2,
2. —x® por —x**¥ 7. 4xt+2Dpr+4 por —Hxn+0pha+1,
3. davb* por —ab¥tl, 8. avbvc por —ambin,
4. —gnh+1lphn+2 Por an+ 2bn_ 9 —xm+ 1}.a +2 pOl‘ __4xm—3ya—5c2_
b. —3ant4hntl por — o2t s, 10. —pmenp—ie por —Tm2a—ipb—t,

(7) Multiplicar éazb por —;o:“m.

2 3, s 3 . I~
{gazb] (= ;CJ"H’I )=— > X :o"bm =|E — ;u"bml R.

il g 8 4 8
(8) Multiplicar —=x%® por —— L,
_E 2y8 ""1 VRS —_-i i m+2 n1-1+:-;_.1 m4+2,,n+4 i
[ qu }[ .l.l.lx Y ] {ixlox Y _'__1X Y R.

- EJERCICIO 37

Efectuar:
1 ; 4 1 3
1. —a* por —a%b. 7. —a por —a™.
: ; A :
- < b 1
iz S 8 2 58
2. —-—m®n por — —a*m?. 8. ——a™ por ——ab®.
2 3 5 3
— 23 —_ 2y L — —nh?
3. —x%3 por —a*xty. 9. —a™b" por — abc.
4 P or T 4 3,2 2 xpmt1 8 x—1pm
- ——m*n* por ——aPm*n. 10. ——arbmtd por ——a%lbm,
8 5 L] 5
7 2 2 i
5. — —abc por —ad. 1. —ambr por ——ampo
L] T 5 a
3 5 2 44
6. — By — 2 a2ps 9. — Zgxt1hx—3c2 por — —gr—8H2,
S X%t por ———a®by". 1 = c? p e el

PRODUCTO CONTINUADO
Multiplicacion de mas de dos monomios.

(1) Efectyar (2a)(— 3ab) (— ab?).
(20) (— 3a®b) (— ab?) = éa*b*. R.

El signo del producto es 4+ porque hay un nimero par de factores negativos.

Ejemplos
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(2) Efectuar [— x%y) (= $x™)(— Fa?y").
l_. xﬂy} {_ §Im} [._. gaﬁyn] — _Aa2xm¢2yn+1_ R.
El signo del producto es — porque tiene un nimero impar de factores negativos.

B EJERCICIO 38

Multiplicar:
;. (a)(—3a)(a®). 7. (%aﬂ:)(_:_ﬂzbd)(_3albx+l)_
I X2)(—x3)(—a2x).
L v v e
& (4a%)(—5a%*%)(—ay). 10. (—3b%)(—dadb)(ab)(—5a%%).
B, (—am)(—2ab)(—3a2b¥). 11, (a"b*)(—a2)(—2ab)(—3a%x).
B (x)(= jatx)(—atm). 18 (=)= o)l TN 1)

Il MULTIPLICACION DE POLINOMIOS POR MONOMIOS

Sea el producto (a + b)c.
Multiplicar (a+ b) por ¢ equivale a tomar la suma (a+ b) como su-
mando ¢ veces; luego:

(@a+b)=(a+b)+(a+b)+(a+b)..... ¢ veces
=(@a+a+a..... ¢ veces)+(b+b+b....c veces)

=ac+ be.
Sea el producto (a—b)c.
Tendremos: (@a=b)c=(a—b)+(a—b)+(a—0b)....c veces
=(a+a+a...c vecesy—(b+b+b...c veces)
=ac— be.

Podemos, pues, enunciar la siguiente:

REGLA PARA MULTIPLICAR UN POLINOMIO

POR UN MONOMIO

Se multiplica el monomio por cada uno de los términos del polino-
mio, teniendo en cuenta en cada caso la regla de los signos, y se separan
los productos parciales con sus propios signos.

Esta es la Ley Distributiva de la multiplicacion.

(1) Multiplicar 3x® —éx + 7 por 4ox®.
E]emplos Tendremos: (3x2 — éx + 7) X dax® = 3x*(4ax?) — 6x(4ox?) + 7[4qx”}
= 12ax* — 24ax® + 28ax®. R.

32 —6x+7
L i6n suele:di W
a operacion suele disponerse asi:
PS . 12ax* — 24ax® + 28ax®. R.
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a¥x — 4a*x® + 5ax® — x4
(2) Multiplicar a®x — 4a2x? + 5ax® — x* —-_i'a"’x
— 92
por 20 X. — 2a5x2 -+ 8a4xs — 10031‘ + 20215. R

(3) Multiplicar x®*1y — 3x%y? 4 2x*-1y8 — x&-2y¢ por — 3x2ym,

xmly - 3x;>,2 + zxn—-lys — xn—'zyi
— 3x2ym

== 3xn+3>.m+l + 9x|+2ym+2 - 6xu+1ym+3 + 3xlym+4_ R.

- EJERCICIO 39
Multiplicar:
1. 3x3—x* por —2x. 10. agw—a=1+4a=2 por —2a.
2. 8x¥y—3y* por 2ax3, 11. xm+143xmym -1 por Jx2m,
3. x2—4x+3 por —2x. 12. a‘llbﬂ+am—‘1bﬂ Tl _gm—2fn+2 por 3ﬂ2b-
4. a'—4a*+6a por 3ab. 13. x3—3x*4+5x—6 por —4x>.
5. a*—2ab+b* por —ab. 14. a'—Ga®x+9ax?—8 por 3bx%.
6. x"—6x3—8x por 3a*x®. 15. qn+8—3g°+2—44"+1—a® por —a"x>.
7. m'—3m*n?+7Tn* por —4mdx. 16.  xi—6x%+8x2—Tx+5 por —3a*x®.
8. x¥—4x?y+6xy? por ax?y. 17.  —8x34+5x2y—Txy*—4y? por Ha*xy®.
9. a*-5a%b—8ab?® por —4a‘m*. 18. xa+5_3xa+éfxs+3_fxa+l por —2x2.

19, @8—3aSb*+a'br—3a*b%4-b8 por —bady*.
20, ambn_'_:gam—l bn+ :!_.am&i‘bn + -l+am—-8bn +6 Por 4amb'3.

- 2 3 4 5 2 o4 o0
(4) Multiplicar ;x“yz — Pl '—;y" por -Ea"x“y*.
R

2 3 G
10,2 . Sytid 4 28
sxly* ==yt ¥

2,
— aozx::yz

4 - 2 4. a3 g
— oty 4 oty ——afxlys. R

B EJERCICIO 40

Multiplicar:
2 %a - -z-b por ‘2’“2' 6. 3a—5b+ 6c por — .ls_oﬂsxa.
2. -‘::—g - v:E—b por — %asb. _:,x-t — x2y? 4 %}"‘ por %xay‘.
o %a = %b i %‘ por — %’102- 8. %.(,2 - %b’-’ -+ %x” - ﬁi)ﬂ por — %ﬂ*m.
4. -';—a2 + %ab - %bﬂ por 3ax. 9. :_:mn 4 -iTm::n = %mn” - %ns por %mgng_

1 2 1 3 2 1 8., 1 o
5. X2 =%y = 7y* por 3y 10. o ?x:l),z iyt — Eyn por — Ta’x‘y“-
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I1l. MULTIPLICACION DE POLINOMIOS POK POLINOMIOS

Sea el producto (a+ b —c)(m+n).
Haciendo m + n=1y tendremos:
(@a+b—c)y(m+n)y=(a+b—cyy=ay+by—cy
(sustituyendo y por =a(m+n)+b(m+n)—clm+n)
su valor m + n) , =am +an+ bm + bn —cm—cn
=am + bm —cm+an—+ bn—cn.

Podemos, pues, enunciar la siguiente:

REGLA PARA MULTIPLICAR DOS POLINOMIOS

Se multiplican todos los términos del multiplicando por cada uno de
los términos del multiplicador, teniendo en cuenta la Ley de los signos, y’
se reducen los términos semejantes.

. (1) Multiplicar a — 4 por 3 + .
E]emplos Los dos factores deben ordenarse con relacién a una

misma letra.

Tendremos: a —4 a—4
a +3 a-+3
ala)—4(a) o sea a®—4a
+ 3(a) — 3(4) 3a—12
a?— a—12. R

Hemos multiplicado el primer término del multiplicador a por los dos térmi-
nos del multiplicando y el segundo término del multiplicader 3 por los dos
términos del multiplicando, escribiendo los productos parciales de modo que
los términos semejantes queden en columna y hemos reducido los términos
semejantes.

(Z) Multiplicar 4x — 3y por — 2y + 5x.
Ordenando en orden descendente con relacién a la x tendremos:

4 — 3y 4x — 3y
5« — 2y 5x — 2y
4x(5x) — 3y (5x) o sea 20x% — 15xy

— 4x(2y) + 3y(2y) — 8xy + 6y*?

20x2 — 2xy + &y R

EJERCICIO 41

Multiplicar:
1. a+3 por a—-1. 6. —a—2 por —a—3. 11. —a+b por —4b+8a.
2. a—3 por a+1. 7. 3x—2y por y+2x. 12. 6m—in por —n-+m.
3. x+b por x—4. 8. —dy+5x por —3x-+2y. 13. 8n—Y9m por 4n+6m.
4. m—6 por m—5. 9. 5a—Tb por a+3b. 14. —Ty—3 por —11+2y.
6. —x+3 por —x+5. 10. 7x—3 por 4+2x.
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(3) Multiplicar 2+ a® —2a —a® por a+ 1.
2—2a+a?—d?

14+ a
Ortemarde o sttt 730 o1~
I 20— 2¢% + & — ot
2 — a? —at*. R

(4) Multiplicar 6y® + 2x* — 5xy por 3x? — 4y? -+ 2xy.

2x2— bxy + éy?
3x*+ 2xy — 4y?

6x*t — 15x%y + 18x%y?

Ordenando en orden descendente X A 3
con relacién a la x tendremos: / 4xy —10x%y* + 12xy
— Bx%y? + 20xy? — 24y*
6x* — 11x%y + 32xy® — 24y*. R.

(5) Multiplicar x — 4x® + x3 — 3 por x* — 1+ 4x*.

x3— 424+ x—3
x4 4x2 —1

Ordenando en orden descendente xB— 4y 4 x4 —3xd

con relacién a x, tendremos: 45— 16x* +4x — 12
— x¥4 4x2—x+3

x8 — 15x4% — B8x2—x+3. R

(6) Multiplicar 2x —y + 3z por x — 3y — 4z

2x — y +3z
¥ — 3y =4z
22 — xy +3xz
— bxy + 3y? —9yz
— 8xz + 4yz —122°

2% — 7xy — 5xz + 3y® — 5yz —12z%. R

- EJERCICIO 42
Multiplicar:

1. x%4xy+y? por x—y. 13. %34+2x?—x por x2—2x+5.

2. a?+b*—2ab por a—b. 14. m3—3m*n+2mn? por m*—2mn—8n®.

3. a?+b%4-2ab por a+b. 15. x*414-x por x®—x—1.

4. x%—3x241 por x+3. 16. 2—3x*4x* por x2—2x+3.

5. a%—a+a® por a—1. 17.  mé—dm+m*—1 por m3+1.

6. miltm?ni+n? por m?—n? 18. a3—5a+2 por a*—a+bH.

7. x8—2x24-3x—1 por 2x+43. 19.  x?—2xy+y? por xy—x*43y.

8. 3y3+5—6y por y*+2. 20. n?—2n+1 por n?—1.

9. md—m?4+m—2 por am+a. 21. a%—3a*b+4ab® por a*b—2ab*—10b%.
10. 3a?—5ab+2b2 por 4a—>5b. 22. Bx3—9yd46xy>—12x%y por 2x-+3y.
11. 5mA-3m*n®+n* por 3m—n. 23. 2y34y—3y?—4 por 2y+5.

12. a?+a+1 por a?—a—1. 24. 3x%—ad+2ax? por 2a®—x?-—-3ax.




25.
26.
27.
28.
29.
30.

MULTIPLICACION ® 7

x1—3xy+2x%y?+xy% por —yi—xy—x*. 31. mi=3m*+4 por 3m3—2m+1.
2a—5a*+a3—3 por a®—2a—7. 32. a*—a+a*+1 por a*+a®—2a—1.

mi+3—m*+m?

por m*—2m-+3. 33. Bx3—12x%y—6xy*+y? por 3x*+4y°—2xy.

a*—3a*b*+a*b—ab+4-b* por a®*—2ab+0% 34 Ha'—3a+2a¢*—4a’—1 por a'—2a*+2.
xt—x3y+x2y2—xytt+y! por x2—2y%+xy. 356. xt—x34+x*—x+1 por x3—2x*+3x+6.

y*—=2y+1 por y*—2y*42. 36. 3a—5a+24*—4 por a*+a®—2a+1.
37. Sy'—3y*+4y*+2y por yi—3y*—1.
38. mi'—-2m*n+3m*n*—4nt por n?—5mn*+3Im3*n—ma,
39. x0—3xiy2—x2yi4n0 por xO—2xdy243xyd.
40. 3a"—Ga'+2a*—3a+2 por a'—3a*+4a—bH.
41. a+b—c por a—b+ec.
42. x+2y—z por x—y+z.
43. 2x—3y+5z por y+2z—x.
44. x4y 4z'—xy—xz—yz por x+y+z.

@ MULTIPLICACION DE POLINOMIOS CON
EXPONENTES LITERALES

Ejemplos

om;z = 2°m+l — 4gm

a® —2a

(1) Multiplicar g™ — 4g™ — 2¢™*! por a* — 2a. g™t — 2g™d — 4gm2

— Qama + 4auu2 + Banul
am-»i i 40““‘3 + Sclm-l' R.

(Z) Multiplicar x®2 — 3x* — x™1 4 x1 por x®*1 4 x2 4 4x*1,

- EJERCICIO

Xn-i2 = xa+1 o, 3xn -4 xn—l
XM - x4 4yt

XSnB - x'mz it 3x2n+1 4 xz-
xa»z — xz-n — 3x2n “+ xzn-l

4x20+1 — fy20 — 12x20-1 | fy2n-2
X — 6x2n — 11531 4 4x2n2, R,

43

Multiplicar:

ax*—a*+ 1+ax + 2 Po" G—I'-]_.
xn+ 1+2xn + 2_xl'l +3 Por x2+x_

a1 4

mat 14+ 2—m® por m*—2m+3.

a"+2—2¢"+3a"+1 por a+at1l,

xa+2xl+l Por xn+3_2x:+ 1

3a*2—2a*14+a* por a*+2a—1.
3a*"'4+-a*—2a** por a*—a*'+a*2
meEtl—9ma+2_pa+dpmatd por mr—S—me-l4me2,
" xu—1'+2xn-~2_xn-3+xu—4 por —xa— el peni=2
10.  arh—an—1h242qn—2h8—gn-3H4 por anh2—agn2h4,
11. a*+b* por a™+bm™.
12. g=1—=b""1 por a—b. )
13. g2w+ 1_532m + 2+3a 2m por a&lm——3+ 6a8m—1,_.80!5m——2_
14. x;f?y:—l+3xlyx+l_4xa-_+lyu por “23(2‘_1)!“'2—]0:(2“ -Syx_‘lxh—z),t—l.

1

2

3

4.

5' xa+2 o
6.

7

8

9
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@ MULTIPLICACION DE POLINOMIOS CON
COEFICIENTES FRACCIONARIOS

. dos 3
} Ejemplos X
_ 2 4
2 ;X _Ey
i 1 P) ;
(1) Multiplicar %x2—§xy por x -—Ey. %_xa —£x2y
2 4
*-Exzy +1—E-xy~
1., B8, i 3
5x“—;;x‘y+ﬁxy“. Ri

Los productos de los coeficientes deben simplificarse, Asi, en este caso, te-
2 2 1 4 1 4 2

1
nemos: - X=-—=-==: -X-=—=-,
108 2 3 6 & 5 2 w5

(Z) Multiplicar 592 + 5152 = Eub por ;az . Tzob _ ;bz_

1 1 1
L0 J. Lo
;9 5c:b +2b

3 1 1
“02 - _—)Gb ——lbz

1 3 3 5
T 2 e 4 210
;@ 2nab+sob

1 1 1
— T8 Pl kB
s°b+m°b _lcb

1 1 1
212 38— 2y
1:aczb +;-a0b sb

1 19
e
;¢ wab+

47

1 1
22 L gs 114
120r::rb 50b sb' R.

B EJERCICIO 44

Multiplicar:

1 1 1 1 2 1 1 8 .
—a ——b por —a + —b. —m* 4+ —mn ——n? por —m?+ 2n* — mn.
2 a p 3 +2b i +8 2 2 +
2 5 1 3 1 2 1
= — 5. —x24 —x —— por 2x3 ——x 4 2.
X ——y por —y+x Sx2+x— por 2 sx+2

A i 2 3 1 1 sl Ay B s 2 s
S T 2 s = P R — - or —x%—ax +—a?
2% Ay g < el e sl o +3

5

6.

¥
1 2 1 3 2 1 . 1 1 2 [ T
~4*—ab+—b* por —a— -0 8 ¥+ o ek B e e s
9. %+%x3—%x +—i—x3 por %xz—l?+{-o—x.

L 1 2 1 2 b 2
10. —m? —5m*n +—mn*——n? por —m?*+—n*——mn.
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MULTIPLICACION POR COEFICIENTES SEPARADOS
La multiplicacién de polinomios por el Método de coeficientes sepa-
rados abrevia la operacién y se aplica en los dos casos siguientes:

1) Multiplicacién de dos polinomios que contengan una sola letra y
estén ordenados en el mismo orden con relacién a esa letra.

Ejemplos (1) Multiplicar 3x® —2x* 4 5x —2 por 2x* + 4x — 3
por coeficientes separados.
3— 24 5— 2
24+ 4— 3
Escribimos solamente los coeficientes con sus 6— 44710— 4

+ 12— 8420~ 8
— P4 =154

Gk B Tk D — D38

signos y efectuamos la multiplicacién:

Como el primer término del multiplicando tiene x® y el primer término del
multiplicador tiene x?, el primer término del producto tendréd x” y como en los
factores el exponente de x disminuye una unidad en cada término, en el pro-
ducto el exponente de x disminuird también una unidad en cada término, lue-
go el producto seré:

LGB =T+ 22— 23x+ 6. R
(2) Multiplicar a* —éa*+2a—7 por a® —2a+4 por coeficientes separados.
1+0—6+42— 7

Escribimos solamente los coeficientes, 140—244

pero como en el multiplicando falta

el término en o® y en el multiplica- 14+0—642— 7

dor falta el término ena®escribimos —2—0+12— 4+14

cero en los lugares correspondientes +4+4 0—24+ 8—28

a esos términos y tendremos:

: X 1+0—8+6+ 5—28+22—28
Como el primer término del multiplicando tiene a* y el primero del multipli-
cador tiene o®, el primer término del producto tendrd a” y come en los facto-
res el exponente de a disminuye de uno en uno, en el producto también dis-
minuird de uno en uno, luego el producto seré:

of —8a® + éa* + 5a® — 280® + 20 — 28, R.
OBSERVACION
Si en ambos factores el exponente de la letra comin disminuye de dos en dos,
de fres en tres, de cuatro en cuatro, etc., no es necesario poner cero en los
lugares correspondientes a los términos que falten; sélo hay que tener presen-

te que en el producto, los exponentes también bajaran de dos en dos, de tres
en tres, de cuatro en cuatro, etfc.

2)Multiplicacién de dos polinomios homogéneos que contengan s6lo
dos letras comunes y estén ordenados en el mismo orden con relacién a una
de las letras.
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Un polinomio es homogéneo cuando todos sus términos son homogé-
neos, o sea, cuando la suma de los exponentes de las letras en cada término
es una cantidad constante.

El producto de dos polinomios homogéneos es otro polinomio ho-
mogéneo.

E]emplo Multiplicar a* — 5a®m + 7a®m? — 3m* por 3a® — 2m?
por coeficientes separados.

El primer polinomio es homogéneo, porque la suma de los exponentes de las letras
en todos los términos es 4 y el segundo también es homogéneo, porque la o tiene
de exponente 2 y la m también tiene de exponente 2.

Escribimos solamente los coeficientes, poniendo = B4 73 06— 3

cero en el multiplicando en el lugar correspon- 3+ D— 2

diente al término en am® que falta y ponien-

do cero en el multiplicador en el lugar corres- 3—-15 t 2; i 13 B 13 —04é
pondiente al término en am que falta, y ten- A i

dremos: 3—15+194+10—23—0+6

El primer término del producto tendrd «® y, como el producto es homogéneo, la
suma de los exponentes de las letras en cada término serd 6.

Como en los factores, el exponente de a disminuye una unidad en cada término
y el de m aumenta una unidad en cada término, en el producto se cumplird la mis-
ma ley, luego el producto seré:

3a® — 150°m + 19a*m® + 10a®m?® — 23a®m* + 6mS. R.

- EJERCICIO 45
Multiplicar por coeficientes separados:

x%—x24x por x2—1.

x*+3x3—Hx*+8 por x3—2x*—T7.
a*+-3atb—2a%b*+5ab3—b* por a®—2ab+b2.
mi+ni+6mn*—Sm*n por mi—4dmn?—n?
x4=8x24-3 por: x4-4-6x2—5.

a®—3a*—6a"+10 por a*—4a’+3a*—2a*.
x?—4x84-3x5—2 por 3x%—8x%+10.
m2—7m&4+9mi—15 por m'6—5m12-+9Ims—4m*+3.
xﬁ_gx-ly_6x3y2_4x2y3_y5 pOT 2x2+4y2

10. gas—4a2+6a—2 por a*—2a%+a—17.

1. n0—3ni+5n—8n+4 por nt—3n2+4.

12, 3x4—4x%y—yt por x9—5xy+3ys.

13. x10—5x6yt 4 3x2y8—6y10 por xb—dxiy?4ys—jsx2y,
14 gu_3qu-1454m— por a?—5.

15. a‘+2—5a¥+1—7a’-‘“1 por a*4-6ax+ 1+7t1"+3.

16- xn+2__5xa_6xn—:: pOf ﬁxn+ 1,_4xn+2xu—l+xa—2_
17, g2x+2_g2c 3025 +1__5g2%—1 por 3a¥-1—5a%46as*+1,

COAP TP PR
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PRODUCTO CONTINUADO DE POLINOMIOS

Ejemplo

Efectuar 3x(x + 3)(x — 2)(x -+ 1).

Al poner los factores entre paréntesis la multiplicacién estd indicada.

La operacién se desarrolla efectuando el producto de dos factores cualesquiera; este
producto se multiplica por el tercer factor y este nuevo producto por el factor
que queda.

Asi, en este caso efectuamos el producto 3x(x + 3) =3x* 4+ 9x. Este producto lo
multiplicamos por x — 2 y tendremos:

3x% + 9x 38 + 3x%— 18x
= 1
x 2 - Este producto se Vs s —
3x® + 9x? multiplica por x + 1: 3x* 4 3x% — 18x%
— éx® — 18x 3x¥+ 3u—18x
3x3 4+ 3x* — 18x 3xt+6x3—15x2 —18x. R,

En virtud de la Ley Asociativa de la multiplicacién, podiamos también haber hallado
el producto 3x(x + 3); después el producto (x —2)(x+ 1) y luego multiplicar am-
bos productos parciales.

- EJERCICIO 46
Simplificar:
1. 4(a+5)(a—3). 8. (x2—x+1)(x2+x—1)(x—2).
2. 3a2(x+1)(x—1). 9. (am—3)(a™142)(a"1-1).
3. 2(a—3)(a—1)(a+4). 10. a(a—1)(a—2)(a—3)
4. (x241)(x2—1)(x2+1). 1L (x—8)(x+4)(x—5)(x+1).
5. m(m—4)(m—6)(3m-+2). 12. (x2—8)(x2+2x+1)(x—1)(x*+3).
6. (a—b)(a®*—2ab+b2)(a+b). 13. 9a2(3a—2)(2a+1)(a—1)(2a—1).
T Bx(x?—2x+1)(x—1)(x+1). 14, gx(a+14bx+2)(gx+1—bx+2)bx,

MULTIPLICACION COMBINADA CON SUMA Y RESTA
1) Simplificar (x + 8)(x —4) + 3(x — 1)(x + 2).

Efectuaremos el primer producto (x + 3)(x — 4); efectuaremos el segun-
do producto 3(x —1)(x+2) y sumaremos este segundo producto con el
primero.

Efectuando el primer producto: (x + 8)(x —4)=x2—x —12.

Efectuando el d TP ———
oroductor o BO I SR S8R )

Sumando este segundo producto con el primero:
(x*—x—12)+ (3x*+3x —6) =x*—x—12+3x2+ 3x —6=4x2+2x —18. R.
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2) Simplificar x(a—b)*—4x(a+ b)>.

Elevar una cantidad al cuadrado equivale a multiplicarla por si mis-
ma; asi (a —b)* equivale a (a—b)(a—b).

Desarrollando x(a— b)*.

x(a— b)®>=x(a®— 2ab + b*) = a®x — 2abx + b*x.
Desarrollando 4x(a+ b)%.
4x(a+ b)? = 4x(a®+ 2ab + b?) = 4a®x + Babx + 4b*x.
a*x — 2abx + b*x — (4a®x + 8abx + 4b*x)

=a®x — 2abx + b%x — 4a°x — Babx — 4b*x
=—3a’x — 10abx —3b*x. R.

Restando este segundo
producto del primero:

B EJERCICIO 47

O G0 D =

Simplificar:
4(x+3)+5(x+2). 11 3(x+y)*—4(x—y)2+3x2—3y2.
6(x2+4)—3(x2+1)+5(x2+2). _ 12, (m+n)*—(2m-+n)*+(m—4an)>
a(a—x)+3a(x+2a)—a(x—3a). 13, x(a+x)+3x(a+1)—(x+1)(a+2x)—(a—x)2.
xH(y24+1) 492 (x2+1)—3x2y2. 14 (at+b—c)*+(a—b+e)*—(a+b+c)*.
dm3—5mn>+3m*(m*+n®) —3m(m*—n*). 15, (x24x—3)2—(x2—2+ x)24(x*—x—3)2
Y2+x2yS—y3(x2+1)+y2 (24 1)—y2(x*—1). 16 (x+y+z) —(x+y)(x—9)+3(x*+xy+y*).
o(x+2)—(x+1)(x+4)—6x. 17, [x+(2x—3)][3x—(x+1)]+4x—x2.
(a+5)(a—5)—3(a+2)(a—2)+5(a+4). 18, [3(x+2)—4(x+1)][3(x+4)—2(x+2)].
(a+b)(4a—3b)—(5a—2b)(3a+b) 19.  [(m4n)(m—n)—(m+n)(m+n)][2(m+n)
—(a+b)(3a—6b). —3(m—n)].
(a+c)*~(a—c)®. 20. [(x+y)*=3(x=y)J[(x+y)(x=y)+x(y—x)]-

SUPRESION DE SIGNOS DE AGRUPACION
CON PRODUCTOS INDICADOS

Ejemplos

(1) Simplificar 5a+{ a—2[a+3b—4(a+b)] |

Un coeficiente colocado junto a un signo
de agrupacién nos indica que hay que mul-
tiplicarlo por cada uno de los términos en-
cerrados en el signo de agrupacién. Asi,
en este caso multiplicamos — 4 por a + b,
y tendremos: /

P

En el curso de la operacién podemos reducir térmi-
nos semejantes. Asi, reduciendo los términos seme-
jantes dentro del corchete, tenemos:

5a + '-;u + éa + 2b }
=5a+17d -+ 2b}
=5

Efectuando la multiplicacién de —2 por
a+7la+2b=12a+2h K.

{—3a—b) tenemos: £
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(2) Simplificar —3(x +y) —4[—x+2{—x+2y —3(x —y +2) } — 2x].

Suprimiendo prime-
ro el vinculo, ten-
dremos:

—3(x+y)—4[—x+2{ —x+2—=3(x—y—2)}— 2]
—8x—3y—4[—x+2{ —x+2y —3x+3y+6}—2x]

—3x—3y—4[—x+2{ —4x+ 5y +6}—2]
—3x—3y —4[—x—8x+ 10y +12 —2x]
—3x—3y —4[—1x+ 10y +12]
— 3x — 3y + 44x — 40y — 48

41x — 43y — 48. R.

[ S 0

- EJERCICIO 48

Simplificar:

1.

® ® N e ;s W

= s
L B = ©

14.

x—[3a+2(—x+1)].

—(a+b)—3[2a+b(—a+2)].
—[Bx--2y+(x—2y)—2(x+y)—3(2x+1)]-

4x2—{ —8x+5—[—x+x(2—x)}}-

2a—{ —3x+2[—a+3x—2(—a+b—2+a)]}-
a—(x+y)—3(x—y)+2[—(x—2y)=A(—x=y)].
m—(m+n)—83{ —2m+[—2m+n+2(—1+n)—m+n—1]}.
—2(a—b)—3(a+2b)—4 a—2b+2[—a+b—1+2(a—D)]}.
—5(x+y)—[2x—y+2{ —x+y—3—x—y—1}]+2x.
m—38(m-+n)+[—{ —(—2m+n—2—-3[m—n+1])+m].
—3(x—2y)+2{ —4[—2x—3(x+)] —{ — [~(x+N)]}-

5{ —(a+b)—3[—2a+3b—(a+b)+(—a—b)+2(—a+Db)]—a}.
=3 —[+(—a+D)]p—4H —[~(—a—b)]}-
—{a+b—2(a—b)+3{ —[2a+b—3(a+b—1)]}—3[—a+2(—1+a)]}-

CAMBIOS DE SIGNOS EN LA MULTIPLICACION
Las reglas generales para los cambios de signos en la multiplicacion
son las siguientes:

1) Si se cambia el signo a un ntimero par de factores, el signo del
producto no varia.

En efecto: Sabemos que

donde vemos que cambiando el signo a dos factores el signo del pro-
ducto no varia.
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2) Si se cambia el signo a un nimero impar de factores, el signo del
producto varia.

En efecto: Sabemos que
(+a)y(+b)y=+ab y (+a)(—b)=—ab o (—a)(+b)=—ab,

donde vemos que cambiando el signo a un factor el signo del producto
varia.

Cuando los factores sean polinomios, para cambiarles el signo hay que
cambiar el signo a cada uno de sus términos. Asi, en el producto (a—b)
(¢ —d), para cambiar el signo al factor (a — b), hay que escribir (b —a), don-
de vemos que a, que tenia +, ahora tiene —, y b, que tenfa —, tiene aho-
ra +; para cambiar el signo a (¢ —d) hay que escribir (d —c).

Por tanto, como cambiando el signo
a un factor el producto varia su signo,
tendremos:

y como cambiando el signo a dos factores
el producto no varia de signo, tendremos:

Tratéindose de mas de dos factores aplicamos las reglas generales que
nos dicen que cambiando el signo a un numero par de factores el producto
no varia de signo y cambiando el signo a un niimero impar de factores el
producto varia de signo.

Asi, tendremos:  (+a)(+ b)(+¢c)=—(—a)(+ b)(+¢)
(+a)(+B)(+e)=—(+a)(—b)(+0)
(+a)(+b)(+ ) =—(=a)(=b)(=¢)

y también: (+a)(+ b)(+¢)=(—a) (= b)(+¢)
(+a)(+ b)(+ )= (+a) (= b)(—¢)
(+a)(+ b)(+c)=(=a)(+ b)(— ).

Si se trata de polino- (@a=b)(c—d)(m—n)=~(b—a)(c—d)(m—n)

_ _ (a—b)(c—d)(m —n)=~(a—b)(d—c)(m—n)
mios, tendremos: /" (@a—b)(c—d)(m—n)=—(b—a)(d—c)(n—m)

y también: (a=b)(c—d)(m—n)=(b—a)(d—c)(m—=n)
(a=b)(c—d)(m—n)=(a—b)(d—c)(n—m)
(a—b)(c—=d)(m —n)=(b—a)(c—d)(n—m).




PLATON (429-347 A. C.) Uno de los mas grandes
filésofos de la Antigiiedad. Alumno predilecto de 56-
crates, dio a conocer las doctrinas del Maestro y las
suyas propias en los famosos Diilogos, entre los que
sobresalen el Timeo, Fedon, el Banquete etc. Viajo

DIVISION

por el mundo griego de su época, y recibe la influen-
cia de los sabios y matematicos contemporineos de
él. Alcanxé pleno dominio de las ciencias de su tiem-
po. Al fundar la Academia hizo inscribir en el fron-
tispicio: “'Que nadie entre aqui si no sabe Geometria™.

CAPITULO V

LA DIVISION es una operacion que tiene por objeto, dado el pro-
ducto de dos factores (dividendo) y uno de los factores (divisor), hallar

el otro factor (cociente).

De esta definicion se deduce que el cociente multiplicado por el divi-

sor reproduce el dividendo.

6a®

Asi, la operacion de dividir 6a* entre 3a, que se indica 6a* +3a 6 —,

3a

consiste en hallar una cantidad que multiplicada por 3a dé 6a®. Esa can-

tidad (cociente) es 2a. a2
Es evidente que 6a* + 2a =

Ja

=3a, donde vemos que si el dividendo

se divide entre el cociente nos da de cociente lo que antes era divisor.

@ LEY DE LOS SIGNOS

La ley de los signos en la division es la misma que en la multipli-

cacion: - 5 : 3
Signos iguales dan + y signos diferentes dan
En efecto:
+ab
1. +ab++a=——=+0b
+a

porque el cociente multiplicado por el divisor tiene que dar el dividendo
con su signo y siendo el dividendo positivo, como el divisor es positivo, el

79
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cociente tiene que ser positivo para que multiplicado por el divisor repro-
duzca el dividendo: (+ a) X (+ b) =+ ab.

El cociente no puede ser —b porque multiplicado por el divisor no
reproduce el dividendo: (+a)X (—b)=—ab.

—ab

2. —ab+—a= _a =+b porque (—a)X (+b)=—ab.
+ab ;

3. +ab+—a= ‘_a =~—b porque (—a)X (—b)=+ab.
—ab

4  —ab++a= = =—b porque (+a)X (—b)=—ab.

En resumen: + entre +da +.

—entre —da +.
= enire-=daric=
— entre: Hda . —

LEY DE LOS EXPONENTES

Para dividir potencias de la misma base se deja la misma base y se le-
pone de exponente la diferencia entre el exponente del dividendo y el ex-
ponente del divisor.

Sea el cociente a®+a®. Decimos que

oo as S
at+at= 5 F a*2=gt

a*serdelcociente de esta division si multiplicada por el divisor a® repro-
duce el dividendo, y en efecto: a* X a® = a’.

LEY DE LOS COEFICIENTES
El coeficiente del cociente es el cociente de dividir el coeficiente del
dividendo entre el coeficiente del divisor.

En efecto:

4a es el cociente porque 4a X ba=20a®> y vemos que el coeficiente del
cociente 4,es el cociente de dividir 20 entre 5.

CASOS DE LA DIVISION

Estudiaremos tres casos: 1) Division de monomios. 2) Divisiéon de
un polinomio por un monomio. 3) Divisién de dos polinomios.
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I. DIVISION DE MONOMIOS

De acuerdo con las leyes anteriores, podemos enunciar la siguiente:

REGLA PARA DIVIDIR DOS MONOMIOS

Se divide el coeficiente del dividendo entre el coeficiente del divisor
y a continuacién se escriben en orden alfabético las letras, poniéndole a
cada letra un exponente igual a la diferencia entre el exponente que tiene
en el dividendo y el exponente que tiene en el divisor. El signo lo da
la Ley de los signos.

'}]enlplﬂs (1) Dividir 4a®bh? entre — 2ab.

(2)

(3)

(4)

R mwwxx\»w
e
%ab e zgh»wyvmsghéb_

porque (—2ab) X (— 2a%b) = 4a®b?.

-—Qa’b&wlt,

Dividir — 5a%b%c entre — c2b.

— 5a4b8c :
- = 5qa%k3¢, 2
— =Sk, R

porque 5a%b%c X (—ab) = — Satbic.

— 5aib¥c + —ah =

Obsérvese que cuando en el dividendo hay una letra que no existe en el
divisor, en este caso c, dicha letra aparece en el cociente. Sucede lo mismo
que si la ¢ estuviera en el divisor con exponente cero porque tendriamos:

c+cd=cl=c

Dividir — 20mx2y i 4xy
L ”mng“""’ 4xy3. = m:’y“ = —5mx.: R.

porque 4xy* X (— 5mx) = — 20mx*y?,

Obsérvese que ietras iguales en el dividendo y divisor se cancelan porque su
cociente es 1. Asi, en este caso, y? del dividendo se cancela con y* del divi-
sor, igual que en Aritmética suprimimos los factores comunes en el nume-
rador y denominador de un guebrado.

También, de acuerdo con la Ley de los exponentes y* <+ y* = y3-3 =y y ve-
remos mas adelante que y?=1 y 1 como factor puede suprimirse en el
cociente.

Dividir — x™y"z* entre 3xy%z%. /
: s xmynzu i I
sl g = YR dm At e i
X i 3xy z° Sayia ) e R
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EJERCICIO 49
Dividir:
—24 entre 8. 8. —5Hm3n entre m3n. 15. —2m®*n® entre —3mnS.
—63 entre —1. 0. —Ba?x® entre —8a*x%, 16. a* entre a®
—~ba® entre —a. 10. —xy* entre 2y. 17. —3a*b™ entre ab?
14a8b* entre —2ab2.  11. 5x%y® entre —6xiy. 18. bambte entre —6a’bic.
—adbic entre a®bi. 12. —a8b%ct entre 8¢l 19. a*b™ entre —4ambn.
—a*h entre —ab. 13. 16m®n* entre —bHnd. 20. —3m*n*x?
H4x2y?z8 14. —108a"Db%* entre —5Hm*n?x®,
entre —6xy2z8. entre —20b%*,
(5) Dividir o**3b™2 entre g**2b™*,
ax+ﬂbm+2
= ax+8-tx+2]bu1+2-{m+1) —_ ax+8—x-2bm+3-m-1 =ab.. R
a!+2bm+1
(6) Dividir — 3x%3y8a-2 gntre — Sxe-dys-1,
e 2a+3, ~2
= :’;’; :tl S § (2048 (a-4)y Ba-2-(a-1) =;xa¢a-u1yu—2-n+1 :';xu‘fy:fn—l_ R
- EJERCICIO 50
Dividir:

am+3 entre qm+2,
2x*+4 entre —xt+2,
—3a™2 entre —5a™",
x20+3 entre, —4xn+4,
—4a*2b" entre —Hadb2.

PR 00 0o 1

(7) Dividir -:a%ac entre

-  EJERCICIO 51
Dividir:
1 -2
1. ?x— entre T
3 4
2. —Taab entre —-?azb.
g 2.5 B
3. T XY z8 entre FEar

T ]
4. —-s—a“‘b“ entre —Tabﬁ.

e

2
—5x"* entre —2.

=Txm+Syu-l entre —Bxiy?,
Ha*m—1px—8 entre —Ga*m-2hr-i,
_.4xn—lyn+1 entre 5xn—-1yn+1_
amtehx+e entre ambs,
—Hab?c® entre 6a™b"c*.

._.
oweA®

5
— zathe.

2 218

;azbc .,

" -_-’—"ib: R.
-‘;abc

7. ——a%%® entre ——abdct.
8. -%a'b'“ entre ——:—abz.

9. —%c’d" entre %d*.

10. %a‘“b’ entre --%bs.

11. —2a*+4p=S entre —%a‘b‘.

1 1
6. 3min®p® entre ——minp®. 12. ——a*%h™+52 entre %a'—“b‘""“.
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I1. DIVISION DE POLINOMIOS POR MONOMIOS

Sea (a+ b —c)+m. Tendremos:

a+b—c a b ¢

a+b—c)sm=———=—+t———
m m m m
b ¢
En efecto: ; + ——— es el cociente de la division porque multipli-
cado por el divisor Icproduce el dividendo:
A N a b c
(=+=——=)m=—xm+—xm——xm=a+b—c.

m m m m m m

Podemos, pues, enunciar la siguiente:

REGLA PARA DIVIDIR UN POLINOMIO POR UN MONOMIO

Se divide cada uno de los términos del polinomio por el monomio
separando los cocientes parciales con sus propios signos.
Esta es la Ley Distributiva de la division.

Ejemplos

(') Dividir 3a® — 6a2b + 9ab? entre 3a.
. 2, By g 3a® — 6a®b + 9ab? B 3a®  éa®b L 9ab?
(3a®—6a2b +9ab?) + 3a = = e

=a?—2ab+ 3b% R.
(%) Dividir 2a*b™ — éa**1h™-1 — 3a**2pm-2 entre — 2a%ht.

1 1 x42pm-2) - Shd — 206"
(20*b™ — ba*+1b™"1 — 3a™*2p™%) + — 2a%b ——M
6ax+1bm—-1 3ux+2bm-2

+
2a8b* 2a%b?

= — g*-8pm-4 | Jgx-2pm-b L ; a<1pm-8 R,

- EJERCICIO 52
Dividir:
1. g2—ab entre a. 9 8mon2—10mTni—20mdns+12m3ns
2. 3x2y"—5a%x* entre —3x2. entre 2m?.
3. 3a3—5ab2—6a2b® entre —2a. 10. a*+a™1 entre aZ.
4 x8_4x24x entre x. 11. 2am—3a"m+24+6am+4 entre —3ad.
5. 4x85—10x5—5x* entre 2x8. 12, gmpnygm-1pn+2_gu-2pn+4 entre a2bd.
6. 6md—8m2n+20mn? entre —2m. 13, ymy2_gymygym+l_ym—1 entre x™ 2.
7. 6adbS—3a%b8—a2b3 entre 3a%h3, 14 gox+apm-1_gox+8pm—248gx+2pm-8,
8.

x1—5x8—10x2+15x entre —5x.~ entre —2a*+2hm—t,
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. 1 5 5
(3) Dividir gx"’y - EX“yz Fosipyl = %y* entre _y.

8 2 1] i §
3. stk L 3 jagpe |
et G . e
3 2 A b 1 o
S Fopa 1Ny Tl I = S =
}3y == koY= oy y) =y
(d a4 14 a2 [ 5 5 5 5
(A4 AT
]
f 4 8 .
— 3 2 . S |
T A A R.
@ EJERCICIO 53
Dividir:
1 o 2
1. —x2?——x entre —x.
2 3 3
s B 1 a
2. —ad%——a®*+ —a entre ——.
3 h 4 i
1 2 B o L,
3. —mt——mPn+—m*n* entre —m?=
4 8 o 4
\\
N 2 1 - 5 1 .
JRmEPTT: Do S T | 2B Ay P 3 3
4. xty nxy+4xy’ xy% entre Sxy.
251 813 5 =
b. —af e b* — ab® entre 5a.
o
1 1 1
—agm — am—1 o -
6. 74 +—a entre —-a.
2 1 2 1
1. —g&+l——g*1 —~yg% entre —a* 7%
3 4 b [
- 1 2 2 s
8. ——arlxmA24 —guxmil——gntixh entre — —a%x®

i1l. DiVISION DE DOS POLINOMIOS

La division de dos polinomios se verifica de acuerdo con la siguiente:

REGLA PARA DIVIDIR DOS POLINOMIOS

Se ordenan el dividendo y el divisor con relacién a una misma lewra.

Se divide el primer término del dividendo entre el primero del divi-
sor y tendremos el primer término del cociente.

Este primer término del cociente se multiplica por todo el divisor y
el producto se resta del dividendo, para lo cual se le cambia el signo, escri-
biendo cada término debajo de su semejante. Si algin término de este
producto no tiene término semejante en el dividendo se escribe en el lugar
que le corresponda de acuerdo con la ordenacién del dividendo y el divisor.

Se divide el primer término del resto entre el primer término del
divisor y tendremos el segundo término del cociente.

Este segundo término del cociente se multiplica por todo el divisor y
el producto se resta del dividendo, cambiando los signos.
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o Se divide el primer término del segundo resto entre el primero del
divisor y se efectian las operaciones anteriores; y asi sucesivamente hasta
que el residuo sea cero.

Ejemplos

3x*+2x—8 [ x4 Q1

(1) Dividir 3x%+ 2x — 8 entre x + 2. — 3x® — bx 3x—4. R
—4x—8
4x+ 8

EXPLICACION

El dividendo y el divisor estan ordenados en orden descendente con relacién
a x.

Dividimos el primer término del dividendo 3x? entre el primero del divisor
x y tenemos 3x* <+ x = 3x. Este es el primer término del cociente.
Multiplicamos 3x por cada uno de los términos del divisor y como estos pro-
ductos hay que restarlos del dividendo, tendremos: 3x X x = 3x*, para restar
— 3x% 3x X 2 = éx, para restar — éx.

Estos productos con sus signos cambiados los escribimos debajo de los tér-
minos semejantes con ellos del dividendo y hacemos la reduccién; nos da
— 4x y bajamos el — 8.

Dividimos — 4x entre x;: —4x = x = —4 y este es el segundo término del co-
ciente. Este — 4 hay que multiplicarlo por cada uno de los términos del divi-
sor y restar los productos del dividendo y tendremos:

(— 4) X x = — 4x, para restar + 4x; (—4) X 2= —8, para restar 8.

Escribimos estos ‘términos debajo de sus semejantes y haciendo la reduccién
nos da cero de residuo.

RAZON DE LA REGLA APLICADA

Dividir 3x2 4+ 2x — 8 entre x + 2 es hallar una cantidad que multiplicada por
x + 2 nos dé 3x* 4+ 2x — 8, de acverdo con la definicién de divisién.

El término 3x% que contiene la mayor potencia de x en el dividendo tiene que
ser el producto del término que tiene la mayor potencia de x en el divisor que
es x por el término que tenga la mayor potencia de x en el cociente, luego di-
vidiendo 3x® + x = 3x tendremos el término que contiene la mayor potencia
de x en el cociente.

Hemos multiplicado 3x por x 4 2 que nos da 3x* + 6x y este producto lo res-
tamos del dividendo. El residuo es — 4x —8.

Este residuo — 4x — 8, se considera como un nuevo dividendo, porque tiene
que ser el producto del divisor x + 2 por lo que aln nos falta del cociente.
Divido — 4x entre x y me da de cociente — 4.

Este es el segundo término del cociente. Multiplicando —4 por x+2 ob-
tengo — 4x — 8. Restando este producto del dividendo — 4x — 8 me da cero
de residuo. Luego 3x —4 es la cantidad que multiplicada por el divisor x + 2
nos da el dividendo 3x* + 2x — 8, luego 3x — 4 es el cociente de la division.
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(2) Dividir 28x*—30y®> —11xy entre 4x — 5y.

2 —q0y2 =
Ordenando dividendo y divisor en or- 282 —Vlxy —30y | dx—5y

den descendente con relacién a x ten- *‘”;""_*‘.3& IR R
dremos: - — 24xy — 30y
— 24xy + 30y*

EXPLICACION

Dividimos 28x® < 4x =7x. Este primer término del cociente lo multiplicamos
por cada uno de los términos del divisor: 7x X 4x = 28x2, para restar
— 28x?; 7x X (— 5y) = — 35xy, para restar + 35xy. Escribimos estos términos
debajo de sus semejantes en el dividendo y los reducimos. El residuo es
24xy — 30y®. Divido el primer término del residuo entre el primero del divisor:

24xy + 4x =+ éy. Este es el segundo término del cociente.

Multiplico éy por cada uno de los términos del divisor. 6y X 4x = 24xy para
restar — 24xy; by X (— Sy)=—30y®, para restar + 30y®. Escribimos estos
términos debajo de sus semejantes y haciendo la reduccién nos da cero de
residuo. 7x+ 6y es el cociente de la division.

- EJERCICIO 54
Dividir:

1. a°+42a—3 entre a+3. 12. H5n?—11mn+6m? entre m—n.

2. a?*—2a—3 entre a+1. 13. 32n2—54m2*+12mn entre 8n—9m.

3. x?—20+x entre x+b. 14 —14y%4-33+71y entre —3—Ty.

4. m?*—11m+30 entre m—6. 15. x3—y3 entre x—y.

5. x2415—8x entre 3—x. 16. a3+43ab?>—3a%b—b* entre a—b.

6. 6+a%+5a entre a+2. 17. x4—9x24-3+x entre x+3.

7. 6x*—xy—2y* entre y+2x. 18. a*+a entre a+1.

8. —15x2—8y2+22xy entre 2y—3x.  19. mS—n® entre m*—n?

9. 5a*+8ab—21b% entre a+3b. 20. 92xt—x3—3+4-Tx entre 2x+3.
10, 14x2—-12+22x entre 7x—3. 21.  3y5+5y2—12y+10 entre y2+2.
11. —Ba?412ab—4b? entre b—a. 22. ami—am—2a entre am+a.

23. 12a*+4-33ab2—35a2b—10b3 entre 4a—5b.
24, 15mS—9m3n2—5min+3m2n®+-3mni—nd entre 3m—n.
PRUEBA DE LA DIVISION

Puede verificarse, cuando la divisién es exacta, multiplicando el divi-
sor por el cociente, debiendo darnos el dividendo si la operacién estd co-
rrecta.

(3) Dividir 2x® — 2 — 4x entre 2 + 2x.

2x8 —4x—2 | 2%+2
Al ordenar el dividendo y el di- = 2% — 2 ®=—x—1. R
visor debemos tener presente — 9y — 4x
que en el dividendo falta el tér- P
: 2x* -+ 2x
mino en x?, luego debemos de- .
jar un lugar para ese término: —-2x—2

2x +2




(4)

(5)

(6)
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Dividir 3a® + 10a®b? + 64ab® — 21a*b + 32ab* entre a® — 4ab? — 5a2b.
Ordenando con relacién a la a en orden descendente:
3a% — 21a%h + 10a%b2 + 64a2b® + 32ab*t | @® — 5a%b — 4ab?
— 3a® + 15ab + 12a®h? ~ 3a% — 6ab — 8b%. R.
— bath + 22a3b? 4+ é4a2b®
b6a’b — 30a%b2 — 24a2b3
— 8a®b? + 40a*b® + 32ab*
8a®b? — 40ab® — 32ab*

Dividir x2 4 x%8 — x8y* — x2y10 entre x8 + x%y2? — xty* — x2y0,
Al ordenar el dividendo tenemos x'% — x8y* + x8y® — x2y10,

Aqui podemos observar que faltan los términos en x1%2 y en x*y5 dejaremos
pues un espacio entre x12 y — x8y* para el término en x*%? y otro espa-
cio entre x®%% y —x%y10 para término en x*y® y tendremos:

yi2 = XB)'* + xsye - xzyw l .,EB +1e£2 p x4y4 s xfzf
— x12 — xloyz e xsyi B xeya xt — x2y2 + )". R.
- xmy:a + QXB),G

xI.Illy.2 + xByA i XBYG o xi),B
- xsyq - xﬂ_yﬂ__ X‘)‘é oy xzym
-— xﬂyl - xﬂyﬁ BR x4y3 -+ x?.'ylu

Dividir 11a® — 3a% — 46a® + 32 entre 8 — 3a® — éa.

Ordenaremos en orden ascendente porque con ello logramos que el primer
término del divisor sea positivo, lo cual siempre es mas cémodo. Ademas,
como en el dividendo faltan los términos en a* y en a dejaremos los lugares
vacios correspondientes y tendremos:

32 — 46c® +11c? ~8aF | 8=6a=3a%.
— 32+ 24a + 1202 4+3a—2a2+ad R

24a — 34a® + 114°
— 24a + 18a* + 9o?

— 16a® + 20
16a® — 12a® — éat
8a® — éa* — 3a®
— 8a®+ 6a* + 3a®

EJERCICIO 55

Dividir:

OV i 00 1O

a‘—a*—2a—1 entre a*+a+1.

x5+4+12x2—bx entre x2—2x-+5.
mb—bEmin+20m2ni—16mn* entre m2—2mn—8n2.
xt—x2—2x—1 entre xZ—x—I1.
x94+6x3—2x5—Tx2—4x+6 entre x*—3x2+2.
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6. mS4mS—4mi—4m+m2—1 entre m*+m2—4m—1.

7. a—a*4+10—27a+T7a* entre a®+5—a.

8. 3xPy—bHxyd+3yt—x* entre x2—2xy+y2.

9. 2n—2n%+nt*—1 entre n*—2n+1.

10. 22a2bi—5a*b2+a%h—40ab® entre a*b—2ab2—100b3.

11, 16x4—2Ty*—24x2%y? entre 8x3—9y3+6xy2—12x2y.

12.  4y*—13y>+4y°—3y—20 entre 2y+5.

13, ha*x?—3x5—1lax*+3atx—24% entre 3x3—a®+2axs.

14. 2xBy—x8—3x2yt—xy® entre x*1—3x3y+2x2y24xys.

15. a%—5a+831a2—8a+21 entre a*—2a—17.

16. mf—m5+5m3—6m—+9 entre mi43—m2+4m?d.

17, a%+-b%—a’b—4a*b*+4-6a*b*—3ab® entre a?—2ab+b2.

18. x0—2x%y2+2x3y3—2x%y44+3xyi—2y® entre x2—2y24-xy.

19. 4y3—2y5+y0—yi—4y+42 entre y*4-2—2y2,

20. 3m"—11mS+m*+18m2—8m—3m2+4 entre m*—3m2+4.

21. a%+42a—3a%—2a%*4-24*—a—1 entre a®+a?—a+1.

22. 24x°—52x*y+38x%y?—33x%y3—26xyt+4y’ entre Bx?—12x%y—Gxy*+yd.

23. bHab+-6a*+Hat—4a"™—8a%—2a%+4a%—6a entre a'—2a%+2.

24. x7—3x%+6x°+x2—3x+6 entre x2—2x%+3x-46.

25, 3a%+5a5—Y9at—10a%+8a%+3a—4 entre 3a’%+2a2—bHa—4.

26. Hy®—3yT—11y%+11y"—1T7y*—3y3—4y>—2y entre Hy*—3yi+4y242y.

27, —mT™+5mn—14mn2+20mind—13m3nt—9m2ns4-20mné—4n7 entre
n3+3m2n—5omn2—ms.

28.  x11—5xPy24-8xTyt—6x"yS—5x3yE4+-3xyl? entre x5—2x3y243xys.

29. 3a*—15a7+14a%—28a%+47a*—28a%+23a—10 entre 3a®—6a’+2a2—3a+2.

30, a*—b24+2bc—c? entre a+b—c.

31, —2x24-5xy—x2—3y2—yz+102* entre 2x—3y+5Hz.

32. x%4+y%428—3xyz entre x24+y2+z2—xy—xz—Yy2.

33. ab+b% entre a+b.

34. 21x°—21y°® entre 3x—3y.

35. 16x®—16y% entre 2x2+2y2.

36. xl0—y10 entre x2—y2.

37. x154915 entre x3-493.

38. x%+y84-3x2y+3xy:—1 entre x2+2xy+y*+x+y+1.

39.  x5+495 entre xi—x3y-+x2y?—xyd4yl.

DIVISION DE POLINOMIOS CON EXPONENTES LITERALES

‘ Ejemplos (1) Dividir 3a™5 4 190" — 10a*** — 8a**2 + 5g**1

entre a?—3a+ 5.

Ordenando en orden descendente con relacién a la a, tendremos:

3% —10a**4 + 190**3 — 8a**2 + 50**1 | a®—3a +5 :
i 30::1-5 -+ 90x+4 — 15g*+8 Jg*+3 - uuz + 0“1. R.

s 0:1-4 + 4ax+8 — 80x+2
0“4 = 3Qx+a -} 50"2

ax+3 S 30‘“2 + saml
=5 G“s + 3ux+2 — 55[“1
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EXPLICACION
La divisién 3a*0 +a?= 3Ja¥2= 3g*8,
La divisién — a**t+g?=— gt 2=— g*2
La divisién G‘“B -+ 02 — ax+3—2 — CIM']'.

(2) Dividir x38 — 17x38-2 4 x8a-1 4 3y8a-4 . OxBa-8 — 2,30-5 gnjre x2a-1 — Py2e-8 — 3y2a-2,
Ordenamos en orden descendente con relacién a x y tendremos:
x38 + xapl - ]7;8:1—2 + 2x8n-3 4 3_,(3;-4 _ 2x3’”5 Lxﬂa—x "—_3):2“'2 = 2x_2"'3_
= gyintop Duhe-d XL A — G L -h

4x.::sa—1 -1 5x8n-2 + 2xa‘”3
— 4xBo-1 - 12x32-2 - Bx¥u-B

P 3}(3“"2 + 10:{3"3 4 3x8a—4
3}(3“"2 — QyBa-B __ g, Ba-d

xa:»-s . 3x8n-4 = 2x38-5
— x&n«s + 3x3a—4 + 2,(3:{—-5

EXPLICACION
La divisién x32 = x2a-1 = xBa-(2a-1) — xBa-20+41 — g+l
La divisién 4x3s-1 = x28-1 = gyBa-1-(2a-1)  — gyda-1-2asl  — 4y2,
La division — 3x38-2+-x2-1 = — GyBa-2-(2a-1) = — GyBa-2-2a1l — — Gyi-1,
La divisién xBe-8 = x2a-1 = y3a-8-(2a-1) — yBa-8-2u41 = x-2
® EJERCICIO 56
Dividir:
1. a**t34a* entre a+1.
8. x7+343x8 80t d_nntd entre x%4x.
3. mAti—mtti4Gmr+1—5me4-3ms! entre m?—2m+3.
4. ah + 3—{—4&2“ + 2+a2n + 1_23211 entre at4-q"+ 1
5. x2a + .')__3x2n + 3+2xﬂa +4_ g4yt 2+2x23 +1 entre x®+3%—9xa+t 1
6. a**+2—2a*+48a*1—3a*2 entre 3a*2—2a*"1+4a*.
T a?*—4q2x—2 5284 zaﬂx—1_2a2x—4 entre ax_._ax—-l_{_ax—E
8. m2e-2_ml_gmat Im2a+142m2+2_m2+3 entre mt—m*14+m
0. x2u—§!+x‘.‘n—3_4x?.a—4__ x2a=T entre _xn—8+xa-—i_xa—2l
10. aﬂnb.‘!_a2n—1bi+aﬂn—2b5_ 2a2nﬂ4b7+aﬂn—5bﬁ entre aq"b—a"! bﬁ+2an—2b3_an—3bi_
11. @™ t*+a™b*+a*b™+b™+* entre a*+b*.
12. a*—ab " '—a*1b+b" entre a—b.
13. 3a™8-23a5m—24 5450144645 —30a°™+1 entre a®"3+6a®™~1—8aPm 2,
i4. D Bn+ 1)’2’_3—4x9‘"}‘2"_2—28363“_2)72‘4-30263""3)?2” +1 entre —x&+ 2},:——1_3xnyx Flpgxnt 1yx.
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Q DIVISION DE POLINOMIOS CON COEFICIENTES
FRACCIONARIOS

Ejemplo

Dividir ;-x" A —x 2y + —xy’ - —y" entre «x - -y

=
—-;x3+§x2y ::,Xz"'ixr'l‘;)'g- R.
—Ex2y+3xy2
2ty — Ly
=
—1y2 42y

Obsérvese que todo quebrado que se obtenga en el cociente al dividir, lo mismo
que los quebrados que se obtienen al multiplicar el cociente por el divisor, deben
reducirse a su mds simple expresion.

- EJERCICIO 57
Dividir:

1
1. —:i—a” + lm‘: - %b‘*’ entre -;—a + —b.

2. .-;—xz + mxy —_ iyg entre x — %y

3. —;-xs - i—:1: 2y + —xy* - —y” entre -Lx‘ - -:‘—xy + %'y”.

4. Iisaﬂ - -ua-b b3 + ?ab‘-' entre Ta — E-b.

5. lm‘ + —msn ——:%m”nz + lm:u3 —nt entre ?smz + 2n? — mn.

6. %x“ + —x* - E:c” + —x‘*‘ S + —x entre 2x% — —x +2.

7. %a‘ —alx 4 ;Eaxs - %aﬂx“ = ?x‘ entre % a* —ax +; %7

8. b4 % x3y2 — Tl—x2ys o %x‘y + %xy‘ entre %xa = %x':’y + :—xy“.
9. %x“ + i:x* = %xs + :—:,xz + %x = enire —rk<xf — ool

10 ﬁm 1ﬂ2
40

2
+—mn? — Zns,
5 4
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DIVISION DE POLINOMIOS POR EL METODO
DE COEFICIENTES SEPARADOS

La divisién por coeficientes separados, que abrevia mucho la opera-
cién, puede usarse en los mismos casos que en la multiplicacién.

1) Divisién de dos polinomios que contengan una sola letra y estén
ordenados en el mismo orden con relacién a esa letra.

E]emplo Dividir 8x® — 16x® + 6x* + 24x® + 18x — 36 entre 4x® + 3x
— 6 por coeficientes separados.

Escribimos solamente los coeficientes con sus signos teniendo cuidado de poner cero
donde falte algin término y se efectia la divisién con ellos:

8—16+6+ 0+24+18—36 ] 4+0+3—-6

—8— 0—6+12 2—44+0+6
—16+0+12+24
16+0+12—24

424+ 0+18—36
—24— 0—184+36
El primer término del cociente tiene x® porque proviene de dividir x® entre x% y

como en el dividendo y divisor el exponente de x disminuye una unidad en cada tér-
mino, en el cociente también disminuird una unidad en cada término, luego el co-

ciente es: e b
-aths R

?)Division de dos polinomios homogéneos que contengan solamente
dos letras,

E]‘?mPlO Dividir a® — 7a*b + 21a%* — 37 a2b® + 38ab* — 24b° entre o?
— 3ab + 4b* por coeficientes separados.

Tendremos: 1—7+21—37+38—24 | 1—3+4

—143— 4 1—4+5—6
—4+17-37
4—124+16
5—21+38
- 5+15—20
— 6+18—24

6—18+24

El primer término del cociente tiene a® porque proviene de dividir a® entre R
Como el cociente es homogéneo y en el dividendo y divisor el exponente de a dis-
minuye una unidad en cada término y el de b aumenta una unidad en cada término,
el cociente sera: il Bl

—6b% R

By




e N1 & Bk 0 B

e ot et
w B = o

14.
15.
16.

17
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EJERCICIO 58

Dividir por coeficientes separados:

xP—x14-x?—x entre x3—x2+x,

xTx0—11x54-3x4—=13x%+4+19x2—56 entre x*—2x2—T.
a“+a%b—Ta*b?+12a3b3—13a2b1+-Tab®—b® entre a2—2ab+b>.
mt+2min?—5mn+20m3*ni—19m*nt—10mn®—n® entre m®*—4mn2—ns,
x8—2x0—50x4+58x2—15 entre x*+6x2—5.
a'*+9al0—Ta1%4-23a8—52a%+42a*—20a2 entre a®—4a®+3a*—2a2.
3x1P—20x1*—T0x%4-51x%+46x3—20 entre 3x%—8x3+410.

53m* ' —12m*4++-m?8—127m 194+ 187m12—192m%+87m*—45 entre m12—TmS49m4—15.
2xT—6xty—8x5y?—20x1y38—24x%yt— 18x2y5—4y7 entre 2x24+4y.
6a"—12a7+2a%—36a°+6a*—16a%+38a>—44a+ 14 entre a*—2a*+a—T.
n10—6n8+-5m"+13n8—23n°—8nt+44n3—12n2—82n+16 entre n%—3n'+5mi—8n+4.
BxT—4xCy—15x5y2+4+20x4y3—13x3y14+-5xy0—3y7 entre x*—Hxy*+3ys,
x10—dx14y2—](x12y44- 21 x10y0 4 D8xByS—2Bx byl04 Oxdyl2 3x2y14—_Gyl6 entre
x6_4x‘1y2:_5x2y4+y0_

a"+2—3an+1—5q04-20am1—-250m3 entre a?-—5.

Tazxr+ 5_35ﬂ2x+-}+6a2x + 3._78a2x+2__5a2S+1_42a21_.7a2l—1 entre at+6ax+ 1+7ax+a‘

(.ixi!n + 8_4x2a + 2_28x2a + 1+21x2a_46x2a-—1 +19x2a—2_12,:25----3_6,::!&-‘-4 entre
6x®+1—4x04-2x814x22,

6:‘1'_“ + 3—23&5" + 2+12aﬁx + 1_34aﬁx+22a5x---1_ 15651- 2 entre a2x +2__ 021_3321 + 1‘—‘5(,12“_1.

COCIENTE MIXTO

En todos los casos de divisién estudiados hasta ahora el dividendo era
divisible exactamente por el divisor. Cuando el dividendo no es divisible
exactamente por el divisor, la divisién no es exacta, nos da un residuo vy
esto origina los cocientes mixtos, asi llamados porque constan de entero y
quebrado.

Cuando la divisién no es exacta debemos detenerla cuando el primer
término del residuo es de grado inferior al primer término del divisor con
relacién a una misma letra, o sea, cuando el exponente de una letra en el
residuo es menor que el exponente de la misma letra en el divisor y suma-
mos al cociente el quebrado que se forma, poniendo por numerador el re-
siduo y por denominador el divisor.
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Ejemplos - x— 6 |x+3

— x4 —3x 6
i T Tl
(1) Dividir x* —x— 6 entre x + 3. dx+12
6

El residuo no tiene x, asi que es de grado cero con relacién a la x y el divisor
es de primer grado con relacién a la x, luvego aqui detenemos la divisidn
porque el residuo es de grado inferior al divisor. Ahora afiadimos al co-

6
ciente x —4 el quebrado 3 de modo semejante a como procedemos en
X

Aritmética cuando nos sobra un residuo.

(2) Dividir 6m* — 4m3n? — 3m?2n* + 4mn® — n% entre 2m? — n*

6m* — 4m®n? — 3m?n* + dmn® —n® | 2m?® — n? _
— 6m* + 3m*n? 2mn® — n®
3m? — 2mn? + ———.
— 4m®n* + 4mn® 2m* — nt
4m3n? — 2mn®
2mn® — nS

Hemos detenido la operacién al ser el primer término del residuo 2mn® en el
cual la m tiene de exponente 1 mienfras que en el primer término del divisor
la m tiene de exponente 2 y hemos afiadido al cociente el quebrado que se
forma poniendo por numerador el residuo y por denominador el divisor.

NOTA
En el nimero 190, una vez conocidos los cambios de signos en las fracciones,
se tratard esta materia mas ampliamente.

- EJERCICIO 59
Hallar el cociente mixto de:
1. a?+b? entre a2 8. x2—6xy+y? entre x+y.
2. a*42 entre ad 9. x8—x243x42 entre x?—x+1.
3. 9x346x2+7 entre 3x2. 10. x84y entre x—y.
4 16a*—20a*b+8a2b2+Tab® entre 4a2. 11.  x3495 entre x—y.
5. x247x+410 entre x+6. 12.  x844x2—5x+8 entre x2—2x+1.
6. x2_5x47 entre x—4. 13.  8a®—6a2b+5ab*—90b* entre 2a—3b.
7. mi=11m>+34 entre m2—3. 14.  x5—8x44+9x24-Tx—4 entre x2—3x-+2.

VALOR NUMERICO DE EXPRESIONES ALGEBRAICAS
CON EXPONENTES ENTEROS PARA VALORES
POSITIVOS Y NEGATIVOS

Conociendo ya las operaciones fundamentales con cantidades negati-
vas, asi como las reglas de los signos en la multiplicacién y division, pode-
mos hallar el valor de expresiones algebraicas para cualesquiera valores de
las letras, teniendo presente lo siguiente:
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POTENCIAS DE CANTIDADES NEGATIVAS
1) Toda potencia par de una cantidad negativa es positiva, porque
equivale a un producto en que entra un numero par de factores negativos.
Asi, (—2)2=+ 4 porque (—2)2=(—2) X(—2) =+4,
(—2)*=+ 16 porque (—2)¢=(—2)2X (=202 =(+ 4) X (+4)=+ 16.
(—2)°=+ 64 porque (—2)°=(—2)*X(—2)*=(+16) X (+4)=+ 64.
(—2)*=+256 porque (—2)%=(—2)%X (—2)*=(+64) X (+4) =+ 256.
y asi sucesivamente.
En general, siendo N un numero entero se tiene: (—a)*¥ = a*".
2) Toda potencia impar de una cantidad negativa es negativa porque

equivale a un producto en que entra un nimero impar de factores ne-
gativos.

Asi, (=2=-— 2
(—2)=— 8 porque (—2P=(—2*X(—2)=(+ 4)X(—2)=— 8.
(—2)"=~— 32 porque (—2)f=(—=2AX(=2)=(+16)X (—2)=—
(—2)"=-—128 porque (—2)'=(=2)*X(—=2)=(+64) X (=2)= —128.

y asi sucesivamente.
En general, se tiene: (—a)***! = —@?¥*1,

\ E]‘emplos I (1) Valor numérico de x® — 3x% + 2x — 4 para x = — 2.

Sustituyendo x por — 2, tenemos:

_ (—2F—3(—2P2+2(—2) —4
=—8—3(4)+2(—2)—4

=—8—12—4—4
=-—28. R
4 3a®b  Sab®
(Z) Valor numérico de%—-—T+T—b’ para a=—2, b=-—3.
a* 3¢°b  Sab®
Tend e el *
endremos: 2 7 - 3
—2)% 3(—2P(—3 5(—2)(—3)2
=[ l_[ Il ]+{}‘]—t~3]’-
4 é 3
16 3(4)(—3)  5(—2)(9)
= —_—— + — _27
4 6 3 [ )

= () ()

=4—(—6)+(—30)+27

=44+6—-30+27=7. R
NOTA

Para ejercicios de valor numérico de expresiones algebraicas con exponentes
cero, negativos o fraccionarios, véase Teoria de los Exponentes, pag. 407,
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EJERCICIO 60

Hallar el valor numérico de las expresiones siguientes para
1

a=-1 b=2 c¢=—,
a*—2ab+b2. 6. (b+a)d—(b—c)P—(a—c).
3a*—4a*b+3ab>—b*. 7. ab | ac bc‘
c b a
a®—8a‘c+16a%c2—20a%c*+40ac—cb. 8. (atb+c)*~(a—b—c)*+c.
(a—b)2+(b—c)*—(a—c)*. 9. 3(2a+b)—4a(b+c)—2¢c(a—b).
Hallar el valor numérico de las expresiones siguientes para

a'—3a*+2ac—3bc. B @

a=2 b=31, x=-2 y=—1 m=3, n=1:

x4 x%y  3xy?
10, ——— =
8 2 2 2

11. (a—x)?+(x —y)2+ (x2—y?)(m + x — n).
12. —(x—y)+ (x2+9*) (x —y—m)+3b(x +y+n).

13, (3x —2y) (2n — dm) + dx2y? — x? :

o

4x x2 Rieanil
PR P i iy e 4
14. 3 2Hy ( aiTg ) R m.
16 x¥(x —y+m) — (x —y) (x2+y2 —n) + (x+y)* (m? — 2n).
3a¢ 2y 3n m
16. — 4+ — 4+ ——=—+42(x2—9244).
x m y n

EJERCICIO 61

MISCELANEA
SOBRE SUMA, RESTA, MULTIPLICACION Y DIVISION

A las 7 a.m. el termémetro marca +5° y de las 7 a las 10 a.m. baja
a razén de 3° por hora. Expresar la temperatura a las 8 a.m., 9 a.m.
y 10 a.m.

Tomando como escala 1 cm =10 m, representar grificamente que un

punto B estd situado a +40 m de 4 y otro punto C est4 situado a —35 m
de B.

Sumar x?—3xy con 3xy—y? y el resultado restarlo de x2

¢Qué expresion hay que afiadir a 3x*—5x+6 para que la suma sea 3x?
Restar —2a24-3a—5 de 3 y sumar el resultado con Sa+5.

- Simplificar —3x2—{ —[4x2+5x—(x2—x+6)]}.

Simplificar (x+y)(x—y)—(x+y)2.
Valor numérico de 3(a+b)—4(c—b)+~ /c;b para a=2, b=3, c¢=l.
—a

Restar x*—3xy+y? de 3x*—5y2 y sumar la diferencia con el resultado
de restar 5xy+x? de 2x2+5xy+6y2.
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10.
11.

12.
13.

14.

16.
16.
17.

18.
19.

20.

21.
22.

23.

24.
25.

26.

27.

28.

29.

30.

Multiplicar %az—%ab +—:-b2 por —:-az+%ab—2b2.
Dividir la suma de x5—x®+5x2, —2x%42x2—-10x, 6x%°—6x+30 entre

x2—2x+6.

Restar el cociente de —ﬂ“ - ;Eab'-‘ + bs entre —a o —b de —02 + ab + -—bﬂ

Restar la suma de —3ab*—b3 y 2a‘~’b+3ab2—b3 de a*—a?b+b* y la dife-
rencia multiplicarla por a*—ab+b®.

Restar la suma de x3—5x244x, —6x2—6x+3, —8x*+8x—3 de 2x*—16x?
+5x+12 y dividir esta diferencia entre x?—x+3.

Probar que (2+4x)%(1+4x%)—(x*—2)(x?4+x—3)=x*(3x+10)+2(3x—1).
Hallar el valor numérico de (x+y)*(x—y)*+2(x+y)(x—y) para x=-2, y=1.

¢Qué expresion hay que sumar a la suma de x+4, x—6 y x*+2x+8 para
obtener 5Hx*—4x+3?

Restar —{3a+(—b+a)—2(a+b)} de —2[(a+b)—(a—b)].
‘ultlpllcar 5x+[—(3x—x—y)] por 8x+[ 2x+(—x+y)].

Restar el cociente de —x3+-—x2y+ y2+—*y3 entre w;—:c'«’«——:c;v+)r’ de
2x+[—5x—(x—y)].
Probar que [x*—(3x42)] [x*+(—x+3)]=x*(x*—4x+4)—(Tx+6).
¢Qué expresién hay que sumar al producto de
[x(x+y)—x(x—y)] [2(x*+y?)—3(x*—y*)] para obtener 2x3y+3xy%
Restar —x2—3xy+y* de cero y multiplicar la diferencia por el cociente
de dividir x*—y? entre x—y.
Simplificar (x—y) (x%3+xy+y2)—(x-+y) (x2—xy+y*).

b
Hallar el valor numérico de \/a_T+ 2(b — a) \/g—i— 3(c—b) \/—C_
para a=4, b=9, c=25. ¢ a b
¢Por cudl expresion hay que dividir el cociente de x*43x2*—4x—12 entre
x+3 para obtener x—2?
Simplificar 4x*—{3x —(x*—4 +x)}+[x*—{x+(—3)}] y hallar su valor
para x=-—2.
¢De cudl expresion hay que restar —18x®+14x%484x—45 para que la
diferencia dividida entre x*>47x—5 dé como cociente x?—97?
Probar que (a*+b2)(a+b)(a—b)=a*—[3a+2(a+2)—4(a+1)—a+b"].
Restar —x3—5x*+6 de 3 y sumar la diferencia con la suma de x*—x+2
y —[x*+(=3x+4)—(—x+3)].



EUCLIDES (365-275 A. C.) Uno de los mas grandes
matemiticos griegos., Fue el primero que establecio
un método riguroso de demostracion geométrica, La
Geometria construida por Euclides se mantuvo incé-
lume hasta el siglo XIX, La piedra angular de su geo-

PRODUCTOS Y COCIENTES NOTABLES

I. PRODUCTOS NOTABLES

metria es el Postulado: "Por un punto exterior a una
recta solo puede trazarse una perpendicular a la mis-
ma y sdlo una”. El libro en que recoge sus investiga-
ciones lo titulé ““Elementos’, es conocido en todos
los ambitos y ha sido traducido a los idiomas cultos.

cariruro /|

(6 ) Se llama productos notables a ciertos productos que cumplen reglas
574
fijas y cuyo resultado puede ser escrito por simple inspeccion, es decir,

sin verificar la multiplicacion.

CUADRADO DE LA SUMA DE DOS CANTIDADES

Elevar al cuadrado a + b equivale a multi- (a+b)2=(a+b)(a+b).
plicar este binomio por si mismo y tendremos:

Efectuando este pro-
ducto, tenemos:

a +b
a+b
a*+ab

ab+b? o sea (a+ b)*=a’+ 2ab+ b*

a*+ 2ab + b*

luego, el cuadrado de la suma de dos cantidades es igual al cuadrado de la
primera cantidad mas el duplo de la primera cantidad por la segunda mis

el cuadrado de la segunda cantidad.

97
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i (1) Desarrollar (x + 4)2.
E]emplos Cuadrado del primero........c.coovvvviiiiiinin.. &
i Duplo del primero por el segundo...... 2x X 4= 8x
Cuadrado del segundo........cvvvvivrnnennn.., 16
Luego (x+42=x>+8x+16. R.
Estas operaciones deben hacerse mentalmente y el producto escribirse direc-
tamente.

Cuadrado de un monomio. Pora elevar un

monomio al cuadrado se eleva su coeficiente al T T
cuadrado y se multiplica el exponente de cada {hbg)a_'% b2 =160%b
letra por 2. Sea el monomio 4ab®. Decimos que

En efecto: (4ab?)? = 4ab? X 4ab? = 16a°b*.
Del propio modo: (5x8y4z5)2 = 25x%y8210,
Cuadrado del 1% L ans (4a)? = 1602
(2) Desarrollar (4a + 5b2)2. —  Duplo del 1° por el 2°.... 2 X 4a X 5b* = 40ab®.
Cuadrade dela@ g odumsani vl (5b2)% = 25b*.
Luego (4a + 5b%)2 = 1602 + 40ab” + 25b*. R.

Las operaciones, que se han detallado para mayor facilidad, no deben escribirse
sino verificarse mentalmente.

{2) Desarrollar (3a® 4+ 5x*)2.
(3a? + 5x3)2 = 9a* + 30a2x® 4 25x°. R,

(4) Efectuar (7ax* 4+ 9y®)(7ax* -+ 9y").
(7ax* + 9y%) (7axt + 9y) = (7ax* + 9y®)* = 49a*x® + 126ax’y" + 81y'°. R.

- EJERCICIO 62
Escribir, por simple inspeccién, el resultado de:
L (m+3) 6. (x+y)2 11 (4mB+5nb)2. 16. (a“+a")2.
2. (5+x). 7. (1F3xP)2 12. (Ta?b34-5x%)%. 17.  (a*+bx+1)2,
3. (6a+b)2. 8. (2x+3y)>. 13.  (4ab2+5xy®)2 18.  (x»+14yx-2)2,
4 (9+4m)2 9. (a®x+by??2 14 (8x*y+9m?)2
b (Tx+11)2 10, (3a%+8b%)2. 15 (x10410y12)2

REPRESENTACION GRAFICA DEL CUADRADO
DE LA SUMA DE DOS CANTIDADES

El cuadrado de la suma de dos cantidades puede representarse geo-
métricamente cuando los valores son positivos. Véanse los siguientes pasos:

Sea (a+ b)*=a*+ 2ab + b2
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Construimos un cuadrado de a
unidades de lado, es decir, de lado a:

[m—\' a a'

Construimos un cuadrado de b
unidades de lado, es decir, de lado b:

6 o - I FIGURA 11 : a

Construimos dos rec-

tingulos de largo a y ancho
b: ——

b ab b ab

FIGURA 12 a 17

Uniendo-estas cuatro figuras como se indica en la figura 13, formaremos
un cuadrado de (a + b) unidades de lado. El drea de este cuadrado es
(a + b) (a+ b) = (a+ b), y como puede verse en la figura 13, esta drea esta
formada por un cuadiado de drea &°, un cuadrado de irea b* v dos rectan-
gulos de area ab cada uno o sea 2ab). Luego:

(a + b)Y =a + 2ab + b

a & 6 I FIGURA 13
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CUADRADO DE LA DIFERENCIA DE DOS CANTIDADES

Elevar (a—b) al cuadrado equivale a (a—b)*=(a—b)(a—b).
multiplicar esta diferencia por si misma; luego:
a —b
Efectuando este producto, L A
I si— T e a®*— ab o sea (a—b)2=a%?—2ab+b?
il Bl
a*—2ab + b*

luego, €l cuadrado de la diferencia de dos cantidades es igual al cuadrado
de la primera cantidad menos el duplo de la primera cantidad por la se-
gunda mas el cuadrado de la segunda cantidad.

(1) Desarrollar (x — 5)2.
’ Ejemplos | (x =5 =x—10x+25. R.
(2) Efectuar (4a® — 3b%)%.
(4a® — 3b%)2 = 168" — 24a®bd + 9B, R,

- EJERCICIO 63

Escribir, por simple inspeccion, el resultado de:

1. (a—3)% 5. (4ax—1)% 9. (x5—3ay?)* 13.  (xm—y)2,

2. (x—Tp 8. (a%—bd)2. 10. (a7—b7y2. 14. (2-225)2,

3 (9 -a) 7. (3at—5b%% 11 (2m—3n). 15. (xo+1—8xn2)2,
4. (2a—3b):. 8. (x2—1). 12, (10x3—9xy%)2.

PRODUCTO DE LA SUMA POR LA DIFERENCIA
DE DOS CANTIDADES

Sea el producto (a+ b)(a—b).

a +b
Ef d 1 g —h
o f:f:tuan 0 esta mul- B ah o Sea (a p h) (a O b) =gti=THt
tiplicacion, tenemos:
—ab — b?
a"Z — b2

luego, la suma de dos cantidades multiplicada por su diferencia es igual al
cuadrado del minuendo (en la diferencia) menos el cuadrado del sustraendo.

Ejemplos (1) Efectuar (a+ x){a — x).
4 (a+x)ja—x=0c®—x% R
(2) Efectuar (2a + 3b)(2a — 3b)

(20 + 3b)(2a — 3b) = (2a)? — (3b)? = 4a® — 9b%. R.
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(3) Efectuar(5a™?* + 3a™) (3a™ — 5a™+%),

Como el orden de los sumandos no altera la suma, 5a™! + 3a™ es lo mismo
que 3a™ + 5a™1, pero téngase presente que 3a™—5a"*! no es lo mismo
que 50™1 —3a™, Por eso hay que fijarse en la diferencia y escribir

el cuadrado del minuendo menos el cuadrado del sustraendo.
Tendremos: [ 50™*'43a™ )(3a™ — 5a*1) = (30™)2 — (50™*1)2 = 9g2™ — 25q20+2 R
EJERCICIO 64

Escribir, por simple inspeccion, el resultado de:

(x+y)(x=y). 6. (n—1)(n+1). 11, (1—8xy)(Bxy-+1).
(m—n)(m-+n). 7. (1—3ax)(3ax+1). 12. (6x*—m®x)(6x2+m®x).
(a—x)(x+a). 8. (2m+9)(2m—9). 13. - (a™+b")(a™—Db™).
(x24-a*)(x%—a?). 9. (a®—b?)(a®+b?). 14. (3x*—5y™)(5y™+3x2).
(2a—1)(1+2a). 10.  (y*—3y)(y*+3y). 15. (a**1-2b*1)(2b>14a*+1),

(4) Efectvar (a+b~+c)la+b—c).
Este producto puede conver- (a+b+clla+b—c)=[la+b)+ r] [le+b)—c]

tirse en la suma de dos can- =la+b)?—c?
tidades multiplicada por su =a*+2cb+b*—c% R
diferencia, de este modo:

donde hemos desarrollado (a + b)? por la regla del ler. caso.

(5) Efectvar ([a+b+c)la—b—c).

Introduciendo los dos Oltimos términos del primet trinomio en un paréntesis
precedido del signo +, lo cual no hace variar los signos, y los dos Gltimos
términos del segundo trinomio en un paréntesis precedide del signo —, para
lo cual hay que cambiar los signos, tendremos:

(a+b+c)la—b—cl=[a+(b+c)][a—(b+¢c])]
=a?—(b+c)?
=a? — (b% + 2bc + 2|
=ag?—b2—2bc—c% R

(6) Efectuar (2x + 3y — 4z)(2x — 3y + 4z).
(2x + 3y — 4z)(2x — 3y + 4z) = [2x + (3y — 42} ] [2x — (3y — 4z]]

=(2x)* — (3y — 4z)*
= 4x% — (9y? — 2dyz + 162?%)
= 4x? —9y? + 24yz — 162%. R

EJERCICIO 65
Escribir, por simple inspeccion, el resultado de:

(x+y+2z)(x+y—2). 6. (x+y—2)(x—y+2). 11. (2x+y—z)(2x—y+z).
(x—y+z)(x+y—2). 7. (n*42n+1)(n*—2n-1). 12, (x*=5x+6)(x>+5x—6).
(x+y+z)(x—y—2). 8. (a*—2a+3)(a*+2a+3). 13. (a*—ab+b?)(a®4b2+ab).

(m+n+1)(m-+n—1). 9. (m*—m—1)(m*+m—1).  14. (x8—x"—x)(x*+x%}x).
(m—n—1)(m—n+1). 10. (2a—b—c)(2a—b+c).
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REPRESENTACION GRAFICA DEL PRODUCTO DE LA SUMA
POR LA DIFERENCIA DE DOS CANTIDADES

El producto de la suma por la diferencia de dos cantidades puede
representarse geométricamente cuando los valores de dichas cantidades son
positivos. Véanse los siguientes pasos:

Sea (a+b)(a—b)=a*—b*

Constrqimus un cuadrado de a
unidades de lado, es decir, 'de lado a:

1 FIGURA 14

2
a a Construimos un cuadrado de b b b
unidades de lado, es decir, de lado b:

I FIGURA 15 '| 4 b

- Al cuadrado de lado a le quitamos el cuadrado de la-
do b (figura 16), v trazando la linea de puntos obtenemos
[ el rectangulo ¢, cuyo$ lados son b y (a—b). Si ahora trasla-
, damos el rectangulo ¢ en la forma indicada por la flecha en
6 b la figura 17, obtenemos el rectangulo ABCD, cuyos lados
a 6 son (a + b) v (a—b), v cuva area (figura 18) sera:
: (a-+b)(a—b)=a"—b*
a’rg € (@+ b)(a—b)=a®— b
' & (10 + 6) (10 — 6) = (10)2 —(6)?
[#8 16 X 4 =100 — 36
a-b

[ ]

| FIGURA 16 =64 R. D
D-£=Y, ¢

|

|
bi ¢ | =L
l | 1

62

1

a+b
a

b

.‘In —_— e - ]
g
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CUBO DE UN BINOMIO

1) Elevemos a+ b al cubo.

Tendremos: (a+b)*=(a+b)(a+b)(a+b)=(a+b)*(a+b)=(a®+2ab + b?)(a+ b).

a?+2ab + b?
Efectuando esta ¢ +b
multiplicacion, a*+ 2a*b'+ ab? O S€a (a + b)® = a® + 3a%b + 3ab? + b®
tenemos: / ab + 2ab? + po
a® -+ 3a*b + 3ab* + b3

lo que nos dice que ¢l cubo de la suma de dos cantidades es igual al cubo
de la primera cantidad mas el triplo del cuadrado de la primera por la
segunda, mas el triplo de la primera por el cuadrallo de la segunda, mas
el cubo de la segunda.

2) Elevemos a—b al

cubo. Tendremos: — (a—b)*=(a—b)*(a—b)=(a*—2ab + b*)(a—b).
Efectuando esta multiplicacion, tenemos:
a® —2ab + b*
a —b
a* —2a%b + ab® 0 sea (a— b)® =a®— 3a’b + 3ab* — b?

— a*b + 2ab®— b3
a* — 3a%b + 3ab® — b?

lo que nos dice que el cubo de la diferencia de dos cantidades es igual al
cubo de la primera cantidad, menos el triplo del cuadrado de la primera
por la segunda, mas el triplo de la primera por el cuadrado de la segunda,
menos el cubo de la segunda cantidad.

‘ Ejemplos (1) Desarrollar (a+ 1)3.
(a+ 1P =0®+3a2(1)+3a(12) +1¥*=0*+ 3a® +3a+1. R

(2) Desarrollar (x —2)3.
(x —2)3 = x% — 3x%(2) + 3x(2%) —28 = x% — 6x* + 12x — 8. R.
(3) Desarrollar (4x + 5)3,
(4x + 5)% = (4x)® + 3(4x)%(5) + 3(4x) (521458 = &4x3 + 240x* + 300x + 125. R.
(4) Desarrollar (x% — 3y )2
(x2—3y)3 = (x2)® — 3(x2)2(3y) + 3x2{3y)? — (3y)® =xP— Ity + 2Wx%y* —2y*. R
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- EJERCICIO 66

Desarrollar:
1. (a+2)% 4. (n—4)% 7. (2+y2)%. 10. (a®—2b)3,
T ) B. (2x+1)3 8. (1—-2n). 11.  (2x+3y)3.
3. (m+3)3. 6. (1—3y)e. 9. (4n+3)%. 12. (1—a?).

(91) PRODUCTO DE DOS BINOMIOS DE LA FORMA (x-+a) (x+b)

La multiplicacién nos da:

X2 x —3 X x +6
x +3 x —4 x +5 x —4
x2 + 2x x2 — 3x x%—2x X2 + 6x
- 3x+ 6 —4x +12 +5x —10 —d4x—24
x2+5x+ 6 x2—Tx+12 x4 3x — 10 X2+ 2x—24

En los cuatro ejemplos expuestos se cumplen las siguientes reglas:

1) El primer término del producto es el producto de los primeros tér-
minos de los binomios.

2) El coeficiente del segundo término del producto es la suma alge-
braica de los segundos términos de los binomios y en este término la x esta
elevada a un exponente que es la mitad del que tiene esta letra en el pri-
mer término del producto.

3) El tercer término del producto es el producto de los segundos tér-
minos de los binomios.

PRODUCTO DE DOS BINOMIOS DE LA FORMA (mx +a) (nx + b).

El producto de dos binomios de esta forma, en los cuales los términos
en x tienen distintos coeficientes, puede hallarse facilmente siguiendo los
pasos que se¢ indican en el siguiente esquema.

Sea, hallar el producto de (3x + 5) (4x + 6):

30

12x7

(3x + 5 (4x + 6) = 12x%+ 20x + 18x + 30.
g T

20x
18x , FIGURA 19 |

Reduciendo los términos semejantes tenemos: 12x*+38x +30 R.
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(1) Multiplicar (x +7)(x —2).

® 105

E]emplos Coeficiente del segundo término .......... 7—2=
FOrCor- FETMING: a3 samini s Eairiaiis am e soime 7X([—2)=—14
luego {x+7][x—2] x2+5x—14. R
(2) Efectuar (x —7)[x — é).
Coeficiente del 2° término ........ (—7)+(—6)=
Tercer término .....covvivnnennn... (—7) X (—é)=+ 42

luego (x—7)(x—6)=x2

—13x + 42. R.

Los pasos intermedios deben suprimirse y el producto escribirse directamente
sin escribir las operaciones intermedias.

(3) Efectuar (a—11){a+9).
=11 {a+9)=c®>—2a—99. R
(4) Efectuar [x2+7)(x2+ 3).

(2 +7)(x*+3)=x* 4+ 10x2+21. R.

Obsérvese que como el exponente de x en el primer término del producto
es 4, el exponente de x en el segundo término es la mitad de 4, o sea x*.

(5) Efectuar (x*—12)(x* —3).

(%% —12)[x3—3)=x"

i EJERCICIO 67

— 15x% 4 36,

Escribir, por simple inspeccion, el resultado de:

R.

(a+1)(a+2). 7. (x—3)(x—1). 13. (n2—1)(n24+20).  19. (ab+5)(ab—6).
(x+2)(x+4). 8. (x—5)(x+4). 14. (n343)(n—6).  20. (xy2—9)(xy*+12).
(x+5)(x—2). 9. (a—11)(a+10).  16. (x3+T7)(x3—6). 21, (a®b2—1)(a%b2+7).
(m—6)(m—5).  10. (n—19)(n+10). m.(m+mmhqy 22, (xPyi—6)(x%y*+8).
(x+T)(x—3). 11. (a*+5)(a2—9).  17. 2)(a5+7). 23. (a>—3)(a*+8).

(x+2)(x—1). 12. (x2—1)(x2—7).  18. (w+q)am—) 24. (a*+126)(a*+1—5).

- EJERCICIO 68
MISCELANEA

Escribir, por simple inspeccién, el resultado de:

1. (x+2)% 14, (x4p+1)(x—y—1). 27. (2a8—5b%%

2. (x+2)(x+3). 153. (1—a)(a+1). 28. (a®+12)(a?—15).

3o (x+1)(x—1). 16. (m—8)(m-+12). 29.  (mP—m-+n)(n+m+m*).
4 (x—1)2 17, (x2—1)(x24-3). 30.  (x4T)(x*—11).

5. (n+3)(n+b). 18. (x%46)(x3—8). 31 (11—ab)*

8. (m—3)(m+3). 19. (5x34+-6mt)2. 32, (x%y3—8)(x%y3+6).

7. (a+b—1)(a+b+1). 20.  (x*—2)(x4+5) 33, (at+by(a—Db)a*—b*).

8. (1+b)% 21. (1—a+b)(b—a—1). 34, (x+1)(x—1)(x>—2).

9. (a®+4)(a*—4). 22, (a*+b"y(a*—=bm). 35, (a-+3)(a*+9)(a—3).
10, (3ab—bHx%)2, 23. (xat+1_8)(x2+110), 36. (x45)(x—5)(x*+1).

11. (ab+3)(3—ab). 24, (a®b+c?)(a*b?—c?). 37. {(I +1)(a— 1)(ca+‘))(a 2).
12. (1—4ax)2. 25. (2a+x). 38, (a+2)(a—3)(a—2)(a+3).
13, (@*+8)(a*-T). 26. (x2—11)(x?-2).
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I1. COCIENTES NOTABLES

Se llama cocientes notables a ciertos cocientes que obedecen a reglas
fijas y que pueden ser escritos por simple inspeccién.

COCIENTE DE LA DIFERENCIA DE LOS CUADRADOS
DE DOS CANTIDADES ENTRE LA SUMA O LA

DIFERENCIA DE LAS CANTIDADES

a?— b2 .
1) Sea el cociente T Efectuando la division, tenemos:
a
a? — b2 [ a+b
—a?—ab a—b a’—b*
= 0 sea ——=a—bh.
—ab — b? at+bh
ab + b?
2 __ h2

. a
%) Sea el cociente

Efectuando la divisién, tenemos:

¢ =P ek

—a*+ab a+b A=
——— 0 sea =a+b
ab — b2 a—b
—ab +b?

Lo anterior nos dice que:

1) La diferencia de los cuadrados de dos cantidades dividida por la
suma de las cantidades es igual a la diferencia de las cantidades.

2) La diferencia de los cuadrados de dos cantidades dividida por la
diferencia de las cantidades es igual a la suma de las cantidades.

Ejemplos (1) Dividir 9x* — y* entre 3x + y.
9x2 — y?
=3x—y. R
3x+y
(Z) Dividir 1 —=x *entre 1 — x
1 —xt
Lo+ R
1—x2
(3) Dividir (a +b)2—c? entre (a+b)+c.
b)? — 2
Lia. sl ST SR
la+b) +c
(%) Dividir 1 —(a +n)? entre 1 —(a -+ n).
1 —(a+np
R L T T

1—{a+n)
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B EJERCICIO 69

Hallar, por simple inspeccién, el cociente de:

x2=] x%—4 4x%—9m*nt xB0—gi2n 1—(a+b)?

] 5. - P 13. : 17. ———.
x+1 x+2 2x+3mn? anyn 1+(a+b)
1—x2 9—xt 36m>—49n>x* a®*+2-100 4—(m+n)*

; 6. : I ————— M s IR T
1—x 3—x2 6m—Tnx2 a*+1—10 2--(m-+n)
x2—y? e 81a%—100b% 1—-gyiuye xi—(x—y)?

T ) y A e 15, ————— 1. ——.
x4y a+2b 9a*+-10b1 14-3xm+2 x4(x—y)
yhad i 25—36x* . ath—4x8yio ” (x+y)*—22 % (a+x)*—9
y—x | 5—6x? C o a2bi2xiys T (xy)—z C (atx)+3

COCIENTE DE LA SUMA O DIFERENCIA DE LOS CUBOS
DE DOS CANTIDADES ENTRE LA SUMA
O DIFERENCIA DE LAS CANTIDADES

; a®+ b3 C i
1) Sea el cociente e Efectuando la division, tenemos:
ad +b6% | at+b
—ad—a%b a®—ab+b? -
—a?b
a*b + ab? a®+b?
et ] o =a%—ab+ b2,
ab®+ b3 ehre b
—ab?— b®
8_ ba
2) Sea el cociente Efectuando la division, tenemos:
a o
ad —b® | a—0b
—ad+a*b a*+ab + b?
a*b
—a*b +ab? = N ok i
7({{)2_ b3 0O §€a = b =a a p
—ab+ b®

Lo anterior nos dice que:

1) La suma de los cubos de dos cantidades dividida por la suma de
las cantidades es igual al cuadrado de la primera cantidad, menos el pro-
ducto de la primera por la segunda, mas el cuadrado de la segunda can-
tidad.

2) La diferencia de los cubos de dos cantidades dividida por la dife-
rencia de las cantidades es igual al cuadrado de la primera cantidad, mas
el producto de la primera por la segunda, mas el cuadrado de la segunda
cantidad.
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(1) Dividir 8x*+y® entre 2x+y.
8x% + y?
2x +y

(2) Dividir 27x%+ 125y® entre 3x* + 5y2.

27x% + 125y°

‘ Ejemplos

=(2xP—2(y) + y: =42 —2xy + y*. R

= (3x2)* — 3x®(5y®) + (5% ) = 9x* — 15x%y® + 25y,

3x2 + 5y
(3) Dividir 1 — 64a® entre 1 — 4a.
1 — 64a®
~ =1+ 4a+ 1éa®. R.
1 —4a

(4) Dividir 8x'? —729y% entre 2x* — 9y~
8x12 — 729y0
2x4 — 9y2
}.os pasos intermedios deben suprimirse y escribir directamente el resultado
inal.

= 4x% + 18x1y* + 81y*. R.

®» EJERCICIO 70

Hallar, por simple inspeccion, el cociente de:

1+a% 8x34-27y3 " 1+ab® ‘2 x0—27y3 - G4at+-bY
1+a . 2x+3y " 14ab T xi=3y © da+bd
1—a® 27m3—-1256n? 729—512b% 8ad-y? at—bs
l—a 3m—sn 9—8b 2a3+y3 a*—b?
x34-y8 64a*+-343 a®x3+b3 1—x12 125—343x15
% o vy, ——— 15. . W ——————
x+y 4a+7 ax+b 1—x4 5—Tx8
8a3—1 216—125y3 nd—m3xs 97x54-1 n%4-1
; , — 12, —— 186, ——— 20. —.
2a—1 G—5y n—mx 3x2+1 n*+1

COCIENTE DE LA SUMA O DIFERENCIA DE POTENCIAS
IGUALES DE DOS CANTIDADES ENTRE LA SUMA
O DIFERENCIA DE LAS CANTIDADES

La divisién nos da:

a(_b*
——— =a%+a%b + ab? + b®
I a"‘"b II a;_bg

. ql““_b" p e =a*—a*b + ab* — b*.

— a*+ a®b + a*b* + ab® + b*.




COCIENTES NOTABLES ® 109

4 b4
g —  no es exacta la division
a’ + b? a+b
HI. ————=a*—a% +a?b?—ab®+ b*. Iv. |
a+b a* + bt .
—r no es exacta la division
a—-—

Lo anterior nos dice que:

1) La diferencia de potencias iguales, ya sean pares o impares, es
siempre divisible por la diferencia de las bases.

2) La diferencia de potencias iguales pares es siempre divisible por
la suma de las bases.

3) La suma de potencias iguales impares es siempre divisible por la
suma de las bases.

4) La suma de potencias iguales pares nunca es divisible por la suma
ni por la diferencia de las bases.

Los resultados anteriores pueden expresarse abreviadamente de este
modo:

1) a*—b" es siempre divisible por a—b, siendo n cualquier niimero
entero, ya sea par o impar.

2) a"—b" es divisible por a+ b siendo n un nimero entero par.

3) a*+b" es divisible por a+ b siendo n un nimero entero impar.

4) a"+b" nunca es divisible por a+ b ni por a— b siendo n un nu-
IMEro entero par.

NOTA
La prueba de estas propiedades, fundada en ¢l Teorema del Residuo,
en el numero 102.

LEYES QUE SIGUEN ESTOS COCIENTES

Los resultados de I, IT y 111 del niimero anterior, que pueden ser com-
probados cada uno de ellos en otros casos del mismo tipo, nos permiten
establecer inductivamente las siguientes leyes:

1) El cociente tiene tantos términos como unidades tiene el exponen-
te de las letras en el dividendo.

2) El primer término del cociente se obtiene dividiendo el primer
término del dividendo entre el primer término del divisor y el exponen-
te de a disminuye 1 en cada término.

3) EI exponente de b en el segundo término del cociente es 1, y este
exponente aumenta 1 en cada término posterior a éste.

4) Cuando el divisor es a—b todos los signos del cociente son + vy
cuando el divisor es a + b los signos del cociente son alternativamente + y —.
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Ejemplos (1) Hallar el cociente de x” —y7 entre x —y.
Aplicando las leyes anteriores, tenemos:
i 6 1 5 402 1 B8 1 24 6
v = x84 xBy + xty® + x3y3 + X%y 4 xy" 4 y&. R,
§ =

Como el divisor es x —y, todos los signos del cociente son +.

(Z) Hallar el cociente de m® — n® entre m + n.
mﬂ,_. 'nﬁ
m +n

Como el divisor es m + n los signos del cociente alternan.

=m"— m®n + m®n® — m*n® + m*n* — m?n° + mn® —n". R

(3) Hallar el cociente de x®+ 32 entre x + 2.
Como 32 = 25, tendremos:
32 22

= = x% —2x3 4 222 — P8 4 24 = x* — 2x® + 4x® —Bx+16. R.
X2 x+2

(4) Hallar el cociente de 64a% —729b8 entre 2a + 3b.
Como 64a® = (2a)® y 729b°% = (3b)®, tendremos:
64a® —729b5  (20)° — (3b)°
2a+3b  2a+3b
= (2a)® — (24)%3b) + (2a)3(3b)* — (20 )*(3b)* + (2a)(3b)* — (3b)®
= 32a° — 48a’b + 72a®b* — 108a°b® + 162ab* — 243b". R.

- EJERCICIO 71

Hallar, por simple inspeccion, el cociente de:

x4—yt . 7. a’—m? - 13, l—n"’- 19. x7——128' 25. x5+243y"’.
x—y a—m 1—n X2 x+3y
m3+nb _ . aﬁ—bf‘. 14, l—*a“- - a-”+2§3. 2. I(ia‘—ﬁle_
m-+n a+b 1—a a+3 2a—30
ad—ns - 9. x“‘—yw. J 1-5-0.7. 21 x“—729. 27, G4rmS—T209n"
a—n x—y 1+a x—3 2m-+3n
i"_—y_" 10. m9+n9l 16. 1-—m8. 29 (_;%5—:“ 28. 1024x'"—1.
x4y m+n 1+m x+5 2x—1
at—b® ' 11. m"—n‘" 1. x1—16 23. mB—256 29 512a%4-b?
a—b m—n x—2 m—2 C %a+b
XT4y7 - a10—x10 , -~ X064 = X101 i a®—729

x+y a+x x+2 x—1" a—3
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COCIENTES NOTABLES

® 1

(5) Hallar el cociente de al® + b1® entre a2 + b2

En los casos estudiados hasta ahora los exponentes del divisor han sido siem-
pre 1. Cuando los exponentes del divisor sean 2, 3, 4, 5, etc., sucederd que
el exponente de a disminuird en cada término 2, 3, 4, 5, etc.; la b aparece
en el segundo término del cociente elevada a un exponente igual al que tiene
en el divisor, y este exponente en cada término posterior, aumentard 2, 3,

4, 5, etc.

Asi, en este caso, tendremos:

aumenta 2 en cada término.

(6) Hallar el cociente

B i,

EJERCICIO 72

al0 - p1o
a® + b2
donde vemos que el exponente de a disminuye 2 en cada término y el de b

_d_t_a__x”’ —y'® entre x* —y®.

Escribir, por simple inspeccién, el cociente de:

x3+y“. & alz—bl". 7. m”-l-l- 10. x:w_y:w. i, 3254_525‘
x3+y2 03+b3 m“—}-l_ x5+yf! a5+b5
a8—bs . 5 a12—x12' 8. miaﬁnm. if m21+n21. 1 aso_mau.
as+-b2 ad—x8 mi—nt ma-n at—m b
i 5 8_p18 24

m1o nwl x15—|—y1' g @b _ 19. * 1'

m2—n? x34y38 as+4-b3 x8—7
EJERCICIO 73
MISCELANEA
Escribir el cociente sin efectuar la division:

i 3 5 Qb 11
o 7. o 13, S H2BF A
142 1+a 2x+-3y x+1
8mi+ns g 16x%'—25m® 1q 25-(at1p 20 x*“—fﬂ
2m+n? 4xy24-5m3 54(a+1) x8—y®
i ¢ =0 wm A g1, rue
1—a’ x8yd 1—x4 3-+6x5
6_97n3 27 {27 69439 x8—256
Cians 10, & 16 S840 29. ,
x%—3y a+y? 4x2—Ty? x—2

. - i3 dh4__ ] 18_F18

x®—49y . 1. & b 64x' 17. @ b '

x84Ty3 a2h2+8x? ad+4-b?

= —a2hdo8 2_n2
al* b“- 19. 1 ac’;c. 18. (a+x)*—y .

a*—b? 1—ab?ct (atx)—y

= a® — a%h? + a*b* — a®b® + b5, R.




ARQUIMEDES (287-212 A. C.) El mas genial de los

matemiticos de la Antigiiedad. Fue el primero en
aplicar metédicamente las ciencias a los problemas de
la vida real. Por espacio de tres anos defendio a Si-
racusa, su ciudad natal, contra el atague de los ro-

SIRACUSA

manos. Fue autor de innumerables inventos mecanicos,
entre los que estan el tornillo sinfin, la rueda dentada,
etc. Fue asesinado por un soldado enemigo mientras
resolvia un problema matematico. Fundé la Hidros-
tatica al descubrir el principio que lleva su nombre.

CAPITULO V||
TEOREMA DEL RESIDUO
@ POLINOMIO ENTERO Y RACIONAL

Un polinomio como x*+ 5x* —3x + 4 es entero porque ninguno de sus
términos tiene letras en el denominador y es racional porque ninguno de
sus términos tiene raiz inexacta. Este es un polinomio entero y racional en
x y su grado es 3.

El polinomio a”+ 6a*—3a*+ 5a*+8a+3 es un polinomio entero y
racional en a y su grado es 5.

RESIDUO DE LA DIVISION DE UN POLINOMIO ENTERO Y
RACIONAL EN x POR UN BINOMIO DE LA FORMA x—a

1) Vamos a hallar €l residuo de la division de x*—7x*+17x — 6 en-
tre x — 3.

Efectuemos la division: =%t 41— 8 |x—=2

—x3+ 3x* x*—4x+5
—4x*+ 17x
4x*—12x
hx — 6
~ ox+15

Y
La division no es exacta y el residuo es Y.
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Si ahora, en el dividendo x® —7x%+ 17x — 6 sustituimos la x por 3, ten-
dremos: 35— 7(3)2+ 17(3) —6 =27 — 63 + 51 —6=9
y vemos que el residuo de dividir el polinomio dado entre x — 3 se obtiene
sustituyendo en el polinomio dado la x por + 3.

2) Vamos a hallar ¢l residuo de la division de 3x® —2x*—18x — 1 en-
tre x+ 2.

Efectuemos la division: — 3x®—2x*—18x —1 | x+ 2
—8x8.— 6 3x2 —Bx —2
— 8x* —18x
S? + 16
—2x—1
2x+4
3

Si ahora, en el dividendo 3x® — 2x? —18x — 1 sustituimos la x por —2,
tendremos: . g3 5 gy 18(—2)—1=—24—8+36—1=3
y vemos que el residuo de dividir el polinomio dado entre x + 2 se obtiene

sustituyendo en el polinomio dado la x por —2.
Lo expuesto anteriormente se prueba en el

TEOREMA DEL RESIDUO

El residuo de dividir un polinomio entero y racional en x por un bi-
nomio de la forma x —a se obtiene sustituyendo en el polinomio dado la
X por a.

Sea ‘el polinomio Ax2+BE™1+Ca™ 24 Lo + Mx + N.

Dividamos este polinomio por x —a y continuemos la operaciéon hasta
que el residuo R sea independiente de x. Sea Q el cociente de esta division.

Como en toda division inexacta el dividendo es igual al producto del
divisor por el cociente méds el residuo, tendremos:

Ax 4 Bai=1 L IGER2 s +Mx+N=(x—a)Q+R.
Esta igualdad es cierta para todos los valores de x. Sustituyamos la x
por @ y tendremos: g i\ puw-iy Cgn-2+4,....+ Ma+N=(a—a)Q+R.
Pero (a—a)=0y (a—a)Q =0x Q =0; luego, la igualdad anterior se
convierte €n g u 4 pgm-i 4 Cam24 ... +Ma+N=R,

igualdad que prueba el teorema, pues nos dice que R, el residuo de la di-
vision, es igual a lo que se obtiene sustituyendo en el polinomio dado la
x por a, que era lo que gueriamos demostrar.
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NOTA

Un polinomio ordenado en x suele expresarse abreviadamente por la
notacién P(x) y el resultado de sustituir en este polinomio la x por a se
escribe P(a).

Si el divisor es x +a, como x +a=x—(—a), el residuo de la divisién
del polinomio ordenado en x entre x +a se obtiene sustituyendo en el po-
linomio dado la x por —a.

En los casos anteriores el coeficiente de x en x —a y x+a es 1. Estos
binomios pueden escribirse 1x —a y 1x +a.

Sabemos que el residuo de dividir un polinomio ordenado en x entre
x —a 6 1x — a se obtiene sustituyendo la x por 4, o sea, por s y el residuo
de dividirlg entre x+a 6 1x +a se obtiene sustituyendo la x por —a, o
sea por — 7

Por tanto, cuando el divisor sea la forma bx —a, donde b, que es el
coeficiente de x, es distinto de 1, el residuo de la divisién se obtiene sus-

tituyendo en el polinomio dado la x por % y cuando el divisor sea de 1

forma bx +a el residuo se obtiene sustituyendo en el polinomio dado la x
a

por — -

En general, el residuo de dividir un polinomio ordenado en x por un
binomio de la forma bx —a se obtiene sustituyendo en el polinomio dado
la x por el quebrado que resulta de dividir el segundo término del bino-
mio con el signo cambiado entre el coeficiente del primer término del
binomio.

(1) Hallar, sin efectuar la divisién, el residuo de dividir
I Ejemplos I x*—7x+ 6 entre x — 4.
| Sustifuyendo la x por 4, tendremos:
£2—-7(4)+6=16—28+6=—6. R

(Z) Hallar, por inspeccién, el residuo de dividir a® + 5a% +a — 1 entre a + 5.
Sustituyendo la a por — 5, tendremos:
(—5P4+5(—5P+(—5)—1=—1254+125—-5—1=—6. R

(3) Hallar, por inspeccién, el residuo de 2x3+ 6x2—12x+ 1 entre 2x+ 1.

Sustituyendo la x por —2i, tendremos:
2A—3p+6(—3E—12(—F+1=—1+246+1=2 &
(4) Hallar, por inspeccién, el residuo de a* — 9a% — 3a + 2 entre 3a — 2.
Sustituyendo la a por -2, tendremos:
808

2 L A o __lﬂ o = _ uwe
=91 —3()+2=2—4—2+2=~—= R
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- EJERCICIO 74
Hallar, sin efectuar la divisién, el residuo de dividir:
1. x2—2x+3 entre x—1. 7. a*—2a3+2a—4 entre a—5.
2. x3—3x242x—2 entre x+1. 8. 6x34x2+43x+5 entre 2x+1.
3. xt—x34-5 entre x—2. 9. 12x*—21x+90 entre 3x—3.
4. at—Had+2a*—6 entre a+3. 10. 15x3—11x2+10x+18 entre 3x--2.
5. m*tmd3—m2+5 entre m—4. 11, Hxt—12x3+9x2—22x-121 entre Hhx—2.
6. x54+3x*—2x34+-4x2—2x+2 entre x+3. 12. a®4-a*—B8a?+4a+1 entre 2a+3.

DIVISION SINTETICA.
REGLA PRACTICA PARA HALLAR EL COCIENTE Y EL RESIDUO DE
LA DIVISION DE UN POLINOMIO ENTERO EN x POR x — a.
x3—5x2+3x+ 14 [_x_—3

o — x3 4+ 3x2 #—2%—3
1) Dividamos x®—5x*+3x+14 55 4.
entre.x¥—3g. D bee ot 9x? — 6x
 —3x+14
3x— 9
5

Aqui vemos que el cociente x*—2x —3 es un polinomio en x cuyo
grado es 1 menos que el grado del dividendo; que el coeficiente del primer
término del cociente es igual al coeficiente del primer término del divi-
dendo y que el residuo es 5.

Sin efectuar la divisién, el cociente y el residuo pueden hallarse por
la siguiente regla practica llamada division sintética:

1) El cociente es un polinomio en x cuyo grado es 1 menos que el
grado del dividendo.

2) El coeficiente del primer término del cociente es igual al coefi-
ciente del primer término del dividendo.

3) El coeficiente de un término cualquiera del cociente se obtiene
multiplicando el coeficiente del término anterior por el segundo término
del binomio divisor cambiado de signo y sumando este producto con el
coeficiente del término que ocupa el mismo lugar en el dividendo.

4) El residuo se obtiene multiplicando el coeficiente del ultimo tér-
mino del cociente por el segundo término del divisor cambiado de signo y
sumando este producto con el término independiente del dividendo:

Apliquemos esta regla a la division anterior. Para ello escribimos so-
lamente los coeficientes del dividendo y se procede de este modo:

Dividendo.... «?® — bx* + 3x + 14 Divisor x 3
Coeficientes... 1 —5 + 3 t14 |+ 3we—> (Seggnldod_tém;i;
1x8= 3 (-2)X8=—6 (-3)x3=—"9 Fon el sigav

1 _9 _3 + B cambiado).
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E] cociente serd un polinomio en x de 2° grado, porque el dividendo
es de 3er- grado.

El coeficiente del primer término del cociente es 1, igual que en el
dividendo.

El coeficiente del segundo término del cociente es —2, que se ha ob-
tenido multiplicando el segundo término del divisor con el signo cambia-
do + 3, por el coeficiente del primer término del cociente y sumando este
producto, 1 X 3 =3, con el coeficiente del término que ocupa en el dividen-
do el mismo lugar que el que estamos hallando del cociente, el segundo
del dividendo —5 vy tenemos — 5+ 3 =_— 2,

El coeficiente del tercer término del cociente es —3, que se ha obte-
nido multiplicando el segundo término del divisor con el signo cambia-
do + 3, por el coeficiente del segundo término del cociente —2 y sumando
este producto: (—2) X 3 =—6, con el coeficiente del término que ocupa en
el dividendo el mismo lugar que el que estamos hallando del cociente, el
tercero del dividendo +3 Y tenemos + 3 —6 = —3.

El residuo es 5, que se obtiene multiplicando el coeficiente del ltimo
téermino del cociente — 3, por el segundo término del divisor cambiado de
'signo + 3 y sumando este producto: (—3) X 3= -9, con el término indepen-
diente del dividendo + 14 y tenemos + 14 —9 = + 5,

Por lo tanto, el cociente o : .
de la division es i _ P4 ¥'—2x—3 y el residuo 5,
que son el cociente y el residuo que se obtuvieron efectuando la division.

Con este método, en realidad, lo que se hace es sustituir en el poli-
nomio dado la x por + 3.

2) Hallar, por divisién sintética,
el cociente y el resto de las divisiones  2x*—5x%+ 6x2 —4x — 105 entre x + 2.

e /
Coeficientes (20. término del divisor
del dividendo con el signo cambiado)
2 -5 - 6 - 4 - 105 | — 2 <«
2x (—2)=—4 (—PYx(-2)= 18 24x (—2)=—48 (-52)x (- 2)=104 '
2 ~9 + 24 —52 = 1

(residuo)
Como el dividendo es de 49 grado, el cociente es de_ 3er. grado.
Los coeficientes del cociente

son 2, —9, +24 y —52; luego, el 2x% —9x*+ 24x — 52 y el residuo es —1.
cociente es =

Con este método, hemos sustituido en el polinomio dado la x por —2.
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3) Hallar, por division sintéfica, x5 — 16x% — 202x + 81 entre x —4.
el cociente y el residuo de dividir——
Como este polinomio es incompleto, pues le faltan los términos en

x* y en x2, al escribir los coeficientes ponemos 0 en los lugares que debian
ocupar los coeficientes de estos términos.

Tendremos:
1 +0 -1 +0 —202 + 8 [+4
_ 4 16 0 0 —808
1 + 4 0 0 — 202 ~ 925,
(residuo)

Como el dividendo es de 52 grado, el cociente es de 4° grado.

Los coeficientes del cociente _ _
son 1, +4, 0, 0 y —202; luego, el x*+4x*—202 y el residuo es —727. R.

cociente es — MELUDYY Vo

4) Hallarpor divisién sintética el cociente 2xt—3x8 —Tx — 6 entre 2x+ 1.
y el résto de Ja division de——
Pongamos el divisor en la forma x+a dividiendo sus dos términos
2x . e
por 2 y tendremos T+~} =x+4. Ahora bien, como el divisor lo hemos

dividido entre 2, el cociente quedard multiplicado por 2; luego, los coefi-
cientes que encontremos para el cociente tendremos que dividirlos entre 2
para destruir esta operacion:

2 -8 +0 -7 -6 W
ot Bt e | 4

2 —4 +2 ~8 -2
(residuo)
2, —4, +2 y — 8 son los coeficientes del cociente multipli-
cados por 2; luego, para destruir esta operaciéon hay que
dividirlos entre 2 y tendremos 1, —2, +1 y —4. Como el _
cociente es de tercer grado, el cociente serd:—

y el residuo es —2 porque al residuo no le afecta la divisién del divisor
entre 2.

x3—2x2+x—4

- EJERCICIO 75

Hallar, por divisién sintética, el cociente y el resto de las divisiones
siguientes:
1. x?—7x+5 entre x—3. 4. x8—2x24x—2 entre x—2.
2. a®—ba+1 entre a+2. b. a%—34a%—6 entre a+3.
3. x3—x242x—2 entre x+1. 6. nt—-5n3+4n—48 entre n42.
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x4—3x+5 entre z—1. ) 11. x%—3x5+4x*—3x3—x242 entre x+3.
xP4xt—12x3—x2—4x—2 entre x-+4. 12. 2x3—3x*4T7x—5 entre 2x—1.
ab—3a%+4a—6 entre a—=2. 13. 3ad—4a*+5Ha+6 entre 3a+2.
x5—208x2+2076 entre x—b. 14. 3xi—4x3+4x2—10x+8 entre 3x—1.

15. x“—x4+§x3+xﬁ—1 entre 2x+3.

COROLARIOS DEL TEOREMA DEL RESIDUO

DIVISIBILIDAD POR x—a

Un polinomio entero en x que se anula para x =a, o sea sustituyendo
en €l la x por a, es divisible por x —a.

Sea el polinomio entero P(x), que suponemos se anula para x =a, es
decir, sustituyendo la x por a. Decimos que P(x) es divisible por x —a.

En efecto: Segun lo demostrado en el Teorema del Residuo, el resi-
duo de dividir un polinomio entero en x por x —a se obtiene sustituyendo
en el polinomio dado la x por a; pero por hipdtesis P(x) s¢ anula al susti-
tuir la x por a, o'sea P(a)=0; luego, el residuo de la division de P(x) en-
tre x —a es cero; luego, P(x) es divisible por x —a.

Del propio modo, si P(x) se anula para x =—a, P(x) es divisible por

x—(—a)=x+a; si P(x) se anula para =y sera divisible por x —% 0

por bx —a; si P(x) se anula para x:—% sera divisible por x — (—-%) =
a
x+E o por bx+a.

Reciprocamente, si P(x) es divisible por x —a tiene que anularse para
x =a, es decir, sustituyendo la x por a; si P(x) es divisible por x +a tiene
que anularse para x =—a; si P(x) es divisible por bx —a tiene que anularse

; 5 4 ; o
para x =7 Ysies divisible por bx +a tiene que anularse para x = ~5
(1) Hallar, sin efectuar la divisién, si x* — 4x® + 7x — 6 es divisible

por x — 2.

‘ Ejemplos

Este polinomio sera divisible por x—2 si se anula para x=+2.

Sustituyendo la x por 2, tendremos:
22— 4(2)24-7(2)—6=8—16+14—6=0
luego es divisible por x —2.

(2) Hoallar, por inspeccién, si x® — 2x*>+ 3 es divisible por x -+ 1.
Este polinomio serd divisible por x + 1 si se anula para x =—1.
Sustituyendo la x por — 1, tendremos:

(—1pP=2(—=1P+3=—1-24+3=0
luego es divisible por x + 1.



TEOREMA DEL RESIDUO ® 119

(3) Hallar, por inspeccién, si x*+ 2x3 — 2x% 4+ x — 6 es divisible por x+3 y en-
contrar el cociente de la divisién.
Aplicaremosla divisidn sintéticadel nimero100 con la cual hallamos simul-
taneamente el cociente y el residuo, si lo hay.
Tendremos: 1 e =1 +1 b -3
—3 +3 ) 6 —
1 =] +1 =2 0

(residuo)

Lo anterior nos dice que el polinomio se anula al sustituir la x por — 3; luego
es divisible por x + 3.

El cociente es de tercer grado y sus coeficientes son 1, —1, +1 y — 2, luego
el cociente es

B—x24x—2
Por tanto, si el dividendo es x* + 2x® — 2x% -+ x — 6, el divisor x +3 y el co-

ciente x® —x?+x—2, y la divisién es exacta, podemos escribir:

D=3 4 x—6=(x+3)F—x*+x—2).

CONDICION NECESARIA PARA LA DIVISIBILIDAD DE UN POLINOMIO
EN x POR UN BINOMIO DE LA FORMA x — a.

Es condicién necesaria para que un polinomio en x sea divisible por
un binomio de la forma x—a, que el término independiente del poli-
nomio sea miltiplo del término a del binomio, sin tener en cuenta los

signos. Asi, el polinomio 3x*+ 2x% —6x2+8x +7 no es divisible
por el binomio x —3, porque el término independiente del polinomio 7,
no es divisible por el término numérico del binomio, que es 3.

Esta condicién no es suficiente, es decir, que aun cuando el tér-
mino independiente del polinomio sea divisible por el término a del
binomio, no podemos afirmar que el polinomio en x sea divisible por
el binomio x —a.

- EJERCICIO 76

Hallar, sin efectuar la division, si son exactas las divisiones siguientes:

1. x2—x—6 entre x—3. 4. xb4+xt—5x3—T7x+8 entre x+3.
2. x34+4x2—x—10 entre x+2. b. 4x3—8x2+11x—4 entre 2x—1.
9. 2xt—b5x34-7x2—9x+3 entre x—1. 6. 6x542x%—3x3—x2+3x+3 entre 3x-+1.

Sin efectuar la divisién, probar que:

L]

/- a+1 es factor de a8—2a2+2a+5.

8. x—5 divide a »5—6x*+6x3—5x2+2x—10.

9. 4x—3 divide a 4x*—Tx34+Tx2—Tx+3,

10. 3n+2 no es factor de 3n5+2nt—3n®—2n2+6n+7.
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Sin efectuar la divisién, hallar si las divisiones siguientes son o no exactas
y determinar el cociente en cada caso y el residuo, si lo hay:
11. 2a*—2a°—4a+16 entre a+2.
12. a*—a®+2a+2 entre a+l.
13. x%4-5x—6 entre x—1.
14. %%—39x14+-26x3—52x24-29x—30 entre x—6.
15. a%—4a®—a'+4a+a*—8a+25 entre a—4.
16. 16x*—24x34+37x*—24x+4 entre 4x—1.
17. 15n%4-256n*—18n*—18n*+17Tn—11 entre 3n-+5.

En los ejemplos siguientes, hallar el valor de la constante K (término
independiente del polinomio) para que:

18, 7x*—5x+K sea divisible por x—j.

18. x*—3x%+4x+K sea divisible por x—2.

20, 2a*+25a+K sea divisible por a+3.

21, 20x*—T7x*+29x+K sea divisible por 4x+1

DIVISIBILIDAD DE a"+b" y a—b" POR a+b v a—b

Vamos a aplicar el Teorema del Residuo a la demostracion de las re-
glas establecidas en el nimero 96.

Siendo n un numero entero y positivo, se verifica:

1) a"—b" es siempre divisible por a—b, ya sea n par o impar.
En efecto: De acuerdo con el Teorema del Residuo, a® — b" serd divi-
sible por a — b, si se anula sustituyendo a por + b.

Sustituyendo a por + b en a®— b", at—=br=hr = b=,
tenemos: A

Se anula; luego, a" — b* es siempre divisible por a —b.

2) a*+ b® es divisible por a+ b si n es impar.
Siendo n impar, a"+ b® serd divisible por a+b si se anula al susti-
tuir a por — b.

Sustituyendo a por —b en a®+ b®, a+br=(=b)"+b"=—=b"+b"=0.
tenemaos:. "

Se anula; luego, a*+b* es divisible por a+b siendo n impar.

(~b)*=—b" porque n es impar y toda cantidad negativa elevada a un ex-
ponente impar da una cantidad negativa.

3) a"—b" es divisible por a+ b si n es par,

Siendo n par, a®— b" sera divisible por a+ b si se anula al sustituir
la a por —b.
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Sustituyendo la a por —b en a®—b", a*—b"=(—b)"—b"=b"—b"=0.
tenemos: =4 T L

Se anula; luego, a® — b es divisible por a+ b siendo n par. (—b)*=b"
porque n es par y toda cantidad negativa elevada a un exponente par da
una cantidad positiva.

4) a*+ b" no es divisible por a+ b si n es par.

Siendo n par, para que a® + b" sea divisible por a+ b es necesario que
se anule al sustituir la a por — b.

Sustituyendo la a por —b, a*+bt=(=b)"+b"=b"+ b"=2b".
tenemos: ¢ M i i

No se anula; luego, a" + b" no es divisible por a+ b cuando n es par.

5) a"+ b" nunca es divisible por a — b, ya sea n par o impar.
Siendo n par o impar, para que a* + b" sea divisible por a—b es nece-
sario que se anule al sustituir la a por + b.

Sustituyendo, @+ b= b+ b =2b".
tenemos: — &

No se anula; luego, a" + b" nunca es divisible por a—b

» EJERCICIO 77

Diga, por simple inspeccién, si son exactas las divisiones siguientes y en
caso negativo, diga cudl es el residuo:

x94-1 x5—1 a4+ b8 x3—8 a’+32 16a*—81b*%
. 8 y b e % ; 9. RO | N e
x—1 x241 a*4-b? x+2 a—32 2a+3b
4y pt 1 - - 119 8B4 h0
i i P el g BN gt kit
a+b a—1 x—1 x+2 - x+2 ax24-b3
anibn
DIVISIBILIDAD DE
axh
‘b C b .
iy 2 siempre es divisible. 2 2 es divisible sin esimpar.
a—b a+b
a;l_hn a“"‘-bl‘

nunca es divisible.

es divisible sin espar. 4)

a+b a—b
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CLAUDIO PTOLOMEO (100-175 D. C.) El mis so- catorce siglos hasta la aparicién de Copérnico. Aunque
bresaliente de los astronomos de la época helenistica, es mis conocido por estos trabajos, fue uno de los
Nacido en Egipto, confluencia de dos culturas, Orien- fundadores de la Trigonometria. Su obra principal, el
te y Occidente, influyé igualmente sobre ambas. Su Almagesto, en que se abordan cuestiones cientificas,
sistema geocéntrico dominé la Astronomia durante se utilizé en las universidades hasta el siglo XVIIL

CAPITULO V“l

ECUACIONES ENTERAS DE PRIMER GRADO
CON UNA INCOGNITA

@ IGUALDAD es la expresion de que dos cantidades o expresiones al-
"~ gebraicas tienen el mismo valor.

' Ejemplos ! a=b+ec 3x* = 4x + 15.

ECUACION es una igualdad en la que hay una o varias cantidades
desconocidas llamadas incégnitas y que soélo se verifica o es verdadera
para determinados valores de las incdgnitas.
Las incégnitas se representan por las ultimas letras del alfabeto:
X, 5 % U, v.
Asi, ox +2=17
€s una ecuacién, porque es una igualdad en la
que hay una incognita, la x, y esta igualdad sdlo
se verifica, o sea que 'sélo es verdadera, para el §(3)+2=17, o sea: 17=17.
valor x =3. En efecto, si sustituimos la x por 3,
tenemos:

Si damos a x un valor distinto de 3, la igualdad no se verifica o no es
verdadera.
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La igualdad y2—5y=—6 es una ecuacién porque es 22—-5(2)=—6
una igualdad que sélo se verifica para y=2ey=3. Enefecc 4 — 10 =-6
to, sustituyendo la y por 2, tenemos: — - 6=—6

Si hacemos y=8, tenemos: 32—5(3)=—6

9 — 15 =—6
- 6 =-—6

Si damos a y un valor distinto de 2 6 3, la igualdad no se verifica.

IDENTIDAD es una igualdad que se verifica para cualesquiera valo-

res de las letras que entran en ella.

Asi, (a—b)2=(a—b)(a—b)

a*—m*=(a+m)(a—m)
son identidades porque se verifican para cualesquiera valores de las letras
a y b en el primer ejemplo y de las letras a y m del segundo ejemplo.
El signo de identidad es =, que se lee “idéntico a”. (x+y)2=x2+2xy+y

Asi, la identidad de (x +y)* con x%+ 2xy +y? se escribe
y se lee (x+y)* idéntico a x*+ 2xy + y?

MIEMBROS

Se llama primer miembro de una ecuacién o de una identidad a la
expresion que estd a la izquierda del signo de igualdad o identidad, y se-
gundo miembro, a la expresion que estd a la derecha.

Asi, en la ecuacién 3x—5=2x—3

el primer miembro es 3x —5 y el segundo miembro 2x — 3.

TERMINOS son cada una de las cantidades que estdn conectadas con
otra por el signo + o —, o la cantidad que estd sola en un miembro.

Asi, en la ecuacion 8% —5=9x—3

los términos son 3x, —5, 2x y —3.
No deben confundirse los miembros de una ecuacién con los términos
de la misma, error muy frecuente en los alumnos.

Miembro v término son equivalentes sélo cuando en un miembro de
una ecuacién hay una sola cantidad.

Asi, en la ecuacion 3x =92x +3

tenemos que 3x es el primer miembro de la ecuacion y también es un
término de la ecuacion.
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CLASES DE ECUACIONES

Una ecuaci6on numérica es una ecuacion 4x—-5=x+4,
que no tiene mds letras que las incégnitas, como. T

donde la tnica letra es la incégnita x.
Una ecuacion literal es una ecuacion

que ademis de las incognitas tiene otras letras, 3x+2a=5b—bx..
que representan cantidades conocidas, como_ ./

Una ecuaciéon es entera cuando ninguno de sus términos tiene de-
nominador como en los ejemplos anteriores, y es fraccionaria cuando al-
gunos o todos sus términos tienen denominador, como’

3_"+‘5_"_5+"
g "6 5

GRADO de una ecuacién con una sola
incognita es el mayor exponente que 4x—6=3x—-1yax+b=0bx+c,
tiene la incognita en la ecuaciéon. Asi, /

son ecuaciones de primer grado porque el mayor exponente de x es 1.
La ecuacion
x*—5x+6=0

es una ecuacion de segundo grado porque el mayor exponente de x es 2.
Las ecuaciones de primer grado se llaman ecuaciones simples o'lineales.

RAICES O SOLUCIONES de una ecuacion son los valores de las in-
cognitas que verifican o satisfacen la ecuacion, es decir, que sustitui-

dos en lugar de las incognitas, convierten la ecuacion en identidad.

Asi, en la ecuacion

x—6=38x+8
la raiz es 7 porque haciendo x =7 se tiene
5(7)—6=3(7) +8, o sea 29=29,
donde vemos que 7 satisface la ecuacién.

Las ecuaciones de primer grado con una incdégnita tienen una sola raiz.

@ RESOLVER UNA ECUACION es hallar sus raices, o sea el valor o los
valores de las incognitas que satisfacen la ecuacién.

@ AXIOMA FUNDAMENTAL DE LAS ECUACIONES

Si cen cantidades iguales se verifican operaciones iguales los resulta-
dos seran iguales.
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REGLAS QUE SE DERIVAN DE ESTE AXIOMA
1) Si a los dos miembros de una ecuacién se suma una misma canti-
dad, positiva o negativa, la igualdad subsiste.

2) Si a los dos miembros de una ecuacién se resta una misma canti-
dad, positiva o negativa, la igualdad subsiste.

3) Si los dos miembros de una ecuaciéon se multiplican por una mis-
ma cantidad, positiva o negativa, la igualdad subsiste.

4) Si los dos miembros de una ecuacién se dividen por una misma
cantidad, positiva o negativa, la igualdad subsiste.

5) Si los dos miembros de una ecuacién se elevan a una misma po-
tencia o si a los dos miembros se extrae una misma raiz, la igualdad subsiste.

LA TRANSPOSICION DE TERMINOS consiste en cambiar los térmi-
nos de una ecuacién de un miembro al otro.

REGLA

Cualquier término de una ecuacién se puede pasar de un miembro a
otro cambidndole el signo.

En efecto:

1) Sea la ecuacidén H5x =2a—b.

Sumando b a los dos miembros de esta ecuacion, la igualdad subsiste
(Regla 1), vy tendremos:
e bx+b=2a—b+b

3 —b+b=0, queda
y como que S S

donde vemos que — b, que estaba en el segundo miembro de la ecuacion
dada, ha pasado al primer miembro con signo +.

2) Sea la ecuacién 3x + b = 2a.

Restando b a los dos miembros de esta ecuacion, la igualdad subsiste
Regla 2), y tendremos:
Rega, .7 3x+b—b=2a—b

b—b=0, d
y como b—b queda il
donde vemos que + b, que estaba en el primer miembro de la ecuacién
dada, ha pasado al segundo miembro con signo —.
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Términos iguales con signos iguales en distinto miembro de una
ecuacién, pueden suprimirse.

“Asi, en la ecuacion

x+b=2a+b
tenemos el término b con signo + en los dos miembros. Este término puede
suprimirse, quedando P=0
porque equivale a restar b a los dos miembros.

En la ecuacion . & 85,917
Ix —xs=4x—x*+bH

tenemos el término x* con signo-x*en los dos miembros.
Podemos suprimirlo, y queda
bx =4dx + b,

porque equivale a sumar x* a los dos miembros.

CAMBIO DE SIGNOS

Los signos de todos los términos de una ecuacién se pueden cambiar
sin que la ecuacién varie, porque equivale a multiplicar los dos miembros
de la ecuacién por —1, con lo cual la igualdad no varia. (Regla 8).

Asi, si en la ecuacion R 2

multiplicamos ambos miembros por —1, para lo cual hay que multi-
plicar por —1 todos los términos de cada miembro, tendremos:

2x 4+ 3=—2x 415,

que es la ecuacion dada con los signos de todos sus términos cambiados.

RESOLUCION DE ECUACIONES ENTERAS DE PRIMER GRADO
CON UNA INCOGNITA

REGLA GENERAL ;

1) Se efectian las operaciones indicadas, si las hay.

2) Se hace la transposicién de términos, reuniendo en un miembro
todos los términos que contengan la incégnita y en el otro micmbro todas
las cantidades conocidas.

3) Se reducen términos semejantes en cada miembro.

4) Se despeja la incégnita dividiendo ambos miembros de la ecuacién
por el coeficiente de la incognita.
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' Ejemplos I

(1) Resolver la ecuacién 3x —5=x+ 3.

Pasando x al primer miembro y — 5 al segundo, cam-

bidndoles los signos, tenemos, 3x —x =3+ 5,

Reduciendo términos semejantes:
2x=8

Despejando x para lo cual dividimos los dos 32;’_‘= y simplificando x = 4.

miembros de la ecuacién por 2, tenemos: ”

N | o

YERIFICACION

La verificacién es la prueba de que el valor obtenido para la incégnita es
correcto.

La verificacién se realiza sustituyendo en los dos miembros de la ecuacién
dada la incégnita por el valor obtenido, y si éste es correcto, la ecuacién
dada se convertird en identidad.

3(4)—5=4+3
Asi, en el caso anterior, haciendo x = 4 en la ecuacién ; 12—5=4+4+3
dada tenemos: . / 1=1,
El valor x = 4 satisface la ecuacién.
(Z) Resolver la ecuacién: 35— 22x + 6 — 18x = 14 — 30x + 32.
Pasando — 30x al primer miembro y 35 y é al segundo:
—22x—18x +30x =14+ 32— 35—6.
Reduciendo: — 10x=25.
Dividiendo por — 5: x=—1.
Despejando x para lo cual di- . E= —%.
vidimos ambos miembros por 2: T
YERIFICACION
Haciendo x =—134 en la ecuacién dada, se tiene: _ =7

35—-22(—3)+6—18(—3)=14—30(—3%)+ 32
3B54+11+6+9=14+15+32

61 = 61.
- EJERCICIO 78
Resolver las ecuaciones:
1 5x=8x—15. 8. 8x—4+3x=Tx+x+14-
2o 4x+1=2. 9. 8x+9—12x=4x—13—5x.
8. y—5=3y—25. 10. 5y+6y—81=Ty+102+65y.
4 Bx+6=10x+5. 11. 16+7x—5+x=11x—3—x.
6. 9y—11=—10+12y. 12, 3x+101—4x—33=108—16x—100.
6. 21—6x=27—8x. 13, 14—12x+39x—18x=256—60x—65Tx.
7. 11x+5x—1=65x—36. 14. B8x—15x—30x—51x=53x+31x—172.
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RESOLUCION DE ECUACIONES DE PRIMER GRADO
CON SIGNOS DE AGRUPACION

Ejemplos (1) Resolver 3x —(2x —1) =7x— (3 —5x) + [— x + 24)

Suprimiendo los signos de agrupacién:

Ix—2+1=7x—3+5x—x+ 24,
6. -f- - -<lot-
Transponiendo: I —2x—7x—5x+ xn’: —3+24—1.
_ Reduciendo: —10x=20

SN
o 2. R
{2) Resolver 5x+ { —2x+ [—x+6) }=18— { —7x+6) —(3x—24) |
Suprimiendo los paréntesis interiores:
S5x+{—2x —x+6 =18— | —7x—6—3x+24 }
Suprimiendo las llaves:

Sx—2x—x+6=18+7x+6+3x—24
S5x—2x —x—7x—3x=18+6—24—6

—Br=—06.
Multiplicando por — 1: 8x = 6. 6 2
Dividiendo por 2: 4x=3.
x=% R

- EJERCICIO 79

Resolver las siguientes ecuaciones:

1. x—(2x+1)=8—(3x+3).

2. 15x—10=6x—(x+2)+(—x+3).

3. (5—8x)—(—4x+6)=(8x+11)—(3x—6).

4 30%—(—x+6)-+(—5x-+4)=—(5x+6)+(—8+3x).

5. 15x-+H(—6x+5)—2—(—x+3)= —(Tx+23)—x+(3—2x).
6. 3x+[—5x—(x+3)]=8x+(—5x—9).

7. 16x—[3x—(6—9x)]=30x+[—(3x+2)—(x+3)].

8. x—[5+3x—{5x—(6+%)}]=—3.

9. 9x—(5x+1)—{2+8x—(Tx—>5) p+9x=0

10, T14[—5x-+(—2x+3)]=25—[—(8x+4)—(4x+3)].
11, —{3x+8—[—15+6%—(—3x+2)—(5%+4)]-29 }=—5.
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@RESOLUCION DE ECUACIONES DE PRIMER GRADO
CON PRODUCTOS INDICADOS

(1) Resolver la ecuacién

‘ Ejemplos 10(x —9) —9(5—6x) =2(dx— 1)+ 5(1 + 2x).

Efectuando los productos indicados:

10x —90— 45+ 54x =8x — 2+ 5+ 10x.

—90—45+54x=8x—2+5

Suprimiendo  10x en ambos Sdx— Bx—= —2 45+ 90 -+ 45

miembros por ser cantidades

iguales con signos iguales en 46x =138
distintos miembros, queda: =39 g
16 o

VERIFICACION

(2

—

(3)

10(3—9)—9(5—18)=2(12—1)+ 5(1 + 6)

Haciendo x=3 en la 10(—6&)—9(—13) =2(11)+5(7)
ecuacién dada, se tiene: — —60+117=224+35
57. =157,

x = 3 satisface la ecuacién.

Resolver 4x — (2x +3) (3x —5) =49 — [6x — 1] [x — 2).
2 3 {Bx—5)=éx*—x—1
Efectuando los productos indicados: — Eéitiié i—g}]:z‘#—,}(h _‘_52

El signo — delante de los productos indicados en cada miembro de la ecua-
cién nos dice que hay que efectuar los productos y cambiar el signo a cada
uno de sus términos; luego una vez efectuados los productos los introducimos
en paréntesis precedidos del signo — y tendremos que la ecuacién dada se
convierte en:

4x — (6x2 — x — 15) = 49 — (6x*> — 13x + 2)
Ax — 6x2 4+ x4+ 15 =49 — 6x2 4+ 13x —2

Suprimiendo los paréntesis: — A HA—13x =48 —2-5

—8x =32
= R

Resolver [x+1]{x—21—(4x—1)Bx+5]—6=8x—11[x—3)x+71.
Efectuando los productos indicados:

x—=x—2—[12*4+17x—5)—6=8x—11(x*® + 4x — 21)
Suprimiendo los paréntesis:

2—x—2—12%—=17x+5—6=28x— 11x*> — 44x + 231.
En el primer miembro tene- —x—2—=17x+5—6 =8x — 44x + 23]
mos x% y —12x* que reduci- —x—17x—8x+44x =2314+2-5+4+6
dos dan — 11x%, y como en el 18x = 234
segundo miembro hay ofro 034

—11x% los suprimimos y x=z=18 R
queda: 7
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(4) Resolver (3x — 12 —3(2x+ 32 +42=2x[—x—5)— (x— 1%
Desarrollande los cuadrados de los binomios:
Ix?—6bx+1—3(4x* +12x+9) + 42 ="2x[—x—5) — (x* — 2x + 1)

Suprimiendo los paréntesis: 7

Ox2—bx+1—12x* —36x — 27+ 42 =—2x"— 10x — x>+ 2x — 1
—6x—3bx+10x—2x=—1—1427 — 42

—3x=-17
4x =17
x=m=: R

YR
»- EJERCICIO 80

Resolver las siguientes ecuaciones:

1. x+3(x—1)=6—4(2x+3).

2. 5(x—1)+16(2x+3)=3(2x—T7)—=x.

3. 2(3x+3)—4(5x—3)=x(x—3)—x(x+5).

4. 184—7(2x+5)=30146(x—1)—6.

5. T(18—x)—6(3—5x)=—(Tx+9)—3(2x+5)—12.

6  3x(x—3)+5(x+T7)—x(x+1)—2(x2+T)+4=0.

7 —=3(2x+T)+H(—5x+6)—8(1—2x)—(x—3)=0.

8. (3%—4)(4x—3)=(6x—4)(2x—5).

9. (4—5x)(4x—5)=(10x—3)(7—2x).

10.  (x+1)(2x+5)=(2x+3)(x—4)+5.

1. (x—2)2—(3—x)2=1.

12. 14—(5x—1)(2x+3)=17—(10x+1)(x—6).

13,  (x—2)2+x(x—3)=3(x+4)(x—3)—(x+2)(x—1)+2.
14. (8x—1)*—5(x—2)—(2x+3)2—(bx+2)(x—1)=0.

15.  2(x—8)—3(x+1)2+(x—5)(x—3)+ 4(x2—5x+1)=4x2—12.
16.  5(x—2)2—5(x+8)2+(2x—1)(5x+2)—10x2=0.

17. x2—Hx+15=x(x—3)—14+5(x—2)+3(13—2x).

18.  3(5x—6)(3x+2)—6(3x+4)(x—1)—3(9x+1)(x—2)=0.
19. T(x—4)*—3(x+5)*=4(x+1)(x—1)—2.

20. H(1—x)*—6(x*—3x—T)=x(x—3)— 2x(x+5)—2.

- EJERCICIO 81

MISCELANEA
Resolver las siguientes ecuaciones:

14x—(3x—2)—[5x+2—(x—1)]=0.
(Bx—=T)*—=5(2x+1)(x—2)=—x>—[—(3x+1)].
Bx—(2x+1)=—{=5x-+[—(—2x—1)] }.
2x+3(—x2—1)=—{3x24-2(x—1)—3(x+2) }.
x2—{ 3x+[x(x+1) +4(x*—1)—4x?] }=0.
3(2x+1)(—x+3)—(2x+5)*=—[—{ —3(x+5) }+10x2].
(x+1)(x+2)(x—3)=(x—2)(x+1)(x+1).
(x+2)(x+3)(x—1)=(x+4)(x+4)(x—4)+T.
(x41)8—(x—1)3=6x(x—3).
3(x—2)%(x+5)=3(x+1)*(x—1)+3.

bttt g B ol ol ol oo
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DIOFANTOQ (325-409 D. C.) Famoso matemitico Diofanto. Fue, sin embargo, el primero en enunciar
griego perteneciente a la Escuela de Alejandria. Se una teoria clara sobre las ecuaciones de primer gra-
le tenia hasta hace poco como el fundador del Alge- do. También ofrecio la formula para la resolu-
bra, pero se sabe hoy que los babilonios y caldeos cién de las ecuaciones de segundo grado. Sus obras
no ignoraban ninguno de los problemas que abordé ejercieron una considerable influencia sobre Vidte.

capruro | X

PROBLEMAS SOBRE ECUACIONES ENTERAS DE
PRIMER GRADO CON UNA INCOGNITA

La suma de las edades de A y B es 84 anos, y B tiene 8 anos menos
que A. Hallar ambas edades.

Sea x =edad de 4.

Como B tiene 8 anos _ x—8=edad de B.
menos que A: d — LT
La suma de ambas edades es 84 anos; x+x—8=284,
luego, tenemos la ecuaciém: — = 7
Resolviendo: x+x=84+4+8
2o0=93
02 P LS
x=--=406 anos, edad de A. R.

La edad de B serd: x —8=46—8=238 afios. R.

La verificacién en los problemas consiste en ver si los resultados obte-
nidos satisfacen las condiciones del problema.

Asf, en este caso, hemos obtenido que la edad de B es 38 afios y la
de A 46 anos: luego, se cumple la condicion dada en el problema de que
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B tiene 8 afios menos que A y ambas edades suman 46 + 38 =84 afios, que
es la otra condicién dada en el problema.
Luego los resultados obtenidos satisfacen las condiciones del problema.

Pagué $87 por un libro, un traje y un sombrero. El sombrero cos-
t6 $5 mds que el libro y $20 menos que el traje. (Cudnto pagué por

cada cosa?
Sea x = precio del libro.
Como el sombrero costéd $5 x + 5 =precio del sombrero.
mas que el libro: i
El sombrero cost6 $20 menos que A
el traje; luego el traje costo $20 mads X+5+20=x+25=

que el sombrero: *
Como todo costé $87, la suma de los precios
del libro, traje y sombrero tiene que ser igual x+x+5+x+25=87.
a $87; luego, tenemos la ecuacién: A
Resolviendo: 3x + 80 =87
3x=87-30
ax =57
x =2=$19, precio del libro. R.

3
x+5 =19+5 =324, precio del sombrero. R.

x + 256 =19 + 25= $44, precio del traje. R.

La suma de tres nimeros enteros consecutivos es 166, Hallar los na-
meros.
Sea X = numero menor
x + 1 =mnumero intermedio
x +2=namero mayor.

Como la suma de los tres niimeros x+x+1+x+2=156.
es 156, se tiene la ecuacién N
Resolviendo: 3x +3 =156
3x=156—3
3x =153

= % =51, numero menor. R.
x+1=51+1=52, niimero intermedio. R.
x +2=51+2=53, nimero mayor. R.
NOTA
Si designamos por x el nimero mayor, el nimerc intermedio serfa
x—1 y el menor x —2,
Si designamos por x el nimero intermedio, el mayor seria x+1 y el
menor x — 1.
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®» EJERCICIO 82

1. La suma de dos ntimeros es 106 y el mayor excede al menor en 8. Hallar

los nimeros.

2. La suma de dos numeros es 540 y su diferencia 32. Hallar los nimeros.

3. Entre A y B tienen 1154 bolivares y B tiene 506 menos que A. ;Cuinto

tiene cada uno?

4. Dividir el nimero 106 en dos partes tales que la mayor exceda a la me-

nor en 24. .

A tiene 14 afios menos que B y ambas edades suman 56 afios. ¢(Qué edad

tiene cada uno?

Repartir 1080 soles entre 4 y B de modo que A reciba 1014 mds que B.

Hallar dos numeros enteros consecutivos cuya suma sea 103.

Tres nameros enteros consecutivos suman 204. Hallar los numeros.

Hallar cuatro ntiimeros enteros consecutivos cuya suma sea 74.

10. Hallar dos niimeros enteros pares consecutivos cuya suma sea 194,

11. Hallar tres nimeros enteros consecutivos cuya suma sea 186.

12. Pagué $325 por un caballo, un coche y sus arreos. El caballo costd $80
mds que el coche y los arreos $25 menos que el coche. Hallar los precios
respectivos.

13. La suma de tres numeros es 200. El mayor excede al del medio en 32
y al menor en 65. Hallar los nimeros.

14, Tres cestos contienen 575 manzanas. El primer cesto tiene 10 manzanas
mis que el segundo y 15 mids que el tercero. ¢Cudntas manzanas hay en
cada cesto?

15. Dividir 454 en tres partes sabiendo que la menor es 15 unidades menor
que la del medio y 70 unidades menor que la mayor.

16. Repartir 310 sucres entre tres personas de modo que la segunda reciba 20
menos que la primera y 40 mds que la tercera.

17. La suma de las edades de tres personas es 88 afios. La mayor tiene 20
anos mds que la menor y la del medio 18 afios menos que la mayor.
Hallar las edades respectivas.

18. Dividir 642 en dos partes tales que una exceda a la otra en 36.

4

SCe®mam

La edad de A es doble que la de B, y ambas edades suman 36 anos.
Hallar ambas edades.

Sea x = edad de B.

Como, segtin las condiciones, la edad de 4 2x =edad de A.
es doble que la de B, tendremos: eaBS

Como la suma de ambas edades es 36 afios, x+2x=36.
se tiene la ecuacion: B A

Resolviendo: 3x =36
x =12 afios, edad de B. R.
2x =24 anos, edad de 4. R.
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Se ha comprado un coche, un caballo y sus arreos por $350. EI coche
costé el triplo de los arreos, y el caballo, el doble de lo que costé el
coche. Hallar el costo de los arreos, del coche y del caballo.

Sea x = costo de los arreos.
Como el coche cost6 el triplo de los arreos: 3x = costo del coche.
Como el caballo cost6 el doble del coche: 6x = costo del caballo.

Como los arreos, el coche y el caballo x + 3x + 6x = 850.
costaron §350, se tiene la ecuacion: . FT A ——
Resolviendo: 10x = 350
x= —= =§ 35, costo de los arreos. R.

10
3x = 8 x$35 = $105, costo del coche. R.

Gx =6 x$35 = $210, costo del caballo. R.

Repartir 180 bolivares entre A, B y C de modo que la parte de A sea

la mitad de la de B y un tercio de la de C.

Si la parte de 4 es la mitad de la de B, la parte de B es doble que
la de 4; y si la parte de 4 es un tercio de la de C, la parte de C es el tri-
plo de la de 4. Entonces, sea:

x = parte de 4.
2x = parte;de B.
3x = parte de C.

Como la cantidad repartida es bs. 180, la suma
de las partes de cada uno tiene que ser igual a ¥ +2x+ 8x =180,
bs. 180; luego, tendremos la ecuaciéon:— b

Resolviendo:  6x =180

180

x =—— =bs. 30, parte de 4. R.

2x = Dbs. 60, parte de B. R.
3x =bs. 90, parte de C. R.

- EJERCICIO 83

1. La edad de Pedro es el triplo de la de Juan y ambas edades suman 40
anos. Hallar ambas edades.

2. Se ha comprado un caballo y sus arreos por $600. Si el caballo costd
4 veces los arreos, ¢cudnto costd el caballo y cudnto los arreos?

3. En un hotel de 2 pisos hay 48 habitaciones. Si las habitaciones del segundo
piso son la mitad de las del primero, ¢cudntas habitaciones hay en cada
piso?

4. Repartir 300 colones entre A, B y C de modo que la parte de B sea
doble que la de 4 y la de C el triplo de la de 4.

5. Repartir 138 sucres entre 4, B y C de modo que la parte de 4 sea la
aitad de la de B y la de € doble de la de B.
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6. El mayor de dos nimeros es 6 veces el menor y ambos niuneros suman
147. Hallar los ntimeros.

7. Repartir 140 quetzales entre 4, B y C de modo que la parte de B sea la
mitad de la de 4 y un cuarto de la de C.

8. Dividir el nimero 850 en tres partes de modo que la primera sea el
cuarto de la segunda y el quinto de la tercera.

9. El duplo de un nimero equivale al niimero aumentado en 111, Hallar el
nuamero.

10. La edad de Maria es el triplo de la de Rosa mds quince afios y ambas
edades suman 59 anos. Hallar ambas edades.

11. Si un namero se multiplica por 8 el resultado es el nimero aumentado
en 21. Hallar el nimero.
12, Si al triplo de mi edad anado 7 afos, tendria 100 afios. ¢Qué edad tengo?
13. Dividir 96 en tres partes tales que la primera sea el triplo de la segunda
] I 9 2 ]
y la tercera igual a la suma de la primera y la segunda.

14 La edad de Enrique es la mitad de la de Pedro; la de Juan el triplo
de la de Enrique y la de Eugenio ¢l doble de la de Juan. Si las cuatro
edades suman 132 afios, ¢qué edad tiene cada uno?

124) La suma de las edades de A, B y C es 69 afios. La edad de A es doble
que la de B y 6 afios mayor que la de C. Hallar las edades.
Sea x =edad de B.
2x = edad de 4.
Si la edad de A es 6 afios mayor que la de C, la edad de C es 6 afios
menor que la de 4; luego, 2x — 6 =edad de C.

Como las tres edades suman 69 afios,  x+2x+2%x—6=69.
tendremos la ecuaciéon el /i i /
Resolviendo: 5x — 6 =069
ox =694+6
bx =Th

xzzﬁf:lé anos, edad de B. R.

2x =30 anos, edad de 4. R.
2x —6=24 anos, edad de C. R.

- EJERCICIO 84

1. Dividir 254 en tres partes tales que la segunda sea el triplo de la primera
y 40 unidades mayor que la tercera.

2. Enure 4, B y C tienen 130 balboas. C tiene el doble de lo que tiene A y
15 balboas menos que B, :(Cudnto tiene cada uno?

4. La suma de tres nimeros es 238. El primero excede al duplo del segundo
en 8 v al tercero en 18 Hallar los ntimeros.

4. Se ha comprado un traje, un bastén y un sombrero por $259. El traje

cost6 8 veces lo que el sombrero y el bastén $30 menos que el traje.
Hallar los precios respectivos.
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5.
6.

7.

La suma de tres nimeros es 72. El segundo es } del tercero y el primero
excede al tercero en 6. Hallar los nimeros.

Entre 4 y B tienen 99 bolivares. La parte de B excede al triplo de la
de A en 19. Hallar la parte de cada uno.

Una varilla de 74 cm de longitud se ha pintado de azul y blanco.

Laparte pintada de azul excede en 14 cm al duplo de la parte pintada
de blanco. Hallar la longitud de la parte pintada de cada color.

8. Repartir $152 entre 4, B y C de modo que la parte de B sea §8 menos
que el duplo de la de 4 y $32 mds que la de C.

9. El exceso de un numero sobre 80 equivale al exceso de 220 sobre el
duplo del ntimero. Hallar el numero.

10. Si me pagaran 60 sucres tendria el doble de lo que tengo ahora mds 10
sucres. (Cudnto tengo?

11. El asta de una bandera de 9.10 m de altura se ha partido en dos. La
parte separada tiene 80 cm menos que la otra parte, Hallar la longitud
de ambas partes del asta.

12. Las edades de un padre y su hijo suman 83 afios. La edad del padre
excede en 3 aifios al triplo de la edad del hijo. Hallar ambas edades.

13. En una eleccion en que habia 3 candidatos 4, B y C se emitieron 9000
votos. B obtuvo 500 votos menos que A y 800 votos mis, que C. ¢Cudntos
votos obtuvo el candidato triunfante?

14. El exceso de 8 veces un nimero sobre 60 equivale al exceso de 60 sobre
7 veces el nimero. Hallar el numero.

16. Preguntado un hombre por su edad, resFonde: Si al doble de mi edad
se quitan 17 afos se tendria lo que me falta para tener 100 anos. ;Qué
edad tiene el hombre?

Dividir 85 en dos partes tales que el triplo de la parte menor equi-
valga al duplo de la mayor.

Sea x =la parte menor. .
Tendremos: 85— x =la parte mayor.

El problema me dice que el triplo de la parte a—

menor, 3x, equivale al duplo de la parte mayor, 3x =2(85 — x).

2(85 — x); luego, tenemos la ecuacién P
Resolviendo: 3x =170 — 2x

3x+2x =170
5x =170
170
x= —— =34, parte menor. R.

85 —x =85—34=51, parte mayor. R.

Entre A y B tienen $81. Si A pierde $36, el duplo de lo que le que-
da equivale al triplo de lo que tiene B ahora. ;Cuinto tiene cada uno?
Sea x =namero de pesos que tiene A.

81 —x =numero de pesos que tiene B.
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5i A pierde $36, se queda con $(x — 36) y el duplo
de esta cantidad 2(x —86) equivale al triplo de lo que

riene B ahora, o sea, al triplo de 81 — x; luego, tenemos 2(x ~ 36) =3(81 — ).

la ecuacién: g
Resolviendo: I2x —T2=243 — 3x
2x +3x =243 + 72
bx =315

x= % =$63, lo que tiene 4. R.

81 —x=81—63 =$18, lo que tiene B. R.

®» EJERCICIO 85

1. La suma de dos ntimeros es 100 y el duplo del mayor equivale al triplo
del menor. Hallar los nimeros.

2. Las edades de un padre y su hijo suman 60 afios. Si la edad del padre
se disminuyera en 15 afios se tendria el doble de la edad del hijo. Hallar
ambas edades.

3. Dividir 1080 en dos partes tales que la mayor disminuida en 132 equi-
valga a la menor aumentada en 100.

4. Entre A y B tienen 150 soles. Si A pierde 46, lo que le queda equivale
a lo que tiene B. (Cudnto tiene cada uno?

5. Dos dngulos suman 180° y el duplo del menor excede en 45° al mayor,
Hallar los dangulos.

6. La suma de dos nimeros es 540 y el mayor excede al triplo del menor
en 88. Hallar los nimeros.

7. La diferencia de dos numeros es 36. Si el mayor se disminuye en 12
se tiene el cuadruplo del menor. Hallar los ntimeros.

8. Un perro y su collar han costado $54, y el perro cost6 8 veces lo que
el collar. ¢Cudnto costé el perro y cudnto el collar?

9. Entre A y B tienen $84. Si 4 pierde $16 y B gana $20, ambos tienen lo
mismo. ¢(Cudnto tiene cada uno?

10. En una clase hay 60 alumnos entre jovenes y sefioritas. El numero de
sefioritas excede en 15 al duplo de los jovenes. (Cudntos jévenes hay en
la clase y cudntas senoritas?

11. Dividir 160 en dos partes tales que el triplo de la parte menor disminuido
en la parte mayor equivalga a 16.

12. La suma de dos nimeros es 506 y el triplo del menor excede en 50 al
mayor aumentado en 100. Hallar los nimeros.

13. Unaestilogrifica y un lapicero han costado 18 bolivares. Si la estilografica
hubiera costado 6 bolivares menos y el lapicero 4 belivares mas, habrran
tostado lo mismo. ¢(Cudnto costé cada uno?

14. Una varilla de 84 c¢m de longitud estd pintada de rojo y negro. La
parte roja es 4 cm menor que la parte pintada de negro. Hallar la
longitud de cada parte.
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La edad de A es doble que la de B y hace 15 afos la edad de A era
el triplo de la de B. Hallar las edades actuales.

Sea x =numero de anos que tiene B ahora.
2x = numero de aiios que tiene A ahora.

Hace 15 anos, la edad de A era 2x — 15 afios v la
edad de B era(x —15)aiios y como el problema me dice
que la edad de A4 hace 15 afios,(2x —15,)era igual al 9y —15=8(x — 15).
triplo de la edad de B hace 15 anos o sea el triplo —
de x —15, tendremos la ecuacion:

y]

Resolviendo: 2x —15=3x—4H
2x —3x=—45+15
—x=-—30

x =30 anos, edad actual de B. R.
2x = 60 anos, edad actual de A. R.

. La edad de A es el triplo de la de B y dentro de 20 aiios sera el doble.
Hallar las edades actuales.

Sea x =numero de anos que tiene B ahora.
3x =numero de anos que tiene A ahora.

Dentro de 20 anos, la edad de A serd(3x + 20)anos
y la de B serd(x + 20)anos. Il problema me dice que la
edad de 4 dentro de 20 anos, 3x + 20, serd igual al doble 3x+20=2(x+20).
de la edad de B dentro de 20 afios, o sea, igual al doble

de x+20; luego, tendremos la ecuacion i
Resolviendo: 3x + 20 =2x + 40
3x — 2x = 40 — 20 L

x =20 anos, edad actual de B. R.
3x =60 anos, edad actual de 4. R.

@ EJERCICIO 86

1. La edad actual de A es doblequela de B, y hace 10 anos la edad de 4
era ¢l triplo de la de B. Hallar las edades actuales.

2. La edad de A es triple que la de B y dentro de 5 afos serd el doble.
Hallar las edades actuales.

3. A tiene doble dinero que B. 5i 4 pierde $10 y B pierde $5, 4tendra$20
mis que B. :Cudnto tiene cada uno?

4. A tiene la mitad de lo que ticne B. Si 4 gana 66 colones y B pierde 90,
A tendri el doble de lo que le quede a B. :Cuinto tiene cada uno?

En una clase el nimero de senoritas es | del nimero de varones. Si

ingresaran 20 seioritas y dejaran de asistir 10 varones, habria § sefioritas

mis que varones. ;Cuidntos varones hay y cuidntas senoritas?
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6. La edad de un padre es el triplo de la edad de su hijo. La edad que
tenia el padre hace 5 afios era el duplo de la edad que tendrd su hijo
dentro de 10 anos. Hallar las edades actuales.

7. La suma de dos numeros es 85 y el numero menor aumentado en 36
equivale al doble del mayor disminuido en 20. Hallar los nimeros.

8. Enrique tiene 5 veces lo que tiene su hermano. Si Enrique le diera a
su hermano 50 cts., ambos tendrian lo mismo. ¢Cudnto tiene cada uno?

9. Un colono tiene 1400 sucres en dos bolsas. Si de la bolsa que tiene mas
dinero saca 200 y los pone en la otra bolsa, ambas tendrian igual cantidad
de dinero. ¢Cudnto tiene cada bolsa?

10. El nimero de dias que ha trabajado Pedro es 4 veces el numero de
dias que ha trabajado Enrique. Si Pedro hubiera trabajado 15 dias menos
y Enrique 21 dias mds, ambos habrian trabajado igual ntmero de dias.
¢Cudntos dias trabajé cada uno?

11. Hace 14 aios la edad de un padre era el triplo de la edad de su hijo
y ahora es el doble. Hallar las edades respectivas hace 14 anos.

12. Dentro de 22 aios la edad de Juan serd el doble de la de su hijo y actual-
mente es el triplo. Hallar las edades actuales.

13. Entre A y B tienen $84. Si 4 gana $80 y B gana $4, 4 tendrd el triplo
de lo que tenga B. (Cudnto tiene cada uno?

@ Un hacendado ha comprado doble numero de vacas que de bueyes.
Por cada vaca pagé $70 y por cada buey $85. Si el importe de la com-
pra fue de $2700, ¢cuintas vacas compré y cudntos bueyes?

Sea x =numero de bueyes.
2x =numero de vacas.

Si se han comprado x bueyes y cada buey cost6 $85,
los x bueyes costaron $85x y si se han comprado 2x vacas

y cada vaca costd $70, las 2x vacas costaron $70 % 2x =$140x. 85x + 140x = 2700.
Como el importe total de la compra ha sido $2700, ten-
dremos la ecuacién: GADiike Sr Y Y A Si ATUTTHM 30 o
Resolviendo: 2256x = 2700
x= 2:;? =12, nimero de bueyes. R.
ox =2 X 12= 24, numero de vacas. R.

@ Se han comprado 96 aves entre gallinas y palomas. Cada gallina cos-
té6 80 cts. y cada paloma 65 cts. Si el importe de la compra ha sido
$69.30, ;cuantas gallinas y cuantas palomas se han comprado?

Sea x =numero de gallinas.
96 — x = ntiimero de palomas.

Si se han comprado x gallinas v cada gallina cost6 80 cts., las x galli-
nas costaron 80x cts.



140 @ ALGEBRA

Si se han comprado 96 —x palomas y cada paloma costé 65 cts., las
96 —x palomas costaron 65(96 — x) cts.

Como el importe total de la compra fue 80x + 65(96 — x) = 6930.
$69.30, o sea 6930 cts., tendremos la ecuacién: A

Resolviendo: 80x + 6240 — 65x = 6930
80x — 65x = 6930 — 6240
15x =690
x= % =46, numero de gallinas. R.

96 —x =96 — 46 =50, numero de palomas. R.

- EJERCICIO 87

1. Compré doble numero de sombreros que de trajes por 702 balboas. Cada
sombrero costé6 2 y cada traje 50. ¢Cudntos sombreros y cudntos trajes
compré?

2. Un hacendado compré caballos y vacas por 40000 bolivares. Por cada ca-
ballo pagd 600 y por cada vaca 800. Si comprd 6 vacas menos que caballos,
¢cudntas vacas y cudntos caballos comprér

3. Un padre pone 16 problemas a su hijo con la condicién de que por cada
problema que resuelva el muchacho recibird 12 cts. y por cada problema
que no resuelva perderd 5 cts. Después de trabajar en los 16 problemas
el muchacho recibe 73 cts. ¢Cudntos problemas resolvié y cudntos no
resolvide

4. Un capataz contrata un obrero por 50 dias pagdndole $3 por cada dia
de trabajo con la condicién de que por cada dia que el obrero deje de
asistir al trabajo perderd $2. Al cabo de los 50 dias el obrero recibe $90.
¢Cudntos dias trabaj6é y cudntos no trabaj6?

9. Un comerciante comprd 35 trajes de a 30 quetzales y de a 25 quetzales,
pagando por todos Q. 1015. ¢;Cudntos trajes de cada precio compré?

6. Un comerciante comprd trajes de dos calidades por 1624 balboas. De la
calidad mejor compré 32 trajes y de la calidad inferior 18. Si cada traje
de la mejor calidad le costé 7 balboas mds que cada traje de la calidad
inferior, ¢cudl era el precio de un traje de cada calidad?

7. Un muchacho compré triple niimero de ldpices que de cuadernos. Cada
ldpiz le costd a 5 cts. y cada cuaderno 6 cts. Si por todo pagd $1.47, scudntos
lipices y cudntos cuadernos compré?

8. Pagué $582 por cierto ntimero de sacos de azucar y de frijoles. Por cada
saco de azlcar pagué $5 y por cada saco de frijoles §6. Si el nimero de
sacos de frijoles es el triplo del nimero de sacos de aztcar més 5, ¢cudntos
sacos de azucar y cudntos de frijoles compré?

9. Se han comprado 80 pies cibicos de madera por $68.40. La madera com-
prada es cedro y caoba. Cada pie cibico de cedro costé 75 cts. y cada
pie cibico de caoba 90 cts. ¢Cudntos pies ctibicos he comprado de cedro
y cudntos de caoba?

10. Dividir el numero 1050 en dos partes tales que el triplo de la parte mayor
disminuido en el duplo de la parte menor equivalga a 1825.
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PROBLEMAS SOBRE ECUACIONES ENTERAS @ 4]

EJERCICIO 88
MISCELANEA

Dividir 196 en tres partes tales que la segunda sea el duplo de la primera
y la suma de las dos primeras exceda a la tercera en 20.

La edad de A es triple que la de B y hace 5 afios era el cuddruplo de la
de B. Hallar las edades actuales.

Un comerciante adquiere 50 trajes y 35 pares de zapatos por 16000 soles.
Cada traje cost6 el doble de lo %ue costd cada par de zapatos mas 50 soles.
Hallar el precio de un traje y de un par de zapatos.

6 personas iban a comprar una casa contribuyendo por partes iguales
pero dos de ellas desistieron del negocio y entonces cada una de las
restantes tuvo que poner 2000 bolivares mds. ¢Cudl era el valor de la
casa?

La suma de dos numeros es 108 y el doble del mayor excede al triplo del
menor en 156. Hallar los nameros.

El largo de un buque, que es 461 pies, excede en 11 pies a 9 veces el
ancho. Hallar el ancho.

Tenia $85. Gasté cierta suma y lo que me queda es el cuddruplo de lo
que gasté. ¢Cudnto gasté?

Hace 12 anos la edad de 4 era el doble de la de B y dentro de 12 anos,
la edad de A4 serd 68 anos menos que el triplo de la de B. Hallar las
edades actuales.

Tengo $1.85 en monedas de 10 y 5 centavos. Si en total tengo 22 monedas,
¢cuantas son de 10 centavos y cudntas de 5 centavos?

Si a un nimero se resta 24 y la diferencia se multiplic. por 12, el resul-
tado es el mismo que si al numero se resta 27 y la diferencia se multiplica
por 24. Hallar el nimero.

Un hacendado compré 35 caballos. Si hubiera comprado 5 caballos mis
por el mismo precio, cada caballo le habrd costado $10 menos. :Cusinio
le costé cada caballo?

El exceso del triplo de un numero sobre 55 equivale al exceso de 233
sobre el ntmero. Hallar el numero.

Hallar tres nimeros enteros consecutivos, tales que el duplo del menor
mis el triplo del mediano miés el cuddruplo del mayor equivalga a 740.

Un hombre ha recorrido 150 kilémetros. En auto recorrié una distancia
triple que a caballo y a pie, 20 kilémetros menos que a caballo. ¢(Cudntos
kilémetros recorrié de cada modo?

Un hombre deja una herencia de 16500 colones para repartir entre 3
hijos y 2 hijas, y manda que cada hija reciba 2000 mas que cada hijo.
Hallar la parte de cada hijo y de cada hija.

La diferencia de los cuadrados de dos niimeros enteros consecutivos es 31.
Hallar los numeros.

La edad de 4 es el triplo de la de B, y la de B § veces la de C. B tiene
12 afios mds que C. ¢Qué edad tiene cada uno?



'| 42 @ ALGEBRA

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

28.

29.

30.

31.

32.

Dentro de 5 afios la edad de A4 serd el triplo de la de B, y 15 aiios des-
pués la edad de A serd el duplo de la de B. Hallar las edades actuales.

El martes gané el doble de lo que gané el lunes; el miércoles el doble
de lo que gané el martes; el jueves el doble de lo que gané el miércoles;
el viernes $30 menos que el jueves y el sibado $10 mds que el viernes.
Si en los 6 dias he ganado $911, ¢(cudnto gané cada dia?

Hallar dos numeros cuya diferencia es 18 y cuya suma es el triplo de
su dilerencia.

Entre A y B tienen $36. Si 4 perdiera $16, lo que tiene B seria el triplo
de lo que le quedaria a 4. ¢(Cudnto tiene cada uno?

A tiene el triplo de lo que tiene B, y B ¢l doble de lo de C. Si 4 pierde
$1 y B pierde $3, la diferencia de lo que les queda a 4 y a B es el doble
de lo que tendria C si ganara $20. ¢Cudnto tiene cada uno?

5 personas han comprado una tienda contribuyendo por partes iguales.
Si hubiera habido 2 socios mds, cada uno hubiera pagado 800 bolivares
menos. ¢(Cudnto costé la tienda?

Un colono compré dos caballos, pagando por ambos $120. Si el caballo
peor hubiera costado $15 mds, el mejor habria costado doble que ¢l
¢Cudnto costé cada caballo?

A y B empiezan a jugar con 80 quetzales cada uno. ¢(Cuédnto ha perdido A4
si B tiene ahora el triplo de lo que tiene A4?

A y B empiezan a jugar teniendo 4 doble dinero que B. A4 pierde $400
y entonces B tiene el doble de lo que tiene 4. ;Con cudnto empezd a
jugar cada uno?

Compré cuddruple numero de caballos que de vacas. Si hubiera com-
prado 5 caballos mds y 5 vacas mds tendria triple nimero de caballos
que de vacas. (Cudntos caballos y cudntas vacas compré?

En cada dia, de lunes a jueves, gané $6 mds que lo que gané el dia
anterior. Si el jueves gané el cuadruplo de lo que gané el lunes, ¢cudnto
gané cada dia?

Tenia cierta suma de dinero. Ahorré una suma igual a lo que tenia y
gasté 50 soles; luego ahorré una suma igual al doble de lo que me
quedaba y gasté 390 soles. Si ahora no tengo nada, ¢cudnto tenia al
principio?

Una sala tiene doble largo que ancho. Si el largo se disminuye en G m
y €l ancho se aumenta en 4 m, la superficie de la sala no varia. Hallar
las dimensiones de la sala.

Hace 5 afios la edad de un padre era tres veces la de su hijo y dentro
de 5 anos serd el doble. :Qué edades tienen ahora el padre y el hijo?

Dentro de 4 anos la edad de A serd el triplo de la de B, y hace 2 afios
era el quintuplo. Hallar las edades actuales.



HYPATIA (370-415 D. C.) Una excepcional mujer
griega, hija del filésofo y matemaitico Teén. Se hizo
célebre por su saber, por su elocuencia y por su be-
llexa. Macida en Alejandria, viaja a Atenas donde
realiza estudios; al regresar a Alejandria funda una

DESCOMPOSICION FACTORIAL
FACTORES

Aleyandy e

escuela donde ensena las doctrinas de Platon y Aris-
toteles y se pone al frente del pensamiento neopla-

tonico. Hypatia es uno de los dltimos matemaiticos
griegos. Se distinguié por los comentarios a las obras
de Apolonio y Diofanto. Murié asesinada birbaramente.

cariruo X

Se llama factores o divisores de una expresion algebraica a las expre-
siones algebraicas que multiplicadas entre si dan como producto la prime-

ra expresion.

Asi, multiplicando a por a+ 0 tenemos:
ala+b)=a*+ab

a y a+ b, que multiplicadas entre si dan como producto a?+ab, son

factores o divisores de a®-+ ab.
Del propio modo.

(x+2)(x+83)=x2+5x+6
luego, x +2 y x + 3 sonfactores de x2+ 5x + 6.

DESCOMPONER EN FACTORES O FACTORAR una expresiéon alge-
braica es convertirla en el producto indicado de sus factores.

FACTORAR UN MONOMIO

Los factores de un monomio se pueden hallar por simple inspeccion.
Asi, los tactores de 15ab son 3, 5, a y b. Por tanto;

15a b =3.5ab.

143
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FACTORAR UN POLINOMIO

No todo polinomio se puede descomponer en dos o mas factores distin-
tos de 1, pues del mismo modo que, en Aritmética, hay numeros primos que
solo son divisibles por ellos mismos y por 1, hay expresiones algebraicas que
solo son divisibles por ellas mismas y por 1, y que, por tanto, no son el pro-
ducto de otras expresiones algebraicas. Asi a + b no puede descomponerse en
dos factores distintos de 1 porque sélo es divisible por a + b y por 1.

En este capitulo estudiaremos la manera de descomponer polinomios en
dos o mas factores distintos de 1.

CASO 1
CUANDO TODOS LOS TERMINOS DE UN POLINOMIO
TIENEN UN FACTOR COMUN
a) Factor comin monomio

1. Descomponer en factores a?+ 2a.

a® y 2a contienen el factor comtn a. Escribimos
el factor comun a _como'c?eflcrente d(_e un parén.te‘s;lS; a4 26=a(a+2). R.
dentro del paréntesis escribimos los cocientes de dividir! O e SRS
a*+a=a y 2a+a=2, y tendremos 2

2. Descomponer 10b — 30ab®.

Los coeficientes 10 y 30 tienen los factores comunes 2,5 y 10. To-
mamos 10 porque siempre se saca el mayor factor comin. De las letras, el
tnico factor comin es b porque estd en los dos términos de la expresion
dada y la tomamos con su menor exponente b.

El factor comin es 10b. Lo escribimos
como coeficiente de un paréntesis y dentro o e e T Y e
ponemos los cocientes depdividir 10g+10b=1 20h;=80ab2 2 10BL S
y —30ab*+10b=—3ab y tendremos:

3. Descomponer 10a2 — 5a + 15a3.

El factor comiin es 5a. Tendremos:

10a* — 5a + 15a3 = 5a(2a — 1+ 3a%). R.
4. Descomponer 18mxy? — 54m?2x?y® + 36my?.
El factor comun es 18 my% Tendremos:
18mxy* — 54m?x?y? + 36my* = 18my*(x —3mx*+2). R.
6. Factorar 6xy® —9nx?y® + 12nx®y% — 3n2x4ys,
Factor comun 3xy?.
6xy® — 9nx?y? + 12nx3y? — 3n?xiy® = Bxy3(2 — 3nx + 4nx? —n?x?). R.
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PRUEBA GENERAL DE LOS FACTORES

En cualquiera de los diez casos que estudiaremos, la prueba consiste en
multiplicar los factores que se obtienen, v su producto tiene que ser igual a
la expresion que se factoro.
- EJERCICIO 89

Factorar o descomponer en dos factores:

1. a?+ab. 16. a®+a*+a. 28. a%—B8a*+Ba’—4a?
2. b4b2 17. 4x2—8x+2. 80. 25x7—10x%+15x3—5Hx2.
3. x24x. 18. 15y3+20y*—5y. 31, x30=x124.059_3x0,
4. 3a3—a2 19. ad—a’x+ax2. 32 94*—12ab+15a%b*—24abd.
5. x8—4xt, 20. 2a%x+2ax?—3ax. 33.  16x%y*—Bxy—24x*y?
6. 5m24+15m3. 21, x¥%4x0—x7. —40x2y8,
7. ab—be. 22. 14x*y?—28x3456x4. 34. 12m*n+24m®*n?*—36min?
8. x2y+x2z 23. 34ax*+5la*y—68ay2. +48msni,
9. 2a*x+6ax?. 24. 96—48mn>+144ns. 36. 100ab3c—150ab%c*4-50ab%c?
10. 8m*—12mn. 25.  a*bict—alcix*+atcty?, —200abe?.
11. 9a3x2—18ax3, 26. 55m*n®x+110m>n®x? 36. xi—xi4x3—x2+x.
12.  15c3d*+60c%d®. —220m?y3, 37. a*—2a*+3a*—4a®+6a.
13. 35m*n®—T0m3. 27.  93a%x%y—62ax%y? 38. 3a*b+6ab—5a%b*+8a%bx
14. abe+aber —124ax. +4abm.
15. 24a%xy?—36x2%y4. 28, x—x2+x3—x4. 39. a*0—al%+al?—ab+at—ad.

b) Factor comin polinomio
1. Descomponer x(a+ b)+ m(a+ b).

Los dos términos de esta expresion tienen de factor comun el bino-
mio (a+ b).

Escribo (a+ b) como coeficiente de un paréntesis y dentro del parén-
tesis escribo los cocientes de dividir los dos términos de la expresion dada
entre el factor comun (a+ b), o sea:

x(a+b) m(a+ b) -
——— ——=m tendremos:
(a+b) Y @y d

x(a+b)+m(a+b)=(a+b)(x+m). R.

2. Descomponer 2x(a—1)—y(a—1).
Factor comun (a—1). Dividiendo los dos términos de la expresion
~dada entre el factor comin (a—1), tenemos:
2x(a—1) —y(a—1)

s il e v

Tendremos: 2x(a—1)—y(@a—1)=(a—1)(2x—1y). R.
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3. Descomponer mix +2)+x + 2.
Esta expresion podemos escribirla: m(x +2)+ (x +2)=m(x + 2) + 1(x + 2).
Factor comtn (x +2). Tendremos:

mx+2)+1(x+2)=(x+2)(m+1). R.

4. Descomponer alx +1)—x —1.
Introduciendo los dos ultimos términos en un paréntesis precedido
del signo — se tiene:
ax+1l)—x—1=ax+1)—(x+1)=a(x+1)—1x+1)=(x+1)(a—1). R.

5. Factorar 2x(x+y+2) —x—y—z.
Tendremos:

2x(x+y+z)—x—y—z=2x(x+y+z)—(x+y+z)=(x+y+z)(2x—1).  R.

6. Factorar (x—a)(y+2)+bly+2)
Factor comun (y+2). Dividiendo los dos términos de la expresion
dada entre (y +2) tenemos:

o A ik IO b(y +2) s i
(y+2) Y vy
(x—a)(y+2)+b(y+2)=(y+2)(x—a+b). R
7. Descomponer (x +2)(x —1)—(x —1)(x —3).
Dividiendo entre el factor comun (x — 1) tenemos:

(% +2)(x — 1) ~(—1)(x—-8) .
Gony G-n T
Por tanto:

(2 +2)(x—1)—x—-1)(x —3)={x—D)[(x +2)—(x—3)]
=(x—1)(x+2—x+8)=(x—1)(B)=5(x—1). R.
8. Factorar xla—1)+yl@a—1)—a+1.
x(a—1)+yla—1)—a+1=x(a—1)+yla—1)—(a—1)=(a—1)(x+y—1). R.

B EJERCICIO 90

Factorar o descomponer en dos factores:

1L a(x+1)+b(x+1). 7. x(a+1)—a—1. 13. a*(a—b+1)—b*(a—b+1).
2. x(a+1)—3(a+1). 8 a*+1-b(a*+1). 14, 4m(a*+x—1)+3n(x—1+a).
3. 2(x—1)+y(x—1). 9. 3x(x—2)—2y(x—2). 16, x(2a+b+c)—2a—b—c.

4 m(a—b)+(a—D)n. 10. 1—x+2a(1—x). 18 (x+y)(n+1)—3(n+1).

5. 2x(n—1)—3y(n—1). 11° 4x(m—n)+n—m. 170 (x4+1)(x—2)+3y(x—2).

6. a(n+2)+n+2. 12 —m—n+x(m+n). 18, (a+3)(a+1)—4(a+1).
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19.  (x242)(m—n)+2(m—n). 27, (a+b—c)(x—3)—(b—c—a)(x—3).
20. a{x—1)—(a+2)x—1). 28. Bx(x—1)—2y(x—1)+z(x—1).

21, dx(a*+ 1)+ (x+1)(a*+1). 29. a(n+1)—b(n+1)—n—1.

22. (a+b)a—b)—(a—D)(a—b). 30. x(a+2)—a—243(a+2).

23, (m+n)(a—2)+(m—n)(a—2). 31, (143a)(x+1)—2a(x+1)+3(x+1),
24, (x+m)(x+1)—(x+1)(x—n). 32, (Bx+2)(x+y—2z)—(3x+2)

26. (x—3}(x—4)+(x—8)(x-+4). —(x+y—1)(3x+2).

"26. (a+b—1)(a*+1)—a*-1.

CASO 1l
FACTOR COMUN POR AGRUPACION DE TERMINOS

’ Ejemplos l

(1) Descomponer ax + bx + ay + by.

Los dos primeros términos tienen

el factor comin x y los dos Olti-

mos el facter comin Agrupa

mos los dos primeros rermlr?ospen ox + bx + oy + by = {ax + bx) + {ay -+ by]
un paréntesis y los dos Gltimos —.xf[a +L?:!++Y[Q +Pb]
en otro precedido del signo + lrk iyl K
porque el tercer término tiene el
signo + y tendremos:

La agrupacién puede hacerse generulmenre de méas de un modo con tal que

los dos términos que se agrupan tengan algin factor comin, y siempre que

las cantidades que quedan dentro de los paréntesis después de sacar el factor
comdn en cada grupo, sean exactamente iguales. Si esto no es posible lo-
grarlo la expresién dada no se puede descomponer por este método.

Asi en el ejemplo anterior podemos

agrupar el 1° y 3er. términos que ax + bx + ay + by = (ax + ay) + (bx + by)
tienen el factor comin a y el 2° y 4° =alx+y)+ blx-+y)
que tienen el factor comin b y ten- [x +y}l{a+b) K
dremos: O '

resultado idéntico al onfenor ya que el orden de los factores es indiferénte.

(2) Factorar 3m? — émn + 4m — 8n.
Los dos primeros términos tie- 3m? — émn + 4m — 8n = (3m*® — émn) + (4m — 8n)
nen el factor comin 3m y los o —3m[m —2n)+ 4(m— 2n:|

dos Oltimos el factor comin =(m — 2n] (3m + 4}, R

4. Agrupando, tenemos:

(2) Descomponer 2x* — 3xy — 4x -+ 6y.

Los dos primeros términos tienen el
factor comin x y los dos 0Oltimos
el factor comin 2, luego los agru-

pamos pero introducimos los dos 2x% — 3xy — 4x + by = (2x* — 3xy) — (4x — 6by)
Oltimos términos en un paréntesis = x{?x — 3y —2(2x —3y)
precedido del signo — porque el = (2x — 3y} (x—2). R.

signo del 3er. término es —, para
lo cual hay que cambiarles el sig-
no y tendremos:
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También podiamos haber

agrupado el 1° y 3° que tie- 2x2 — 3xy — 4x + by = (2x* — 4x) — (3xy — by)
nen el factor comin 2x, y el =2x(x—2)—3y(x—2)
2° y 4° que tienen el fclctor/ = (x—2)(2x—3y). R.

comin 3y y tendremos:

x + 2% — 2ax — 2az® = (x + 2%) — (20x + 20z2)
= (x + z3) — 2a0(x + 2?)
= (x+z%)(1 —2a). R.

(x — 2ax) + (22 — 2az?)

x(1—2a)+ z*(1 — 2qa)
(1 —2a) (x+22). R.

(4) Descomponer
¥+ 22— 20x —2az®.

2 _ 2
Agrupando x+z 2ax — 2az

1°y 3, 2° y 4° tenemos: ——

I

3ax — 3x + 4y — 4ay = (3ax — 3x) + (4dy — 4ay)
= 3x[a—1)+4y(1 —a)
=3x(a—=1)—4dy(la—1)
={a—=1)|3x—4y). R

(5) Factorar 3ax — 3x + 4y — 4ay. —

Obsérvese que en la segunda linea del ejemplo anterior los binomios (a — 1)
y |1 —a) tienen los signos distintos;  para hacerlos iguales cambiamos los
signosal binomio (1 —a) convirtiéndolo en (o — 1), pero para que el pro-
ducto 4y(1 —a) no variara de signo le cambiamos el signo al otro factor 4y
convirtiéndolo en —4y. De este modo, como hemos cambiadolossigno a un
nimero par de factores, el signo del producto no varia.

En el ejemplo anterior, agru- 3ax — 3x + 4y — day = (3ax — day) — (3x — dy)
pando 1° y 4%y 2° y 3, = a(3x — 4y ) — (3x — dy)
teFemos T = dnea] i =(3x—4y)(eg—1). R
(6) Factorar ax—aytoaz+x—y+z=(ax—ay+az)+(x—y+z)
ax—ay+az =alx—y+z)+(x—y+z)
+x—=y+z. £ =(x—y+z)la+1). R

(7) Descomponer a®x — ax® — 2a% + 2axy + x* — 2x%y.
Agrupando 1° y 3°, 2° y 4°, 5° y 6°, tenemos:
a?x — ax? — 20% + 2axy + x3 — 2x%y = (a%x — 2a%y) — ax? — 2axy) + [x3 — 2x2y)
=a®(x —2y) —ax(x — 2y) + x* (x — 2y)
= [x—2y)(a®—ax+x2). R
Agrupando de otro modo:
a?x — ax? — 20%y + 2axy + x* — 2x%y = (a®x — ax? + x*) — (2a®y — 2axy + 2x%y)
= x(a? —ax + x2) — 2y (0® — ax + x2)
= {a* =—ax+ ¥} [x=2y) R

- EJERCICIO 91

Factorar o descomponer en dos factores:

a®+ab+ax+-bx. 7. 4a3—1—a*+4a. 13. 3x3—9ax%—x+3a.

am—bm+an—bn. B. x+xZ—xyz—y2 14. 2a*x—5a%y+15by—6bx.
ax—2bx—2ay+4by. 9. 3abx*—2y?—2x2+3aby?. 16. 2x2y+2x22+y%2%4xyd.~
a*x2—3bx%+a%y?—3by?. 10. 3a—b*4-2b2x—6ax. 16. 6m—9n+2Inx—14mxs
3m—2n—2nxi+-3mxt, 11. 4a®x—4a?b+3bm—3amx. 17. n%x—bay2—n?y?4-5a%x.

x2—a?+x—ax. 12. 6ax+3a+1+2x. 18. 1+4+a+3ab+3b.
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19. 4am3—12amn—ms+3n. 25. Bax—2by—2bx—6a+3ay+4b. ~

20. 20ax—hbx—2by+8ay. 26. a’+a+a*+14-x24a0%x2

21. 3—x*+2abx*—6ab, 27. 3a*—3a*b+9ab2—a*+ab—30%.

22. a*+a4+a+1. 28. 2x*—nx242xz:—nz?—3ny*+6xy-.

23. 3a*—Tb*x+3ax—Tab>. 29. 3x34-2axy+2ay*—3xy?—2ax?—3x?y.

24. 2am—2an+2a—m+n—1. 30, a*b3—nt+a?bixt—nix—3a*b3x 4 3nix.
CASO 11

TRINOMIO CUADRADO PERFECTO

@ Una cantidad es cuadrado perfecto cuando es el cuadrado de otra can-

tidad, o sea, cuando es el producto de dos factores iguales.

Asi, 4a* es cuadrado perfecto porque es el cuadrado de 2a.

En efecto: (2a)*=2a X 2a=4a* y 2a, que multiplicada por si misma
da 4@ es la raiz cuadrada de 4a®.

Obsérvese que (—2a)*=(—2a) X (— 2a) = 4a*; luego, —2a es también
la raiz cuadrada de 4a>.

Lo anterior nos dice que la raiz cuadrada deuna cantidad positiva tiene
dos signos, +y —.

En este capitulo nos referimos solo a la raiz positiva.

RAIZ CUADRADA DE UN MONOMIO

Para extraer la raiz cuadrada de un monomio se extrae la raiz cuadra-
da de su coeficiente y se divide el exponente de cada letra por 2.

Asi, la raiz cuadrada de 9a*b* es 3ab® porque (3ab?)?=3ab* x 3ab*
= 9a*bt.

La raiz cuadrada de 36x%y" es 6x*y*.

@ Un trinomio es cuadrado perfecto cuando es el cuadrado de un bino-
mio, o sea, el producto de dos binomios iguales.

Asi, a*+ 2ab + b* es cuadrado perfecto porque es el cuadrado de a+ b.

En efecto: 0 1 by2=(a+b)(a+b)=a2+2ab+ b2,

Del propio modo, (2x +3y)2=4x2+12xy + 9y* luego 4x*+ 12xy+ 9y*
es un trinomio cuadrado perfecto.

REGLA PARA CONOCER SI UN TRINOMIO
ES CUADRADO PERFECTO

Un trinomio ordenado con relacién a una letra es cuadrado perfecto
cuando el primero y tercero términos son cuadrados perfectos (o tienen raiz

cuadrada exacta) y positivos. v el segundo término es el doble producto de
sus raices cuadradas,
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Asi, a* —4ab + 4b* es cuadrado perfecto porque:

Raiz cuadrada de a5 i v s 5 5 o 5@ a' a
Raiz cuadrada de 46*. . . . .. ... .. 20

Doble producto de estas raices: 2 X a X 2b =4ab, segundo término.

36x* — 18xy* + 4y" no es cuadrado perfecto porque:

Raiz cuadrada de 3622 . o v v o 0 vw o Gix
Raiz cuadrada de 498 . . ... ... 2yt

Doble producto de estas raices: 2 X 6x x 2y*=24xy*, que no es el
22 término.

REGLA PARA FACTORAR UN TRINOMIO

CUADRADO PERFECTO

Se extrae la raiz cuadrada al primero y tercer términos del trinomio
y se separan estas raices por el signo del segundo término. El binomio asi
formado, que es la raiz cuadrada del trinomio, se multiplica por si mismo
o se eleva al cuadrado.

(1) Factorar m* + 2m + 1.
m4+2m+1=m+1)m+1)=[m+1)% R
m 1

i Ejemplos

(2) Descomponer 4x* + 25y% — 20xy.
Ordenando el trinomio, tenemos:
4x® — 20xy + 25y° = (2x — Sy}|2x — Sy) = (2x — 5y}*. R.

4

IMPORTANTE

Cualquiera de las dos roices puede ponerse de minuendo. Asi, en el ejem-
plo onterior se tendra también:

4x? — 20xy + 25y% = 5y — 2x)(5y — 2x) = [5y — 2x}*

porque desarrollando este binomio se tiene:
(5y — 2x)* = 25y* — 20xy + 4x*

expresién idéntica o 4x® — 20xy + 25y% ya que tiene las mismas cantidades
con los mismos signos.

(3) Descomponer 1 — l6ax® -+ 64a*x*,
1 — 180x* + 64a2x* = (1 — 8ax?)?2 = [Bax" — 1)*. R,

1 8o
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b2
(4) Factorar x®+ bx + e

Este trinomio es cuadrado perfecto porque: Raiz cuadrada de x*=x; raiz
2

b
cuadrada de 7 :E y el doble producto de estas raices: 2 X x X 5———bx,

b? by 2
| 3 2 i Rt
vego x-i-!:u<+‘4 (x+?) R.
1.°b b?
(5) Factorar =——+—.
c:cor(:u"1 513
1=
Es cuadrado perfecto porque: Raiz cuadrada de ;:i; raiz cuadrada de
b* b 2><1><b bi
—=— — X —=—luego:
R AT T
1 stbraeb® 1 bye by 4
—_———t—= === 0 ey Ty
4 3 9 (2 3 (3 ?)

CASO ESPECIAL
(6) Descomponer a?+2a(a—b)+ (a—bJ.

La regla anterior puede aplicarse a casos en que el primero o tercer término
del trinomio o ambos son expresiones compuestas.
Asi, en este caso se tiene:

& +2a(a—b)+(a—=bP=[a+(a—b)E=(a+a—b)2=(2a—b)*. R
\ {o—b)
(7) Factorar (x +yP—2(x+y)la+x)+(a+ x)%

(x+yP—2(x+ylla+x)+(a+xP=[(x+y)—(a+x)]
(x =) la =+ %) =[X+y~a-—x.]2
Fly—aP=(o=yF. R

B EJERCICIO 92

Factorar o descomponer en dos factores:

4 2

a?—2ab+b2. 15, 1-+14x%)+49x%y2, 3o Loplr M
a*+2ab+b2. 16.  1+a'—2a°. 2% 3 38
2—9x+1. 17, 49m®—T0am3*n*4-25a*n*. —~ 540
YLty 18, 100x19—60a*xsy+Oatyts, 21 16x°— 259y To.
a?—10a+25. 19, 121+198x0+81x12. n?
9—6x+x2. 20. a*—24am?*x2+144mix?, 28. F+2mn+9m2.
164+40x24+95x4. 21. 16—104x24+169x%. 29 5 2

9 10 5 . a*+2a(a+b)+(a+Db)>
1+49a2—14a7 ” ’i?ox e 30. 4—4(1—a)+(1—a)2.
6+12mibmie, o g8, —=ab+BA 1. dm2—4m(n—m)+(n—m)?.
1—2a%+-a®. 4 32. (m—n)?46(m—n)+9.
ayqﬁgwﬂlf 24. L+g9+jﬁ 33.  (a+x)2—2(a+x)(x+y)+(x+y)>
a®—2a%b3+bs. 3 9 34.  (m+n)?—2(a—m)(m-+n)+(a—m)?.
4x2—12xy-+9y? bt 35.  4(1+a)2—4(1+a)(b—1)+(b—1)%

9b62—30a2b+25at,» 25. a‘—ﬁzbg-l-?- 36.  9(x—y)2H2(x—y)(x+y)+4(x+y)>
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CASO IV
DIFERENCIA DE CUADRADOS PERFECTOS

E.n los productos notables (89) se vio que la
suma de dos cantidades multiplicadas por su di-
ferencia es igual al cuadrado del minusndo menos el
8 e -

cuadrade del sustraendo, o sea, (a + b) fa — b) = 2’ =b*=@+b)a—b)
= a° — b*; luego, reciprocamente, e

Podemos, pues, enunciar la siguiente:

REGLA PARA FACTORAR UNA DIFERENCIA

DE CUADRADOS
Se extrae la raiz cuadrada al minuendo y al sustraendo y se multiplica
la suma de estas raices cuadradas por la diferencia entre la raiz del minuendo
y la del sustraendo.
(1) Factorar 1 —a?
La raiz cuadrada de 1 es 1; la raiz cuadrada de o es a. Multiplico la suma
de estas raices (1 + a) por la diferencia (1 —a) y tendremos:
1—a?=(1+20a)(1—a). R
(2) Descomponer 16x% — 25y*.
La raiz cuadrada de 16x® es 4x; la raiz cuadrada de 25y* es 5y%.

Multiplico la suma de estas raices (4x + 5y?) por su diferencia (4x — 5y*) y
tendremos:
16x% — 25y* = (4x + 5y%)(4x — 5y%). R.
(3) Factorar 49x2y%z10 — g2,
49x2y0210 — 12 =|Txy?z5 + ab)(7xy?z® — a¥). R.
2
(4) Decomponer S
4 9
. & a - b* b?
La raiz cuadrada de ey es s y la raiz cuadrada de R es Th Tendremos:

2 pt b2 b2 .
v L

2 3l\2 3
(5) Factorar g?° — 9bim
a% — 9btm = (g" + 3b2)(a" — 3b%"). R
- EJERCICIO 93

Factorar o descomponer en dos factores:

1. x2—y2 8. 1—y2 15.  a'9—49b12,

2. a*-1. 9. 4a*-9. 16. 25x2y*—121.

3. a*—4. 10. 25—36x1. 17.  100m*n*—169y°.
4. 9-b2 11. 1—49a%b%. 18. a*m*n®—144.

5. 1—4m? 12.  4x2—81yt. 19. 196x2y4—225212,
6. 16—n? 13. a2b8—c2. 20. 256a2—289b4m10,
7. a%=25. 14, 100—x2yS. 21. 1—9a?bictd".
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X2y

22. 361x'+—1]. 27, = = 32. a*" —225b4.
1 x8 4410 y
23. ——9a% 98 ——— 33. 16xtm—
4 49 121 49
a? 1 hizx
2. 1——. ¥ 2pd = 48 34. 49100 — .
25 29. 100m®n 16 x 81
25 1 4x2 30 P b2 35 2njydn 1
" 16 49 i S 25
2 i}
me e 31, 4xn— L 36, L _ym,
36 25 9 100

CASO ESPECIAL

1. Factorar (a+ b)?—c%
La regla empleada en los ejemplos anteriores es aplicable a las dife-
rencias de cuadrados en que uno o ambos cuadrados son expresiones

compuestas.
Asi, en este caso, tenemos:

La raiz cuadrada de (a+ b)* es (a+b).
La raiz cuadrada de ¢2 es c.

Multiplico la suma de estas raices (@a+blE—c*=[(a+b)+c][(atb)—c]
(a+ b)+c¢ por la diferencia (a+b)—c =fa+b+c)la+b—c) R.
y tengo: _ S

2. Descomponer 4x*—(x+y)*.

La raiz cuadrada de 4x* es 2x.
La raiz cuadrada de (x+y)* es (x +y).

Multiplico la suma de estas rai- 4x% — (x + ) = [2x + (x + y)][2x — (x + y)]
ces 2x+(x+y) por la diferencia =2x+x+y)(2x—x—y)
2x —(x+y) y tenemos: ) =@8x+y)x—y). R.

3. Factorar (a+ x)2— (x + 2)2

La raiz cuadrada de (a+ x)* es (a+ x).
La rafz cuadrada de (x+2)? es (x +2).

Multiplico la suma (@a+x)2—(x+22=[(a+x)+ (x+2)][(a+x) — (x +2)]
de estas raices (a-+x)+ =(@at+x+x+2)a+x—x—2)
(x+2) por la diferencia _ =@+2x+2)@a—-2). R
(a+x)—(x+2) y tengo:”
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- EJERCICIO 94

Descomponer en dos factores y simplificar, si es posible:

1. (x+y)>—a2 13. (a—2b)2—(x+y)% 25. (2a+b—c)*—(a+b)%
2. 4—(a+1)~ 14. (2a—¢)*—(a+c)* 26. 100—(x—y+z)%
3. 9—(m+n)2 15, (x-+1)2—4x2 27. x*—(y—u)*.
4. (m—n)*—16. 16.  36x*—(a+3x)% 28.  (2x+3)*—(bx—1)2
5. (x—y)*—4z% 17. a®—(a—1)2 29, (x—y+z)*—(y—z+2x).
6. (a+2b)2—1. 18. (a—1)*—(m—2)2. 30.  (2x+1)%—(x+4)>
T. I=(x=2y" 19. (2x—=3)2—(x—5)2 31. (a+2x-1)2—(x4a—1)>%
8. (x+2a)>—4x? 20. 1—(ba+2x)% 32, 4(x+a)*—49y2.
9. (a+b)—(ct+d)2 21. (Tx+y)"—81. 33.  25(x—y)?—4(x+y)*
10. (a—b)*—(c—d)>. 22. mb—(m?-1)2 34. 36(m+n)*—121(m—n)2
11. (x-+1)2—16x2, 23. 16a%—(2a*+3)%
12, 64m*—(m—2n)% 24 (x—y)2—{c+d)%

CASOS ESPECIALES
COMBINACION DE LOS CASOS 111 Y IV

Estudiamos a continuacién la descomposicion de expresiones com-
puestas en las cuales mediante un arreglo conveniente de sus términos

se obtiene uno o dos trinomios cuadrados perfectos y descomponiendo estos

trinomios (Caso III) se obtiene una diferencia de cuadrados (Caso 1V).

1. Factorar a*+ 2ab + b2 —1.

Aqui tenemos que a*+2ab+b* es un trinomio cuadrado perfecto;

Saspm a2+ 2ab + b? — 1= (a? +2ab + b*) — 1

(factorando el trinomio)=(a+ b)*—1
(factorando la diferencia de cuadrados)=(a+b+1)la+b—1. R.

2. Descomponer a2+ m?— 4b* — 2am.
Ordenando esta expresion, podemos escribirla: a* —2am + m* —4b?, y
vemos que a® —2am +m* es un trinomio cuadrado perfecto; luego:
a® —2am + m? — 4b* = (a*— 2am + m?) — 4b?
(factorando el trinomio) = (a —m)? — 4b*
(factorando la diferencia de cuadrados)=(a—m +2b)(a—m—2b). R.
3. Factorar 90— x2+2x —1.
Introduciendo los tres tltimos términos en un paréntesis precedido
del signo — para que x* y 1 se hagan positivos, tendremos:
9a% — x2+2x —1=9a%— (x*—2x +1)
(factorando el trinomio) = 9a* — (x — 1)
(factorando la diferencia de cuadrados)=[3a+ (x —1)][3a — (x —1)]
=(Ba+x—1)(8a—x+1). R.
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4. Descomponer 4x2— a*+ y*— 4xy + 2ab — b2

El término 4xy nos sugiere que es el segundo término de un trinomio
cuadrado perfecto cuyo primer término tiene x* y cuyo tercer término tie-
ne y*y el término 2ab nos sugiere que es el segundo término de un trino-
mio cuadrado perfecto cuyo primer término tiene a® y cuyo tercer término
tiene b%; pero como —a*y — b? son negativos, tenemos que introducir este
altimo trinomio en un paréntesis precedido del signo — para hacerlos po-
sitivos, y tendremos:

4x% — a® + y2 — dxy + 2ab — b* = (4x® — 4xy + y*) — (a%— 2ab + b?)
(factorando los trinomios) =(2x —y)* — (a — b)?
(descomp. la diferencia de cuadrados)=[(2x —y)+ (a —b)][(2x —y) —(a — b)]
=(2x—y+a—>b)(2x—y—a+¥b). R.

Il

b. Factorar a?—9n®— 6mn + 10ab + 25b% — m?®.
El término 10ab nos sugiere que es el segundo término de un trino-
mio cuadrado perfecto cuyo primer término tiene a* y cuyo tercer término
tiene b%, y 6mn nos sugiere que es el 22 término de un trinomio cuadrado
perfecto cuyo primeér término tiene m? y cuyo tercer término tiene n?%
luego, tendremos:
a® — 9n® — 6mn + 10ab + 25b* — m* = (a* + 10ab + 25b%) — (m* + 6mn + 9n?)
(descomponiendo los trinomios) = (a + 5b)* — (m + 3n)?
(descomp. la diferencia de cuadrados)={[(a+ 5b)+ (m + 3n)][(a+5b)— (m + 3n)]
=ia +5b+m+3n)la+sb—m—3n. R.

- EJERCICIO 95

Factorar o descomponer en dos factores:

1. a®+2ab+b2—x2 20.  25—x2—16y%+8xy.

2. x2—2xy+y2—m?2, 21, 9x2—a2—4m2+dam.

3 m*2mn+tni-1. 22. 16x2y2+12ab—4a2—9b2.

4. a*—2a+1-b2 23. —a*+25m?*—1—2a.

5. n246n+9—c2 24.  49x4—25x2—0y2+430xy.

6. a?4x2+2ax—4. 25.  a*—2ab+b*—c*—2cd—d>.

7. a*4+4—4a—9b2. 26, x24-2xy+yi—mi+2mn—n?.

8. x2+4+4y2—4xy—1. 27, a?+4b2+4ab—x2—2ax—a®.

9. a2—6ay+9y*—4x2. 28 x24da2—dax—y2—9b+6by.

10.  4x24-25y2—36+-20xy. 29, m2—x24+-9n2+6mn—4ax—4a®.
11. 9x2—1+16a2—24ax. 30, 9x2+44y?—a2—12xy—25b%—10ab.
12, 1+64a2b2—x*—16ab. 31. 2am—x2—9+a%+m2—6x.

13, a®—b2—2bc—c2. 32.  x2—9a*+6a2b+1+2x—b2

14, 1—a2+2ax—x2. 33.  16a2—1—10m+9x*—24ax—25m>.
15.  m2—x2—2xy—y2. 34, 9m2—a®42acd—c*d*+100—60m.
16. c2—g242a—1. 35.  da?—9x?+49b?—30xy—25y?—28ab.
17, 9—n2—25—10n. 36.  225a2—169b2+1+4-30a+26bc—c.
18, 4a2—x2+4x—4. 37, x2—y244+44x—1—2y.

19.  1—a?—9n2—6an. 38 a*—16—x+36+12a—8x.
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CASO V

TRINOMIO CUADRADO PERFECTO POR ADICION
Y SUSTRACCION

1. Factorar x*+ x2y?+y*,

Veamos si este trinomio es cuadrado perfecto. La raiz cuadrada de x*
es x% la rafz cuadrada de y* es y* y el doble producto de estas raices es
2x?y%; luego, este trinomio no es cuadrado perfecto.

Para que sea cuadrado pertecto hay que lograr que el 29 término x?*)®
se convierta en 2x*y%, lo cual se consigue sumandole x%y?* pero para que el
trinomio no varie hay que restarle la misma cantidad que se suma, x%)?, y
tendremos:

x4 x2ytfeyt
+ xzya _xzyz
x4 - 2x2y2 + y-l — x.’..‘y? — (x-i -+ 2x2y2 -} },4) A4 x2y2
(factorando el trinomio cuadrado perfecto) = (x*+ y*)? — x2y*
(factorando la diferencia de cuadrados) = (x?+ y? + xy)(x* + y% — xy)
(ordenando) = (x? + xy + y*) (x* — xy + y?). R.

2. Descomponer 4a*+ 8a%b%+ 9b*.

La raiz cuadrada de 4a* es 24%; la raiz cuadrada de 9b* es 3b% y el do-
ble producto de estas raices es 2 X 2a% X 3b% =12a%b?%; luego, este trinomio
no es cuadrado perfecto porque su 2° término es 8a*b? y para que sea cua-
drado perfecto debe ser 12ab2.

Para que 84°b? se convierta en 12a?b? le sumamos 4a*b* y para que el
trinomio no varie le restamos 4a?b? y tendremos:

dat + 8a2b2+ 9bt
+ 4a2b? — 4a%b?
4a* + 12a2b* + 9b* — 4a?b* = (4a* + 12a*b? + 9b*) — 4a*b*
(fact. el trinomio cuadrado perfecto) = (2a* + 3b%)? — 4a%b*
(fact. la diferencia de cuadrados)=(2a?+ 3b?+ 2ab)(2a* + 3b* — 2ab)
(ordenando) = (2a* + 2ab + 3b?) (2a* — 2ab + 3b%)- R.

3. Descomponer a*—16a2b® + 36b*.

La raiz cuadrada de a* es a*; la de 360* es 6b% Para que este trinomio
fuera cuadrado perfecto, su 29 término debia ser —2 X a®X 6b* = —12a*b>
y es —16a?b?; pero —16a®b? se convierte en —124*b* sumandole 4a*b?, pues
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tendremos: — 16a%b?+ 4ab* = —12a*b% y para que no varie le restamos
4a*b*, igual que en los casos anteriores y tendremos:

a* — 16a%b* + 36b*
+ 4a*b? — 4a2h?
@ = 124757 T 3657 — 405" = (a* — 12%b? + 36b%) — 4a?b?
= (a* — 6b*)* — 4a*b*
=(a*—6b?+ 2ab)(a*— 6b* — 2ab)
=(a®+2ab — 6b%(a®—2ab —6b%. R.

4. Factorar 49m*—151m?*n* + 81n®.

La raiz cuadrada de 49m* es Tm?; la de 81n® es 9n'. El 29 término
debia ser —2X Tm? X 9n*=—126m*n* y es —151m?n*, pero — 1561m?n* se
convierte en —126mn' sumdndole 25m*nf, pues se tiene: —151m*n*+
25m?n* = —126m?n*, y para que no varie le restamos 25m*n* y tendremos:
49m* — 1561m>n* + 81n®

+ 25m*n? — 2bm*nt
49m* — 126m*n* + 81n® — 25m*n* = (49m* — 126m2n* + 81n®) — 25m>n*

= (Tm? = 9n*)* — 25m*n*
=(Tm?— 9n*+ bmn?) (Tm? — In* — bmn?)
=(Tm*+ bmn? —9n*)(Tm* — dmn®—9n*). R.

®» EJERCICIO 96

Factorar o descomponer en dos factores:

a*+a?+1. 11.  25a*4-54a2b24-49b*, 21. 1444-23n%4-9n'2,
m*+m?*n?4-nt. 12, 36x*—109xy2-+49y*. 22. 16—9ct+ct.

x84-3x14-4. 13. 81m®+42mi41. 23,  64a*—169a2044-81b%.
a*+4-2a24-9. 14. ¢*—45c*+100. 24. 225+-5m2+mt.
a*—3a*b*+-b*. 156.  4a—53a*h*+490b". 25. 1—=126a2b*+169a4bs.
x4—Bi2+1. 16.  49+76n*+64nt. 26.  xlyi4+21x%y24-121.
4a*+3a2b2+4-9b%. 17. 25x*—139x2y2+4 81y 27.  49c84-THctm*n?+4196mint,
4x4—29%2+25. 18, 49x8+T6x%*+100y". 28.  81a*h8—292a%b*x84-256x1°.
x3+4+4xiyt416y8. 19. 4—108x2+121x4.

16m*—25m?2n2+4-9nt. 20.  121x*—133x2y*4-36y".
CASO ESPECIAL

FACTORAR UNA SUMA DE DOS CUADRADOS

@En general una suma de dos cuadrados no tiene descomposicién en

factores racionales, es decir, factores en que no haya raiz, pero hay su-
mas de cuadrados que, sumandoles y restindoles una misma cantidad, pue-
den llevarse al caso anterior y descomponerse,
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Ejemplos

(1) Factorar a*+ 4b*,

La raiz cuadrada de o* es o la de 4b* es 2b%  Para que esta expresién sea
un trinomio cuadrado perfecto hace falta que su segundo término sea
2 X a® X 2b* = 4a®b®. Entonces, igual que en los casos anteriores, a la
expresién a + 4b* le sumamos y restamos 4a*b? y tendremos:

..... 4‘1'_'_')_ - *k’,"lb-':
at + 4ab® + 4b* — 4a®b* = (ot 4 4a®b® + 4b1) — 4a®b*
= (a* + 2b2)* — 4a*b*
=(a?+ 2b2 + 2ab)(a? + 2b% — 2ab)
= (a%+ 2ab + 2b*||c® — 2ab + 2b%|. R.

- EJERCICIO 97

Factorar o descomponer en dos factores:

1. x'4-64yt 4, 4mi4-81nd. 7. 1+4nt.

2. 4xB4yS, 5. 44625x5. 8. 6dxS+ys.

3. al4-324b% 6. 64+at2 9. Blat+64bt.
CASO Vi

TRINOMIO DE LA FORMA x*+bx+c¢

145) Trinomios de la forma x* + bx + ¢ son trinomios como
x*+bx+ 6, mP+bim—14
a* — 2a — 15, y2—8y +15
que cumplen las condiciones siguientes:
1. El coeficiente del primer término es 1.
2. El primer término es una letra cualquiera elevada al cuadrado.

3. El segundo término tiene la misma letra que el primero con ex-
ponente 1 y su coeficiente es una cantidad cualquiera, positiva o negativa.

4. El tercer término es independiente de la letra que aparece en el
19 y 29 términos y es una cantidad cualquiera, positivia o negativa.

REGLA PRACTICA PARA FACTORAR UN TRINOMIO
DE LA FORMA x* + bx + ¢

1) El trinomio se descompone en dos factores binomios cuyo primer
término es x, o sea la raiz cuadrada del primer término del trinomio.
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2) En el primer factor, después de x se escribe el signo del segundo
término del trinomio, y en el segundo factor, después de x se escribe el
signo que resulta de multiplicar el signo del 2° término del trinomio por
el signo del tercer término del trinomio.

3) Si los dos factores binomios tienen en el medio signos iguales se
buscan dos nimeros cuya suma sea el valor absoluto del segundo término
del trinomio y cuyo producto sea el valor absoluto del tercer término del
trinomio. Estos nimeros son los segundos términos de los binomios.

4) Si los dos factores binomios tienen en el medio signos distintos se
buscan dos nimeros cuya diferencia sea el valor absoluto del segundo tér-
mino del trinomio y cuyo producto sea el valor absoluto del tercer término
del trinomio. El mavor de estos nimeros es el segundo término del pri-
mer binomio, y el menor, el segundo término del segundo binomio.

Esta regla prdctica, muy sencilla en su aplicacion, se aclarard con los
sigulentes

Ejemplos

(1) Factorar x4+ 5x + 6.

El trinomio se descompone en dos binomios cuyo primer término es lo raiz cua-
drada de x* o sea x:

x2+5x4+6 (x J(x )

En el primer binomio después de x se pone signo + porque el segundo térmi-
no del trinomio +5x tiene signo +. En el segundo binomio, después de x, se
escribe el signo que resulta de multiplicar el signo de -+ 5x por el signo de
+ & y se tiene que + por + da + o sea:

2 +5x+6 x+ Jix+ |

Ahora, como en estos binomios tenemos signos iguales buscamos dos nimeros
que cuya suma sea 5 y cuyo producto sea 6. Esos nimeros son 2 y 3, luego:

24+5x+6=(x+2)(x+3). R
(2) Factorar x* —7x+ 12.
Tendremos: *—=7x4+12 (x=— J[x— )

En el primer binomio se pone — porque — 7x tiene signo —.

En el segundo binomio se pone — porque multiplicando el signo de — 7x por
el signo de + 12 se tiene que: — por + da —.

Ahora, como en los binomios tenemos signos iguales buscamos dos nimeros
cuya suma sea 7 y cuyo producto sea 12. Estos nimeros son 3 y 4, luego:

x2—7x+12=(x—3||x—4). R
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(3)

(4)

(5)

(6)

(h

(8)

ALGEBRA

Factorar x% 4+ 2x — 15.
Tenemos: 24+2x—15 (x+ J(ix— |

En el primer binomio se pone + porque -+ 2x tiene signo +.

En el segundo binomio se pone — porque multiplicando el signo de + 2x por
el signo de — 15 se tiene que + por — da —.

Ahora, como en los binomios tenemos signos distinfos buscamos dos nimeros
cuya diferencia sea 2 y cuyo producto sea 15,

Estos nimeros son 5 y 3. El mayor 5, se escribe en el primer binomio, y
tendremos:

x24+2x—15=(x+5)(x—3). R.
Factorar x% —5x — 14.
Tenemos: 2=5x—=14 (x— J)ix+ )

En el primer binomio se pone — porque — 5x tiene signo —.
En el segundo binomio se pone + porque multiplicando el signo de — 5x por
el signo de — 14 se tiene que — por — da +.
Ahora como en los binomios tenemos signos distintos se buscan dos nimeros
cuya diferencia sea 5 y cuyo producto sea 14.
Estos nimeros son 7 y 2. El mayor 7, se escribe en el primer binomio y se
tendré:

x2—5x—14=(x—7)(x+2). R

Factorar a? — 13a + 40.
a?—13a+40=(a—5)la—8). R

Factorar m* — 11m — 12.
m*—1m—12=m—=12)m+1). R

Factorar n* + 28n — 29.
nP+28n—29=(n+2%2)(n—1). R

Factorur x2 4+ 6x — 216.
2+6x—216 (x+  Jix— )

Necesitamos dos nimeros cuya diferencio sea 6 y cuyo producto sea 216.

Estos

nimeros no se ven fdcilmente. Para hallarlos, descomponemos en sus

factores primos el tercer término:

216
108
54
27
9

3

1

Ahora, formamos con estos factores primos dos productos.
Por tanteo, variando los factores de cada producto, obtendremos
los dos nimeros que buscamos. Asi:

2X2X2=8 IX3IX3I=Z 27 — 8=19, no nos sirven
2X2X2X3=24 IX3=9 24 — 9 =15, no nos sirven
2%x2%x3=12 2X3xX3=18 18 —12= 6, sirven.

WM

18 y 12 son los nimeros que buscamos porque su diferencia es 6 y su producto
necesariamente es 216 ya que para obtener estos nimeros hemos empleado
todos los factores que obtuvimos en la descomposicién de 216. Por tanto:

2+ 6x—216=[x+18)(x—12). R



(9) Factorar o — 66a + 1080.

a® — 66a + 1080

DESCOMPOSICION FACTORIAL

(a—

Jlo— )

® 16]

Necesitamos dos nimeros cuya suma sea 66 y cuyo producto sea 1080.

Descomponiendo 1080, tendremos:

2X

[#%)
w
W

2%X2X2= 8
2X2%X3=24
2X3X5=30

3X3IXIX5=105
3X3X5= 45
2X2X3IX3= 36

105+ 8=113, no sirven
45 + 24 = 49, no sirven
30 + 36 = 66, sirven

Los nimeros que necesitamos son 30 y 36 porque su suma es 66 y su producto
necesariamente es 1080 ya que para obtener estos nimeros hemos empleado
todos los factores que obtuvimos en la descomposicién de 1080, luego:

- EJERCICIO 98

Factorar o descomponer en dos factores:

25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.

CASOS ESPECIALES

1. x*47x+10. 13.
2. x2—5x+6. 14.
3. x24+-3x—10. 15.
4. x24-x—2. 16.
5. a®+4a+3. 17.
6. m245m—14. 18.
7. y2—9y+20. 19.
8. x2—6—x. 20.
8. x2—9x48. 21.
10. ¢?4-5c—24. 22.
11, x2—3x+42. 23.
12. a*+Ta+6. 24.

y2—4y+3.
12—8n-+n2.
x24+10x+21.
a*+Ta—18.
m2—12m+11.
x2—=Tx—30. »
n2+6n—16.
20-+a2—21a.
y24-y—30.
284a2—11a.
n2—en—40.
x2—Hx—36.

a? —66a + 1080 = (a — 36](a —30). R.

a?—2a—35.
x24+14x+13.
a?+33—14a.
m2+13m—30.
c2—13c—14.
x2+15x+56.
x2—15x+54.
a?+Ta—60.
%2—1Tx—860.
x24+8x—180.
m2—20m—300.
x24+x—132.

37.
38.
39.
40.
41.
42.

44.
45.
46.
47.
48.

m2—2m—168.
c24+-24c+135.
m2—41m-+400.
a?+-a—380.
x24+12x—364.
u?+42a+432.
m2—30m—675.
y2+4-60y+336.
x2—2x—5H28.
n?+43n+432.
c2—4c—320.
m2—8m—1008.

EI procedimiento anterior es aplicable a la factoracién de trinomios
que siendo de la forma x? + bx + ¢ difieren algo de los estudiados an-

teriormente.

‘ Ejemplos

(1) Factorar x* — 5x2 — 50.

El primer término de cada factor binomio serd la raiz
cuadrada de x* o sea x*

x¥—5x2 —50

[x'.!_

Jx2 +

).

Buscamos dos nimeros cuya diferencia (signos distintos en los binomios) sea
5 y cuyo producto sea 50. Esos nimeros son 10 y 5. Tendremos:

xt—5x2—50=(x*—10)(x24+5). R
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(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

ALGEBRA

Factorar x® 4 7x® — 44,

El primer término de cada binomio serd la raiz cuadrada de x% o sea x*,
Aplicando las reglas tendremos:

x847x3 —44=(x3+11)Ix2—4). R

Factorar a®b? — ab — 42,
El primer término de cada factor serd la raiz cuadrada de a®h? o sea ab:
a*b?—ab—42 lab— llab+ ).

Buscamos dos nimeros cuya diferencia sea 1 (que es el coeficiente de ab) ¥
cuyo producto sea 42. Esos nomeros son 7 y 6. Tendremos:

a?b?—ab—42=Ilab—7llab+ 6] R.
Factorar (5x)* — 9(5x) + 8.

Llamamos la atencién sobre este ejemplo porque usaremos esta descomposi-
cién en el caso siguiente.
El primer término de cada binomio serd la raiz cuadrada de (5x)? o sea 5x:

(5%)% — 9(5x) + 8 15— JEx— )

Dos nimeros cuya suma (signos iguales en los binomios) es 9 y cuyo producto
es 8 son 8 y 1. Tendremos:

(5x)2—9(5x) + 8= 1{5x—8l5x—1) R
Factorar x — 5ax — 36a®.
x% — Bax — 36a?® lx— Jx+ )

El coeficiente de x en el segundo término es 5a. Buscamos dos cantidades
cuya diferencia sea 5a [que es el coeficiente de x en el segundo término)
y cuyo producto sea 36a® Esas cantidades son 9a y 4a. Tendremos:

x% — 5ax — 36a% = [x — 9a llx + 4al. R.
Factorar (a + b)® —12{a + b} + 20.

El primer término de cada binomio serd la raiz cuadrada de (a -+ b)* que es
(a+b).
(a+ b —12(a+b)+20 Hle+bl— llla+bl— 1

Buscamos dos nimeros cuya suma sea 12 y cuyo producto sea 20. Esos ni-
meros son 10 y 2. Tendremos:

(a+b)—=12(a+b)+20=(la+bl—10]lla+bl—2]
=(a+b—10)la + b—2). R.

Factorar 28 + 3x — x2.
Ordenando en orden descendente respecto de x, tenemos:
— x24 3x + 28.

Para eliminar el signo — de — x? introducimos el trinomio en un paréntesis
precedido del signo —:

— [x% —3x — 28]
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Factorando x* —3x — 28 = (x —7)(x + 4), pero como el trinomio esté prece-
dido de — su descomposicién también debe ir precedida de — y tendremos:

—(x=7)(x+4)

Para que desaparezca el signo — del producto — (x —7)(x + 4) o seq, para
convertirlo en + basta cambiarle el signo a un factor, por ejemple, @ (x —7)
y quedard:

28+3x—x2=(7—x)(x+4). R
(8) Factorar 30 + y? — y*.
0 +y*—yt=—(yt—y*=30)=—(y* —6)(y* + 5) = (6 —y*)(y* + 5. R

» EJERCICIO 99

Factorar:
1. xi4-5x24-4. 13. x*+Tax2—60a2. 25. a*+2axy—440x*y>.
9. X0—Gx3—7, 14. (2x)%—4(2x)+3. 26. m®n—21m3*n34+104.
3. x5—2x4—8(, 15. (m—n)*+5(m—n)—24, 27. 14+5n—n>
4. x%y?4xy—12. 16. x5+x1—240. 28. x%4+x3—930.
5. (4x)*—2(4x)—15. 17. 15+2y—y2 929, (4x%)*—8(4x*)—105.
B. (5x)2+13(5%)+42. 18, a*b*—2a2b*—99. 30 xi+3abx2—36a2b2.
7. x*+2ax—15a2. 19. ¢+11cd+28d3. 31. a'—a*b*—156b*.
8. a*—4ab—2102. 20. 25x*—5(5x)—84. 32. 2la*+4ax—x2.
9. (x—y)24-2(x—y)—24. 21. a*—21ab+98b2, 33. x%y8—15ax*y*—100a2.
10. 5+4x—x*2 29. xiyi4xW2_132 34. (a—1)*4+3(a—1)—108.
11, x104x5—9Q, 23, 484-9x2—x4, 35. m2+abem—56a2b%c2,
19, m*+mn—>asGn2. 24. (c+d)*—18(c+d)+65. 36. (Tx2)>4+24(7x*)+128.
CASO VI

TRINOMIO DE LA FORMA ax? + bx + ¢

Son trinomios de esta forma: 2x*+ 11x +5

3a*+ Ta —6
10n2— n —2
Tm2—23m+ 6

que se diferencian de los trinomios estudiados en el caso anterior en que
el primer término tiene un coeficiente distinto de 1.

DESCOMPOSICION EN FACTORES DE UN TRINOMIO
DE LA FORMA ax® +bx + ¢

(1) Factorar éx* —7x — 3.
Multipliquemos el trinomio por el coeficiente de x? que es
6 y dejando indicado el producto de 6 por 7x se tiene:

36x% — 6(7x) — 18.
Pero 36x2 = (6x)? y &(7x)=7(6x) luego podemos escribir: {6x)* —7{6x) — 18,

l Ejemplos
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OENPA PRI

Descomponiendo este trinomio segin se vio en el caso anterior, el ler. término
de cada factor serd la raiz cuadrada de (6x)* o sea 6x: (bx— )(éx+ .

Dos nimeros cuya diferencia sea 7 y cuyo producto sea 18 son 9 y 2. Ten-
dremos: (6x —9)(6x + 2).

Como al principio multiplicamos el trinomio dado por 6, ahora tenemos que
f6x =) fox + 2)

dividir por 6, para no alterar el trinomio, y tendremos: Py

pero como ninguno de los binomios es divisible por 6, descomponemos 6 en
2 X 3 y dividiendo (6x — 9) entre 3 y (6x + 2) entre 2 se tendra:

(6x—9) (6x+2) _
2x3
Luego: 6x*—7x—3=(2x—3)(3x+1) R

(2x—3)(3x+1)

(2) Factorar 20x% + 7x — 6.
Multiplicando el trinomio por 20, tendremos: [20x)* + 7(20x) — 120.
Descomponiendo este frinomio, tenemos: (20x -+ 15)(20x — 8).

Para cancelar la multiplicacién por 20, tenemos que dividir por 20, pero como
ninguno de los dos binomios es divisible por 20, descomponemos el 20 en
5 X 4 y dividiendo el factor (20x + 15} entre 5 y (20x — 8) entre 4 tendremos:

(20x + 15) (20x — 8
5% 4
Luego 20x24+7x—é6=[dx+3)5x—2) R

] = (4x+ 3)(5x — 2)

(3) Factorar 180 — 120 — 5.
Multiplicando por 18: (18a)? — 13 (18a) —90.
Factorando este trinomio: (18a — 18)(18a -+ 5).

Dividiendo por 18, para lo cual, como el primer binomio 18a — 18 es divisi-
ble por 18 basta dividir este factor entre 18, tendremos:

(18a — 18) (18a + 5)

=(a—1)(18a+5
18 ([a—1){ )

Luego 1802 —13a—5=(a—1)(18a+5) R
EJERCICIO 100
Factorar:
2x24-3x—2. 10. 20y*+y—1. 19. m—6+15m2
3x2—Hx—2. 11. 8a*—14a—15. 20. 15a%—8¢—12.
6x2+Tx+2. 12, Tx2—44x—35. 21. 9x243Tx44.
5x2+413x—6. 13, 16m+15m2—15. 22. 44n+20n%-15.
6x2—6G—5x. 14, 2a*+5a+2. 23. 14m*-31m—10.
12x2—x—6. 16, 12x2—7x—12. 24 2x24929x+90.
4a?+15a+9. 16. 9a2+10a+1. 25. 20a%—Ta—40.
3+11a+10a2. 17. 20n2—9n—20. 26. 4n?*4n—33.

12m?—13m—35. 18. 21x2+11x—2. 27, 30x2413x—10.
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CASOS ESPECIALES

1. Factorar 15x*—11x2—12.
Multiplicando por 15: (15x2%)* —11(15x%) — 180.
Descomponiendo este trinomio, el primer término (16x? — 20) (16x2 + 9).

de cada factor sera la raiz cuadrada de (15x%)2, o sea 15x% /

(15x% — 20) (15x + 9)
5%3

Dividiendo por 15: = (@Bx*—4)(6x*+3) R.

2. Factorar 12x%y?+ xy—20.
Multiplicando por 12: (12xy)*+ 1(12xy) — 240.
Factorando este trinomio: (12xy+ 16)(12xy - 15).

L (12xy +16)(12xy —15)
Dividiendo por 12: ———— "= 3xy+4)@dxy—5). R.
3. Factorar 6x?— 1lax — 1042
Multiplicando por 6: (6x)*—11a(6x) — 60a>
Factorando este trinomio: (6x — 15a)(6x + 4a).

(6x — 15a)(6x + 4a)

Dividiendo por 6: T @x —b5a)@3x +2a) R.

4, Factorar 20 — 3x — 9x2,

Ordenando el trinomio en orden descendente respecto de x: — 9x*—3x + 20.
Introduciéndolo en un paréntesis precedido del signo —: — (9x* + 3x — 20).

Multiplicando por 9: — [(9x)® + 3(9x) — 180].
Factorando este trinomio: — (9x + 15)(9x —12).
—(9x +15)(9x — 12)

Dividiendo por 9: — v == @x+5)Bx—4)

Para que desaparezca el signo — de este

producto, o sea para convertirlo en -+, hay _
que cambiar el signo a un factor, por ejem- 20—3x—9x2=(3x+5)(4—3x). R

plo, a (3x—4), que se convertira en (4—3x),
y tendremos: s

OIS OUip O 9

A

EJERCICIO 101

Factorar:

Gat4-Hx2—6. 9. 6m2—13am—15a* 17. 18a*+17ay—15y2.
dxb44x8—12. 10. 14x*—45x*—14. 18. 15+2x2—8x*.
10x84-29x1410. 11. 30a*—13ab—302. 19. 6—25x84+5x4.
Ga*x*+hHax—21. 12. Tx%—33x%—10. 20. 30x19—91x5—30.
20x%y%+9xy—20. 13. 30413a—3a2. 91. 30m2+1T7am—21a*.
15x2—ax—2a®. 14, 5+Tx¥—06x8. 29. 16a—4—15Ha2
12—T7x—10x2. 15. 6Ba—ax—1Hx2 23. 1lxy—6y*—4x2.

21x2—29xy—T2y%, 16. 4x*+Tmnx—1Hm=n®. 24. 27ab—9b6%—20a%.
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CASO VI
CUBO PERFECTO DE BINOMIOS

; + b)3 =a’+ 3a*b + 3ab*+ b®
150 En los productos notables (90) se vio que Ez_ b;*’zz“ _3225 + 3ab? — b,

Lo anterior nos dice que para que una expresion algebraica orde-
nada con respecto a una letra sea el cubo de un binomio, tiene que
cumplir las siguientes condiciones:

1. Tener cuatro términos.
2. Que el primero y el Gltimo términos sean cubos perfectos.

3. Que el 22 término sea mas o menos el triplo del cuadrado de la
raiz cibica del primer término multiplicado por la raiz cubica del dltimo
término.

4. Que el 3¢r término sea mas el wiplo de la raiz ctibica del primer
término por el cuadrado de la raiz cabica del 1ultimo.

Si todos los términos de la expresion son positivos, la expresion dada
es el cubo de la suma de las raices cibicas de su primero y tltimo término,
y si los términos son alternativamente positivos y negativos la expresion
dada es el cubo de la diferencia de dichas raices.

RAIZ CUBICA DE UN MONOMIO

La raiz cibica de un monomio se obtiene extrayendo la raiz cabica
de su coeficiente y dividiendo el exponente de cada letra entre 3.

Asi, la raiz cubica de 2a*b% es 2ab®  En efecto:

S L

@HALLAR S| UNA EXPRESION DADA ES EL CUBO
DE UN BINOMIO

(1) Hallar si 8x® + 12x* + 6x + 1 es el cubo de un binomio.

Veamos si cumple las condiciones expuestas antes.
Lo expresidn tiene cuatro terminos.

‘ Ejemplos

La raiz clbica de 8x* es 2x.
La raiz clbica de 1 es 1.

3(2x)*(1) = 12x%, segundo término,
3(2x)(1)2 = 6x, tercer término.

Cumple las condiciones, y como todos sus términos son positivos, la expresion
dada es el cubo de (2x+ 1), o de otro modo, (2x + 1) es la raiz cibica
de la expresién.
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(Z) Hallar si 8x8 -+ 54x2y® — 27y® — 36x’y® es el cubo de un binomio.
Ordenando la expresidn, se tiene: 8x% — 36xty® 4 54x2y0 — 27y9

La raiz clbica de 8x% es 2x%.

La raiz cObica de 27y" es 3y®.
3(2x2)%(3y%) = 3éx*y®, segundo término
3(2x%) (3y?)® = 54x%8, tercer término

La expresion tiene cuatro términos:

y como los términos son alternativamenfe positivos y negatives, la expresion
dada es el cubo de [2x% — 3y?).

@ FACTORAR UNA EXPRESION QUE ES EL CUBO
DE UN BINOMIO

(1) Factorar 14 12a + 48a* + é4a®.

Aplicando el procedimiento anterior vemos que esta ex-
presién es el cubo de (14 4a); luego:
14120 + 48c® + é4a® = (1 + 40 )%. R

(2) Factorar a® — 18a®h% + 108a®b10 — 216b15.
Aplicando el procedimiento anterior, vemos que esta expresién es el cubo de
(a® —6b°); ivego:
a® — 18a®b® + 108ab1? — 216b'% = (a® — 6b% )%, R.
B EJERCICIO 102

Factorar por el método anterior, si es posible, las expresiones siguientes,
ordendndolas previamente:

Ejemplos

1. a%+3a2+8a+1. 12, 8+436x+54x2+27x5.

2. 27—27x-+9x2—x3. 13.  8—12a*—6at—ad.

3. m3+3min+-3mni4nd, 14, a%+3a'b%+3a2b%+-b2,

4. 1+3a%—3a—ad. 16. x9—9xSy*4-27x3y8—27y12,

5. 8+12a%+6a*+ab. 16.  64x3+240x2y+300xy%+125y%.

6. 126x34+1-+THx2+15x. 17.  216—T756a%+882a1—343a".

7. Ba*—36a*b+54ab2—27b3. 18. 125x124-600x5%y4-960x 1910451291,

8. 2Tm34+108m2n-+144mn2+64ns. 19. 3a'2+41+43a%+a?8.

9. —3x243x+1. 20.  m®*—3am2n+3a*mni—a*nd.
10.  1+12a2b—6ab—8a3b®. 21.  1+18a2b*4108a*b%+216a%b?.
11, 125a%+150a2b-+60ab2+8b3. 22.  64x9—125y'2—240x%y1+300x%".
CASO IX

SUMA O DIFERENCIA DE CUBOS PERFECTOS

2] 3 3 — h3
. Sabemos (94) que: aaj:i ~a*—ab+b* y @’ zg =a%+ab + b?
i

y como en toda divisiéon exacta el dividendo es igual al producto del divi-
sor por el cociente, tendremos

+b*=(a4b)a*—ab+b?) (1)
—b?=(a—b)(a*+ab+b?) (g
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La férmula (1) nos dice que:

REGLA 1

La suma de dos cubos perfectos se descompone en dos factores:

19 La suma de sus raices ctibicas. 2° El cuadrado de la primera raiz,
menos el producto de las dos raices, mas el cuadrado de la segunda raiz.

La féormula (2) nos dice que:

REGLA 2

La diferencia de dos cubos perfectos se descompone en dos factores:

12 La diferencia de sus raices ctibicas. 2? El cuadrado de la primera
raiz, mas el producto de las dos raices, mis el cuadrado de la segunda raiz.

@FACTORAR UNA SUMA O UNA DIFERENCIA
DE CUBOS PERFECTOS

(1) Factorar x® + 1.

‘ E]emPlOS I La raiz cObica de x® es x; la raiz cibica de 1 es 1.
Segin la Regla 1:

1=+ NpE—=x(1)+12]=(x+1){x2—x+1) R

(2) Factorar a®—8.
La raiz cObica de o® es g; la de 8 es 2. Segin la Regla 2:
?—8=(a—2)[a?+2(a)+2?]=la—2(a?+ 20+ 4. R
(2) Factorar 27a® + b®.
La raiz cibica de 27a® es 3q; la de b® es b2 Segin la Regla 1 tendremos:
2708 + b8 = (3a + b?)[(3a)? — 3a(b?) + (b%)2] =( 3a + b* [ 9a® — 3ab? + b%). R.
(4) Factorar 8x® — 125. .
La raiz cObica de 8x® es 2x; la de 125 es 5. Segin la Regla 2 tendremos:
8x® — 125 = (2x — 5)[(2x)? + 5(2x) + 5%] =(2x — 5] 4x* + 10x + 25). R,
(5) Factorar 27m® + 64n°. )
27m® + 64n® =( 3m? + 4n8)[ 9m* — 12m2n® + 16n%. R.

- EJERCICIO 103
Descomponer en 2 factores:
1. 1+a% 7. -1 13. 27a3—b3. 19. 8x3-—-27y8.
2. 1—ad. 8. 8x3—1. 14.  64+ab. 20. 1+4343ns.
3. x8493 9. 1—8x3. 15. a%—125. 21.  64a®*—T729.
4. mB—ns, 10. x3-27. 16. 1—216ms. 22. adb3—x8,
5. a%*—1. 11.  a%+427. 17. Ba3+27bs. 23. 512+427a°.

T
=

y3+1. 12.  8x3+4y8, 18. x°-—bo. 24.  xS—gy12,
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25. 14729x8. 29. abix3+1. 88 xiA4yit,
26. 27Tm3+64n°®. 30. x"4y°. 34. 1-—27a%b%.
27. 343x3+512y°. 31. 1000x3-—1. 35. Bx%+729.
28. x398—216y°. 392, a%+125b12 36. a®*+8b12

CASOS ESPECIALES
1. Factorar (a+ b)*+1.

® 169

37. 8x°—125y3z8.
38. 27Tm%4-343n°.
39. 216—x12,

La raiz cibica de (a+ b)* es (a+ b); la de 1 es 1. Tendremos:

(a+b)* +1=[(a+b)+1][(a+b)*~(a+b)(1)+17]
=@+b+1)a*+2ab+b*—a—-b+1)

2. Factorar 8 —(x —y)%.

R.

La raiz cibica de 8 es 2; la de (x —y)® es (x —y). Tendremos:
8—(x—y)P=[2—(x =] [2* +2(x —y) + (x —y)*]

=@2—x+Yy)@4+2x—2y+x2—2xy+y?)
3. Factorar (x+1)%+ (x —2)%.

R.

(x+1P+(x—22=[(x+1)+(x—2)][(x + 1)) —(x + 1) (x — 2) + (x — 2)?]
=(x+1+x—-2)(x*+2x+1—-x*+x+2+x2—4x +4)
(reduciendo) = 2x —1)x*—x+7) R.

4. Factorar (@a—b)*—(a+ b).

(a—b)y—(a+ b= [(a—b)—(a+b)][(a—b)*+(a—b)(a+ b)+ (a+ b)?]
=(a—b—a—b)(a®—2ab + b*+ a®*— b*+ a® + 2ab + b?)

(reduciendo) = (—2b3a* + b* ). R.

» EJERCICIO 104

Descomponer en dos factores:

1+(x-+y)3. 6. 1—(2a—b)s. 11. (x%=(x+2)3%
1—(a+0b)3. 7. a¥+(a+1)>% 12. (a+1)*+(a—3)%
27+ (m—n)d. 8. Ba*—(a—1)% 13. (x—=1)8—(x42)8,
(x—y)3—8. 9. 2Tx3—(x—y)> 14. (x—y)*—(x+y)
(x+2y)3+1. 10. (2a—b)3—21. 15. (m—2)%+(m—3)3.
CASO X

SUMA O DIFERENCIA DE DOS POTENCIAS IGUALES

16, (2x—y)+(3x+y)>
17. 8(a+b)*+(a—b)s.
18. 64(m+n)*—125.

En el nimero (95) establecimos y aplicando e] Teorema del Residuo
(102), probamos que:

1. g — bn
” a" + hr
Il1. g — pnm

IV. g+ po

es divisible por 54—, siendo , par o impar.

es divisible por ; + j siendo , impar.

es divisible por 4+ |, cuando , es par.

nunca es divisible por 4

y vimos el modo de hallar el cociente cuando la division era exacta.
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@FACTORAR UNA SUMA O DIFERENCIA DE POTENCIAS
IMPARES IGUALES

(1) Factorar m®+ n®.

) Ejemplos Dividiendo entre m +n (96, 4%) los signos del cocien-

te son alternativamente + y —:

(2)

(3)

(4)

m® + n®

m +n

= m* — m®n -+ m*n®> — mn® + n*

luego m®+n®={(m+n)(m*—m3n+ m*n* — mn® + n). R

Factorar x® + 32.

Esta expresion puede escribirse x® + 25 Dividiendo por x + 2, tenemos:

5432
T2 =t — x3(2) + x2(22) — x(28) + 2*
X =2
x5+ 32 5
o sea =xt—2x*+ 4x* —8x + 16
x+2

luego xP+32=(x+2)k* —2x% + 4x* —8x + 16). R.

Factorar o — b°,

Dividiendo por a —b (96, 4?) los signos del cociente son todos +:

P =]5
=a*+ a®b + a®b® + ab® + b?

a—

luego o — b3 = (a — b)lo* + a®b + a®b® + ab® + bt]. R.

Factorar x7 —1.

Esta expresion equivale a x? — 17, Dividiendo entre x — 1, se tiene:

g -
= e xB(1) 4 x4 (12) 4 x3(18) 4 x2(14) + x (19) + 19
—
x7T—1
o sea : =xf 4 x5+t 3+ 2+ x+1
5=

luego xT—1=(x—1)x+x5+x*+x3+x2+x+1). R

NOTA

Expresiones que corresponden al caso anterior x" + y"™ o x" —y" en que n
es impar y moltiplo de 3, como x® + y3, x3 —y8 x? + y9, xP —y? X154 y17,
x1% — y1%, pueden descomponerse por el método anteriormente expuesto o como
suma o diferencia de cubos. Generalmente es mas expedito esto (ltimo.

Las expresiones de la forma x™ — y" en que n es par, como x! —y!, x® —yb
x8 — y8 son divisibles por x +y o x —y, y pueden descomponerse por el mé-
todo anterior, pero mucho mas fécil es factorarlas como diferencia de cuc
drados.



CoamokE

DESCOMPOSICION FACTORIAL

9. x74+128. 13.
10, 243—32b5. 14.
11, aB5+4b5cs, 15.
12, m7—a"x7. 16.
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1+x7, 17, x104-32y8.
XT—yT, 18. 1+4+128xM.
a™+2187.
1—1284".

MISCELANEA SOBRE LOS 10 CASOS DE DESCOMPOSICION EN FACTORES

B EJERCICIO 105
Factorar:
1. @541, b. mT—nT.
2. a5—1. 6. a5+243.
3. 1—xb, 7. 39—mb.
4. aT4b1, 8. 14243x5.
@ EJERCICIO 106
Descomponer en factores:
Ha*+a. 40.
m242mx+x2. 41.
a%+a—ab—b. 42.
x2—36. 43.
9x2—6xy-+y2. 44.
x2—3x—4. 45.
6x2—x—2. 46.
143, 47.
27a3—1. 48.
x54-m?, 49.
a*—3a*b-+Hab2. 50.
2xy—6y+xz—3z. 51.
1—4b+4b2. 52.
4x+-3x2y2 4yt 53.
x8—Bxtyi4ys, 54.
a2—a—30. 5b.
15m2+11m—14. 56.
a®+1. 57.
8m3—27y8, 58.
16a2—24ab+9b2. 59.
1+a’. 60.
8a*—12a%+6a—1. 61.
1—m2. 62.
xi4+4x2—21. 63.
125a8+1. 64.
a%+4-2ab+b2—m?2. 65.
Ba2b+16a*b—24a2b2, 66.
xi—xttx—1. 67.
6x2+19x—20. 68.
265x4—81y2. 69.
1—m?3, 70.
x2—a?+2xy+y?+2ab—b?. Tl
21mSn—Tmin2+Tm?n?® 72.
—Tm?n. T8.
a(x+1)——b(x+1)+;’(x+l). ;fg-
444 (x— x—y)2. .
b TR 7.
b24-12ab-+36a2. 7.
x0+4x3—T7. 78.
15x4—17x2—4. 79.

1+(a—3b)8.
x*-x24-25.
ab—28a*+36.
343+-8as.
12a2bx—15a%by.
x24-2xy—15y2.
6am—dan—2n-+3m.
81a®—4b3c8.
16—(2a-+b)2.
20—x—x=.

n*4n—42.
a?—d?+n?—c2—2an—2cd.
1+216x".

x3—64.

x3—64xt.
18ax®y3—36x4y3—b4xys,
49a2b2—14ab+1.
(x+1)*—81.
a*—(b+c)>
(m+n)*—6(m+n)+9.
Tx2+31x—20.
9a3+-63a—45a2.
ax+a—x—1.
81x4+25y2—90x2y.
1—27b24-b.
mi+m2n24nt.

et —4d4.
15xt—15x3+20x2,
at—x2—a—x.

x4 —8x2—240.
6mt4+Tm2—20.
9n2+4a2—12an.
2x24-2.
Ta(x+y—1)—3b(x+y—1).
x243x—18.
(a+m)?—(b+n)2.
x34-6x2y+12xy2-B8y3.
Ba2—22a—21.
1+18ab+81a2b2.
4ab—1.

80.
81.
82.
83.
84.
86.
86.
87.
88.

89.

80.
21.
92.
93.
94.
9b.
96.
97.

98.

99.
100.
101.
102.
103.
104.
105.
106.
107.
108.
109.
110.
111.
112.
113.
114
115.

x8—4x3—480.
ax—bx+b—a—by+ay.
Gam—3m—2a+1.
15+14x—8x2.
al’—ad-+a’+adt.
2x(a—1)—a+1.
(m~+n)(m—n)+3n(m—n).
a*—b3+4+-203x2—2a2x2,
2am—3b—c—cm
—3bm+2a.

a. 1
xc— ;x -+ E.
4a2n_biu_
81x2—(a+x)2
a+9—6a—16x2.
9 —x2—4+4x.
9x=—y=+3x—y.
x?—x—T2.
36at—120a2b2+49b%,
a®—m2—In*—6mn
+4ab+44b2.
1—5ab.
81a®+64b12.
49x2—7 Tx+30.
x2—2abx—35a%b2.
125x3—225x2+4+135x—27.
(a—2)*—(a+3)>.
da®m+12a2n—5bm—15bn
1+6x3+9x8,
at+3a2h—4002.
m2+8adxd,
1—9x2+24xy—16y2
1+11x+24x2.
9x2y3—27x3y8—09x0y3.
(a2+b2—c?)2—9x32y2.
B(a+1)*—1.
100x4y8—121m*.
(a2+1)%+5(a?+1)—24.
1+1000x8.



172 @  ALGEBRA

116.  49a2—x2—9y2+6xy. 125.  a*bi+4a2b2—96.
117. x:—-y2+4x2+4—4yz—422. 126.  BaZx+Ty+210y—Tay—8aPx+24a2bx.
118. o*—64. 127, xi411x2—390.
119.  ad+xb. 128. 7433 i
120.  a%—3a3b—54b2. - T+33m—10m=.
121.  165+4x—x2. 129, 4(a+b)2—9(c+d)2.
122, a'+a*+1. 130. 729—125x3y12,
123. = 131 (x+p)2+x-+y.
4 81 132.  4—(a®+02)+2ab.
8xy 2 133. x3—yBty—
124. 16x*+—-p—, ; 3y y-
5 * 25 134.  a®—b2+a®—D3.

COMBINACION DE CASOS DE FACTORES

DESCOMPOSICION DE UNA EXPRESION ALGEBRAICA
EN TRES FACTORES

E . l (1) Descomponer en tres factores 5a2 — 5.
]emp 0s Lo primero que debe hacerse es ver si hay algin fac-
tor comin, y si lo hay, sacar dicho factor comdn.

Asi, en este caso, tenemos el factor comin 5, lvego:
502 —5=5(g* —1)
pero el factor (a2 —1)=(a + 1) (a — 1), luego:
50— 5=5la+1lla—1. R
donde vemos que 5a* — 5 estd descompuesta en tres factores.

(Z) Descomponer en tres factores 3x® — 18x%y + 27xy*.
Sacando el factor comin 3x:

3% — 18x*y + 27xy? = 3x [ x* — bxy + 9y )
pero el factor | x2 —éxy + 9y*) es un trinomio cuadrado perfecto que descom-
puesto da (x* — éxy + 9y*) =[x — 3y )*, luego:

3x3 — 18x2%y + 27xy2 = 3xIx —3y)F. R
(3) Descomponer en tres factores x* — y*.
xt—yb= (P ¥ (xF —yF)
pero (x> —y?) =[x+ y)(x —y), luego:
tr—yt=(x2+y?lx+yllx—yl R
(4) Descomponer en tres factores 6ax? + 12ax — 90a.
Sacando el factor comin 6a:
bax? + 12ax — 90a = 6o(x* + 2x — 15)
pero (x%+2x—15)=(x+5)(x—3), luego,
bax®+12ax —90a=6alx+5lx—3.. R.
(5) Descomponer en tres factores 3x* — 26x* — 9.
Factorando esta expresién: 3x* —26x* — 9 = (3x% + 1)(x* —9)
=32+ 1)x+3lx—3. R
(6) Descomponer en tres factores 8x® + 8.
Bx¥+8=8(x*+1)
=8lx+1)2—x+1. R
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a*—B8a+ao®—8=(c"—8a)+ (a® — 8)
(7) Descomponer en fres fac- =ala® —8) + (¢ — 8)
tores a*—8a+ o*—8. =(g+1){c*—8)
=lo+1)lo—2)la*+ 20+ 4). R

x*—dx — x2 4 4= (x® — 4x) — (x* — 4)
(8) Descomponer en tres factores =x(x*—4)—(x*—4)
B—dx—xt+4 =(x—1)(x2—4)
=(x—1)Mx+2){x—2). R

@ EJERCICIO 107

Descomponer en tres factores:

1. 3ax®—3a. 22. m3+4+3m*—16m—48. 43. (x*—2xy)(a+1)+y*(a+1).
2. 3x2—3x—6. 23. x3—6x%*y+12xy*—8y3. 44, x%4+2x%y—3xy>
3. 2a’x—4abx+2b%x. 24. (a+b)(a®—b*)—(a*—b?). 45. a*x—4b%x+2a%y—8b%y.
4 2a%-2. 25. 32a°x—48a*bx+18ab*x. 46. 4ba*xr—20a2.
b. a®—3a*—28a. 28. x'—x3xF=y, 47. at—(a—12)%
8. x3—dx+x2—4, 27. 4x24-32x—36. 48. Ux*—b—x"41.
7. 3Bax*+3ays. 28. at—(a+2)%. 49. 2x%4+6x3—56x2.
8. dab*—4abn+an?. 29. x%—25x*—54. 50. 30a*—53a—50.
9. x*—3x2—4. 30. a®+a. 51. 9(x—y)i—(x—y).
10. a®—a’—a+1. 31. a*b+2a*bx+-abx*—aby?. 52. 6a*x—9a*—ax2.
11. 2ax*—4ax+2a. 32. 3abm®—3ab. 63. 64a—125a".
12. x3—x+x2y—y. 33. 8lx'y+3xyt. 54. TOx'-+26x3—24x2.
13. 2a®+-6a®—8a. 34. a‘—aP+a—1. 55. a™+Ga"—55ad.
14, 16x*—48x*y+36xy2. 35. x—3x2—18x3. 56. 164%0—56a*b3+49abb.
15. 3x3—x2y—3xy2-ys. 36. Gax—2bx+6ab—20% 57. Tx%432a°x'—15a'x2.
16. 5Ha*45Ha. 37. am®*—Tam?*+12am. 58. x*mi2_xly2n,
17. 6Garx?—ax—2a. 38. 4a*x*—4a> 59. 2xi4+5x3—54x—135.
18. n*-81. 39. 28x3y—Txy%. 60. ax3+ax?y+axy’—2ax?
19. 8ax2—2a. 40. Babx*—3abx—18ab. —2axy—2ay?,
20.  ax®+10ax?4-25ax. 41. x1—B8x2—-128. 61. (x+y)i-1.
21, x3—6x2—Tx. 42.  18x%y+60xy2450y4, 62. 3a*+3ad+3a.

DESCOMPOSICION DE UNA EXPRESION ALGEBRAICA
EN CUATRO FACTORES

(1) Descomponer en cuatro factores 2x* — 32.
2%t — 32 = 2(x? — 16)
=2(x* + 4)(x2 — 4)
=2(x2+4)(x+2)(x—2) R

‘ Ejemplos

(2) Descomponer en cuatro factores o® — b

Esta expresién puede factorarse como diferencia de cuadrados o como dife-
rencia de cubos. Por los dos métodos obtenemos resultados idénticos.

Factorando como diferencia de cuadrados:
a — b® = (a® + b?)(a® — b?)
(factorando o® 4 b* y of —b3) = (a+ b)(a® —ab + b%)ja —b)la? + ab +b*). R.



ok b
9 1o =

©ON® oS W

-
~ e

174 @ ALGEBRA

.ac’ix3 27)(x* + 2)
(factorando x3 — 27) = x2(x —3)[ x2 +3x+9][x3+QJ R.
- EJERCICIO 108
Descomponer en cuatro factores:
1—a®. 14, g5 —a3bh2—a2b34-b5.. 27.  1—a%bs,
a%—1.. 15.  8x4+46x2—2. 28.  5ax%+10ax*—5ax—10a.
x4—41x24+400. 16. a%—25a°+144. 29. a*x*+b*y*—b2x2—ay?,
a*—2a%b2+-b*. 17.  a%x3—a%y3+2ax2—2ay3. 30. xByxi-—3,
XB4x8—9x. 18. @i42a8—a%—2a. 3. at4ad—9a2—9a.
2x446x3—2x—6. 18. 1—2a+at. 32, a*x2+4-a2x—6a2—x2—x-+6.
3x4—243. 20.  m8—729. 33. 16m*—25m2+9.
16x4—8x2y24y4. 21 x5—x, 34 3abx2—12ab+3bx2—12b.
Ox4+9xdy—x2—xy.  22. xS—xdylixlyd— 35, 3a*m+9am—30m+3a®+9a—30.
12ax*+33ax2—9a. 23. a*b—a*b*—a2b3+ab" 36.  a%x2—5Hadx+6a3+x2—Hx+6.
x8—y8, 24. 5a1—3125. 37, x2(x2—yh—(2x—1)(x2—y2),
x0—T7x3—8. 25.  (a%+2a)*—2(a2+2a)—8. 38 a(x3+1)4+3ax(x+1).
64—x5. 26. a?x34+2ax*—8a®—16a.
-  EJERCICIO 109
Descomponer en cinco factores:
1. x%—xys, 6. 2a*—2a3—4a%—2a%b*+2ab?+4b2.
2. x5—40x3+4+144x. 7. xO45x5—81x2—405x.
3. ab+adb¥—a‘—abd. 8. 3—3aS.
4 4xt—8x244. 9. 4ax?(a®—2ax+x?)—a3+42a2x—ax?.
5. ai—abs. 10, x74x4—81x3—81.
Descomponer en seis factores:
11 174, 13, aSx2—x24abx—x.
12. 3x8—75x4—48x%+1200. 14, (a*—ax)(x*—82x°+81).

Factorando como diferencia de

cubos:

— b = (a? — b?) (a* + a?b? + bd)
=la+blla—blla®*+ab+b? o2 —ab+b3. R.
(a* + a®b?® + b* se descompone como trinomio cuadrado perfecto por adicién

y sustraccion).

El resultado obtenido por este método es idéntico al anterior, ya que el orden
de los factores no altera el producto.
(3) Descomponer en cuatro factores x* — 13x2 4 36.
xt—13x2+ 36 = (x> — 9)(x* — 4)
(factorando x* — 9 y x* —4) =[x+ 3lIx—3x+2/x—2. R
(#) Descomponer en cuatro factores 1 — 18x2 + 81x4.
1—18x2 + 81x* = (1 — 9x2)?
(factorando 1 — 9x2) = ”l + 3,‘}“ — 3x uz
=143 —=3x)°. R
(5) Descomponer en cuatro factores 4x® — x® + 32x% — 8.
45— xB+ 322 — 8 = (4x% — x®) + (32x* — 8)

(factorando 4x2 — 1 y x% +8) = (2x + 1)
(6) Descomponer en cuatro factores x® — 25x® — 54x2.

— 25x5 — 54x% = x*(x% —

=-Pox=

x3(4x* — 1)+ 8(4x%2—1)
4x* -]?

(x* + 8)
2x—1lIx+2x2=2x+4). R

= 54)
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(160) DESCOMPOSICION DE UN POLINOMIO EN FACTORES

POR EL METODO DE EVALUACION

En la Divisibilidad por x —a (101) hemos demostrado que si un poli-
nomio entero y racional en x se anula para x =a, el polinomio es divisible
por x —a. Aplicaremos ese principio a la descomposicion de un polinomio
en factores por el Método de Evaluacion.

Ejemplos

(1) Descomponer por evaluacién x* + 2x* — x — 2.

Los valores que daremos a x son los factores del término independiente 2 que

son +1,—1,4+2y—2. Veamos si el polinomio se anula para x=1, x=—1,

x=72,x=—72ysise anula para alguno de estos valores, el polinomio seré

divisible por x menos ese valor,

Aplicandc la divizién sintética explicada en el nOmero (100) y (101, @j. 3},
veremos si el polinomio se anula para estos valores de x y simulta-

neamente hallamos los coeficientes del cociente de la division. En este caso,

tendremos:

Coeficientes del polinomio 1 +2 =il — 2 +1 x=1
1%l =41 Ixl=+3 Z2X]=4F211—

Coeficientes del cociente ) +3 +7 (0]

El residuo es 0, o sea que el polinomio dado se anula para x = 1, luego es
divisible por (x —1).

Dividiendo x3+ 2x2 —x — 2 entre x — 1 el cociente serd de 2' grado y sus
coeficientes son 1, 3 y 2, luego el cociente es x* + 3x + 2 y como el dividendo
es igual al producto del divisor por el cociente, tendremos:

X O g B = [— T 2 3k + 2]
|factarando el trinomio) =(x—=1){x+1)(x+2) R
(2) Descomponer por evaluacién x® — 3x® — 4x + 12.
Los factores de 12 son + (1,2, 3, 4, 6,12).

PRUEBAS
Coeficientes 1 —3 — 4 + 12 +1 x=1
del polinomio 1X1=4+1 [—2)X1=— [—6})(1:-‘ 7l
1 —2 —6 + 6
El residuo es & , luego el polinomio no se anula para x =1, y no es divisi-
ble por [x—1).
Coeficientes 1 -3 — 4 +12)] -1 x=-1
del poelinomio ]X{_”:_] I"’4IX{'_'|:I=+4 OX{—”: Or__-_
] —4 @ar — 1T -S|
El residuo es 12, luego el polinomio no se anulo para x =— 1y no es divi-

sible por x —(=1)=x+1.

1 —3 —4 +12 92 x=2
_ 1x2:+2{-nxzz—Qtume:—mf——
Coelicientes = 2 B N

del cociente 1 =} :6 0
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El residuo es O |uego el polinomio dado se anula para x=2 y es divisi
ble por (x—2).
El cociente de dividir el polinomio dado x3 — 3x% — 4x + 12 entre x — 2 seré

de 2° grado y sus coeficientes son 1, —1 y — 4§, luego el cociente serd
2
xt—x—6.

Por tanto:
x3—=3—dx+12=(x—2)(x®2—x—§)
(factorande el trinomio)] =— [(x—2)[x—3)(x+2). R.
(3) Descomponer por evaluacién x* — 11x2 — 18x — 8.
Los factores de 8 son + (1 2' 4, B).
Al escribir los coeficientes del polinomio dado hay que poner cero en el lugar
correspondiente a los términos que falten. En este caso, ponemos cero en el
lugar correspondiente al término en x® que falta.
PRUEBAS
Coeficientes 1 0 -1 — 18 — 8 + 1 x=1
del polinomio +1 + 1 —10 — 28
1 <41 =10 — 28 — 35 no se anula
1 0 =1 —18 = —1 x=—1
L -1 + 1 +10 + 8
Coeficientes
del cociente 1 = =10 - 8 0
Se anula para x =—1, luego el polinomio dado es divisible por

x—([=1)=x+1.
El cociente de dividir x* —11x* —18x — 8 entre x+ 1 serd de 3er. grado y
sus coeficientes son 1,— 1, — 10 y — 8, luego el cociente serd x* —x*—10x —8.
Por tanto: x*—11x2—18x—8=(x+1)(x®*—x*—10x—8). (1)
Ahora vamos a descomponer x? —x? — 10x — 8 por el mismo método.

El valor x =1, que no anulé al polinemio dado, no se prueba porque no pue-
de anular a este polinomio.

El valor x=—1, que anulé al polinomio dado, se prueba nuevamente. Ten-
dremos:
1 -1 —10 —8 =1 x=-1]
- - ] =pei. 2 +8
Coeficientes
del cociente 1 i =i 0
Se anula para x =—1, luego x® — x% — 10x — 8 es divisible por x+ 1. El co-

ciente serd x* — 2x — 8, luego
x3—x2—10x—8=(x+1)(x—2x —8).
Sustituyendo en (1) este valor, tenemos:
=112 —18x—8=(x+1)(x+1)(x>2—2x—8)

(factorando el trinomio] = |:X‘+‘ ]][x+ ]}l:x —4:|l:x—|-2:|
=(x+1Fx+2)(x—4). R

(4) Descomponer por evaluacidn x® — x* — 7x® — 7x% + 22x + 24.

Los factores de 24 son + (1,2, 3, 4, 6, 8,12, 24).
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PRUEBAS

Coeficientes | -1 -7 -7 + 22 + 24 41 x=1
del polinomio +1 0 = 7 —14 + 8 | -
1 0 —7 —1a + B + 32 |no se anula
1 -1 -7 - 7 +22 + 24 -1 x=-1
Coeficientes =1 +2 +5 + 2 —A
del cociente | -2 -5 9 + 24 0
Se anula para x=-—1, lvego es divisible por x+1. El cociente serd
x* — 2x% — 5x2 — 2x + 24, lvego:
x5 —xt—7x® —7x2 4 22x + 24 = (x4 1) (x* — 2x8 — 5x2 —'2x + 24). (1)

Ahora descomponemos x* —2x® —5x? —2x+24. Se prueba nuevamente
x==1.

Coeficientes 1 -2 —5 - 2 + 24 == x=—1
del polinomio -1 +3 + 2 0

1 -3 -2 0 24 no se anula

1 =id —5 — 2 + 24 bt 5 e
Coeficientes +2 0 —10 —24
del cociente 1 0 — 5 =2 0

Se anula para x=2, lvego x* —2x® — 5x? — 2x + 24 es divisible por x — 2.
El cociente es x® — 5x — 12, luego:

xt—2x% —5x2 — 2x + 24 = (x —'2) (x® — 5x — 12).
Sustituyendo esta descomposicién en (1), tenemos:
XB—xt—7x—7x2+2x+24=(x+1){x—2) (x3—5x—12). (2)

Ahora descomponemos x® — 5x =~ 12. Se prueba nuevamente x = 2, poniendo
cero en el lugar correspondiente a x2, que falta. Tendremos:

Coeficientes 1 0 —5 —12 +2 x=72
del polinomio 49 + 4 — G

i +2 =1 =14 no se anula

1 0 -5 -12 | =2 =

—=2 +4 s 2

1 =2 — | —10 no se anula

1 0 —5 —-12 +3 x =3
Coeficientes +3 + 2 .+ 12—-
del cociente 1 +3 +4 0

Se anula para x = 3, luego x3 — 5x — 12 es divisible por x — 3. El cociente es
x? 4+ 3x + 4, luego:
x® = 5x —12={(x—3)(x%+ 3x + 4).
Sustituyendo esta descomposicién en (2), tenemos:
X0 —xt =73 —7x2+22x+24=(x+1)(x—2) (x—3) [x*+3x+ 4). R

(El trinomio x%+ 3x + 4 no tiene descomposicién).



178 @ ALGEBRA

(5) Descomponer por evaluacién éx5 4 19x* — 59x3 — 160x* — 4x + 48.
Los factores de 48: son +(1,2,3,4,6,8,12, 16, 24, 48)
Probando para x =1, x =—=1, x =2, veriamos que el polinomio no se anula.

Probando para x=—2:

Coeficientes
e 3" B9 =3 =jdT =k LM - =2
f pedteme —12 —14 +146 +28 —48 '7
Coeficientes S WP =1 =14 AN 0

del cociente

Se anula, lvego:
6x5 + 19x% — 59x% — 160x% — 4x + 48 = (x + 2) (6x* + 7x* — 73x® — 14x + 24). (1)

Ahora descomponemos 6éx' 4 7x® —73x* — 14x + 24. Probando x = — 2, ve-
riamos que no se anula. Probando x=3.

6 +7 —73 —14 +2 | +3 =3
+18  +75 + 6 —24
6 +25 +2 -8 0

Se anula, luego:

6xt + 7x3 —73x* — 14x + 24 = (x — 3) (6x® + 25x* + 2x — 8).
Sustituyendo esta descomposicién en (1):
6x3 + 19x1 — 59x% — 160x* — 4x + 48 = (x + 2) (x — 3) [6x® + 25x> + 2x — 8). (2)
Ahora descomponemos éx? -+ 25x2 + 2x — 8.

x =3 no se prueba, aunque anulé al polinomio anterior, porque 3 no es factor
del término independiente 8.

Si probamos x = 4, veriamos que no anula a este polinomio. Probando x = — 4:
6 + 25 +2 —8| —4 x=—4
—24 — 4 +8 |
[ + 1 -2 0

Se anula, luego:
6x3 4+ 252+ 2x —8 =[x+ 4) [6x*+ x — 2).
Sustituyendo esta descomposicion en (2), tenemos:
6x5 + 19x4 — 59x3 — 160x2 — dx + 48 = (x + 2) (x — 3) (x + 4) (6x2 + x — 2)
(factorando el trinomio =(x+2)[x—3)[x+4)(3x+2)(2x—1). R

(6) Descomponer por evaluacién 3a® — 47g* — 21a® + 80.

Al escribir los coeficientes tenemos que poner cero como coeficiente de los
términos en a®, en a® y en a, que faltan.

Haciendo a=1, a=—1, a =2, a=—2 veriamos que el polinomio no se
anula.
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3 0 —4 0 s=2] 0 +8 | + a=4
+12 4B 4416 =20 =80 [T
3 12 T AR —20 0
Se anula, luego:
30 — 47a* — 21a? + 80 = (a — 4) (3a® + 12a* + o® + 4a® — 5a — 20). (1)
Para descomponer el cociente,siprobamosq = 4 veremos que no se anula.
Probando a = —4:
3 412 +1 +4 -5 -2 | —4 a=—4
—12 0 — 4 0 + 20
3 S 0 =5 U

Se anula, luego:

3a® + 12a* + a® + 4a®? — 50 — 20 = (a + 4) (3a* + a* — 5).

Sustituyendo en (1):

30® — 470t — 2102+ 80=la—4)la+4)[3a* + a2 —5]. R

(El trinomio 3a* 4+ a®? — 5 no tiene descomposicion.)

EJERCICIO 110
Descomponer por evaluacién:
x34x2—x—1.
x3—4x2+x+6.
ad—3a*—4a+12.
m3—12m+-16.
2x3—x2—18x+9.
a®+a?—13a—28.
x34-2x2+-x+2.

n3—Tn+6.

x3—6x2--32.
6x3+23x2+9x—18.
x4—4x343x24-4x—4.
x*—2x3—13x2+14x+24.
a*—15a*—10a+24.
nt—27n2—14n+120.
x14+6x343x+140.
8a*—18a*—T5Ha*+46a-+120.

17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.

xt—22x2—T5.
15x4+494x3—5x2—164x460.
x5—21x2+16x2+108x—144.
a®—28a*—6a%+112a+96.
4x5+8x1—108x3—25x2+522x+360.
nb—30n*—25n2—36n—180.
6x5—13x1—81x%+112x2+4180x—144.
x5—25x3+4x2—25.

2a5—8a*+-3a—12.
x54-2x4—15x3—3x2—6x+445.
x8-+6x5-4+4x4—42x3—113x2—108x—36.
a%—32a%+18a34-247a*—162a—360.
x8—41x%+184x2—144.
2x6—10x5—34x4+146x%+4224x2—424x—480
a®—8a’%+6at+103a3—344a%+396a—144.
x7—20x5—2x*+64x5+40x2—128.
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LOS ALGEBRISTAS DE LA INDIA (Siglos V, VI y
X1l D. C.) Tres nombres se pueden sefalar como
hitos en la historia de la matemitica india: Aryabhata,
Brahmagupta y Bhiskara. Aryabhata, del siglo V, co-
nocié la resolucion completa de la ecuacién de se-

MAXIMO COMUN DIVISOR

gundo grado. Brahmagupta, del siglo VI, fue alum-
no de Aryabhata, expuso en sus obras “Ganita” y
“Cuttaca’ la resolucion de las ecuaciones indetermi-
nadas. ¥ Bhiaskara, del siglo XII, recoge los conoci-
mientos de su época an su obra “Sidhanta Ciromani’’,

CAPITULO X|

161) FACTOR COMUN O DIVISOR COMUN de dos o mds expresiones al-
gebraicas es toda expresién algebraica que estd contenida exactamen-

teencada una de las primeras.

Asi, x es divisor comtn de 2x y x?; 5a*b es divisor comun de 10a%b?

y 15atb.

Una expresion algebraica es prima cuando solo es divisible por ella

misma y por la unidad.

Asi, a, b, a+b y 2x —1 son expresiones primas.
Dos o mis expresiones algebraicas son primas entre si cuando el tni-
co divisor comun que tienen es la unidad, como 2xy 3b;a+bya—nx.

MAXIMO COMUN DIVISOR de dos o mds expresiones algebraicas es
la expresion algebraica de mayor coeficiente numérico y de mayor
grado que esta contenida exactamenteencada una de ellas.
Asi, el m.c.d. de 10a*h y 20a® es 10a? el m.c.d. de 8a’n?, 24an® y

40a*n*p es 8an?.

180
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I. M.C.D. DE MONOMIOS

REGLA

Se halla el m. c. d. de los coeficientes y a continuacion de éste se es-
criben las letras comunes, dando a cada letra el menor exponente que ten-
ga en las expresiones dadas.

‘ Ejemplos I

(V) Hallar el m. c. d. de a?x? y 3a®bx.

El m. c. d. de los coeficientes es 1. Las letras comunes son a y x. Tomamos
a con su menor exponente: a® y x con su mensr exponente: x; la b no se toma
porque no es comdn. El m. c. d. serd o®x. R.

() Hallar el m. c. d. de 36a%b*, 48a®bic y 60a*b®m.
36a%bt = 22.3%.a%b*

Descomponiendo en factores primos los coefi- 48a%h8c = 24.3.08h%
cientes, tenemos: —— i — 60a*b®m = 22.3.5.a%b3m.

El m. c. d. de los coeficientes es 22.3. Las letras comunes son a y b. Toma-
mos a con su menor exponente: a% y b con su menor exponente: b% ¢ y m no
se toman porque no son comunes. Tendremos:

m. ¢. d.=223.0%b%=12a%%. R.

- EJERCICIO 111
Hallar el m. c. d. de:

1. a%x, ax 8. 12x%y73, 18xy%z, 24x%yz%.
2. ab%c, a%be. 9. 28a2b3c, 35a8bic®, 42a*bScS.
3. 2x%y, x%y8. 10, 72x3yizt, 96x2y2z8, 120x4y527,
4. Ba%b3, 15a%bt. 11. 42am?n, 56m3n2x, T0min?y.
5. Bam®n, 20x2m2. 12, 75a%b3¢2, 150a°b7x2, 225a%b%y2.
6. 18mn®, 27a2m®ns. 13. 4a2b, 8a®b?, 2a*bc, 10abdc2.
7. 15a%b3c, 24ab2x, 36b%x2. 14, 38a2xbyt, T6mxiyT 95x5y8.

il. M.C.D. DE POLINOMIOS

Al hallar el m.c.d. de dos 0 mis polinomios puede ocurrir que los
polinomios puedan factorarse ficilmente o que su descomposicién no sea
sencilla. En el primer caso se halla. el m.c.d. factorando los polinomios
dados; en el segundo caso se halla el m. c. d por divisiones sucesivas.
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M. C.D. DE POLINOMIOS POR DESCOMPOSICION
EN FACTORES

REGLA ;
Se descomponen los polinomios dados en sus factores primos. El
m. c. d. es el producto de los factores comunes con su menor exponente.

Ejemplos I

(1) Hallar el m. c. d. de 402+ 4ab y 2a* — 2a%b®.

Factorando estas expre- 4?4+ 4ab = dalo+b)_ =2%la-+b)
siones: — 2a* — 2a%b?* = 2¢*(a® — b®) = 2¢%*(a + b) (a — b)

Los factores comunes son 2, a y (a -+ b), lueg_o:
m. c. d.=2ala+b). R
(2) Hallar el b c. d. de x2—4, x2—x—6 y x2+ 4x + 4.

2—4=(x+2)[x—2)
Factorando: x2 === [—=3)[x+2)
2+ dx+4=(x+2)

El factor comin es (x -+ 2) y se toma con su menor exponente, luego:
m.cd=x+2 R
(3) Hallar el m. <. d. de 9ax2 + 9x2, 6a®x? — 12a2x2 — 18ax? , éa'x + 21a®x + 15a%x.
9ax? + 9x2 = Ix*(a® + 1) =3 a+1)(c*—a+1)

b6a®x2 — 12a%x? — 18ax? = éax2(a? —2a —3) =23ax*(a—3)(a+1)
6atx + 21a%x + 15a%x = 3a®x(20® 4+ 7a + 5) = 3a?x(2a + 5) (a +1).

Los factores comunes son 3, x y (a+ 1), luego:
m.c. d.=3x(a+1). R
(4) Hallar el m. c. d. de x8 — x2, x5 — x* + x3 — x2 y 2x5 4+ 2x* — 2x® — 2x.

x0—x2=x2(xt—1) =202+ 1) (x+1)(x—1)
—=xt4xB—x2=x2}(x3—x24+x—1) =x22+1)(x—1)
2x8 4 2x% — 2x8 — 2k = (P F B —x2— 1) =2 ([x*+ 1) [x*—1)
:2x[x2w;tj]{x—1]{x2+x+1]

moe d=x(2+1)(x=1). R

®-  EJERCICIO 112
Hallar, por descomposicién en factores, el m. c. d. de:
1. 92a24-2ab, 4a%—4ab. 9. 3x8415x2, ax?+5ax.
2. Bx3y—6x2y, 9x3y2+18x2y2. 10. g2—p2, a?—2ab+b2.
3. 12a2b3, 4a%b2—8a2b3, 11. m34n3, 3am+3an.
4. ab+b, a*+a. 12. x2—4, x3—8.
b. x2—x, x3—x2 13. 2ax2+4ax, xP—x2—6x.
6. 30ax2—15x% 10axy?—20x2y2. 14. gx2-1, 9x2—6x+1.
7. 18a2x%y4, 6a2x2y*—18a’xy". 15, 44244ab+b2, 2a2—2ab+ab—b2.
8. 5a2—15a, a®—3a’. 16. 3x243x—60, 6x2—18x—24.



17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
3b.
36.
37.
38.
39.

40.

41.
42.
43.
44,
45.
486.
47.
48.

MAXIMO COMUN DIVISOR

8x34y3, dax?—ay?.

2a%—12a*b+18ab?, ax—9abx.

act+ad—2bc—2bd, 2c*+4cd+2d>.
3am2+6atm—45a®, 6am*x+24amx—30ax.
dxi—y?, (2x2—y)2.

3x5—3x, 9x3—9x:

a’+ab, ab+b2, a*+a?b.

2x8—2x2, 3x%—3x, 4x%—4x2,

x4—0x2, x%—5x81-6x2, x1—6x349x%2.
adb+2a*b2+ab3, atb—a?b3.

2x?4+2x—4, 2x2—8x+6, 2x3-—-2.

ax®—2ax?—8ax, ax®—ax—6a, a®*x*—3a*x2—10a%x.
2an*—16an?+32a, 2an*—8an, 2a*n*+16a2.
4a*+8a—12, 2a%*—6a+4, 6a*+18a—24.

4a2—b2, 8a3+b3, 4a*+4ab+b2

x2—2x—8, x2—x—12, x3—9x2+420x.

a’+a, ad—6a*—Ta, a’+a.

x84-27, 2x2—6x+18, x1—3x340x2.

x24ax—6a2, x*+2ax—3a2, x2+6ax-+9a®.
54x7+250, 18ax*—50a, 50+60x+18x=.

(x2—1)%, x?—4x—5, xi—1.

4ax?—28ax, a*x*—8a®x>+Ta%x, ax*—1Hax®+56ax?.
3a—6a, a*—4a, a®b—2ab, a®—a—2.

3x%—x, 27x8—1, 9x*—6x+1, Bax—a+6x—2.
al—1, a*+a*+a+1, a*x+a*x+ax+x, a*+a*+a2+1.
Im2+44dmn+2n2, m-"+m2n+mn2'-+-n3, mi+ns, mi—mn?.
a*—3a*+3a—1, a*—2a+1, a®—a, a*—4a+3.
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16a8x+54x, 12a2x2—42ax2—90x2, 32a*x+24a*x—36ax, 32a*x—144a”x+162x.

(xy+y*)2, x2y—2xy?—3y3, axSy+ayt, xZy—ys.
2a*—am+4a—2m, 2am?—m?, 6a’+-bam—4m?, 16a%+T72am—40m>.
12ax—6ay+24bx—12by, ‘3a3+24b3, 9a*+9ab—18b2, 12a*+24ab.

Sa*+bax+5Hay+5xy, 15a3—16ax2+15a%y—15x%y, 20a%—~20ay*+20a*x—20xy*,

Sa*+ba*x+5a*y3+baxys.

M. C.D. DE DOS POLINOMIOS POR DIVISIONES SUCESIVAS

Cuando se quiere hallar el m. c. d. de dos polinomios que no pueden
descomponerse en factores ficilmente, se emplea el método de divisiones
sucesivas, de acuerdo con la siguiente:

REGLA
Se ordenan ambos polinomios con relacién a una misma letra y se di-

vide el polinomio de mayor grado entre el de grado menor. Si ambos son

del mismo grado, cualquiera puede tomarse como dividendo.

Si la divi-
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sién es exacta, el divisor es el m. c.d.; si no es exacta, se divide el divisor
por el primer residuo, éste por el segundo residuo y asi sucesivamente has-
ta llegar a una divisién exacta. El dltimo divisor es el m. c. d. buscado.

Todas las divisiones deben continuarse hasta que el primer término
del residuo sea de grado inferior al primer término del divisor.

Ejemplo

Hallar por divisiones sucesivas el m. c. d. de 16x® 4 36x2 —12x — 18 y 8x2 — 2% —3.

16x® + 36x2 — 12x — 18 Bx2—2x—3

Ambos polinomios estdn ordena- — BB A & 2%+ 5
dos con relacién a x. Dividimos B

el primero, que es de tercer gra- 40x? — 6x—18

do, entre el segundo que es de — 40x2 4+ 10x + 15

segundo grado: e T e

4x— 3

Aqui detenemos la divisién porque el primer término del residuo, 4x, es de grado

inferior al primer término del divisor 8x?.
Bx2—2x—3 | 4x—3

— Bx% 4+ 6x 2x+1
Ahora dividimos el divisor 8x* — 2x — 3 entre el =
residuo 4x — 3: - | 3 4x—3
— 4x+3

Como esta divisién es exacta, el divisor 4x — 3 es el m. c. d. buscado. R.

REGLAS ESPECIALES

En la prictica de este método hay que tener muy en cuenta las si-
guientes reglas:

1) Cualquiera de los polinomios dados se puede dividir por un fac-
tor que no divida al otro polinomio. Ese factor, por no ser factor comin
de ambos polinomios, no forma parte del m.c.d.

2) El residuo de cualquier divisién se puede dividir por un factor
que no divida a los dos polinomios dados.

3) Si el primer término de cualquier residuo es negativo, puede cam-
biarse el signo a todos los términos de dicho residuo.

4) Si el primer término del dividendo o el primer término de algin
residuo no es divisible por el primer término del divisor, se multiplican
todos los términos del dividendo o del residuo por la cantidad necesaria
para hacerlo divisible.
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‘ Ejemplos

(1) Hallar, por divisiones sucesivas, el m. c. d. de
12x3 —26x%4 20x — 12 y 2x® — x> — 3x.

(2)

Dividiendo el primer polinomio por 2 y el segundo por x queda:
6x*—13x2+10x —6 y 2x2 — x—3.

Dividiendo: 6x* =132 +10x—6 |2 —x—3
—6x3+ 3x*+ 9x 3x —5
— 10+ 19x— 6
102 — 5x—15
14x — 21

Dividiendo el residuo 14x — 21 entre 7 queda 2x — 3.
% — x—3 |2x—3

— 2x% 4 3x x+1
Ahora dividimos el divisor 2x* —x — 3 entre e i
el residuo 2x — 3: 2x—3
—2x+3

Como esta divisién es exacta, el divisor 2x —3 es el m. ¢. d. R.

Hallar, por divisiones sucesivas, el m. c. d. de 3x®*—13x*+5x—4 y
2x2 —7x — 4.

Como 3x® no es divisible entre 2x?, multiplicamos el primer polinomio por 2
para hacerlo divisible y quedaré:

6x8 —26x2+10x—8 y 2x2—7x— 4.

Dividiendo: 6x3—26x2+10x—8 |22 —7x—4
— &3+ 21x2 4+ 12x 3x
— 5x24+22x—8

— 5x2 no es divisible por 2x2. Cambiando el signo al residuo tenemos:
5x% — 22x + 8 y multiplicando este residuo por 2, para que su primer término
sea divisible por 2x?, queda 10x*> — 44x + 16. (Ambas operaciones equivalen
a multiplicar el residuo por — 2). Esta expresién la dividimos entre 2x* —7x—4:
10x* —44x +16 | 2* —7x—4
—10x2+35x+20 5
— 9x+ 36

Cambiando el signo al residuo: 9x — 36; dividiendo por 9: x —4. (Ambas
operaciones equivalen a dividir por —9).

2 —7x—4 [ x—4

— 2x2 + Bx FrEan
Ahora dividimos 2x2—7x — 4 entre x—4: __/" )
e
—x+4

Como esta divisién es exacta, el m. c. d. es x—4. R, °
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(3) Hallar, por divisiones sucesivas, el m. c. d. de éx® —3x*+ 8x3 — x2 + 2x y
3x5 —6x1 + 10x2 — 2x2 + 3x.
Cuando los polinomios dados tienen un mismo factor comdn, debe sacarse este
factor comin, que serd un factor del m. c. d. buscado. Se halla el m. c. d.
de las expresiones que quedan después de sacar el factor comin y este m. ¢. d.
multiplicado por el factor comin seré el m. c. d. de las expresiones dadas.
Asi, en este caso, ambos polinomios tienen el factor comin x. Sacando este
factor en cada polinomio, queda:

6xt* —3x* +8Bx2—x+2 y 3xt — éx3 + 10x% — 2x + 3.

Dividiendo: bxt— 30+ Bx2— x+2 | 3x* —6x3 41062 —2x+3
—bxt 123 — 202+ 4x—6 2

9x3 —12x2 4 3x — 4
LY

Ahora dividimos el divi-

sor entre el residuo, pero 9xt — 18x% + 30x2 — 6x + 9 J Ox3 —12x2+3x— 4
como 3x* no es divisible S ST 1V O, 9 ST ¥

por 9x* hay que multipli- : -

car el divisor por 3 y ten- b + 27x* — 2x + 9

dremos: - "

Como éx® no es divisible 18x% — 81x2+ 6x —27 | 9x3 —12x2 + 3x — 4

por 9x%, multiplicamos el re- y, —18x3+ 242 —6x+ 8 2
siduo por — 3 y tendremos: — & —19

Dividiendo el residuo por — 19 queda 3x*+ 1.

Ox3 —12x2+3x—4 | IHx*+1

— Ox =% 3x—4

Ahora dividimos el divisor entre el

residuo. — 12 —4
12x2 + 4

3x2+1 es el m. c. d. de las expresiones que quedaron después de sacar el
factor comdOn x. Entonces, hay que multiplicar 3x2+1 por x y el m. c. d. de
las expresiones dadas seré:

Cmocd=x(ad+1). R
®  EJERCICIO 113

Hallar, por divisiones sucesivas, el m. c. d. de:

12x*4-8x+1 y 2x2—bx—3.

6a2—2a—20 y 2a*—a*—6a.

bat—6a*x+ax? y 3a*—4a*x+ax?.

2x3+4x*—4x+6 y x3+x2—x+2.

Bat—6a’x+Ta?x?—3ax® y 2a*+3a’x—2ax3.
12ax*'—3ax3+26ax*—Hax+10a y  3x!+3x3—4x2+5x—15.
3x3—2x2y+9xy2—6y3 y 6xt—dx3y—3xZy>+5xyd—2yt.
ax*+3ax—2ax*+6ax—8a y xi+4xd—x?—4x.
2mit—4m3—m2+6m—3 y 3m®—6m*+8m3—10m2+5bm.

LoOoNGo LN
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10. 3a*—6a*+164a°—2a*+5a y Ta®—14a*+33a%+44%—10a.

11. 4bax*+T5ax?*—18ax—30a y 24axi+40ax?—30ax—50a.

12. 2x34-2a%x+2ax?+2a* y 10x3+4ax?+10a%x+4a®.

13. 9x3+15ax?+3a*x—3a® y 12x3+21ax?+6a*x—3ad,

14. Ba*b+4a3b%+4abt y 12a*b—18a%b+12a%b3—6abt.

15, 9a®n?—33a'n®+27a*nt—6a?*n’ vy 9a°n?+-12a*ns—21a*n*4-6a’nd.
16. a%—2a'4ab+a—1 y a"—a+at+1.

17. 6ax*—4ax3+-6ax*—10ax+4a y 36ax*—24ax?—18ax*+48ax—24a.

.M C.D. DE TRES O MAS POLINOMIOS POR

DIVISIONES SUCESIVAS
En este caso, igual que en Aritmética, hallamos el m. c.d. de dos de

los polinomios dados; luego el m.c.d. de otro de los polinomios dados y
el m. c. d. hallado anteriormente, y asi sucesivamente. El tltimo m. c.d.
es el m.c.d. de las expresiones dadas.

Ejemplo

Hallar, por divisiones sucesivas, el m. c. d. de 2x3 — 11x* + 10x
+8, 23+ x*—Bx—4 y 6ax®+ 1lax + 4a.

&

el ot ol ol o

23 —11x2+10x+ 8 [2%®*+ x> —8x— 4
A —2F— x*4 Bx+ 4 1]

Hallemos el m c. d. de las dos
primeras expresiones:

e Y.

—12x% + 18x + 12
2%+ x2—8x—4 |2x®—3x—2
Dividiendo el residuo por —é queda — 2x% 4+ 3x2 + 2x x+2
2x%2 — 3x — 2. Dividiendo el divisor por gl il T
s 4x* —bx — 4
esta expresion: - i A

El m. c. d. de las dos primeras expresiones es 2x* — 3x — 2. Ahora hallamos el m. c.
d. del tercer polinomio dado éax® + 11ax + 4a y de este m. c. d.

62+ 11x+ 4 2:(2 3x—2

Dividiendo 6ax® + 11ax + 4a entre a queda — 6x2 + 9x 3 &

6x* 4+ 11x + 4. Tendremos: i —=
QGX +10
2 —3x—2 2% + ]
— 2% — x X—
Dividiendo el residuo por 10 queda 2x+1: —dx—2
4x+2

El m. c. d. de las tres expresiones dadas es 2x+ 1. R.

EJERCICIO 114

Hallar, por divisiones sucesivas, el m. d. c. de:

x3—2x2—Hx+6, 2x3—5x?—6x+9 y 2x2—Hx—3.

2x8—x?y—2xy?+y3, 8x3+6x%y—3xy2—y3 y 6Gx2—xy—y

xitxB—xf—x, 2x34+2x2—2x—2 |y 5x3—5x2+2x—2,
3a‘+9a3x+4a3x2-3ax3+2x‘ a*+4-3adx+a?x*—3ax3—2x* y 4a*+8a*x—ax?—2x8
2x04-2x4—2x%2—2x, 3x0—4xt—3x3+4x y 4x*—4x3+43x2—3x.



LA ESCUELA DE BAGDAD (Siglos IX al XII) Los cribié el primer libro de Algebra, vy le dio nombre a
arabes fueron los verdaderos sistematizadores del Al- esta ciencia. Al Batani, sirio (858-929), aplicé el Al-
gebra. A fines del Siglo VIl florecié la Escuela de gebra a problemas astronémicos. Y Omar Khayyan,
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Omar Khayyan. Al Juarismi, persa del siglo IX, es- tos en ‘‘rubayat”, curibié un Tratado de Algebra.

CAPITULO x"

COMUN MULTIPLO de dos o mas expresiones algebraicas es toda ex-
presmn algebraica que es divisible exactamente por cada una de las
expresiones dadas.

Asi, 8a*b* es comun multiplo de 2a* y 4a%b porque 8a*b* es dwlsnble
exactamente por 2a* y por 4a*b; 3x* —9x + 6 es comun multiplo de x —2 y
de x*—3x + 2 porque 3x*—9x + 6 es divisible exactamente por x —2 y por
x*—3x+2.

MINIMO COMUN MULTIPLO

@ MINIMO COMUN MULTIPLO de dos o mas expresiones algebraicas
es la expresion algebraica de menor coeficiente numérico y de menor
grado que es divisible exactamente por cada una de las expresiones dadas.
Asi, el m.c.m. de 4a y 6a® es 12a*; el m.c. m. de 2x?, 6x® y 9x* es 18x*.
La teoria del m.c.m. es de suma importancia para las fracciones y
ecuaciones.

I. M.C.M. DE MONOMIOS

REGLA

Se halla el m. c. m. de los coeficientes y a continuaciéon de éste se es-
criben todas las letras distintas, sean o no comunes, dando a cada letra el
mayor exponente que tenga en las expresiones dadas.

188
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. (1) Hallar el m. c. m. de ax* y o®x.
E]emplos Tomamos a con su mayor exponente a® y x con su mayor

exponente x? y tendremos: m. ¢. m. =a'x®. R.

2. — DB LD
t2) Hallar el m. c. m. de 8ab% y 12¢%b* — lgg§b§=§23231“,

El m. c. m. de los coeficientes es 23.3. A continuacién escribimos o con su
mayor exponente a®, b con su mayor exponente b® y ¢, luego:

m. c. m. = 28.3a%?%c = 24a0®b%*c. R.

10a®x = 2.5a%x
(3) Hallar el m, ¢. m. de 3ba’mx* = 2°.3*a*mx*
10a®x, 36a°mx* y 24b%m4, /" " o4bm = 23.3b%m?
m. c. m. = 2%.3% 5a%b*mix* = 360a*b®mix®. R

®» EJERCICIO 115

Hallar el m. ¢. m. de:

1. a2 ab: 14. ax®y®, alxy, a®x®yd.

2. x%y, xys, 15. 4ab, 6a? 3b%

3. ab%, a*be. 16. 3x3, 6x2, 9xiy?,

4. a®x3, adbx:. 17. 9a*bx, 12ab2x®, 1R8a*b®x.

5. 6m2n, 4ms3. 18. 10m?2, 15mn2, 20n%.

6. 9ax3yt, 15x2y5. 19. 18a3, 240, 36ab3.

7. a3, ab? a®b. 20. 20m*n®, 24m3n, 30mn*.

8. x%), xy?, xyiz 21. ab? be?, a*c?, b33

9. 2ab* 4a*b, 8a®. 22. 2x*y, Bxy%, 4a*x%, 12a%

10.  3x?y8z, 4x3p322, 6x*, 23. 6a? 9x, 12ay?, 18x%.

11. 6mn? 9m=*n3, 12m3n. 24. 15mn*, 10m=, 20n®, 25mnt.
12. 3a®, 4b%, 8x2 25. 24a%x®, 36a*yt, 40x*y®, 60a>y".
13. 5x2, 10xy, 15xy% 26. 3a% 8ab, 1002, 12a*b%, 16a2b=.

1. M.C. M. DE MONOMIOS Y POLINOMIOS

@ REGLA

Se descomponen las expresiones dadas en sus factores primos. 'El
m. c. m. es el producto de los factores primos, comunes y no comunes, con
su mayor exponente.

(1) Hallar el m. c. m. de 6 , 3x —3.

Ejemplos I Descomponiendo: 6=23
Ix—3=3(x—1})

mecm=23(x—1)=6(x—1). .R

(2) Hallar el m. c. m. de 14a* , 7x—21.

Descomponiendo: 14a® =270
Ix—20=7(x—3)

m.c.m =270%x—3)=14a*(x—3). R.
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(3) Hallar el m. c. m. de 15x%, 10x? + 5x ,, 45x%.
Como 15x? estd contenido en 45x®, prescindimos de 15x2.

Descomponiendo: 10x* + 5x =5x(2x+ 1)
45% = 3%.5.x3

moem =35x8 (2 + 1) =453(2x +1). R

(4) Hallar el m. c. m. de 8a®b, 4a® —4a , 6a® —12a + 6.
Descomponiendo: 8a%h = 2%.0%b

4a® — 4a = dala® —1) =2%ala+1)[{a—1)

6a*—12a+6=6(a*—2a+1)=23(a —1)*

m.c.m = 223.a’b(a—1)*(a+ 1) =24a*b (@ — 1)*(a + 1).
(5) Hallar el m. c. m..de 24a2x, 18xy?, 2x® + 2x% — 40x, 8x* — 200x°.

24a%x = 2%.3a*x
18xy? = 2.3%xy?
2x3 + 2x* — 40x = 2x(x® + x — 20) = 2x[x + 5)(x — 4)

Bx — 200x2 = Bx%(x2 —25) =2°.x%*(x+ 5){x—5)
m.cm. “?@a‘ﬂfix+ 5)(x — 5)(x — 4)
= 2(x® —25)(x —4). R.

- EJERCICIO 1 'IG

Hallar el m. c. m. de:

1. 2a, 4x—8. 13. 2a% 6ab, 3a*—6ab.

2. 3b2, ab—b2 14. =xy? x?y%, 5x%—5xt.

3. x%y, x2y+xy2 15. 9a2, 1803, 27a*b+81a%b2.

4. 8, 4+8a. 16. 10, 6x2, 9xBy+4-9xys.

b. 6a%b, 3a*b?+6abd. 17. 4x, x3+x2, x?y—xy.

6. 14x2 6x3+4xy. 18. 24, 6m*+18m, 8m—24.

7. 9m, 6mn*—12mn. 19. 2a®b?, 3ax+3a, 6x—18.

8. 15, 3x+6. 20. x2, x34x2—2x, x?+4x+4.

9. 10, 5—15b. 21. 6ab, x*—4xy+4y?, 9a?x—18a?y.
10. 86a% 4ax—12ay. 22. 6x3, 3x3—3x2—18Bx, 9x*—36x2.
11, 12xy?% 2ax2y3+4+5xZyd, 23. a®x?, 4x3—12x%y+9xy?, 2x*—3x%y.
12. mn, m2, mn*—mn2 24. Bx®, 12x%y?, 9x?—4bx.

25. an3, 2n, n®x34+n%y2, nx*42nxy+ny.

26. B8x2, x84-x2—6x, 2x3—8x2+-8x, 4x3+424x24-36x.

27. 8x%, x2+1, 2x2—2x+42, 6x3+6x2

28. 4xy?, 3x3—3x2, a®+2ab+b2 ax—a+bx—b.
20. 2a, 4b, 6a2b, 12a2—24ab+120%, Hab®—5b%.
30. 28x, x*42x+1, x241, Tx2+7, 14x+14.

. M.C. M, DE POLINOMIOS
@ La regla es la misma del caso anterior.

Descomponiendo:

‘ Ejemplos

6b2x — bb%y = 6b*(x —y)

(1) Hallar el m. c. m. de 4ax? — Baxy + 4ay? , éb*x — éb%y.

dax? — Baxy + day? = 4a(x? — 2xy + y*) = 2%a(x —y)?

=2.3b%(x —y)

m. c. m. = 22.3.ab%(x — y)? = 12ab?*(x — y )%

R.
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(2) Hallar el m. c. m. de x® + 2bx?, x® — 4b%xy, x?y? + 4bxy? + 4b*y2.

x3 4+ 2bx? = x*(x + 2b)
x3y — 4b%xy = xy[x* — 4b?) =xy(x+2b)(x — 2b)
x3y? + 4!.'3::)"2 + 4b%y? = Ygixz =+ 4bx + 4b9] 2!:( + 2b)?

."f_&*‘?f?ﬁ’fﬂ %)- by PO

(3) Hallar el m.c.m. de m* —mn, mn+ n2 , m* — n2,

m‘c.m’

m?> —mn=m(m—n)
mn-+n®*=n(m+n)
m?—n?=(m+n){m—n)

m.c.m. =mn(m+n)(m—n)=mn(m® =n). R

(%) Hallar el m.c.m, de (@ —b)?, a2 —b2, (a+ b)%, o+ b2

El alumno debe notar que no es lo mismo cuadrado de una diferencia que
diferencia de cuadrados ni es lo mismo cuadrade de una suma que suma de
cuadrados. En efecto:
[o—b 2=(a—b)?
—b%2=(a+ b)la—b)
{a‘+ b =(a+b)*
a’+ b* =(a® + b?)
NP

(5) Hallar el m.c.m. de (x + 1), x®+1, x2 — 2x — 3.

El alumno debe notar que no es lo mismo suma de cubos que cubo de una
suma. En efecto:

[x+1P=(x+1)8
XBH1=(x+1){x2—x+1)
2:—3“[1—-3Hx+l}

(6) Hallar el m.c.m. de (x —y)3, x3 — y3, x3 — xy? + x2y —y3 , 3a?x + 3a?y.

El alumno debe notar que no es lo mismo cubo de una diferencia que dife-
rencia de cubos.
(x—yP=(x—y)
x®—y3=(x—y)(x*+xy +y?)
X =xy?+ 2y =y =xl =y +ylx* —y?) = (x* = y*)(x +y)
=(x+yP(x—y)
3a®x + 3% = 3a®(x + y)

m.c.m=3a?(x+ yRlx—y P +xy+y2). R
(7) Hallar el m. c¢. m. de 15x® -+ 20x2 + 5x, 3x* = 3x +x2—1 , 27x* + 18x* + 3x2.

15x3 4+ 20x% + 5x = 5x(3x® + 4x + 1) =5x(3x + 1) (x + 1)
=3+ —1=3i(x2=1)+(x>=1)=[x*=1)(3x+ 1)
=(x+1)[x—1)(3x+1)
27x% + 18x3 + 3x2 = I (Ix?+ 6x + 1) =3x*(3x + 12
m.c.m. = 152(3x +1)2x + 1)(x— 1)
=15x%(3x+1)2(x2—1). R.
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(8) Hallar el m.cm. de 2x*—8x, 3x*-+3x* —18x2, 2x%+ 10x* + 12x*
6x2% — 24x + 24.

2x3 — 8x = 2x[x® — 4) = 2x(x + 2)(x — 2)
3xt + 3x® —18x% = 3*(x% + x — 6) = I*(x + 3)(x — 2)
2x3 4 10x% 4+ 12x® = 263 (x% + 5x +6) = 2x®(x + 3)(x + 2)
6x2 — 24x + 24 = 6(x% — 4x + 4) = 6(x — 2)2.

m.com = 6x3(x+2)(x —2)*(x+3). R
o lo que es igual

m.c.m. = 6x3(x® — 4)(x —2)(x+3). R.-
@ EJERCICIO 117

Hallar el m. c. m. de:

1. 3x+3, 6x—6. 12. x8—y8, (x—y)%

2. 5x+10, 10x2—40. 13. x243x—10, 4x2—Tx—2.

3. x842x%y, x2—4y2 14. a?4a—30, a*+-3a—18.

4. 3Ba?x—9a2, x2—6x+9. 15. x3—9x+4Hx2—45, x*42x3—15x2.
5. 4a®—9b% 4a*—12ab+9b2 16. x%—4x%—32, axi4-2ax’+4ax?,
6. ad+a*b, a®+2a*b+ab?. 17. 8(x—y)% 12(x2—y2).

7. 3ax+12a, 2bx>4-6bx—8b. 18. B(x+y)% 10(x*+y2).

8. x3-—25x, x24+2x—15. 19, 6a(m+n), 4a*b(m?+n?).

9. (x—1)% x2—1. 20.  ax(m—n)?, x¥(mi—n?).

10.  (x+1)% x2+1. 21. 2a*4-2a, 34°-3a, a'—a?.

11 x34+93, (x+y)3. 22. x242x, x3—2x%, x?—4.

23, x4x—2, x2—4x+3, x2—x—6.

24, 6a*+13a+6, 3a*+14a+8, 4+12a+9a2.

25. 1022410, 15x+15, bx2—5.

26. ax—2bx-+ay—2by, x*+xy, x2—xy.

27.  4a*b+4ab?, 6a—6b, 15a*—15b%

28, x2-25, x3—125, 2x+10.

29. a®—2ab—3b2, atb—6a2b24+9ab®, ab2+4b3.

300 2m24-2mn, 4mn—4nZ, 6m3n—6mn3.

31 20(x2—y2), 15(x—y)2, 12(x+y)2.

32.  ax®*+Hax—14da, x*+14x2+49x, xi4+Tx3—18x2

33, 2x3—12x24+18x, 3x*—27x2, 5x3+30x24-45x.

34. 2 3a% 6+6a, 9—9%a, 12+12a>

35. 2(3n—2)%, 135m°—40, 12n—8.

36. 12mn+8m—3n—2, 48m2*n—3n+32m2—2, 6n?—Hn—=6.
37, 18x34-60x2+50x, 12ax3+20ax?, 15a°x5+16a*x*—15a*x5.
38 16—x4, 164B8x2+x4, 16—8x3+x*.

39. 1+a% (1+a)% 1+a®.

40. 8n2—10n—3, 20n24+13n+2, 10n2—11n—-6.

41. 6a?+ab—2b2%, 15a+22ab+8b2%, 10a*+3ab—4b2.

42, 12x2++5xy—2y%, 16x24+13xy+2y2, 20x2—xy—y2.

43.  6b2x24+602x%, 3a2x—3a®x?, 1—x*

44, x4+B8x—4x3—32, a?x*—2a%x*—8a%x2, 2x1—4x548x2.
4b. x3—0x+x2—9, x*—10x24+9, x>+4x+3, x2—4x+3.
46. 1—a® 1—a, 1—a? 1—2a+a?

47, a?b—ab?, atb*—a®bt, a(ab—b?%)?, b(a*+ab).

48. m3-2Tnd, m*—9n?, m?—6mn+9n?, m2+3mn+9n2.
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FRACCIONES ALGEBRAICAS. REDUCCION DE FRACCIONES

173) FRACCION ALGEBRAICA es el cociente indicado de dos expresiones

algebraicas.

Asi, 2 es una fraccion algebraica porque es el cociente indicado de la
expresion a (dividendo) entre la expresion b (divisor).

El dividendo a se llama numerador de la fraccién algebraica, y el di-
visor b, denominador. El numerador y el denominador son los términos
de la fraccién.

Expresion algebraica entera es la que no tiene denominador literal.
1

; 2 :
Asi, a, x+y, m—n, —a+?b SON expresiones enteras.

Una expresion entera puede considerarse como una fraccion de denp-

minador 1.
_a. _x+y
Asi,a—l,x+yh T

@Expresién algebraica mixta es la que consta de parte entera y parte
fraccionaria.

b . ,
Asi, a+— y x— son expresiones mixtas.
c

xX—a
193
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PRINCIPIOS FUNDAMENTALES DE LAS FRACCIONES

Los siguientes principios demostrados en Aritmética se aplican igual-
mente a las fracciones algebraicas y son de capital importancia:

1) Si el numerador de una fraccién algebraica se multiplica o divide
por una cantidad, la fraccion queda multiplicada en el primer caso y divi-
dida en el segundo por dicha cantidad.

2 Si el denominador de una fraccion algebraica se multiplica o di-
vide por una cantidad, la fraccion queda dividida en el primer caso y mul-
tiplicada en el segundo por dicha cantidad.

3 Si el numerador y el denominador de una fracciéon algebraica se
multiplican o dividen por una misma cantidad, la fraccién no se altera.

SIGNO DE LA FRACCION Y DE SUS TERMINOS

Fn una fraccién algebraica hay que considerar tres signos: El signo
de la fraccion, el signo del numerador y el signo del denominador.

El signo de la fraccién es el signo + o — escrito delante de la raya de
la fraccian. Cuando delante de la raya no hay ningun signo, se sobren-
tiende que el signo de la fracciéon es +.

Asi, en la fraccion i el signo de la fraccién es +; el signo del nume-
rador es + y el signo del ‘denominador +.

En la fraccion —— el signo de la fraccién es —, el signo del nume-
rador — y el signo del denominador +.

CAMBIOS QUE PUEDEN HACERSE EN LOS SIGNOS DE UNA
FRACCION SIN QUE LA FRACCION SE ALTERE
Designando por m el cociente de divi- E i
dir a entre b se tendrd segin la Ley de los —=m (1) —=m (2)
Signos de la division: b =

y por tanto, - - e T |

Cambiando el signo a los dos miembros _ —4@ _ m (3) A (4)
de estas dos ultimas igualdades, tenemos: ___/ b y —b ’

Como (1), (2), 3) y (4) tienen el segundo i
miembro igual, los primeros miembros son iguales —— e — = ———,
y tenemos: A U= b —b

179 Lo anterior nos dice que:

1) Si se cambia el signo del numerador y el signo del denominador
de una fraccién, la fraccién no se altera.
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2 Si se cambia el signo del numerador y el signo de la fraccion, la
fraccién no se altera.

3 Si se cambia el signo del denominador y el signo de la fraccion,
la fraccién no se altera.

En resumen: Se pueden cambiar dos de los tres signos que hay que
considerar en una fraccién, sin que ésta se altere.

@ CAMBIO DE SIGNOS CUANDO LOS TERMINOS
DE LA FRACCION SON POLINOMIOS

Cuando el numerador o denominador de la fraccion es un polinomio,
para cambiar el signo al numerador o al denominador hay que cambiar el
signo a cada uno de los términos del polinomio.

5 - i m—

Asi, si en la fraccion

x=y
denominador la fraccion no varia, pero para cambiar el signo a m —n hay
que cambiar el signo de m y de —n y quedard —m +n=mn—m, y para cam-
biar el signo a x —y hay que cambiar el signo de x y de —y vy quedari
g y hay que g yYvyq
—x+9y=y—x y tendremos:

cambiamos el signo al numerador y al

m—n —m+n ‘"n—m
x—y —x+y y—x
Si en la fraccion —— cambiamos el signo del x—3 = S—x
X = — = ——
numerador y de la fraccién, ésta no se altera y x+2 x+2 x+2
tendremos: D

. ' G 3x
Del propio modo, si en la fraccion o RN G SRR

cambiamos el signo al denominador y a la i @?"’E&
fraccién, ésta no varfa y tendremos: -

(En la prictica, el paso intermedjo se suprime).

De acuerdo con lo anterior, la fraccion

2 puede escribirse de los cuatro modos ~ X=2_2-%_ _2=x_ x-2
" x—3 3-x x-3 3-x
siguientes: /"

CAMBIO DE SIGNOS CUANDO EL NUMERADOR

O DENOMINADOR SON PRODUCTOS INDICADOS

Cuando uno o ambos términos de una fraccién son productos indica-
dos, se pueden hacer los siguientes cambios de signos, de acuerdo con las
reglas anteriores, sin que la fraccion se altere:

1) Se puede cambiar el signo a un nimero par de factores sin cam-
biar el signo de la fraccién.
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Asi, dada la fraccién 0 podemos escribir:

Xy
ab  (—a)b ab  (—a)b
xy  (—x) xy  *(—9)
ab (—a)(—b) ab ab
xy o=y xy  (—9(-9)
ab  (—a)(—=b)
o 9N

En los cuatro primeros ejemplos cambiamos el signo a dos factores;
en el Gltimo, a cuatro factores, niimero par en todos los casos, y el signo
de la fracciéon no se ha cambiado.

2) Se puede cambiar el signo a un nimero impar de factores cam-
biando el signo de la fraccion.

b
Asf, dada la fraccién % podemos escribir:

ab (—a)b ab ab

Xy il Xy \"; — %(—)

ab (=a)(—b) ab (—a)b
Xy (o v X

En los dos primeros ejemplos cambiamos el signo a un factor; en los
dos ultimos ejemplos cambiamos el signo a tres factores, nimero impar en
todos los casos, y en todos los casos cambiamos el signo de la fracciéon.

A i 1 — . b Eisstd (a—1)(a—2)
p lqucmos 0s pr1nc1plos anteriores a la traccion m

Como estos factores son binomios, para cambiar el signo de cualquie-
ra de ellos hay que cambiar el signo a sus dos términos.
Tendremos:

(@-1D@-2) (A-a@-2 (@-D@-2) (1-a)@2-a
(x=3)(x—4) ~ @-x)(x—-49 (x-3x-49) (x-3)(x-9)’
(a—1)(a—2) ) (1—a)(a—2)' (a—1)(a—2) o (a—1)|(2—a)-
(x=3)(x—4)  (x-3)(x—-4 (x—3(x—4) @-x)(-x)’

Estos principios son de suma importancia para simplificar fracciones
y efectuar operaciones con ellas.
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REDUCCION DE FRACCIONES

REDUCIR UNA FRACCION ALGEBRAICA es cambiar su forma sin
cambiar su valor.

I. SIMPLIFICACION DE FRACCIONES

SIMPLIFICAR UNA FRACCION ALGEBRAICA es convertirla en una

fraccion equivalente cuyos términos sean primos entre sf.

Cuando los términos de una fraccién son primos entre sf, la fraccién
es irreducible y entonces la fraccién estd reducida a su més simple expre-
sién 0 a su minima expresion.

185) SIMPLIFICACION DE FRACCIONES CUYOS
TERMINOS SEAN MONOMIOS

REGLA

Se dividen el numerador y el denominador por sus factores comunes
hasta que sean primos entre si.

2b5
6a%bm

4% 2.1.6%2  2b?

60%b®m  3.a.1.m  3am’

Hemos dividido 4 y 6 entre 2 y obtuvimos 2 y 3; a® y a® entre a® y obtuvimos
los cocientes 1 y a; b® y b® entre b® y obtuvimos los cocientes b? y 1. Como
2b* y 3am no tienen ningin factor comin, esta fraccién que resulta es
irreducible.

(1) Simplificar

Ejemplos

Tendremos:

3y
(Z) Simplificar W.

9xBy8 g i 1

36x0y  4.x%.yP  dxPyt

Dividimos 9 y 36 entre 9; x® y x5 entre x% y® e y® entre y®.

Obsérvese que cuando al simplificar desaparecen todos los factores del nu-
merador, queda en el numerador 1, que no puede suprimirse. Si desaparecen
todos los factores del denominador, queda en éste 1, que puede suprimirse.
El resultado es una expresion entera.

® EJERCICIO 118

Simplificar o reducir a su mds simple expresion:

at 2a x%y? ax? N 9x2ys
ab’ Rl xdy8’ xSy P Tam b qarany
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7. Sm‘ﬂs:cﬂ ] 10 21mn3xﬁ ' 3 30xﬁyﬂ 16 54,‘9),11;18
2Amnix? B 1 | G3xityigs
12x8y1z5 4%2a2c'n asht _ 15a2bisc2o

8. —2;:'-—". 11. —-_46-5_- 3 — 17, —

32xy?z 26atcSm 3a%b¥c T5allb18c22

0 12a2b3 4a 17x3y120 18 21a8b10c12 18 THa"m?®

" 60adh5x6 - 3dxTy8z10 ' ; 63athe® " 100a®m12n8’

@ SIMPLIFICACION DE FRACCIONES CUYOS
TERMINOS SEAN POLINOMIOS

REGLA

Se descomponen en factores los polinomios todo lo posible y se supri-
men los factores comunes al numerador y denominador.

I Ejemplos I 20

(1) Simplificar

4a® — 4ab
Factorando el denominador, se tiene:
2a* 2a® o

40 —dob  4ala—b) 2(a—b)
Hemos dividido 2 y 4 entre 2 y o? y a entre a.

Ax?y?

(2) Simplificar W—%xay‘

Factorando:
Ax2y® B dx3yd _ 1
24x3y3 — 36x%ys  1233(2—3y)  3x(2 - 3y)
x2—5x+6
( Simplificar ———.
3) Simplificar —
x’—Sx+6_lx—2]{x—3]_x—:_!
2ax—6a  2alx—23) 2
(4) Simplifi e
r 8
MPear e +120 + 9
8o*+27 _ (2a+3)(4a2—6a+9) _ do® —bo+9
4 +120+9 (20 +3)? %43
a® — 25a
(5) Simplificar — .
5) Simplificar 2% + Ba% — 100
a® — 25a _ ala* — 25) E{a+51[u—5] _ a—>5

205+ 80 — 100 20(c® +40—5) 2ala+5)a—1) 2(a—1)
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2xy — 2x + 3 — 3y
18x3 4 15x2 — 63x
2y —2+3—=3 uy—1)+31—-y) (y—1)2x=3) _  y—I

18x3 + 15x2 — 63x  3x(6x2+5x—21)  3x(3x+7)(2x—3) (3 +7)

(6) Simplificar

3x® — 12x — x?y + 4y
xt—5x8 — 142
30 12—yt dy _ (3 —4)(3x—y) _ (x+2)x—23x—y) _ ls— 2% —)
=5 =1 R —5x—14) R(x—7)(x+2)  x—7]

(7) Simplificar

R.

(@2 —1){a? + 2a —3)
(a2 — 26+ 1)(a? + 40 + 3)
e =1)(a*+2—3) _(a+N)a=1)a+3)@=1) _
(0% —2a + 1)[a® + 40 + 3) (@=12(a+3)(a+1)

(8) Simplificar

x84 —5x+3
x4 —2x2 4+ 9x —9

(9) Simplificar

Descomponiendo por evaluacién se tiene:
x4+ x2—5x+3 (x—1)(x—1){x+3) x—1

B — 22+ 9% —9 (x—1)(x+3)x2—x+3) «—x13

EJERCICIO 119

Simplificar o reducir a su mds simple expresion:

3ab g 15a*bn—45a*bm 15 2ax+ay—4bx—2by
2a%x+2a® © 10a%b*n—30a%b*m  ax—4a—2bx+8b
2_nm2 = —6h2
oo g == 16. Lt L, il
3x2y—3xy? x2+2xy+y? a’x—6a2bx+9ab?x
2, 2 2
4 2ax+4bx. 10. 3x y+15xy. 17 m+n-
3ay+6by x2—25 mi—n?
" — 2__ 2 a a
4 * 2x—3 1. @ 4ab+4b' 18. x84y .
x—3 a*—8b* (x-+y)?
253 8 2 —ni2
5. 10ab3¢ _ 19. % +4x 21x. 19. (m n)'
80(a®—ab) x8—=0x m2—n?
2 2 — — a8
e Rl 20. &%
Hax+10a 15x2—T7x—2 ad—x3
2__ —15 a 22—
g 224 W =t g 220
x2—Hx+6 at—ad+a—1 a*—Ta+10




22.

23.

24.

25.

26.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

36.

37.

38.
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(1—a*?
a?+2a+1"
a4.b.2__a2b4
T oat—bt

x2_),2

xs_},sf
240%b+8ab?
36at+24a3b+4a2b?

nd—n
n2—5n—6
8ni+1
a2—(b—c)?
(a+bp—(c—dy
3x34-9x*
x2+6x+9
10a%(a3+b®)
6at—6a’b+6a2b?’
a(4a*—8ab)
x(3a%—6ab)
x5—6x2
x2—12x+36
(x—4y)*
x5—64x2y“.
x3—3xy?
min+3m2n-+9mn
e
x4—8x2+15

39.

41.

45.

46.

47.

48.

49.

b1.

b2.

3x2+19x+420
6x2+17x+12°
4a*—15a*—4
“a—8a—20
125a-+at
2a%+20a%+50a’
a*n*—36a?
an*+an—30a"
3m2+5mn—=8n?
m8—ns ’
15a%b—18a%b
20ab2—24ab?
9x2—24x+16
9xi—16x2
16a%x—25x
12a%—7a*—10a’
8xt—xyd
3an—4a—6bn-+8b
6n2—5n—4
x4—4922
x3+2x2—63x
xix—xdy-y
2x3-+6x2—x—3

a*m—4am+a*n—4an

a*—4a%—12a?
4a®—(x—3)2
m—am-+n—an
1—3a+3a2—a®
6x2+3
42x3—9x8—15x

b6.

b7.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

66.

67.

68.

70.

1.

72.

a*—a—1+a
8x3+12x2%y+6xy>+y?
Bx2+xy—y? ’
8nd—125
25—20n+4n?
6—x—x2
15+2x—x2
3+2x—8x2
4+5x—6x2
m*n*+3mn—10
4—dmn+m?n®
x34x%y—4b?x—4b%y
4b2—4bx+x2
x64-x3—2
(x2—x—2)(x?—9)
(x2—2x—3)(x2+x—6)
(a*—4a+4)(4a%—da+1)
(a*+a—6)(2a*—5a-+2)
(x3—=3x)(x*—1)
(x4 +x84x2)(x2—1)
(4n?+4n—3)(n*+Tn—30)
(2n2—Tn+3)(4n2412n+9)
(—yxty)
(PNt Ty )
x34-3x%2—4
x34x2—8x—12
x3—x2—Bx+12
x4 —2x3—Tx2420x—12
x4—Tx2—2x+8
x4 —2x3—9x24+10x+24
a"—gt—a?+1
a*—2a*—6a*+4-8a*+-5a—6
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SIMPLIFICACION DE FRACCIONES. CASO EN QUE HAY
QUE CAMBIAR EL SIGNO A UNO O MAS FACTORES

‘ Ejemplos

2a—2b
3b—3a"

(1) Simplificar

(2)

(3)

(4)

) 20—2b 2(a—b) 2(a—b) 2
Descomponiendo;: ———— = — _-_— = :

3b—3a 3(b—oa) 3(a—b) 3

Al descomponer vemos que no hay simplificacién porque el factor (@ — b) del
numerador es distinto del factor (b — a) del denominador, pero cambiando
el signo a (b —a) se convierte en (o —b) y este factor se cancela con el
(a —b) del numerador, pero como le hemos cambiado el signo a un factor
( nimero impar ) hay que cambiar el signo de la fraccién, para que ésta no
varie y por eso ponemos — delante de la fraccién.

Simplificar o =lo .
I—3y—x2+xy

ax®* —9a HO[X+3}{X_3}_O[I+3HX—3]_ alx+ 3)

3x —3y —x%+xy T x— yl{f:t_} o (y — x]_[-;; 3) y—x

Le cambiamos el signo al factor (3 — x) convirtiéndolo en (x — 3] que se can-
cela con el (x — 3) del numerador, y también le cambiamos el signo al factor
[x —y) que se convierte en (y —x). Como le hemos cambiado el signo a
dos factores (nimero par) el signo de la fraccién no se cambia.

Si le cambiamos el signo solamente a (3 — x] hay que cambiarle el signo a
la fraccién, y tendremos:

_ax’-—9a___q[x-l—_3}{_x_—3}_ alx+3)(x—3)_  alx+3 i
I=3y—xttxy  (x—yl3—x (x = y)(x—3) =
Ambas soluciones son legitimas,
2% +a—3
SimplifimrL
1—d®
2?+a—3 _ (20+3)fa—1) _  (2a+3)a—1) _  29+3
1—a® (1—a)(l+a+a?)  (@—1)(1+a+a¥ 14+a+a®
x2—4x+ 4
Simplificar ———.
implific e
KRB—dx+4  (x—27  (x—27 (x— 21 x-

HP—xt  xd—x2) R2+x)2—x)  B2+x)(x—2)  xx
Aqui le cambiamos el signo al factor (2—x) y a la fraccién.
También, como la descomposicién del trinomio cuadrado perfecto x* — 4x + 4
puede escribirse (x —2)? o (2 — x)?, usando esta dltima forma, tendremos:
B=dx+4  P2=xpp 2T=x
HZ—xd X224 x)(2—x) *(2+x)
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B EJERCICIO 120

Simplificar o reducir a su mds simple expresion:

- . 2 252
1 4 4:x' 1. 9—6x+x . 91. (x—y)2—z .
6x—6 x2—Tx+12 (y+z)2—x*
2_p2 2__p2 2
g &0 g 2P o8 . Bab
b2—a? bi—q? bd—ad—bc+ac
2_n2 s W —5\3
g mn 13. 3ax—3bx 6a+6b. 23. (x—5) .
(n—m)? 2b—2a—bx+ax 125—x3
s 2—y8 —G—6x?
i xP—x 12. 14, @?—x . 2. 13x—6—6x ]
"16—x? x%—ax—3x+3a 6x2~13x+6
2 3y—6x 15 3bx—6x 25 2x3—2xy24-x2—y?
. . . . . g
2mx—my—2nx-+ny 8—b3 2xy24+y2—2x8—x?
8_gu_ —a)? 20— 45x02—20x3
6. 2x2—9x 5. 16. (1—a) . 26. 30x*y—45xy 20x.
10+-3x—x? a—1 8x34-27y"
- A —Oxn? —n8—n?
7. 8—ad - 1. 2x3—2x2y 2xy- 97. n+l1—n—n .
a*+2a—8 3y3+-3xy?—3x%y né—n—2n24-2
. a*+a—2 . 8. (a—Db)® : 28, (xmz)z(x'*‘+x—'l2)
n—an—m-+am (b—a)? (2—x)(3—x )*
9 dx2—dxy-+y? 19 2x2—22x+60 29 5x3—15x%
© By—10x C 75—8x2 . 90x%y2—10x5
3mx—nx—3my+ny 6an?—3b*n? (x2—1)(x%—8x+16)

5 L — 30.
ny*—nx?—3my?+3mx? bi—4ab?*+-4a? (x2—4x)(1—x2)

10.

@9 SIMPLIFICACION DE FRACCIONES CUYOS TERMINOS
NO PUEDEN FACTORARSE FACILMENTE
REGLA

Hillese el m. c. d. del numerador y denominador por divisiones suce-
sivas y dividanse numerador y denominador por su m. c. d.

Ejemplo o XS — 2y 58— x84 23 — 5y
lif = :
Simplificar R G

Hallando el m. c. d. del numerador y denominador por divisiones sucesivas
se halla que el m. c. d. es x(x* —2x + 5) = x* — 2x* + 5x.

Ahora dividimos los dos términos de la fraccién por su m. ¢. d. x* — 2x? + 5x
y tendremos:

x% — 2x5 4 5x — x8 + 2x% — 5x

o (X8 =20 45t = 2P = Sx) (20— 8] -1

(X0 — 2%+ 6x — 26+ Bx ) + (X — 2B+ 5x)  oF 4]
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B EJERCICIO 121

Simplificar las fracciones siguientes hallando el m.c. d. de los dos
términos:

1. a*—ax+a*x?—ax?® ) 7. 1—x—x8-x4
a*—adx—2a2x24-2ax3 1—2x—x2—2x34-x4

2 x*+3x3+4x'~’—3x—5. 8. 2m5+2m2n—mn2—n3.
x4 4+3x3+6x2+3x+5 3m3+-3m2n+mn +n?

3, 2axi— axg—ax2—2ax+2a. 9. 6a°+3at—4a®—2a%+10a+5
3ax*—4ax3+ax*+3ax—3a 3a8+-Tat—a2+15

4 ﬁx5—13x2+18x—8. 10. 5x8—10x4+421x8—2x+4
10x3—9x2+11x+12 3x0— 6xi+11x%+2x—4

5. Xi—2etytlxlyl-nyt 11 n—3nS—nii3ns+Tn2—21n
2x4—5x3y+4x2y2—xy8 nd+2n5—nd—2nd+Tn+14n

6. 2a5—a4+2a3+2a2+3. 12. a"+2a°—5a5+8a*+a“+2¢12—5a+8'
3a%—a*4-3a*+-4a%+-5 a%4-2a%—5a*4+-10a*+4a*—10a+16

Il. REDUCIR UNA FRACCION A TERMINOS MAYORES

Se trata de convertir una fraccién en otra fracciéon equivalente de nu-
merador o denominador dado, siendo el nuevo numerador o denomi-
nador multiplo del numerador o denominador de la fraccién dada.

2
(1) Reducir % a fraccién equivalente de numerador éa®.

2a ba*

3b

Para que 2a se convierta en 6a® haoy que multiplicarlo por éa? -+ 2a = 3aq,
luego para que la fraccién no varie hay que multiplicar el denominador por
3a: 3b X 30 =9%ab, lvego

E jemplos

2a 6a”
:']_E ‘H{?l'_lb-

La fraccién obtenida es equivalente a la fraccién dada porque una fraccién
no varia si sus dos términos se multiplican por una misma cantidad.

5
(Z) Convertir Yol fraccién equivalente de denominador 20a%y*.
Y
5

ﬁ Bl 20a*y? 3

Para que 4y8 se convierta en 20a?y* hay que multiplicarlo por 20a%y* + 4y® = 5a%y,
luego para que la fraccién no varie hay que multiplicar el numerador por 5ay:

5 X 5a%y = 25a%, luego 2
5 25a*y

45 203"
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X —

(3) Reducir

X —

=2

x—3 xt—x—6

3 a fraccién equivalente de denominador x%— x — é.

Para que x—3 se convierta en x*—x—6 hay que multiplicarlo por
(x*—x—6)+(x—3)=x+2, luego el numerador hay que multiplicarlo por

x4+ 2, y tendremos:
%2 {2 lx+ 2}

- EJERCICIO 122

Completar:
AL
2a 4a?
g o _20a
9x*
g B
ab* 2a*b?
a B _Saiyh
8y
g ¥
5n%  bHn®
g. 2T _ __
5 15
e S—
x—~1 x2—x

I1l. REDUCIR UNA FRACCION A EXPRESION

ENTERA O MIXTA

x—3 x2—x—6
g A _
a+2
9 3a
a+b  a*+2ab+b2
7 . )
x+3  x*45x+6
3
11, 2 _24
x+a
w 1
6 12
2
183. oxX -

14.

a—b  a*—02"

x—5 3x2—-1bx

a

xX*—x—46

x2—4
R.
15 2% ,
2x+y  dx?4-4xy+y?
z__ r
16. az+3 _x 9_
x+1
i7. c = .
a+1 a*+1
T . S
3x 9x2y
i -
T A B ' 3
x+1
20. 470 .
Ta*  63a*b
21. x+1

x+5  %943x—10

Como una fraccion representa la division indicada del numerador en-
tre el denominader, para reducir una fracciéon a expresiéon entera o
mixta aplicamos la siguiente:

REGLA

Se divide el numerador entre el denominador.
Si la divisién es exacta, la fraccién equivale a una expresion entera.
Si la division no es exacta, se continiia hasta que el primer término
del residuo no sea divisible por el primer término del divisor y se anade



REDUCCION A FORMA MIXTA ] 205

al cociente una fraccién cuyo numerador es el residuo y cuyo denominador
es el divisor.

- 8 0,2
E] emp lOS (1) Reducir a expresién entera %

X

Dividiendo cada término del numerador por el denominador, se tiene:

48 —2x2 4x3 2
—_—=———=2%—x. R

2x 2x 2x
3a® — 1202 — 4
3a i

Dividiendo el numerador por el denominador:

38 —1202—4 | 3a
- 3a? a® —4a
—12a2—4
12a® —4
= 33 =120 —4=0?*—da+ —.
=vd 3a

(2) Reducir a expresién mixta

Cambiando el signo al numerador — 4 y ‘cambiando el signo a la fraccién,
tendremos:

4
TR, X S SR e TN
3a® —12a* —4=0a“—4a

6x3 —3x2 —5x+3

(3) Reducir a expresién mixta

Ix2—2
6x3 —3x2—5x+3 [ 3x2—2

— 6x8 + 4x 2x—1

—3x2— x+3

3x2 -2

— x+1
Taiid 6x3-—3x2—.5x+3_2x_]+—x+\
endremos: 3 —2 = -—_3x2—2

Cambiando el signo al numerador (a cada uno de sus términos) y a la frac-
cién, tendremos:

6x® —3x®* —5x+3 x—1_
: RN 5T ={/p
32 —2 a2
- EJERCICIO 123
Reducir a expresion entera o mixta:
i Ga“—lﬂaz. g 9x3y—6x2y’2+3xy3- 3. x‘-’+3‘ 4 10a2+15a—2

2a ' 3xy x ba
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5. 9x3—6x2+3x-—5- 9. xa—x2—-6x+l' 13. x*—iix?—Bx.
3x x*—3 x4—2
2—Hx— Jx3+dx2y+2xy2—6y? 10n3—18n2—5n-+3
6. LS ﬁx. 15. 10. x94x"y+2xy°—by 14 i
x+2 3x—2y In2—3n+1
7 12x2—6x—2- 11. 2x3—7x2+ﬁx—8. 15. 8&:‘ :
4x—1 2x2—x+1 4x*+-5x+6
548h8 49,31 42 6mo+3min
e Lo gy PEROAE .
a-+2b a’—a+1 3m3—mn2+4nd

IV. REDUCIR UNA EXPRESION MIXTA
A FRACCIONARIA

REGLA

Se multiplica la parte entera por el denominador; a este producto se
le suma o resta el numerador, segin que el signo que haya delante de la
fraccién sea + o —, y se parte todo por el denominador.

La fraccién que resulta se simplifica, si es posible.

E]enlplﬂs I (1) Reducir x—2+

a fraccién.
e x_
3 (x—2)(x—1)+3 x2—3x+2+3 x*—3+5
x—1 x—1 x—1 x—1
2+b2
(2) Reducir a+b— a a fraccién.
d=
a?+b? (a+b)la—b)—(a*+b*) o*—b*—o>—b" 2b*
e = = et
a—b a—b &—b g—b
IMPORTANTE

Obsérvese que como la fraccién tiene signo — delante, para restar el nu-
merador o + b? hay que combiarle el signo a cada uno de sus términos y
esto se indica incluyendo a® + b* en un paréntesis precedido del signo —.

x4+ 5x2—18

(3) Reducir x+1—————— a fraccién
x*+5x+ 6
e x3+5x2—18_{x+1][x2+5x+6}—{x“+5x2—13]
* Bt xE+ Sx+ 6

_x3+6x2+11x+6—x3-—5x"'+18_x"‘~+-11x+24_lx+8]{x+3}_x+8
n x? + 5% + 6 T 2+5x+6  (x+3)(x+2) x+2




EJERCICIO 124 REDUCCION A FRACCION @ 207
Reducir a fraccion:
4a 3 Tab*—b?
8. x+2— 2 . a*43ab b4 — 1
L R 15. a*+3ab—-b*+ =
n* x2—6x X342
s 9. x*—3x— 16. -—(x41).
e m x+2 x2—x+1 ( )
e x3—=2x341
5— " 17. —_—
HegD x=2 W Ak x—y wtd x=—dx 413
3atb+3ab?
G+ ab . 11' d’nn +ﬂl—2n 18- +—-—,—““—.
a+b m—n a2—b?
1—a? Hax—Gx* x3=27
3. 12. 2a—3x— g L
2 +a—3 2a—3x s X S oab
2 2a%—11a+9
1—ﬂ+x : 13. m*—2m+4— =2 20. o*—3a+bht—m
a—x m-+2 a*+a—2
9
7. 2a+x_1‘ 14, xﬂ—;}x—:}x(xjh—)n
a+x x—92

V. REDUCCION DE FRACCIONES AL MINIMO
COMUN DENOMINADOR

REDUCIR FRACCIONES AL MINIMO COMUN DENOMINADOR es

convertirlas en fracciones equivalentes que tengan el misio denomi-
nador y que éste sea el menor posible.

Para reducir fracciones al minimo comuin denominador se sigue la si-
guiente regla, idéntica a la que empleamos en Aritmética:

REGLA

1) Se simplifican las fracciones dadas, si es posible.

%) Se halla el minimo comin miltiplo de los denominadores, que
sera el denominador comin.

3) Para hallar los numeradores, se divide el m. c. m. de los denomi-
nadores entre cada denominador, y el cociente se multiplica por el nume-
rador respectivo '

-

20"

| E]emplos (1) Reducir —— al minimo comin denominador.

4x*

o |N

Hallamos el m. ¢ m. de a, 20" y 4x% que es 40°x”. Este es el denominador
comUn. Ahora dividimos 4o%x* enfre los denominadores o, 2a* y 4x? y cada
cociente lo multiplicamos por su numerador respectivo, y tendremos:
A y 2 2 X 4ax*
40°x* < a = 4ox* — T e—
a 4o-x=

Bax*®

4a*x®
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JET T - 3 3 X 2x2 6x*
xX= = Jda==2x —_—= - - .
2a? 4o x? 4a?x*?

Aot e = g2 .5_: _5*‘?2_: 50.? .
4x? 4a®x? 4a?x?
Las fracciones, reducidas al minimo comin denominador, quedan:
“Bax® & 6 5a®
4%’ 4o’ datx®
Estas fracciones son equivalenfes a las fracciones dadas porque no hemos he-
cho més que multiplicar los dos términos de cada fraccién por el cociente de

dividir el m. c. m. entre su denominador respectivo, con lo cual las fracciones
no se alteran (176).

1 -1 2x—3
(2) Reducir —, x .

= , —— al minimo comin denominador.
3Ix* bx 9x

El m c. m. de 3x2, 6x y 9x® es 18x3. Este es el denominador comin.

1 1xX6é é
Tendremos: 18x® + 3x® = 6x —= b P
3x* 18x# 18x3

s s ol Selam] 9 Sy
6x 18x® 18x*
Hx—3 _2(%—3) 4x—6

18x% + 9x* = 2 o S S
Pt 18x3 18x%

6x 3xB—3x 4x —6
183" 18x® " 18x®
a—b 2a 3b

(3) Reducir 5 TR i al minimo comin denominador.

Hallemos el m. c. m. de los denominadores, factorando los binomios:

ab=ab -
ab+b2=b(a+b) m.c.m.=ab(a+b)
a®?+ab=ala+b)

Ahora dividimos el m. c¢. m. ab(a + b} entre cada denominador o lo que es
lo mismo, entre la descomposicién de cada denominador:

ab (a + b) a—b (a—b)le+b)  o*—b?
PO L R (R e
abla+b) 2a 2a X a i 2a?
blatb) ab+b*  abla+b)  abla+b)
abla+b) _, B %xb  _ 3
ala+b) o>+ ab ab(a+b) ab(a+b)



o

10.

11.

12.

REDUCCION AL MINIMO COMUMN DENOMINADOR @ 20%

+3 2 + 4
(4) Reducir x, = ) -

¥—1" x2-3x+2 x¥tx—2
Hallemos el m. c. m. factorando los denominadores:

2—1=(x+1)x=1) o E—

4+ 3x+2=(x+2)k+1)  [mem=(x+1)x=1)x+2).
24+ x—2=(x+2(x—1) ¥

Dividiendo el m.c.m. (x -+ 1)(x—1)(x -+ 2) entre la descomposicién de cada
denominador, tendremos:

al minimo comin denominador.

{x+l][x—1]{x+2}=x+2 x+3: (x+3)(x+2) =___xf'+51t+6____-
(x+1)(x—1) E=1 (x+1)(x=1)(x+2) (x+0(x—1)(x+2)
(x+1)(x—1)(x+2) 2 o 2xlx=1] e e AR DN TN
R - IR LR 1) x—NJxt2) AEENlx—DxA2)
A1) x=1)x+2)_  x+4 _ (x+4)(x+1) _ x+5x+4
(xF2)x=1}" " Webkx—2 Ax+V)x=T1)[x+2) (x+N{x—1)x+2]

- EJERCICIO 125

Reducir al minimo comin denominador:

g 2 w = 4 % 2 _x_ ¥l
b ab x¢—1" x*—x—2 2 5x+15 10x+30
i’ 4 ‘ 14. a—3 ﬂ 26. 2%x—-1 3x+1 4x+3 )
2a° 3ax 4(at5) 8 x+4’ 3x+12" 6x+24
2 o, P ) 8 2, = L
2x% dx  8x3 3(a—x) 6 a+4  9a*-25 3a—H
E_x_' L' i 16. 3 2 x+3 28. x+1 x+2 3x
ab?  a*b’ ot x2 x' xP—x x2—4  x24x—6 x24+5x+6
o1 ox 17. 1 a b 29. a+3 ba
6x2" 9xy’ 12y’ 2a+20" 4a—4b" 8 a*+a—20" a*—Ta+12’
a=1 5 a+2 18. X y 3 a+1 '
3a " 6a a® xy' x'*‘-l-xy’ xy+y‘-" a*+2a—=15
Xx=y x+y _ ie 2 1 a g9, 4+l 2a 1
_— . B, . 2 A 3 . s s .
x%y  Jxy? a*—b?" a4ab  a*—ab a*—~1" a*+a+1 a—1
m+n m—n 1 20. 3x x* x3 : 31. 1 ’ 1 ) 2
2m " Hmin’ 10n? x+1" x—1 x2—1 x—1 x8~1 3
atb a—b a*+b* a1 1 m n 22, 3 b
6 2 ' 3b? mi—n? m24+mn mi-mn 2a24-2ab’ a*x+abx’
2n—b' 8b—a a—3b o, ntl n—1 ni+l 1
3a* ab? " 9 n—1" n+1’ n2-1 4ax?—-4bx?
?_’ 3 ) 23, a”—-b'*" a2+b2| at+bt 33 _1 a+1 3(a+1)l
5 x+1 az4+0% a?—b% at—bt a—1" (a—1)* (a—1)
a b 4. 3x  x-1 1 34 2x—3 3 2x=1

at+b’ a2—b?’ x—1 x+2° x24x—2° 6x2+T7x+2" 2x+1 6x+4



PROPAGADORES EUROPEOS DE LA MATEMATICA
HISPANO-ARABE (Siglo XIll) La matemitica his-
pano-irabe se introdujo en Europa a través de las
traducciones que hicieron numerosos eruditos que se
trasladaron a las universidades #érabes de Cérdoba,

OPERACIONES CON FRACCIONES

I. SUMA

Sevilla, Toledo, etc. Se destacaron como traductores:
Juan de Espaia, que puso en latin las obras de Al
Juarismi; Juan de Sacrobosco o Hollywood, que tradujo
diversos tratados; y Adelardo de Bath, el mas distin-
guido de éstos, que dio una versién latina de Euclides.

armuo X1V

@REGLA GENERAL PARA SUMAR FRACCIONES

1) Se simplifican las fracciones dadas si es posible.
2) Se reducen las fracciones dadas al minimo comun denominador,

si son de distinto denominador.

3) Se efectian las multiplicaciones indicadas.

4) Se suman los numeradores de las fracciones que resulten y se par-
te esta suma por el denominador comin.

) Se reducen términos semejantes en el numerador.
6) Se simplifica la fraccién que resulte, si es posible.

SUMA DE FRACCIONES CON DENOMINADORES MONOMIOS

i E jemplos

a—2

(1) s iy N,
t.umar2 y

602

Hay que reducir las fracciones al minimo comin denominador.

210



SUMA DE FRACCIONES @ 211

El m. ¢. m. de los denominadores es 6a2. Dividiendo éa® entre los denomina-
dores, tenemos: 6a% +2a=23a y 6a®+ éa®> =1. Estos cocientes los multipli-

camos por los numeradores respectivos y tendremos:

3 a—2 3 30} o2 2 %o o2

2a  6o* 6a® 6a* 602 ba*
9a+a—2 10a—2

{sumando los numeradores) =

ba®  ba®
2(5a—1 S5a — 1

(simplificando) = [ oot J= = R.
a 3a®

x—4a ) n—2 1
2ax Sx* 10x

El m. c. m. de los denominadores es 10ax®. Dividiendo 10ax* entre cada de-
nominador y multiplicando los cocientes por el numerador respectivo, tenemos:

x—4a x—2 1 __Sx(x—4a]j—20[x—2]+cx

(2) Simplificar

2ax 52 10x 10ax?
o 5x* — 20ax + 2ax — 4a + ox
(multiplicando) = ———— —
10ax?
5x* — 17ax — 4a
(reduciendo términos semejantes) = ————————. K
10ax*
@ EJERCICIO 126

Simplificar:
1. x—2 +3x+2- 6. i+i+3. 11. m—n +n—a 2a—m-

4 6 m: mn m mn na am

2 1 — 2 —x3
2 —t+— e PR e T W M e ]

5a*  3ab 2x x2 3ax? 3x Hx? 9x3
3. a—2b b— 8. 2&—3+3x+2+ x—a. 3. _1_ b2—q? ab+b2-

15a Zi]b 3a 10x  bax ab . ab? ah?
4 a+3b a*b—4ab* 9 3  x+2 x242 14 a+3b 2 2a—3m 8

3ab 5a2b% 5 2x 6x2 " ab am a
5. a—1  2a 3a+4' 10. x—y +2x—|—y +y—-4x.

3 6 12 12 15 30

SUMA DE FRACCIONES CON DENOMINADORES COMPUESTOS

‘ Ejemplos . o 1 1 1

(1) Simplificar -4 .
PIlcar 3 =2 T =1
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Hallemos el m. c¢. m. de los denominadores, factorando los binomios:

Ix+3=3(x+1)
x—2=2(x—-1) mem: 6(x+1)(x—1).
2=1= (x+1)(x—1)

Dividiendo el denominador comin é (x4 1)(x — 1) entre cada denominador,
o lo que es lo mismo, entre la descomposicién de cada denominador, y multi-
plicande cada cociente por el numerador respectivo, tendremos:

1 + ! + 1 2(x—=1)+3(x+1)+6
N+ =2 1 bl THx—1)
i ide 2x—243x+3446
(multiplicando ) = ———
6(x+1)(x—1)
(reduciendo térmi ‘o w+7
reduciendo términos semejantes ) ~ias s

] - 6
(B sipitea 2ty T8 . gde,
a*—4 o?—a—6 a®*—5a+6

Hallemos el m.c. m. de los denominadores:

a*—4=(a+2)(a—2)
2—a—6=(a—3)(a+2) m.c.m: (a+2)(a—2)(a—3).
—5+6=(a—3)(a—2)

Dividiendo el denominador comin (a+2)(a—2)(a—3) entre la descom-
posicién de cada denominador, y mulhpllccndo los cocientes por los nume-
radores respectivos, tendremos:

o=l @=2  o+¢ _(e=llle=3)+la=2F+(a+2)la+6)

2—0—'6 02-—-50+6_ [a+2:||:d—?}[0—3}

- — 4a+3+ o~ —da+ 4+ a* + 8a + 12

( multiplicando ) = —— i — -4+ a*+8a+12
(a+2)(a—2)(a—3)

a

a’—4 a

R —_—_— da* + 19
(reduciendo términos semejantes ) = (—4]lo—3]
@ EJERCICIO 127
Simplificar:
L. 1 1 _ 5. m+$ i m+2. 9. 1 ; =y .
at+l a—1 m—3 m—2 3x—2y = 9Yxi—dy*
9 i 83
2. . g X  * WG anal
x+4  x—3 x—y = x+y x+3a  x*—9a?
g 2 4 % ., y X 8L . BT
1-x  2x+5 x2—1 = (x—1)? 1—~62 " 1+a?
4 X % 8. 2 3x 12. 2 2

x—y x4y x—5 ¥ x2—925 at—ab K ab+b?’



13.

14.

15.

16.

18.

19.

20.

21.

SUMA DE FRACCIONES (=] 2]3

ab a 29 x+1 x—3 x—2
=L : . + :
9a2-—-b? * 3a+b 10 + 5x—10 2

1 1 x+5 x+4 x—3
O, O . B 23. : g
a*=b?  (a—b)? Fre—10 | rix—15 t A roxt20

3 2 02
- & — 24. 1 i < 1—-2x X -
x24+y? - (x+y) x—2  x3—8 = x24-2x+4

2x +a+x 5 a = 25. 2 + a & a+1 -
a*—ax  ax  ax—x a+1  (a+1)? ' (a+1)®
3 x—1 4 x+8 . 26. 2x x 41 1 '
2x+4 2x—4 x?*—4 3x2+11x+6 x2—9 3x+42
1 1 x+3 7 x2—4 1 3
x+x2  x—x2  1—x? x3+1  x+1  x2—x+1
x—y X+ 4x )

L 2 e 1.~ 1 &l .
x+y  x—y x*—y x—1  (x—=1)(x+2) (x—=1)(x+2)(x+3)
a—5 a*—4a—5  a*+2a+1 Ix2—5x—3  2x2—3x—2 x2—bHx+6
3 2 1—8ba a—2 a+3 a4+l
= . 30. + :

a i Ha—3 ¥ 25a%—9 a—1 a+4+2 a—3
RESTA

REGLA GENERAL PARA RESTAR FRACCIONES

si

1) Se simplifican las fracciones dadas si es posible.

2) Se reducen las fracciones dadas al minimo comin denominador,
tienen distinto denominador.

3) Se efectian las multiplicaciones indicadas.
4) Se restan los numeradores y la diferencia se parte por el denomi-

nador comiun.

5) Se reducen términos semejantes en el numerador.
6) Se simplifica el resultado si es posible.

RESTA DE FRACCIONES CON DENOMINADORES MONOMIOS

. .
E]em'plos (1) De el restar M
3a 6a*b

El m. c. m. de los denominadores es 6a2b. Dividiendo éa®b entre cada deno-
minador y multiplicande cada cociente por el numerador respectivo, tenemos:

a+2b 4ob®>—3 2ab(a+2b) 4ab®—3
3a 6ab 6o éab
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;s 2a%b + 4ab®  4ab?—3
( multiplicando ) =—— ... :

ba’b éab
o dores) = 22%b + Aol = (dab? ~3)

restando los numeradores ) = b

) _ 2a®b + 4ab? — 4ab® + 3

(quitando el parénresis)= ———— — ——
6a’b

2a°b + 3

(reduciendo ) = - R.

6a*h
IMPORTANTE

Obsérvese que para restar 4ab® — 3 del primer numerador hay que combiar
el signo a cada uno de sus términos y esta operacién la indicamos incluyendo
4ab? — 3 en un paréntesis precedido del signo —.

x—1

x+2
de .
x* 3x

(Z) Restar

El m. c. m. de los denominadores es 3x%, que serd el denominador comdn.

=1 wh?2_xlx=T)_3{x+2)

Tendremos: -
3x x2 3x® 3x2
(multiplicando) X=X 3x+6
multiplicando ) = — e
B 3x? 3x®
2 — —(3x+6
(restando los numeradores ) = oy —i ]'
3x2
x*—x —3x—6
[ quitando el paréntesis) = =
32
X2 —4x — 6
(reduciendo)=——-——* R

3x=
*+3x—2 2x+5

(3) Simplificar 5 =

En la préactica suelen abreviarse algo los pasos anteriores, como indicamos a
continuacién.

El m. c. m. es 4x2.
x*+3x—2 2x+5 2(x2+43x—2)—x(2x+5)
2x2 W 4x - 4x*% e
2x2+6x—4—_2x2—5x_

4x2 Tk

( multiplicando ) =

x — 4
(reduciendo)=——. R.
4x*

Obsérvese que al efectuar el producto — x(2x+5) hay que fijarse en el
signo'— de la x y decimos: (—x)2x = —2x% (—x) 5= — 5x,



RESTA DE FRACCIONES ] 2]5

®» EJERCICIO 128

Simplificar:
1. x—3 x+2- " a—3 4—3ab"’- 7. x=1 x—=2 x+3'
4 8 5ab 3a2b® 3 4 6
9. a+5b b—3- 5. 2a+3 a-—2- 8. 8 2a+1 ﬁ_
a® ab 4a 8a 5 10a 20a*
3. 2 ___Lﬁ_ 6. y—2x x—3'y- 0. 3 x=1 x2+2x+3
3mn?  2m®n 20x 24y bx  3x? 15x8
o L BB b

RESTA DE FRACCIONES CON DENOMINADORES COMPUESTOS

(1) Simplificar — o

Ejemplos I a 1

Hallemos el m. c. m. de los denominadores:

ab—b2=b(a—F)
b =b m.c.m: b(a—b)

Dividiendo b(a—b) entre la descompdsicién de cada denominador y multi-
plicando cada cociente por el numerador respectivo, tenemos:
a 1 _a—(a—b)_a—a+b_ b __ 1 2
ab—b%2 b bla—b) bla—b) bla—b) ao—b

1 1—3x
x—x2 x—»xb
Hallemos el denominador comin:
x+x2=x(14+x) moe.m: x(1+x)(1—x)

x—x2=x[1—x )
x—x3=x{1—x2)=x(14+x)[1—x)

2
(2) Simplificar e
i x + x2

Dividiendo x(1+ x)(1 —x) entre la descomposicién de cada denominador,

tenemos:
2 1 1—3x _ 2(1—x)—(1+x)—(1—3x)
x+x2_x—-x2_x—x3- _xIl_-i-m_—_:J_ i
:2—2x—1—x‘—1+3x___ 0 —0
x(1+x)(1—x) x(1+%){1—x)

Al reducir los términos semejantes en el numerador, se anulan todos los tér-
minos, luego queda cero en el numerador y cero partido por cualquier can-
tidad equivale a cero.
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4x2 —1 (x+1) x+3

22—8 xAAx+4 x—2

Hallemos el denominador comin:
2E—8=2x2—4)=2(x+2)(x—2)

24 4x +4= (x +2)? mem: 2(x+22(x—2.
x —2= (x —2]

(3) Simplificar

Dividiendo 2 (x +2)?(x — 2) entre la descomposicién de cada denominador,

tenemos:
=1 (xH1P x+3 (x+2)(42—1)—2(x—2)x+12—2(x+2]2(x+3)
22 —8 xP+dx+4 x—2 2(x+22( x—2)

(x+2) (4 —1)=2(x—2)(x2+2x+1)— 2 (x2+ dx+4)(x +3)
T 2(x+2R(x—2)
463+ 8Bx2 —x—2—2(x*—3x—2)—2(x*+7x2+ 16x+ 12)

T ole 2R lx—2)
448X — x —2— 2 +bx+4— 2 — 1dx®—32x — 24
o C2(x+2P(x—2)

— 6x2 —27x — 22 x>+ 27x + 22

{reducnendo]=2“[x+212{x_2}: 2(x+2P(2—X)

- EJERCICIO 129

1. De L réstar —, 6. Restar —— de L1
x—4 x—3 x—x2 e
2. De 2" yestar i 7. Restar —— de a—l—x"
m-+n m—n a*—x* (a—x)*
2 B 2F seatas ST, & Rewar—— e I
1+x 1—x 12a+6 Ga+3
4. De al restar b;a._ 9. Restar i de — i B
a*+ab ab4-b2 a?+a—12 a’*—6a+9
2 2 2 — 2
B i S0 sty T AA 10. Restar b e 2 higp LA
m—n m2—n? a+3b a*—9b*
Simplificar:
11. ‘x %+l . 14, x—=1 x+2- 17. 20—3 ~ a—1 '
=1  (E=A)? 4x+4 8x—8 6a+9  4a*+12a+9
.t .. = 5. % _1 T, S
a?—b3  (a—b)? xy—y* y x* x4l  xF=x+l
13, x+3 1 16. b b 19. o1 1 1

6x*+x—2  dx—dxt1 @b  a*+ab a+a 2a—2 2a+2



21.

22.

24.

i
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1 1 1 ) 2. 3 x4+2  1-9x
4a+4 8a—8 12a%+12 X24x41  (x—1)*  (x3—1)(x—1)

IO BT oy o, 1
xI—xy X x—y ad—b3  2a24+2ab+2b* 2a—2b
_e _1_1 | 27. 3a _a—1 ~ 10a—1
a*+ab a atb 20*—2a—4  4a*+8a—32 Ba’+40a-+32

1 - 1 B 2y . 28. 1 a*49x* a .
x2—xy x24xy x3—xy? 4a—12x  a*—27x%  2(a®+3ax+9x?)

x 3 x 29. 2¢*=3  a+l  9a*-14

Xtx—2  x2+2x—8 x°45x+6 10a+10 50  50a+50

SUMA Y RESTA COMBINADAS DE FRACCIONES

1 a® + b*

a?—ob ab o*b—ab?

Ejemplos

(1) Simplificar

Hallemos el comin denominador:

a*—ab =ala—b)

ab =ab m.c.m: ab(a+b)(a—b).
a’b—ab?=ab(c®*—b?)=abla+b)(a—b).
Tendremos:
1 1 a® + b* bla+b)+(a+b)la—bl—[a®+b?)
a*—ab  ab o%b—ab “ab(a+b)la—b)

ab + b* + a? — b? — g*> — b?
abla+b)(a—b) -
ab — b*
abla+b)la—=b)
bla—b) 1
obla+b)la—b) ola+tb)

( multiplicando ) =

[ reduciendo ) =

( simplificando ) = R.

x—2  x+3 x4 12x+ 16
B—x a8 Gy—d b P —dy?

Hallemos el denominador comin:

(2) Simplificar

X

BE—x=x{x—1)
24 Ix—4= [x+4)(x—1)
X433 == (2 +3x—4)=x*(x+4)(x—=1)
mc.m: 3 (x—=1)(x+4).
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Tendremos:
x—2 X3 x2+12x+]6_x{x+4]{x—2]——x2{x+3]+x"’+12x+16
E—x x2+3x—4  xA+33—dx® (x—1)(x+4)
L X3+ 22— 8x — x — Bx* + x2 4 12x + 16
( multiplicando ) = — - -—x-g-{—x 1) (x+4)
4x + 16
( reduciendo ) = ST YT T
P (x—=1)(x+4)
renT 4{x+4) B 4
( simplificando ) = N T TP T R.
EJERCICIO 130
Simplificar:
2 5 3 4x—T . 14, x+y . x+-2y Yy '
x—3 x+2 x2—x—6 Xy xy+y?  xP4xy
a 1 a+12 : 15. a® a+3 A a—l'
3a+6 6a+12  12a+24 a*+1  a*—a+l a+l
X i_i 16. 1 2x 3x2_
C o v - g1, xF—1 g
a+3 a—1 a—4 a+b 1 3a?
“ a?—1 +2a+2 +4a—4' e a*—ab+b® atb  ad+b3
a—b a+b __° 18. 2 2x+3 6x+12'
a*+ab  ab  ab+b® x—2  x242x+4  x5-8
x—y xty 4x? 19. 3x+2  bx+l 4x—1 _
x+y x—y  x2—y? x24+3x—10 x*+44x—5  x2—3x+2
x 1.1 & 3 O T |
a*—ax a x (n—1)* mn—1 (n—1® n
x+1 x4 " x+5 . 91. 1 e*-5 a*+5 .
x2—x—20 x?—4x—5 x%+bHx+4 a?+5  (a?45)*  a'—25
2x+1 B x? 2, 2x ‘ 99, 1-x2 X2 - 6x _
12x+8  6x%+x—2  16x—8 9—x?  O9f6x+x2 9—6x+x2
i 1 + 1 - 93. x  x+1  x=1 b .
ax a*tax  a+x 2x+2 3x—3  6x+6 18x—18
1 - 1 + 2y ] 24, a+2 B Ta B a—3-
x+y  x—y  x%4y? 2a+2 8a’—8 4a—4
a—1 a-2 az+2a—6. 95 a—3 2a+5  4da—1
3a+3 6a—6  9a2—9 " 20a+10  40a+20 60a+30
1 2 _ 3 26 2 - 1 3
a*+2a—24  a*—2a—8 a*+8a+12’ © 2x245x+3  2x2—x—6 x?—x—2
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a—1 a—2 1 3 | 1 1

27. - ; 29. — 3
a—2 a+3 + a—1 5+ba # o—ba 10410a?

28. 24+3a 2-3a a 30. 8 | 1 X X

9—8a 2+3a (2—3a) 33x  34+3x | 616x 2—ox%
c».mmos DE SIGNOS EN LA SUMA Y RESTA
DE FRACCIONES

Los cambios de signos en las fracciones se usan en la suma y resta de

fracciones cuando los denominadores no estdn ordenados en el mismo
orden.

E]emplos I (1) Simplificar 2 -+ 8 Xid

x+1 x—=1 1—x

Cambiando el signo al denominador de la Gltima fraccién 1 — x? queda x* — 1,
pero para que ese cambio no altere el valor de la fraccién hay que cambiar
el signo de la fraccién, y tendremos:

2 3 x+5
+ + :
x+1 x—1 x*=1

Elm c.m esx*—1=(x+1){x—1). Tendremos:

2 3 x+5 2(x—114+3(x+1)+x+5
+ + =
x+1  x=1 x2—1 (x+1)(x—1)
_2x—2+3x+3+x+5
T (x+1)(x—1)
__b¥e  elxdll 6o
T+ 1 Mx=1 [(x+1){x—1] x—=1
1 2x

(2) Simplificar

X
X*=5x+6 2—x (3—x)(1—x)
Descomponiendo x2 —5x+é=(x—3)(x—2). Entonces le cambiamos el
signo @ 2 — x quedando x — 2, cambiamos el signo de la fraccién y cambia-
mos el signo de los dos factores del tercer denominador (3 —x)(1—x) que-
dando (x—3)(x—1) y como son dos -factores [ndmero par de factores)
no hay que cambiar el signo de la dltima fraccién y tendremos:

X + 1 . 2x _x[x—]}+{x—'|}[x—3}-2x{x—2]
(x—3)(x—2) x—2 ([(x—3)[(x—1) (x—=1)[x—2)1x—3)
x2—x+x2—4x+ 3 — 2%+ 4x
C=T)(x—2)[x—3)
_ —x+3
T (=1} {x—~2)(x~—3)
¥='3 M 1
T=x)x—2)(x—3)  (1—x)(x—2)




ALGEBRA

220 @
B EJERCICIO 131

Simplificar:
1 1 m
" m—n  ni-m?
2
9. zx B 2x -
xI—xy y—x
Y| x
. 2x—x2  x2—4
‘ a+b a
" at—ab  b?—a?
5 x—4 X
" x2—2x—3 6—2x
6 1 |
Cox242x—8  (2—x)(x+8)
1
7. 2 + i

2x4+2 1—x 4x—4

10.

11.

12.

13.

14.

2a 3a 2a
a+3 & a—3 * 9—a?

+3y 32
x y+ Yy x

y+x = x2—y? o y—x

x x—3 + 1

x242x—38  (1—x)(x+2) x+2

3 1 1
2a+2 da—4 8—8a®

1 a+1 2
a—3 i (83—a)(a—2) i (2—a)(1—a)
2x +2x3+2x2 1
x—1 1—x? x24x+41

x+2 i x+1 4x2+-6x-+3
3x—1 3—2x 6x*—11x+43

IV. MULTIPLICACION DE FRACCIONES

REGLA GENERAL PARA MULTIPLICAR FRACCIONES
1) Se descomponen en factores, todo lo posible, los términos de las

fracciones que se van a multiplicar.

2) Se simplifica, suprimiendo los factores comunes en los numerado-

res y denominadores.

3) Se multiplican entre si las expresiones que queden en los nume-
radores después de simplificar, y este producto se parte por el producto de
las expresiones que queden en los denominadores.

Ejemplos 22 3P 2
[ ] p (1) Multiplicar B 2t
20 3% x2  2X3XaXb?Xx? o X
el (el e Ny 2 (simplificando) =-— R.
363 4x 202 3IX4X2Xa?Xb®Xx 4ab
3x—3 x2+4x+4

(2) Multiplicar
2x

Factorando, tendremos:

+4 P Ty

3x—3 x24+4x+4 3(x—1) (x+2p 3(x+2) 3Ix+6

X
2x + 4 x2 — x

S q(xF2) Mx—1) 2 2x

Hemos simplificado (x — 1) del primer numerador con (x — | ) del segundo
denominador y (x + 2)? del segundo numerador con (x+2) del primer de-

nominador.
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@) Moltioli g¥=i1.  P—g—4 3a+4
ultiplicar % 5 ;
3 P #4120 37 +7a+4 P—da+3
a®—1 a*—a—6 3a+4

Factorando, tendremos:

¥ X
a’+2a 3a*+70+4 o®*—4a+3
_la+1){a—1) (a—3)(a+2)  3a+4 |

L Rl i > =—. R
ala+2) (a+1)(3a+4) (a—1)(a—3) ¢«
B EJERCICIO 132
Simplificar:
2a®  6b? 5x+25  Tx+1 . 2a—2  a®—4a—5
§. — 8. X m—— 15. — z
3b da 14 10x+450 2a*—>50 3a+3
x%  10a® 9m 9 m-+n n? 1o, 2x"=3x—2 3x+6
2 5 Xm " mn—n? " m2-n? 6x+3 x2—4 '
5x2 492  14m xy—2y%  x24+2xy+y? L y*H9y+18  5y—25
3 s x—y;x : 10. { g . i X —,
© 7y T Tm® T x2+xy x2—2xy y—5 ay+15
5 2 3b xi—4xy+4y? x* x34+2x2—3x  2x2+3x
4‘ ‘_‘x_“x_' 11_ - x o IB = - - X 4
a b 10 x24-2xy x2—4y? 4x%4-8x+3 x2—x
2x3 3a® 5Hx? 2x242x x2—3x x4—27  a*+a+l
5. X—X = 12. — X - 19. X — :
15a® y  Txy? 2x? x2—2x—3 a?—1  x*4-8x+9
Ta 3m 5nt a*—ab+a—b 3 a*+4ab+4b2  2a+4b
6. SR : 13. - X — : 20. X :
Gm?*  10n* ldax a*+-2a+1 6a2—6al: 3 (a+42b)?
2 —n)8 2 1 ol 2 2
7. %ﬁx G : 14. =) xx+x+ : 21. L xxa+a><-x—.
6 4x+2 x?—1 (x—y)? at+l  x—x* a
x24-2x y x2—2x—8 » x2+44x 25 a?—5a+6 » 6a o a2—25
22. x*—16 x34-x2 x2+4x+4 " 8a—15 a?—a—30  2a—4
(m+n):—x2  (m—n)2—x2 g x2—3xy—10y* x?—16y? x2—6xy
. (m+x)2—n? = m2+mn—mx | ox2—2xy—8y%  x2+44xy x+2y
2a%+2ab? x3—x x x2+dax+4a®  2ax—4a® 6a+6x
24. = b4 ? 217. — X X ]
2ax2—2ax  a®x+b2x  x+1 3ax—6a® ax-+a x24+3ax+2a
a®—81 a+11  2a—12  ab+5Ha®
28. X — e ;
2a2+10a  a*>—36 2a+18 2a-+22
a’+7a+10 . a*—3a—4 N a®—2a%—3a
" a?—6a—T7  a*42a—15 a?—2a—8
x4-27x xi4x 1 x2
30.

X X .
xd—xidx  xt—3x34+9x%  x(x+3)* x—3
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MULTIPLICACION DE EXPRESIONES MIXTAS

REGLA
Se reducen las expresiones mixtas a fracciones y se multiplican estas
fracciones.
I E]emplo Multiplicar a+ 3 — 2 por a—2+—s-
a—1 at+4
Reduciendo las expresiones mixtas a fracciones, tendremos:
5 (6+3J{a=—1)=5 o®+2¢—3—5 a®+2s—8
a+3———=- = = -
a—1 a—1 o a1
2.4 S [a~*2]{o+4}+5 2+2§r—8+5_a'3+2cr—3
A at4 ad | ¢ ok
Ahora multiplicames las fracciones que hemos obtenido:
5 a*+2a—8 o?*+20—3
—— =2 = X
(a8t o) =" at4
_la+4)(a=2) (a+3)(a—1)
a—1 a+4
=(a—2)e+3}=c*"+a—6. R
B EJERCICIO 133
Simplificar:
ax—+x? X
1. at—)(a— — s .
( )( b+1 7. (ot a+2x ) (1+ a+x)
1 x3—Bx
2. -
(x x+1) (x+ x+2 s ( x~—‘?5)( x‘+3
X X
$ (1_ a+x) (1+_)' (m_m-l-n ) ( )
4x a%+5x?
4. ( b)( = 10. (a+2x— 2a+x) (a—x+ Y™
12 10—3x a
. x+5 ) W (1+E) a
D)) a (ko) (ms2g) ()
x4y x+1 x+2 X

).
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Y. DIVISION DE FRACCIONES

REGLA
Se multiplica el dividendo por el divisor invertido.

L 402
Ejemplos ). Bl e 2
3b? 9b®
40’ 20x_ da® 9b® 6ob
3b2 9b%  3b2 20x x|
X2+ 4 21
(2) Dividir 5 2 entre z ¢
Atax 16 xitdx 4 x(x+4) 4 =
8 4 8 x2—16 8 (x+4)(x—4) 2x—8

B EJERCICIO 134

Simplificar:
1. _{:-__-23_: 11. 20x%—=30x +4x—6.

3yz g8 15x%+16x* x+1
2. Ja*b = a2bs, 19. a*—6a-+5 _:_a2+2a—3:3-

Hx2 a*—15a+56 a*—Ha—24
3. om* & 10m?* _ 13. 8x24-26x-+15 " 6x*+13x—5.

m*  14ant 16x*—9 9x2-1
4. 6ax3 - a--;i. 14 ¥-12lx & F-llx

x2—49 x+7

5, 15m3+ 20y*® ' 15. ar::v4:'-’+5_{_a“:c‘-i—&::2

19ax®  38a3x* 4a*—-1 2a—1
6. 11x2yp% + 2y 16. at—1 5 a‘+4a2+3-

Tm? a*+-a* 3a*+9a
7. x—1 . 2x—2' 17. x34+125 . x'"-—5x'-’+25x.

3 6 x*—64 x?+x—b6

8 3a* N ba® . 18 16x2—24xy+9y? i 64x3—2Ty?

a*+6ab+9b*  a*b+3ab? 16x—12y 32x2+24xy+18y?’
9. x3—x = 5x2—5x' 1. a*—6a _:_az+3a—54

2x%+4-6x 2x+6 a*+3a* a*+-9a

10. 1 2 20. 15x%+7x—2  6x2+13x+6

@®—a—30 = a*ta—42' 95x0—x  2502+10x+1"
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91 x4=1 | Tx*HTx+7 93 x*—6x+9 = x*4-5x—24
2x2—2x+2  Tx347 C o dx2—1  2x2417x+8
- - 2 —15b2  a®—8ab—40b2
99. 2mx—2my+nx ny+8m+4n. 24. 2a2+-Tab—15b L0 3ab 40b-
3x—3y at+4a*b a*—4ab—320%
DIVISION DE EXPRESIONES MIXTAS
REGLA

Se reducen a fracciones y se dividen como tales.

Ejemplo

4 2xy x
Dividir 1+ entre 1+ —.
Xt +y? y

Reduciendo estas expresiones a fizcciones, tenemos:

i 2xy 2+y2+2xy xz-t-2xy'+y2
x? +y x2 4 y? x4 y2
PR s LS s )
b4 y Y
Tendremos:

2x % % x4 2xy + x+

(1+2L )+ (1+5)=T 2ty by
Xy y y

_|:-‘<“|'>’]2 y _xt Yy
x* 4 y* x+y Toxt4yt

- EJERCICIO 135

Simplificar:

a 2a
a+b i (1+?

"

b2 b
(bt ) (- atb

2
A (x—-x+1)+(x—xil X 6. (1—— 312)—:—(x+x_1
2
3. (1_a+1“+a)+(1+af_1. 7. (+ )+ (1+ x2“4
" (x+xj‘_3)+(x+xi4 ] 8. (nﬁ" 1) (rer1-"2 1)

Vi. MULTIPLICACION Y DIVISION COMBINADAS

@ Cuando haya que efectuar operaciones en las que se combinen mul-
tiplicaciones y divisiones se procederd a convertir los divisores en
factores, invirtiéndolos, y procediendo segun la regla de la multiplicacion.
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’ Ejemplo | R et i Y-

Simplificar : :
P da—4 a?—ba+9 2a®°—2a

Convertimos la divisién en multiplicacién invirtiendo el divisor y tendremos:

a—3 X02+9a+20;02—]6_ a—3 xa2+9a+20x202—20
da—4 a*—6ba+9 20°—20 4a—4 o*—ba+9 o*—16

a3 a5 a=-4] 2a(a—1) ala+5)
=a=1] " famB x{a+4]la—4]—2[a—3]{a—4)
B a®+ 5a
T 202 — 140+ 24

» EJERCICIO 136

Simplilicar:

N f, E)-J+ z_—' . a?—8a+T » a*—36 . a"’—a—42’
dy  9x  3x* a*—11a+30 a*—1 a*—4a—5
ba 2a bx %42 x24+20x+100  x*—100
= g Exw)' e S e
5. a+1 % 3a—3 & a*+a ‘ 8. a*+1 2 a*+a  4x+8
a—1 2a+42 a*+a—2 3a—6 6a—12 ¥—3
i 64a>—810%  (x—9)* +8&2+9ab‘ 0. Ebc‘“’—llb«:—:i>< 4x2—9 N 8x2+14x+3'
xe—=81 8a—9b  (x+9)* 6x24+13x+6  3x*+2x  9x*+12x+4
5 x2—x—12 5 x*—x—56 +x2—5x~—24‘ 10, (a+4b)2—c*  (a+c)*—b? +a+b+c'
x2—49  x*+x—20 x+5 (a—b)*—c*  a*tab—ac a?

a%— Sa a*+6a— 55 ax-+3a )

b+4h? b2—1 arb2—|—11b2
mi+6m*n+9mn? 5 dm*—n? m?+27n?
2min+Tmn2+3n® 8;r1vr12—2mf:q—n‘2 T 16m2+8mn+n?
a*—ax)? 1 ad—a®x at—x?

5 3 ¢ = ,} - —:-( — X )
a*+x* ad+ax a*+2ax+x%  ad+ax®
(a*—3a)* 27—a® a*—9a*

14. :

9—a? (a+3)—3a  (a®+3a)*
VIl. FRACCIONES COMPLEJAS

25 a x

FRACCION COMPLEJA es una fracciéon en la cual el nu- — —
merador o el denominador, o ambos, son fracciones alge- 4. 4
braicas o expresiones mixtas, como _ £ a3 L&
x

ALOEBAA BALDOD#R 8
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Una fraccién compleja no es mds que una divisién indicada; la raya
de la fraccién equivale al signo de dividir y ella indica que hay que divi
dir lo que estd encima de la raya por lo que estd debajo de ella.

a_x
raccid : X a8 a_%\. (148
Asi, la fraccion anterior —— equivale a (x a)' (1+x)
x
@ SIMPLIFICACION DE FRACCIONES COMPLEJAS

REGLA

1) Se efectian las operaciones indicadas en el numerador y denomi-
nador de la fracciéon compleja.

2) Se divide el resultado que se obtenga en el numerador entre el
resultado que se obtenga en el denominador.

a X

Ejemplos I Y o
e 4 (1) Simpliticar 2Z—2.
a

b=
X
a x a*—x*
Efectuando el numerador: —— —=———
X a ax
a atx
Efectuando el denominador: 1 4+ —=-——.
x x
a x a? —x*
x a ax
Tendremos: =
a a+x
14—
x X
(dividiendo el numerador __ af — x* X ____';““"N_HQ_‘_— X]_ L, X _a—X "
entre el denominador)  — gy g4 x i a4
12
x—1=—
L x—2
(2) Simplificar ;
16
x+6+
x—2
Numerador:
. 12 (x—=1)(x—2)—12 x2—3x+2—12 x*—3x—10
x=—1— — = = .
X2 x—2 x—2 K2

Denominador:

16 (x+6)(x—2)+16 x2+4x—124+16 x*+4x+4
R RO e e il =
Xrid x—2 x—2 x—2
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Tendremos:
i 12 x2—3Ix—10
o |- %
x—2  x=2 _ x*=3x—10_ (x—5)(x+2) x—5
e 16 Rt 4t 4 (x+2P T x+2
x—2 x—2

Obséivese que como la fraccién del numerador y la fraccién del denominador
tenian el mismo denominador x — 2 lo hemos suprimido porque al dividir o
sea al multiplicar el numerador por el denominador invertido, tendriamos:

:zti—SJc—'rOX x—2 _ x*—3x—10
®—2 xE+dx+4  xE4+4x+ 4

donde vemos que se cancela el factor x — 2.

- EJERCICIO 137

Simplificar:
a—% S %_iﬁi—g
9 ' T — 38 2 = *
1 H 16
—= x—4—= =i
x a
1 20x%+Tx—6
x2—— a—4+—
2 ’1‘ . 8 : : 14— e
1-= 1- = — 20
a x2
a 2__}2 1
e o 2a2—b b 1+
& b a a x—1
= ’ 4a2+-b? - 1
1o 1+
4ab 1 x2—1
1 3a ab
, o il T
S 1 0 0w ' L ab
m a+-3— a—b
2
x+— g~nt— x—1— >
2 at+x x+3
5. . 11, —m8 . 17
X a? 35
= i x+5—
4 a+x x+8
x 4 Ta+9
——% a+5—1: o a+3
a
6. 2 T " 5a—11
y —
L S —44
1+x 1+a+a2 % a+1
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Ahora trabajaremos fracciones complejas mas complicadas.

11
-1, %4}
3) Simplificar ———> "~
X 1)
x—1 x+1
Numerador:
1 1 ik le(xi—l) - Rabda=inatd 2

x—1 x+1  (x+D)(x—1) (x+1)E-1) (x+I)(x—1)
Denominador:

x 1 _x(x+l)—(x—1)_x2+x-x+1_ e o | |
x—1 x+1 (x +1)(x -lj - (_xrl)(x —1) _“(m)(x —-1)

Tendremos:

1_ 1 2 )
x—1 x2+1 (x-+1){x—1) .
x T x2+1 x4l

x—1 x+1 (e+1)(x—1)

Lo

a+2b a+b
a—b  a

b 2a—b "
a—b da—>b

4) Simplificar

Numerador:

a+2b a+b ala+2b)—(a+b)a—b) a*+2ab—(a®—b?

a—b a ala—b) - a(a—b)

_a*+2ab—a*+b* _2ab+b?
- aa—b)  ala—b)

Denominador:

b 2a—b b(da—b)+(a—b)(2a—b) dab—b*+2a*—3ab +b*

a—b+4a—_b B (a—b)(d4a—10b) B (a—b)(4a—Db)

_ 2¢*+ab
" (a—b)(da—b)
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Tendremos:

a+2b a+b 2ab +b?

a—b a a(a—b) 2ab + b* (a—- )(4a—b)

b 2a-b  2a+ab -—a(a~b) 2a* + ab

a—b+4a—b (a—b)(4a—Db)

b(2c:z-+-b)>< (a—b)(4a—b) b(4a—0b) 4dab—b*
" a(a—b) a2a+b)y @ 4 -
5) Simplificar ""f
x»——,
B 2
x+2

Las fracciones de esta forma se llaman continuas y se simplifican efec-

tuando las operaciones indicadas empezando de abajo hacia arriba.

Asi,

en este caso, tendremos:

_.1:—2 x—2 X 2 _ x=2
1 = P_x—2
% —- — 1 o x+2 X
L 2 x x
x+2
x—2 x x—2 x ®
= . — X = "ol -

1 x2—x—2 1 (x—=2)(x+1) x+1

@ EJERCICIO 138
Simplificar:
1+:’«1+1 x+3  x+1 - 2x‘ a a
x—1 4 x+4 x+2 7 14-x% 10 at+x 2a+2x

11 ©ox—1_ x—3 ' 2+2x5+2' ) a , @ '
x—1 x+41 x+2 x+4 1—xt a—x a+x
1 4 2 m*  mP—n? x+y x—y a+2b b
x—1 x+1 5. n m-+n 8 x~yﬁx+y 11 a—b a
_2+2i_+£ m—ﬂ_'__?:t_ . x+y  x+2y © at+b | 8b
X x4+1 T m x x-+-): @ a—>b
a b a* 1 atx  b+x 7. 12
=5 %% » ' a = tatag
a a+ 6 b a g, 4—X b—x 12 x x2
atb a - " a _b—a’ L T ' 16
a—b b b a—b a—x b—x %
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a_g_f 14 2{);—6 21. —1—1
13, .2 ¢ - 17, _ 8~b—¢ gk
1 1+ b - c—2b 1_:_1'
b oa a a—b+c x
4y? a 1—a
x2y x-){’— 1—a a 2. 1~ ! 1
e et e -
‘ 5),.3 *a_ a xu_l
x—3y x1y a 1—a q
2 2 x+1— Gall 2
x+2 23. —.
15 l—a 1+a ——e— 2
) 2 2 ' 19. 2 ; 1+ 9
== 11x—22 14—
1+a 1—a Y=ttt —— X
x—2
1 1 x+T 1
X+ +zﬂx—y+z 1 %
16. / . = il
1 1 1 %2
e 1“{"— o—
x—y+z  x+y+z X x+1
25. ;1 26. —"_.1_2___
gii-tt I
il x—5
a—— x—
a x+1
Vill. EVALUACION DE FRACCIONES
0
IHTERPRETACION DE LA FORMA —
a
La forma g que representa una fraccion 9 _,
cuyo numerador es cero y cuyo denominador a -
es una cantidad finita cualquiera, se interpreta asi: 3

En efecto: Sabemos que toda fraccién representa el cociente de la di-
visién de su numerador entre su denominador; luego, — representa el co-

ciente de la division de 0 (dividendo) entre a (divisor) y el cociente de esta
division tiene que ser una cantidad tal que multiplicada por el divisor a

reproduzca el dividendo 0; luego, el cociente o sea el valor de la fraccion
serd () porque 0 X a=0,

2—9
. Hallar el valor de ,x— para x =3.
E]emplo x*42x—14
Sustituyendo x por 3, tendremos:
x*—9 4 A=Y _ =7 @

*+2x—14 3*+2(3)—14 9+6—-14 1
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INTERPRETACION DE LA FORMA %

G .
Sea la fraccién €0 que a es una cantidad constante y x es una va-

riable. Cuanto menor sea x, mayor es el valor de la fraccién. En efecto:

a a
Para x= 1 , —=—=gq
X 1
1 a a
Para x= — , —=—x=10a
10 i
10
Para x 2 e : 100
ra = —), = |
100 x 1 »
100
Para x 1 & “ 1000a, €tc
| i =— —— X L
1000 x 1 s
1000

Vemos, pues, que haciendo al denominador x suficientemente peque-

1o, el valor de la fraccién 2 serd tan grande como queramos, o sea, que
siendo a constante, a medidaxque el denominador x se aproxima al limite 0
el valor de la fracciéon aumenta indefinidamente. a

Este principio se expresa de este modo: — 7 0

El simbolo « se llama infinito ¥ no tiene un valor determinado; = ne
es una cantidad, sino el simbolo que usamos para expresar, abreviadamente
¢l principio anterior.

. : a i

Entiéndase que la expresion ol puede tomarse en un sentido

aritmético literal, porque siendo 0 la ausencia de cantidad, la division de
a entre 0 es inconcebible, sino como la expresién del principio de que si el
numerador de una fraccién es una cantidad constante, a medida que el de-
nominador disminuye indefinidamente, acercandose al limite 0 pero sin llegar
a valer 0, el valor de la fraccion aumenta sin limite.

Ejemplﬂ Hallar el valor de % para x =2,

Sustituyendo x por 2, tendremos:

x+4 244 6 6
2—3+2 2—3(2)+2 4—6+2 0
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INTERPRETACION DE LA FORMA ;ﬂ-

Consideremos la fraccion —, en que a es constante y x variable.

2=

Cuanto mayor sea x, menor seri el valor de la fraccion.

' a a
En efecto: Para x= 1, —= — =g
X 1
a a 1
Para x= 10, =i =g
x 10 10
@ @
Para x =100, — ; @te.

= = —a
x 100 100
Vemos, pues, que haciendo al denominador x suficientemente grande,

: a x
¢l waler de la fraccion — serd tan pequeiio como queramos, 0 sea (uc a
: x

medida que ¢l denominador aumenta indefinidamente, el valor de la Irac
cion disminuye indefinidamente, acercandose al limite 0, pero sin llegar
a valer 0.

Lste principio se expresi:

Iste resultado no debe tomarse tampoco en un sentido literal, sino
como la expresion del principio anterior.

x—1
! E]emplo | Hallar el valor de 5 Pora =3
¥=d

Sustituyendo x por 3, tenemos:

@ INTERPRETACION DE LA FORMA —

=h -]

Considerando esta forma como el cociente de la division de 0 (divi-
dendo) entre 0 (divisor), tendremos que el cociente de esta division tiene
que ser una cantidad tal que multiplicada por el divisor 0 reproduzca el
dividendo 0, pero cualquier cantidad multiplicada por cero da cero; lue-

80 o puede ser igual a cualquier cantidad. Asi, pues, el simbolo

0
> = valor indeterminado.
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@VERDADERO VALOR DE LAS FORMAS INDETERMINADAS

- 2 o 4
' E]emplos (1) Hallar el verdadero valor de fi para x = 2.

Xt x—56

Sustituyendo x por 2, se tiene:

-4  P—4  4—4 0 ) _
Btx—8 PAT—8 AL2—68 G——Valor indeterminado.

La indeterminacién del valor de esta fraccién es aparente y es debida a la pre-
sencia de un factor comin al numerador y denominador que los anula. Para
suprimir este factor, se simplifica la fraccién dada y tendremos:

= _ (e +2(x—2) 22
Btx—6 (x+3)(x—2] x+3
x*—4  x+2
E+x—6 x+3
Haciendo x =2 en el segundo miembro de esta igualdad, se tendrd:
=4 242 4

x2+x—6“_2+3_5-

Entonces:

xX4—4
Luego el verdadero valor de ————— para x=2es —. R
=@ 5
I —2x — 1
( 2) Hallar el verdadero valor de ———————— para x = 1.

S a ettt e b
Sustituyendo x por 1, se tiene:
B Oy 2)— - =]
’ 3x *QX ] = —3[1 . —211} —= 37-2 O—Z V. indeterminado.
)t —5x+3 1EH1F—=5(T}4+3  I41—=54+3 0
Esta indeterminacién es aparente. Ella desaparece suprimiendo el factor co-
min al numerador y denominador que los anula.

Simplificando la fraccién (el denominador se factora por evaluacién ) se tiene:

IxE =@ —1 {[x—1){3x+1) 3x 41
xd+xt—5x+3 (x—1)(x—=1)(x+3) (x—1){x+3)
Enfonces, haciendo x =1 en la Gltima fraccién, se tendré:
I+ 3()+1 3+ _4
(= V)ln48] (1 =1[{1-+3) Dxd 0
Luego el verdadero valor de la fraccién dada para x =1 es =. R

@ EJERCICIO 139
Hallar ¢l verdadero valor de:
<l para x =2. 2z _x_—_—g para x = 3. =

]

x+3 x—3 x2+4-a?

para x —d.
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o

10.

11-

12.

13.

14.

15.

16.

ALGEBRA
x24y2
J para x =y. 17.
x2—y?
x;l para x = 2. 18.
ket 19
x2—9 .
para x =3.
x2+x'_12 20'
a*—a— e
m para a=13. 91
x*—Tx+10 =9
x3—2x2—x+2 par = 29,
%2211 1
x3—2x2—x+42 pRa=2 23,
a’—8 —9
po Tl a
x2—Tx+6
———— para x=1.
x2—2x-+1 25.
x3—3x—2
para x =2
x3—Tx+6 26.
x2—16 ) -
o G 27
dx*—4x+1 _1
arenp PR ATy
28.
8x2—6x+1 avse Yo 1
ax+12x2—15x 14 D Ty 29.
a_
% St ig para x=2. 30.

x1—x8—11x24+9x+18
EJERCICIO 140

Simplificar:
12x2+31x-+20
18x%421x—4
1 2 1
(; Yo (abe—
x34-3x24-9x

7. Dividir x2+5x —4 —

2a-+1

).

x3—g3
x—a
a*—2ab+b?
at—ab
x2—w2
xy—y*
xa_as

para x =a.

para b =a.

para y = x.

pr— para x =a.

x3—3x+2
2x5—6x2+4-6x—2
xi—x8—Tx%+x16
x4—3x3—3x*+11x—6
3x3—bx*—dx+4
x442x8—3x2—8x—4
x%2—Hx-+4

para x =1.

para x = 3.

para x = 2.

Aot gxitoxtg Lo ¥=1
x5 —4x94-8x2—32 v 9
X = 2.
x5 —3x3410x2—4x—4( P
8x2+6x—9 ara 3
e T X ==
12x2—13x+3 P 4
x34-6x24+12x+8 ) B
m Pd.l‘a x=—2.
9x34-3x24+-3x+1 -t 1
_ = ax=—=
oTxir1 T 3
1 . = —
e = para x = 1.

(x*+3x—10) (l—l-—-Lz—) para x =2,
x——

MISCELANEA SOBRE FRACCIONES

(3492 x(x—y)*

4.
y 4
a*—2b%+a*b(b—2)
at—a?h—2b%
g 1+5a a+5
6. Multiplicar a ra— :
p F ;v T
B2 L -
¥ =29 entre x+34+170 oy
x—bH x—>

() Efectiie las operaciones indicadas primero.
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Descomponer las expresiones siguientes en la suma o resta de tres frac.
ciones simples irreducibles:

4x2—5xy+y* § P
3x : ) mnx

xB—xm?

10. Probar que = x%'+ xy.

9x—3x? x3—1

11. Probar que x2--2x+1-—

. x—3 x—1

a‘—5a’+4 2+4a

12. Probar qu¢e ———M8—=a—38+ :
M et a0 22+1

Simplificar:
3 1 2a
a—b N a+b % at—ab+b?

14. (:_:2 = 1“_‘a4)>< (1—a+1i:a )

5. ( x?—9 x—3) a‘-‘x2—lﬁa2x( 2 1 )

13.

- > — e
x2—x—12 x243x 2x24Tx+3 a’x  a*x®
B2 S 2
16. 3xd—x2—12x+4 . 1. 16—81x -
Gx44 x3—25x*—4x 44 T2x2—5x—12
1 2 3 x x 6
18. (=———+ + +—— .
(x x+2  x+3 ) ( x+2  x+43  x*45x+6
b 1+ b ﬁ_l___._.x_]'
19 a + a—b 99 x—1 x+1 " x24+1 N 2x
' > vr o a—=8b’ Cox=1  x+1  2a*-2b a*—-b’
a ° a=b x+1  x—1
1 ,x2—36 1 2| | 1 1 1
=3 - x +x2x—4 36 4 B 9 etz 2(x—3) 9°
X K= il x—6+—
x x X
3a o 1 a*+b* b?
+ a—b+; b+ —
- (a—2b)2+a—*5f> a—2b 2% a+b i LI 1
' 3a*— ' ) 2_9h? —b 2a—b’
3a*—14ab+10062 a+b-—a 2 a 1+ a

a*—4ab+4b? a—b b
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LEONARDO DE PISA (1175-1250) Conocido por RAIMUNDO LULIO (1235-1315) Llamado el Doc-
Fibonacci, hijo de Bonaccio, no era un erudito, pero tor lluminado por su dedicacién a la propagacion
por razon de sus continuos viajes por Europa y el de la fe. Cultivé con excelente éxito las ciencias
Cercano Oriente, fue el que dio a conocer en Oc- de su tiempo; fue el primero que se propuso cons-
cldonu los métodos matemiticos de las hindies. truir una matematica universal. Publicé diversas obras.

CAPITULO xv

ECUACIONES NUMERICAS FRACCIONARIAS DE
PRIMER GRADO CON UNA INCOGNITA

@ Una ecuacion es fraccionaria cuando algunos de sus términos o todos
) : X 3
tienen denominadores, como —‘;:.%x —E.

214) SUPRESION DE DENOMINADORES

Esta es una operacion importantisima que consiste en convertir una
ecuacion fraccionaria en una ecuacién equivalente entera, es decir, sin de-
nominadores.

La supresién de denominadores se funda en la propiedad, ya conoci-

da, de las igualdades: Una igualdad no varia si sus dos miembros se mul-
tiplican por una misma cantidad.

REGLA

Para suprimir denominadores en una ecuacion se multiplican todos
los términos de,la ecuacién por el minimo comin miiltiplo de los de-
nominadores.

236
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y 1
E]emplos (1) Suprimir denominadores en la ecuacién -;—zi—z.
El m. c. m. de los denominadores 2, 6 y 4 es 12. Multi- 1_?_13:12_*_2
plicamos todos los términos por 12 y tendremos: R R

y simplificando estas fracciones, queda

x=2x—3 (1)
ecuacién equivalente a la ecuacién dada y entera que es lo que buscdbamos,
porque la resolucién de ecuaciones enteras ya la hemos estudiado.
Ahora bien, la operacién que hemos efectuado, de multiplicar todos los téermi-
nos de la ecuacién por el m. c. m. de los denominadores equivale a dividir el
m. ¢. m. de los denominadores entre cada denominador y multiplicar cada co-
ciente por el numerador respectivo.

En efecto: En la ecuacién anterior

el m. c. m. de los denominadores es 12. Dividiendo 12 entre 2, 6 y 4 y mul-
tiplicondo cada cociente por su numerador respectivo, tenemos:

= T 1

idéntica a la que obtuvimos antes en (1).

Podemos decir entonces que

Para suprimir denominadores en una ecuacién:

1) Se halla el m. c. m. de los denominadores.

2) Se divide este m. c. m. entre cada denominador y cada cociente se multi-
plica por el numerador respectivo.

—1_2%x—1 4x—5
40 4 8

P o X
Suprimir denominadores en 2 —

El m. c. m. de 4, 8 y 40 es 40. El primer término 2 equivale a ;—! Enfonces,
divido 40 = 1 =40 y este cociente 40 lo multiplico por 2; 40+~ 40=1 y este
cociente 1 lo multiplico por x — 1; 40 = 4 =10 y este cociente 10 lo multiplico
por 2x — 1; 40 =8 =5 y este cociente 5 lo multiplico por 4x — 5 y tendremos:
2(40)—(x—1)=10(2x—1)—5(dx —5)
Efectuando las multiplicaciones indicadas y quitando paréntesis, queda:
80 —x+1=20x—10—20x + 25

ecuacién que ya es enfera.

MUY IMPORTANTE

Cuando una fraccién cuyo numerador es un polinomio estd precedida del signo
x—1 4x — 5
w0 7
de cambiar el signo a cada uno de los términos de su numerador al quitar el
denominador. Por eso hemos puesto x — 1 entre un paréntesis precedido del
signo — o sea —(x—1) y al quitar este paréntesis queda —x-+1 y en
cuanto a la Gltima fraccién, al efectuar el producto — 5(4x —5) decimos:
(—5)(4x)=—20x y (—=5)X(—5)=+25 quedando —20x -+ 25.

— como — en la ecuacién anterior, hay que tener cuidado
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@ RESOLUCION DE ECUACIONES FRACCIONARIAS
CON DENOMINADORES MONOMIOS

2
(1) Resolver la ecuacién  3x — o N Z

5 10 4
El m.c. m. de 5 10 y 4 es 20. Dividimos 20 énire 1 [ denominador de 3x),

5, 10 y 4 y multiplicamos cada cociente por el numerador respectivo. Ten-
dremos:

l Ejemplos l

60x — 8x = 2x — 35.
Trasponiendo: 60x — 8x — 2x = — 35

50x =—235
35 7
S

VERIFICACION

7 .
Sustityase x por — == la ecuacién dada y dard identidad.

%=1 'x+13 S(x+1
O e ol

2) Resolver | i6
( esolver la ecuacién 2 X 3
Bl2x—1)—(x+13}=24(3x)+15(x+1}
. 16x—8—x—13 =72x + 15x + 15
El m.c. m. de 3, 24 y 8 es 24. Di- i
vidiendo 24 entre 3,24, 1y 8 y mul- 16X —X =72 :;g" = g;r 13415
tiplicando los cocientes por el nume- X = 3% 1
rador respectivo, tendremos: .~ X=——=—— R
72 2

1 2 1
(3) Resolver la ecuacién g[x—?]—{?x—3]=§!4x+1]—Z[Qx-l*?}.

Efectuando las multiplicaciones A2 _ Bx+2 2x+7
: ” —(2x—3)= ) _
indicadas, tenemos: 7 5 3 6

6(x—2)—30(2x—3)=10(8x+2)—5(2x+7)
6x — 12 — 60x + 90 = 80x -+ 20 — 10x — 35
6x — 60x — B0x + 10x = 12 — 90 + 20 — 35

EIm.c.m.de5,3y6e53D./ — 124x = — 93
Quitando denominadores: 124x = 93
: e
x= —=— R
124 4
EJERCICIO 141
Resolver las siguientes ecuaciones:
x 1 L4, 4 .0 8 1 5 3x
—+b==—x 3 —t=——r—== B ——= —m—
6 3 2x 4 10x 5 4 5 4 20
3x ‘2x 1 ¥ W B 2 8 T 3
T 4 —42——=——= e e
> 3 b 2 12 6 4 8% —=x 10, 2x



10.

3l

12.

13.

14.

16.

ECUACIONES FRACCIONARIAS DE 1ER. GRADO

o 1
x34_5:0_ 16. l(x—l)—(x—3)=—;-(x+3)+g.
_ x+2 =5_x 1. 6x+1 11x—2 __1_(5 s —(6x+1).
12 2 3 9
Hx—1 3 4x+1 1 13+2x
= =4x — —. A =—(4x—1)— ——(x—3)-
s—— dx =2 18 - 3(4 1) . 2(x )
8x—3 3 2 : 3 1 6
== = =5 el = fred —N=—"(x—2)——.
10x 2(x —3) 19. 5(5x 1)+10 (10x — 3) 2(x ) g
x—2 x—3 x—4 20 3x—1_5x+4__x+2_2x—3__£
3 4 5 C T 3 8 5 10
x—1 x—=2 x—-3  x—b - Tx—1 b6—2x 4x—3 1+4x®
2 3 4 5 S 2x 4 3x
—ox 2x+7 2(x*—4) 4x*—6 Tx*+6
. 5 ._1 e, = - —_ — Y
sl 10 - 3 Hx 15x 3x2
5x—6 1 2 xtly_ 3, x—6
2:%:——-——~‘_:L +§(x—o)- 5x. 23. 3—( S )—4( )
10x+1 16x+3 3 2x—1 3x+2 1 x—2 h
- =4x — . B +==0.
%
3x+5H 11 2
5. 10— =g,
- X 6 12 4
5
t R 2 8
3. I, ALY e L
26. 9x Tx 2 2 + 4
3x 7 12x—bH 2x—3 4x+9 7
L - + +—=0.
N T T I
5x 8 x+-24
e D (x —20) — (2x — ]
28. - (x 20) —( 1= 34
29. 5+—— 2——)——+ (1o—~
b(x+2) 4 22—x 8—x 20—3x
30. —— =8x —20— - :
B —m T m 218
31. 3——~) (1——) , S (x——
3
’ ) 2_»____ it R
32, (x+3)(x—3)—x (x ) (Bx 1
3x—1 x+2 1
. 2 (2 -2) =5 (57) -7

® 239
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RESOLUCION DE ECUACIONES DE PRIMER GRADO

CON DENOMINADORES COMPUESTOS

1 E]emplos I (1) Resolver g 2 i =0.

x+1  2x—1 d—1

(2)

(3) Resolver

El m. ¢. m. de los denominadores
es 4x* — 1 porque 4x* — 1
=(2x+1)(2x—1) y aqui vemos
que contiene a los otros dos de-
nominadores. Dividiendo (2x + 1)
{2x — 1) entre cada denominador
y multiplicando cada cociente por
el numerador respectivo, tendre-
mos:

J(2x—1)—2(2x+1)—(x+3)=0
bx—3—4x—2—x—3=0
bx—4x—x=34+24+3
x=8 R

éx+5 5x+2_2x+3
15  3x+4 5

Comeo 5 estd contenido en 15, el m. c. m. de los denominadores es 15(3x + 4.).
Dividiendo:

Resolver 1.

15(3x + 4) . -
5 =3x + 4; este cociente lo multiplico por éx + 5.
15(3x+4
—[~x——}= 15; este cociente lo multiplico por 5x + 2.
3x+ 4
15(3x+ 4
—‘—‘;——-—123{3‘!4—4}; este cociente lo multiplico por 2x + 3.
15(3x+ 4
—l;j—l =15(3x + 4); este cociente lo multiplico por 1.

Tendremos: [3x+4][6:+5]—15[5x+2]=3t3x+l4ﬂ2x+3}— 15(3x + 4).
Efectuando:  18x* + 39x + 20— 75x — 30 = 18x* +5lx + 36 —45x — 60.
39x — 75x — 51x + 45x = — 20 + 30 + 36 —60

Suprimiendo 18x* en ambos id 42:x z_-}:, 1
miembros y transponiendo: x= —=— R

2x—5 +2¢x—1;_3 3(2x—15)
2x—6 x—3 8 4x—12

2x—6=2(x—3)

Hallemos el m. c¢. m. de los x=3= |[x—3]
denominadores: 8=28 m.c.m: 8({x—3)

' dx—12=4(x—3)

Dividiendo 8(x—3) entre la  4(2x—5)+ 16(x—1) =3(x—3)+6(2x—15)

descomposicién de coda de- 8x—20+16x— 16 =3x—9+ 12x—90
nominador y multiplicando Bx+ 16x —3x—12x =20+ 16—9—90
los cocientes por los numera- Ix = — 63

dores, tendremos: x=—7. R
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(4) Resol x—2 iz 4
esolver E+2x—3 x2—9 x2—4x+3
Hallemos el m.c.m. x*+2x—3=(x+3)(x—1)
de los denomina- x2=9= (x+3)(x—3)m.cm: (x—1)(x+3F(x—23).

dores:— /" xt—4x+3= (x—3){x—1)

Dividiendo [x —1)(x + 3)(x—3)

entre la descomposicién de cada [x—2)}{x—3)=[x—=1){x+1)=4(x-+3)
denominador y multiplicando ca- x2—5x+6—(x*—1)=4x+12
da cociente por el numerador xt—=8x+6—uxt41=4x+12
respectivo, tendremos: ——

]

—5x—dx=—6—1+12

—9x=5
Suprimiendo las x* y trasponiendo: — x. 5
x:_—-.;. R‘
- EJERCICIO 142
Resolver las siguientes ecuaciones:
5 2x—1 x—4 . x=3 x2-Tx+12
9 _2 __ 38 1o, 621 3(x+2) 143x
4x—1  4x+1 18 5x—6 9
T S w28 6 -
x3—1 x—1 1+x 1—x 1—x?
4 8 1 =i 16, 2% 1-2x _ _3x—~14_
x+1  x2-1 1+3x 1-3x 1~act
5. oxt8 5x+2 3x—1 1 7
e ) 17. = + ,
3x+4 3x—4 x24Tx4+12 2x+6 6x+24
2
6. m_:.ﬂ: 2. 18. 1 . 3 .. 3 i
5x2+9x—19 (x—1)> 2x—2 9% +92
7. 1 I I 1o 5x+13  dx+5 _ x
3x—3  dx+4 12x—12 i 15 . Bx—15 3
g X a8 7 oo, 2%—1 x—4 _2
4 4x—5 4 2x+1 3x—2 3

9. 2x—9  2x—3 =% 91, 4x+3 3x+8 _ 1
10 2x—1 5 9x—5 8x—7
10, (Bx—1) _ 18x—1 . 99, 10x—=T7 _3x+8 5x*—4
x—1 2 ) 15x+3 12 20x+4
1. 24721 o o3 &1 x—2 83 .3
bx+2 bHx—4 5 2%—T 10 10
19, GOy s i 2 3 21

Tx(5%—1) = =1 %2 2x—2 2x—4
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1 2 1 2 sxglx 1_
B T T2 I8 wiS ST T
o A & e .8 g LFl__6 _tx-1
e T T T © =1 1621 ax+l
2 6x2 2 x—1 x+1y  5x(x—1)
2 T e Bt 30. 3(x 1 )+2 (x_4 g Ty

x+2 x—2 x24+78
31. 2 ( x—2 ) =9 (2x+3 =2x2—x—6-
1 1 3
82. x2+3x—28 x2+12x+35  xi4+x—20
x—2  2x—H x—2
8B 8T 49 Ptx—T
4x+5 2%-+3 2x—5
¥ rorTe—2 120—Tx—10 20529545
7 3 2 3(x-+1)
3 S%t1 xtd  x+l  2x19x44
(x43) _ x—1  2(Tx+1)
8. 3T k1 x> 253
x—4  x+1 12(x+3)
8. 45 x—2 (xt5)
x—3 x—2 x+2 x+3
8. Y4 %3 x+1 x+2’
x+6 x+1 x—§ X
39. —

12 x—8 x—1 x+4



NICOLAS DE TARTAGLIA (1499-1557) MNacido JERONIMO CARDAND (1501-1576) MNatural de
en Brescia, fue uno de los mis destacados mate~ Pavia, era filésofo, médico y matemitico. Los Histo-
miéticos del siglo _XVI. Sostuvo una polémica con riadores le atribuyen el haberle arrebatado a Tarta-
Cardano sobre quién fue el primero en descubrir glia la férmula para resolver las ecuaciones cibicas
la solucién de las ecuaciones cihbicas y cuirticas. Yy cudrticas, pero esto no le resta mérito alguno.

aeiruo XV

ECUACIONES LITERALES DE PRIMER GRADO
CON UNA INCOGNITA

@ ECUACIONES LITERALES son ecuaciones en las que algunos o todos
los coeficientes de las incégnitas o las cantidades conocidas que figu-
ran en la ecuacion estdn representados por letras.

Estas letras suelen ser a,b,c,d,m y n seglin costumbre, representan-
do x la incégnita.

Las ecuaciones literales de primer grado con una incégnita se resuel-
ven aplicando las mismas reglas que hemos empleado en las ecuaciones nu-
méricas.

RESOLUCION DE ECUACIONES LITERALES ENTERAS

] Ejemplos | (1) Resolver la ecuacién a(x+a)—x=ala+1)+1.

Efectuando las operaciones indicadas: ax +¢* —x =a*+a+ 1.

Transponiendo: ax —x=a*+a+ 1 —a®
Reduciendo términos semejantes: ax —x =a + 1.
Factorando: x(a—1)=a+ 1. g+

. i was = R
Despejando x, para lo cual dividimes X a—1

ambos miembros por (@ — 1), queda:

243
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Resolver la ecvacidén x(3—2b)—1=x(2—3b)— b

Efectuando las operaciones indicadas: 3x — 2bx — 1 = 2x — 3bx — b*,
Transponiendo: 3x — 2bx — 2x + 3bx =1 — b2,

Reduciendo términos semejantes: x + bx =1 — b,

Factorando ambos miembrost x(14b)=(1+b)(1—b).
Dividiendo ambos miembros por (1+b), queda: x=1—b. R

- EJERCICIO 143
Resolver las siguientes ecuaciones:

a(x+1)=1. 11. m(n—x)—m(n—1)=m(mx—a).

ax—4=bx—2. 12. x—a+2=2ax—3(a+x)—2(a—>5).

ax+b*=a*—bx. 13. a(x—a)—2bx=b{b—2a—x).

3(2a—x)+ax=a*+9. 14. ax-tbx=(x+a—b)*—(x—2b)(x+2a).
a(x+b)+x(b—a)=2b(2a—x). 16. x(a+b)—8—a(a—2)=2(x—1)—x(a—b).
(x—a)?—(x+a)*=a(a—Tx). 16, (m+4x)(3m4x)=(2x—m)2+m(15x—m).
ax—a(a+b)=—x—(1+ab). 17, a*(a—x)—a*(a+1)—b*(b—x)—b(1—b?*)+a(1+a)=0.
a%(a—x)—b*(x—b)=b%(x—b). 18. (ax—b)*=(bx—a)(a+x)—x*(b—a?)+a*+b(1—2b).
(x+a)(x—b)—(x+b)(x—2a) 19, (x+b)2—(x—a)*—(a+b)2=0.

=b(a—2)+3a. 20. (x+m)3—12m3=—(x—m)3+2x3.

x2+a*=(a+x)*—a(a—1).

RESOLUCION DE ECUACIONES LITERALES FRACCIONARIAS

’ E]emplos I ( x 3—3mx 2 =0

1) Resolver la ecuacién — — P
2m m m

(2)

Hay que suprimir denominadores. El m. ¢. m: de los denominadores es 2m?,
Dividiendo 2m? entre cada denominador y multiplicando ceda cociente por
el numerador respectivo, tendremos: mx —2(3 — 3mx)—2m (2x)=0.
Efectuando las operaciones indicadas: mx — é + é mx — 4mx = 0.

Transponiendo: mx + émx — 4mx = 6
Imx=16
Dividiendo por 3: mx =2
2
x=— R
m
a—1 2a(a-—1) 2a
Resolver - =-— 3
x—a x2—qg? x+a

El m. c. m. de los denominadores es x* —a*=(x-+a)(x—a). Dividiendo
x* —a? entre cada denominador y multiplicando cada cociente por el nume-

rador respectivo, tendremos: (a—1)(x+a)—2a{a—1)=—=2a({x—a).
Efectuando las operaciones indicadas: ax — x 4+ a* — a =~ 20 + 20 = — 2ax + 20*
Transponiendo: ax — x + 2ax = — a? + a + 20 — 20 + 20%.

Reduciendo: 3ax — x = 30® —a.
Factorando ambos miembros: x(3a—1)=a(3a—1).

Dividiendo ambos miembros por {3a — 1) queda, finalmente:
X= Q. R.
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11.

12.

ECUACIONES FRACCIONARIAS DE 1ER. GRADO

EJERCICIO 144
Resolver las siguientes ecuaciones:
L 13.
x m m
gy bt 14,
x 2 x
% . 1-x 2
B i "
m n_n
— ==l 16.
X ol %
o | —2
P T 17.
a 2 X
—x b= e
a—x x  2(a—b) 18.
a b ab
—3a 2a—x _l. 19.
a* ab a
24 n2
xtm x+n _m*4n? 9. 20.
m n mn
x=b_ x—a 21
a b '
dx 3
2a+b 2 -
2a+3x 2(6x—-a)
x+a 4x+a »
Ax—
(x=0) = i : 24.
dx—b  4(x—b)

@245

(x—2b)(2x+a)
(x—a)(a—2b+x)

x+m _ n+x
x—n —m+x
MIABINTE). . oBa buby.
x+3b
Ha+13b

4(b _)_— _“I) 122
x+a _(x—b)* 3ab—3b*

3  8%—-a 9x—3a
Sx+a _ Sx—b
3x+b  8x—a
x+a’ x—a _a(2x+ab)
x—a x+a  x*—a®
2x—3a _ 1la
x+4a x*—16a2

1 x2  _ x+a
x+a a*+ax a
2at+x) 8(b+x) _ 6(a*—2b?)

b  a  ab

m(n—x)—(m—n)(m+x)=nh-%(2mn=—3m2n).
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FRANCOIS VIETE (1540-1603) Este politico y mi-
litar francés tenia como pasatiempo favorito las ma-
temdticas. Puede considerirsele como el fundador del
Algebra Moderna. Logré la total liberacion de esta
disciplina de las limitaciones aritméticas, al introducir

la notacién algebraica. Dio las férmulas para la so-
lucién de las ecuaciones de sexto grado. Fue Conse-
jero Privado de Enrique IV de Francia. Hizo del
Algebra una ciencia puramente simbélica, y comple-
t6 el desarrollo de la Trigonometria de Ptolomeo.

arruo - XV

PROBLEMAS SOBRE ECUACIONES FRACCIONARIAS

DE PRIMER GRADO

@ La suma de la tercera y la cuarta parte de un numero equivale al du-
plo del nimero disminuido en 17. Hallar el ntimero.

Sea

Tendremos: 5
&

4

x =el numero.

x
=la tercera parte del niimero.

=la cuarta parte del nimero.

2x =duplo del niimero.

De acuerdo con las condiciones del problema,

tendremos la ecuacion:

Resolviendo:

Koo %
y 3 + ey 2x— 17,
4x + 3x = 24x — 204
4x + 3x — 24x = — 204
—17Tx=—204
204
——=12, el ntimero buscado. R.

17

246



10.

11.

12.

13.

14.

PROBLEMAS SOBRE ECUACIONES FRACCIONARIAS ® 24,

EJERCICIO 145
Hallar el numero que disminuido en sus % equivale a su duplo dis-
minuido en 11.

5
Hallar el nimero que aumentado en sus — equwa.le a su triplo dismi-
nuido en 14.

¢Qué nimero hay que restar de 22 para que la diferencia equivalga a
la mitad de 22 aumentada en los % del nimero que se resta?

¢Cuidl es el numero que tiene 30 de diferencia entre sus 1 y sus 1?

El exceso de un niimero sobre 17 equivale a la diferencia entre los — y -
del ntmero. Hallar el nimero.

La suma de la quinta parte de un nimero con los % del nimero excede
en 49 al doble de la diferencia entre i y i del niimero. Hallar el nimero.
La edad de B es los = de la de 4, y sl ambas edades se suman, la suma
excede en 4 anos al doble de la edad de B. Hallar ambas edades.

B tiene los ? de lo que tiene A. Si 4 recibe $90, entonces tiene el doble
de lo que tiene B ahora. ¢Cudnto tiene cada uno?

Después de vender los % de una pieza de tela quedan 40 m. ¢(Cudl
era la longitud de la pieza?

Después de gastar % y % de lo que tenia me quedan 39 bolivares. (Cudnto
tenia?

El triplo de un nimero excede en 48 al tercio del- mismo numero.
Hallar el nimero.

El cuddruplo de un nimero excede en 19 a la mitad del nimero aumen-
tada en 30. Hallar el nimero.

El exceso de 80 sobre la mitad de un nimero equivale al exceso del
nimero sobre 10. Hallar el ndimero.

7
Hallar el ndmero cuyos — excedan a sus % en 2.

El largo de un buque que es 800 pies excede en 744 pies a los % del
ancho. Hallar el ancho.

@ Hallar tres ntimeros enteros consecutivos tales que la suma de los 3-

del mayor con los + del nimero intermedio equivalga al nimero

menor disminuido en 8

Sea X =numero menor.
Entonces x + 1 =ntumero intermedio.

x + 2 = numero mayor.
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. 2
Los lis del nimero mayor serdn (x+2).
. . 2
Los % del nimero intermedio scrdn (x +1).
El menor disminuido en 8 serda x — 8.

De acuerdo con las condiciones del

2 . &
problema, tendremos la ecuacion: ———» (x+2)+ S (x+1)=x—8.

Resolviendo:  2(x +2) o 2(x+1)

13 3
6(x +2) + 26(x + 1) = 39(x — 8)
6x + 12 + 26x + 26 = 39x — 312
6x + 26x — 39x = — 12 — 26 — 312

=x—8

—Tx =—350
x =50
Si x=050, x+1=51 y x +2=52; luego, los numeros buscados son 50,
51y52. R.
- EJERCICIO 146

1. Hallar dos ntmeros consecutivos tales que los :— del mayor equivalgan
al menor disminuido en 4.

2. Hallar dos ntimeros consecutivos tales que los -:— del menor excedan en
17 a los —3; del mayor.

3. Hallar dos numeros consecutivos tales que el menor exceda en 81 a
la diferencia entre los 3‘ del menor vy los % del mayor.

4. Se tienen dos numeros consecutivos tales que la suma de % del mayor
con :—q del menor excede en 8 a los % del mayor. Hallar los niimeros.

6. La diferencia de los cuadrados de dos nitmeros pares consecutivos es 324.
Hallar los nameros.

6. A tiene $1 mds que B. Si B gastara $8, tendria $4 menos que los 1 de
lo que tiene 4. ¢Cudnto tiene cada uno? )

7. Hoy gané $1 mds que ayer, y lo que he ganado en los dos dias es $25
mis que los 1 de lo que gané ayer. ;Cudnto gané hoy y cudnto ayer?

8. Hallar tres nimeros consecutivos tales que si el menor se divide entre
20, el mediano entre 27 y el mayor entre 41 la suma de los cocientes es 9.

.9.

Hallar tres niimeros consecutivos tales que la suma de los 2 del menor
5] i 5
con los = del mayor exceda en 31 al del medio.
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10. Se tienen tres nimeros consecutivos tales que la diferencia entre los %
del mediano y los 11'0 del menor excede en 1 a :‘—1 del mayor. Hallar los
nameros.

11. A tiene 2 afos mds que B y éste 2 anos mas que C. Si las edades de
B y C se suman, esta suma excede en 12 afos a los % de la edad de A.
Hallar las edades respectivas.

12 A tiene 1 afio menos que B y B 1 aiio menos que C. Si del cuadrado
de la edad de C se resta el cuadrado de la edad de B la diferencia es
4 anos menos que los 15—7 de la edad de A. Hallar las edades respectivas.

@ La suma de dos nimeros es 77, y si el mayor se divide por el menor,
el cociente es 2 y el residuo 8. Hallar los niimeros.

Sea x =el ntmero mayor.

Entonces 77 — x = ¢l niimero menor.

De acuerdo con las condiciones del problema, al dividir el
mayor x entre el menor 77 — x el cociente es 2 y el residuo 8, pero
si al dividendo x le restamos el residuo 8, entonces la division de

x—8 entre 77— x es exacta y da de cociente 2; luego, tendremos i
la ecuacion: a
Resolviendo: x—8=2(T7T—x)

x—8=154—2x

Si el niimero mayor es 54, el menor serda 77 —x =77 — 54 = 23.
Luego, los niimeros buscados son 54 y 23. R.

@ EJERCICIO 147

1. La suma de dos numeros es 59, y si el mayor se divide por el menor, el
cociente es 2 y el residuo 5. Hallar los ntmeros.

La suma de dos ntmeros es 436, y si el mayor se divide por el menor,

el cociente es 2 y el residuo 73. Hallar los numeros.

La diferencia de dos numeros es 44, y si el mayor se divide por el menor,

el cociente es 3 y el residuo 2. Hallar los ntimeros.

Un nimero excede a otro en 56. Si el mayor se divide por el menor, el

cociente es 3 y el residuo 8. Hallar los nimeros.

Dividir 260 en dos partes tales que el duplo de la mayor dividido entre

el triplo de la menor dé 2 de cociente y 40 de residuo.

S S

6. Repartir 196 soles entre 4 v B de modo que si los -% de la parte de 4

se dividen entre el quinto de la de B se obtiene 1 de cociente y 16 de
residuo.
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En tres dias un hombre gané 185 sucres. Si cada dia gané los % de
lo que ganoé el dia anterior, ;cuanto gan6 en cada uno de los tres dias?

Sea x=lo que gano6 el 1o dia.

El 2° dia gand los i-' de lo que

]

3;_:::10 que gané el 29 dia.
gano el ler dia, o sea los 2- de x; iuego/

3
El 8er- dia gano los ; de lo que gan6 . 9x _ fo aque ganb o B dba.

3 3x _ 9x /16
el 29 dia, o sea los ; de T luego
3x  9x
Como entre los 3 dias gandé 185 sucres, x+—+—=—=185.
: " 4 16
tendremos la ecuacion: - /
Resolviendo: 16x + 12x + 9x = 2960
37x = 2960
x=__2960= 80 sucres, lo que gand
37 el primer dia. R.
El 29 dia gané: By SX8) g0 eucres. R
4 4
9x 9x80 .
5 P —= = 45 sucres. R.
El 3er. dia gané: 6 T s

- EJERCICIO 148

1. En tres dias un hombre gan6 $175. Si cada dia gané la mitad de lo que
gand el dia anterior, ¢cudnto ganéd cada dia?

2. El jueves perdi los = de lo que perdi el miércoles y el viernes los 2 de lo
5. B

que perdi el jueves. Si en los tres dias perdi $252, ;cudnto perdi cada dia?

3. B tiene % de lo que tiene 4 y C % de lo que tiene tiene B. Si entre los

tres tienen 248 sucres, ¢cudnto tiene cada uno?

4. La edad de B es los -:— de la de 4 y la de C los % de la de B. Si las tres
edades suman 73 anos, hallar las edades respectivas.

=

En 4 dias un hombre recorrié 120 Km. Si cada dia recorrié % de lo que
recorrié el dia anterior, scudntos Km recorrié en cada dia?
6. En cuatro semanas un avién recorrié 4641 Km. Si cada semana recorrié

11 . . .
los = de lo que recorrié la semana anterior, ;jcuintos Km recorrié en
cada semana?
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7. Una herencia de 330500 colones se ha repartido entre cinco personas.

La segunda recibe la mitad de lo que recibe la primera; la tercera 1— de lo
que recibe la segunda; la cuarta % de lo que recibe la tercera y la quinta %
de lo que recibe la cuarta. ¢Cudnto recibié cada persona?

8. Un hombre viaj6 9362 Km por barco, tren y avién. Por tren recorrié
los % de lo que recorrié en barco y en avién los % de lo que recorri6
en tren. ¢Cudntos Km recorrié de cada modo?

A tenia cierta suma de dinero. Gasté $30 en libros y los % de lo que

le quedaba después del gasto anterior en ropa. Si le quedan $30,
¢cuanto tenia al principio?

Sea x=lo que tenia al prine ipio.

Después de gastar $30 en libros, le quedaron $(x — 30).
En ropa gastd % de lo que le quedaba, o sea %(x — 30).

Como atin le quedan $30, la diferencia entre lo
que le quedaba despsués del pnrner' gasto, x —30, y lo x-—30—%(:'¢--.- 30) = 30.
que gasto en ropa, -(x—30), serd igual a $30; luego,
tenemos la ecuacién: NS
) 3(x —30)
Resolviendo: x—30— — 2 = 30
4x — 120 — 3(x — 30) = 120
4x —120 — 3x + 90 =120
4x —3x =120 +120 —90
x=150.
Luego, 4 tenia al principio $150. R.

]

» EJERCICIO 149

1. Tenia cierta suma de dinero. Gasté $20 y presté los % de lo que me
quedaba. Si ahora tengo $10, ¢cudnto tenia al principio?

2. Después de gastar la mitad de lo que tenia y de prestar la mitad de lo
que me quedd, tengo 21 quetzales. ¢Cudnto tenia al principio?

Tengo cierta suma de dinero. Si me pagan $7 que me deben, puedo

<2

gastar los % de mi nuevo capital y me quedaran $20. ;Cudnto tengo ahora?
4. Gasté los % de lo que tenia y presté los ~:— de lo que me quedd. Si ain
tengo 500 bolivares, :cudnto tenia al principio?

5. Los % de las aves de una granja son palomas; los i— del resto gallinas
y las 4 aves restantes gallos. ¢Cudntas aves hay en la granja?
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6. Gasté los —;— de lo que tenia; perdi los % de lo que me quedd; se me
perdieron § soles y me quedé sin nada. ¢Cudnto tenia al principio?

7. Tenia cierta suma. Gasté f; de lo que tenia; cobré $42 que me debian
y ahora tengo $2 mds que al principio. ¢Cuénto tenia al principio?

8. Después de gastar la mitad de lo que tenia y $15 mds, me quedan $30.
¢Cudnto tenia al principio?

9. Gasté los % de lo que tenia y después recibi 1300 sucres. Si ahora tengo
100 sucres mds que al principio, ¢cuanto tenia al principio?
10.  Tenia cierta suma, Gasté los % en trajes y los % de lo que me quedd

. » 2 .
en libros. Si lo que tengo ahora es $38 menos que los < de lo que tenia
al principio, ¢cudnto tenia al principio?

La edad actual de A es la mitad de la de B, y hace 10 aiios la edad
de A era los % de la edad de B. Hallar las edades actuales.

Sea x = edad actual de 4.

Si la edad actual de 4 es la mitad de la de 2x =edad actual de B.
B, la edad actual de B es doble de la de 4; luego,/

Hace 10 afos, cada uno tenia x —10=edad de A hace 10 afos.
10 afios menos que ahora; luego, " 2x—10=edad de B hace 10 afios.

Segtin las condiciones del problema, la edad de A hace
10 anos, x — 10, era los a; de la edad de B hace 10 afios, o .
sea ; de 2x —10; luego, tendremos la ecuaciéon:———

x—10=2(2x — 10).

Resolviendo: 7x — 70 =6x — 30
Tx —6x =70—230
x =40 anos, edad actual de 4. R.

2x =80 anos, edad actual de B. R.

Hace 10 afios la edad de A era los - de la edad que tendrd dentro
de 20 aiios. Hallar la edad actual de A.

Sea x =edad actual de 4.
Hace 10 anos la edad de 4 era x —10.

Dentro de 20 afios la edad de 4 serd x + 20.
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Segtiin las condiciones, la edad de A4 hace 10 arios, . 3
x—10, era los  de la edad que tendr4 dentro de 20 aiios, a-_.-m,z,;?ggqs-ao);
es decir, los % de x+20; luego, tenemos la ecuacién a2

Resolviendo: 5x —50=3x + 60

2x =110
110 -
x=-?—=55 anos, edad actual de 4. R.

» EJERCICIO 150

1. La edad de 4 es % de la de B y hace 15 anos la edad de 4 era —:; de la

de B. Hallar las edades actuales.

2. La edad de A es el triplo de la de B y dentro de 20 anos serd el doble.
Hallar las edades actuales.

3. La edad de A hace 5 anos era los % de la edad que tendri dentro de 5

anos. Hallar la edad actual de A.

4. Hace 6 anos la edad de 4 era la mitad de la edad que tendrd dentro de
24 anos. Hallar la edad actual de A.

5. La edad de un hijo es % de la edad de su padre y dentro de 16 anos
seri la mitad. Hallar las edades actuales.

6. La edad de un hijo es los % de la de su padre y hace 8 anos la edad del
hijo era los % de la edad del padre. Hallar las edades actuales.

7. La suma de las edades actuales de 4 y B es 65 aifios y dentro de 10 anos
la edad de B serd los 112 de la de 4. Hallar las edades actuales.

8. La diferencia de las edades de un padre y su hijo es 25 afos. Hace 15
afos la edad del hijo era los % de la del padre. Hallar las edades actuales.

9. Hace 10 anos la edad de un padre era doble que la de su hijo y dentro

de 10 afios la edad del padre serd los % de la del hijo. Hallar las edades
actuales.

10. 4 tiene 18 afios mds que B. Hace 18 aiios la edad de 4 era los -:7 de la
de B. Hallar las edades actuales.

11. La edad de 4 es el triplo de la de B y hace 4 afios la suma de ambas
edades era igual a la que tendrd B dentro de 16 afos. Hallar las edades
actuales.

A tiene doble dinero que B. Si A le da a B 34 soles, A tendr4 los -
de lo que tenga B. (Cuénto tiene cada uno?

Sea x=lo que tiene B.

Entonces 2x =lo que tiene A.

Si A le da a B 34 soles, A se queda con 2x —34 soles y B tendrd en-
tonces x + 34 soles.
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a B 34 soles, lo que le queda a 4, 2x —34 soles, es los l—ﬁl
de lo que tiene B, o sea, los % de x+ 34 soles; luego,

Segun las condiciones del problema, cuando 4 le da

tenemos la ecuacion

=3

10.

Resolviendo: 22x — 374 = 5x + 170
22x — Hx = 374+ 170
17x = 544

x=%=32 soles, lo que tiene B. R.

2x = 64 soles, lo que tiene 4. R.

EJERCICIO 151

4 tiene doble dinero que B. Si 4 le djera‘a B 20 bolivares, tendria
los —E— de lo que tendria B. ¢Cudnto tiene cada unor?

A tiene la mitad de lo que tiene B, pero si B le da a A4 24 colones,
ambos tendrin lo mismo. ¢(Cudnto tiene cada uno?

B tiene el doble'de lo que tiene A, pero si B leda a A4 §6 A tendra los %
de lo que le quede a B. ¢Cudnto tiene cada uno?

B tiene los %— de lo que tiene 4. Si B le gana a 4 $30, B tendrd los %
de lo que le quede a 4. ;Cudnto tiene cada uno?

A y B empiezan a jugar con igual suma de dinero. Cuando 4 ha per-
dido 30 sucres tiene la mitad de lo que tiene B. ¢Con cudnto empezd
a jugar cada uno?

A y B empiezan a jugar temendo B los < de lo que tiene 4. Cuando B

_ha ganado $22 tiene los — de lo que le queda a A. ¢Con cudnto empezd

a jugar cada uno?

A tiene los -:— de lo que tiene B. Si 4 gana $13 y B pierde $5, ambos
tendrian lo mismo. ¢(Cudnto tiene cada uno?

B tiene la mitad de lo que tiene 4. Si B le gana a 4 una suma igual
a % de lo que tiene 4, B tendrd $5 mas que 4. ;Cudnto tiene cada uno?
Ay B empiezan a jugar con igual suma de dinero. Cuando B ha perdido

los — del dinero con que empezd a jugar, 4 ha ganado 24 balboas.
gcon cudnto empezaron a jugar?

A y B empiezan a jugar con igual suma de dinero. Cuando B ha perdido

los 11 del dinero con que empezé a jugar, lo que ha ganado 4 es 24 soles
mds que la tercera parte de lo que le queda a B. ¢Con cuinto empezaron
a jugar?

- 5
—84=— e
2% —34=—(x+34)
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Un padre tiene 40 afios y su hijo 15. ¢Dentro de cudntos anos la edad
del hijo serd los = de la del padre?
Sea x el nimero de afos que tiene que pasar para que la edad del
hijo sea los > de la del padre.
Dentro de x afios, la edad del padre serd 40+ x afios, y la del hijo,
15+ x afos.
Segun las condiciones del problema, la edad del hijo
dentro de x anos, 15+ x, se:“.i los % de la edad del padre 15+x=»:—(40+x).
dentro de x afios, o sea los ; de 40+ x; luego, tenemos la

A

ecuacion: Al , i PRI B s
Resolviendo: 135+ 9x = 160 + 4x
ox =25
x=29.

Dentro de 5 anos. R.

- EJERCICIO 152
1. A tiene 38 anos y B 28 anos. ¢Dentro de cudntos anos la edad de B
serd los —:- de la de 4¢
2. B tuene 25 anos y 4 30. ¢Dentro de cudntos afios la edad de 4 serd
los % de la edad de B?

d. A tiene 52 anos y B 48. ¢Cudntos afios hace que la edad de B era
los % de la de 4?

4. Rosa tiene 27 afios y Maria 18. ¢Cudntos afios hace que la edad de Maria
era % de ]la de Rosa?

o

Enrique tiene $50 y Ernesto $22. Si ambos reciben una misma suma de
dinero, Ernesto tiene los i:- de lo de Enrique. ¢Cudl es esa suma?

6. Pedro tenia Q90 y su hermano Q 50. Ambos gastaron jgual suma y

ahora el hermano de Pedro tiene los % de lo que tiene Pedro. ¢Cudnto
gasté cada uno?

7. Una persona tiene los :— de la edad de su hermano. Dentro de un ntimero
de ar:ios igual a la edad actual del mayor, la suma de ambas edades seri
75 anos. Hallar las edades actuales.

A tenia $54 y B $32. Ambos ganaron una misma cantidad de dinero
y la suma de lo que tienen ambos ahora excede en $66 al cuddruplo de
lo que gané cada uno. ;Cudnto gané cada uno?

4 tenfa 153 bolivares y B'12. 4 le dio a B cierta suma y ahora 4 tiene -
de lo que tiene B. ¢Cudnto le dio 4 a B?



256 @  ALGEBRA

La longitud de un rectiangulo excede al ancho en 8 m. Si cada di-

mensién se aumenta en 3 metros, el drea se aumentaria en 57 m*
Hallar las dimensiones del rectangulo.

Sea x =ancho del rectingulo.

Entonces x + 8 =longitud del rectangulo.

Como el drea de un rectingulo se

obtiene multiplicando su longitud por su
ancho, tendremos:

x(x +8) = drea del rectingulo dado.

Si cada dimension se aumenta en 3 metros, el ancho sera ahora x+3
metros y la longitud (x + 8)+3=x+ 11 metros.
El drea seri ahora (x +3)(x +11) m*

Segun las condiciones, esta nueva superficie
(x+3)(x +11) m* tiene 57 m*® mds que la su- (x+3)(x+11) =57 = x(x + 8).
perficie del rectingulo dado x(x+8); luego, se
tiene la ecuacion: .

Resolviendo: x*+ 14x + 83 — 57 = x* + Bx
14x — 8x =57 — 33
6x =24
x =4 m, ancho del rectingulo dado R.
x+8=12 m, longitud del rectingulo dado. R.

® EJERCICIO 153

1. La longitud de un rectingulo excede al ancho en 3 m. Si cada dimen-
sibn se aumenta en 1 m la superficie se aumenta en 22 m® Hallar las
dimensiones del rectdngulo.

2. Una de las dimensiones de una sala rectangular es el doble de la otra.
Si cada dimensién se aumenta en 5 m el drea se aumentaria en 160 m?=.
Hallar las dimensiones del rectangulo.

3. Una dimensién de un rectingulo excede a la otra en 2 m. Si ambas
dimensiones se disminuyen en 5 m el drea se disminuye en 115 m2
Hallar las dimensiones del rectingulo,

4. La longitud de un rectdngulo excede en 24 m al lado del cuadrado
equivalente al rectingulo y su ancho es 12 m menos que el lado de dicho
cuadrado. Hallar las dimensiones del rectingulo.

5. La longitud de un rectingulo es 7 m mayor y su ancho § m menor

ue el lado del cuadrado equivalente al rectdngulo. Hallar las dimen-
siones del rectidngulo.

6. La longitud de un campo rectangular excede a su ancho en 30 m. Si
la longitud se disminuye en 20 m y el ancho se aumenta en 15 m, el
area se disminuye en 150 m2 Hallar las dimensiones del rectdngulo.

7. La longitud de una sala excede a su ancho en 10 m. Si la longitud se

disminuye en 2 m y el ancho se aumenta en 1 m el 4rea no varfa.
Hallar las dimensiones de la sala.
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El denominador de una fraccion excede al numerador en 5. Si el de-

nominador se aumenta en 7, el valor de la fraccién es -i;- Hallar la
fraccion.

Sea x = numerador de la fraccion.

Como el denominador excede al numerador en 5: x + 5= denomina-
dor de la fraccion.

La fraccion serd, por lo tanto,

x+o
Segun las condiciones, si el denominador de esta fraccion se x 1
-4 . 1 e — T |
aumenta en 7, la fraccion equivale a Py luego, tendremos la Y3547 2

ecuacion:

x 1
x+12° 2
2x=x+12
x =12, numerador de la fraccion.
x +5=17, denominador de la fraccion.

Resolviendo:

&

Luego, la fraccion buscada es ;ﬁ- R.
7
B EJERCICIO 154

1. El numerador de una fraccién excede al denominador en 2. Si el deno-
minador se aumenta en 7 el valor de la fraccién es % Hallar la fraccion,

2. El denominador de una fracciéon excede al numerador en 1. Si el deno-
minador se aumenta en 15, el valor de la fraccién es -; Hallar la fraccion.

3. El numerador de una fraccién es 8 unidades menor que el denominador.
Si a los dos términos de la fraccion se suma 1 el valor de la [raccién es Tl
Hallar la [raccién.

4. El denominador de una fraccion excede al duplo del numerador en 1.
Si al numerador se resta 4, ¢l valor de la fraccion es -;:- Hallar la fraccion.

5. El denominador de una fraccion excede al duplo del numerador en 6.
Si el numerador se aumema en 15 y el denominador se disminuye en 1,
el valor de la fraccién es —. Hallar la fraccién.

6. El denominador de una fracuun excede al numerador en 1. Sial deno-
minador se anade 4, la fraccion que resulta es 2 unidades menor que
el triplo de la fraccién primitiva. Hallar la fraccién.

7. El denominador de una fraccién es 1 menos que el triplo del numerador.
Si el numerador se aumenta en 8 y ¢l denominador en 4 ¢l valor de la

fraccién es :— Hallar la fraccion.

8. El numerador de una fraccién excede al denominador en 22. Si al nume-
rador se resta 15, la diferencia entre la fraccién primitiva y la nueva
fraccién es 3. Hallar la fraccién primitiva.

Doe )
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@ La cifra de las decenas de un ntimero de dos cifras excede en 3 a la
cifra de las unidades, y si el nimero se divide por la suma de SUS cifras,
el cociente es 7. Hallar el nimero.

Sea x =1la cilra de las unidades.
Entonces x+3=1la cifra de las decenas.

El niimero se obtiene multiplicando por 10 la cifra de las decenas y
sumandole la cifra de las unidades; luego:

10(x + 8) + x = 10x + 30 4+ x = 11x + 30 = el numero.

Segun las condiciones, el nimero 11x + 30 dividido por la 11x+30

suma de sus cifras, o sea por x+x+ 3 =2x+3, da de cociente 7;:  2x+3
luego, tenemos la ecuacion: — - Vi
Resolviendo: 11x + 30 = 14x + 21
11x —14x =—30+ 21
—3x=-9

x =3, la cifra de las unidades.
x+3=6, la cifra de las decenas.

Luego, el niimero buscado es 63. R.

B EJERCICIO 155

1. La cifra de las decenas de un ntimero de dos cifras excede a la cifra de
las unidades en 2. Si el nimero se divide entre la suma de sus cifras,
el cociente es 7. Hallar el namero.

2. La cifra de las unidades de un niimero de dos cifras excede en 4 a la
cifra de las decenas y si el nimero se divide por la suma de sus cifras el
cociente es 4. Hallar el numero.

3. La cifra de las decenas de un ntmero de dos cifras es el duplo de la
cifra de las unidades y si el nimero, disminuido en 9, se divide por la
suma de sus cifras el cociente es 6. Hallar el nimero.

4. La cifra de las decenas de un numero de dos cifras excede en 1 a la cifra
de las unidades, Si el nimero se multiplica por 3 este producto equivale
a 21 veces la suma de sus cifras. Hallar el nimero.

5. La suma de la cifra de las decenas y la cifra de las unidades de un nimero
de dos cifras es 7. Si el niimero, aumentado en 8, se divide por el duplo
de la cifra de las decenas el cociente es 6. Hallar el nimero.

6. La cifra de las decenas de un niimero de dos cifras excede en 2 a la cifra

de las unidades y el ntimero excede en 27 a 10 veces la cifra de las uni-
dades. Hallar el ndmero.

7. La cifra de las decenas de un nimero de dos cifras es el duplo de la cifra
de las unidades, y si el nimero disminuido en 4 se divide por la diferen-
cia entre la cifra de las decenas y la cifra de las unidades el cociente
es 20. Hallar el numero.
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A puede hacer una obra en 3 dias y B en 5 dias. ¢(En cuanto tiempo
pueden hacer la obra trabajando los dos juntos?

Sea x el numero de dias que tardarian en hacer la obra trabajando
los dos juntos.

Si en x dias los dos juntos hacen toda la obra, en 1 dia hardn L de
la obra. '

A, trabajando solo, hace la obra en 3 dias; luego, en un dia hace 17 de
la obra. i

: s ’ 1
B, trabajando solo, hace la obra en 5 dias; luego, en un dia hace - de
la obra.

Los dos juntos harin en un dia (%—FIT) de la obra; pero -1-+l=
como en un dia los dos hacen 17 de la obra, tendremos: - /i
Resolviendo: Sx +3x =15
8x =15
20L0 .

- EJERCICIO 156
1 4 puede hacer una obra en 3 dias y B en ( dias. ¢En cudnto tiempo
pueden hacer la obra los dos trabajando juntos?

Una llave puede llenar un depdsito en 10 minutos y otra en 20 minutos.
¢In cudnto tiempo pueden llenar el depdsito las dos llaves juntas?

3 4 puede hacer una obra en 4 dias, B en ¢ dias y € en 12 dias. ¢En cudnto
tiempo pueden hacer la obra los tres juntos?

1 : 2 .
4 4 puede hacer una obra en 1 dias, B en 6 dias y C en 27 dias. ¢En
4]
cuinto tiempo hardn la obra los tres juntos?
9 Una llave puede llenar un depdsito en 5 minutos, otra en § minutos y
otra en 12 minutos. ¢En cuinto tiempo llenarin el depdsito las tres
llaves abiertas al mismo tiempo?

6. Una llave puede llenar un depdsito en 4 minutos, otra llave en 8 minutos
y un desagiie puede vaciarlo, estando lleno, en 20 minutos. :En cuinto
tiempo se llenard el depdsito, si estando vacio y abierto el desagiie se
abren las dos llaves?

@ ¢A qué hora entre las 4 y las b estan opuestas
las agujas del reloj?

En los problemas sobre el reloj, el alumno debe
hacer siempre un grifico como el adjunto.

En el grifico estd representada la posicion del
horario y el minutero a las 4. Después representa-
mos la posicion de ambas agujas cuando estdn opues-
tas, el horario en C y el minutero en D.

| FIGURA 20
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Mientras el minutero da una vuelta completa al reloj, 60 divisiones
de minuto, el horario avanza de una hora a la siguiente, 5 divisiones de

. 1 . . .
minuto, o sea ; de lo que ha recorrido el minutero; luego, el horario

; 1 o w F
avanza siempre - de las divisiones que avanza el minutero.

Sea x = el numero de divisiones de 1 minuto del arco ABCD que ha
recorrido el minutero hasta estar opuesto al horario.

Entonces —=ntmero de divisiones de 1 minuto del arco BC que ha
recorrido el horario.

En la figura 20 se ve que el arco ABCD =x equivale al

= ivisi i =2 mi x
arco AB=20 divisiones de 1 minuto, mds el arco BC =, mds x =20 + —+ 30.

el arco CD =30 divisiones de 1 minuto; luego, tendremos la 12
ecuacion: - Vi
: x
Resolviendo: x= 50+ T
12x = 600 + x
11x = 600
600 T i
x=-ﬂ=541—1 divisiones de 1 minuto.

Luego, entre las 4 y las 5 las manecillas del reloj estin opuestas a las
o a0 .
4 y 54 minutos. R.

@ ¢A qué hora, entre las 5 y las 6, las agujas del reloj forman dngulo
recto?

Entre las 5 y las 6 las agujas estdn en angulo recto en 2 posiciones:
una, antes de que el minutero pase sobre el horario, y otra, después.

1) Antes de que el minutero pase sobre el ho-
1ario.

A las 5 el horario estd en C y el minutero en A.
Representemos la posicion en que forman dngulo
recto antes de pasar el minutero sobre el horario: el
minutero en B y el horario en D (figura 21).

Sea x =el arco 4B que ha recorrido el minute-
ro; entonces {;= el arco CD que ha recorrido el ho-
rario.

! FIGURA 21 I[
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En la figura adjunta se ve que: arco AB+arco BD =
arco AC+arco CD, pero arco AB=x, arco BD =15, arco

AC=25 y arco CD—E, luego: —- i u+15=:25+§

Resolviendo: 12x + 180 =300 + x
11x =120
x= 11210 0? divisiones de 1 minuto.

» = 10 s
Luego, estardn en dngulo recto por primera vez a las 5 y 1077 mi-
nutos. R.

2) Después que el minutero ha pasado sobre
el horario.

A las 5 el horario estd en B y el minutero en A.
Después de pasar el minutero sobre el horario, cuan-
do forman dngulo recto, el horario esti en C y el
minutero en D.

Sea x = el arco ABCD que ha recorrido el minu-
Lero; %=el arco BC que ha recorrido el horario.

En la figura se ve que: arco ABCD = arco AB +
arco BC +arco CD, o sea,

X
x=_35+ﬁ+1& l FIGURA 22 __}

Resolviendo: 12x = 300 + x + 180
11x = 480
x= %-8—0 = 43-L divisiones de 1 minuto.
11 11

- T
Luego, formarin dngulo recto por segunda vez a las 5 y 43; mi
nutos. R.

®- EJERCICIO 157

¢A qué hora, entre la 1 y las 2, estin opuestas las agujas del reloj?

2. :A qué horas, entre las 10 y las 11, las agujas del reloj forman dngulo
recto?

¢A qué hora, entre las 8 y las 9, estin opuestas las agujas del reloj?

¢A qué hora, entre las 12 y la 1, estin opuestas las agujas del reloj?

5. zA qué hora, entre las 2 y las 3, forman dngulo recto las agujas del
reloj?

6. ¢A qué hora, entre las 4 y las 5, coinciden las agujas del reloj?

[y

= W
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7.
8.
9.
10.

1l.

10.

11.

12.

¢A qué horas, entre las 6 y las 7, las agujas del reloj forman dngulo recto?

¢A qué hora, entre las 10 y las 11, coinciden las agujas del reloj?

¢A qué hora, entre las 7 y las 7 y 30, estin en dngulo recto las agujas

del reloj?

¢A qué hora, entre las 3 y las 4, el minutero dista exactamente 5 divi-

siones del horario, después de haberlo pasado?

¢A qué horas, entre las 8§ y las 9, el minutero dista exactamente del

horario 10 divisiones?

EJERCICIO 158

MISCELANEA

SOBRE PROBLEMAS QUE SE RESUELVEN POR ECUACIONES DE 1¢. GRADO

La diferencia de dos numeros es ¢ y la mitad del mayor excede en 10

a los % del menor. Hallar los numeros.

A tenia $120 y B $90. Después que 4 le dio a B cierta suma, B tiene los

1—; de lo que le queda a 4. ¢Cudnto le dio 4 a B?

Un namero se aumentd en 6 unidades; esta suma se dividié entre 8;

al cociente se le sumé 5 y esta nueva suma se dividié entre 2, obteniendo

4 de cociente. Hallar el numero.

Se ha repartido una herencia de 48000 soles entre dos personas de modo
iy . 3

que la parte de la que recibié menos equivale a los — de la parte de

la persona favorecida. Hallar la parte de cada uno.

Dividir 84 en dos partes tales que ;13 de la parte mayor equivalga a —;—

de la menor.

Dividir 120 en dos partes tales que la menor sea a la mayor como 3

es a b.

Un hombre gasta la mitad de su sueldo mensual en el alquiler de la

casa y alimentacién de su familia y -% del sueldo en otros gastos. Al

cabo de 15 meses ha ahorrado $300. ;Cudl es su sueldo mensual?

Un hombre gastd % de lo que tenia en ropa; % en libros; prestd $102

a un amigo y se quedé sin nada. ¢Cudnto gasté en ropa y cudnto en

libros?

La edad de B es = de lade 4 y la de C 2 de la de B. Si entre los tres

tienen 25 afios, ¢cudl es la edad de cada uno?

Vendi un automévil por 8000 bolivares mds la tercera parte de lo que

me habia costado, y en esta operacién gané 2000 bolivares. ;Cudnto me

habia costado el auto?

Compré cierto nimero de libros a 2 por $5 y los vendi a 2 por $7,

ganando en esta operacién $8. ¢Cudntos libros compré?

Compré cierto nimero de libros a 4 por $3 y un nimero de libros igual
a los % del nimero de libros anterior a 10 por $7. Vendiéndolos todos
a 2 por $3 gané $54. ¢Cudntos libros compré?



13.

14.

16.

17.

18.

19.

21.

23.

26.

27.
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Dividir 150 en cuatro partes, tales que la segunda sea los -f de la pri-
mera; la tercera los % de la segunda y la cuarta % de la tercera.

¢A qué hora, entre las 9 y las 10 coinciden las agujas del reloj?

A es 10 afos mayor que B y hace 15 afnos la edad de B era los % de la
de A. Hallar las edades actuales.

A y B trabajando juntos hacen una obra en 6 dias. B solo puede hacerla
en 10 dias. ¢En cudntos dias puede hacerla A4?

Dividir 650 en dos partes tales que si la mayor se divide entre 5 y la
menor se disminuye en 50, los resultados son iguales.

La edad actual de 4 es % de la de B; hace 10 anos era :—0 Hallar las
edades actuales.

Hallar dos nameros consecutivos tales que la diterencia de sus cuadrados
exceda en 43 a Tl'i del nimero menor.

Un capataz contrata un obrero ofreciéndole un sueldo anual de 3000
sucres y una sortija. Al cabo de 7 meses el obrero es despedido y recibe
1500 sucres y la sortija. ¢Cual era el valer de la sortijaz

Una suma de $120 se reparte por partes iguales entre cierto numero de
. . . 1 . ;
personas. Si el nimero de personas hubiera sido — mis de las que habia,
o~

cada persona hubiera recibido $2 menos. (Entre cudntas personas se
repartiéd el dinero?

Un hombre compré cierto nimero de libros por $400. 5i hubiera com-

1 . . 5
prado - mds del nimero de libros que compré por el mismo dinero,

cada libro le habria costado $2 menos. ¢Cuintos libros compré y cuinto
pagoé por cada uno?

Se ha repartido cierta suma entre 4, B y C. A recibié 330 menos que
la mitad de la suma; B $20 mds que los % de la suma y C el resto, que
eran $30. ¢(Cudnto recibieron 4 y B?

5 = 4 s P £
Compré cierto nimero de libros a 5 libros por $6. Me quedé con :

de los libros y vendiendo el resto a 4 libros por $9 gané $9. g(‘.u;inl.t’;s
libros compré?

Un hombre dej6é la mitad de su fortuna a sus hijos; % a sus herma-
3 . &

nos; — a un amigo y el resto, que eran 2500 colones, a un asilo. (Cudl
era su fortuna?

Un padre de familia gasta los > de su sucldo anual en atenciones de

1 1 ! -

su casa; — en ropa, — en paseos y ahorra 810 balboas al afio. ;Cudl es
su sueldo anual?

Un hombre gasté el afio antepasado los % de sus ahorros; el ano pasado

5 2 o w4
15 de sus ahorros iniciales; este afio T de lo que le quedaba y atn tiene
$400. ;A cudnto ascendian sus ahorros?
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

39.

Dividir 350 en dos partes, tales que la diferencia entre la parte menor
y los £ de la mayor equivalga a la diferencia entre la parte mayor y los :—;
de la menor.

Se ha repartido cierta suma entre 4, B y C. A recibié $15; B tanto
como 4 mis los % de lo que recibié C y C tanto como 4 y B juntos?
¢Cudl fue la suma repartida?

Tengo $9.60 en pesos, piezas de 20 centavos y 10 centavos respectiva-
mente. El nimero de piezas de 20 centavos es los :— del nimero de pesos
y el niimero de piezas de 10 centavos es los % del nimero de pie;as de
20 centavos. (Cudntas monedas de cada clase tengo?

Un comerciante perdié el primer afno %.' de su capital; el segundo afo
gand una cantidad igual a los % de lo que le quedaba; el tercer afio
gano los —:__l de lo que tenfa al terminar el segundo afio y entonces tiene
13312 quetzales. :Cudl era su capital primitive?

A y B tienen la misma edad Si A tuviera 10 afos menos y B 5 afos
mds, la edad de A4 seria los — de la de B. Hallar la edad de A.

Un comandante dispone sm tropas formando un cuadrado y ve que
le quedan fuera 36 hombres. Entonces pone un hombre mds en cada
lado del cuadrade y ve que le faltan 75 hombres para completa ¢l
cuadrado. ¢Cudntos hombres habia en el lado del primer cuadrado
y cuintos hombres hay en la tropa?

Gasté los % de lo que tenia y $20 mds y me quedé con la cuarta parte
de lo que tenia y $16 mis. ;Cudnto tenia?

A empieza a jugar con cierta suma. Primero gané una cantidad igual
a lo que tenia al empezar a jugar; después perdié 60 lempiras; mds tarde
perdi6 - de lo que le quedaba y perdiendo nuevamente una cantidad
igual a los -a— del dinero con que empezd a jugar, se quedd sin nada.
¢Con cudnto empezé a jugar?

Un numero de dos cifras excede en 18 a seis veces la suma de sus

cifras. 51 la cifra de las decenas excede en 5 a la cifra de las unidades,
¢cudl es el namero?

La suma de las cifras de un numero menor que 100 es 9. Si al nimero
se le resta 27 las cifras se invierten. Hallar el nimero.

En un puesto de frutas habia cierto ntmero de mangos. Un cliente com-
) . . 1
pro - de los mangos que habia mds 4 mangos; otro cliente compré =

de los que quedaban y ¢ mis, un tercer cliente compré la mitad de los

que quedaban y 9 mds, y se acabaron los mangos. ¢Cudntos mangos
habia en el puesto?

A tenia 380 y B $50. Ambos ganaron igual suma de dinero y ahora B
tiene los i' de lo que tiene A. (Cudnto gand cada uno?
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Compré una plumafuente y un lapicero, pagando por éste los —;- de lo
que pagué por la pluma. Si la pluma me hubiera costado 20 cts. menos
y el lapicero 30 cts. mds, el precio del lapicero habria sido los % del
precio de la pluma. ¢Cudnto costé la pluma y cudnto el lapicero?

El lunes gasté la mitad de lo que tenia y $2 mds; el martes la mitad de
lo que me quedaba y 32 mds; el miércoles la mitad de lo que me que-
daba y $2 mds y me quedé sin nada. ;Cudnto tenia el lunes antes de
gastar nadar

Un hombre gané el primer afio de sus negocios una cantidad igual a
la mitad del capital con que empezé sus negocios y gastd $6000; el
2¢ ano gané una cantidad igual a la mitad de lo que tenia y separd
$6000 para gastos; el 3er. afio gand una cantidad igual a la mitad de lo
que tenia y separ6 $6000 para gastos. Si su capital es entonces de $32250,
¢cudl era su capital primitivo?

Un hombre compré un bastén, un sombrero y un traje. Por el bastén
pagd $15. El sombrero y el baston le costaron los % del precio del traje

y el traje y el bastén $5 mds que el doble del sombrero. ;Cudnto le
costd cada cosa?

Un conejo es perseguido por un perro. El conejo lleva una ventaja
inicial de 50 de sus saltos al perro. El conejo da 5 saltos mientras el
perro da 2, pero el perro en 3 saltos avanza tanto como el conejo en
8 saltos. ¢Cuintos saltos debe dar el perro para alcanzar al conejo?

Una liebre lleva una ventaja inicial de 60 de sus saltos a un perro. La
liebre da 4 saltos mientras el perro da 3, pero el perro en § saltos avanza
tanto como la liebre en 8. ;Cudntos saltos debe dar el perro para alcan-
rar a la liebre?

¢A qué hora, entre las 10 y las 11, estd el minutero exactaménte a 6
minutos del horario?

A y B emprenden un negocio aportando B los % del capital que aporta A.
El primer afio 4 pierde -_é; de su capital y B gana 3000 bolivares; el

5 ; i 1 . £, oaroy
scgundo ano 4 gana 1600 bolivares y B pierde + de su capital. Sial finl
del segundo alo ambos socios tienen el mismo dinero, ¢con cudnto e
prendid cada uno el negocio?

Un padre tiene 60 anos y sus dos hijos 16 y 14 afios. ;Dentro de cudntos
anos la edad del padre serd igual a la suma de las edades de los hijos?

Un hombre que estd en una ciudad dispone de 12 horas libres. :Qué
distancia podrd recorrer hacia el campo en un auto que va a 50 Km

por hora si el viaje de vuelta debe hacerlo en un caballo que anda
10 Km por hora?

Compré un caballo, un perro y un buey. El buey me costé $80. El
perro y el buey me costaron el doble que el caballo y el caballo y el

buey me costaron 6} veces lo que el perro. ¢Cudnto me costé el caballo
y cudnto el perro?
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@PROBLEMA DE LOS MOVILES

x
» ¥
m- m
—_—r0
X A B © X
be- ————— @ —
- X-a

| FIGURA 23 |.

Sean los moéviles m y m’ animados de movimiento uniforme, es decir,
que la velocidad de cada uno es constante, los cuales se mueven en la mis-
ma direccion y en el mismo sentido, de izquierda a derecha, como indican
las flechas.

Suponemos que el movil m pasa por el punto 4 en el mismo instante
en que el movil m’ pasa por el punto B. Designemos por a la distancia
entre el punto 4 y el punto B.

Sea v la velocidad del maévil m y v’ la velocidad del movil m* y su-
pongamos que v >v'.

Se trata de hallar a qué distancia del punto A el mévil m alcanzard
al mévil m’.

Sea el puuto E el punto de encuentro de los moviles. Llamemos x
a la distancia del punto 4 al punto E (que es lo que se busca); entonces
la distancia del punto B al punto E serd x —a.

El mévil m pasa por 4 en el mismo instante en que m’ pasa por B
y m alcanza a m’ en E; luego, es evidente que el tiempo que emplea el
movil m en ir desde A4 hasta E es igual al tiempo que emplea el movil m'
en ir desde B hasta £. Como el movimiento de los moviles es uniforme,
el tiempo es igual al espacio partido por la velocidad; luego:

El tiempo empleado por el mévil m en ir desde 4 hasta E seri igual

; ; . ; z
al espacio que tiene que recorrer x partido por su velocidad v, o sea ~.

El tiempo empleado por el movil m’ en ir desde B has-
ta E serd igual al espacio que tiene que recorrer x —a par-
tido por su velocidad v', o sea ? Pero, segin se dijo
antes, estos tiempos son iguales; luego, tenemos la ecuacion:

x _
v v

Resolviendo: v'x =v(x — a)
v'x =vx —av
vx —ux=—av

!

xX—a
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Cambiando signos a todos los términos: vx —v'x=av
‘

x(v—v')=av

(v-v)=av

X =

v

v—v

féormula que da la distancia del punto 4 al punto de encuentro £ en fun-
cion de a, la distancia entre 4 y B, cantidad conocida y de las velocidades v
y ' de los moviles, también conocidas.

DISCUSION

La discusion de esta formula x=-"- consiste en saber qué valores
toma x de acuerdo con los valores de a, v y v’ en cuya funcioén viene dada x.
Consideraremos cinco casos, observando la figura:

1) | >~ 1”.  El numerador av es positivo y el denominador v—1v' es
positivo por ser el minuendo v mayor que el sustraendo v'; luego, x es po-
sitiva, lo que significa que el maévil m alcanza al mévil m’ en un punto
situado a la derecha de B.

2) I'< 1. El numerador av es positivo y el denominador v—1v" es
negativo por ser el minuendo v menor que el sustraendo v’; luego, x es ne-
gativa, lo que significa que los moviles,si se encontraronfué en un punto si-
tuado a la izquierda de 4, y a partir de ese momento, como la velocidad de
m es menor que la de m’, éste se apart6 cada vez mds de m, hallindose
ahora a una distancia a de ¢l, distancia que continuard aumentando.

f

. av
3) V="' La fé6rmula x= se convierte en x =— =, lo que

significa que los moviles se encuentran en el infinito; asi se expresa el he-
cho de mantenerse siempre a la misma distancia a, ya que la velocidad de m
es igual a la velocidad de m’,
: Oxv 0
4) )y =J1'y a=0. La férmula se convierte en x =——=—=valor
R O i : =V

indeterminado, lo que significa que la distancia del punto 4 al punto de
encuentro es cualquiera. En efecto, siendo a =0, los puntos 4 y B coinci-
den; luego, los moviles estin juntos y como sus velocidades son iguales, a
cualquier distancia de 4 estardn juntos.

5) | es negativa. (El movil m’ va de derecha a izquierda). La for-

: av av : e

mula se convierte en x = — = —. El numerador es positivo y
v—(—v) wv+tv

el denominador también; luego x es positiva, pero menor que a.

v av 5.3
En efecto: La fraccion T que es el valor de x, puede escribirse
vtv

es una fraccion menor que 1 por te-

!

v
a(m), donde el factor

ner el numerador menor que el denominador y al multiplicar @ por una
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cantidad menor que 1, el producto serd menor que a. Que x es positiva
y menor que a significa que los moviles se encuentran er un punto situa-
do a la derecha de 4 y que este punto dista de 4 una distancia menor
que a, 0 sea, que el punto de encuentro se halla entre 4 y B.

i ipotesis de que v’ es nega- -
Si en la hipdtesis de q eg S i

tiva suponemos que v =1, la férmula se con- g-:;ﬂf’.ﬁ:a :
vierte en =i 'P;'.l'iﬁ- m 2

o sea, que el punto de encuentro es precisamente el punto medio de la
linea AB.

APLICACION PRACTICA DEL PROBLEMA DE LOS MOVILES

‘ Ejemplos

(1) Un auto que va a 60 Km por hora pasa por el punto A en el mismo instante
en que otro auto que va a 40Km por hora pasa por el punto B, situado
a la derecha de A y que dista de A 80 Km. Ambos siguen la misma direc-
cién y van en el mismo sentido. 3A qué distancia de A se encontraran?

5 == 80X 60 4800
La férmula es x =———. . En este caso e = =240 Km
a=80 Km, v=60 Km por hora, T 60—40 ‘20

v =40 Km por hora, luego:
Luego se encontrardn en un punto situado a 240 Km a la derecha de A. R.

Para hallar el fiempo que tardan en encon-

trarse no hay mas que dividir el espacio por

la velocidad. Si el punto de encuentro estd 240 Km i .

a 240 Km de A v el auto que consideramos 60 Km por hora =4 horas.
en A ibo a 60 Km por hora, para alcanzar - =

al otro necesita:

(2

Un auto pasa por la ciudad A hacia la civdad B a 40 Km por hora y en el

mismo instante ofro auto pasa por B hacia A a 35 Km por hora, La dis-

funcia entre A y B es 300 Km. 3A qué distancia de A y B se encontrarén y

cuanto tiempo después del instante de pasar por ellas?

En este coso a =300 Km, v-—40 Km por hora, v'=35 Km por hora y

como van uno hacia el ctrc, v’ es negofwa Fuego
i :«.;1_!.,!- L rr = ey

e

Se encuentra o 160 Km de la ciudad A, R.
La distancia del punto de encuentro o la ciudad B serd 300 Km — 160 Km
=140 Km. R.

El tiempo empleado en encontrarse ha sido $=4 horas. R.



PROBLEMA DE LOS MOVILES @ 269

EJERCICIO 159

Un corredor que parte de 4 da una ventaja de 30 m a otro que parte
de B. El 19 hace 8 m por segundo y el 2° 5 m por seg. ¢A qué dis-
tancia de 4 se encontraran?

Dos autos parten de 4 y B distantes entre s{ 160 Km y van uno hacia
el otro. El que parte de 4 va a 50 Km por hora y el que parte de B
a 30 Km por hora. ¢A qué distancia de 4 se encontrardn?

Un tren que va a 90 Km por hora pasa por 4 en el mismo instante
en que otro que va a 40 Km pasa por B, viniendo ambos hacia C. Distan-
cia entre A y B: 200 Km. (A qué distanciasde 4 y B se encontrardn?

Un auto que va a 90 Km pasa por 4 en el mismo instante en que otro
auto que va a 70 Km pasa por B y ambos van en el mismo sentido. ¢Qué
tiempo tardardn en encontrarse si B dista de A4 80 Km?

Un tren que va a 100 Km por hora pasa por 4 en el mismo instante
que otro tren que va a 120 Km por hora pasa por B y van uno hacia
el otro. A4 dista de B 550 Km. (A qué distancia de 4 se encontrardn
y a qué hora si los trenes pasan por 4 y B a las § am.?

Dos personas, 4 y B, distantes entre si 70 Km, parten en el mismo
instante y van uno hacia el otro. 4 va a 9 Km. por hora y B a 5 Km
por hora. ¢Qué distancia ha andado cada uno cuando se encuentran?

Dos personas, A y B, distantes entre si 29} Km parten, B, media hora
después que A y van uno hacia el otro. 4 ,va a 5 Km por hora y B a
4 Km por hora. ¢;Qué distancia ha recorrido cada uno cuando se cruzan?

Un tren de carga que va a 42 Km por hora es seguido 3 horas después
por un tren de pasajeros que va a 60 Km por hora. ¢En cudntas horas
el tren de pasajeros alcanzard al de carga y a qué distancia del punto
de partida?

Dos autos que llevan la misma velocidad pasan en el mismo instante
por dos puntos, 4 y B, distantes entre si 186 Km y van uno hacia
el otro. ¢A qué distancia de 4 y B se encontrardn?
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JOHN NEPER (1550-1617) Rico llfrlh;lllnll es- cimales de las enteras. Al observar las relaciones entre

cocés; era Bardn de Merchiston. Logré convertirse en las prog
uno de los mis geniales matemiticos ingleses, al de- clprin
dicarse en sus ratos de ocio al cultivo de los nimeros. per y

!

onu ullméticla:. 1' M‘tﬁcuhmarﬁ
rige a ogaritmos. tre Ne-
q::rplé una discusién acerca de quién
logaritmos.

Introdujo el punto decimal para separar las cifras de- hbudlo orimero en trabajar con los

aaeirue XV

FORMULAS

@FORMULA es la expresion de una ley o de un principio general por

medio de simbolos o letras.

Asi, la Geometria ensefia que el area de un tridngulo es
igual a la mitad del producto de su base por su altura. Llaman- bXxh
do A al drea de un tridngulo, 4 a la base y & a la altura, este prin- 2
cipio general se expresa exacta y brevemente por la formula '

que nos sirve para hallar el drea de cualquier triangulo

con sélo sustituir b y h por sus valores concretos en el - 8x3
caso dado. Asi, si la base de un tridngulo es 8 m y su

altura 3 m, su area serd: e S

=12 m?®

@ USO Y VENTAJA DE LAS FORMULAS ALGEBRAICAS

Las férmulas algebraicas son usadas en las ciencias, como Geometria,
Fisica, Mecdnica, etc., y son de enorme utilidad como apreciard el alumno
en el curso de sus estudios.

La utilidad y ventaja de las férmulas algebraicas es muy grande:

1) Porque expresan brevemente una ley o un principio general.
2) Porque son ficiles de recordar. 3) Porque su aplicacion es muy ficil,

270



FORMULAS @ 271

pues para resolver un problema por medio de la férmula adecuada, basta
sustituir las letras por sus valores en el caso dado. 4) Porque una formula
nos dice la relacion que existe entre las variables que en ella intervienen,
pues segun se ha probado en Aritmética, la variable cuyo valor se da por
medio de una férmula es directamente proporcional con las variables (fac-
tores) que se hallan en el numerador del segundo miembro e inversamente
proporcional con las que se hallen en el denominador, si las demds perma-
necen constantes.

TRADUCCION DE UNA FORMULA DADA
AL LENGUAJE VULGAR
Para traducir una férmula al ienguaje vulgar, o sea, para dar la regla
contenida en una férmula, basta sustituir las letras por las magnitudes que
ellas representan y expresar las relaciones que la férmula nos dice existen
entre ellas. Pondremos dos ejemplos:

: b+ b
1) Dar la regla contenida en la férmula 4 =h(——), en que A
representa el drea de un trapecio, h su altura, b y b’ sus bases.

La regla es: El drea de un trapecio es igual al producto de su altura
por la semisuma de sus bases.

2) Dar la regla contenida en la férmula v=§, en que v representa
la velocidad de un mévil que se mueve con movimiento uniforme y ¢ el
espacio recorrido en el tiempo (.

La regla es: La velocidad de un mévil que se mueve ‘con movimiento
uniforme es igual al espacio que ha recorrido dividido entre el tiempo em-
pleado en recorrerlo,

En cuanto a la relacién de v con e y ¢, la férmula me dicta las dos leyes
siguientes:

1) La velocidad es directamente proporcional al espacio (porque e
estd en el numerador) para un mismo tiempo.

2) La velocidad es inversamente proporcional al tiempo (porque ¢
esti en el denominador) para un mismo espacio.

- EJERCICIO 160
Dar la regla correspondiente a las formulas siguientes:
1. 4 :%bh siendo A el drea de un triangulo, b su base y A su altura.

2. e=ut, siendo e el espacio recorrido por un mévil con movimiento uni-
forme, v su velocidad y t el tiempo.
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t= 2. Las letras tienen el significado del caso anterior.
T =Fe, siendo T trabajo, F fuerza y e camino recorrido.

A =D%D' siendo A4 el drea de un rombo y D y D’ sus diagonales.

R

V=hXxB, siendo V el volumen de un prisma, h su altura y B el drea

de su base.

7. V:?lth, siendo V el volumen de una pirdmide, & su altura y B
el drea de su base.

8. A =m=r% siendo A el drea de un circulo y r el radio. (= ¢s una constante
igual a 3.1416 o ).

9. e:-__}_-grz. siendo e el espacio recorrido por un mévil que cae libremente

desde cierta altura partiendo del reposo, g la aceleracién de la gravedad
(9.8 m. por seg.) y t el tiempo empleado en caer.
2

l ’ ; o

10. :EVS, siendo A el drea de un tridngulo equilitero y ! su lado.
mu® . 4

11, F= s siendo F la fuerza centrifuga, m la masa del moévil, v su velo-

cidad y r el radio de la circunferencia que describe.

EXPRESAR POR MEDIO DE SIMBOLOS UNA LEY

MATEMATICA O FISICA OBTENIDA COMO

RESULTADO DE UNA INVESTIGACION

Cuando por la investigacion se ha obtenido una ley matemdtica o fi-
sica, para expresarla por medio de simbolos, o sea para escribir su férmula,
generalmente se designan las variables por las iniciales de sus nombres y
se escribe con ellas una expresion en la que aparezcan las relaciones obser-
vadas entre las variables.

(1) Escribir una férmula que exprese que la altura de un
triéngulo es igual al duplo de su érea dividido entre
la base.

Ejemplos

_2A

Designando la altura por h, el érea por A y la base por b, la fér- h=—:

mula sera:

(2) Escribir una férmula que exprese que la presidén que ejerce un liquido sobre
el fondo del recipiente que lo contiene es igual a la superficie del fondo mul-
tiplicada por la altura del liquido y por su densidad.

Designando la presién por P, la superficie del fondo del recipiente por S, la
altura del liquido por h y su densidad por d, la férmula sera: P = Shd.

® EJERCICIO 161

Designando las variables por la inicial de su nombre, escriba la f6rmula
que CKPIESRZ

1. La suma de dos ntmeros multiplicada por su diferencia es igual a la
diferencia de sus cuadrados.
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2. El cuadrado de la hipotenusa de un tridngulo rectingulo es igual a la
suma de los cuadrados de los catetos.

3. La base de un tridngulo es igual al duplo de su drea dividido entre
su altura. :

La densidad de un cuerpo es igual al peso dividido por el volumen.
El peso de un cuerpo es igual al producto de su volumen por su densidad.
El drea de un cuadrado es igual al cuadrado del lado.
El volumen de un cubo es igual al cubo de su arista.

El radio de una circunferencia es igual a la longitud de la circunfe-
rencia dividida entre 2r.

PRl

9. El cuadrado de un cateto de un tridngulo rectingulo es igual al cua-
drado de la hipotenusa menos el cuadrado del otro cateto.

10. El drea de un cuwadrado es la mitad del cuadrado de su diagonal.

11. La fuerza de atraccién entre dos cuerpos es igual al producto de una
constante k& por el cociente que resulta de dividir el producto de las ma-
sas de los cuerpos por el cuadrado de su distancia.

12. El tiempo que emplea una piedra en caer libremente desde la boca al
fondo de un pozo es igual a la raiz cuadrada del duplo de la profun-
didad del pozo dividido entre 9.8.

13. El drea de un poligono regular es igual a la mitad del producto de su
apotema por el perimetro.

14. La potencia de una mdquina es igual al trabajo que realiza en 1 segundo.

EMPLEO DE FORMULAS EN CASOS PRACTICOS
Basta sustituir las letras de la férmula por sus valores.

‘ Ejemplos

(1) Hallar el drea de un trapecio cuya altura mide 5 m
y sus bases 6 y 8 m respectivamente.

b+b)

La féormula es A = h(

6+8
Rl N5 s e BB, A= 5( )-smr 3sm= R

luego sustituyendo:

(2) Hallar el volumen de una piramide siendo su altura 12 m y el éarea de lo
base 36 m2.

1
La férmula es V = Eh X B.
Aqui, h=12 m, B=236 m®, luego sustituyendo:

= %_x 12X 36 =4 X 36 =144 m5. R.
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(3) Una piedra dejaoda caer desde la azotea de un edificio tarda 4 segundos
en llegar al suelo. Hallar la altura del edificio,
La altura del edificio es el espacio que recorre la piedra.

1
La formula es: e=5-gf2.

gvale 98 m. y1=4 seg., luego sustituyendo:
. %x anﬂu:} ﬁes.-gewa =98X8=784 m
La altura del edificio es 78.4 m. R.
B EJERCICIO 162

1. Hallar el drea de un tridngulo de 10 ¢m de base y 8 de altura. 4 = Jbh.
Z
2. Hallar el drea de un cuadrado cuya diagonal mide 8 m. A:%.

3. :Qué distancia recorre un movil en 15 seg. si se mueve con movimiento
uniforme y lleva una velocidad de 9 m por seg? e =ul.
¢En qué tiempo el mismo movil recorreri 105 m?

5. Hallar la hipotenusa a de un triangulo rectingulo siendo sus catetos
b=4 myc=3 m a>=b%>+c

6. La hipotenusa de un triangulo rectingulo mide 13 m y uno de los

catetos 5 m. Hallar el otro cateto. b =a* — ¢* 99

Hallar el area de un circulo de 5 m de radio, A ==r®, 11::?“‘

Hallar la longitud de una circunferencia de 5 m de radio. €= 2.

Hallar el volumen de un cono siendo su altura § m y el radio de la

base 2 m. v= Jhnr.

10. El volumen de un cuerpo es 8 cm? y pesa 8.24 g. Hallar su densidad.

D= ﬁ
I 2

l
11. Hallar el drea de un tridngulo equilitero cuyo lado mide 4 m, A4 =71V 3.

® e N

12. Hallar la suma de los dngulos interiores de un exdgono regular.
§=180°(N—2). (N es el namero de lados del poligono).

@ CAMBIO DEL SUJETO DE UNA FORMULA

El sujeto de una formula es la variable cuyo valor se da por medio
de la formula. Una formula es una ecuacion literal y nosotros podemos
despejar cualquiera de los elementos que entran en ella, considerdindolo
como incognita, y con ello cambiamos el sujeto de la férmula.

Ei I (1) Dada la férmula e =4 at* hacer a t el sujeto de la férmula.
]e"]p 08 Hay que despejar | en esta ecuacién literal; t es la incognita.
Suprimiendo denominadores, tenemos:
2e = at?,
. " 2e
Despejando 1% PP=—
a =
i 2e

Extrayendo la raiz cuadrada a ambos miembros: = WA R.
a
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10.
11.

12.
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(Z) Dada la férmula S=2R(N —2) hacer a N el svjeto de la férmula.
Hay que despejar N. N es la incégnita.
Efectuando el producto indicado: S = 2NR — 4R,
Transponiendo: S + 4R = 2NR
_I5i-4R

—_-.—_ R‘(
2R
: 1. 15, ! ;
(3) En la férmula —=—+— despejar p'.
- p p
El m. c. m. de los denominadores es pp’ f. Quitando denominadores tendremos;
pp' = p'f + pf.
La incégnita es p'. Transponiendo: pp’ — p'f = pf
p'p—F)=nf
e s
Pt

(4) Despejar a en v =V 2ae.
Elevando al cuadrado ambos miembros para destruir el radical:
v? = 2ae.
7
g-
Esta operacién de cambiar el sujeto de una férmula sera de incalculable utili-
dad para el alumno al Matematica y Fisica.

Despejando a: a=

EJERCICIO 163

En la férmula e=vt, despejar vy ¢ 13. En V:\/g despejar d y e.
En A:h(f;—b) hacer a h el 14. En e=V t+1at?, despejar V.,

sujeto de la féormula. 15, En e=V t—}at?, despejar V,y a.

En e=lat? despejar a. 16.  EnV=|hxr*, despejar by r.

En A=laln, despejar a,ly n. 17. Baig=" T’ despejar ¢, ty 1.

En A=m*, despejar r.

En a?=0%+c*—2bxx, despejar x. 18. En E=IR, despejar Re I.
2

En V=V +at, despejar Vi, ayt. 19. En e:E—. despejar v.
En V=V,—at, despejar V, ay it 2a
P ' 20.  En u=a+(n—1)r, despejar a, nyr.
En “:Tv despejar Vy P, 21. En wu=am, despejar a 'y 1.
En @*=b"+c%, despejar by e 22. En I:g, despejar Q y (.
En V=at. despejar a y L ¢

En e lespejar p'y p
— = — — — despejar .
T P€] Y
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DESIGUALDADES. INECUACIONES

o~
@ Se dice que una cantidad a es mayor que otra cantidad & cuando la
diferencia a — b es positiva. Asi, 4 es mayor que — 2 porque la dife-
rencia 4 —(—2)=4+2=6 es positiva; —1 es mayor que —3 porque
—1—(—3)=—1+3=2 es una canticdad positiva.

Se dice que una cantidad a es menor que otra cantidad b cuando la
diferencia a— b es negativa. Asi, —1 es menor que 1 porque la diferen-
cia —1—1=-—2 es negativa: —4 ¢s menor que —3 porque la diferencia
—4—(—38)=—4+3=—1 e negativa.

De acuerdo con lo anterior, cero es mayor que cualquier cantidad ne-
gativa,

Asi, 0 es mayor que —1 porque 0—(—1)=0+1=1, cantidad positiva.

.(249 DESIGUALDAD es una expresion que indica que una cantidad es ma-
7 yor o menor que otra.

Los signos de desigualdad son >, que se lee mayor que, y < que se
lee menor que. Asi 3> 3 se lee 5 mayor que 3; —4<—2 se lee —4 menor
que — 2.

276
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245) MIEMBROS

Se llama primer miembro de una desigualdad a la expresion que estd
a la izquierda y segundo miembro a la que estd a la derecha del signo de
desigualdad.

Asi, en a+ b >c—d el primer miembro es a+ b y el segundo ¢—d.

TERMINOS de una desigualdad son las cantidades que estan separadas
de otras por el signo + o — o la cantidad que estd sola en un miembro.
En la desigualdad anterior los términos son a, b, ¢ y —d.

@b Dos desigualdades son del mismo signe o subsisten en el mismo sen-
tido cuando sus primeros miembros son mayores o mcnnrés, ambos,
que los segundos.

Asf, a>b y ¢>d son desigualdades del mismo sentido.

Dos desigualdades son de signo contrario o no subsisten en el mismo
sentido cuando sus primeros miembros no son ambos mayores o menores
que los segundos miembros. Asi, 5>3 y 1<2 son desigualdades de sentido
contrario. '

. PROPIEDADES DE LAS DESIGUALDADES

1) Si a los dos miembros de una desigualdad se suma o resta una mis-
ma cantidad, el signo de la desigualdad no varia.

Asi, dada la desigualdad a>b,

podemos escribir: g ate>bte 5 i e >b-e

CONSECUENCIA

Un término cualquiera de una desigualdad se puede pasar de un
miembro al otro cambiindole el signo.

Asi, en la desigualdad a> b + ¢ podemos pasar ¢ al primer miembro
con signo — y quedard a—c>b, porque equivale a restar ¢ a los dos
miembros.

En la desigualdad a — b > ¢ podemos pasar b con signo + al segundo
miembro y quedard a>b+¢, porque equivale a sumar b a los dos
miembros.

2) Si los dos miembros de una desigualdad se multiplican o dividen
por una misma cantidad positiva, el signo de la desigualdad no varia.

Asi, dada la desigualdad a> b y siendo ¢ una

a: b
cantidad positiva, podemos escribir: _ - ac>be 'y ?>“

¢
CONSECUENCIA

Se pueden suprimir denominadores en una desigualdad, sin que varie
el signo de la desigualdad, porque ello equivale a multiplicar todos los tér-
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minos de la desigualdad, o sea sus dos miembros, por el m.c. m. de los de-
nominadores.

3) Si los dos miembros de una desigualdad se multiplican o dividen
por una misma cantidad negativa, el signo de la desigualdad varia.

Asi, si en la desigualdad a > b multipli- =88 <~

camos ambos miembros por —¢, tendremos:

y dividiéndolos por —¢, o sea mul- _n.

T 1
tiplicando por ——, tendremos:
-

CONSECUENCIA

Si se cambia el signo a todos los términos, o sea a los dos miembros
de una desigualdad, el signo de la desigualdad varia porque equivale a
multiplicar los dos miembros de la desigualdad por —1.

Asi, si en la desigualdad a — b > — ¢ cambiamos el signo a todos los
términos, tendremos: b —a<e,

4) Si cambia el orden de los miembros, la desigualdad cambia de signo.

Asi, si a>b es evidente que b <a.

5) Si se invierten los dos miembros, la desigualdad cambia de signo.

i g 1 A
Asi, siendo a>b se tiene que P
a

6) Si los miembros de una desigualdad son positivos y se elevan a
una misma potencia positiva, el signo de la desigualdad no cambia.

Asi, 5 > 3. Elevando al cuadrado: 5°>3' o sca 25>9.

7) Si los dos miembros o uno de ellos es negativo y se elevan a una
potencia impar positiva, el signo de la desigualdad no cambia.

Asi, —3> —5. Elevando al cubo:(—3)'> (—3)" 0 sea —27> — 125,

2 > — 2. Elevando al cubu: 2> (—2) o sea 8> —8.

8) Si los dos miembros son negativos y se elevan a una misma po-
tencia par positiva, el signo de la desigualdad cambia.

Asi, —3>—5. Elevando al cuadrado: (—3)2=9 vy (—5)*=25 y que-
da 9 <25.

9) Si un miembro es positivo y otro negativo y ambos se elevan a una
misma potencia par positiva, el signo de la desigualdad puede cambiar.

Asi, 3> —5. Elevando al cuadrado: 3°=9 y (—5)*=25 y queda 9 <25.
Cambia.

8>—2. Elevando al cuadrado: 8*=64 y (—2)*=4 y queda 64> 4.
No cambia.

be,

b
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10) Si los dos miembros de una desigualdad son positivos y se les
extrae una misma raiz positiva, el signo de la desigualdad no cambia.

Asi, si a>b y n es positivo, tendremos: Va > V.

11) Si dos o mas desigualdades del mismo signo se suman o multipli-
can miembro a miembro, resulta una desigualdad del mismo signo.

Asi, sia>b y ¢>d, tendremos: a+c>b+d y ac> bd.

12) Si dos desigualdades del mismo signo se restan o dividen miembro
a miembro, el resultado no es necesariamente una desigualdad del mismo
signo, pudiendo ser una igualdad.

Asi, 10>8 y 5>2. Restando miembro a miemhro: 10—-5=5 vy
8 —2=6; luego queda 5<6; cambia el signo.

Si dividimos miembro a miembro las desigualdades 10>8 y 5> 4, te-

10 8 i
nemos — =2y 1:2; luego queda 2=2, igualdad.
)

INECUACIONES

UNA INECUACION es una desigualdad en la que hay una o mds
cantidades desconocidas (incognitas) y que solo se verifica para deter-

minados valores de las incégnitas. Las inecuaciones se llaman también
desigualdades de condicion.

Asi, la desigualdad 2x —3>x+5 es una inecuacién porque tiene la
incognita x y solo se verifica para cualquier valor de x mayor que 8.

En efecto: Para x =8 se convertirfa en igualdad y para x <8 se con-
vertiria en una desigualdad de signo contrario.

. RESOLYER UNA INECUACION es hallar los valores de las incognitas
que satisfacen la inecuacion.

@ PRINCIPIOS EN QUE SE FUNDA LA RESOLUCION
DE LAS INECUACIONES

La resolucion de las inecuaciones se funda en las propiedades de las
desigualdades, expuestas anteriormente, y en las consecuencias que de las
mismas se derivan.

@Rssowcnm DE INECUACIONES

(1) Resolver la inecuacién 2x —3 > x + 5.
‘ E]emplos Pasando x al primer miembro y 3 al segundo:
x—=x>543.
Reduciendo: x>8 R

8 es el limite inferior de x, es decir que la desigualdad dada sélo se verifica
para los valores de x mayores que 8.
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(2) Hallar el limite de x en 7 _Qi >§33i —é.
Suprimiendo denominadores: 42 — 3x > 10x — 36.
Transponiendo: —3x— 10x > — 36 — 42.

—13x>—78

Cambiando el signo a los dos miembros, lo cual hace cambiar el signo de la
desigualdad, se tiene: 13x <78.

78
Dividiendo por 13: x <-ﬁ osea x<6. R

6 es el limite superior de x, es decir, que la desigualdad dada sélo se verifica
para los valores de x mencres que 6.

(3) Hallar el limite de x en (x+3)(x—1)<[x—1)2+ 3x.
Efectuando las operaciones indicadas:  x* + 2x — 3 < x* — 2x + 1 + 3x,
Suprimiendo x? en ambos miembros y transponiendo:  2x + 2x —3x <1+ 3

x<4 R
4 es el limite superior de x.
B EJERCICIO 164
Hallar el limite de x en las inecuaciones siguientes:
1. x—5H<2x—6. 10.  6(x%+1)—(2x—4)(3x+-2)<3(5x+21).
2. Hx—12>3x—4. 11, (x—4)(x+5)<(x—3)(x—2).
3. x—6>21—8x. 12, (2x—3)°+4x*(x—T)<4(x—2)%.
e o 2x41  2x+H
4. 3Ix—14<Tx-—2. 13. — > —
1] x A &
b. 23(—';)?4"10- i %43 4 P
6. 3x—d+i<T+2. "8 x+27 3
" 5 20 2
T (x—1P=T>(x—2)2 15. Bt
~ 3x+1 9x2—1  3x—1
8. (x4+2)(x—1)+26<(x+4)(x+5). 1 1 1
9. 3(x—2)+2x(x+3)>(2x—1)(x+4). 16. ra > r AT

17. Hallar los numeros enteros cuyo tercio aumentado
en 15 sea mayor que su mitad aumentada en 1.

INECUACIONES SIMULTANEAS

INECUACIONES SIMULTANEAS son inecuaciones que tienen solu-
ciones comunes.

x—4>6
I+ 5>14.

(1) Hallar qué valores de x satisfacen
las inecuaciones:,

‘ Ejemplos

Resolviendo la prir.'nem: 2x>6+4
2x > 10
b & LT

Resolviendo la segunda: 3x > 14—5
Ix>9
x> 83,
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La primera inecuacién se satisface para x > 5 y la segunda para x > 3, lvego
tomamos como solucién general de ambas x > 5, ya que cualquier valor de
x mayor que 5 serG mayor que 3.

Luego el limite inferior de las soluciones comunes es 5. R.

Hallar el limite de las soluciones comunes a las _S:i.‘;]fa
inecuaciones: /SRS .

(2

-_

Resolviendo la primera: 3x <16 —4
3x <12
x <4

Resolviendo la segunda: —x >—B8+6
—x>—2
x <2,
La solucién comin es x < 2, ya que todo valor de x menor que 2 evidentemen-

te es menor que 4,
Luego 2 es el limite superior de las soluciones comunes. R.

(3

Hallar el limite superior e inferior de los valores cde
x que satisfacen las inecuaciones:

Resolviendo la primera: 5x—3x >—2+10
2x > 8
x >4,

Resolviendo la segunda: 3x —2x <6 —1
x <5,

La primera se satisface para x >4 y la segunda para x <5, lvego todos los
valores de x que sean a la vez mayores que 4 y menores que 5, satisfacen
ambas inecuaciones.
Luego 4 es el limite inferior y 5 el limite superior de las soluciones comunes
lo que se expresa 4 <x<5. R
EJERCICIO 165
Hallar el limite de las soluciones comunes a:
x—3>5 y 2x+5>17. 4. Hx—4>Tx—16 y 8—Tx<16—15x.
o—x>—6 y 2x+9>3x.
6x+5>4x411 y 4—2x>10—5x.

x X 3 2
——3>—42 2x+—<6x—23—.
g ogre Y Ty 5

Hallar el limite superior e inferior de las soluciones comunes a:

2x—3<x4+10 y 6x—4>5x+6.
A BN B S
. “aTgy i

(x—1)(x42)<(x+2)(x—3) y (x+3)(x+5)>(x+4)(x+3).
x+2 ~ x—2 x—1 & x—5
x+8 x+3 y x+4  x—1

Hallar los nimeros enteros cuyo triplo menos ¢ sea mayor que su mi-
tad mds 4 y cuyo cuddruplo aumentado en 8 sea menor que su triplo
aumentado en 15.
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CAPITULO xx

FUNCIONES

@ CONSTANTES Y VARIABLES

Las cantidades que intervienen en una cuestién matemdtica son cons-
tantes cuando tienen un valor fijo y determinado y son variables cuando
toman diversos valores. Pondremos dos ejemplos.

1) Si un metro de tela cuesta §2, el costo de una pieza de tela depen-
derd del mimero de metros que tenga la pieza. Si la pieza tiene 5 metros,
¢l costo de la pieza serd $10; si tiene 8 metros, el costo serd $16, etc. Aqui,
el costo de un metro que siempre es el mismo, $2, es una constante, y el
numero de metros de la pieza y el costo de la pieza, que toman diversos
valores, son variables.

¢De qué depende en este caso el costo de la pieza? Del ntimero de
metros que tenga. El costo de la pieza es la variable dependiente y el nu-
mero de metros la variable independiente.

2) Si un movil desarrolla una velocidad de 6 m por segundo, el es-
pacio que recorra dependerd del tiempo que esté andando. Si anda du-
rante 2 segundos, recorrerd un espacio de 12 m; si anda durante 3 segun-
dos, recorrerd un espacio de 18 m. Aqui, la velocidad 6 m es constante
y el tiempo y el espacio recorrido, que toman sucesivos valores, son variables.

282
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¢De qué depende en este caso el espacio recorrido? Del tiempo que
ha estado andando el mévil. El tiempo es la variable independiente y el
espacio recorrido la variable dependiente.

FUNCION

En el ejemplo 1) anterior el costo de la pieza depende del nimero de
metros que tenga; el costo de la pieza es funcién del nimero de metros.

En el ejemplo 2) ¢l espacio recorrido depende del tiempo que haya
estado andando el movil; el espacio recorrido es funcién del tiempo.

Siempre que una cantidad variable depende -de otra se dice que es
funcién de esta altima.

La definicion moderna de funcién debida a Cauchy es la siguiente:

Se dice que y es funcion de x cuando a cada valoy de la variable x
corresponden uno o varios valores determinados de la variable v,

La notacion para expresar que y es funcion de x es y = f(x).

FUNCION DE UNA VARIABLE INDEPENDIENTE
Y DE VARIAS VARIABLES

Cuando el valor de una variable y depende solamente del valor de
otra variable x tenemos una funcion de una sola variable independiente,
como en los ejemplos anteriores.

Cuando el valor de una variable y depende de los valores de dos o mds
variables tenemos una funcién de varias variables independientes.

Por ejemplo, ¢l drea de un tridngulo depende de los valores de su
base y de su altura; luego, el drea de un tridngulo es funciéon de dos varia-
bles independientes que son su base y su altura. Designando por 4 el drea,
por b la base y por k la altura, escribimos: 4 = f(b,h).

El volumen de una caja depende de la longitud, del ancho y de la
altura; luego, el volumen es funcion de tres variables independientes.

Designando el volumen por w, la longitud por [, el ancho por a y la
altura por h, podemos escribir: v=f(la,h).

LEY DE DEPENDENCIA

Siempre que los valores de una variable y dependen de los valores de
otra variable x, y es funcion de x; la palabra funciéon indica dependencia.
Pero no basta con saber que y depende de x, interesa mucho saber como
depende y de x, de qué modo varia y cuando varia x, la relaciéon que liga
a las variables, que es lo que se llama ley de dependencia entre las variables.

EJEMPLOS DE FUNCIONES, PUEDA O NO ESTABLECERSE
MATEMATICAMENTE LA LEY DE DEPENDENCIA

No en todas las funciones se conoce de un modo preciso la relacion
matemadtica o analitica que liga a la variable independiente con la variable
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dependiente o funcién, es decir, no siempre se conoce la ley de depen-
dencia.

En algunos casos sabemos que una cantidad depende de otra, pero no
conocemos la relacién que liga a las variables. De ahi la divisién de las
funciones en analiticas y concretas.

FUNCIONES ANALITICAS

Cuando se conoce de un modo preciso la relacién analitica que liga
a las variables, esta relacion puede establecerse mateméticamente por me-
dio de una férmula o ecuaciéon que nos permite, para cualquier valor de
la variable independiente, hallar el valor correspondiente de la funcién.
Estas son funciones analiticas.

Como ejemplo de estas funciones podemos citar las siguientes:

El costo de una pieza de tela, funcién del nimero de metros de la
pieza. Conocido el costo de un metro, puede calcularse el costo de cual-
quier ntimero de metros.

El tiempo empleado en hacer una obra, funcién del numero de obre-
ros. Conocido el tiempo que emplea cierto ntimero de obreros en hacer
la obra, puede calcularse el tiempo que emplearia cualquier otro ntimero
de obreros en hacerla.

El espacio que recorre un cuerpo en su caida libre desde ciérta altura,
funcion del tiempo. Conocido el tiempo que emplea en caer un movil,
puede calcularse el espacio recorrido.

FUNCIONES CONCRETAS

Cuando por observacién de los hechos sabemos que una cantidad de-
pende de otra, pero no se ha podido determinar la relacién analitica que
liga a las variables, tenemos una funcién concreta. En este caso, la ley de
dependencia, que no se conoce con precision, no puede establecerse mate-
méticamente por medio de una férmula o ecuacién porque la relacién fun-
cional, aunque existe, noes stempre la misma.

Como ejemplo podemos citar la velocidad de un cuerpo que se des-
liza sobre otro, funcién del roce o frotamiento que hay entre los dos cuer-
pos. Al aumentar el roce, disminuye la velocidad, pero no se conoce de un
modo preciso la relacién analitica que liga a estas variables. Muchas leyes
fisicas, fuera de ciertos limites, son funciones de esta clase.

En los casos dé funciones concretas suelen construirse tablas o graficas
en que figuren los casos observados, que nos permiten hallar aproximada-
mente el valor de la funcién que corresponde a un valor dado de la va-
riable independiente.

(259) VARIACION DIRECTA
" Se dice que A4 varia directamente a B o que A es directamente propor-
cional a B cuando multiplicando o dividiendo una de estas dos variables
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por una cantidad, la otra queda multiplicada o dividida por esa misma
cantidad.

B Si un mévil que se mueve con movimiento uniforme recorre
E]emplo 30 Km en 10 minutos, en 20 minutos recorrerd 60 Km y en

5 minutos recorrera 15 Km, luego la variable espacio recorri-
do es directamente proporcional (o proporcional) a la variable
tiempo y viceversa.

@ Si A es proporcional a B, A es igual a B multiplicada por una cons-

tante. i
En el ejemplo anterior, la relacion entre el espacio y el tiempo es

constante.
En efecto:

En 10 min el movil recorre 30 Km; la relacién es 1—0:3.

; L i a o 0

En 20 min el movil recorre 60 Km; la relacién es 20 =3,
- - ., 15

En 5 min el movil recorre 15 Km; la relacion es — =3,

)

En general, si 4 es proporcional a B, la relacion
entre A y B es constante; luego, designando esta
constante por k, tenemos’, G

= >

=k y de aqui A=KkB.

VARIACION INVERSA

Se dice que A varia inversamente a B o que A4 es inversamente pro-
porcional a B cuando multiplicando o dividiendo una de estas variables
por una cantidad, la otra queda dividida en el primer caso y multiplicada
en el segundo por la misma cantidad.

: Si 10 hombres hacen una obra en 6 horas, 20 hombres la-harén
E]emplo en 3 horas y 5 hombres en 12 horas, luego la variable tiempo
empleado en hacer la obro es inversamente proporcional a la
variable ndmero de hombres y viceversa.
(2;2 Si A es inversamente proporcional a B, A es igual a una constante
dividida entre B.
En el ejemplo anterior, el producto del nimero de hombres por el
tiempo empleado en hacer la obra es constante. En efecto:

10 hombres emplean 6 Ihoras; el producto 10 x 6= 60.
20 hombres emplean 3 horas; el producto 20X 3= 60.
5 hombres emplean 12 horas; el producto 5 X 12=60.

En general, si 4 es inversamente proporcional K

a B, el producto 4B es constante; luego, designando AB=k y de aqui A=§°
A
esta constante por k, tenemos: S
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VARIACION CONJUNTA
Si A es proporcional a B cuando C es constante y A es proporcional

a C cuando B es constante, 4 es proporcional a BC cuando B y C varian,
principio que se expresa: A = kBC
- »

donde k es constante, lo que se puede expresar diciendo que si una
cantidad es proporcional a otras varias, lo es a su producto.

Ejemplo

El érea de un trigngulo es proporcional a la altura, si la base
es constante y es proporcional a la base si la altura es cons-
tante, luego si la base y la altura varian, el drea es proporcio-

nal al producto de la base por la altura. Siendo A el dreq,
b la base y h la altura, tenemos:

A = kbh
y la constante k = ¥ (por Geometria) luego A = 1bh.

VARIAC!ON DIRECTA E INVERSA A LA VEZ
Se dice que A es proporcional a B e inversamente proporcional A='_(':"'-

a C cuando A es proporcional a la relacion C’ lo que se expresa:/

RESUMEN DE LAS VARIACIONES

Si A es proporcional a B.............. A:lltB.

Si A es inversamente proporcional a B.. A =5

Si A es proporcional a By C.......... A =kBC.

Si A es proporcional a B e inversamente B
proporaional @ Gl veess s s vmms s A:E'

’ E jemplos

(1) A es proporcional a B y A =20 cuando B = 2.
Hallar A cuando B = 6.

Siendo A proporcional a B, se tiene: A = kB.

Para hallar la constante k, como A = 20 cuan-
do B =2, tendremos: > W0=kX2 .. k=

2
5

Si k=10, cuando B =46, A valdra:
A=kR=10X6=450. R,
(Z) A es inversamente proporcional a B y A=15 cuando B = 4.
Hallar A cuando B =10.
k

Como A es inversamente proporcional a B, se fiene: A = re

Hallemos k, haciendo A=5 y B=4:

k
5=—. k=20
4
Siendo k = 20, cuando B =10, A valdra:
20

kB

=10.
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(3) A esproporcional a By C; A=6 cuando B=2y C =4,
Hallar B cuando A =15y C =5,
Siendo A proporcional a B y C, se tiene: A =kBC. (1),

Para hallar k: . 6= kx2x4 (G 6= kX8 _k:%:

A
Para hallar B la despejomos en (1): E:-E-C—.

) 3 15 60
Sustituyendo A=15 k=—, C=35, B= ==,
4 . ¥ s 15
tendremos: ¥
(4) x es proporcional a y e inversamente proporcional a z.
Si x=4 cuando y =2, z=3, hallar x cuando y =5, z = 15.
Siendo x proporcional a y e inversamente proporcional o z, : ky
tendremos: RS — » X=—
z
kR 2=k
Haciendo x=4, y =2, z=3, TR )
se tiene: = ¥ Tepeen)
ky s XS
Haciendoen (1) k=6,y=52=15, ) "-';'"" R
se tiene: o — —= - :

EJERCICIO 166

x es proporcional a y. Si x =9 cuando y =6, hallar x cuando y =#.

x es proporcional a y. Si y =3 cuando x =2, hallar y cuando x = 24.

A es proporcional a B y C. Si 4 =30 cuando B=2 y € =25, hallar 4
cuande B =17, C=4.

x es proporcional a y y az. Si x =4 cuando y =3 y z =6, hallar y cuando
x= 10, z=219;

A es inversamente proporcional a B. Si 4 =3 cuando B =35, hallar 4
cuando B =71. § i

B es inversamente proporcional a A. Si 4 == cuando B == hallar 4

cuando B = i

A es proporcional a B e inversamente proporcional a C. Si A4 =8 cuando
B=12, C=3, hallar 4 cuando B=17, C=14,

x es proporcional a y e inversamente proporcional a z. Si x =3 cuando
y=4, z=8, hallar z cuando y=17, x=10.

x es proporcional a y2 —1. Si x =48 cuando y =5, hallar x cuando y=1.
x es inversamente proporcional a y?*—1. Si x =9 cuando y=3 hallar x
cuando y=5.

El drea de un cuadrado es proporcional al cuadrado de su diagonal.
Si el drea es 18 m?® cuando la diagonal es 6 m, hallar el drea cuando
la diagonal sea 10 m.

El drea lateral de una pirdmide regular es proporcional a su apotema
y al perimetro de la base. Si el drea es 480 m.? cuando el apotema es
12 m y el perimetro de Ta base 80 m, hallar el drea cuando el apotema
es 6 m y el perimetro de la base 40 m.
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13. El volumen de una pirdmide es proporcional a su altura y al drea de
su base. 51 el volumen de una pirdmide, cuya altura es § m y el drea
de su base 36 m? es 96 m® scudl serd el volumen de una pirdmide
cuya altura es 12 m y el drea de su base G4 m??

14. El drea de un circulo es proporcional al cuadrado del radio. Si el drea
de un circulo de 14 cm de radio es 616 cm? jcudl serd el drea de un
circulo de 7 cm. de radio?

15. La longitud de una circunferencia es proporcional al radio. Si una cir-
cunferencia de 7 ¢m de radio tiene una longitud de 44 cm, ¢cudl es el
radio de una circunferencia de 66 cm de longitud?

16. x es inversamente proporcional al cuadrado de y. Cuando y =0, x =4
Hallar y cuando x =9.

(266) FUNCIONES EXPRESABLES POR FORMULAS

En general, las funciones son expresables por formulas o ecuaciones
cuando se conoce la relacion matemitica que liga a la variable dependien-
te o funcion con las variables independientes, o sea cuando se conoce la
ley de dependencia.

En estos casos habrd una ecuacion que serd la expresion analitica de
la funcion y que define la funcion.

Asi, y=2x+1, y=2x% y=x*+2x—1
son funciones expresadas por ecuaciones o férmulas.

2x+1 es una funcion de primer grado; 2x* de segundo grado:
x%+2x —1, de tercer grado. '

Los ejemplos anteriores son funciones de la variable x porque a cada
valor de x corresponde un valor determinado de la funcién.

Para x=0, y=2 X0 +1=1

] x=1, y=9x1+1=3
En efecto: Considerando la x=9 ) & - l ; =5
funcién 2x + 1, que representamos o SR S S
or y, tendremos: y=2x + 1. G TS RSB RGER BiRiag s S SRR B2
POy Y Para x==1, y=2(—-1)+1=-1
x=—2, .'\,_l:',_"{-—'__']-I'I-_—:{.etc'

x es la variable independiente e y la variable dependiente.

@ DETERMINACION DE LA FORMULA CORRESPONDIENTE
A FUNCIONES DADAS CUYA LEY DE DEPENDENCIA
SEA SENCILLA

(1) El costo de und pieza de tela es proporcional al ni-
mero de metros. Determinar la formula de la funcién
costo, sabiendo que una pieza de 10 metros cuesta $30.
Designando por x la variable independiente nimero de

metros y por y la funcién costo, tendremos, por ser y proporcional ¢ x:

y =kx. (1) ‘

Hallemos la constante k, sus-

tituyendo y = 30, x = 10: — » 1 30=kX10 - k=3.

Entonces, como la constante es 3, sustituyendo este valor

en (1), la funcién coste vendrd dada por la ecuacién:

‘ Ejemplos

y=3x R
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(2) El érea de un cuadrado es proporcional al cuadrado de su diagonal. Hallar
la féormula del area de un cuadrado en funcion de la diagonal, sabiendo que
el area de un cuadrado cuya diagonal mide 8 m es 32 m*.

Designando por A el drea y A=kD3. (1)
por D la diagonal, tendremos: A
Hallemos k hacien- N=kx64. k=1
do A=32yD=8: . "3
Sustituyendo k =3 en (1), el érea de un cuadrado en A"—"-I—'D’. R
funcién de la diagonal, vendré dada por la férmule: LW 2
(3) La altura de una pirdmide es proporcional al volumen si el 4rea de la base es
constante y es inversamente proporcional al érea de la base si el volumen
es constante. Determinar la férmula de la altura de una pirémide en fun-
cién del volumen y el érea de la base, sabiendo que una pirdmide cuya
altura es 15 m y el Grea de su base 16 m* tiene un volumen de 80 m3,
Designando la altura por h, el volumen por h =k_V. (1)
V y el area de la base por B, tendremos; S B
( Obsérvese que la variable V directamente proporcional con h va en el nume-
rador y la variable B, inversamente proporcional con h, va en el denominador ).
k x 80
15= 8
Hallemos la constante k haciendo 18]
h=15V=80,B=16 __ Wxls =0
240
k=—=3.
80
Haciendo k=3 en (1), la altura de una pirémide en fun- W
cién del volumen y el Grea de la base vendra dada por la h""i’"' R
férmula: ! ! A RS
(4) Determinar la férmula correspondiente a una funcién sabiendo que para cada
valor de la variable independiente corresponde un valor de la funcion que
es igual al triplo del valor de la variable independiente aumentado en 5.
Siendo y la funcién y x la varia- y=3&+5 R
ble independiente, tendremos: / =

EJERCICIO 167

Si A es proporcional a B y 4=10 cuando B =5, escribir la férmula
que las relaciona.

El espacio recorrido por un mévil (mov. uniforme) es proporcional al
producto de la velocidad por el tiempo. Escriba la férmula que expresa
el espacio e en funcién de la velocidad v y del tiempo t. (k=1)

El drea de un rombo es proporcional al producto de sus diagonales.
Escribir la férmula del drea A de un rombo en funcién de sus diago-
nales D y D’ sabiendo que cuando D=8 y D'=6 el drea es 24 cm?

Sabiendo que A4 es proporcional a B e inversamente proporcional a C,
escribir la férmula de 4 en funcién de B y C. (k=3).

sLGEEMNA BaLDON
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b.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

La longitud C de una circunferencia es proporcional al radio 7. Una
circunferencia de 21 cm de radio tiene una longitud de 132 cm. Hallar
la féormula que expresa la longitud de la circunferencia en funcién del
radio.

El espacio recorrido por un cuerpo que cae desde cierta altura es pro-
porcional al cuadrado del tiempo que emplea en caer. Escribir la férmula
del espacio e en funcién del tiempo t sabiendo que un cuerpo que cae
desde una altura de 19.6 m emplea en su caida 2 seg.

La fuerza centrifuga F es proporcional al producto de la masa m por el
cuadrado de la velocidad v de un cuerpo si el radio r del circulo que
describe es constante y es inversamente proporcional al radio si la masa
y la velocidad son constantes. Expresar esta relacion por medio de una
formula,

Escribir la férmula de una funcién y sabiendo que para cada valor de
la variable independiente x corresponde un valor de la funcién que es
el duplo del valor de x aumentado en 3.

El lado de un cuadrado inscrito en un circulo es proporcional al radio
del circulo. Expresar la férmula del lado del cuadrado inscrito en funcién
del radio. (k=V2).

Escribir la férmula de una funcién y sabiendo que para cada valor de
la variable independiente x corresponde un valor de la funcién que es
igual a la mitad del cuadrado del valor de x mis 2.

Escribir la ecuacién de una funcién y sabiendo que para cada valor
de x corresponde un valor de y que es igual a la diferencia entre 5 y el
duplo de x, dividida esta diferencia entre 3.

La fuerza de atraccién entre dos cuerpos es proporcional al producto
de las masas de los cuerpos m y m' si la distancia es constante y es
inversamente proporcional al cuadrado de la distancia si las masas no
varian. Expresar esta relacion por medio de una férmula.

La altura de un triingulo es proporcional al drea del triingulo si la base
es constante, y es inversamente proporcional a su base si el drea es cons-
tante. Escribir la férmula de la altura de un triingulo en funcién del
drea y de su base, sabiendo que cuando la base es 4 cm y la altura
10 cm, el drea del tridngulo es 20 cm?

La energia cinética de un cuerpo W es proporcional al producto de la
masa m por el cuadrado de la velocidad V. Expresar la férmula de la
energia cinética. (k=1).

El drea de la base de una pirdmide es proporcional al volumen si la
altura es constante y es inversamente proporcional a la altura si el
volumen es constante. Escribir la férmula del drea de la base B de una
Firémide en funcién del volumen V' y de la altura h sabiendo que cuando
1=12 y B=100, V =400.

x es inversamente proporcional a y. Si x=2 cuando y =25, hallar la
formula de x en funcién de y.

x es inversamente proporcional al cuadrado de y. Si x =8 cuando y=2,
hallar la férmula de x en funcién de y.

A es proporcional a B e inversamente proporcional a €. Cuando B =24
y C=4, A=3. Hallar la férmula que expresa 4 en funcién de B y C.
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CAPITULO XX|
REPRESENTACION GRAFICA DE LAS FUNCIONES

SiSTEMA RECTANGULAR DE COORDENADAS CARTESIANAS (1)
Dos lineas rectas que se cortan constituyen un sistema de ejes coorde-
nados. Si las lineas son perpendiculares entre si tenemos un sistema
de ejes coordenados rectangulares; si no lo son,
tenémos un sistema de ejes oblicuos. De los pri-
meros nos ocuparemos en este Capitulo.
Tracemos dos lineas rectas XOX', YOV’ I |
que se cortan en el punto O formando dngulo
recto. (Figura 24 ). Estas lineas constituyen un
sistema de ejes coordemados rectangulares. £
La linea XOX' se llama eje de las x o eje  * ° X
de las abscisas y la linea YOY’ se llama eje de
las y o eje de las ordenadas. El punto O se llama
origen de coordenadas. i v
Los ejes dividen al plano | Y'
FIGURA 24
del papel en cuatro partes lla- EIVERTIES
madas cuadrantes. XOY es el

BLAS PASCAL (1623-1662) Matemitico y

(1) Asi llamadas en honor del célebre matemitico francés DESCARTES (Cartesius),
fundador de la Geometria Analitica.
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primer cuadrante, YOX' el segundo cuadrante, X'OY’ el tercer cuadran-
te, Y'OX el cuarto cuadrante.

El origen O divide a cada eje en dos semi-ejes, uno positivo y otro
negativo. OX es el semi-eje positivo y OX’ el semi-eje negativo del eje
de las x; OY es el semi-eje positivo y OY’ el semi-eje negativo del eje de las y.

Cualquier distancia medida sobre el eje de las x de O hacia la derecha
es positiva y de O hacia la izquierda es negativa.

Cualquier distancia medida sobre el eje de las y de O hacia arriba es
positiva y .de O hacia abajo es negativa.

ABSCISA Y ORDENADA DE UN PUNTO

La distancia de un punto al eje de las or-
denadas se llama abscisa del punto y su distan-
cia al eje de las abscisas se llama ordenada del
punto. La abscisa y la ordenada de un punto

i son las coordenadas cartesianas del punto.
Asi, (Fig.25)la abscisa del punto P es BP=0A4
P, B P y su ordenada AP=0B. BP y AP son las coorde-
‘ nadas del punto P.
X C 0 A X Las coordenadas de P, son: abscisa BP,=0C
‘ y ordenada CP,=0B.
Las coordenadas de P, son: abscisa DP,=0C
. y ordenada CP,=0D.
e .
P D P Las coordenadas de Py son: abscisa DP,=04
Y y ordenada AP,=0D.
I ' Las abscisas se representan por x y las orde-
! _F'GU“ a8 nadas por y.

SIGNO DE LAS COORDENADAS

Las abscisas medidas del eje Y'Y’ hacia la derecha son positivas y hacia
la izquierda, negativas. Asi, en la figura anterior BP y DP; son positivas;
BP, y DP, son negativas.

Las ordenadas medidas del eje XX’ hacia arriba son positivas y hacia
abajo son negativas. Asi, en la figura anterior, AP y CP, son positivas,
CP, y AP; son negativas.

DETERMINACION DE UN PUNTO POR SUS COORDENADAS

Las coordenadas de un punto determinan el punto. Conociendo las
coordenadas de un punto se puede fijar el punto en el plano.

1) Determinar el punto cuyas coordenadas son 2 y 3.

Siempre, el nimero que se da primero es la abscisa y el segundo la orde-
nada. La notacién empleada para indicar que la abscisa es 2 y la ordenada 3
es “punto (2, 3)".
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Tomamos una medida, escogida arbitrariamente, como unidad de me-
dida (Fig.26). Como la abscisa es 2, positiva, tomamos la unidad escogida dos

veces sobre OX de O hacia la derecha.

Como la ordenada 3 es positiva, levantamos en A4 una perpendicular

a OX y sobre ella hacia arriba tomamos tres veces
la unidad.

El punto P es el punto (2, 3), del primer
cuadrante.

2) Determinar el punto (—3, 4).

Como la abscisa es negativa, —3, tomamos so-
bre OX’ de O hacia la izquierda tres veces la unidad
escogida; en B levantamos una perpendicular a OX'
y sobre ella llevamos 4 veces la unidad hacia arriba
porque la ordenada es positiva 4. El punto P, es
el punto (-3, 4), del segundo cuadrante.

3) Determinar el punto (—2, —4).

Llevamos Ia unidad dos veces sobre OX’ de
O hacia la izquierda porque la abscisa es —2 y sobre
la perpendicular, hacia abajo porque la ordenada
es —4, la tomamos 4 veces. El punto P, es el punto
(—2, —4), del tercer cuadrante.

4) Determinar el punto (4, —2).

Y
R(;34)
lP(u)
X B 0 A X
R (1-2)
u(-'.',qj
-
FIGURA 26

De O hacia la derecha, porque la abscisa 4 es positiva llevamos la unidad
4 veces y perpendicularmente a OX, hacia abajo porque la ordenada es —2
la llevamos 2 veces. El punto P; es el punto (4, —2), del cuarto cuadrante.

En estos casos se puede también marcar el valor de la ordenada sobre
OY o sobre OY’, segin que la ordenada sea positiva o negativa, y sobre OX
u OX el valor de la abscisa, segiin que la abscisa sea positiva o negativa. En-
tences por la dltima division de la ordenada, trazar una paralela al eje de las
abscisas y por ultima division de la abscisa trazar una paraleta al eje de
las ordenadas, y el punto en que se corten es el punto buscado. Es indiferente

usar un procedimiento u otro.

Por lo expuesto anteriormente, se comprenderd ficilmente que:

1) Las coordenadas del origen son (0, 0).

2) La abscisa de cualquier punto situado en el eje de las y es 0.

3) La ordenada de cualquier punto situado en el eje de las x es 0.

4) Los signos de las coordenadas de un punto serdn:
Abscisa  Ordenada

En el ler. cuadrante XOY +
I'n el 2do. cuadrante YOX' =
I'n el 3er. cuadrante X'OY’ =
In el 4to. cuadrante Y'OX .

+
+
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PAPEL CUADRICULADO
En todos los casos de grificos suele usarse el papel dividido en peque-

nos cuadrados, llamado papel cuadriculado. Se
refuerza con el ldpiz una linea horizontal que

It L ) . serd el eje XOX' y otra perpendicular a ella
L-- =i que serd el eje YOY'. Tomando como unidad
B “’W‘J[“lp. 2 una de las divisiones del papel cuadriculado
i R lr {T 1 (pueden tomarse como unidad dos o mds divi-
N R - siones), la determinaciéon de un punto por sus
' ] f 01 ! T X coordenadas €8 muy fécil.' pues no hay mais que
| - contar un numero de divisiones igual a las uni-
T jE* —i—"'——_-j dades que tenga la abscisa o la ordenada; y tam-
T ) $ﬁ > . bién dado el punto, se miden muy ficilmente

{ T} 7 6 5 O l sus coordenadas.

En la figura 27 estin determinados los pun-

- 02 b e

17.
18.

25.
26.
27.
28.

29.
30.
31

32.

33.

tos P(4,2), Py(—3,4), Po(—3.—3), Ps(2,—5), P4(0,3)

FIGURA 27 y P;(—Q,Q).

EJERCICIO 168

Determinar graficamente los puntos:

(1, 2). 5. (3, —4). 9. (=3, 0). 13. (4, 0).

(-1, 2). 6. (=5, 2). 10. (5, —4). 14. (=17, 10).

(-2, -1). 7. (=3, —4). 11. (—4, —-3). 15. (3, —1).

(2, —3). 8. (0, 3). 12. (0, —6).

Trazar la linea que pasa por los puntos:

(L2)y (34 19. (2, -4) y (5, 2. 22 (—4,5) y (2,0).
(=2, 1) y (—4, 4). 20. (3,0) y (0, 4). 23. (-3, —6) y (0, 1).

(=3, =2) y (=1, =7). 21. (—4,0) y (0, =2). 24 (=3,-2)y (3, 2).

Dibujar el tridngulo cuyos vértices son los puntos (0, 6), (3, 0) y (=3, 0).
Dibujar el triangulo cuyos vértices son los puntos (0, —5), (=4, 3) y (4, 3).
Dibujar el cuadrado cuyos vértices son (4, 4), (=4, 4), (—4, —4) y (4, —4).
Dibujar el cuadrado cuyos vértices son (=1, —1), (=4, —1), (=4, —4) ¥
(-1, —4).

Dibujar el rectingulo cuyos vértices son (1, —1), (1, —3), (6, —1) y (6, —3).
Dibujar el rombo cuyos vértices son (1, 4), (3, 1), (5, 4) y (3, 7).

Dibujar la recta que pasa por (4, 0) y (0, 6) y la recta que pasa por (0, 1)
y (4, 5) y hallar el punto de interseccién de las dos rectas.

Probar grificamente que la serie de puntos (=3, 5), (—3, 1), (=3, =1),
(—3, —4), se hallan en una linea paralela a la linea que contien