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INTRODUCCION

La programacion lineal, como elemento fundamental de la investigacion de
operaciones ha logrado un importante desarrollo cientifico a escala mundial, pues
es aplicable a cualquier empresa para solucionar problemas de optimizacién de
Sus recursos.

Este libro es practico, pues incluye casos de aplicacion que permiten al lector
utilizar de manera inmediata los conocimientos adquiridos. El contenido se basa
en el aprendizaje significativo, ya que dispone de conceptos claves y casos prac-
ticos desarrollados.

La obra tiene como principal objetivo dar a conocer los componentes en que
se basa el aprendizaje de programacion lineal, constituyéndose en una fuente de
consulta ideal para estudiantes, basicamente de carreras administrativas con un
enfoque a la toma de decisiones empresariales y de todas las carreras en general.

El texto contiene cinco capitulos. El primero hace referencia a las generali-
dades de programacion lineal; en los capitulos dos, tres y cuatro, se desarrolla el
modelo de programacion lineal mediante métodos de resolucién como el método
gréafico y el método Simplex. Al finalizar la obra, se abarca el tema de método de
transporte que incluye los métodos de inicializacién y optimizacion.



1. GENERALIDADES DE LA
PROGRAMACION LINEAL

Objetivo del capitulo

Aportar conocimientos generales de la estructura y las suposiciones en los
modelos de programacién lineal.

1.1. Introduccidén

La programacion lineal tuvo su origen después de la Segunda Guerra Mun-
dial. En 1947, Geoge Dantzing desarroll6 investigaciones y aplicaciones para re-
solver problemas de programacion lineal en distintos casos de operacién militar.
Desde su surgimiento, esta herramienta se utiliza para la resolucioén de problemas
de optimizacién en diferentes areas.

La programacion lineal es una herramienta aplicable a diversos campos; en
la actualidad, las empresas enfrentan problemas de todo tipo, mucho de los cua-
les ponen en riesgo su estabilidad econdmica y permanencia en el mercado, por
lo que los empresarios buscan soluciones factibles, eficientes y rapidas, dichos
procesos son manejados mediante la programacion lineal, que planea actividades
para lograr mejores resultados entre las alternativas de solucién. Sin dar espacio
para la existencia de dudas en ninguna de las relaciones, el problema de optimizar
la funcidén objetivo sujeta a diferentes restricciones (Marin y Maya, 2016).

La programacion lineal es una técnica de optimizacién matemadtica.Por técni-
ca de optimizacidn, se concibe la idea de un método que intenta maximizar o mi-
nimizar un objetivo establecido, como por ejemplo la maximizacion de utilidades
o la reduccion de los costos. La programacion lineal constituye un subconjunto
de un drea mayor denominada programacion matematica (Budnick. 2007)

A la programacion lineal, se la considera como una herramienta de funda-
mental importancia, pues, mediante su aplicacion, se obtienen soluciones cuan-
titativas a problemas de todo tipo, buscando mejorar el resultado y una éptima

toma de decisiones.

En cualquier problema de programacidn lineal es puntual tomar ciertas deci-
siones, las cuales se representan mediante variables de decision xj utilizadas en el
modelo de programacion lineal. La funcién objetivo es el objetivo que en varios
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casos puede ser considerado el rendimiento total, el nivel de utilidades, los cos-
tos generados, niveles de contaminacion, participacion en el mercado, la rentabi-
lidad sobre una inversion. Al conjunto de restricciones, se les considera como las
condiciones que debe cumplir o satisfacer los diferentes niveles de las variables
de decision. La resolucion de problemas de programacion lineal se lleva a cabo

mediante el desarrollo de tres fases:

» Planteamiento del modelo
* Resolucion del problema

e Analisis economico de los resultados

1.2. Concepto de programacion lineal

La programacion lineal hace referencia a varias técnicas matemaéticas usadas
para la asignacion optima de recursos limitados a distintas demandas que compi-
ten por ellas (Chase, Jacobs y Aquilano, 2009).

Para otros autores, la programacion lineal es una técnica de optimizacién
que busca maximizar o minimizar una funcion lineal, llamada funcién objetivo,
sujeta a restricciones también lineales (Alvarez. 2005).

En conclusion, se define como programacion lineal el enfoque para la solu-
cién de problemas con miras a tomar decisiones acertadas, cuyo modelo matema-
tico es la funciodn lineal, sujeta a restricciones lineales no negativas.

Se le considera también como una herramienta aplicable a diferentes cam-
pos como, empresarial, textil, transporte, produccion, telecomunicaciones, entre
otros.



De las areas que soporta a otras ciencias, como la medicina y la nutricién, que
han encontrado en la informética un soporte adecuado para crecer como ciencias.

1.3. Caracteristicas de la programacién lineal

La programacion lineal tiene un alto impacto a escala general, es aplicable a
una gran variedad de problemas organizacionales, se fundamenta en las siguien-
tes caracteristicas (Rodriguez y Aldana, 2012)

* Se debe establecer algun criterio de decision.

* Las relaciones de las variables deben ser de tipo lineal.

1.4. Objetivos de la programacién lineal

e Encontrar soluciones a través de métodos matematicos con el uso de sis-
temas lineales a problemas de cardcter econémico- técnico representados por la
limitacién de recursos.

* Resolver casos de combinacién 6ptima de mezclas de produccion, dispo-
sicién interna de procesos, maximizacion de beneficios, localizacién, asignacion
de recursos, minimizacion de costos, transporte, entre otros

1.5. Aplicaciones de la programacién lineal

La programacion lineal es la mas popular de las orientaciones que se englo-
ban dentro de las técnicas matemadticas para la optimizacién y ha sido aplicada
a diversos problemas de la administracion de operaciones. Entre las principales
aplicaciones se enuncian las siguientes.

* Planeacion de operaciones y ventas agregadas: busca encontrar el progra-
ma de produccién que tenga el costo minimo. El problema radica en construir un
plan para un periodo determinado (entre tres y seis meses) que, al enfrentar las
limitaciones de la capacidad de produccién deseable y el tamafio de la fuerza de
trabajo, satisfagan la demanda esperada. Dentro de los costos notables estimados



en el problema, se consideran salarios (trabajo regular como horas extras), nue-
vas contrataciones, posibles despidos, costo del manejo de inventarios.

* Andlisis de la productividad: tomando en cuenta el bien o servicio que se
va a producir, se considera el grado de eficiencia que la manufactura o el esta-
blecimiento del servicio utilizan en comparacién con las unidades que posean un
mejor desempefio. Para lo cual se sugiere la aplicacion de un enfoque denomina-
do analisis envolvente de datos.

* Planeacion de productos: hallar la composicidon recomendable de produc-
tos, considerando los recursos y costos que requieren cada uno de ellos. Por men-
cionar algunos ejemplos: la mezcla 6ptima de elementos quimicos para pinturas,
alimentos, entre otros.

* Rutas de los productos: definir el camino 6ptimo para fabricar un pro-
ducto procesado en secuencia que pasa por distintos procesos, en los cuales se
dispone de maquinaria con costos propios y caracteristicas de produccion.

* Programacién de cuadrillas: encontrar una ruta éptima para utilizar re-
cursos como, por ejemplo: aviones, buses camiones, cuadrillas que los conducen
para ofertar servicios de transporte.

* Control de procesos: tiene el objetivo de minimizar los desperdicios ge-
nerados en el proceso productivo.

¢ Control de inventarios: determinar la combinacién 6ptima de productos
que se deberd tener en almacenamiento.

* Programacidn de la distribucién: encontrar la combinacién éptima de em-
barques para distribuir la produccion a los diferentes destinos.

* Estudios para ubicar la planta: definir la ubicacién acertada para una nue-
va planta evaluando los costos de embarque, las fuentes de suministros y de de-
manda.

* Manejo de materiales: definir rutas con el propdsito de minimizar los cos-
tos para el manejo de materias y maquinarias.

En los tltimos afios, la programacion lineal ha tenido una creciente acepta-
cion en la industria por la disponibilidad de informacion detallada de las opera-
ciones y el interés fundamental de optimizar tanto costos como ingresos, por lo
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cual a la programacion lineal se le ha denominado opcidn de planeacion avanza-
da, planeacion sincronizada u optimizacion de procesos.

1.6. Condiciones bisicas de la programacion lineal

Para el planteamiento de un problema de programacién lineal, se deben cum-
plir y cinco condiciones basicas:

* Recursos limitados.
* Objetivo explicito.
* Linealidad.

* Homogeneidad.

* Divisibilidad.

Al hacer referencia a los recursos limitados, se considera la cantidad limitada
sea de horas de trabajo, equipos, dinero, materiales, suministros. El objetivo ex-
plicito hace referencia a la maximizacion de utilidades o minimizacién de costos.
La existencia de linealidad hace referencia a todo proceso, actividad o relacion
lineal utilizada, se identifica con la cantidad de cada uno de los factores con res-
pecto a los demds y a las cantidades de cada uno de los productos, por ejemplo:
dos es el doble de uno, es decir; que si fueran necesarios 30 minutos para fabricar
una pieza, entonces dos pieza de la misma clase tomaria 60 minutos. Homogenei-
dad quiere decir que los productos elaborados en una maquinaria son idénticos o
todas las horas de trabajo de un obrero son igual de productivas y la divisibilidad
en la programacion lineal presupone que tanto productos como recursos se pue-

den subdividir en fracciones.

Cabe mencionar que cuando el tnico objetivo es maximizacién o minimiza-
cion, se utilizara la programacion lineal; en el caso de existir varios objetivos, se
aplicard la programacion por metas.
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1.7. Preguntas para resolver

1.;Cudndo surge la programacion lineal (PL)?

2. (Qué es programacion lineal?

3. (Cuales son las fases de PL en la resolucion de problemas?

. Enuncie las caracteristicas de la programacion lineal.

. (Cudles son los objetivos de la programacion lineal?

. Enumere las aplicaciones de la programacién lineal.

. (Cudles son las condiciones bésicas de la programacion lineal?

. (A qué se hace referencia al decir recursos limitados?

O o0 N N n b

. (En qué consiste la homogeneidad?



2. MODELO DE PROGRAMACION LINEAL
Objetivo del capitulo

Determinar la estructura del planteamiento de problemas de programacion lineal.

2.1. Problema general de programacion lineal

Todo modelo de investigacidn operativa, incluida la programacion lineal, po-
see tres componentes basicos que son:

e Variables
* Objetivos

e Restricciones

La definicion correcta de variables de decision es el primer paso en el de-
sarrollo del modelo. Una vez concluido dicho proceso, la tarea de construir la
funcién objetivo (Z) y las restricciones es mas directa (Taha, 2004).

Los problemas de la programacion lineal se generan por los recursos limita-
dos, que buscan distribuirse de la mejor manera. Los recursos, al ser limitados,
pueden ser distribuidos de diversas maneras como tantas combinaciones matema-
ticas sean posibles vinculadas a un mismo objetivo. Por lo antes expuesto, se crea
la necesidad de distribuirlos en forma equilibrada y arménica entre los factores
que intervienen en el problema, con el propdsito de hallar las mejores alternativas
de uso, cumpliendo el objetivo establecido. Un problema de programacion lineal
implica el sentido de la funcién, propdsito o meta, recursos disponibles y habili-
dad o forma para comparar y seleccionar la alternativa éptima. En términos for-
males, el problema de programacion lineal crea un proceso de optimizacién en el
cual se eligen valores no negativos de una serie de variables de decision de modo
que maximicen o minimicen una funcién objetivo, cuya férmula es la siguiente:

Max ominZ=C, X +CX +-+C X (2.1)

13



PROGRAMACION LINEAL PARA LA TOMA DE DECISIONES

Sujeto a las restricciones:

A, X + AlzXz ++d X <B

A X +4 X +-+4, X <B, (2.2)

Alel + AleZ +tUt Aman < Bm
Doénde:

C,.,A_ yB_ son constantes dadas. Dependiendo del problema, las restriccio-
nes se pueden expresar con signo de igualdad o con signos de mayor o igual que
y menor o igual que.

2.2. Términos claves en programacion lineal

Para la mejor comprensién en el planteamiento de problemas de pro-

gramacion lineal, se definen los siguientes términos:

* Funcién objetivo: es la variable (Z), la cual representa lo que se busca
optimizar. La funcién objetivo tiene un estrecho vinculo con la pregunta general
que se desea responder. Si en un modelo resultan distintas preguntas, la funcién
objetivo se relacionarfa con la pregunta de nivel superior, es decir; la pregunta

fundamental.
* Variables del problema: aquellas variables desconocidas y que, al resolver el
problema, deben quedar definidas con el propésito de alcanzar la optimizacion de la

funcién objetivo. Se les denomina también variables de decisién, las cuales, en teoria,
representan factores controlables del modelo y que contribuyen a la consecucion de la

funcién objetivo.

* Coeficientes de la funcion objetivo: representan las cantidades constantes que
aparecen en la ecuacion de la funcién objetivo.

14
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* Restricciones: constituyen las limitaciones fisicas o las condiciones que debe
cumplir el problema que va a ser resuelto mediante programacién lineal. Por ejemplo: la
cantidad de materiales, el tiempo, el recurso humano, entre otros. Suelen definirse como
restricciones funcionales.

¢ Restricciones no explicitas: condiciones ocultas; es decir, es una informacién no
disponible, pero que debe ser tomada en cuenta tanto para el planteamiento del problema
como para su resolucidon. Son denominadas variables de no negatividad (Izar, 2012).

2.3.Planteamiento de problemas con programacién lineal

La programacion lineal es la base fundamental de la investigacion operativa,
la metodologia para plantear un problema como se muestra en la figura 2.1 inicia
con la definicién de variables, definicidn de la funcion objetivo, el establecimien-
to de las restricciones.

Definir
restricciones
no explicitas

Definir

Definir Definir las

la funcién
objeto Z

variables del
problema

restricciones

Figura 2.1. Metodologia de planeamiento de un problema con programacién lineal

Fuente: Izar, (2012).

* Definir variables del problema: reside en determinar las variables, repre-
sentarlas con letras y definir sus unidades.

* Definir la funcién objetivo: identificar las variables que deben ser optimi-
zadas (maximizacion o minimizacién segun el caso). Se representa con la letra Z
y se expresa mediante una ecuacién matematica en funcion de las variables del
problema y sus coeficientes.

* Definir restricciones: establecer por cada restriccion una ecuacion en re-
lacién a con las variables del problema. Generalmente dichas ecuaciones estdn
representadas por desigualdades, sean de tipo mayor que o menor que.

* Definir restricciones no explicitas: identificar y expresar estas restriccio-

nes en el planteamiento del problema.

En la metodologia antes expuesta, se debe tomar atencidn a las unidades de
cada ecuacion planteada; es decir, si en el lado izquierdo de las restricciones las

unidades son kilogramos, en el lado derecho también seran kilogramos.
15



2.4. Mlaximizacién

En el caso de problemas de maximizacion, la solucién se determina en la
parte interior formada por el poligono convexo. En este caso las restricciones
serdn representadas por la expresiéon < (menor o igual); lo cual indica que, en
el caso de estudio no podrén utilizarse mas recursos que aquellos de los que se
dispone (finitud) y los coeficientes de las variables del problema de acuerdo a las
necesidades técnicas.

¢ Finitud: el nimero de los procesos implicitos y los recursos dispo-
nibles corresponden a cantidades finitas, conocidas y cuantificables.

Max,=X +C X +-+C X (2.3)

Para el caso de maximizacion, las limitaciones se representaran de la siguien-
te manera:

AHX1 + A12Xz o A1an <B,
A21X1 + A22Xz o AZan < B,
X,X, 20

La funcién objetivo puede representarse mediante un conjunto de rectas pa-
ralelas con pendiente.

M=C

1

C

2

Doénde C, es el coeficiente de X, y C, el coeficiente de X,. Cada recta repre-
senta un conjunto de puntos que proporcionan un beneficio idéntico

16



Ejercicio 2.1.

La compaiiia ODGA S.A., fabrica dos tipos de productos; producto A y pro-
ducto B; cada producto A genera una utilidad de 3 USD, y cada producto B una
utilidad de 5 USD. La disponibilidad de los centros de maquinados se presenta
en la tabla 2.1. La produccién del producto A requiere de 4 horas de trabajo en el
centro de maquinado 1 y 2 horas en el centro de maquinado 2. La fabricacién del
producto B requiere 6 horas en el centro de maquinado 1, 6 horas en el centro de
maquinado 2 y 1 hora en el centro de maquinado 3.

Centro de maquilado Disponibilidad

(horas mdximas)

1 120
2 72
3 10

Tabla 2.1. Disponibilidad en centros de maquinado

Si la empresa busca maximizar la utilidad, ;cudntos productos de cada tipo
debe producir por dia?

Solucién:

Segtin la metodologia descrita, el primer paso es la definicion de variables:

X, = niimero de productos tipo A a producir.

X, = nimero de productos tipo B que se va a producir.

El siguiente paso es la definicion de la funcion objetivo que, para el presente
caso, es la maximizacién de utilidad.

Utilidad del producto A =3 USD
Utilidad del producto B =5 USD
17



Max Z = 3X1 + 5X2

El siguiente paso es definir las restricciones a las cuales estd sujeto el proble-
ma en estudio. Se toma en consideracién la disponibilidad de horas de cada uno
de los centros de maquinado, asi como el requerimiento de horas para cada uno
de los productos. Por lo que las restricciones serdn las siguientes:

4X, +6X,<120 horas
2X +6X, < 72 horas
1X, <10 horas

Finalmente se establecen las restricciones no explicitas que, para el ejemplo,
son la de no negatividad y que las variables son enteras.

X, X,=0

El planteamiento de este problema cumple con los requisitos estandar, es
decir; los recursos son limitados (un nimero definido de horas para cada centro
de maquinado). Hay una funcién objetivo, se conoce el valor de cada variable y
la meta para resolver el problema, en el presente caso, es la maximizacién de la
utilidad obtenida por cada uno de los productos. Las ecuaciones son lineales (No
hay componentes, ni productos cruzados). Los recursos son homogéneos (todo
se ajusta a la unidad de medida; en este caso, las horas / maquina). Las variables
de decision son no negativas.

En el caso de problemas de minimizacion, se utilizard en las restricciones la
expresion = (mayor o igual). La zona de solucion se ajusta al conjunto convexo ha-
cia afuera e identifica un punto extremo (vértice) que minimice la funcién objetivo.

18



La empresa XYZ S.A. produce dos tipos de bienes R y S. La planta puede
producir al menos 90 unidades de R y 180 de S diariamente. El costo por unidad
del producto R representa 45 USD, mientras que el costo del producto S es de 80
USD, y una produccion combinada de ambos productos de al menos 100 unidades.

Segtin la metodologia descrita, el primer paso es la definicién de variables

X, = niimero de bienes tipo R que se va a producir.

X, = ndmero de bienes tipo S que se va a producir.

El siguiente paso es la definicion de la funcion objetivo, que, para el presente
caso, es la minimizacion de costos.

Costo de produccion de bienes tipo R=45 USD
Costo de produccion de bienes tipo S= 80 USD.

Funcién objetivo
MinZ=45X +80 X,

El siguiente paso es definir las restricciones a las cuales estd sujeto el proble-
ma en estudio. Se toma en consideracion la disponibilidad para la produccion de
los bienes Ry S

Xlz90
X22180

Finalmente se establecen las restricciones no explicitas que, para el ejemplo,
son la de no negatividad y que las variables son enteras.

X,X,>0
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2.6. Métodos de programacion lineal

Luego de disefar el modelo de optimizacion lineal es necesario solucionar
el mismo. Para llegar a resolver un problema de programacion lineal, se utilizan
diferentes métodos de solucion. En la tabla 2.2 se desarrollan los més difundidos
el método gréfico y el método simplex.

Método grificos Método simplex

Primer método para solucién
Soluciona un problema de ) deaﬁyroblemas de programacion
LT lineal, considerado método cldsico.
programacio6n lineal con no ; .
s ded bl Puede considerar dos o mis
mas de dos variables. variables para la resolucién de
problemas.

Tabla 2.2. Métodos de programacién lineal
Fuente: Taha, (2004).

2.7. Ejercicios propuestos

1. ;Cuales son los componentes basicos de un problema de programacién
lineal?

2. (Qué es la funcion objetivo?

3. ¢Cudles son los pasos para el planteamiento de un problema de programa-
cién lineal?

4. (Cuadles son los métodos de programacion lineal més conocidos? Defina
cada uno de ellos.

5. La fabrica El Cuero actualmente produce dos tipos de correas de cuero.

En cada correa tipo 1, de alta calidad, obtiene una ganancia de 4,5 USD por
unidad vendida, mientras que, por cada correa tipo 2, de calidad media, gana 2,80
USD. El 4rea de produccién determiné que diariamente puede producir hasta 500
correas de calidad media o 250 de alta calidad. Solo dispone de cuero para 400
correas de ambos tipos diariamente, 200 hebillas elegantes para las correas tipo
1 y 350 para correas tipo 2. Plantee el problema de programacioén lineal de tal
manera que la empresa maximice sus utilidades.

6. La compaiiia Los Nevados S.A. produce dos tipos de refrigeradoras (linea
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econdmica y linea de lujo). De los estudios realizados sobre las necesidades en
el mercado se estima que, para el proximo afio, los requerimientos maximos de
estos productos seran de 80 000 unidades de la linea de lujo y 120 000 unidades
de refrigeradoras econdémicas. La utilidad que deja la venta de las refrigerado-
ras econdmicas es de 150 USD por unidad y de 300 USD por unidad de lujo.
(Cudntas unidades de cada linea puede producir para que la empresa alcance el
maximo de utilidad anual, si dispone de 10 000 unidades de hierro,

16 000 unidades de fibra de vidrio, 14 000 unidades de aluminio? Ademas,
la composicién de dichos elementos para cada refrigeradora se muestra a con-
tinuacion:

Linea Econémica 10 % hierro

~ 12 % fibra de vidrio

7 % de aluminio

Linea de Lujo ~ 5 % hierro
12 % fibra de vidrio

10 % de aluminio

7. Un fabricante de gasolina para aviones vende dos clases de combustibles,
A'y B. El combustible A tiene 12,5 % de gasolina grado 1 y 12,5 % de gasolina
grado 2, ademds del 25 % de gasolina grado 3; el combustible B tiene gasolina
grado 2 25 %,y grado 3 el 35 %. Disponible para la produccién hay 25 galones
grado 1; 100 galones grado 2 y 95 galones grado 3. El combustible A puede ven-
derse el galén a 1,71 USD, y obtener una utilidad del 35 %, mientras que el com-
bustible B puede venderse a 1,15 USD cada galén, obteniendo una utilidad del
37 %. Plantee el problema de tal manera que se pueda definir cudl serd el mayor
beneficio que se pueda obtenerse.

8. Considere que usted gerencia una pyme productora de calzado, que se
distribuye zapatos, tanto para damas, como para caballeros. El producir un par de
zapatos de hombre requiere 1 hora 35 minutos; para un par de zapatos de dama
se necesita 1 hora. El taller dispone no mdas de 850 horas mensuales.Suponga
que cada par de zapatos, tanto de damas como caballeros, requiere una unidad de
materia prima. En el mercado, se puede conseguir materia prima para no mas de
800 pares de calzados.
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Para la confeccion de zapatos de hombres, el taller dispone de 400 pares de
tacos especiales. Los zapatos de mujer utilizan una fibra cuya disponibilidad es
de al menos 500 pares. La utilidad generada es de 4,25 USD, por par de zapatos
de caballeros y 4,15 USD, por par de zapatos de damas. Determine la funcién
objetivo correspondiente.

9. Una empresa especializada en mobiliario produce sillas y mesas que se
venden a 200 USD y 300 USD, respectivamente. Se desea conocer cudntas uni-
dades de cada producto puede producir cada operario para maximizar los ingre-
sos tomando en consideracidn las siguientes premisas:

El nimero total entre sillas y mesas no excede de 4 por operario diariamente.
El material utilizado para las mesas cuesta 40 USD, el utilizado para las sillas
cuesta 20 USD. Cada operario dispone de 1200 USD en materiales. Se solicita
plantear el problema con un modelo de programacion lineal.

10. MKT busca promocionar un nuevo producto y pretende llegar a dos ti-
pos de clientes: a mujeres cuyos ingresos anuales no superen los 4000 USD, y
mujeres que superen dicho valor. Considerar que las personas del primer grupo
compran dos veces mds el producto que las personas del segundo grupo. El obje-
tivo de la empresa es maximizar las compras, para lo cual se anuncia el producto
en prensa escrita y en television. Una unidad de publicidad en television cuesta
4800 USD, y llega aproximadamente a 1000 personas del primer grupo y 2 000
del segundo grupo. Una publicidad en la prensa escrita cuesta 5000 USD, y lle-
ga aproximadamente a 3000 personas del primer grupo y a 1500 personas del
segundo grupo. Por politica empresarial, se decide usar al menos tres unidades
de publicidad en television y seis unidades de publicidad en prensa escrita. El
presupuesto para publicidad es de 45000 USD; se pide plantear el problema con
un modelo de programacion lineal.

11. Una empresa textil funciona 10 horas al dia para fabricar dos tipos de tela
en tres procesos secuenciales. A continuacidn, se muestra el requerimiento en
minutos para cada proceso.

Minuto por metro de tela Utilidad
Producto
Proceso 1 Proceso 2 Proceso 3 por metro
1 5 6 8 0,9
2 3 12 10 0,75

Realice el planteamiento del problema.
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3.PROGRAMACION LINEAL GRAFICA
Objetivo:

Facilitar la comprension de los procedimientos de solucion gréfica para los
problemas de programacién lineal.

3.1. Introduccién

El método grafico representa la forma mads sencilla para la resolucion de
problemas de programacidn lineal, consiste en graficar las ecuaciones correspon-
dientes a las restricciones en el plano cartesiano, siendo cada variable representa-
daenuno de los ejes, de tal manera que quede definida la zona o region factible
de solucidn, procediéndose a encontrar en ella el punto que optimice la funcién
objetivo.

La aplicacion de la programacion lineal grafica se limita a problemas que
incluyen dos variables de decision (o tres en el caso de gréficas tridimensiona-
les), a través de este método, se proporciona una vision inmediata de la posible
solucion.

El método grafico consiste en obtener geométricamente la solucién del pro-
blema de programacion lineal. Se precisa conocer:

* La representacion del conjunto de oportunidades que viene dada por la
interseccion de los semi-espacios definidos por las restricciones.

* La gréfica de las restricciones definidas por la funcién objetivo y el con-
junto de oportunidades

3.2.Metodologia de resolucién programacion lineal grafica

En la figura 3.1, se evidencia la metodologia determinada por Thierauf y
Grosse, (1979) con el siguiente procedimiento para la resolucion de problemas
de programacion lineal mediante el método grafico.
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Represen acién Trazo de
Planteamiento de las variables ecuaciones Solucién del

del problema en el plano de la funcién problema
cartesiano objetivo

Figura 3.1. Metodologia resolucién método grifico. Fuente: Thierauf, R. ].Y, Grosse, R.
A.(1979).

* Planteamiento del problema: transformar la informacién dada en el proble-
ma en un sistema de ecuaciones, basadas en programacion lineal.

* Representacion de las variables en el plano cartesiano: trazar las ecuacio-
nes de las restricciones en el plano cartesiano; cada interseccién de las restric-
ciones formard un vértice para la zona factible de solucién, siendo el primero de
estos el origen, debido a que es la interseccion de las restricciones de no negati-
vidad. Cabe mencionar que, si las restricciones son de tipo mayor o igual que, la
zona factible de solucién se ubicard hacia la parte, superior del primer cuadrante
de la gréfica, si las restricciones son de tipo menor o igual que la zona factible
serd la que quede por debajo de la linea correspondiente a la restriccion, y si la
restriccion fuera una igualdad la zona factible deberd quedar sobre la linea co-
rrespondiente a dicha restriccion.

* Trazo de las ecuaciones de la funcién objetivo: dandole diferentes valores a
Z.. Este paso puede omitirse, pues el objetivo es encontrar el punto que correspon-
de a la solucion del problema, el cual serd aquel que optimice la funcién objetivo.

 Hallar la solucion del problema: es aquella recta de las trazadas que opimi-
ce la funcidn objetivo. Pueden existir varias soluciones dptimas en un problema,
pero es importante determinar cudl de todas esas soluciones es la factible. Recor-
dando que la solucién factible 6ptima es aquella admisible para que la funcién
objetivo alcance el 6ptimo propuesto.

3.3. PHP Simplex

PHP Simplex es una herramienta online para resolver problemas de pro-
gramacion lineal. Su uso es libre y gratuito, es capaz de resolver problemas
mediante el método gréifico y el método Simplex, ademds, no tienen limitacio-
nes con el nimero de variables de decision ni restricciones de los problemas.
Esta herramienta se desarrollé para ayudar al proceso de aprendizaje, ya que
no solo muestra resultados finales, sino también las operaciones intermedias,
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posee un interfaz amigable de manejo facil e intuitivo, no necesita ser instalado
para poder usarlo.

3.3.1 Cémo usar PHP Simplex

Se debe ingresar al siguiente link para utilizar este software libre: http://
www.phpsimplex.com. Una vez ingresado, seguir los siguientes pasos:

a. Se debe seleccionar el método de resolucion como se muestra en la figura
3.2; para el presente caso, se usard método grafico.

PHPSimplex

Métoda:|Grifica v
Simglao | Dos Fanes
o Cadntas venabbes de SEETIE a? 2

LCudping resmicciones”

Contouar |

Fuente: http://www.phpsimplex.com Figura 3.2 PHP Simplex

b. Una vez seleccionado el método de resolucion de programacion lineal, se
introducirdn cudntas variables de decision y restricciones tiene el problema como
se muestra en la figura 3.3, al dar un clic en continuar. En el caso del método
grifico generalmente se utilizan dos variables para realizar el grafico en el plano
cartesiano.

i Cudntas vanables de decisidn tiene el problema? 2

4 Cudntas restricciones? E

Continuar

Fuente: http://www.phpsimplex.com Figura 3.3 PHP Simplex (variables y restricciones)
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c. Luego de pulsar en continuar, es necesario introducir los datos solicitados
en la figura 3 4.

Método Grafico

Aol ul gty e b Semcedn® Vawemizar #
Fra - X

Fooaboicacdats

L !

X X

X x
XiXeg

Fuente: http://www.phpsimplex.com Figura 3.4. PHP Simplex (planteamiento del pro-
blema)

Ante la pregunta, ““; Cudl es el objetivo de la funcién?” debera seleccionar del
desplegable si desea maximizar o minimizar, luego rellenar adecuadamente las
casillas de “funcién” con los coeficientes adecuados para cada variable de deci-
sion. Operar de la misma forma para completar las casillas de las restricciones,
teniendo especial cuidado con el tipo de inecuacion ya que puede seleccionar del
menu desplegable “>”, “<” 6 “=", como se muestra en la figura 3.5, en el caso de
que alguna de las restricciones tenga una sola variable, en la variable sobrante el
coeficiente serd cero o en su defecto como se muestra en la figura no se incluye

ningun coeficiente.

Método grafico

cCudl es 2l objstrro d2 2 foncain? | Maximizar *

Fancwn: 3 Xi=5 X
Fesmyccwnes:
i Xi=/5 Xl |20
1 Xi+=5 Mjzr |2
Xi= Xatsv 1D
X1 Xzx>0

Fuente: http://www.phpsimplex.com Figura 3.5 PHP Simplex (planteamiento del
problema)
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d. Luego de ingresar los datos solicitados se procede a continuar. Como se

muestra en la figura 3.6, el ejercicio ha sido planteado.

MAXIMIZAR: 3X, + 5X,
4X +6X, < 120

2X1+ 6X2 <72
0X1+ 1X, =< 10

XX, 20

Fuente: http://www.phpsimplex.com Figura 3.6, PHP Simplex (planteamiento del
problema)

Una vez planteado el problema como se muestra en la figura 3.6, la herra-
mienta informatica, pulsar en continuar.Dicho software procede a graficar el pro-
blema de programacion lineal, hallando la zona factible de solucién como se
evidencia en la figura 3.7 y ademds muestra las posibles soluciones como se

evidencia en la figura 3.8

b\

B

F

6
3

Fuente: http://www.phpsimplex.com Figura 3.7. Grifico problema de

9
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24
21

programacion lineal

27

38

33

36
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El PHP Simplex permite determinar la respuesta de optimizacion de la fun-
cién objetivo (Figura 3.8); ademds ofrece la posibilidad de resolver el mismo
ejercicio a través del método Simplex.Dicha tabla surge en el momento de grafi-
car el planteamiento del problema

Valor de la funcion

Punto Coordenada X (X1) | Coordenada Y (X:) objetivo (Z)

0 0 0 0

B | 3% ] o | % |

G 0 10 68
H 0 10 50

|:| Mostrar resultados como fracciones

NOTA:
En color verde los puntos en los que se encuentra la solucién
En color rojo los puntos que no pertenecen a la region factible Resolver mediante el método Simplex

Fuente: http://www.phpsimplex.com Figura 3.8. Solucién problema de
programacion lineal

Con lo antes expuesto, el ejercicio propuesto con el uso de PHP Simplex ha
quedo resulto, encontrando la solucién factible correspondiente, acorde a la fun-
cién objetiva planteada en el inicio.
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3.4. Ejercicios resueltos de maximizacién y minimizacidn,

método grifico

Ejercicio 3.1

La compaiiia ODGA S.A. fabrica dos tipos de productos; producto A y pro-
ducto B; cada producto A genera una utilidad de 3 USD, y cada producto B, una
utilidad de 5 USD. La produccién del producto A requiere de cuatro horas de
trabajo en el centro de maquinado 1 y dos horas en el centro de maquinado 2.
La fabricacion del producto B requiere seis horas en el centro de maquinado 1,
seis horas en el centro de maquinado 2 y una hora en el centro de maquinado 3.
La disponibilidad de los centros de maquinado se presenta a continuacion: 120 h
centro 1; 72 h centro 2 y 10 h centro 3.

El planteamiento del problema es el siguiente:

Max Z =3X +5X,
Sujeto a:
4X, + 6X, <120 horas centro maquinado 1
2X + 6X, <72 horas centro maquinado 2
1X, < 10 horas centro maquinado 3

X1,X2=0

Las desigualdades se transforman en igualdades para graficarlas en el plano
cartesiano.

4X +6X =120

2X +6X,= 72
1X,=10
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Para trazar las lineas en el plano cartesiano, cada variable toma el valor de
cero y se determina el valor de la otra variable.

4X +6X,=120
SiX,=0,X,=20
SiX,=0,X =30

Entonces los puntos para graficar serdn P1 (0; 20) y P2 (30; 0)

El mismo procedimiento se realiza para el resto de igualdades:

2X +6X = 72
SiX,=0,X,=12
SiX,=0,X, =36

Los puntos para graficar son: P1 (0; 12) P2 (36;0)

1X,=10
P, (0; 10)

Al tener esta restriccion , una sola variable se graficard una linea paralela al
eje de las X. Al ser las variables no negativas, en el gréfico se delimita la regién o
zona factible de solucion en el primer cuadrante como se muestra en la figura. 3.9
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6 12 18 24 38 36
3 9 15 21 27 33
Figura 3.9 Zona Factible de solucién Fuente: http://www.phpsimplex.com

En el eje de las X, estd representado el producto Ay, en el eje de las Y, el
producto B; la zona sombreada en color verde es la zona factible de solucion,
se considerard la solucion 6ptima el cruce de las regiones factibles de todas las
restricciones siendo el punto 6ptimo el C, que corresponde al cruce de la primera
con la segunda restriccion.

La funcion objetivo se puede trazar suponiendo cifras arbitrarias para la uti-
lidad total, y a continuacion se resuelve la ecuacién con el fin de conocer las
coordenadas del eje tal como se concibid con las restricciones, segun se aprecia
en la grifica mediante la linea decolor rojo.

En términos matematicos, podemos reemplazar en la funcién objetivo los
puntos hallados dentro de la region factible para definir la 6ptima solucidn.

En la figura 3.9, existen tres puntos a ser considerados parte de la solucion,
punto G (cruce restriccion 2 y 3) punto C (cruce ecuacion 1y 2) y punto B (30; 0)

Para hallar las coordenadas del punto G; realizamos un sistema de ecuaciones
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2X +6X =72
1X=10
Donde:
X, =6
X, =10

Para hallar las coordenadas del punto C; realizamos un sistema de ecuaciones

4X +6X =120
Donde:
X =24
X, =4
Puntos Max z=3X + 5X, Solucion
G 6 10 3(6) +5(10) 68
C 24 4 3(24)+5 (4) 92
B 30 0 3(30)+5(0) 90

Figura 3.9 Zona Factible de solucién Fuente: http://www.phpsimplex.com

Luego de determinar las posibles soluciones como se muestra en la tabla 3.1,
reemplazando los puntos antes mencionados, se determina que la ptima solu-
cién es 92 USD de utilidad diaria, produciendo 24 productos tipo A y cuatro pro-
ductos tipo B ninguna otra combinacion de productos genera una mayor utilidad.

Ejercicio 3.2

Considerando que una empresa fabrica dos tipos de bienes' X y X,y busca
minimizar los costos. Determine cudl debe ser la produccién para lograr el obje-
tivo deseado. A continuacion, se presenta la funcion objetivo.

! Los bienes no consideran la restriccion no explicita de ser de tipo enteros.Se repite le mismo procediendo para las otras

restricciones
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Max 7Z=50X +100X,
Sujeto a:
TX +2X >23
2X +12X 224
X, .X,20

Las desigualdades se transforman en igualdades para graficarlas en el plano
cartesiano

7X +2X =28
2X +12X =24

Para trazar las lineas en el plano cartesiano, cada variable toma el valor de
cero y se determina el valor de la otra variable.

7X +2X,=28
SiX, =0,X,=14
SiX,=0,X =4

Entonces los puntos para graficar la primera restriccion seran: P1 (0; 14) y
P2 (4;0).

Se repite le mismo procediendo para las otras restricciones

2X +12X,=24
SiX =0,X,=2
SiX,=0,X,=12

Entonces los puntos para graficar la segunda restriccion serdn: P1 (0; 2) y
P2 (12; 0). Al ser las variables no negativas, en el grafico, se delimita la regién o
zona factible de solucién en el primer cuadrante.
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|
0 B — &

4 0
1 3 H 7 9 1

Figura 3.10 Zona factible de solucién caso minimizacién
Fuente: http://www.phpsimplex.com

Al ser un caso de minimizacion, la zona de solucion se ajusta al conjunto
convexo hacia afuera e identifica un punto extremo (vértice) que minimice la
funcion objetivo.

En el eje de las X, se representa la variable X, mientras que en el eje de las
Y la variable X,. En términos matematicos, se procede a reemplazar los valores
correspondientes de los puntos obtenidos en el grafico dentro de la region fac-
tible de solucion para determinar cudl de ellos permitird minimizar el costo las
posibles aplicaciones de produccion. Para el presente caso de estudio, como se
observa en la figura 3.10 existen tres puntos posibles de solucién. A, C y E- que
se hallan dentro de la zona de solucion.

Punto A (0; 14)

Punto C, cruce de las restricciones, y para determinar dicho punto se realiza
un sistema de ecuaciones, dando como resultado (3,6; 1.4).

Punto E (12; 0)
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Con los puntos obtenidos, reemplazamos las variables en la funcién objetivo
para determinar cudl de estos permite obtener el minimo costo.

Min z= 50X+ 100X, Solucién
A 0 14 50(0) + 100 (14) 1400
B 3.6 1.4 50(3.6)+100 (1.4) 320"
C 12 0 50(12)+100(0) 600

Tabla 3.2. Soluciones factibles para Min Z

La fébrica debe producir 3,6 bienes tipo X1 y 1,4 bienes tipo X2 para obtener
un costo minimo de 320 unidades monetarias, ya que ninguna otra combinacion
produce un costo menor.

3.5. Ejercicios propuestos

1. La compafifa Los Nevados S.A. produce dos tipos de refrigeradoras (linea
econdmica, y linea de lujo). De los estudios realizados sobre las necesidades en
el mercado se estima que para el proximo afio, los requerimientos maximos de
estos productos serdan de 80 000 unidades de la linea de lujo y 120 000 unidades
de refrigeradoras economicas. La utilidad que deja la venta de las refrigeradoras
econdmicas es de 150 USD por unidad y de 300 USD por unidad de lujo. ;Cudn-
tas unidades de cada linea puede producir para que la empresa alcance el médximo
de utilidad anual, si dispone de 10 000 unidades de hierro, 16 000 unidades de
fibras de vidrio, 14 000 unidades de aluminio? Ademas, la composicion de dichos
elementos para cada refrigeradora se muestra a continuacion:

Linea Econdémica B 10 % hierro
B 12 % fibra de vidrio

7 % de aluminio

Linea de Lujo B 5 % hierro
— 10 % fibra de vidrio

- 10 % de aluminio
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Encuentre cuantas unidades debe producir para obtener la méxima ganancia.

2. Dados los siguientes datos resuelva por el método gréfico:

Max Z=3.,5 X+3Y

Sujeto a
2X+Y <1000
X+Y <800
X=<400
Y=< 500

Siento X,Y = 0; y enteras.

Determine cudntos pares de zapatos de cada clase debe producir para que el
empresario pueda maximizar sus ganancias.

3. Dados los siguientes datos, resuelva por el método grafico:
Max Z=2 X+Y
Sujeto a
12X+14Y <85
3X+2Y <18

Y<4
Siento X, Y =0
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4. Resolver por el método gréfico:
Min Z=10 X+9Y
Sujeto a
X+Y =12

5. Dados los siguientes datos, resuelva por el método grafico:

Max Z= 40X+38Y

Sujeto a

Siento X, Y = 0; y enteras.
6. Grafique y encuentre la solucion 6ptima
Min Z= 40 X+40Y
Sujeto a
2X+Y=220
X+2Y=220

X+Y=140

Siento X, Y = 0; y enteras.
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7. Grafique y encuentre la solucion 6ptima

Max Z =20 X+35Y

Sujeto a
X+Y<90
3X+Y <180
Siento X, Y = 0.

8. Grafique y encuentre la solucion 6ptima

Min Z= 3X+5Y
Sujeto a
0,1X+0,40=600
0,16X =400
0,12X+0,10 =450

Siento X, Y = 0.

Determine cudl serd el minimo costo que se puede lograr en este tipo de
producto.

9. Una compaiiia quimica estd produciendo dos tipos de minerales, y busca
minimizar los costos de produccién. A continuacion, se presenta la informacién
requerida para encontrar el minimo costo.

MinZ=3 X+5Y

Sujeto a
10X+ 4 Y =100

38



Oscar Danilo Gavildnez Alvarez
Mariana Isabel Puente Riofrio

20X+30Y = 420
X=4

Y>4
Siento X, Y = 0.

10. José es duefio de una granja de 45 ha. En ellas, siembra maiz y trigo.
Cada hectdrea sembrada con trigo rinde de utilidad 201 USD, mientras que una
hectdrea de maiz genera 300 USD de utilidad. En la granja, se cuenta con 100
trabajadores y 120 toneladas de fertilizante. Los requerimientos de mano de obra
para cada hectarea de trigo corresponden a tres trabajadores y dos trabajadores
para la siembra de maiz. En lo referente al fertilizante utilizado por cada hecté-
rea, dos toneladas para trigo y cuatro toneladas para maiz. Utilizando el método
grifico de programacion lineal, determine como debe combinar la siembra para
que José maximice sus utilidades en la granja.

11. Una fabrica automotriz produce automdviles y camiones. Cada uno de los
vehiculos debe pasar tanto por el taller de pintura como por el taller de ensambla-
je. Considere que, en el taller de pintura, inicamente se pueden pintar camiones
en una cantidad de cuatro unidades por dia, o seis unidades de automdviles. Si el
taller ensamblara unicamente automdviles, procesaria cinco por dia y si solo en-
samblara camiones, procesaria cinco diariamente. El gerente de dicha compaiiia
ha determinado que la utilidad por camién es de 800 USD, y que cada automovil
obtiene una ganancia de 500 USD. Determine el programa de produccién diaria
que maximice las utilidades de la fabrica.

12. Encuentre en forma gréfica la solucion 6ptima del siguiente problema de
programacion lineal.

MaxZ=X+Y
Sujeto a:
8X +2Y<16
5SX+2¥<12
X, Y=0
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4. METODO SIMPLEX
Objetivo

Facilitar la comprension del uso del método Simplex en la resolucién de pro-
blemas de programacion lineal con tres o mds variables.

4.1.Introduccién

El procedimiento no grifico de resolucién de problemas de programacion li-
neal mas conocido y popular es el método Simplex, el cual constituye un proce-
dimiento algebraico que resuelve cualquier problema de programacion lineal, es
un procedimiento matricial iterativo fundamentado en la metodologia de Gauss
Jordan en el manejo de variables no negativas. Fue elaborado por George Dantzing
en 1947 (Izar, 2012). Su concepcion ha facilitado la resolucion de problemas de
programacion lineal con mds de dos variables.

El método Simplex es un procedimiento iterativo que permite hallar la mejor
solucion a la funcién objetivo. El proceso concluye cuando no es posible seguir
mejorando dicho valor, es decir; se ha alcanzado la solucién 6ptima (el mayor o
menor valor posible, segin el caso para que se satisfagan las restricciones). Partien-
do del valor de la funcion objetivo en cualquier punto el procedimiento consiste en
encontrar otro punto que mejore el anterior.

Al igual que el método algebraico, el método simplex llega a la solucién 6pti-
ma por medio de iteraciones o0 pasos sucesivos, utiliza conceptos de algebra matri-
cial. Finalmente, este método proporciona un indicador que determine el punto en
el cual se logra una solucién Gptima (Alvarez, 2005p. 159).

4.2. Etapas del método Simplex

El método Simplex se divide en tres etapas como se muestra en la figura. 4.1

Etapa Etapa Etapa dela

. : . preuba de

inicial iterativa .
optimalidad

Figura 4.1. Etapas del método Simplex Fuente: Alvarez, (2005).
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* Etapa inicial: consiste en dar la primera solucidn factible en el vértice co-
rrespondiente al origen.

 Etapa iterativa: el método busca una mejor solucién que la anterior.

* Etapa prueba de optimalidad: se logra cuando la solucion de un vértice es
mejor que la de los vértices adyacentes.

4.3. Requerimientos del método Simplex

Existen tres requerimientos fundamentales para resolver un problema de pro-
gramacion lineal mediante el método simplex.

1. Se deben expresar como ecuaciones todas las restricciones.
2. El lado derecho de las restricciones no puede ser negativo.

3. Todas las variables se limitan a valores no negativos
4.4. Procedimiento de resolucién método Simplex

Independientemente del nimero de restricciones (inecuaciones) y de incog-
nitas (variables) de un sistema, este método por si mismo se adapta a un trata-
miento de identificacién que muestra una idea sujeta de solucion.

1. Convertir las desigualdades en igualdades mediante la incorporacion de
variables de holgura o artificiales segtin el caso que corresponda, como se mues-

traen la tabla 4.1.

Tipo de restriccion Coeficiente de las Coeficiente de las
variables de holgura variables artificiales
Menor o igual que (<) +1 0
Mayor o igual que (=) -1 +1
Igualdad (=) 0 +1

Tabla 4.1 Coeficientes de las variables de holgura y artificiales
Fuente: Izar,(2012).
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2. Incluir las variables de holgura y artificiales en las de la funcién objetivo,
con un coeficiente cero (0) para el caso de las variables de holgura y con un coe-
ficiente M para las variables artificiales.

3. Formar la tabla Simplex que contendra la columna de constantes, el cuerpo
y la parte identidad.

4. Encontrar una mejor solucién que la anterior.

4.5. Maximizacién con método Simplex

En forma general, se presenta el método Simplex para el caso de maximizacion.
* Funcion objetivo

MaxZ=CX +CX +-+CX (4.1)

e Limitaciones o restricciones

AnXl + HUXZ + o+ Aan < B1

A, X +A4,X ++4 X <B (4.2)

Alel + AmZXZ ot ﬂman < Bn

¢ Introduccién variable de holgura

H1,H2, H3,..., Hn = variables de holgura

A”X]+AIZX2+ ...+Aan +H, =B
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A X, +A X, + .. +A X +H, =B, “4.3)
AmIXI + Aszz + ...+ Aman + H” = Bn

Al convertir el sistema de desigualdades en igualdades mediante la introduc-
cioén de variables de holgura, se ha logrado el punto de partida para el método
Simplex: Se agregan las variables de holgura a la funcién objetivo, antepuestas el
coeficiente 0 (Mathur y Solow,1996)

MaxZ=CX, + CX,+ ..+ CX +OH, + OH,+ .. + 0H,

4.6. Soluciones método Simplex

En el caso del método Simplex, existen tres tipos de soluciones:

TIPOS DE SOLUCION
METODO SIMPLEX

Solucidn factible
basica

Solucidn factible Solucidén basica

Figura 4.2. Tipos de solucién método Simplex Fuente: Erazo, (2007).

Solucién factible: una solucion factible es cualquier conjunto de valores para
n variables que satisfagan tanto las restricciones estructurales como las restric-
ciones de no negatividad.

Solucién bésica: la solucion bésica se obtiene al despejar del sistema de
ecuaciones lineales los valores de las variables.

Solucién factible bdsica: es una solucidn bésica que también satisface las
restricciones de no negatividad.
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Se puede manifestar que la dptima solucién de un problema de programacion
lineal se encierra en el conjunto de soluciones factibles bdsicas. Por lo tanto,
es posible encontrar la solucion 6ptima al efectuar la busqueda del conjunto de
soluciones factibles bésicas; este proceso es el que realiza el método Simplex.
Comienza con una solucidn factible basica que consiste en el conjunto de dos
variables, las m (variables bésicas) y las n-m (variables no bésicas). Mediante
la aplicacion del método Simplex se establece si existe la posibilidad de mejorar
la funcién objetivo al intercambiar una variable bédsica y una no bdsica. Si en el
intercambio da resultado una mejoria, se establece una variable basica existente
igual a O (convirtiéndose en una variable no bésica), se incluye una variable no
basica existente en el conjunto de variables bésicas para estructurar una nueva
solucién factible basica. Una vez més que se determine la existencia de una mejor
soluciodn, se da lugar a otro intercambio y se repite el proceso. Se destaca que el
método Simplex constituye un proceso iterativo o repetitivo, porque repite los
pasos de solucion hasta conseguir la solucién del problema. El intercambio de
variables se representa en la figura 4.3

El nimero de variables de este
conjunto siempre serd igual al
nimero de restricciones -
estructurales

Solucién factible

Solucién factible basica

Figura 4.3. Intercambio de variables con el método Simplex Fuente: Taha, (2004).

Se considera un ejemplo para la resolucién a través del método simplex caso

maximizacion.
Max Z = 6X1 + 4X2
Sujeto a:
X1 + 2X2 <4
3X, +2X, <8
X, X, 20
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El primer paso que se debe realizar es transformar las inecuaciones en ecua-
ciones o igualdades. En el presente caso, al ser restricciones menor o igual que,
se afiaden variables de holgura

X1+2X2+H]=4
3X1+2X2+H2:8

El segundo paso es incorporar las variables de holgura en la funcion objetivo.

Max Z = 6Xl + 4X2 + OHl + OH2

Se forma la primera tabla:

6 4 0 0 Renglén
X, X, H, H, objetivo
0 H, 4 1 2 1 0
0 H, 8 3 2 0 1
Columna objetivo Zona Cuerpo Parte
de solucién identidad

Tabla 4.2 Primera tabla MS

De las ecuaciones de las restricciones, se toman los coeficientes de las mismas para
formar la primera tabla del método Simplex como se muestra en la tabla 4.2. Al agregar
el renglén objetivo se incluyen los coeficientes de las variables. A estos coeficientes se
les denomina también contribuciones.

A continuacion, se genera el renglén indice restando la sumatoria de los productos
de los elementos de la columna por el respectivo elemento de la columna objetivo menos
el elemento correspondiente a la columna del renglén objetivo.
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Columna de X Numero indice = (0%1+0*3) -6 =-6
Columna de X, Numero indice = (0*2+0%*2) -4 =-4
Columna de H, Numero indice = (0*1+0*0) -0 =0
Columna de H, Numero indice = (0*0+0*1) -0 =0
Columna de contantes Numero indice = (0*4+0*8) -0 =0

Con los calculos realizados se procede a elaborar la nueva tabla Simplex

6 4 0 0

Xl X2 Hl HZ

0 H, 4 1 2 1 0
0 H, 8 3 2 0 1
0 6 -4 0 0

Tabla 4.3. Segunda tabla MS

La primera solucion obtenida se la denomina solucién bésica inicial que para
el caso de estudio, estd dada por:

Variables basicas Variables no basicas
H = 4 X= 0

H, = 8 X = 0

7Z=0

Como se observa en la tabla 4.3 Simplex, la aproximacion no es éptima en la
primera solucién, por lo cual se realiza el siguiente paso. La aproximacion de la
solucién serd 6ptima cuando en el renglon indice, no existan nimeros negativos,
en el ejemplo desarrollado existen dos niimeros negativos. Evidenciando que la
respuesta inicial puede ser mejorada en las iteraciones subsiguientes. Las varia-
bles bdsicas seran iguales al nimero de restricciones que en el ejemplo son dos.
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El siguiente paso dentro del método simplex es mejorar la aproximacion an-
terior, para lo cual se debe terminar la columna de trabajo o columna clave, la
misma que se seleccionard en funcion del nimero indice mas negativo (en caso
de empate se selecciona al azar). Para el ejemplo la columna clave sera la corres-
pondiente a X1 pues posee el indice mas negativo en el renglon indice (- 6) como
se muestra a continuacion:

6 4 0 0

X, |X H H

0 H, 4 1 2 10
0 H, 8 3 2 0 1
0 6 | -4 0 0

Columna Columna
Constante de trabajo

Tabla 4.4 Seleccién reglén indice

Para identificar el renglén clave, se toman los coeficientes de la columna
constante y se divide para el nimero que corresponda de la columna de trabajo;
de estos resultados, se selecciona el menor de los cocientes que, para el caso de
estudio, es el segundo renglon.

_4 4
1
8 2667
3
6 4 0 0
Xl XZ Hl HZ
0 H, 4 |1]2 1 o0
0 H, 8§ [3]2 0o 1
0 -6 -4 0 0
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El segundo renglon servird como la fila guia (ver tabla 4.5). El cruce entre la
columna de trabajo y la fila de trabajo sera el nimero clave (pivote), el cual debe
ser convertido en 1. Asi al dividir los coeficientes del renglon clave para el valor

del namero pivote, en el presente caso,3,se obtiene:

2,667 1 0,0667 0 0,333

Los valores obtenidos se reemplazan en la fila guia, ademads sale la variable
H2 y en su reemplazo ingresa X1 que corresponde a la variable de la columna de
trabajo.

A continuacidn, se debe convertir en cero el resto de coeficientes de la colum-
na clave, lo cual se logra sumando o restando un determinado nimero de veces
los coeficientes del rengldn clave, este procedimiento se conoce como reduccion
de Gauss. (Izar, 2012)

6| 4 0 0
X, | X, H H,
0 H, 4 |1 2 1 0
6 X, 2667 | 10667 0 033
0 | 6] 4 0 0

Al primer renglon, se le resta la fila guia.

4 1 2 1 0
- 2,667 1 0667 0 033
1,33 0 133 1 -033

En este caso, al renglén indice se le suma la fila guia multiplicado por 6.

0 -6 -4 0 0
-6 (2,667 1 0667 0 0,33)
16 0 0 0 2
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Con los renglones calculados, se procede a construir la nueva tabla Simplex.

6 4 0 0

X, X, H, H,
0 H, 133 0 133 1 -033
6 X, 2667 1 0667 0 033
6 0 0 0 2

Esta aproximacion ya es 6ptima por cuanto, en el renglén indice, no existe
ninguin numero negativo, siendo la solucion:

Variables basicas Variables no basicas
H =1333 H=0

X, =2,667 X=0

Z=16

El valor de Max Z equivale a 16, considerando que la variable X debe tener un
valor de 2,667, y H, como una variable de holgura con un valor de 1,33. Es impor-
tante indicar que siempre una variable no basica tenga en la tabla Simplex final como
coeficiente del renglon indice un cero, representa la existencia de varias soluciones
alternativas.

4.7. Minimizacién con método Simplex

Sujeto a:
2X + X, + X,z 5
X, +2X2+2X326
X,X,,X,20

Los casos de minimizacidn también se resuelven con el método Simplex, con
algunas variaciones. En estos casos, las variables de holgura se incorporan con el
coeficiente -1 y variables artificiales con coeficiente +1
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¢ Funcion objetivo

Min Z = Cle + C2X2 + ...+ Can + OH1 + OH2 + ...+ 0Hn + MF1 + MF2 + ...+
MF_ “4.4)

¢ Introduccion variables de holgura y artificiales

H,H, H,,...,H =variables de holgura
F,F, F,,..,H =variables artificiales
AX+A X +..+A X —H, +F, =B,

(4.3)

A2IX1 + A22X2+ ot Aann -H,+F,=B,

Alel + Am2X2+ vt Aman - Hn + Fn = Bn

Con los siguientes datos, se procede a resolver un caso de minimizacidén con
método Simplex.

Se genera el renglén indice que para el caso de minimizacién como se mues-
tra en la figura 4 4.

Min Z = 8X1 + 7X2 + 9X3

Sujeto a:
2X, + X, + X, 25
X, +2X, +2X, 26
X, X, X, 0

Las desigualdades se transforman en igualdades, afiadiendo las variables de
holgura con coeficiente -1 y las variables artificiales con coeficiente +1
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2X1+X2+X3—H1+F1=5
X1+2X2+2X3—H2+F2:6

Se procede a incluir las variables de holgura y artificiales a la funcion objeti-
vo,de acuerdo a la teoria antes expuesta.

MinZ:8X1+7X2+9X3+0HI+0H2+MFI+MF2

El siguiente paso es estructurar la primera tabla Simplex.

8 7 9 0 0 M M Renels
englén
X, X, X, H H F F
M F, 5 2 1 1 -1 0 1 1 obeiw
M Fz 6 1 2 2 0O -1 0 1
Columna Zonade Parte
. . Cuerpo L
objetivo solucién identidad

Se genera el renglén indice que para el caso de minimizacién como se mues-
tra en la figura 4 4.

Elemento Sumatoria de los productos de
, oo correspondiente a la los elementos de la columna
Numero indice = L — K
columna en la regién por el respectivo elemento de
objetivo la columna objetivo

Figura 4.4. Férmula para calcular renglén indice

Aplicando la férmula se obtiene

Columna de X, Nimero indice = 8 — (M*2 + M*1) =8 — 3M
Columna de X, Numero indice =7 - (M*1 + M*2) =7 - 3M
Columna de X, Numero indice =9 — (M*1 + M*2) =9 - 3M
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Columna de H, Numero indice =0 — (M*-1 + M*0)=M
Columna de H, Numero indice = 0- (M*0 + M*-1) =M

Columna de F, Numero indice= M- (M*1 + M*0) =0

Columna de F, Nimero indice= M- (M*0 + M*1) =0

Columna de contantes Nimero indice = 0 — (M*5+M*6) =- 11 M

El renglén indice se descompone en dos, la parte numérica y la parte M

g8 7 9 0 0 M M
X, X, X, H H, F F

M F 5 2 1 1 -1 0 1 0
M F 6 1 2 2 0 -1 0 1
0 8 7 9 0 0

3 3 3 1 1 0 0

Se omite -11M correspondiente a la columna de constantes, dando asi la pri-
mera solucion.

Variables basicas Variables no bésicas
F =5 X=0
F =6 X=0
Z=0 H=0
H=0

Esta aproximacion no es 6ptima, debido a que en el renglén indice estableci-
do mediante la férmula de la figura cuatro atin existen nimero negativos; por lo
tanto, se procede al siguiente paso.

Existe empate entre tres nimeros del renglon guia, se selecciona arbitraria-
mente o al azar la columna encabezada por X,.
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g8 [7]9 0o 0o M M
X, | X, | X, H, H, F F

M F, 5 2|1/1 -1 0 1 0
M F, 6 1|22 0 -1 0 1
0 8|79 o0 0 0
3|33 1 1 0 0

Se calculan los cocientes de los renglones de las restricciones para determi-
nar cudl serd la fila guia, dando como resultado: 5 y 3. Seleccionamos el de menor
valor siendo la fila guia el segundo renglon, donde el elemento pivote es 2, se
procede a dividir dicho renglon entre 2.

Luego de realizar la division, el resultado es el siguiente:

3 0,5 1 1 0 05 0 05

La variable saliente es F, se introduce entonces la variable X y su coeficiente
respectivo.se elimina la columna F, debido a que corresponde a la variable sa-
liente y ademads es una variable artificial.

A cada uno de los renglones, se resta o suma el renglén guia las veces que
sean necesarias para que los elementos de la columna clave se conviertan en 0,
quedando la nueva tabla de la siguiente manera:

8 7 9 0 0 M
X, X, X, H H F

M F 2 51 0 0 -1 05 1
7 X, 3 05 1 1 0 -05 0
21 45 0 2 35 0

4,5 0 0 1 -05 0

53



PROGRAMACION LINEAL PARA LA TOMA DE DECISIONES

La nueva solucion es:

Variables bésicas Variables no basicas
F =2 X=0
X,=3 X=0
7 =21 H=0
H=0

2

No se considera el signo negativo de 21 que aparece en la tabla Simplex,
debido a que la metodologia presenta signo invertido para indicar que se trata de
un caso de minimizacién. Observando en la tabla Simplex atin existen nimero
negativos, por lo que se repite el proceso para encontrar una nueva solucion.

La nueva columna guia estd representado por el nimero mas negativo que en
este caso representa la columna encabezado por X , se elimina la variable ficticia
F1, al repetir el proceso anterior se obtiene la siguiente soluciéon Simplex.

8 7 9 0 0
X, X, X, H H,
8 X, 1333 1 0 0 -0667 0333
7 X, 233 0 1 1 0333 -
27 0 0 2 3 2
0 0 0 0 0

La parte M del renglon guia desaparece pues todos sus elementos son 0; ya
no hay ninguna variable artificial en la zona de solucion, y la parte numérica de
dicho renglén no contiene ndmeros negativos. La solucién éptima de minimiza-
cion de costos es la siguiente:

Variables bésicas Variables no basicas
X1=1,333 X3=0
X2=27333 H1=0
=27 H2=0
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4.8. Casos especiales de método Simplex
Desempate

* Empate en la columna clave (variable que entra): en este caso se selec-
cionard al azar cualquier columna. La tnica afectacién posible es el niimero de
iteraciones que van a realizarse en la resolucion del problema.

* Empate en el renglon clave (variable que sale): en este caso, existen reglas
para determinar cudl renglon sera elegido como clave. Sin embargo, para fines
practicos, es recomendable seleccionar al azar.

No hay variables basicas de salida

Sucede cuando todos los elementos de la columna clave son menores o igua-
les que cero. En este caso, Z podria ser infinita o negativa; de ahi el nombre de
problemas de Z no acotada. Estas condiciones suelen surgir por errores en el
planteamiento del problema o en el cdlculo durante la resolucion del mismo.

Términos negativos en el segundo miembro

En el caso de términos negativos en las restricciones, se multiplica a ambos
lados de la inecuacion con el coeficiente -1, el signo de la desigualdad serd el
contrario ejemplo:

-S5X +3Y = -3
X -2Y <-6

Al multiplicar ambos lados con el coeficiente -1 las inecuaciones quedan de
la siguiente manera:

5X-3Y< -3
-X+2Y =2-6
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Y, de esta manera, pueden ser resueltas con el método Simplex de la forma
tradicional.

Soluciones éptimas alternativas

Se originan cuando la funcién objetivo es paralela a una de las restricciones
que coincide con la direccion de la optimizacion. Al usar método Simplex, se
presentan soluciones 6ptimas cuando:

* Se ha identificado una solucion 6ptima.

¢ El coeficiente de la fila (0) para una variable no basica es igual a cero.

Cuando se presentan soluciones dptimas alternativas por el método Simplex,
las otras alternativas del punto vértice 6ptimo pueden generarse al tratar la va-
riable no bdsica con coeficiente cero como si fuera una nueva variable bésica
(Budnick. 2007).

Carencia de solucién factible

Un problema no tiene solucidn factible si no existen valores de las variables
que satisfagan las restricciones, esta situacion se identifica en la tabla del método
Simplex, cuando se llega a la solucion Optima y atn existen variables artificiales
en la zona de solucion.

Precios sombra

La solucién de un problema de programacion lineal se basa en ciertas supo-
siciones y estimaciones. Una vez que se obtiene una solucion, debe ser analizada
con cuidado a la luz de estas suposiciones y estimaciones. Esta fase del proceso
de solucidn se llama andlisis de post optimizacién. Un tipo importante de anélisis
posterior a lo 6ptimo es el examen de precios sombra.

Un precio sombra representa la cantidad que el valor 6ptimo de la funcién
objetivo cambiaria si el lado derecho de una restriccién aumentara en una unidad.
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Muchas de las restricciones son de tipo <, lo cual representa recursos limitados,
y a menudo se considera que los precios sombra representan el valor econémico
de tener una unidad adicional de un recurso.

4.9. Ejercicios de aplicacién

1. El método Simplex es un procedimiento matricial iterativo basado en la
metodologia de Gauss Jordan para manejar variables negativas, que permite so-
lucionar problemas de un nimero elevado de variables y restricciones de una
manera 4gil y eficiente.

Verdadero Falso

2. Se tiene la siguiente restriccion: 9X, + 4X, = 4.5. Aplique la regla res-
pectiva para convertir la desigualdad de la restriccién en igualdad mediante la
incorporacion de variables.

3. Se tiene la siguiente funcion objetivo Max Z = 20X, + 34X, con tres
restricciones segun las cuales se incorporaron dos variables de holgura y dos va-
riables artificiales. Incluya dichas variables en la ecuacion de la funcion objetivo
con los coeficientes respectivos.

4. Dada la siguiente informacion, resuelva el problema de programacion li-
neal basandose en el método Simplex.

MaxZ X = 4X + 3X,
Sujeto a:

5.Industrias S.A fabrica tres productos X, Y, Z. Cada uno requiere el uso del
tiempo en los centros de maquinado 1 y maquinado 2.
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Centro de Centro de
maquinado 1 maquinado 2
Producto X 1h 1h
Producto Y 2h 1h
Producto Z 2h 2h

El numero de horas por semana para el primer centro es de 40 y para el se-
gundo de 50. La utilidad por unidad de X, Y, Z es de 50 USD, 60 USD, 75 USD,
respectivamente. La siguiente semana deben producirse al menos cinco unidades
de Z. ;Cuél debe ser el plan de produccién para que en la semana alcance la
maxima utilidad? ;Cuadl es la utilidad méxima obtenida?

6. Se producen dos tipos de articulos C y D, para su produccion requieren
de tres procesos, para cada uno de los cuales se dispone de 130, 190 y 200 horas
semanales. El primer proceso genera una unidad del articulo C y una unidad del
D, el proceso nimero dos procesa dos de C y una de B, el tercer proceso produce
una de Cy cuatro de B. El costo de procesar es de 2 USD, por unidad del articulo
C y 3 USD, por cada unidad del articulo D.

(Cudl debe ser la combinacidn correcta para tener un costo minimo de pro-
duccion?

7. Resuelva el siguiente problema de programacion lineal a través del méto-
do Simplex.

MaxZ=X1+9X2+X3

Sujeto a:

Xl+2X2+3X3 <9
3X, + 2X, + 2X, < 15
X +X, +X <0

8. Alejandro es dueio de una granja de 45 ha. En ellas siembra maiz y trigo.
Cada hectdrea sembrada con trigo rinde de utilidad 201 USD, mientras que una
hectdrea de maiz genera 300 USD de utilidad. En la granja se cuenta con 100
trabajadores y 120 toneladas de fertilizante.
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Los requerimientos de mano de obra para cada hectarea de trigo correspon-
den a tres trabajadores y dos trabajadores para la siembra de maiz., en lo referente
al fertilizante utilizado por cada hectdrea dos toneladas para trigo y cuatro tone-
ladas para maiz. Utilizando el método simplex determine como debe combinar la

siembra para que Alejandro maximice sus utilidades en la granja.

9. Considere el siguiente problema:

Max Z = 2X +4X2+5X3— 6.X,

Sujeto a:

X+4X—2X+8 L <2
—X+2X+3X+4X$1

10. Resuelva el siguiente problema de programacion lineal mediante método
Simplex.

Max Z = 4X1 + 3X2

Sujeto a: X < 200

11. Resuelva el siguiente problema de programacion lineal mediante método
Simplex.

Masx Z = 900, + 1500, + 2200,

Sujeto a:
6X, + 9X, - 8X, < 1600
8X + 11X, + 16X, < 1920
3X, + 4X, + 10X, < 1180
X,X, =0
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5.MODELO DETRANSPORTE
Objetivo:

Proporcionar una perspectiva general de como resolver planes 6ptimos de
envio para problemas de transporte.

5.1. Introduccién

El modelo de transporte involucra el embarque de ciertos articulos o produc-
tos homogéneos desde diferentes origenes hacia varios destinos.

Cada uno de los origenes representa la fuente de suministros del articulo o
producto, cada destino representa el punto de demanda. El modelo de distribu-
cién (método de transporte) es un conjunto importante del problema de optimi-
zacion de redes, ha sido aplicado al control y disefio de plantas de fabricacion,
determinacion de territorios de venta, localizacion de centros de distribucion y
almacenaje. A este método suele nombrarse como de transporte por la similitud

existente con el planteamiento de problemas de fletar mercaderias desde los si-
tios de produccion hasta los lugares de consumo (Izar, 2012).

5.2. Planteamiento del problema de transporte

Al plantear un problema de transporte se toman en consideracion los origenes
y los destinos, considerando tanto la oferta como la demanda, co nsiderando la
igualdad entre ellas. El costo de envio de cada centro de suministro se representa
por Cij, donde el subindice 1 representa el punto de origen o suministro y el su-
bindice j el punto de consumo.

La funcién objetivo serd el costo total de los envios, definiéndose con la si-
guiente ecuacion:

MinZ=3= CX, (5.1)

,m i ij

j 1m
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Centro de suministros
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Figura 5.1. Diagrama del modelo de transporte ~ Fuente: Chase, Jacobs y
Aquilano, (2009).

Donde:

Cij = costo de enviar una unidad de mercancia del centro de suministro i al
centro de consumo j.

Xij = ndmero de unidades de mercancia que se enviardn del centro de sumi-
nistro 1 al centro de consumo j.

m = naimero de centros de suministros.

n = ndmero de centro de consumo.

El problema de transporte puede enunciarse de la siguiente manera: hay un
nimero m de origenes y un nimero n de destinos; se trata de transportar al menor
costo posible determinadas cantidades de los articulos, mercaderias, etc, entre

origenes y destinos. Tanto la oferta como la demanda deben ser iguales. Las
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variables de decision deben iguales o mayores a 0 y cuyos coeficientes en
las restricciones seran la unidad.

Para calcular el nimero de variables en el caso de transporte se multiplica m
*n, que, en el caso de la figura 5.1, corresponderia a un problema de programa-
cion lineal de 16 variables y ocho restricciones, lo cual resulta muy laborioso para
su resolucién mediante método Simplex.

El algoritmo de transporte es muy sencillo, pues constituye una matriz de
distribucion que, en cada fila, se asignan los centros de suministros (oferta), y en
cada columna los centros de consumo (demanda) como se observa en la tabla 5.1.
Al final, tanto de las columnas y filas, se colocard el total de la oferta y demanda
correspondiente.

emanda

D Oferta
1 C, C, C. C, P1
2 C, C, C,. C, P,
3 C,, C, C,. C,, P,
4 C,, C, C, C,, P,
Demanda total d, d, d. d, D P

‘Tabla 5.1 Matriz de distribucién de transporte
Fuente: Izar ,(2012).

5.3. Clasificaciéon de los métodos de transporte

Existen diferentes métodos de transporte entre los cuales se pueden destacar:
Métodos de inicializacion

* Método de la esquina noroeste

* Método del costo menor

* Método mutuamente preferente

* Método Voguel

Método de Russel
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* Método de optimizacion.
* Método del cruce del arroyo

e Método MODI

5.4 Métodos de inicializaciéon

5.4.1 Método de la esquina noroeste

El método de la esquina noroeste es el mds sencillo para lograr la distribu-
cion inicial, es el menos recomendado, pues el costo de la matriz inicial es muy
elevado. Los pasos para desarrollar este método son los siguientes:

* Se inicia la distribucién por la casilla de la esquina noroeste de la tabla,
asigniandole el maximo que sea posible. Se selecciona el nimero menor entre
oferta y demanda que corresponda a la casilla, para satisfacer la oferta o la de-
manda. Al renglon o columna que haya sido satisfecho, se le asignaran ceros,
para que la sumatoria de la oferta o la demanda no se altere, credndose asi una
tabla de menor tamafio.

* En la matriz que no tiene asignacion en el paso anterior, se localiza la nueva
casilla noroeste y se repite el paso anterior.

* Se repite todo el procedimiento anterior hasta que toda la tabla tenga una
asignacion.

Este método de esquina noroeste corresponde a un método matricial del mé-
todo Simplex. Para determinar cuantos envios se realizardn desde cada origen
hacia cada destino se aplica la siguiente férmula:

Numero de envios=m+n -1
Donde:
m constituye el numero de filas.

n el nimero de columnas.
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Ejercicio 5.1

Neymatex cuenta con tres centros de distribucién y cuatro centros de consu-
mo.En la tabla 5.2, se establece disponibilidad en cada centro de distribucién y la

demanda existente en cada centro de consumo.

0 b A B C D Oferta
1 L4 Lo | Ls | [z |
, L3 L7 | e ] Ls |
X e Ls | L2 Lz | |
Demanda
6 7 11 14 38

Tabla 5.2. Matriz inicial de transporte

De acuerdo al procedimiento, se selecciona la esquina noroeste, que, para
este caso, lo representa la casilla 1A, la cual tiene una oferta de 12 y una demanda
de 6. De ambos valores ,seleccionamos el menor, es decir 6, con lo cual quedara
satisfecha la demanda, al resto de casillas de la primera columna se asigna 0,
como se muestra en la siguiente tabla

0 b A B C D Oferta
1 I R N - T
X X
, L3 A D T T
X Le | Lsp o L2f L7 |
X
Demanda
0 7-6=1 11 14
Tabla 5.3
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Las X que aparecen en la columna representan que dichas casillas han sido
asignadas con cero unidades de envio. En este caso, la nueva esquina noroeste es
la casilla 1B.En la oferta con seis unidades y en la demanda con siete, seleccionar
el menor valor; en este caso,6, quedando satisfecho el primer renglén.La segunda
columna aun falta satisfacer en una unidad de envio, por lo cual la nueva esquina
noroeste es 2B, como se muestra en la tabla 5.3. Con esto se da origen a una nue-
va tabla de asignacion, el maximo de 2B corresponde a 1.

D A B C D Oferta

| L4 Lo | s | |
6 6 X X

, | 3] L7 | L4 | R
X 1 11

, L6 s e
X X X

Demanda 0 0 11-11=0 14
Tabla 5.4

Como se muestra en la tabla 5.4, la columna B ha sido satisfecha su asigna-
cidén, la nueva esquina noroeste corresponde a la casilla 2C, siendo el maximo
asignable 11 unidades, quedando satisfecha la demanda de la columna C.

Se genera la nueva tabla de transporte, identificando la esquina noroeste co-
rrespondiente a la casilla 2C, cuyo médximo asignable equivale a cinco unidades,
quedando satisfecho el segundo renglén como se demuestra en la tabla 5.5.

0 b A B C D Oferta
1 e e | s | L2 |
6 6 X X
, IEE D A N T B
X 1 11 5
6 5 2 7
3 — 9
X X X
Demanda 0 0 0 14-5=9
Tabla 5.5
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De acuerdo a la tabla 5.5, 1a nueva esquina noroeste corresponde a la casilla
3C, cuyo maximo asignable es 9.

0 % A B C D Oferta

1 L4 Le | Ls | L2 |
X

) R 2N N DU T
11

6 5 2 7

3 9-9=0
X

Demanda 0 0 0 9-9=0 0
Tabla 5.6

Aplicando la férmula 5.2 se determina que en el presente ejemplo, se realiza-
ran seis envios como se evidencia en la tabla 5.6.

Para determinar el costo minimo, se aplica la siguiente férmula:

CXC+XC+XC+XC+XC + X. . C

1A1A 1B“1B 2B 2B 2cMac -t Aplap
CT=6*4+6*6+1*7+11*4+5*5+9*7
C; =199 USD.

El costo total de distribucion de 38 toneladas desde tres puntos de distribu-
cion hacia cuatro puntos de consumo es de 199 USD.

5.4.2. Método del costo menor

Este método de inicializacion es més eficiente que el de la esquina noroeste,
pues va asignando el menor costo de entre las casillas; de ahi su nombre. Cabe

mencionar que este método no siempre logra tener la solucién 6ptima.
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Su procedimiento se detalla a continuacion:

1. Analizar la primera columna y, sobre ella, localizar la casilla que tenga el
menor costo, al cual se asignard el maximo posible de tal manera que se satisfaga
la oferta o demanda. En el caso de que la primera columna no quedara satisfecha
con la asignacion, se procede de la misma manera hasta que la columna quede
totalmente satisfecha.

2. Se continua con la segunda columna repitiendo el procedimiento anterior.

3. Se procede con el resto de columnas hasta la dltima de la tabla, con lo cual
la distribucién inicial quedard totalmente satisfecha.

Utilizando el ejercicio 5.1, se procede a resolver la asignacion de transporte
mediante el menor costo.

0 D A B C D Oferta
4 6 5 2
1 12
3 7 4 5
2 17
2
3 6 5 7 9
Demanda 6 7 11 14 38
Tabla 5.7

El menor costo de la primera columna es 3 USD correspondiente a la casilla
2A; a dicho rengldn, se asigna el maximo posible, que en este caso es seis uni-
dades.
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o b A B C D Oferta
Demanda . 6 7 11 14

Tabla 5.8.

Como la primera columna ha sido satisfecha, se busca el menor costo en
la segunda columna, siendo este 5, correspondiente a la casilla 3B, el maximo
asignable a este costo es de siete unidades. De esta manera, queda satisfecha la

demanda de la columna B.

0 b A B C D Oferta
1 La | e | s | L2 |
, N E2N D T R T
. I N ET B PR R I
Demanda 0 0 11 14
Tabla 5.9.

Continuando con el proceso se identifica el menor costo en la tercera colum-
na, que corresponde a la casilla 3C con un costo de 2 USD; el mdximo asignable
de unidades es de 2 como se muestra en la tabla 5.10.
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0 b A B C D Oferta
1 L4l Le | Ls | L2
X X X
, Y N 2 D O I
6 X 9
X Loef  Ls | L2 L7
X 7 2 X
Demanda 0 0 0 14
Tabla 5.10.

En la cuarta columna, determinamos el menor costo posible, correspondiente

ala casilla 1D con un costo de 2 USD, asignandole 12 unidades como se muestra
en la tabla 5.11

0 b A B C D Oferta
1 IS D I B R T B
X X X 12
, IEN T2 D S T
6 X 9
X Lol Ls) L2 L7y
X 7 2 X
Demanda 0 0 9 2
Tabla 5.11.

Continuar con la dltima asignaciéon que corresponde a la casilla 2D con un
costo de 5 USD, con dos unidades, por lo cual se satisface la demanda y la oferta
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0 b A B C D Oferta
1 HES T T T
X 12
, IEN D T T
2 2
X Lo Ls| L2 L7}
9 X
Demanda 0 0 0
Tabla 5.12.

5.4.3. Método mutuamente preferente

Selecciona las casillas de menor costo bajo el criterio de que sean a la vez las
mads bajas del renglon y la columna a la que pertenece.

1. Identificar las casillas que tengan el costo minimo, tanto en el renglén,
como en la columna a la que pertenece.

2. Asignar a las casillas la cantidad méxima posible para satisfacer sea la
oferta o la demanda.

3. El resto de la tabla se va asignando repitiendo los pasos anteriores.

0 D A B C D Oferta
1 SN D T R AN R PR
, s | Lz Le | Ls|
6 5 2 7
3 — 9
Demanda
6 11 14 38
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Seleccionamos el menor que, en este caso, es 1D, y se asignan 12 unidades.
También cumple la casilla 3C la condicidn establecida por este método.

0 b A B C D Oferta
1 La | Le | Ls | [2f |
X 12
, L3 Lz [ 5 I
X e | Ls L2 Lz}
Demanda 6 7 11 2
Tabla 5.14.

En este caso, seleccionamos 3C, asignando nueve unidades como se muestra

en la tabla 5.15.

0 D A B C D Oferta
1 4 6 E | 2 .
X 12
E | 7 | 4 I
2 17
| 6 E L 2 | 7
3 0
X X
Demanda 6 7 2 2
Tabla 5.15

El siguiente costo menor corresponde a la casilla 2A, a la cual se asignan seis

unidades.
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0 D A B C D Oferta
1 Laf  Le | L[| L2 |
X X 12
. EX 7 | La | s
X I I T R N B
X X 9 X
Demanda 6 7 2 2
Tabla 5.16.
A continuacion, se selecciona la casilla 2C, asignando dos unidades.
o b A B C D Oferta
| I D T - D
X X 12
|, 2 L) e Lt
6 5 2 7
3 — 0
X X 9 X
Demanda 0 7 0 2
Tabla 5.17.

El siguiente costo que se va a considerar es la casilla 2D, del cual asignamos

dos unidades como se muestra en la tabla 5.18.
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El siguiente costo que se va a considerar es la casilla 2D, del cual asignamos

dos unidades como se muestra en la tabla 5.18.

0 b A B C D Oferta

1 Y N T - R N
X 12

, [ 3] Lz e Ls| .
2 2

X L sy L2 Lz
X 9 X

Demanda 0 7 0 0
Tabla 5.18.

El dltimo costo que va a ser asignado corresponde a la casilla 2B, con siete
unidades y de esta manera de satisface tanto oferta como demanda., como se
muestra en la tabla 5.19.

o b A B C D Oferta
1 [ N N R ) W
T Te T Tz T,
Demanda 0 0 9 0 - 0
Tabla 5.19.

Con este método se realizaran cinco envios cuyo costo total es de 117 USD,
que es menor que el costo total calculado con la esquina noroes
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5.5. Métodos de optimizacién

5.5.1 Método del cruce del arroyo

El método del cruce del arroyo, también denominado algoritmo de Stepping—
Stone (Izar, 2012), es un método de programacion lineal que consiste en calcular
cudl seria la variacion del costo del envié de una unidad de cierto producto por
cada una de las rutas posibles, es decir asignar cierta cantidad de articulos desde
varios origenes (fabricas) a un conjunto de destinos (clientes) de tal manera que
se disminuyan los costos, hasta optimizar la funcion objetivo. Dada una distri-
bucién inicial que cumpla la condicién de no degeneracién2, se podrd optimizar
el problema de transporte, evaluando cada casilla vacia del recorrido cerrado
correspondiente, el cual consiste en asignar unidades a las casillas vacias, tras-
ladandolas de una casilla determinada que sea de la misma columna o renglén,
de manera que sigan cumpliéndose las igualdades de la suma de asignaciones de
las casillas por renglon de la oferta del mismo y la suma de asignaciones de las
casillas por columna de la demanda. La distribucién serd 6ptima cuando los reco-
rridos cerrados para el total de casillas vacias resulten mayores o iguales a cero,
es decir; ninguna resulte negativa.

Dado el siguiente ejemplo de la tabla 5.20 de transporte, obtener una dis-
tribucion normal aplicando la esquina noroeste para la distribucion inicial y el
método del cruce del arroyo para la optimizacion.

A D A B C Oferta
5 23 20 19 6500
Demanda 6000 4500 3500 14 000

Fuente: Izar, (2012)  Tabla 5.20. Distribucién de transporte

2 Degeneracion en matemiticas es un caso limite en el cual una clase de objeto cambia su naturaleza para aproximarse

mucho a un objeto de otra clase, normalmente, més simple (Budnick, 2007).
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De acuerdo con la metodologia de la esquina noroeste, la tabla 5.21 de dis-
tribucion inicial sera:

0 D A B C Oferta
24 18 21

| Laa | L p Lot

6000 1500 .

23 20 19

2 6500

3000 3500
Demanda 6000 4500 3500 14 000

Tabla 5.21. Distribucién inicial de transporte

Con un costo total de 297 500 USD

Como se observa en la tabla 5.21, el nimero de casillas asignadas es cuatro.
Entonces se procede a evaluar los valores de los recorridos cerrados de las dos
casillas vacfas.

Casillas 1C: para enviar una unidad a esta casilla puede tomarse de la casilla
1B, descompensando las columnas B y C, lo cual se equilibra si se envia una uni-
dad de la casilla 2C a la casilla 2B como se muestra en la tabla 5.22.

o D A B C Oferta
24 18 21
1 \— \— \— 7500
6000 1499 1
23 20 19
2 6500
3001 3499
Demanda 6000 4500 3500 14 000

Tabla 5.21. Distribucién inicial de transporte

En la tabla 5.22, tanto renglones como columnas estian equilibrados en fun-
cién de la oferta y la demanda. El valor del recorrido se estima de la siguiente
manera: al enviar una unidad a la casilla 1C, el costo se elevard en 21 USD, pero
dicha unidad se ha tomado de la casilla 1B y el costo del movimiento disminuye
en 18 USD; a la casilla 2B se le incrementa una unidad con un costo de 20 USD;
esa unidad fue tomada de la casilla 2C, representando una disminucion en el cos-
to de 19 USD:; por lo tanto, el recorrido cerrado para la casilla 1C:
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En la tabla 5.22, tanto renglones como columnas estan equilibrados en fun-
cién de la oferta y la demanda. El valor del recorrido se estima de la siguiente
manera: al enviar una unidad a la casilla 1C, el costo se elevard en 21 USD, pero
dicha unidad se ha tomado de la casilla 1B y el costo del movimiento disminuye
en 18 USD; a la casilla 2B se le incrementa una unidad con un costo de 20 USD;
esa unidad fue tomada de la casilla 2C, representando una disminucién en el cos-
to de 19 USD; por lo tanto, el recorrido cerrado para la casilla 1C:

Recorrido cerrado: 21-18+20-19 =4

Por lo tanto, si se efectdan los movimientos involucrados en dicho recorrido,
el costo total aumentara en cuatro unidades monetarias por cada unidad de mer-
cancia reasignada. El mismo procedimiento se aplica para la casilla 2A dando
como resultado la tabla 5.23.

o D A B C Oferta
24 18 21
1 L2 18 [21 7500
5999 1501 .
23 20 19
2 6500
1 2999 3500
Demanda 6000 4500 3500 14 000

Tabla 5.23. Valores recorridos cerrados casilla 2A

El valor del recorrido de la tabla 5.23 se evalia sumando los costos de las
casillas que aumentaron su asignacion y restando el costo de las casillas que dis-
minuyeron.

Recorrido cerrado =23 + 18 — 24 — 20 =-3

Es decir, al reasignar una unidad de acuerdo al recorrido cerrado, el
costo disminuird en 3 USD. Por lo tanto, debe hacerse el cambio de unida-
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des conforme al recorrido cerrado 2A, quedando la reasignacion de la siguiente
manera como se muestra en la tabla 5.24.

Para determinar el ndmero de unidades conforme al recorrido cerrado, con-
viene mover tantas veces como sea posible, dado que cada unidad reasignada
disminuird el costo en 3 USD. En este caso, las casillas donadoras son 1A'y 2B
(6000 y 3000), se toma el ultimo valor como la cantidad de unidades a reasignar-
se. Con este cambio la tabla queda de la siguiente manera:

0 D A B C Oferta
24 18 21
1 7500
3000 4500
23 20 19
2 | | 10 ] 6500
3000 2999 3500
Demanda 6000 4500 3500 14 000

Tabla 5.24. Redistribucién de recorrido

Costo total = 288 500 USD

Con este método la distribucion actual ha disminuido respecto a la anterior
en 9000 USD. Dicha cantidad también puede ser obtenida a partir de que una
unidad que se mueve en el recorrido cerrado disminuye el costo en tres unidades;
como se reasignaron 3000 unidades, el costo disminuye en 9000 USD.

5.5.2. Método MODI

MODI, conocido como el método de los costes ficticios, consiste en afiadir a
la matriz de costos una fila y una columna que recogen costos ficticios determi-
nados arbitrariamente (los nimeros MODI), tal que permite calcular los indices

de mejora para las celdas (casillas) no utilizadas. Se aplica la siguiente férmula:

(e Cij + kj =0 (5.3)
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Donde:

r1 = coeficiente r para el renglon 1.
Cij = costo de la casilla asignada ubicada en el renglon iy la columna j.

Kj = coeficiente k para la columna j.

0 D A B C Oferta
24 18 21
1 (24 18 L2 7500
3000 5500 .
23 20 19
2 6500
3000 3500
Demanda 6000 4500 3500 14 000

Tabla 5.25. Distribucién inicial de transporte

De acuerdo a la tabla 5.25. se tomard en consideracion como incdgnitas cin-
co coeficientes r, r,, k , k, y k;, de los cuales se selecciona al azar uno de ellos.
En este caso se considerard rl y se le asigna un valor arbitrario de cero. Al aplicar

la ecuacion 5.2 a las cuatro casillas asignadas, para determinar las restantes r,, kj,

Casilla 1A
r+C,+% =0
0+24+4%,=0
0+4k, =-24
Casilla 1B
r,+ Cp+k =0
0+18+4,=0
0+ 4y =-18
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Casilla 2B
r,+ Cp+ 4y =0
r,+20-18=0
r,=-2
Casilla 2C
r,+ G+ k.=0
2+19+4.=0
ke =-17

Abhora se obtiene el valor de r, + C, +; para las casillas vacias

Casilla 1C

7, + C1C+kC

0+21-17=+4

Casilla 2A
7, + CZB + 4 A

~2+23-24=-3

Luego de realizados los calculos, se establece que la tabla no es 6ptima, pues
no todas las sumatorias de r1 + Cij + kj son mayores o iguales a cero, por lo cual
se debe reasignar unidades en la casilla 2A, que ha tenido resultado negativo
conforme al recorrido cerrado, para lo cual se deberd enviar una unidad a la ca-
silla 1A y realizar las compensaciones necesarias, para lo cual se movera 3000
unidades que dando la tabla de asignacién de la siguiente manera:
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0 D A B C Oferta
24 18 21

| Laa | Las L2

6000 1500 .

23 20 19

2 3000 6500

3500
Demanda 6000 4500 3500 14 000

Con los datos de la tabla 5.26, se procede a recalcular los coeficientes ri y
kj, al tomar de manera arbitraria una de ellas se considerd a kA ,= 0, entonces se

Tabla 5.26. Distribucién inicial de transporte

aplica la férmula 5.3.

Casilla 1A

Casilla 1B

Casilla 2A

Casilla 2C
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rl+24+0=0
r.=-24

1

r1+ClB+kB=0
-24+18+K =0

k, =6

r,+C,+4 =0

r2+23+0=0
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—23+19+kc=0
k. =4

Abhora se obtiene el valor de r, + Cij + kj para las casillas vacias

Casilla 1C
o+ C1c + kc

24+21+4=+1

Casilla 22
r,+ Cyp+ Ay

-23+20+6=14+3

Luego de realizados los cdlculos, se observa que la distribucion actual es
Optima y su costo, con el método del arroyo, es de 288 500 USD.

5.6. Variantes del método de transporte

La condicion de igualdad entre oferta y demanda en la vida practica no siem-
pre se da; es asi, la produccion excede a los requerimientos. Esto significa que la
oferta es mayor que la demanda por lo cual se debe crear un cliente o un destino
ficticio, al cual se asignard el exceso de produccion. Logicamente, los costos
asignados a este destino imaginarios serdn igual a cero. En el caso de que la de-
manda sea mayor que la oferta, se creard un origen imaginario y se procederd de
igual manera de lo antes descrito.

5.7. Ejercicios propuestos

1. Una empresa dedicada a la distribucion de aceite de oliva debe enviar 30
toneladas a Madrid, 40 a Barcelona, 20 a Valencia y 10 a Bilbao. Esta empresa
suministra en Badajoz, C4ceres y Jaén, cuyas disponibilidades son de 35,25y 20
toneladas, respectivamente.
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Por cada tonelada no recibida en los puntos de destino, la empresa tiene unas
pérdidas de 5, 8, 6 y 4 USD, respectivamente. La empresa desea minimizar

Madrid Barcelona Valencia Bilbao Oferta
Badajoz 10 15 20 9 35
Caceres 7 10 15 25 25
Jaén 20 25 30 20 20
Demanda 30 40 20 10

2. Una compaiiia de agua tiene tres depdsitos con una entrada diaria estimada
de 15,20 y 25 millones de litros de agua respectivamente. Diariamente tiene que
abastecer cuatro areas A, B, C y D, las cuales tienen una demanda esperada de 8,
10, 12 y 15 millones de litros respectivamente.

El costo de bombeo por millon de litros de agua es como sigue:

AREAS
Depositos A B C D
1 2 3 4 5
2 3 2 5 2
3 4 1 2 3

3. Se presenta a continuacion la siguiente tabla. Se solicita que se determine
el costo de transporte y la ruta que se debe seguir para optimizar los recursos.

DESTINO DESTINO DESTINO DESTINO OFERTA

1 2 3 4 TOTAL
ORIIGEN 23 27 15 10 100
ORIZGEN 25 30 40 19 300
ORI?()}EN 20 23 29 29 250
100 90 60 200
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