HOMOTECIA

Concepto:

La homotecia es la transformación de una figura geométrica en otra semejante a ella, que hace corresponder a todo punto A de la figura otro punto A´ (homólogo de A) que está alineado con A y con el centro de homotecia O (son colineales), de forma que:

Donde k es una constante distinta de cero, llamada razón de homotecia.

Si los puntos homólogos están en distintos lados del centro de homotecia, ésta se denomina homotecia Inversa; en caso contrario, recibe el nombre de homotecia directa.


Ejemplo de homotecia inversa:
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La razón de homotecia será:
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Ejemplo de homotecia directa:

La siguiente figura es la transformación del polígono ABCD en A´B´C´D´ con respecto al centro de homotecia O. 
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En esta figura puede comprobarse que:



Los lados homólogos de los polígonos ABCD y A´B´C´D, son paralelos. 
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Una homotecia transforma un segmento en otro paralelo, haciendo k veces el primero, siendo k la razón de homotecia. Por tanto, la razón de homotecia se puede obtener dividiendo la longitud del segmento homotético por la longitud del segmento original. Esas longitudes se pueden calcular con la siguiente fórmula:



Tamaño y ubicación de la figura homotética:

· Si k es positiva y mayor que 1: la figura semejante será más grande y estará en el mismo sentido que la original.
· Si k es positiva y menor que 1: la figura semejante será más pequeña y estará en el mismo sentido que la original.
· Si k es negativa y menor que -1: la figura semejante será más grande, pero experimentará una rotación con respecto a la figura original.
· Si k es negativa y mayor que -1: la figura semejante será más pequeña, pero experimentará una rotación con respecto a la figura original.

· Si el centro de homotecia está en el exterior de la figura original y k es distinta de 1, la figura homotética estará separada de la original.
· Si el centro de homotecia está en uno de los vértices de la figura original su figura homotética estará unida a la original por dicho vértice.
· Si el centro de homotecia está dentro de la figura original y el valor absoluto de k es mayor que 1, entonces la figura original se encontrará dentro de su homotética. 
· Si el centro de homotecia está dentro de la figura original y el valor absoluto de k es menor que 1, entonces la figura original se encontrará dentro de la original. 

Situaciones particulares:

· Como las figuras homotéticas son semejantes, si su razón de semejanza es r, entonces, a) la razón entre sus perímetros será también r, b) la razón entre sus áreas será  y c) la razón entre sus volúmenes será 
· Cuando la razón k de homotecia es 1 o -1, se obtienen figuras congruentes (iguales).
· Cuando la razón de homotecia es cero, la imagen se reduce a un punto que coincide con el centro de homotecia.

Ejercicios suponiendo el Centro de homotecia O en el origen del plano cartesiano (0,0):

1. Se tiene un cuadrilátero cuyos vértices son:  Se pide construir un cuadrilátero semejante (cuadrilátero homotético) aplicando una razón de homotecia  

Sean A’, B’, C’ y D’ los vértices de la figura homotética.

 . Significa que la medida del segmento  es k veces la medida del segmento homólogo original. De igual manera:













Para comprobar que la homotecia está bien hecha, se calcula la razón de homotecia como cociente entre dos lados homólogos de la figura original y de la homotética. Por ejemplo: la medida del segmento A’B’ dividido entre la medida del segmento AB, debe dar como resultado la razón de homotecia, en este ejemplo, 

Distancia A’B’:





Distancia AB:




La razón de homotecia es: , que es el valor de la homotecia.

Distancia B’C’:





Distancia BC:




La razón de homotecia es: , que es el valor dado para la homotecia en el ejercicio.

Distancia C’D’:






Distancia CD:





La razón de homotecia es: , que es el valor dado para la homotecia en el ejercicio.

Nota: Si se pidiera calcular el punto medio de cualquiera de los segmentos, se usa la siguiente fórmula:


Por ejemplo, el punto medio del segmento A’B’, es:





En los siguientes ejercicios, los datos son los mismos del ejercicio anterior, variando solo el valor de k para ver la ubicación y tamaño de la figura homotética construida.

2. Se tiene un cuadrilátero cuyos vértices son:  Se pide construir un cuadrilátero semejante (cuadrilátero homotético) aplicando una razón de homotecia 

Sean A’, B’, C’ y D’ los vértices de la figura homotética.









Luego se grafica en el plano cartesiano y se verá que se ha obtenido una figura homotética más pequeña y en el mismo sentido que la original, porque 

3. Se tiene un cuadrilátero cuyos vértices son:  Se pide construir un cuadrilátero semejante (cuadrilátero homotético) aplicando una razón de homotecia 

Sean A’, B’, C’ y D’ los vértices de la figura homotética.









Luego se grafica en el plano cartesiano y se verá que se ha obtenido una figura homotética más grande y que ha rotado con respecto a la figura original, porque 

4. Se tiene un cuadrilátero cuyos vértices son:  Se pide construir un cuadrilátero semejante (cuadrilátero homotético) aplicando una razón de homotecia 

Sean A’, B’, C’ y D’ los vértices de la figura homotética.









Luego se grafica en el plano cartesiano y se verá que se ha obtenido una figura homotética de igual tamaño que la original, que ha rotado con respecto a la figura original y que el centro de homotecia se ubica justo entre ambas figuras.


Ejercicios cuando el Centro de homotecia O no está en el origen del plano cartesiano:

1. Sea un triángulo cuyos vértices son:  Hacer una homotecia de razón  y centro de homotecia 

Sean A’, B’, C’ los vértices del triángulo homotético.

Para calcular las coordenadas del vértice A’ de la figura homotética, se usa la siguiente fórmula:


donde:
 es la abscisa e  la ordenada del vértice de la figura original.
 es la abscisa e ’ la ordenada del vértice de la figura homotética.
 es la abscisa y  la ordenada del centro de homotecia O.

En el ejercicio, para el vértice A’: 




En el ejercicio, para el vértice B’: 




En el ejercicio, para el vértice C’: 




Por consiguiente, los vértices del triángulo homotético son: .

Graficando, se ve que el triángulo homotético es semejante al original y como la razón de homotecia es positiva y menor que 1, es de menor tamaño que el original.

2. Al triángulo de vértices  se le aplicado una homotecia de centro A y razón -2. Determine:
a) Dibuje en el plano cartesiano el triángulo homotético 
b) El perímetro del triángulo ABC
c) El área del triángulo ABC
d) El perímetro del triángulo A’B’C’
e) El área del triángulo A’B’C.

Fuente: Libro de matemática 3º y 4º medio de Saiz y Blumenthal
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