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ECUACIONES DE LA RECTA EN EL SISTEMA CARTESIANO
BIDIMENSIONAL

José Santic A.
LINEA RECTA:

Es una ecuacién lineal o de primer grado con dos variables. Para su determinacién se
requieren dos condiciones, por ejemplo, dos de sus puntos, o un punto y su direccién
(1a pendiente).

FORMAS DE LA ECUACION DE LA RECTA: RESUMEN

Ecuacién principal:

y=mx+n

Ecuacion de la recta que pasa por el origen del plano cartesiano:

y = mx

Ecuacion general de la recta:

ax + by+c =0

Ecuacion de la recta que pasa por un punto (ecuacion punto — pendiente):
Y — Yo = m(x — Xop)

Ecuacion de la perpendicular de un punto a una recta:

)’—J’OZ—n—l(X—xo)

Ecuacion de segmentos o simétrica:

Ecuacion cartesiana o ecuacion de la recta que pasa por dos puntos:

La ecuacién de la recta que pasa por los puntos P; (xq,y1) ¥ P,(x3,y2), es:

Y=Y1_JY17)2
X — X1 X1 — X2



Rectas paralelas:

Li// L, & my =m,

Rectas perpendiculares:
Lll Lzﬁml*mz =-1
Distancia entre dos puntos del plano cartesiano:

Si los puntos son: P; (x1,V1) y P>(x,,¥,) y d = distancia entre los dos puntos:

d=+(xz — %)% + (¥2 — y1)?
DESARROLLO DE LOS TIPOS DE ECUACIONES DE LA RECTA

ECUACION PRINCIPAL:
y=mx +n

Donde m =la pendiente o inclinacién de la recta.
n = coeficiente de posicion (la ordenada en el origen).

y = mx + n es una recta con pendiente m y que interseca al eje Y en el punto
(0,n), siendo n la ordenada en el origen.

Para determinar la interseccién en el eje Y, es decir, para encontrar el punto (0, n), se
hace x = 0y se despeja y.

Ejemplo: Determinar la pendiente y la interseccion en el eje Y de las siguientes rectas:

“«__»n

La interseccién “y” delarectay = 2x + 4 es: (0,4). La pendiente m = 2

“«__»n

La intersecciéon “y” delarectay = 2x —g es: (0, —g). La pendiente m = 2

La interseccion “y”" delarectay = — gx + 4 es: (0,4). La pendiente m = —é
La interseccion “y” delarectay = — gx es: (0,0). La pendiente m = —%
La interseccion “y” delarectay = — gx — 2 es: (0,—2). La pendiente m = —g

Ejemplo: Determine la pendiente y la interseccién y de la ecuacion: —5x + 2y = 8

Despejando y:
2y =5x+8



—2r 4
y=5%

. 5 . .,
Por tanto, la pendiente m = 5y la interseccion y es: (0,4).

Ejemplo: Hallar la pendiente m y la ordenada en el origen n de la recta y la interseccién
ydelaecuacion: 2y + 3x =7

Despejando y:
2y =—-3x+7
3 N 7
3 o 2 ) 2 7
Por tanto, la pendiente m = — 5y la ordenada n en el origen es: 3

Traslacion de graficas:

y = 2x
y = 2x +4
y = 2x—4

Las tres rectas anteriores son paralelas entre si porque tienen igual pendiente m = 2,
con la diferencia que:

y = 2x, pasa por el origen, ya que la interseccién en el eje Y es (0,0).
y = 2x +4,cortaalejeYeny = (0,4)
y = 2x —4 cortaalejeYeny = (0,—4)

Nota para la identificacion de tipos de ejercicios: La Ecuacidn principal de larecta: y =
mx + n

Se usa para: a) Determinar la pendiente y la interseccion “y’ de una recta, b) Para
determinar la ecuaciéon de una recta dada su pendiente y su intersecciéon “y”, c)
Determinar si dos rectas son paralelas o perpendiculares, d) Graficar una ecuaciéon
lineal.

Pendiente de una recta: Dados dos puntos de la recta, P;(x1,y1) ¥ P2(x2,y2) su
pendiente es el cociente entre el cambio vertical y el cambio horizontal entre esos dos
puntos.

cambio vertical — cambioeny Ay y;—y1

Pendiente m = - - = - = =
cambio horizontal cambioenx Ax x,— x4

Siempre y cuando x; # x,, porque si fueran iguales, el denominador seria cero y la
division entre cero no esta definida.



YQ 'yq

Ejemplo: Si (—2,3) y (1, —4) son dos puntos de una recta, ;Cual es la pendiente de esa
recta?

(x1,y1)=(-2,3)
(xZJ yZ): (1! _4)
—4 -3 7

m=TT 3

Ejemplo: La pendiente como razon de cambio.

Lo 5 . 5 . o
¢Qué significa m = 3 ? Teniendo presente que y = mx + n, m = 3 significa que el
valor de y aumenta 5 unidades por cada aumento de 3 unidades de x.

Por ejemplo:

Afio Gasto en educacion (en millones de
pesos)

1970 1.340.093

1980 3.125.134

1990 2.618.455

(Cudl es la pendiente de los segmentos de recta entre 1970y 1980 y entre 1970y 19907
Entre 1970 y 1980:

| 3.125.134 — 1.340.093 _ 1.785.041
m= 1980 — 1970 10

= 178.504,1

Es decir, el gasto en educacién aument6 a razén de MM$178.504,1 por afio en el periodo
de 10 afios entre 1970-1980.

Entre 1970y 1990:



| 2.618.455— 1340093  1.278.362
Mm=""1990-1970 20

= 63.918,1

Es decir, el gasto en educacion aumento a razén de MM$63.918,1 por afio en el periodo
de 20 afios entre 1970-1990.
Tipos de pendientes:

e Pendiente positiva (m > 0): Una recta que se eleva de izquierda a derecha.
e Pendiente cero (m = 0): Una recta que no se eleva ni baja al ir de izquierda a

derecha.

e Pendiente negativa (m < 0): Una recta que baja de izquierda a derecha.

A A A
: - -
Pendlente Positiva Pendiznie Gero Fendiente Negativa
34 ¥
| Recta ascendente Recta descendente

90° < a < 180°
B m<0

0°<a<90°
m>0

| I T X T T I r\ X
.
Recta horizontal 1 Recta vertical
a=0° a =90°
m=0 m=oco

Tener presente lo siguiente:

e Pendiente de una recta horizontal: se dice “la pendiente es cero”, no se dice “no

tiene pendiente”.

e Pendiente de una recta vertical: se dice “la pendiente es indefinida”, no se dice

“no tiene pendiente”.



Ejemplo: Demostrar que los puntos A(—3,4), B(3,2) y C(6,1) son colineales (forman
parte de la recta).

Seran colineales, si la pendiente entre dos puntos es la misma.

Como las pendientes de los segmentos son iguales, los puntos A, By C son colineales.

ECUACION DE LA RECTA QUE PASA POR EL ORIGEN DEL PLANO CARTESIANO:

En este caso:
m = la pendiente o inclinacién de la recta.
n=20

y = mx

ECUACION GENERAL DE LA RECTA:
ax + by+c =0

La pendientem = _Ta

. . sz c
El coeficiente de posiciénn = -

Nota para la identificacién de tipo de ejercicio: Esta forma de la ecuacion de la recta es
util para determinar las intersecciones de dos rectas de manera grafica en el plano
cartesiano:

e Paradeterminar la interseccion y, se hace x = 0 y se despeja y.
e Paradeterminar la interseccion x, se hace y = 0 y se despeja x.

Ejemplo: Encuentre las intersecciones x e y en la grafica de la ecuacion: 5x = 10y — 20.

Para determinar la interseccion y (el punto donde la grafica cruza el eje Y), se hace x =
0y se despeja y:

5(0) = 10y — 20.

0 =10y — 20.
20 = 10y.
y =2



La grafica cruza el eje Y en y = 2. El par ordenado que representa la intersecciéon en Y
es (0,2).

Para determinar la interseccion x (el punto donde la grafica cruza el eje X), se hacey =
0 y se despeja x:

5x =10(0) — 20.

5x = —20.

x = —4.

La gréfica cruza el eje X en x = —4. El par ordenado que representa la interseccién y es
(-4,0).

Ejemplo: Encuentre las intersecciones x e y en la grafica de la ecuaciéon: y = —%x - 1.

Para determinar la interseccion y (el punto donde la grafica cruza el eje Y), se hace x =
0 y se despeja y:

1
y=—30) -1

y=-1

La grafica cruza el eje Y en y = —1. El par ordenado que representa la interseccion y es
(0,-1).

Para determinar la interseccion x (el punto donde la grafica cruza el eje X), se hace y =
0y se despeja x:

0=—1x—1.
3

3(0) = —x — 3.
x = —3.

La grafica cruza el eje X en x = —3. El par ordenado que representa la interseccion y es
(-3,0).

ECUACION DE LA RECTA QUE PASA POR UN PUNTO (ECUACION PUNTO — PENDIENTE):
Y — Yo = m(x — Xo)
Donde m = la pendiente o inclinacién de la recta.

Y2—W1
X2 — X1

m =

Segun la expresidn para m, la ecuacion punto-pendiente se puede expresar como sigue:



Y2—Y1
X, — %, (x — xo)

Y—Yo =

El punto P (x,, y,) es un punto cualquiera conocido de la recta.

Nota para la identificacién de tipo de ejercicio: Se usa: a) Para determinar la ecuacién
de una recta cuando se da la pendiente y un punto en la recta, b) Para determinar la
ecuacion de una recta cuando se dan dos puntos en una recta.

Ejemplo: Usando la ecuacion punto - pendiente deduzca la ecuacion de la recta que pasa
por el punto (1,4) y tiene pendiente -3.

Y — Yo =m(x — xo)

y—4=-3(x—-1)

y—4=-3x+3
y=-3x+7

Ejemplo: Deduzca la ecuacion de la recta que pasa por el punto (1,—2) y tiene
pendiente —%
Fuente: Guia Camila T.

_ 2
m="5
x0:1
Yo = —2

y—yo=m(9zc—xo)
y—(=2) = —g(x—l)

2
y+2=—§(x—1)

Multiplicando por 5 ambos miembros:

5y+10=-2(x—1)
5y =-2x+2-10
5y =-2x—8

_ —2x—-8 2 8

Y=7 5 T8 75

Ejemplo: Usando la ecuacién punto - pendiente deduzca la ecuacion de la recta que pasa
por el punto (3,1) y tiene pendiente 2.

Yy — Yo = m(x — xo)
y—1=2(x—-3)
y—1=2x-6



y=2x-—5
Ejemplo: Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto (—4,3) y tiene pendiente
1
E.
Y—DYo =1m(x — Xo)
y—3=5(x—(-4)
1
y—3= 2 (x+4)
2y—6=x+4
x—2y+10=0

Ejemplo: Escriba como ecuacién punto - pendiente y como principal, la ecuacién de la
recta que pasa por los puntos (2,3) y (1,4).

Sea P(x1,v,) = (2,3).
Sea P(xy,y,) = (1,4).

Para P(x,, y,), se elige cualquiera de los dos, por ejemplo, (2, 3).

. Y2 N (x — xo)
Y—Yo P—— 0
3-27302
y-3=7—>5(x-2)
y —3 = —1(x — 2) como ecuacién punto - pendiente
y—3=—-x+2
y = —x + 5 como ecuacion principal

Ejemplo: Escriba como ecuacion punto - pendiente y como principal, la ecuacidon de la
recta que pasa por los puntos (2,-3) y (-6,9).

Sea P(x1,vy,) = (2,—-3).
Sea P(xy,y,) = (—6,9).

Para P(x,,y,), se elige cualquiera de los dos, por ejemplo, (2, —3)

y_}’ozii:i}i(x_xo)
9—-(-3)
Y= = 0 - 2)

10



12
y+3=_—8(x—2)

y+3=-— ; (x — 2) como ecuacién punto pendiente
3
3 y=—3% +3-3
y = —5Xxcomo ecuacion principal

Ejemplo: Escriba como ecuacién punto - pendiente la ecuacion de la recta que pasa por
los puntos (-2,-3) y (4,2).

Seap(xl;)ﬁ) = (_zl_g)
Sea P(xy,y,) = (4,2).

Para P(x,, V), se elige cualquiera de los dos, por ejemplo, (—2, —3).

_ =y2_y1(x—x)
Y—DYo P—— 0
2-(=3)

y—(=3)= 4_—(_2)(x - (=2))

5
y+3=2(+2)

6y + 18 = 5(x + 2)
6y + 18 = 5x + 10
—5x+6y+8=0
5 —-6y—8=0

Ejemplo: El precio de costo de un articulo A es de $350 y se vende en $600; un articulo
B tiene un costo de $150 y se vende en $300. Si la politica de aumento de precios de la
empresa es lineal, ;cudl es el precio de venta del articulo A cuyo costo es de $20?

A) 218
B) 180
C) 183
D) 105
E) 40
Fuente: Adaptacion Guia Ale:

Solucién:

Los pares ordenados son:

11



(350,600) y (150, 300) lo que permite calcular la pendiente de la recta que une ambos
puntos:

Y, —y1 _300—600 —300 _
X, —x; 150—350 —200

m =

1,5

La ecuacidn de la recta que permite calcular el precio de venta del articulo A es:

y—y1 =m(x —xq)

Eligiendo uno cualquiera de los dos puntos anteriores, por ejemplo, (350, 600)
y — 600 = 1,5(x — 350)
y = 1,5x — 525 + 600
y=15x+75

Six =20
y =15(20)+ 75 =30+ 75 =105

Alternativa correcta: D).
Ejemplo: La demanda de un producto es de 100 unidades cuando el precio es de $5800,

y de 200 unidades, con un precio de $5.100. Determine la ecuacién de demanda
asumiendo que es lineal.

Solucién:
q, = 100
p1 = 5800
q, = 200
p, = 6100

Los pares ordenados son:

(100,5800) y (200,5100) lo que permite calcular la pendiente de la recta que une
ambos puntos:

Y, —y1 5100 —5800 —700 _
x,—x; 200—100 100

m =

La ecuacion de la recta que permite determinar la ecuacion de demanda es:

y—y; =m(x —xq1)
p—p1=m(q —q1)

12



Eligiendo uno cualquiera de los dos puntos anteriores, por ejemplo, (100, 5800)
p — 5800 = —7(q — 100)
p =—7q + 700 + 5800

La ecuacion de demanda es:
p =—7q+ 6500

ECUACION DE LA PERPENDICULAR DE UN PUNTO A UNA RECTA:
Silarectaes: y = mx + ny el punto es: P(x,, V), la ecuacion de la perpendicular es:
1
—Yo=——((x—x
y=Yo=—-( 0)
Ejemplo:

¢Cual eslarecta que pasa por el punto P(—2,5) y es perpendicularalarecta: 2x — 3y =
12?

2x — 3y =12
-3y =-2x+12
3y =2x—12

y—3x

dondem = g
Por tanto, la recta que pasa por ese punto y es perpendicular a la recta dada, es:

y—5=—;(x+2)
y=—;(x+2)+5
3
yz—zx—3+5
3
y=—Ex+2

ECUACION DE SEGMENTOS O SIMETRICA:

Recta que intersecta a los ejes X e Y en el punto (a,0) y en el punto (0, b), siendo a la
abscisa en el origen y b la ordenada en el origen. En otras palabras:

a = punto donde la recta corta al eje X
b = punto donde la recta corta al ejeY

13



Nota para la identificacidn de tipo de ejercicio: Se usa para encontrar la ecuacién de una
recta dadas su abscisa y ordenada en el origen.

Ejemplo: Hallar la ecuacion de la recta cuya abscisa en el origen es 5 y la ordenada en el
origen es -3.

x y

—1+2 =1

a+b
a=5b=-3

x y

-—+—=1

5 =3

Multiplicando ambos miembros por: 15:
X y
3 (15) + =3 (15) = 1(15)

3x — 5y =15
3x—5y—-15=0

Ejemplo: Encontrar la recta simétrica que pasa por los puntos: A(0,5)y B(—2,0).

Cuando se dan las coordenada de los dos puntos, es conveniente hacer la grafica
correspondiente para ver donde la recta corta al eje X (entrega el valor de a) y donde
corta al eje Y (entrega el valor de b)

Se vera que la recta corta al eje X en el punto - 2 y al eje Y en el punto 5, por lo que se
tiene:

a=-2
b=5

—+z=1

-2

Ejemplo (Caso especial): Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto (2,3) y
cuya abscisa en el origen es el doble que la ordenada en el origen.

Fuente: Geometria Analitica, coleccion Schaum, p. 32, n27.

x Yy
5

y—3=m(x—2)

Para x=0 (ordenada en el origen)
y=-2m+3

Para y=0 (abscisa en el origen)

14



—3=mx-—2m
—34+2m=mx
—34+2m

m
Como la abscisa en el origen es el doble de la ordenada en el origen:

X =

—3+2m
——=2(-2m+3)

m
-3+ 2m =2m(—-2m+ 3)
=3+ 2m = —4m? + 6m)
4m? —4m -3 =0

m=—z
3

m=§

Reemplazando en la ecuacion punto - pendiente anterior se llega a la soluciéon dada en
el texto citado:

1
y—3=-3(x—2)

2y—6=—x+2
2y +x—-8=0

. : 3
Hay otra recta si se consideram = 5 (haz de rectas)

3—3 2
y —Z(x )

2y —6=3(x—2)
2y—6=3x—06)
2y—3x=0

ECUACION CARTESIANA O ECUACION DE LA RECTA QUE PASA POR DOS PUNTOS:

La ecuacién de la recta que pasa por los puntos P; (xq,y1) ¥ P,(x5,y2), es:

Y=Y1_Y17 Y2
X — X1 X1 — X2

Ejemplo: Hallar la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (—2,—3) y (4, 2).

y+3 -3-2 -5 5

X+2 —-2-4 —6 6

(r+3)(6) = (x +2)(5)

15



6y + 18 = 5x + 10
6y —5x+8=0
PUNTO DE INTERSECCION DE DOS RECTAS:
Es el punto que se obtiene resolviendo el sistema de ecuaciones correspondiente:
Ejemplo: Encontrar el punto de interseccion de las rectas:

y=3x—2
y=2x+2

y=3x—2
y=2x+2
3x—2=2x+2

x=4
y=24)+2=10

Por tanto, el punto de interseccion es: P(4, 10).

RECTAS PARALELAS:

Dos rectas son paralelas si y solo si sus pendientes son iguales y no tienen puntos en
comun.

Ly// L, & my =m,

Ejemplo: Dos puntos en L;son (8,5) y (4,-1). Dos puntos en L,son (0,2) y (6,-2).
Determine si L,y L, son rectas paralelas.

Y2—W1
m:
X2 — X
_-1-5 6 3
™M= "g T 277
2-2 4 2
M= "0~ "6 "3

Como sus pendientes son diferentes L,y L, no son rectas paralelas.

16



Ejemplo: Considere la ecuacién 2x + 4y = 8. Determine la ecuacién de la recta que
tiene una interseccion en el eje Y de 5 y es paralela a la recta dada.

Paso 1: Determinar la pendiente de la ecuacién dada:

4y = —2x+ 8
2 N 8
Y=gy
-1 + 2
y=-3%
Esdecirrm; = — % Por lo tanto, la pendiente de la recta paralela también debe ser m, =

1

-
Paso 2: La ecuacién anterior tiene la forma: y = mx + n, donde n es el coeficiente de
posicion.

Como larectadebe cortaraleje Yen y = 5, el coeficiente de posicién de la recta paralela
debe ser:n =5

Paso 3:
y=mx+n
1
y=—5x+5

Que eslarectaparalelaalarecta 2x + 4y = 8 yque cortaal eje Yen y = 5, coordenadas
(0,5).

Ejemplo: Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (—2,3) y es paralela a la
recta que une los puntos (4,1)y (—2,2).

P(xO'yO = (_2' 3)
P(xy,y1=(41)
P(x2fy2 = (_2' 2)

_ :)’2—3’1(x_x)
Y—Yo P— 0
2—1

y—3=_2_4(x+2)

1
y—3=_—6(x+2)

—6y+18=(x+2)
—6y—x+16=0

17



x+6y—16=0
RECTAS PERPENDICULARES:

Dos rectas no verticales son perpendiculares si y sélo si el producto de sus pendientes
es -1. (se dice no verticales, porque si lo fueran sus pendientes serian indefinidas).

L1_L L2<=)m1*m2=—1

O bien: Dos rectas son perpendiculares si la pendiente de una de ellas es la inversa con

signo negativo:

1
L1_L L2<=)m1=—m—
2

Ejemplo: Dos puntos en L;son (8,5) y (4,-1). Dos puntos en L, son (0,2) y (6,-2).
Determine si L,y L, son rectas perpendiculares.

-1-5_ 6 3
™= g T T AT

—-2—-2 4 2

M™="0 " "6 3
3.2,
* = =% —-— = —
mq *m, ) 3

Como el producto de las pendientes es — 1, (una es el valor reciproco negativo de la
otra), L,y L, son rectas perpendiculares.

Ejemplo: Considere la ecuacion 5y = —10x + 7. Determine la ecuacion de la recta que
pasa por el punto (4, %) y que sea perpendicular a la ecuacion dada.

Paso 1: Determinar la pendiente de la ecuacién dada:

10 N 7
YETEETS
= —2x + !
y - ve 5
Es decir:m; = =2
Paso 2: Como la pendiente es m; = —2, la pendiente de la recta perpendicular a la
ecuacion dada debeserrm; *xm, = -1 = —-2xm, = -1 =m, = ~L=1

-2 2
1

Paso 3: Como la recta perpendicular debe pasar por el punto P(x,, yy) = (4, 5).
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Multiplicando ambos miembros por 6:

1 1
6(y —) = 6l (x —4)]
6y —2 =3x—12
—3x+6y+10=0

Ejemplo: Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (—2,3) y es perpendicular
alarecta2x —3y+6 =0.

.z , . a 2 2
Como la ecuacidn dada esta en la forma general, la pendiente es: — Pl

Si las rectas son perpendiculares, la pendiente de una de ellas es el reciproco con signo
contrario de la pendiente de la otra. Por consiguiente, la pendiente de la recta pedida

3 y
es: — . Su ecuacion es:

Y =Yo =rr§(x—xo)

y—3=—z(x+2)

2
2y —6 =-3(x + 2)
2y —6=-3x—6
3x+2y=0

Ejemplo 4: Dadas las dos rectas perpendiculares entre si, calcular el valor de k.

kx +(3—K)y+7=0

x+7y+1=0
.z a
Solucién: Recordar que: m = — >
. . ., K
Pendiente de la primera ecuacién: m; = — P
. . ./ 1
Pendiente de la primera ecuacion: m, = —=

Como las rectas son perpendiculares entre si:

mym, = —1
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DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS DEL PLANO CARTESIANO:

Si si los puntos son: P; (x1,y1) y P,(x3,y,) y d = distancia entre los dos puntos:

d=+/(x2 —x1)% + (¥2 — ¥1)?

Ejemplo: Hallar la distancia entre los puntos (—2,3) y (5, 1).

Py = (xq,¥1) = (—2,3)
P, = (x3,¥2) = (5, 1)

d =+/(x2 — x1)% + (V2 — ¥1)?

d=+(5—(—-2))+ (1 —3)?
d =49 + 4 =+/53

Ejemplo: Hallar la distancia entre los puntos (6, —1)y (—4, —3).

Py = (x1,¥1) = (6,—1)
P, = (x2,y2) = (—4,-3)

d =+/(x2 — x1)% + (V2 — ¥1)?

d=(-4-6)2+ (-3 - (-1)?

d =100 + 4 = V104 = V4 - V26 = 2v26

Ejemplo: Demostrar que

los tres puntos siguientes

son

colineales:
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Debera cumplirse que la suma de dos de los segmentos da la medida del tercero, por
ejemplo, que AB + BC = AC.

dag =/ (5+3)2+(2+2)2=vV64+16 =80 =V16-5 = 4V5

dge =/ (9—5)2+(4—2)2=V16+4=v20=V4-5=2V5

dac = /(9 +3)2+ (4+2)2 = V144 + 36 = V180 = V36 - 5 = 6V5
dap + dag = 4V5 + 2V5 = 65

Por consiguiente, los tres puntos son colineales.

Ejemplo: Demostrar que los tres puntos siguientes son colineales:

dap = (=3 =12+ (=7 —5)2 =16 + 144 = V160

dgc = (5——3)2+ (17 — =7)2 = V64 + 576 = V640 = V4 - 160 = 2160

dac =+/(5—1)2+ (17 = 5)2 =16 + 144 =160

dup + dyc = dgc = V160 + V160 = 2V160
Como AB + AC = BC,los tres puntos son colineales.

Ejemplo: Calcular el perimetro del triangulo de vértices:

Hay que sumar las medidas de sus lados, es decir, de los lados: AB, BC y AC.

d =+/(x2 — x1)% + (V2 — ¥1)?

dag =B +3)2+(=2+5)2=v36+9 =45 =3V5
dgc = /(=2 —3)2+ (4 +2)2 = V25 + 36 = V61
dac =+/(=2+3)2+ (4+5)2=V1+81 =82

Por consiguiente, el perimetro del tridngulo es:

dAABC =3\/§+\/6_1+\/8_2

Ejemplo: Verificar que el cuadrildtero que tiene por extremos los puntos:
A(2,4),B(—2,5), C (—4,1) y D(0,0), es un paralelogramo.
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Para que sea paralelogramo sus lados opuestos deben tener la misma medida.

d =+/(x2 — x1)% + (¥2 — ¥1)?

dap =/(-2-2)*+ (5 -2 =V16+1=V17
dgc =/ (—4+2)2+ (1 -5)> =V4+16 =20 = 2V5

dep =0+ 4?2+ (0 -1D? =VI6+1=V17
dps =+/(0—2)7 + (0—4)2 = V4 + 16 = V20 = 25

Como las medidas AB y CD son iguales, y también BC y AD, entonces el cuadrilatero es,
efectivamente, un paralelogramo.

Ejemplo: Los vértices de un triangulo son: A(5, 1), B(2,2) y C (4,3). Comprobar que:

a) Eltridngulo ABC es isdsceles.
b) Las transversales de gravedad trazadas desde los vértices opuestos a los lados
congruentes tienen la misma medida.
Solucioén:

a) Para verificar que el triangulo es isosceles, dos de sus lados deben tener igual
medida:

d =~/(x2 — x1)% + (V2 — ¥1)?

dip =V (2-52+2-1)2=V9+1=+10
dgc =/(4—2)2+(3-2)2=V4+1=15
dea=+(4=52+@B-1)2=V1+4=+5

Como las medidas BC y CA son iguales, el tridngulo es is6sceles de base AB

Ejemplo: Verificar que el triangulo de vértices:
A(-2,2),B(2,1)yC (1, %) ,es isosceles.

Para verificar que el triangulo es isosceles, dos de sus lados deben tener igual medida:

d =+/(x2 — x1)% + (V2 — ¥1)?

dig = (2—-2)2+(1-2)2=V16+1=V17

11 81 [85 /85
dBC=j“‘Z)Z*(T”Z:Jl*Z:j;:T
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11 7 49 |85 /85
dCA=\/(1+2)2+(7_2)2=\/9+(E)2=\/9+T= Viairn

Como las medidas BC y CA son iguales, el tridngulo es isosceles de base AB.

b) Como las transversales de gravedad de un triangulo son los trazos dibujados
desde un vértice al punto medio del lado opuesto, hay que determinar los puntos
medios de los lados BC y CA. Sea F el punto medio de BC y D el punto medio de
CA

X1 +X2 Y1+
M= (25 75
2 2
24+4 243
Mpe—p=|—5—,——)=(, _)
2 2

445 341
Mcy—p = (T :T) = (_ 2)

La transversal que llega al punto medio de_BC parte del vértice B(5, 1), por lo que hay
que calcular la medida del trazo cuyos extremos son los puntos A(5,1) y (3, g)

dAF=j(3—5)2+(g—1)2=j:%=E=_

La transversal que llega al punto medio de_AC parte del vértice B(2, 2), por lo que hay

que calcular la medida del trazo cuyos extremos son los puntos B(2,2) y (3, 2)

9\ 5 25

Es decir, ambas transversales tienen igual medida.

Ejemplo: Determinar el valor de la incognita en la siguiente situacion: La distancia entre
los puntos A(5,2) y B(a,3) es V12

dAB:\/(a_5)2+(3_2)2

dag =+ a2 —10a + 25+ 1
dAB=\/a2_10a+25+1
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Ja? —10a + 26 =12

a? —10a + 26 = 12
a?—10a+14=0

_10+V100-56 10+V44 10+ 2V11

=5+
2 2 2 SEVIT

a

Ejemplo: Determinar el valor de la incégnita en la siguiente situacién: La distancia entre
los puntos A(b, —b) y B(3b, 2b) es 1.

dag =/ (3b — b)2 + (2b + b)?

dap =/ (2b)? + (3b)?
dap = \/4b? + 9b2 = \/13b?

V13bh2 =1

13b2 =1

1
2
b 13

po |L_ 1 (V13 V13
13 yi3 Ji3viz 13

Ejemplo: Dados los puntos 4 (2,1), B (6,—1), C (—2,—1), determinar:

a) dap,dpc, dac .
b) El punto medio M del trazo BC
c) Ladistancia entre Ay M.

d) ;Qué tipo de triangulo se forma?
e) El perimetro del triangulo

f) El area del triangulo

Solucion a):

dap = (6—2)2+ (-1-1)2 =16+ 4 =20
dgc =+/(=2—-6)2+(-1+1)2 =64 =38
doc =/(=2-2)2+ (-1 -1)2 =V16 + 4 =20

Solucién b):

M_<6—2 —1—1)
L2 " 2

M=(2,-1)
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Solucién c): Distancia entre Ay M:
A=(21)
M=(2-1)
day =J(2—-2)2+(-1-1)2=V0+4=2

El trazo AM es la altura del triangulo.

Solucion d): El triangulo es isésceles, ya que tiene dos lados iguales: d g = d-=Vv20
Solucion e): El perimetro de un tridngulo es la suma de sus lados:

Paapc = V20 + 8 +20 = 8 + 220

Solucién f): El 4rea de un triangulo es la base BC por la altura dividido entre 2, es decir:

BC- A
2

8-2 6
—5— = > = 8 unidades al cuadrado

COORDENADAS DEL PUNTO MEDIO DE UNA RECTA:

Sean los puntos P; (x4, Y1), P>(x3,y,) y M = punto medio de la recta.

X1t+X2 Y1t+Y2
M= 25
2 2

Ejemplo: Encontrar el punto medio de un segmento que une a los puntos
(2,4) y (8,-2).

X1+ X3 3’1+}’2)
M =
( 2 ’ 2

M—(2+8 4—2)
“\ 2 72

M=(5,1)

Ejemplo: Encontrar el punto medio del segmento en el plano cartesiano cuyos extremos
son: (—17,3)y (5,—29).

X1+ X3 3’1+}’2)
M =
( 2 2
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_(—17+5 3—29)

2 2
M_( 12 26)
B )
M =(-6,-13)

Ejemplo: Encontrar el punto medio del segmento en el plano cartesiano cuyos extremos

son: (v9,16)y (10,v400).

(xl + X, Y1 + YZ)

V9 +10 16 + 400
2 2

(13 18)

2 )

Ejemplo: Encontrar la ecuacion de la simetral del segmento PQ , donde

M

Como la simetral es el punto medio del segmento PQ, hay que calcular su punto medio:

-1+7 —-6—-4
Mrg = () = (3,-5)

La pendiente del segmento PQ es:

o _Y2myi_—A+6 1
PO x,—xy 741 4

Pero la pendiente de la perpendicular es el valor reciproco de la pendiente con signo
contrario:

Mperpendicular = —4
Ecuacién de la simetral
y=mx+n
Como el punto medio de PQ es (3,-5)
—5=—-43)+n

—-5=-12+n
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EJERCICIOS

y=mx+n
y=—4x+7
y+ix =7
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1.  Siunodelos puntos de la grafica es (6,3) y la pendiente de la recta es %, determine

“o_. N

la interseccion “y” de la recta.

Como el punto es (6,3), entonces x = 6ey =3

m=§

y=mx +n
4

3—5(6)4‘1’1
24
3—11

3—8=n
n = -5

Por lo tanto, el punto y es (0,n) = (0,—5)

2. Siunodelos puntos de la grafica es (9,2) y la pendiente de la recta es g, determine

«__-n

la interseccion “y” de la recta.

Como el punto es (9,2), entonces x =9ey =2

m=—

3
y=mx +n
2==09) +n
18_
3—n
2—6 = n
n = -—4

Por lo tanto, el punto y es (0,n) = (0, —4).

3.  Encontrar la ecuacion general de la recta de pendiente -2 y que pasa por el punto
(1,-3).
Solucién 1:
1.  Partir de la ecuacion Punto-Pendiente: y — y, = m(x — x,)
2.  Reemplazar en esta ecuacién el valor de la pendiente, la ordenada y la
abscisa del punto conocido de la recta.
3.  Transponer los términos de modo que quede en la formaax + by + ¢ =

0.

Siguiendo los pasos anteriores: m = —2; P (1,-3)
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=

Y — Yo = m(x — xo)
2. y-(=3) = -2(x-1)
y+3=-2x+2

3. 2x+y+1=0
Solucién 2:

1.  Partir de la ecuacién principal: y = mx + n
Reemplazar m por el valor dado de la pendiente

“w__»n

3.  Enlanueva ecuacion principal, reemplazar “y” por la ordenada del punto y

«_n

x” por la abscisa del punto.

Despejar y calcular “n”.

Reemplazar “n” en la ecuacién principal.
6. Ordenar los términos de modo que la ecuaciéon quede en la forma ax + by +

c=0.

N

v1 b

Siguiendo los pasos anteriores:

1. y=mx+n

2. y=-2x+n

3. =3=-2(1)+n
4, -3 +2=n =-1
5. y=-2x-1

6. 2x+y+1=20

4.  Encontrar la ecuacién de la recta que pasa por e; punto (3, -5) y tiene una
. 5
pendlenteg

y=mx +n
4

=-x +
y =3x+n

Para encontrar n se reemplazan las coordenadas x e y del punto (3, -5)
4
-5 = 3 3)+n
-5=4+n
n=-9
Por consiguiente, la ecuacion pedida es:
4
=—x—9
y =3%
5.  Escribir a) la ecuacion Punto-Pendiente y b) la ecuacion general de una recta con

pendiente 2 y que pasa por el punto (-7, 8).
Solucidn:
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a) ecuacion Punto-Pendiente:
Y = Yo =m(x —xo)

y-8=2(x-(=7))
y-8 =2(x+7)

b) La Ecuacién General se obtiene transponiendo los términos de modo que quede de
laformaax + by + ¢ = 0.

y-8=2(x+7)

y-8 = 2x + 14

—2x +y-24=0

2x-y +24 = 0.

6. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (-2, -3) y (4,2).
Solucion:

Para P(x,, y,) se elige cualquiera de los dos, por ejemplo, (—2,—3)

_ =y2_y1(x—x)
Y—DYo P—— 0

2—(=3)
y—(=3)= 4_—(_2)(x —(=2))

5
y+3= 3 (x+2)
6y + 18 = 5(x + 2)
6y —5x—8=0
5 —6y+8=0
7.  Hallar la pendiente m y la ordenada n en el origen de la recta 2y + 3x =7

Solucidn 1: Partiendo de la ecuacién principaly = mx + n

2y + 3x =7
2y = =3x + 7

y = —=3/2x + 7/2,luego la pendiente m = — % y la ordenada n en el origen = 7/2

Solucién 2: Partiendo de la ecuacién general ax + by + ¢ = 0

3x +2y—-7=0
Pendiente: m = —% — _%

7
Ordenadaenelorigen=n = ——= —— = 5
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8.  Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto (—2,3) y es paralela a la recta
que une los puntos (4,1) y (—2,2).

_ =y2_y1(x—x)
Y—DYo Pa—— 0
3=271 42

y —_2_4@ )

1
y—3=_—6(x+2)
—6y+18=(x+2)
—-6y—x+16=0
x+6y—16=0

9. Unarecta pasa por el punto (-1,5) y es paralela a la recta con ecuacién 5x - 3y + 7
= 0. ;Cual es su ecuacion?

Solucién:
Y = Yo =m(x = Xo)
y—=5=m(x+1)
_Y=5
M1
La pendiente de larecta 5x -3y +7=0es: m, = —Z = —_is = g

3(y-5) =5x + 1)
3y-15 = 5x +5

—5x +3y —-20=0
5 =3y +20 =0

10. Hallar la ecuacidn de la recta que pasa por el punto (-2,3) y es perpendicular a la
recta 2x -3y +6 = 0.
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Solucion: Si las rectas son perpendiculares el producto de sus pendientes es igual a -1.
O bien, la pendiente de una de ellas es el reciproco con signo contrario de la pendiente

de la otra.

1
ml'm2=—1$m1=—m—
2

En la recta 2x- 3y +6 = 0, que tiene la forma general ax + by + ¢ = 0, la

pendiente es:

—% = —(_is) = 2/3. Luego, la pendiente de la recta perpendicular que se busca sera:
3

2

Sea (%, y) otro punto cualquiera de la recta que pasa por el punto (-2,3) y que tiene una
pendiente = -3 /2. La solucion a este problema se vio en el ejercicio 1y se puede utilizar
su solucion 2.

Solucién:

1.  Partir de la ecuacién Punto-Pendiente: y — y, = m(x — x,)

2. Reemplazar en esta ecuacion el valor de la pendiente, la ordenada y la
abscisa del punto conocido de la recta.

3.  Transponer los términos de modo que quede en la forma ax + by + c = 0.

Siguiendo los pasos anteriores: m = —;; P (—2,3)

L y-y =T’;(X_x0)
y=3=—-3(x-(=2)
3. y-3=-2(x+2)

Multiplicando por 2 ambos miembros:

2y -6 = =3(x + 2)
2y-6 = =3x — 6
4, 3x+ 2y =0

11. ;Cudl es la ecuacion de la recta perpendicular que pasa por el punto medio de las
intersecciones con los ejes de la recta 2x - 3y +6 = 0?7

Solucidn: Si las rectas son perpendiculares, el producto de sus pendientes es igual a -1.
O bien, la pendiente de una de ellas es el reciproco con signo contrario de la pendiente

de la otra.

1
ml-m2=—1:>m1:—m—
2

32



En la recta 2x- 3y +6 = 0, que tiene la forma general ax + by + ¢ = 0, la
pendiente es:

-a/b = —(2/—3) = 2/3. Luego, la pendiente de la recta perpendicular que se busca
sera:

—3/2.

2x-3y +6 =0

2x —3y = —6
—2x +3y = 6
—2x 3y

o T !
1 +1 _
35TV T

Se recuerda que la Ecuacidén de segmentos es la recta que intersecta a los ejes X e Y en el
punto (a,0) y en el punto (0, b), siendo a la abscisa en el origen y b la ordenada en el
origen.

QR

y
-=1
+b

Implica punto de corte en el eje x = (a,0) = (—3,0) y punto de corte en el eje y =
(0,b) = (0,2).

X1+ X3 3’1+}’2>
M = ,
( 2 2

_(—3+0 0+2) 3
B 2 2

L - 3 +3
y-1-= 2(x 2)
. 3 2x +3
Y- 2=
—6x —9
y-1=

4y —4 = —6x-9
4y + 6x+5 =0

6x + 4y +5 = 0 eslarecta perpendicular buscada. En efecto, se recuerda que en esta

recta la pendiente es: m = _Ta = —Z = - ; El producto de ambas pendientes debe ser -

1. En efecto:
m1 m2 = —1

(-
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12. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (4,1) y es perpendicular a la
recta 3x - 4y +8 = 0.

Solucion: Si las rectas son perpendiculares el producto de sus pendientes es igual a -1.
O bien, la pendiente de una de ellas es el reciproco con signo contrario de la pendiente

de la otra.

1
ml'm2=—1$m1=—m—
2

En la recta 3x - 4y +8 = 0, que tiene la forma general ax + by + ¢ = 0, la pendiente
es:

-a/b =-(3/-4) = 3/4. Luego, la pendiente de la recta perpendicular que se busca sera:
-4/3.

Sea (x, y) otro punto cualquiera de la recta que pasa por el punto (4,1) y que tiene una
pendiente = -4/3. La solucion a este problema se vio en el ejercicio 1 y se puede utilizar
su solucion 2.

Solucidn:
1. Partir de la ecuacion Punto-Pendiente: y — y, = m(x — x,)
2. Reemplazar en esta ecuacion el valor de la pendiente, la ordenada y la abscisa
del punto conocido de la recta.
3. Transponer los términos de modo que quede en la forma ax + by + ¢ =

0.

Siguiendo los pasos anteriores: m = 4/3; P (4,1)

1L y—yo=mx—x0)

2. y-1=-4/3(x-4) multiplicando por 3 ambos miembros:
3y-3=-4(x-4),
3y-3=-4x+16

3. 4x+3y-19=0

13. Sefialar si las rectas siguientes son perpendiculares: L1 =3x + 5y-2=0y L2 =5x -
3y+8=0

Solucidn: Si las rectas son perpendiculares el producto de sus pendientes debe ser igual
a-1.

m = -

m, = —
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(my(my) = (— %) * (2) = —1 = Lies perpendicular a L.

14. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (2,7) y es perpendicular a la
rectax-4y+7=0.

Solucidn: Si las rectas son perpendiculares el producto de sus pendientes es igual a -1.
O bien, la pendiente de una de ellas es el reciproco con signo contrario de la pendiente
de la otra.

1
ml'm2=—1$m1=—m—
2

Enlarectax -4y +7 = 0, que tiene la forma general ax +by + c = 0, la pendiente es:
-a/b =-(1/-4)=1/4. Luego, la pendiente de la recta perpendicular que se busca sera:
-4.

Sea (x, y) otro punto cualquiera de la recta que pasa por el punto (2,7) y que tiene una
pendiente = -4.

Solucién alternativa a las de problemas anteriores:

my = —4; P(2,7)

Yy — Yo =m(x — xp)

Resolviendo sellegaa:4x + y +1 = 0.
De otra manera:

y=mx +n
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y=—-4x+n

7 =—-4(-2) +n
n = -1

y = —4x + (1)
4

=
+

<
+
[UnN

Il
[«

15. Hallar la recta perpendicular a 2x + 3y - 7 = 0 que pasa por la interseccién de las
rectasx + y-7=0y2x-3y + 1 = 0.

Solucién:

El punto de intersecciéon de lasrectasx +y-7=0y 2x - 3y + 1 = 0 se obtiene resolviendo
el siguiente sistema de ecuaciones:

Xx+y-7=0 |
2x-3y+1=0

2x+2y-14=0
2x-3y+1=0

después de multiplicar por 2 ambos miembros de la primera ecuacién

S5y-15=0
y=3

Reemplazandoy=3enx+y-7 =0, se obtiene x = 4. Por lo tanto, el punto de interseccién
de las dos rectas es (4, 3).

La pendiente de la recta 2x + 3y -7 =0, es: m =-a/b =-2/3, por lo que la pendiente de la
recta que se busca es su valor reciproco con signo contrario, es decir, 3/2.

y =mx +n

3
y—§x+n

3
3=E(4)+n
3=6+n
n = -3
y =35%
2y = 3x-6
-3x+2y+6 =0
3x =2y —6 =0

16. Hallar la ecuacién de la recta cuya abscisa y ordenada en el origen son 5 y -3,
respectivamente.
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Solucién: Aplicando la ecuacion de segmentos: z + % =1

Donde la recta corta el eje de las abscisas en el punto (a,0) = (5,0) y corta al eje de las
ordenadas en el punto (0, b) = (0, -3).

multiplicando por 15 ambos miembros y ordenando como una ecuacioén general:
3x-5y-15=0

17. Demostrar que el tridngulo con vértices en los puntos A(2,8), B(0,3) y C(7,6) es
isésceles.

Solucién: Un tridngulo is6sceles tiene dos lados iguales, por lo que hay que calcular las
distancias AB; BC y AC y ver si dos de ellas son iguales.

d=(xz —x1)% + (¥, — y1)?
dag =+/(0—2)2+ (3 —-8)2=V4+25=+29
dpc =+/(7—0)2+ (6 —3)2 =149+ 9 = V58
dac =\ (7—2)2+ (6 —8)2=V25+4 =429

Como dyg = dy¢, el triangulo ABC es isdsceles.

18. Demostrar que el cuadrilitero con vértices en los puntos
A(1,2),B(4,4),C(59) y D(2,7) es un paralelogramo.

Solucién: Una propiedad de los paralelogramos es que sus diagonales se dimidian
mutuamente (se intersectan en el punto medio de cada una). Entonces, bastara probar
que las dos diagonales tienen el mismo punto medio.

X1 tXy; Y1+ }’2)
M =
( 2 2
El punto medio de la diagonal AC =
_ (1 +5 2+ 9) 11

7 2 )=6GP

"2
El punto medio de la diagonal BD =
_(4+2 4+7)_(3 11

2 2 2)
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Como los puntos medios de las diagonales coinciden, el cuadrilatero ABCD es un
paralelogramo.
JSA. Ecuaciones de la recta.docx
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