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Prefacio

Estimados alumnos:

Este texto ha sido desarrollado especialmente para ustedes, y es el resultado del aporte de muchos
colegas del Departamento de Matematica de la Universidad Técnica Federico Santa Maria, que a
lo largo del tiempo han dictado este curso. Las diferentes secciones incorporan apuntes de pro-
fesores tanto de Casa Central como del Campus Santiago, especialmente Pedro Gajardo y Erwin
Hernandez. En esta version, éstos han sido editados por quien suscribe, para que su estructura
incorpore no solo los contenidos que se espera conozcan en profundidad, sino que también una
gran cantidad de ejercicios resueltos y propuestos, que esperamos resuelvan con entusiasmo, pa-
ra lograr mejores aprendizajes. Hemos optado también por incluir muchas demostraciones de los
teoremas que revisaran en clases. No es el objetivo que todas éstas sean vistas en clases. Mds bien,
esperamos que los alumnos interesados, tengan la posibilidad de profundizar en la aprehension
de los conceptos involucrados, y de comprender cémo se realiza la construccion del conocimiento
matemadtico. Esperamos que esta segunda version, atin preliminar, les sea de utilidad, y que cual-
quier error que encuentren (por cierto, involuntario), nos sea informado al mail indicado abajo.

Es importante que tengan presente que este apunte no reemplaza las clases. Para lograr un buen
aprendizaje de los conceptos e ideas que considera este curso, es fundamental que asistan a clases,
participen activamente en ella, estudien de manera metddica, ojald estructurando un horario de
estudio diario, prepardndose siempre para su proxima clase y que planteen a sus profesores cual-

quier duda que les surja.
Cordialmente,
Verénica Gruenberg Stern

Departamento de Matemética
Universidad Técnica Federico Santa Maria

veronica.gruenberg@usm.cl


mailto:veronica.gruenberg@usm.cl
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Capitulo 1

Numeros Reales

1.1. Introduccidon

El objetivo del cdlculo en una variable es estudiar funciones definidas sobre la recta real, por lo
que es importante conocer mds profundamente sus propiedades basicas, para desarrollar funda-
damente los conceptos del calculo.

Histéricamente, los conjuntos numéricos aparecen en forma paulatina, y en el mismo orden en
que los conocemos a lo largo de nuestro desarrrollo escolar. Conocimos primeramente el conjunto
de los niimeros naturales, denotado por IN, también llamado conjunto de enteros positivos, denotado
por Z". Para determinar soluciones de ecuaciones algebraicas, fue necesario introducir primero
el conjunto de los niimeros enteros, denotado por Z y luego el conjunto de los niimeros racionales,
denotado por Q.

Mas precisamente:

N = {1,2,3,--}
7 = {-,-2,-1,0,1,2---}

Q = {% ab e, byé()}

Cabe sefialar que, para los gedmetras griegos, los ntimeros eran razones entre segmentos de
recta. En un comienzo, pensaban que todos los ntimeros eran racionales, o, en la terminologia de
la época, que todo segmento de recta era conmensurable. Ellos suponian que dados dos segmentos
derecta ABy A'B’, siempre era posible encontrar un tercer segmento M N y ntimeros naturales n
y n’ de modo que M N cupiera n veces en AB y n’ veces en A'B’. Asi, la razén entre AB 'y A’B’
seria B/ Pero, el descubrimiento del Teorema de Pitdgoras echo por tierra esta creencia, ya que de él
se dec?uce que un tridngulo rectdngulo isésceles de lados (catetos) de longitud igual a 1 tiene una

hipotenusa de longitud V2, y v/2 no es un ntimero racional, es decir

Ba,beZ, b0, tal que %:\/5

Un ndmero real que no es racional se llama irracional. Asi, v/2 es irracional. Notemos que V2 se
obtiene como solucion de la ecuacion con coeficientes enteros

22 =2
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Los ntimeros reales que se obtienen como soluciones de ecuaciones con coeficientes enteros se
llaman niimeros algebraicos. Dejamos como ejercicio al lector probar que todo ntimero racional es
un namero algebraico. Los ndmeros reales que no son algebraicos se llaman niimeros trascendentes.
Ejemplos conocidos de nimeros trascententes son 7 y e.

A pesar de lo anterior, es posible construir el conjunto de los ntiimeros reales, que denotamos
por R, a partir de Q. Sin embargo, no es ese nuestro objetivo aqui, por lo que consideraremos
los ntimeros reales como objetos no definidos (o conceptos primitivos) y sobre los cuales estan
definidas dos operaciones binarias: la adicién y la multiplicacién, que satisfacen ciertos axiomas,

que le dan la estructura que conocemos.
1.2. El Cuerpo de los Niimeros Reales

Sea IR el conjunto de los ntimeros reales, que dotamos de las siguientes dos operaciones:

1. Adicién: Denotada por “4” y que satisface que: siz,y € Rentonces z +y € R
llamada propiedad de clausura o cerradura de la adicién o suma.

2. Multiplicacién: Denotada por “- 7 que satisface que: siz,y € Rentonces z-y € R
llamada propiedad de clausura o cerradura de la multiplicaciéon o producto.

Siz,y,z € R, las operaciones arriba definidas satisfacen los siguientes axiomas:

Axioma Adicién Multiplicacién

Asociatividad (x4+y)+z=az+(y+=2) (-y)-z=a-(y-2)

Existencia del
Aistencta de 0eER: 24+0=2x J1eR: z-1==x
Elemento Neutro

Existencia del
xistencia de I(—a)eR: 4+ (—2)=0 |3z ' eR: z-2 ' =1, Yz #£0
Elemento Inverso

Conmutatividad r+y=y+zx TYy=y-x

Distributividad z-(y+z2)=x-y+x-z (x4y)-z=z-2+y-z
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Decimos entonces que R dotado de la suma y multiplicacién que satisfacen las propiedades

anteriores es el cuerpo de los niimeros reales, o que el trio (R, +, -) tiene estructura de cuerpo.

OBSERVACION:

1.

Notamos que “0” representa al elemento neutro para la suma y “1” al elemento neutro para
a multiplicacién. Estos neutros deben ser disti o el conjunto de los ntimeros reales se
1 Itipl Est tros deb distintos o el to de 1 1

reduciria al cero.

Es posible probar que los elementos neutros son tinicos.  En efecto:
supongamos que 0y 0’ son dos elementos neutros para la suma. Entonces:

0+0 = 0 0 t
+ pues i es neutro Por conmutatividad: 0+0' = 0’40 dedonde 0 = ¢/
0+0 = 0 pues0 esneutro

Anélogamente para el neutro multiplicativo, cuya demostracion dejamos como ejercicio.

Siz € R, suelemento inverso aditivo serd denotado por “(—z)” y el inverso multiplicativo
de x € R serd denotado por “z~!”. Notar que hablamos de “su “inverso aditivo o multipli-
cativo. Esto se debe a que éstos son tinicos.  En efecto:

sea a € Ry supongamos que 3 — a,b € R, ambos inversos aditivos de a. Entonces:
a+(—a)=0 = b+(a+(—a))=0+0) = (b+a)+(—a)=>b Comobesinverso

aditivodea: 04 (—a) =10 —a =b.

Anélogamente con el inverso multiplicativo.

. Como siempre, la diferencia entre dos ntimeros a,b € R se definepor b—a=b+(—a), y

el cociente entre dos nimeros reales a,b € R con b # 0 se define pora-b~! y se denota por

u a

¢” opor “a/b”.

Con estos axiomas y considerando las definiciones anteriores es posible demostrar las siguien-

tes propiedades en R.

PROPOSICION 1.2.1 Sean a, b, ¢, d € R; entonces:

1.

a+b=a+c = b=c

. —(—a) =a.

a(b—c¢) = ab — ac.

ab=acy a#0 = b=c

a£0 = (@Y l=a
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7.ab=0 = a=0 VvV b=0.

8. (—a)b = —(ab) = a(-D).

9. Sia,b#0, entonces (a-b)"!'=a"1 b1

Dem. Demostraremos algunas y las deméas quedan de ejercicio:

2. Sia € R, entonces existe —a € R tal que a + (—a) = 0. Por lo tanto, a es el inverso aditivo
de —a. Pero, el inverso aditivo de —a es —(—a). Luego, por la unicidad del inverso aditivo,
se tiene que —(—a) = a.

4. Notamosque 0-a=(04+0)-a=0-a+0-a Yy luego, aplicando la propiedad 1., se tiene
que 0-a=0.

7. Seana,b € R:ab=0. Sequiere probarquea =0 V b =0. Supongamos que b # 0, luego
b posee inverso multiplicativo, y multiplicando la ecuacién por b~! se obtiene:

ab=0 = (ab)-b'=0-0'=0 = ab-bH=0 = a-1=0 = a=0
9. Notamos que, sia,b# 0, entonces
(@t o (ab)=(at b -(ba)=a"t - (b7 ) -a=at 1a=ata=1
Pero, el inverso de ab es (ab)~!, de donde necesariamente, por la unicidad de este inverso,

(a-b)t=a"t b1

Ejercicios Propuestos

1. Demuestre las siguientes propiedades:

—0=0 y 171=1

0 no tiene elemento inverso multiplicativo.

Si a # 0 entonces la ecuacion ax + b = ¢ tiene solucién tnica.
(~1)-(-1) =1
3

(~a)? = a® y (-a)* = —d’.

2. En el conjunto de los nimeros naturales IN se define la operacién *, por x xy = 2¥. Determine

si esta operacion satisface los axiomas de asociatividad o de conmutatividad.

3. Muestre que si aj, az, - - -, a, son nimeros reales y ajas - - - a, = 0 entonces alguno de los a;
debe ser el neutro aditivo.
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4. Resuelva la ecuacion (x —2)(2x+3)(bx+1) =0

5. Considere el conjunto > = {0,1} dotado de la suma y productos definidos por las
siguientes tablas:

+10]1 01
0011 0]0
1]1]0 1701

(Posee Fy, dotado de estas operaciones, una estructura de cuerpo?

6. Sea A = QU {V/2}, con las operaciones habituales de suma y producto en R. ;Satisface A los
axiomas de cuerpo ? ;Y el conjunto B = {a+bv/2,a,b € Q} dotado también de la sumay
producto usual?

7. Suponga que se definen en R — {0} las operaciones siguientes:

Dy =2y, rOy=x+y

(Cudles de los axiomas de cuerpo son satisfechos por el trio (R — {0}, ®, ®)?

1.3. Axiomas de Orden

Ademas de los axiomas de cuerpo, el conjunto R satisface los llamados axiomas de orden. Para
enunciarlos, considere el conjunto que denotamos por R y al que llamaremos conjunto de los
niimeros reales positivos. Este verifica los axiomas conocidos como axiomas de orden:

Axioma
Clausura para la suma r,yeRT = oz +yecRT
Clausura para el producto r,ye R" = z-yeR*
Tricotomia reER = 2R Y —2eRT VY 2=0
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DEFINICION 1.3.1 Definimos el conjunto de los niimeros reales negativos como el conjunto

R ={-z/xeR"}
OBSERVACION:  Notar que R=R U{0}URT.

DEFINICION 1.3.2 Sean a, b € R. Diremos que:
1. a esmenor que b, y escribimosa <b, siysélosi b—a € RT.
2. aes mayor que b, y escribimosa > b, siysdlosi b < a.
3. aesmenor oigualab, yescribimosa <0, siysblosi a <b V a=0b.

4. a esmayor oigualab, yescribimosa >b, siysélosi a>b V a=0.

OBSERVACION:
m <0 <= 0—acRt «<— —aqeRt <«— acR™
>0 <= a—0€RT <= aeR"

= En la recta numérica real, * < y ssi z estd a la izquierda de y en dicha recta. Con esta

representacion gréfica, la idea de orden en R y la ley de tricotomia resultan evidentes.

PROPIEDADES 1.3.1 Sean a, b, ¢, d € R; entonces se tiene que:
1. Se verifica exactamente una de las siguientes:
a <b, a=b, a>b

Dem. Sea ¢=b—a. Porelaxiomade tricotomia: ¢>0, ¢=0 o ¢<0.
Luego, b—a>0, b—a=0 o b—a<0.

2.a<b AN b<ec = a<ec

Dem. b—a>0 A c—b>0 = (b—a)4+(c=b) = c—a > 0 = a<c
3.a<bAcelR = at+c<b+e
4. a<b AN c<d = at+c<b-+d.
5. a<b A ceRT = ac < be.

6. a<b AN —ceRT = ac > be.
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8. a#0 = a?>0

Dem. a#0 = a>0V a<0 Sia>0,elaxioma de clausura para el producto
implica que a®> > 0. Sia < 0, la propiedad 6.con b=0 y c=a, implica que a® > 0.

9.4>0 = al>0

Dem. Supongamos que a~! < 0. Entonces: a-a~'=1<0, locual evidentemente es
una contradiccion. Por lo tanto a=* > 0.

10. 0<a<b = al>bt
Dejamos como ejercicio la demostraciéon de aquellas propiedades que no hemos probado.

Ejercicios Resueltos

1. Va,beR: a®+b%>> 2ab

Dem. Sabemos que z? >0 Vz € R. Luego:

a,bER = a—-beR = (a—0*>0 = a*>—2ab+b*>0

a?+b® > 2ab Va,beR

1
2.VaeRT: a+=>2
a

Dem. Sabemos que Va € R : a—1€ R. Luego:
(a—1)%*>0 = a*-2a+1>0 = da*+1>2a

Como a > 0, multiplicando esta desigualdad por a~! se obtiene lo pedido.

1
3.Si a+b=1, probar que a?+b* > R
Dem. Sabemos que Va,b € R : a? + b > 2ab.
Ademés, por hipétesis: a+b=1 = a? + 2ab+b? = 1. Sumando, obtenemos:

1
202 4 2ab + 2b% > 1 + 2ab = a2+b22§.

4. Sia,b,c € R™ entonces

2ab 2ac 2bc

+ + <at+btec
a+b a+c b+c
Dem. Notamos que los términos del primer miembro de la tesis son andlogos. Tratemos
. . . 2ab
de construir el primero, es decir, .
a+b
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Sabemos que a® 4+ b?> > 2ab. Sumando 2ab, obtenemos:

(a + b)? > 4ab. Como
a+ b > 0, dividimos por esta tltima expresiéon y obtenemos:

4ab a-+b 2ab
a+b> = >
a+b 2 a+b
Andlogamente:
ate 2ac A b—l—c> 2bc
2 T a+c 2 T b+ec
Sumando las tres tiltimas desigualdades, obtenemos lo pedido.
5.Sia, b€ RT™ entonces
2 — b
T 1 S ab < a —2"_
a + b
Dem.

En realidad, se pide demostrar dos desigualdades para a,b € R

— b 2
ab§a+ A .
2 -+

< Vab

o=

Demostremos la primera:

ab € R" = (avbe Rt = a-+vbeR'

= (Va-vbP =20 =
a—2vVab+b>0.

\/%g a—2|—b

Demostremos la segunda:

Por la primera desigualdad: a+b > 2v/ab. Multiplicamos por v/ab y dividimos por a+b:

2
ab < Vab — 2
a+b 4

< Vab

Q=
=

EJERCICIOS:

1. Demostrar quesi ay b son ntimeros reales positivos, entonces v/a + b < \/a + v/b.

. . b
2. Demostrar que si a y b son nameros reales positivos, entonces — + — > 2.
a

IS

. - 1 1
3. Demostrar que si z es un niimero real positivo, entonces 3+ 2T+ .

4. Si a+b=1, probar que:

a) ab

IV
=

b) a*

+
S
[N
vV
oo =
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Demuestre que si a, b, ¢, d son reales positivos, entonces (ab + cd)(ac + bd) > 4abcd.
Demuestre que si a, b, ¢ son reales positivos, entonces (a + b)(b + ¢)(c+ a) > 8abe.
Demuestre que si a, b, ¢ son reales positivos, entonces ab + be + ac < a? + b? + ¢2.

Demuestre que si a,b,c > 0, no todos iguales, entonces

(a+ b+ c)(bc+ ca+ ab) > 9abc

Demostrar quesi 0 <a <b entonces a<b < a?<V?
Demuestre que si a + b+ c = 6, entonces a? + b? + ¢? > 12.

Demuestre que si z,y,z € R entonces

— < Yxyzr < ———
+1i41 = v== 3

8=
<= W

Si a, b, c son reales positivos y distintos entre si, demuestre que

at+b+e ab + bec + ca 2 1
3 > 3 > (abc)3

Si a, b, c son reales positivos, demostrar

a2+ P+ P +a?
+ +
a+b b+c c+a

>a+b+c

Seanz,y € RT,conz <1< y. Probarque 1+ zy<z+y.

b
Sia>by m,neR’;, demuestre que b<m<a.
m-+n
b b
Sia#b#c, abceR, demuestre que ot + +C+azc>6.
C a
. 1 2 9
Demuestre que sia,b € RT, entonces — + — > )
a b a+2b
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1.3.1. Intervalos

Para simplificar la notacién de ciertos subconjuntos de R, introduciremos la notacién de inter-
valos. Sean a,b € R tales que a < b. Se definen los siguientes conjuntos:

Nombre Notacion Definicion

Intervalo Abierto la, b] {reRla<x<b}

Intervalo Cerrado [a, b] {reR|a<z<b}

Intervalo semi-abierto por la izquierda la, b] {reRla<x<b}

Intervalo semi-abierto por la derecha [a, b] {reR|la<z<b}
Intervalo infinito abierto por la derecha | | — oo, b] {zeR|z<b}
Intervalo infinito cerrado por la derecha | ] — oo, b {reR|xz<b}
Intervalo infinito abierto por la izquierda la, 00| {reRla<z}
Intervalo infinito cerrado por la izquierda |  [a, 00| {reR|la>z}

DEFINICION 1.3.3 Los numeros reales a,b y los simbolos co, —oco se llaman valores extremos del

intervalo en cuestién. Si sus valores extremos son ntimeros reales, el intervalo se dice acotado.

10
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1.3.2. Inecuaciones Lineales

Entenderemos por inecuaciones lineales 6 de primer grado a expresiones algebraicas que pueden
reducirse a la forma

ar+b>0 V ax+b>0 V ar+b<0 V ax+b<0

donde a,b € R, a # 0 y x es una variable real.

Resolver una inecuacién es determinar todos los z € R que la satisfacen, lo cual se logra apli-
cando los teoremas anteriores.

El conjunto solucién de una inecuacién de la forma p(z) > ¢(z) es el conjunto:

S={zeR|p(x)>q(x)esverdadero }

Ejercicios Resueltos

1. Resuelva: Ll > 5

Solucién: Veremos dos métodos para resolver esta inecuacion, teniendo presente que = # 1.

11—
Métodol il —5>0 = T S0,
x_

rz—1

Para que este cuociente sea > 0, es necesario que:

(11-52>0 A z—-1>0) Y (I1-52<0 A 2-1<0)

11
Luego, el conjunto solucién es S = ] 1, = [

Método2| Sise desea “multiplicar cruzado ”, se debe tener presente el signo de x — 1:

) 11 11
m Siz>1: 6>Hrx—-—5 = :):Sg = 5’1:}1,5[.
. 11
m Siz<l: 6<b5x—-5 = ng = Sy=10
11
Por lo tanto, S=5US85; = } 1, = [

2. Probar quesi 3z —5¢€]|—2,4] entonces z €]1,3].

Soluciéon: 3z —-5€]—-24 = -2<3zx-5<4 = 3<3x<9 = zec]l,3|

1—-3x

z—1 <
3x+2 > 7

3. Resuelva el siguiente sistema de inecuaciones:

Solucién: La primera inecuacion tiene solucion z < 2 ylasegunda z > 2. Como ambas
condiciones deben satisfacerse simultdneamente, la solucion del sistemaes S = [g, 2} .

11
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4. Resolver V22 +1>+/x—3.

Solucién:  En primer lugar determinamos las restricciones del problema, es decir, el con-

junto de valores z € R para los que las raices cuadradas tienen sentido:

1
2cr4+1>0 AN x2—3>0 — xz—i AN x>3 — r >3
Resolver la inecuacién propuesta es equivalente a resolver

20 +1>2—-3 = x> —4 S = [3,00[N]—4,00[= [3,00]

5. Resuelva la siguiente inecuacién, determinando la solucién en términos del pardmetro m:

m(x—1)<z+2

Solucién: mx—m<z+2 = (m—1)z <m+2.
2 2
Luego: si m—1>0: x§m+ ysi m—1<0: x2m+.
m—1 m—1

(Qué sucede si m = 1? La ecuacién original queda: = — 1 < z + 2, la que es vélida Vz € R.

Asi, la solucién de la inecuacion en términos del pardametro m es:

[m+2

UL N ] s om>1
m—1

P
{ sim <1, R si m=1, ] m

"m—1

Ejercicios Propuestos

1. Resuelva las siguientes inecuaciones:

a) 2z —1<x+3 ) (x—2)2>2%2-1
T r—3
_r d >1
b) —5 <20 +1 ) 5152

2. Si 22+ 3 € [1,2], ;aquéintervalo pertenece z?
L
2x+3

3. Si z € [1,2], ;aquéintervalo pertenece

4. Resuelva la ecuacién
1 1 2

r—1 -3 x-m
¢Qué condiciones debe cumplir el parametro m para que la solucién sea menor que 1? ;Y

para que la solucién sea menor que 0?

12
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5. Resuelva la ecuacién
2c—m xz+m 4dxr—m

z+2 x2—4 2xr—4

¢Qué condiciones debe cumplir el pardmetro m para que la solucién esté entre -1y 1?

6. En la fabricacién de cierto producto, los costos mensuales totales estdn dados por la ecuaciéon
C' = 2500 + 100z, donde x es el ntimero de unidades producidas. Si el precio de venta se fija
en $150, determine el niimero minimo de unidades que deben venderse mensualmente para
asegurar que no hayan pérdidas.

1.3.3. Valor Absoluto

DEFINICION 1.3.4 Sea x € R. Se define el valor absoluto de =, que denotamos |z|, como:

T si x>0
|z| = .
—x st x<0

OBSERVACION:
n2<0 = —2x>0 VzeR: |z >0 A (Jz|=0 < x=0).

» Elvalor absoluto de z representa, geométricamente, la distancia de x al origen. De esta forma,
dados z,y € R se tiene que |z — y| representa geométricamente la distancia que hay entre =

ey.

v

®
4
4

P J

P Y

PROPIEDADES 1.3.2 Paraz,y € Ry c € Rt U {0} se tiene que:
1. |z| > 0, ylaigualdad se satisface siy solo si z = 0.

2. |z -yl = x| - [yl-

3. | —z| = |zl
4. x| <c — —c<z<ec
5. |lz| = |y|| < |z +y| < |z] + |y|. (Desigualdad Triangular)

6. |z| > ¢ <~ < —c V z > c
Dem. Demostraremos las propiedades 4., 5.y 6:

13
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Verénica Gruenberg Stern

4. lz| <e¢ = —c< -z Por otra parte, z=|z| V z=—|z| Ast:
—c < —Jz| <z < |z|] < ¢ —c<z<c
Suponga —c<z<ec. ComozeR: z>0 Vv z<0.
Si z>0: |z|=x<c
. = 7l <e
Si 2<0: |z|]=—-2<c
5. a) Probemos en primer lugar que |z +y| <|z|+ |y|. Notar que:
ol < @ < o
v <y <y
—(lz[+1y)) < z+y < 2|+ ]yl
Syl < e+ Jyl
b) Probemos ahora que |lz| —|y|| < |zr+y|. Notar que:

| =z +y—yl <|lz+yl+|—yl=lz+yl+ |yl

= lz] = ly| < |z+y|

yl=ly+z—zf<ly+zl+lz| = Jyl-l|z| < |zr+yl
[l =yl < |z +yl
6. [=] |z] > ¢ = —lz| < —c
Luego,si z>0: z=|z|>c y si r<0: z=—Jz|]<—c
Si x<-—c entonces —xz>c. Comoc>0: |z|]=—-z>c = |z| > e
Si z>c¢ ycomoc>0: |z|=x>c¢ = |z| > c.

1.3.4. Ecuaciones e Inecuaciones lineales con valor absoluto

Anéalogamente al caso anterior, resolver una ecuacién o una inecuacién lineal que posee en

su planteamiento valores absolutos, es determinar el conjunto de todos los niimeros reales que la

satisfacen, o la transforman en una proposicién verdadera.

14
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Ejercicios Resueltos

1. Resolver |3z —2| < 4.
Solucién:

2
Br —2] <4 & —4<3r—-2<4 & 2<3xr<6 & —§<x<2. Por lo tanto,

S =]-2,2]
1
2. Resolver —— >2
|z + 7|
Solucién: Notamos que z # —T. Ademds, como |z + 7| > 0 Vo € R — {7} :
! >2<:>]+7|<1<:> 1< +7<1<:> 15< < 13 Por lo tanto
T - —— <=z - —— <z < ——. ,
lz+7 2 2 2 2 2
S:]—§,—7[U]—7,%[
3. Resolver |z — |z — 1| < 2.
Solucién: lz—|z—1]| <2 = —2<z—|lr—-1<2
= 2<|z—-1]-x<2 = r—2<|zx—1]<zx+2

Si z>1: z—-2<x—-1<z+2. Lasoluciéneselintervalo: Sy = [1,00[.

Si x<1l: z-2<1—-2<x+4+2. Luego, 2x<3 A 2z>-1, dedonde

1 3 1
—3 <z< 7 Asi, la solucién en este caso es Sp = [—2, 1 [
. 1
Por lo tanto, la solucién es S=5,US8p = [—2, %) {

4. Resolver |z —2|+[3z—2|>T.

-2 iz>2 3z — 2 iz >
T sl x > y ‘3$_2|:{ T sl x>

Solucién: Tz —2| =
| | {—(x—Q) siz<2 —(Br—2) siz<

WD Wi

Luego, deberemos analizar tres casos:

11 11
r>2 r—243x—-2>7 = x>z = 51:]4,00[
2 7
§§x<2 2—x+3x—-2>7 = z>3 = So =10
2 3 3

11
LuegO/ 5251U52U53::|—OO,—2|:U:|4,00|:

15



CAPITULO 1. NUMEROS REALES Verénica Gruenberg Stern

2
-3 1
5. Demostrar que |z —2| <2 — Hi_‘ <T.
z+1
2
-3 1 1
Solucién: Como |2 —22F1|_ |22 — 3x + 1| - |——|, acotaremos separadamente
z+1 r+1

ambas expresiones.
Notamos que:
w22 -3z +1=|z-2)(z—-1) 1| <|z—2||zr - 1|+ 1.

Luego, debemos acotar |z — 1|: sabemos que [z —2| < 2 = -2<z-2<2.
Sumando1l: —-1<z—-1<3 = |z—-1]<3.

Ast: |22 -3z + 1< |z 2|z —1]+1<2-3+1=T7.

» Paraacotar |——|, nuevamente usamos la hipétesis: |z —2| <2 =

T +
1 1
2<r—2<2 = l<z+l<d == =K <1 <1
5 r+1 r+1
Multiplicando ambas expresiones, obtenemos lo pedido.
Ejercicios Propuestos Resolver las siguientes ecuaciones e inecuaciones en R:
1) [22-3|=5 2) |z—1]+]z+1]=2
3) |lz—=2—-2]=2 4) |lz+1-2/=2+3
5 |x—m|=2m,conm e R 6) [2z—1|/<5
7) |z—3]>2 8) |z—1| < |2z —1]
9 |lr—1|+]z—-2|+|z—-3|<5 10) |z — |2z —5|| >4
11) 3z > |z — |2z —7|| 12) ||z —m| — |z +m]|| < 2m
13) ||z —3|-3] <2 14) |z —7| <5 < |5z — 25|
1 1
15) 4—z|+ ————>2 16) 4—z|+ ————=> -2
V2l —dr + 4 V2l —dr + 4

17) Demuestre que si |z — 3| <1, entonces 6 <z +4 < 8.

16
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24228
18) Probar quesi |z —2| <3 entonces ‘m‘ <14
43
20 —6 26
19) Hallar 6 > Otalquesi |z —4| <d entonces LH — 5 <1073
X

1.3.5. Inecuaciones cuadraticas

Entenderemos por inecuaciones cuadrdticas 6 de segundo grado a expresiones algebraicas que

pueden reducirse a la forma
ar’? +br+c>0 V ar’+br+c¢>0 V ar’l+br+c<0 V ar’+br+c¢<0

donde a,b,c € R, a # 0 y x es una variable real. Como antes, resolver una inecuacién de este tipo
es determinar todos los « € R que la satisfacen.

Para resolver una inecuacién cuadrética, consideremos su ecuacion cuadrdtica asociada:
2 _
ar* +br+c=0

cuyas soluciones se pueden determinar reescribiendo la expresién, como se muestra en los siguien-

tes pasos:

) o b b* b2 b\? (b —4dac
O=ar"+br+c=alz"+-2+———|+c=alz+ ) —|—F |,
a 4da  4a 2a 4a

concluyendo

( b )2 b2 — 4dac —b  Vb?—4ac
= == + —

$+% 4a? x—% 2a

Los valores de « que satisfacen la ecuacion se llaman raices y su existencia en R y multiplicidad
dependen del signo del discriminante A definido por

A :=b* — 4ac.
Se tendran entonces los siguientes casos:

= Si A > 0, la ecuacién posee dos raices reales y distintas;
= S5i A =0, la ecuacién posee raices reales e iguales;

= Si A <0, la ecuacién no posee raices en R. Estas serdn raices complejas conjugadas.

17
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OBSERVACION: A partir de la expresion para las raices, es posible deducir las siguientes relaciones
entre los coeficientes a, b, ¢, que dejamos como ejercicio al lector:

—b c
X1+ X = — r1Tog = —.
a a

Recordemos que, de la Geometria Analitica, sabemos que la representacién gréfica de la ecua-
cién cuadratica :
y=ar’+br+c cona,b,ce Rya #0,

es una parabola, donde a corresponde al coeficiente cuadratico, b al coeficiente lineal y c al término
independiente. La expresion puede tomar la siguiente forma:

B 9 B i 2_ b? — dac
y = ar*+br+c = alx+ — .
2a 4a

y,si y =0, se tiene una ecuacién cuadratica. Notamos que:

» Si A = b? — dac > 0 entonces la curva cruza dos veces el eje z (se tienen dos soluciones
para la ecuacién cuadratica), si A = 0 entonces la curva toca el eje x solo una vez (se tiene
una sola solucién) y si A < 0 entonces no cruza el eje x (se tienen dos soluciones complejas
conjugadas).

) b? — dac . b? — dac o

= Sia > 0entonces y > i y por el contrario, si a < 0, entonces y < ———— . Gréfi-
a a

camente, si a > 0 entonces la ecuaciéon cuadrética corresponde a la gréfica de una pardbola

«abierta hacia arriba», y si a < 0, corresponde a la gréfica de una pardbola «abierta hacia

abajo».
—b b2 —4 b b2 — 4
s Para v = —— se debe tener y = 2 R punto | ——, —2 2% se llama vértice.
2a 4a 2a 4a
L 9 e b .
» La graficade y = ax”+bx +c es simétrica respecto de la recta z = ~%4" En efecto, si tomamos
= b + 1 = b t t>0
T 79 yoonTmy,
se tendréa
b it b\? b —dac .2 b? — dac
= Q _— _— —_—_— = S —
u 2 2 4d 4a
b ‘4 b\ b —dac (—t)? b? — dac
= Qa _— = —_— _ = qal— —
Y2 2a 2a 4a 4a

de donde y; = ys.
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% __,-'
h ._.l'..
‘\ y,
i -
I " i = i I L] E
)
¥ =—n—1 Fy=— 2t
.

Utilizando todas estas consideraciones, obtenemos los graficos que se muestran en la figura de

arriba, de donde podemos concluir que, de acuerdo al signo del coeficiente principal a y los valores

del discriminante A, se tienen los siguientes casos, que ilustramos primeramente de manera grafica
e interpretamos luego analiticamente:

i}

b —dac<0

a0 a0
b"‘—drjr.",‘:-l’fl

b —dae=0

* |

' Fhete=0

YeeR
]‘ a<0
e {1
“ “ I - 3 e b —dae<l
B —dnes0 b —dae=0
ur"‘+br—r.'-c0 YreR

19
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» Supongamos que se quiere resolver az®+ bz +z >0, a > 0. Hay 3 posibilidades:

e A >0 en cuyo caso hay 2 soluciones reales distintas de la ecuacién cuadrética aso-
ciada (estamos en la situacion de la primera figura). Si llamamos 71,72, 1 < r2 a estas

raices, entonces la solucion es | — oo, r1[ U |ra, ool.

e A =0 en cuyo caso hay solo 1 solucién real de la ecuacién cuadratica asociada (es-
tamos en la situacién de la segunda figura). Si llamamos r; a esta raiz, entonces la
solucion es | — oo, r1[U]ry, ool

e A <0 en cuyo caso no hay soluciones reales de la ecuacién cuadratica asociada (es-
tamos en la situacién de la tercera figura). Entonces la solucién es R.

» Supongamos que se quiere resolver az? + bz +x >0, a > 0. Hay 3 posibilidades:

e A >0 en cuyo caso hay 2 soluciones reales distintas de la ecuacién cuadratica aso-
ciada (estamos en la situacion de la primera figura). Si llamamos 1,72, 1 < r2 a estas

raices, entonces la solucién es | — oo, 71| U [ra, ool

e A =0 encuyo caso hay solo 1 solucién real de la ecuacién cuadrética asociada (esta-
mos en la situacién de la segunda figura). Entonces la solucién es R.

e A <0 en cuyo caso no hay soluciones reales de la ecuacién cuadratica asociada (es-
tamos en la situacién de la tercera figura). Entonces la solucién es R.

» Supongamos que se quiere resolver az? + bz +x <0, a > 0. Hay 3 posibilidades:

e A >0 en cuyo caso hay 2 soluciones reales distintas de la ecuacién cuadratica aso-
ciada (estamos en la situacion de la primera figura). Si llamamos 1,72, 1 < r2 a estas

raices, entonces la solucién es |rq, ra].

e A =0 encuyo caso hay solo 1 solucién real de la ecuacién cuadrética asociada (esta-

mos en la situacién de la segunda figura). Entonces la solucién es 0.

e A <0 en cuyo caso no hay soluciones reales de la ecuacién cuadratica asociada (es-
tamos en la situacién de la tercera figura). Entonces la solucion es (0.

» Supongamos que se quiere resolver az? 4+ br +x <0, a > 0. Hay 3 posibilidades, que

dejamos como ejercicio al lector, pues es analogo.
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Ejercicios Resueltos

/ 1
1. ReSOIVer m S |LE — 1|
Solucién: |/ ! ! Luego, la raiz cuadrada est4
olucion: — = = uego, la ralz cuadrada esta
22— 2r+1 (z— 1) z — 1] &

<lz—1| & Jz—12>1.

bien definida siempre que x # 1. Lainecuacién queda T
x p—

Como |z—1|>=(r—1)?, debemosresolver z?—2z+1>1 & 22—2z=x(x—2) > 0.

S =] —00,0] U [2,00].
2. Resolver 24|z +2/</1-]z-3|
Solucién: Para que la raiz cuadrada esté bien definida:
1—|x—=3[>0 = |x—3|<1 = —-1<z-3<1 = 2<zx<4
En este intervalo: z+2>0 . |z+2/=x+2.

Asi, debemos resolver equivalentemente x<y/1—|z—3|

Como ambos miembros son positivos, podemos elevar al cuadrado: 2?2 < 1— |z — 3|
= 1-22>z-3|
Si 2<x<3: 1-22>3-2 & 22—2+2<0, cuyo discriminante es < 0, y como

a =1 > 0, no hay soluciones en este intervalo.

Si 3 <z < 4 1-22 >2-3 & 22+ 2 -4 <0, cuya solucién en R es
—1—-+17 —-14v17 -1 —-+17 -1+ 17
, * . Sin embargo, : + N[3,4] = 0.
2 2 2 2
Asi, el conjunto solucién es S =0.

3. Resuelva Viel =2 <z +2].

Solucién: Las restriccionesson: |z|—2>0 < |z[>2 < <a; >2 Vv z< —2)

Como ambas expresiones son mayores o iguales a 0 podemos elevar al cuadrado sin alterar
la desigualdad:
2| —2 < (z+2)?

t-2<(x+2? & 22432+6>0. ComoA <0, S4=][2 00
—(242) < (#42)? & 22+45246>0 < (z+3)(z+2)>0

Luego, Sp=]—o00,—3] U {—2}.

Por lo tanto la soluciénes S =S54 U Sp =] —o00,—-3] U {2} U [2,00].
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4. Demuestre que para todo a,p, ¢ € R, las raices de la ecuacién

1
= — son reales.

Solucién:

Notamos que, para que la ecuacién tenga sentido, se requiere que = # p, * # q. Con estas
condiciones, la ecuacion es equivalente a:

a*(x —p) +d*(x —q) = (z — p)(z — q)
2? = (2" +p+q)r+a*(p+q) +pg =0

Debemos probar que el discriminante de esta ecuacion es siempre mayor 6 igual a cero.

Notemos que:

A= (20" +p+q)? —4(a*(p+q) +pg) = (p — ¢)* + 4a*

Como (p—¢q)?>0 y a*>0, setieneque A > 0.

Ejercicios Propuestos

1. Encontrar el conjunto solucién para cada una de las siguientes inecuaciones:

a) 2% <3 —b5x
by —224+2x—-5<0

c) a3 — 222 < —x? + 22

22

K Valtz+1>z—2

D) |22 — 10| < k con £k € R

m) |z3 —1] > |z — 1|2

) x3 — 2622 + 25z .
(@2 + 24 1)(2z —2)

(22 — 22 — 3)\/4 — |z — 2|

il
)(x2—|—3x+7)(4x—1) 32 +1
2\(2

0) (1+x%)(z 4x+3)<0

v —2[2x — 5|7
) V4 — |z —2|(2® — 22— 3) -0
P (22 +3247)(4dx —1) V322 + 1
2 \/8—]2x—9|—2\/x—1<0

(2 4 6x +10) |3z — 5| —
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2.

10.

Considere la ecuacion cuadréatica 22 + (2k + 1) + k(k +9) = 0. Determine k € R tal que la
ecuacion tenga:

a) Raices reales distintas.
b) Raices reales iguales.

c) No tenga raices reales.
Encontrar los valores de r € R tales que

VeeR: ra?—r(r—1)z+2r<0

. Encontrar los valores de r € R tales que

VeeR: (B-rz?+2(1—r)z+2(1-7)<0

(Para qué valor(es) de m las raices distintas x1 y x2 de la ecuacién
(m+1)2*> —2c+m—1=0
pertenecen al intervalo ]0, 2[?

(Para qué valor(es) de m las raices distintas x1 y x2 de la ecuacién
(m—2)22—7(m—-1z+12m—-3=0

cumplen que |z; —x3| = 3m —17?

2

. e+ ar —2
;Para qué valores de a € R se tiene que —3 < TS
¢ 2?2 —x+1

Determine todos los valores que pueden tener dos multiplos consecutivos de siete, si su
producto debe ser mayor que 294.

Determine las dimensiones que puede tener una cancha, si no debe sobrepasar 88[m?] de
superficie y su largo debe ser tres metros mas que su ancho.

Determine el 6 los valor(es) de m € R de modo que el punto de interseccién de las rectas del

sistema

2

r—y = m2+2m
r+y = m°—4

pertenezcan al rectaingulo con vértices A = (0,—4), B = (10,—4), C = (10,1), D = (0,1).
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1.4. Axioma del Supremo

El conjunto de los ntimeros racionales Q) satisface muchas de las propiedades de R. De hecho,
también tiene estructura de cuerpo. Sin embargo, intuitivamente podemos visualizar que éstos no
estan pegados, es decir, que muy cerca de cualquier ntimero racional, siempre es posible encontrar
un nimero que no es racional. Por ejemplo, entre 1,41 y 1,42 (ntimeros escitos en forma decimal
que corresponden a ntimeros racionales) se encuentra v/2 . La pregunta es cémo dar cuenta de esta
completitud de R. Para ello, introduciremos los siguientes conceptos:

DEFINICION 1.4.1 Sean A C R, a, b € R. Diremos que

1. a es una cota inferior de A ssi Vx € A: a < x. Siexiste una cota inferior para A, diremos
que A es acotado inferiormente.

2. besuna cota superiorde A ssi Vo € A: b>x. Siexiste una cota superior para A, diremos

que A es acotado superiormente.

3. A es acotado si tiene cotas inferiores y superiores. Es decir:
ACR esacotado <= da,beR:VxeA: a<z<b
OBSERVACION: Si A tiene una cota inferior, entonces tiene infinitas cotas inferiores. Andlogamente

para cotas superiores. Luego, es posible considerar la mayor de las cotas inferiores y la menor de
las cotas superiores, lo que da origen a la siguiente

DEFINICION 1.4.2 Sea A C R.

1. Un ntmero real a se dice infimo de un conjunto A si es la mayor de las cotas inferiores de

A. Escribimos en este caso: inf(A4) = a. Es decir,

a=if(Ad) <= VzeA:a<z A d <a paratoda cotainferiora’ de A

Siinf(A) € A entonces el infimo se dice minimo, y escribimos min(A4) = a.

2. Un namero real b se dice supremo de un conjunto A si es la menor de las cotas superiores
de A. Escribimos en este caso: sup(A) = b. Es decir,

b=sup(Ad) <= VezeA:b>xz A b >0b paratoda cotasuperiort’ de A.

Sisup(A) € A entonces el supremo se dice mdximo, y escribimos méax(A) = b.
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PROPOSICION 1.4.1 Si A C R posee infimo y/o supremo, éstos son tnicos.

Dem.

En efecto: supongamos que a y a’ son ambos supremos de A. Entonces, a’ < a pues a = sup(A4)
y a<d puesa =sup(A). Asi necesariamente a = d'.

Analogamente con el infimo.

EJEMPLO 1.4.1 Determine cotas inferiores, cotas superiores, infimo, supremo, médximo y minimo,
si es que existen, para cada uno de los siguientes conjuntos:

= A=]-1,9] » D=[-5-3]U]-19]
= B=[-1,9]

» C =]0,00] 'EZ{i7n€]l\T}
Solucién:

» Para Ay B las cotas superiores son todos los x € R : x > 9; las cotas inferiores son
todoslosz € R: = < —1. .. Ay Bson acotados. Ademds: infA = infB = -1
sup A =sup B =09.

A no tiene minimo ni méximo. minB = -1 y mixB = 9.

= (C es acotado inferiormente pero no superiormente. inf C' = 0.

» Fesacotado. supF=1=méaxF. infFE =0.

Presentamos a continuacion la propiedad que caracteriza la diferencia entre Q y R que corres-
ponde al Axioma del Supremo o de Completitud de R.

Todo subconjunto no vacio de niimeros reales superiormente acotado, tiene supremo.

De este axioma se concluye, simétricamente, el siguiente
TEOREMA 1.4.1 Todo subconjunto no vacio de nameros reales acotado inferiormente tiene infimo.
TEOREMA 1.4.2 Sea A C R, A # (), acotado superiormente, y sea a = sup(A). Entonces,

Ve >0 (noimportacudn pequeno) g A: x0>a—¢

Dem.

Notamos que todo ntiimero real  menor que a puede ser escrito en la forma a — ¢, donde
€ = a — x. Es decir, esta es otra manera de decir que ningin niimero menor que a es una cota
superior de A.
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TEOREMA 1.4.3 IN C R no es acotado superiormente. (51 lo es inferiormente).

Dem.

= 0 € R es una cota inferior para IN.

= Probaremos que IN no es acotado superiormente por contradiccion:

Supongamos que IN es acotado superiormente. Luego, Ja € R: a =sup(IN).
n<a YnelN

Pero
nelN = n+1elN, VnelN

n<a VYnelN — n+1<a YVnelN — n<a-—-1VnelN

Es decir, hemos encontrado otra cota superior, menor que la anterior, para IN, lo cual es una

contradiccion.

TEOREMA 1.4.4 Propiedad Arquimedeana

VeeR: dnelN: xz<n

Dem.
Supongamos lo contrario, es decir:
dJreR VnelN: n <z locualsignificarfa que N es acotado superiormente, que acabamos

de probar es falso.

COROLARIO 1.4.1 )
VeeRT: IneN: 0<=-<z
n

Dem. )
Sea y € R* cualquiera, y definamos =z = - € R*.
Y

1 1
Por la propiedad arquimedeana, como y € R: —=y<n yluego 0<—<u.
r n

TEOREMA 1.4.5 Sia,b € R, entonces, 3 p eEQ: a< p <b.
q q
Dem.
Aplicamos la propiedad arquimedeanaa 2 =b—-a, n=¢q dedonde ¢(b—a)> 1.
También, obtenemosque JjcIN: j > qa.
Sea ahora p el menor entero positivo tal que p > ga. Porlo tanto, p—1 < qa.
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Asi:
< 1 b—a)=qb
ga < p<gqa-+ < qa+qlb—a)=q
q(b—a)>1
p
qa < p < qgb = a<-=<b
q

OBSERVACION: Sabemos que existen niimeros que no pertenecen a Q pero si a R. Por ejemplo, v/2.
El axioma del supremo nos permite construirlo a partir de los nimeros racionales. Veamos que
V2=sup{z € Q:z>0A2? <2}

Consideremos el conjunto A= {z € Q:x > 0Az? < 2}.
Six € A entonces z < v/2. Luego,

Ve>0 JaoeQ: V2—e<ay<V2

es decir, /2= sup(A). Maés en general, se tiene la siguiente

PROPOSICION 1.4.2 Sia > 0 y n € IN entonces el ntiimero real

n

j=sup{z eR:2" <a} satisface " =a
PROPOSICION 1.4.3 Si A es un conjunto no vacio y acotado entonces
infA < supd

Dem. Sean:

a=mf(A) = VeeA: a<z

= ag<zx<b VreAd coooa<b
b=sup(4) = VeecA: <D

PROPOSICION 1.4.4 Si A C B son conjuntos no vacios y B es acotado entonces
inf B <infA <supA <supB

Dem. Sean: a = inf(A), a’ = sup(4), b = inf(B), b = sup(B).
V=sup(B) = VexeB: z<U. Enparticula,comoACB: VrxeA: z<UV.
*. I’ es una cota superior de A, y por lo tanto @’ < ¥’ (a’ es la menor de las cotas superiores).
Anélogamente con los infimos:
b=if(B) = VzxeB: z>b. EnparticulacomoAC B: VreA: x>b.

.. besuna cota inferior de A, y por lo tanto b < a (a es la mayor de las cotas inferiores).
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Ejercicios Propuestos
1. Muestre que sup|a, b] = sup[a, b[=b;
2. Muestre que inf]a, b[= inf[a, b[= q;

3. Determine, si existen, sup e inf de los siguientes conjuntos:

1 2n? —3
: N :
a) A {n n e } f){1+2n nG]N}
b) A=1{0,3,0,33,0,333,...}
c) A= {803 80:33 80,333 } ) 72712_5 :nelN
g 14+4n2 "
d A= {xEIR x <3}

e){2:+13:n€]N} h) {1—1 nE]N}U{Q—i:nE]N}

4. Sean A, B subconjuntos no vacios de R, acotados superiormente. Defina el conjunto
AB={abeR:a€c A AN be B}

Demostrar que sup(AB) # sup Asup B pero que si A, B C R, entonces se cumple
la igualdad. Muestre ademas que sisup A <0 y sup B < 0, entonces

inf(AB) = sup Asup B

5. Sean A, B subconjuntos de R no vacios y acotados. Demuestre (aquellas que son verdaderas)
6 refute (mediante un contraejemplo en el caso de las falsas):

a) sup(A N B) < inf {sup A4, sup B}
b) sup(AN B) = inf {sup A, sup B}
¢) sup(AU B) > sup {sup 4,sup B}
d) sup(AU B) = inf {sup A,sup B}
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1.5. EJERCICIOS DE CONTROLES Y CERTAMENES

1.5.

10.

Ejercicios de controles y certimenes

. Determine si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas:

2

—

(07

2 _ 2
a) Sea a € R, entonces existe x € R tal que a: @ <0
|z —a| + 22 +2+2
1
b) Sean A\ e R*",z € R y « >1, entonces (=1 (Az?+ Az + A) >
Resolver en R:
x—lz| 1
el
xr Xz
1
Sea A=<SzeR: z= 3 +(-1)", neN
a) Determine si A es acotado.
b) Determine si existe sup(A) e inf(A). ;Existen maximo y minimo de A?
Resolver:
Q) — 2> b) x4z < 2
|z — 4
Determine, si existen, sup A e inf A para A = { :L_ 7 :nmeN }
n
. . . . . 2 —6z+9
Encuentre el conjunto solucién de la siguiente inecuacioén: P v <1
xre — 40 —

Se definen los conjuntos:

22 +5x —6
= R 0
T = {sers TR 0]
Determinar: SNT7 y S—T
Resolver:
1+ |22 -3 4 1—
o L2280y p Vietloverb
|z + 5| vao—1

Resolver en RR:
2vVal+ar+1—x <|z+3

Determine los valores de k£ € R tal que

22— (k+ 1Dz +k>>0, Ve e R
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Capitulo 2

Funciones

En gran parte de la matematica y de las ciencias naturales se presentan relaciones «funciona-
les». Por ejemplo, el volumen y la superficie de un cono dependen de la altura y del radio basal del
mismo; la posiciéon de una particula en movimiento depende del tiempo, la cuenta de la luz y del
agua dependen del consumo respectivo, etc. En general, cuando los valores de ciertas «cantidades»
estdn determinadas por los de otras, diremos que las primeras dependen de las segundas, o que
estdn en funcion de ellas.

2.1. El Concepto de Funcién

Para entender el concepto de funcién consideremos dos conjuntos A y B. En lenguaje coloquial,
una funcion o aplicacién f de A en B, es un «criterio», «regla» o «férmula» que a cada elemento de
A le asocia un tnico elemento de B. A se denomina el dominio de f (denotado por Dom(f))y B
el conjunto de llegada de f. Sia € A, el tinico elemento de f que se le asocia por intermedio de f se
denota, habitualmente, por f(a) y se denomina la imagen o el valor de f en a. Al conjunto formado
por todas la imagenes de A se le denomina también imagen de f (Im(f)), recorrido de f (Rec(f)) o
codominio de f (Codf).Si f(a) es un elemento en el Rec(f), entonces a es su preimagen, y

Rec(f) = {f(zx)eB: ze€ A}

NOTACION 2.1.1 Las notaciones mds usadas para una funcién f de A en B son f: A — B escri-
biéndose al lado o debajo la férmula o criterio, mediante el cual a los elementos de A se le asocian

Unicos elementos en B. Es decir:

f: A — B

o f@) 0 f:A— B, z~ f(x)

EJEMPLOS:

1. Sea E un conjunto formado por n articulos, es decir, E = {a1,a2,---a,} y F un conjunto
formado por m etiquetas, cada una marcada con precios, es decir, F' = {p1,p2, - pm}. El
proceso de «etiquetar» los articulos (con una sola etiqueta) es una funcién f: £ — F. Si
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al articulo a; se le asocia (al adherirsele) la etiqueta p;, escribimos f(a;) = p; y podemos
interpretar esto como que el articulo a; vale p;.

2. Sea ¢ : N — NN la funcién que a cada n € IN le asigna el nimero minimo de monedas

necesarias para completar $ n. Entonces:

©(1) = ¢(5) = ¢(10) = ¢(50) = ¢(100) = ©(500) =1

©(2) = p(6) = p(11) = p(15) = (20) = p(51) = p(55) = ¢(60) = p(101) = ¢(105) =
©(110) = (200) = p(501) = -+ =2

OBSERVACION: Notemos que si en lugar de niimero minimo hubiésemos considerado el
nimero maximo de monedas requeridas para formar $ n, entonces la funcién seria diferente:
el nimero maximo de monedas habria coincidido con n.

Si simplemente hubiésemos dicho el niimero de monedas requeridas para formar $ n, la funciéon
no estarfa bien definida, ya que, por ejemplo, $ 11 se podria formar de varias maneras. Es

importante, en la definicién de una funcién, que la imagen esté claramente determinada.

3. Lafunciéon f:R? — R?* talque f(x,y) = (x + y,x — y), asigna a cada elemento de
R? un nuevo elemento en R2. Por ejemplo:  f(1,2) = (3, —1).

4. Sea E = {1,2,3} y considere la funcién ¢ : P(E) — Ny, ¢(A) = #A
Asi, porejemplo  f({3}) =1, f(0)=0 y f(F)=3.
5. f: R — R, x> f(z) =22 Eneste caso, Dom(f)=R y Rec(f)=DRg.

6. Se desea construir un estanque horizontal de acero para almacenar gas, que tenga forma de
cilindro circular recto de 3 metros de largo, con una semiesfera en cada extremo. Expresar el
volumen V del estanque, como funcién del radio r de la semiesfera.

4
El volumen contenido por las semiesfera sera: Ve (r) = gmﬂ‘g.
El volumen contenido en el cilindro: Ve(r) = 3mr2.
1
Luego, el volumen del estanque es: Ve(r) = §7r7*2(4r +9)

2.2. Funciones reales

Las funciones reales de variable real serdn el objeto de estudio en este curso. Es decir, queremos
estudiar funciones f:A— B donde A, B C R. Estas funciones son del tipo de los ejemplos
5.y 6. sefialados arriba. En particular, el ejemplo 6. ilustra la forma en que las funciones permiten
modelar situaciones reales.
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OBSERVACION: A veces, escribiremos f: A CR — R. Estanotacién serd usada para indicar
que el dominio de f es A, donde A es el mas grande subconjunto de R en donde la férmula 6
expresion que la define tiene sentido.

Muchas veces, por abuso de lenguaje, se define una funcién sélo sefialando la «férmula». En es-
tos casos, nuevamente se considerard que el dominio de esta funcién es el mas grande subconjunto
de R en donde la férmula 6 expresiéon que la define tiene sentido, es decir

Dom(f) = {z€eR: f(z)eR}

DEFINICION 2.2.1 Sea f: A CR — R. Llamaremos grdfico de la funcién f, al conjunto

Gy={(z,y) eR*: y = f(x)}

Por lo tanto, podemos representar una funcion real como una curva o figura en el plano R?.

EJEMPLOS:

1. Funcién constante:

f:ACR —R, f(z) =K, K €Rfija.
Dom(f) =R, Rec(f) ={K}.
Como se ve, la grafica corresponde a una recta

paralela al eje x.

2. Funcién identidad:

3. Funcién parte entera:

f:ACR —R, f(zr)=][z] donde [z]esel ’ -
mayor entero menor o igual que z. S a} :

Dom(f) =R, Rec(f) = 7.
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4. Funcién afin: f:ACR —R, f(z)=azr+0, a,bec Rfijas.

Dom(f) =R, Rec(f) = R.
La grafica es una recta de pendiente a que corta al eje Y en b.

5. Funcion cuadrética:

fiACR —R, f(z)=2%
Dom(f) =R, Rec(f) = R§

6. Funcion valor absoluto:

Dom(f) =R, Rec(f) = R{.

7. Funcién raiz cuadrada:

FIACR—R, f(z)= /

Dom(f) = R{, Rec(f) = R{.

8. Una funcién definida por tramos:

fla) = { 20 +1 si z>1

2 si o<1

OBSERVACION: A partir de las gréficas conocidas, es posible construir las graficas de las funciones
trasladadas, en forma vertical u horizontal, o reflejadas respecto a los ejes coordenados, conside-
rando las siguientes propiedades:
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1. La ecuacién y = f(z) + ¢, donde ¢ € R", graficamente representa un corrimiento vertical
Y g p

de la gréfica de y = f(x), en ¢ unidades hacia arriba.

2. Laecuacion y = f(x—c), donde c € RY, graficamente representa un corrimiento horizontal
de la graficade y = f(x), en ¢ unidades hacia la derecha.

3. La ecuaciéon y = — f(z), graficamente representa una reflexiéon de la gréafica de y = f(x),

respecto al eje x.

4. La ecuacién y = f(—=x), graficamente representa una reflexién de la gréfica de y = f(z),

respecto al eje y.

EJERCICIOS:

1. Construya las graficas de las siguientes funciones g a partir de las gréficas de f:

a) g(z) = ii—; apartirde f(x)= é

b) g(x) =—v/1—x+2 apartirde f(z)=x
¢) g(x) = |z? — 22 — 3| apartirde f(x)=|z|

2. Resuelva grificamente las siguientes ecuaciones e inecuaciones:

a) Vr—2=4—=x c) Hx|—2|<1

b) V2—z<ux d) j >z
3. Determine el dominio, el recorrido (como subconjuntos de R) y el gréfico, de las siguientes
funciones:
W) f(z) = Va ¥ 1 D 1@ =
b) f(z) =+va? -1 e) f(z) =+ [z]
o) f(z)=v—x f) fz) = 2;1: +11

DEFINICION 2.2.2 Diremos que dos funciones f y g son iguales ssi tienen el mismo dominio, el

mismo conjunto de llegaday f(z)=g(z) Vze A

OBSERVACION: A veces se considera s6lo que tengan el mismo dominioy f(z) = g(z) Vz € A.

72

-1
EJEMPLO 2.2.1 Las funciones f(z) = x+1, g(x) = [ son diferentes, pues 1 € Dom f
T —

pero 1 & Domg.
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2.2.1. Algebra de Funciones

Por «élgebra de funciones» entendemos las «operaciones» mds usuales entre funciones, que

definimos a continuacion :

DEFINICION 2.2.3 Sean A € R, y las funciones con igual dominio f,g: A C R — R. Definimos
las siguientes operaciones:

a) (f+g)(z) = flx)£glx) VzeA
b) (f-9)(x) = f(z)-g(x) VzeA
O O\ f)@) = A f(z) Vee A
N 10 wens o

» (D)@ =10 weas g 2o

OBSERVACION: Si Dom(f) # Dom(g), las operaciones se definen en la interseccién de ambos,
excepto en el caso del cuociente, donde a la interseccién se le debe restar el conjunto de puntos en

los que el denominador se anula.

EJEMPLO 2.2.2 Considere las funciones en sus dominios respectivos y determine en cada caso

f+g, f—g, f-g. ;Cudl esel dominio de g?

1. f(z)==x y g(z) = [x].
Domf = R = Domg. Porlotanto, Domf + g =Domf - g = R.

(f+9)e)=z+[z], (f-g)@)=z-[z], (f 9)(z)=2lz]

Para determinar el dominio del cuociente, notemos que [z] =0 < 2 €[0,1. Luego,

Dom<f> =R -1[0,1].

9

2. Sean f(z) = V9 —2? y g(z) = vz —1. Entonces, Dom(f)=[-3,3] y Dom(g) = [1,00].
Luego, Dom(f+g)=1[1,3]. Andlogamente para las otras operaciones, excepto el cuo-

f

ciente, para el que Dom <g> =11, 3].

3. fla) { 1—22 si <0

—2x si z<1
T si x>0

11—z si z>1
El dominio de ambas funciones es R.  Luego:
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1—a22—2x si <0
(f+9)(z) = —x si 0<a<1
1 si r>1

Dejamos como ejercicio las demads operaciones, en particular la determinacién del Dom <f .
9

DEFINICION 2.2.4 Sea f : A C R — R. Diremos que:
i) fespar ssi VYre A: f(—x)= f(x).

ii) fesimpar ssi Vxe A: f(—z)=—f(x).

OBSERVACION: En la representacion grafica, una funcién:
i) par: essimétrica con respecto al eje y.

ii) impar: es simétrica con respecto al origen.
EJEMPLO 2.2.3 Si f(z) = cada una de las siguientes, determine si es par, impar, o ninguna de ellas.
1 .
f@) = % — el alel, w4zl o1, alz] et alel 4z, 2t 4
(Hay funciones que son pares e impares a la vez?

En cada caso, debemos «comparar» f(—x) con f(x):

Si f(x) =22 f(—z) = (—2)? =22 = f(2) = f es par.

Sif(r)=1: fl-r)=—=-=—f(z) = fesimpar

Si f(z) = zlzf : f(=2) = —z| —z| = —z|z| = - f(z) = fesimpar
Sif(z)=ax+|z|:  flea)=—a+|—a|=—a+|z| £ { _szg) =  fnoes parni impar.
Sif(x)=0: f(-z)=0 .. f(-z)=f(x) AN f(-2)=-f(z) = fespareimpar

Dejamos las demas como ejercicio.
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DEF

INICION 2.2.5 Sea f : A — B, ysean Ni, N2 dos subconjuntos de R tal que Ny C A C N.

a) g: Ny - BtalqueVx € Ny : g(x) = f(z) sellama restriccion de f a Ny y se denota por

f/N . Ni — B.

1

b) h: No -+ Btalqueh/ = f sellama prolongacion o extension de f a Ns.
q N P &g

1

EJEMPLOS:
.Sea f:Ry - R{, f(z)=2z. Construya prolongacionesa R tal que:
a) f sea par b) f sea impar ¢) f no sea par ni impar
Solucién:

DEF

1

2

W

I

Q1

o

z si zeRS

a) f(z) =lz[, zeR b flz)=2z zeR c)f(x):{o s zcR-

Estudie los dominios de las siguientes para determinar si f es una restriccién o prolongacién

de g:

0 f@) =2 e =
D 1@ = VI 4 VR, gla) = T+ Va

Solucién: En cada caso, se debe determinar cudl dominio estd contenido en cudl, y que

en el dominio comun las imédgenes coincidan. Ejercicio para el lector.

INICION 2.2.6 Sea f : AC R — R. Diremos que:

. fescrecientessi Vx,yc A: x <y = f(x) < f(y)

. fesdecreciente ssi Vr,y € A: x <y = f(x) > f(y)

. [ esestrictamente creciente ssi Vr,y € A: z <y = f(z) < f(y)

. [ es estrictamente decreciente ssi Vr,y € A: x <y = f(x) > f(y)
. f es mondtona ssi es creciente o decreciente.

. [ es estrictamente monétona ssi es estrictamente creciente o estrictamente decreciente.

OBSERVACION: Gréficamente, una funcion es creciente si «<sube» al mirarla de izquierda a derecha,

y es

decreciente si «baja» al mirarla de igual manera. Por lo mismo, existen funciones que crecen en

ciertos intervalos de sus dominios y decrecen en otros.
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EJEMPLO 2.2.4  Determine los intervalos de crecimiento de las funciones

1
f@)=lel,  gla)=a+20-3,  h()=-
Solucién:
f decreceen | — 00,0[ y crece en |0, 0. h decrece en | — 00, 0] y en |0, oo

DEFINICION 2.2.7 Seang: ACR — B, f:B C R — C funciones reales. Definimos la composi-
cion de f con g como la funciéon fog: A— C dadapor (fog)(z)= f(g(z)).

OBSERVACION: De manera mds general, es posible definir la composicién de f con g, fog
para g:ACR—R, f:BCR—R, conlacondicién que Rec(g) C Dom(f).

EJEMPLOS:

2

1. Considere las funciones f,g: R - R, con f(z) =2z y g(x) =2°. Calcular fog vy

go f. Concluya que, en general: fog#go f.
Solucién:
Notamos que Domf =Domg = R. En cambio, Recf = R, pero Recg = ]R(T .
Claramente, se tiene que:
» Recg = R{ € R =Domf, por lo que f o g est4 definida.
De hecho: (f o g)(x) = f(g(x)) = f(a?) = 22
s Recf =R C R =Domf, por lo que g o f estd definida.
En este caso: (g o f)(x) = g(f(2)) = 9(27) = (22)% = 42?

Luego, vemos que en general, aunque sea posible realizar ambas composiciones,
fog#gof

2. Considere las funciones:

fz) =

l1—2z si z>1

1—22 si <0
T si >0

{ —2z si x<1
Encuentre, si es posible, (fog)(z) y (go f)(z).

Solucién:

Determinaremos (f o g)(z) y dejaremos (go f)(x) como ejercicio.

Notamos que Dom(f) = R, por lo que claramente, Rec(g) € Dom(f). Luego, es posible
realizar la composicién.
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Tendremos que:
fog:R—R,  (fog)(z)= flg(z))

Para poder aplicar f correctamente a g(x), necesitamos saber para qué valores de z: g(x) <0
y para cudles g(z) > 0.

Casol | Supongamos z < 1.

Entonces: g¢(z)=-2:<0 < x>0 oo wel0,1]
Luego,si € [0,1]: flg(x)) = f(-22) =1~ (—22)% = 1 — 422
Ademaids,si z €] —o00,0[: flg(z)) = f(—2z) = -2z

Caso 2 Supongamos z > 1.

Entonces: g(z)=1-2<0 <— z>1 Soox>0
Ast: f(glx)=f1—-2)=1—(1—2)% =22 —2?

En resumen:
—2x si xr <0
(fog)x)=14 1—42% si 0<z<1

2r—ax% si x>1

EJERCICIOS: Determine, en cadacaso, fog y gof, siesposible.

1 1
—2r+5 st x>y 346 si x<2
L f(z) = 3 T g)= T
2| si r< = 2 st x>2
2
3r+4 si xel0,2 22 si z€[2,5
2. f(a) = AR T
r+1 si x€)2,4] 4 si x€]5,12]

PROPIEDADES 2.2.1 Sean h: A— B, g¢g:B—C, f:C— D funciones reales. Entonces:

a) (fog)oh=fo(goh)

b) Sil4: A — Aeslafuncién identidad en A, y andlogamente para B, entonces
hOIA:h y IBOh:h.

Dem. Ejercicio.
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2.3. Funciones invertibles

DEFINICION 2.3.1 Sean A, B C Ry considere la funcién f : A — B. Entonces diremos que:

1. fes epiyectiva o sobreyectiva o simplemente sobre <= Rec(f)=B <=

VYVye Bz € A : y= f(x)

2. fesinyectiva o unoauno o simplemente 1-1 <= cada elemento imagen tiene una
Unica pre-imagenen Apor f <= Vzj,22€ A: f(x1) = f(z2) = 21 = 2.

3. fesbiyectiva <= [ esepiyectiva e inyectiva.

EJEMPLO 2.3.1 Estudie las siguientes funciones, definidas de R en R, respecto a las propiedades
anteriores:

f@)= e ela] e

o [1] o 22— 1 e 2:x—3

PROPIEDADES 2.3.1 Sean ¢g:A— B, f:B— (C. Entonces:

1. Si gy f son epiyectivas, entonces f o g es epiyectiva.
2. Sigy f soninyectivas, entonces f o g es inyectiva.

3. Sigy f son biyectivas, entonces f o g es biyectiva.

Dem.

1. Se desea probar que fog: A — C essobre, es decir, que

VeeC3JacA: (fog)la)=c

Seace C. Como fessobre: Jbe B : f(b)=c
Como gessobre: Jac€ A: g(a)=5>
Sdae A f(gla)) =c

2. Seanx1,x2 € A: (fog)(zi) = (fog)(z2) = flg(z1)) = fg(z2))

Como fes1-1:  g(x1) = g(z2). Como fesl-1: z1=zo.

Luego, (fog)(z1)=(fog)(z2) =

r1 = T2.
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DEFINICION 2.3.2 Sea f : A C R — B C R una funcién. Diremos que f es invertible ssi

3f1:B— A talque fofl=1Ip A flof=1I4

OBSERVACION:  En otras palabras, Vae€ A, Ybe B: f(a)=1b = a= f1(b).

TEOREMA 2.3.1  fesinvertible <= f esbiyectiva.

Dem. Supongamos que f es invertible. Entonces,

(fa)=fl) = w=7 (@) =) ~fesll

Ademas, como f es invertible: Domf = Recf™!, dedonde f es epiyectiva.
Reciprocamente, supongamos que f es 1-1.  Entonces,

Vy € Rec(f) Az : = g(y), y = f(x). Talg es f1.

PROPIEDADES2.3.2 Si f:A— B, g:B — C sonfunciones biyectivas, entonces
1. f~1 esbiyectiva.
2. ()=t
3. (gof)yt=flog™!

Dem. Dejamos 1. y 2. como ejercicio y demostramos 3.:
Notemos que:

(gof)o(ftog )y =go(fof Nog ' =golgog! =gog' =1Ic

yluego, flogleslainversadego f. Ast: (gof)l=flog™L

Ejercicios Resueltos

1. Estudie f(z) = %(w—l— |z]).
Solucién: Notamos quesi x>0: f(z)=2 ysi z<0: f(x)=0.
Porlotanto, Domf =R y Recf = Rar.
Como f(—1)= f(—2) =0 yobviamente —1 # —2, lafunciénno es 1-1.

Al restringir la funcion al dominio R, se obtiene la funcién identidad en ese conjunto, cla-
ramente invertible.
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22Seaf: ACR — R con f(z) = /(2z—1)%>—4. Determine Domf y Recf. ;Es f
inyectiva? jepiyectiva? ;Puede restringirla para que lo sea? ;Puede determinar Graf f?

Solucién:

a) El Domf estard dado por todos los niimeros reales tales que (2z —1)2 —4 > 0.
1 3
Luego, Domf = }—oo7 —2} U [2,00[

b) Para determinar Recf, buscamos los valores de y para los que existe x € Domf tal que
y = f(x), recordandoque y >0 ya que estd definida como una raiz cuadrada:

y=+V@2-12-4 = = (20-17°-4
Y44 = (20-1?2 =  [2z-1 = V12 +4
Luego, no hay restricciones adicionales para y, por lo que Recf = R{.
c) Sean a,b € Domf, tal que f(a) = f(b)
(20 —1)> -4 = (2b—1)* —4 = (2a —1)* = (20— 1)?

2a—1] = |26—1] = (2a—1=2—-1 Vv 2a—1=1-2b)

Luego, si a#b: b= —a—1. Luego, claramente f no es inyectiva.
1 3 1,3
Otra manera es notar que  f —5) = f 5) = 0 pero ~3 #* 5

d) Asi, la funcién original no es ni inyectiva ni epiyectiva. Podemos restringir el conjun-
to de llegada de f al Recf para que sea epiyectiva. Y, se puede restringir el Dom f al

. 3 , ., . .
intervalo [2, oo [. Asi, la nueva funcién obtenida a partir de f:

~ |3
f . |:2, 0 |: — ]R,a_
T — (2x —1)2—4
es biyectiva, y por lo tanto invertible. La funcién inversa es:
2 )

1+ Va2 +4
2

f_l:IRS' — [3 OO[

T
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2

1= |z
Solucién: Domf =R —{-1,1}.

3. Estudie f(x) =

Para encontrar el Rec f, notemos que para

2 —:|:/2 4
x>0, z#1: ac =Y 22/ T4y

= X

expresion que tiene sentidosolosi y <-4 VvV y>0

Como la funcién es par, las imadgenes para x < 0 son las mismas que para —x. Por lo

tanto,
Recf =] — 00, —4] U [0, 0]
z—1 si z< -1
4. Sean f(z)={ xz+ /2] si -1<2<1 , 9(z) = |z|

1
T

Determine fog y gof.

si z>1

Solucién:

= Veamos en primer lugar, la factibilidad de fog. Como Recg = R C R = Domf, la
composicién se puede realizar y

lz| +/]z] si 0<|z|<1

1 .
— si |z >1

]

(fog)(@) = flg(x)) = f(lz]) =

» Andlogamente, verificamos la factibilidad de g o f. Como Recf =] — 00, 2] C Dom
g = R, la composicién se puede realizar y

lz—1 si z<-1
(g0 f)(x) = g(f(2)) = \x+1¢m si ~1<z<l1

— si z>1
|z]

2
¢ —1 . .. . ..
5. Sean  f(x) = , g(z) =5 —2x. Determine condiciones necesarias y suficientes

para definir (fog)(xz) ypara (go f)(x).

Solucion:
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» Para definir (f o g)(z), esnecesario que Recg C Domf.

Recg =R pero Domf =R —{2}. Porlo que necesitamos que g(x) £2 <—

5—2x#2 = x#; Dom(fog):R—{g}.
— 4T 2_ 3L'2 — o
En este dominio: (fog)(x) = f(g(x)) = f(b—2z) = ((E; —2295)) _21 =4 _52; 6

» Para definir (g o f)(z), es necesario que Recf C Domg. Como Domg = R, esta
relacion se satisface siempre, y se tiene  Dom(go f) =Dom f =R — {2}.

x21> :5_2x271_72x2+5x78

(900)e) = ot = 9 S =

6. Determine la paridad de f o g si sabe que:

a) fy gson funciones pares. b) fespary gesimpar. ¢) [y g son funciones impares.

Solucién:

a) (fog)(—z) = f(g9(-2)) = f(9(x)) = (fog)(x) .. fog espar

b) (fog)(—x) = f(g(—x)) = f(g(—2)) = f(—g(z)) = f(9(z)) = (fog)(x) .. fog es
par.

¢) (fog)(—z)= flg(—x)) = f(9(—2)) = f(—9g(z)) = —f(9(z)) = —(fog)(x) .. foyg

es impar.

7. a) Probar quesi g o f es sobre, entonces g es sobre.
b) Probar quesi g o f es 1-1, entonces f es 1-1.
Solucién: fitA—B, g¢g:B—C.
a) gofsobre= Yce CJac A:(go f)la)=c = g(f(a))=c

Vee Cdac A: f(a) € B A g(f(a)) = g(b) = cparaalgtin b € B. Por lo tanto, g
es sobre.

b) Sean z1,x2 € A tal que f(z1) = f(x2). Aplicamos ¢g: (g o f)(z1) = (go f)(z2) =
r1 =22 (puesgo fesl-1). Luego, fes1-1.

8.Seaf:R— R, f(f(x—1))=ax—1. Probarque f esbiyectiva.

Solucién:
fo fbiyectiva = fof esl-1. .. fesl-1.
fo fbiyectiva = fof essobre. .. fessobre. Luego, f es biyectiva.
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9. Determine si existen o no funciones f, g : R — R tales que
f(@) +g(y) =y

Solucién: Supongamos que 3f,g: R — R tales que: f(x) + g(y) = zy.

r=0: f0)+g(y)=0 = g(y)=-f(0) = gly) =cte.

y=0: f(x)+90)=0 = f(z)=-9(0) = f(z)=cte.

Luego, hemos probado que  f(x) + g(y) = —(9(0) + f(0)), Vaz,y € R, esdecir,
f(z) + g(y) =cte.,, porlo que no es posible encontrar tales funciones.

10. Sea f: R — R una funcién que satisface

D flx+y) = fl@)+ fly), Vr,yeR
) f(ab) = f(a)f(b),  Vz,y R

a) Demuestre que f(0) = 0.
b) Demuestre que si Rec(f) = R, entonces  f(1) = 1.

c) Encuentre una funcién que satisfaga (I) y (II).

Solucién:

@) Por(D:  f(0)=f(0+0)=f(0)+f(0) = f(0)=0
b) Por(M:  f()=fL-1)=f(1)-f(1) = FU)=0 o fL)=1

Veamos quesi f(1) #1 entonces [ no esepiyectiva. En efecto:

supongamos que f(1) # 1; entonces f(1) =0, de donde
Ve eR:  fo)=f(l-x)=f() fx) =0 = f(z)=0

Luego, Rec(f) = {0}.
c¢) Por lo anterior, fi(z) =0 es una tal funcién, que no es epiyectiva (ni inyectiva). Otra

funcién que satisface ambas condiciones es fa(x) = z; ésta es biyectiva.
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EJERCICIOS: Resuelva los siguientes:

1.

10.

3 1 1-—
Demuestre que f : R — {2} — R-— {—2}, flx) = 5 :U3 es invertible, y encuentre fL

1
Sea f(x) =4/ 513 Determine conjuntos A, B C R tal que f : A — B sea biyectiva. En

este caso, determine f~ 1.

1
1—=x

Encuentre (fo fo f)(x) si f(z)=

. Encuentre f(z + 1)si f(z — 1) = 2%  (Ayuda: =+ 1= (x+2)—1).

Determine, si es posible, f + g, i, % fog, gof si
g

f(a:):{ l1—a2 si <1 y g(:z:):{ 0 si <2

20 —1 si z>1 -1 si >2

. . . iy
Considere la funcion f(z) =1 si — < z < w. Construya una extensién par de esta
funcién, de modo que en z = 0 la funcién extendida tome el valor 3.

Determine Dom y Rec para f(z) = V2 — v2 — 22. ; Donde es invertible la funcién?

Estudie la funcién

Demuestre que toda funcién f : R — R se puede escribir como la suma de una funcién par
y una funcién impar.

Seaf: A— A, (fof)o fesbiyectiva. Probar que f es biyectiva.
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2.4. Funciones como modelos

El concepto de funcién, como vimos en un ejemplo anterior, nos permite modelar matemética-
mente situaciones del mundo real. Es importante que desarrolle los siguientes ejercicios, para que
adquiera la habilidad de traducir al lenguaje matematico las situaciones planteadas en lenguaje
coloquial.

EJERCICIOS:

1. Encuentre la capacidad de una canaleta para aguas de lluvia construida en una plancha de

latén de 6 m de largo y 80 cm de ancho.

2. Se ha fabricado un envase de lata (un cilindro con tapas) con capacidad de 1 litro. Determine
en funcién del radio basal la cantidad de material utilizado en su fabricacién.

3. Considere un cilindro recto con tapa cuyo radio basal mide R ¢m y su altura mide H cm.
Determine el volumen del cilindro en funcién de su radio sabiendo que su superficie lateral
es de 15 cm?.

4. Un rectdngulo con lados paralelos a los ejes coordenados tiene un vértice en el origen, uno
en el eje x positivo, uno en el eje y positivo y su cuarto vértice en el primer cuadrante sobre

la recta 2z + y = 100. ;Cudl es el drea méaxima de dicho rectdngulo?

5.
Una semiesfera de radio r, un cono de altura r y
un cilindro de altura 3r se pegan formando un
estanque con la forma de la figura. Si se sabe que
r — la capacidad del estanque es 125,57 cm? ;Cuédnto

vale r?
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1. Encuentre el volumen, V (z), del s6lido de
la figura, en funcién de la altura x.

2. Determine el dominio y recorrido de V' (z).

e — 7
u + 3. Grafique V (z).
=t

e

1. En la figura, encuentre el drea achurada,
A(z), en funcioén de la base z.

2. Determine el dominio y recorrido de A(z).

3. Grafique A(x).

1. Encuentre el volumen del cono, V' (x), en
funcién de la altura x.

2. Determine el dominio y recorrido de V().

3. Grafique V (z).
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T
A M B
11.
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En un tridngulo equilatero de lado a se inscribe
un rectdngulo, de modo que una de las aristas
del rectangulo esta en la base del tridngulo. Al
hacer rotar este rectdngulo en torno a la base del
tridngulo, se obtiene un cilindro. Determine una
expresion para el volumen de este cilindro, en
funcién del radio del mismo.

Repita el problema considerando un tridngulo
isosceles, de longitud de base b.

Considere un trapecio isésceles de bases a y by
altura h. Se traza un segmento de recta M N
perpendicular respecto a las bases, a una
distancia de x unidades del vértice A del
trapecio (es decir, AM = z). Exprese el 4rea S de
ABNM como funcién de z, cuando M se mueve
desde A hasta D.

Se tiene un recipiente como el de la figura. Si
R =10y h = 5, entonces determinar el volumen
de un liquido en funcién del nivel x.
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12. Una casa se encuentra a p[m] de la ribera de un rio de r [m] de ancho. A b [m] rio arriba y
a 2p[m] de la ribera opuesta se encuentra otra casa. Se ha construido un puente sobre el rio,
recto y perpendicular a las riberas, que permite ir de un lado a otro. Encuentre una expresién
para la distancia entre las dos casas, en funcién de:

a) la distancia del puente a la proyeccién perpendicular sobre la ribera correspondiente de
una de las casas.

b) la distancia de una de las casas al puente.

NN

13. Unamuralla de altura h, a una hora del dia, no da sombra en ninguno de los lados que separa.
Se apoya una escalera de longitud [ sobre la muralla, con la base de la escala apoyada en el
suelo. Determine una funcién que indique la longitud de la sombra proyectada en funcién
de la distancia = de la base de la escalera al muro.

O
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2.5. Ejercicios de Controles y Certimenes

2
1
1. Considere la expresiéon  f(x) = \/% y la funcién
x

_3x—|—7r

V3

a) Determine el mayor subconjunto de R donde f sea funcién.

g:R—R, tal que g(x)

b) Determine el Recf de la funcién obtenida en a).
c) Determine f + g, indicando su dominio y recorrido.
11—z (@) 1
T)=—=.
ve O T

a) Determine los mayores subconjuntos de R donde f y g son funciones biyectivas.

2. Considere las expresiones  f(z) =

b) Determine las expresiones fogy go f, indicando sus restricciones y dominio respectivo.

¢) Determine f~1y g~1.

z(x—1) si <1

3. S =
ea flw) {—2x+1 si x>1

a) Determine el grafico y recorrido de f.

b) (Es f inyectiva? Sino, determine los méximos subconjuntos A, Bde Rtalque f : A — B
sea biyectiva.

c¢) Determine f~!.

2 _ L
4. Sean f(x): z+1 y g(x):{x 3 si <0

T 20+1 si >0

a) Determine Dom f y Recg.
b) Calcular (siexisten): (fog)(2), (fog)(=2) y (fog)(0).

c) Determine explicitamente (f o g)(x).

5.Sea f:ACR-—R dadapor f(z)= \/m

Vel =1
a) Determine el dominio A y analice la paridad de la funcién f.
b) Determine el mayor dominio y recorrido de f de modo que sea una funcién biyectiva.

c) Determine la funcién inversa de la encontrada en b).
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6.

10.

—2x+3 si xe[-4,-1]
Considere la funcion ~ f(z) =< (x—1)? -1 si x€[-1,2]
r+3 si x €1[5,7]
a) Grafique f.
b) Determine el Recf.
c) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.
d) Detrmine el mdximo dominio para que f sea biyectiva y calcule la inversa en este caso.
En un cuadrado ABCD delado AB = 2 se traza la perpendicular a la diagonal AC, que corta

el lado AB en el punto M y allado AD en el punto N. Denote la distancia del vértice A a la
recta M N por z. Exprese el drea S de la regiéon poligonal AM N en funcién de x.

r—1
4—x

Sea f:A— R, con f(x)=

a) Determine Domf = Ay Recf.

b) ¢Es f : A — Recf biyectiva? Si no lo es, determine el maximo dominio donde sea
invertible y encuentre dicha inversa.

0 si x>0
Sean f,h:R— R dadaspor f(z)=senxz y h(z)=¢ 1 si —1<z<0
3 si < -1
: . . 1
a) Determine y grafique la funcion ¢ = hof

b) Resuelva la ecuacion:  sen(2z) + g(z) cos(2x) = v/2.
c) Grafique wu(x) = 2g(z)sen(2x).

Se define f,(z) =z +n—(n+1), conne N. SiB, =Rec(f,) y n < m,determinar
B, N By,.
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Capitulo 3

Limites y Continuidad

El concepto de limite de una funcién es fundamental en el cdlculo y en el andlisis matematico,
que demoro varios siglos en llegar a la formulacién precisa que se tiene hoy. La evolucién histérica
que ha tenido este concepto se inicia con la matemaética griega A.C. y llega hasta el siglo XIX. Los
griegos utilizaron esta nocién de manera intuitiva, fundamentalmente para el calculo de &reas.
Por ejemplo, para calcular el drea de un circulo, utilizaron el método de exhaucién, inscribiendo
sucesivos poligonos regulares en la circunferencia, a los que se les incrementaba el nimero de
aristas, para obtener el area de un circulo. Muchos matematicos, esencialmente a partir del siglo
XVII en adelante contribuyeron a la matematizacién de esta idea, hasta que finalmente, en el siglo
XIX, Weierstrass (1815-1897) da la definicién precisa, aceptada hasta hoy, del concepto de limite.

En esta seccion, estudiaremos el concepto de limite de una funcién real de variable real, que
son aquellas que vimos en el capitulo anterior.

3.1. Necesidad del concepto de Limite

Para entender la necesidad de una formulacién precisa de este concepto, consideremos las
siguientes funciones, y tratemos de responder, en cada caso, la pregunta: ;cémo se comporta f(x)
cuando x se acerca a 1?

1. f(z)=3z+6

Hagamos una tabla de valores de f(x) para valores de = cercanos a 1:

z (0910951099099 | 1001|101 10511
f(z) | 878858978997 | 9,003 | 903 | 915 | 9,3

Vemos que, en la medida que x se acerca a 1, f(z) se acerca a 9. En este caso, diremos que el
limite de f(x) cuando x tiende a 1 es 9, y escribimos

lim3x+6=9
rz—1

Maés atin, notamos que podemos calcular directamente f(1) = 9, y que este valor coincide con
el lim f(x).
z—1
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z?—1

Hagamos una tabla de valores de g(z) para valores de x cercanos a 1:

z [091]0951099 099 |1,001 1,01 105|111
g(x) | 1,9]1,95|199 | 1998 | 2,001 |201|205]|21

Vemos que, en la medida que = se acerca a 1, g(x) se acerca a 2. En este caso, diremos que el
limite de g(x) cuando x tiende a 1 es 2, y escribimos

2

_1
Jim & —2
rx—1 x—l

Notamos que, en este caso, no podemos evaluar g directamente en 1, puesto que 1 ¢ Domyg.
2
e =1

Sin embargo, es claro que, siz # 1 : =z + 1, expresién que si podemos evaluar

en 1, obteniendo el mismo valor que el limite encontrado.
1]
3. h(z) = ——
(@) = ——
Hagamos una tabla de valores de h(z) para valores de z cercanos a 1:

z [09]095[099 0999 | 1,001 | 1,011,051,
hz)| -1 | -1 | -1 | -1 1 1|1 |1

Aqui hay una diferencia con las situaciones anteriores: en la medida que x se acerca a 1 por
la izquierda, la funcién h(x) se acerca a —1, y en la medida que x se acerca a 1 por la derecha,
la funcién h(x) se acerca a 1. En este caso, diremos que el limite de h(x) cuando x tiende a 1 no

existe.

Con estos casos en mente, daremos una primera definicién, semi-formal, del limite de una

funcién en un punto.

DEFINICION 3.1.1 Seana € Ry f : D C R — R una funcién tal que D contiene algtin conjunto
de la forma V* = Ja — d,a + 6] — {a}, donde 6 € R™, o equivalentemente, contiene un conjunto
Vi={reR:0<|zr—a| <4} paracierto § > 0.

Diremos que el limite de f(z) cuando z tiende a a es L € R, lo que se escribe como

lim f(x) =L

Tr—a

si f(x) toma valores tan cercanos como se quiera al valor L cuando z es suficientemente cercano,
pero diferente, de a.
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OBSERVACION: El conjunto V* se llama vecindad perforada de a.

EJEMPLOS: Calcule intuitivamente, si existen, los siguiente limites:
1. im4x —5=3
r—2

3 _ . 2
o tm L gy oD@ D)3
a=la2—1 a=1 (z—1)(x+1)

[\

— 322 -4 —2)(2-3
8x T :l,m(a: )( x)_

i 1 =4
3 wl—% xr—2 r—2 xr—2
2
— —4

PR TR L

x—0 xr—2
5. lim|[z] i

r—1

3.2. El Concepto de Limite

DEFINICION 3.2.1 (Limite de una funcién) Sea f : D C R — R una funcién tal que D contiene
alguna vecindad perforada de a. Diremos que el limite de f(z) cuando « tiendeaaes L € R,y

escribimos
lim f(z) =L

r—a

si Ve>0 36>0 talque (0<|z—a|]<d) A (zeD) = |f(z)—L|l<e

OBSERVACION: Es importante notar que para calcular el limite de una funcién cuando z tiende a
un punto, la funcién no necesariamente debe estar definida en dicho punto, como hemos visto ya en
algunos ejemplos.

EJEMPLO 3.2.1 Demuestre la existencia de los siguientes limites:

1. Iim C =C, dondeC esuna constante.
T—T0

Dem. Debemos probar que dado cualquier ¢ > 0 podemos encontrar un 6 > 0 tal que
siempre que |z —xz0|<d = |C—-C|<e.

Pero esta desigualdad es obvia, pues ¢ > 0.
2. limzx+1=3
T—2
Dem. Debemos probar que dado cualquier ¢ > 0 podemos encontrar un § > 0 tal que
siempreque |zt —2|<d = |r+1-3|<e.

Notamos que |z +1—3| = [vr — 2| < 0. Luego, si dado cualquier ¢ > 0 escogemos
d =¢, setendra lo pedido.
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3. lim1—-3z=-5

T—2
Dem. Debemos probar que dado cualquier ¢ > 0 podemos encontrar un § > 0 tal que

siempreque [1—-3z|<d = |1-3z—(-H)|<e.
Notamos que |1 — 3z — (—=5)| = |6 — 3z| = 3| — 2| < 30. Luego, si dado cualquier ¢ > 0

escogemos 0 = %’ se tendra lo pedido.

1:2—1‘—2_

. lim =3
T—2 T —2
Dem. Debemos probar que dado cualquier ¢ > 0 podemos encontrar un § > 0 tal que
222
siempreque |z —2|<d§ = xx2_3' <e.
‘/1:‘ J—
-z -2 1)(x —2

Notamos que % — 3‘ = (1;4-)(952) - 3‘ =|z —2| <. Luego,sidado

T — T —

cualquier e > 0 escogemos & =¢, setendrd lo pedido.

Climz?+r+1=7
r—2

Dem. Debemos probar que dado cualquier ¢ > 0 podemos encontrar un § > 0 tal que
siempreque |z —2|<¢d = |2P+a+1-T<e

Notamos que |22 +x+1—7|= |22+ 72— 6| = |(z+ 3)(z — 2)|

El factor |x — 2| puede acotarse por 6. ;Cémo acotamos el factor |z + 3|? Supongamos que
existe un ¢; que nos permite esto, digamos 6; = 1. Entonces:

lt—2|<1 = —-1<z-2<1 = 4<z+3<6. Luego, |z+3|<6.

Asi, podemos acotar: |(z+3)(x —2)] <6l —2| < 6. Para que esto sea menor que ¢,

. €
bastaria escoger 2 = 3

Pero, ya teniamos supuesto un valor para ¢ : 6; = 1. Notamos que, si un valor de ¢ sirve para
probar la desigualdad, cualquier valor menor también servird. Luego, escogemos finalmente,

d = min{d;, o2} = min{l, E}

6
, T 2
. lim ==
z—=2x+ 1 3
Dem. Debemos probar que dado cualquier ¢ > 0 podemos encontrar un § > 0 tal que
T 2
i -2[<0 = -5 <e
siempre que |z — 2| +1 3|<¢
x 2 3x —2x —2 |z — 2 |x — 2 )
-5 = = < = .. bast 0 = 6e.
z+1 3‘ 37 + 3 ' Ba b1~ 6 6 asta escoget ©
1 1 1
r«ercarde2 = 1<r<3 = 2<r+1<4 = - < ——< -
4 x+1 2
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7. lim vz =+a
r—a
Dem. Deberemos considerar 2 casos: a >0 A a=0.

: Notamos que:

. _VIRVe (m ) - B

Yz >0: ﬁ_\/a_\/g?+\/6 (Vz f)—ﬁ+\/a
de donde = —a 5
Iﬁ—ﬁlgﬁgﬁ

por lo que, dado cualquier ¢ >0 bastatomar ¢ < \/a .

a=0 | En este caso, |vz|=+/z <e siempre que

O<z<e*=8§ A x€Domf, donde f(x)=+/z. Esdecir, escogemos § = &2.

flx+h) - f(x)

8. Considere la funciéon g(h) = 3 , donde f(z) =mx+b, m #0.
Calcular  lim g(h).
h—0
Solucién:
h) — h)+b—mx—b h
lim g(h) = lim LEFM =S@) o math)+boma=b o mh
h—0 h—0 h h—0 h h—0 h
EJERCICIOS: Demuestre los siguientes limites:
L. lima® -3z +1=5 5. lim 2° = a®
z—4 T—a
2. h’mlzl 6. lim 2" = a"
z—1 r—ra
, 1+a? 2 7. lim ¥z = ¥a
3 ;}:1—% t+2 3 e
2 _ 2 -9
4m o 3 8 lim L%
z—1 x z—1 x+3

9. Seae = 0,1. Determine § > 0demodo que |z —2| <§ = |22 —4| <e. Repita para
e=0,01 y ¢=0,00L.

r—1 1 <
— — | <e.
2z +1) 4

10. Seae = 0,01. Determine § > 0 demodo que [z —3| <d§ =

11. Seae = 0,01. Determine § >0demodo que [z —2|<§ = |[Viz+1-3|<e.
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PROPOSICION 3.2.1 Sea f : D C R — R una funcioén tal que D contiene una vecindad perforada
de a. Entonces,
lim f(z) =L <= lm (f(:v) - L) =0

Tr—a Tr—a

TEOREMA 3.2.1 (Unicidad del limite)
Si lim f(z)=L1 vy h’in f(x) = Ly, entonces Lj = Lo.
X a

r—a
Dem. Dado cualquier € > 0:
lim f(@) =Li = 35 >0: 0<|o—m|<d = |f(:c)—L1|<% A
lm f(z) =Ly = 36,>0: 0<|p—m|<&h = ]f(a:)—L2|<%

|L1 — Lo| = |Ly — f(z) + f(z) = Lo| < |L1 — f(x)| + [f(2) —La] < 5+ 5=¢

|L1 — Lo

5 >0=1|L1—Ls| <

Li—L Li—L
bbbl _g)

L1 — Ly =0 (Sino,seaEZ 5 5

DEFINICION 3.2.2 (Limite lateral derecho) Sea f una funcion definida Vz € I = ]a,c[. Entonces,
el limite de f(x), cuando z tiende a a por la derecha es L, 1o que denotamos por:

lim f(x) =1L
z—at
si Ve>0 39>0: a<z<a+d = |f(x)—L|<e

DEFINICION 3.2.3 (Limite lateral izquierdo) Sea f una funcién definida Vx € J =]d,a[. Enton-

ces, el limite de f(z), cuando x tiende a a por la izquierda es L, lo que denotamos por:

lim f(z)=1L
Tr—a~
si Ve>0 39>0: a—-d<zr<a = |f(x)—L|<e

TEOREMA 3.2.2  El lim f(x) existey esiguala L siys6losi lim f(z) y lim f(x)existen
T—a T—a~ r—a™t

y son iguales a L.

Dem.

0 —L
Ve>0 30, >0 35 >0 : {a<x<“+ 1 = |f(x)-Ll<e

a—dh<zr<a = |f(z)—L|l<e
a—dh<zr<a+d = |f(x)—L|<e Tomandod = min{d;,d2}, se tiene lo pedido.
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EJEMPLOS:

, Xz .
1. Demostrar que lim — no existe.

z—0 |(E’
Dem. Calculamos los limites laterales:
7 :E 7 Yf 7 'x 7 "E
Im — = lim — =1 y Iim — = lim — =-1
z—07t |$’ z—0t T x—0~ |ZE‘ z—0" —T

2. Si  f(x)=x+z|, analizar laexistencia de h’r% f(z)
T—r

Dem. Notamos que si  z se acerca a 1 por la derecha, [z] = 1, y que si x se acercaa 1
por la izquierda, [z] = 0. Entonces:

lim z+[z]= lim z+1=2 y lim z+[z]= lim 24+0=1

z—1t z—1t z—1— z—1t

Como los limites laterales difieren, el limite pedido no existe.

ar+1 si xz<1
3. Si xT) = , ¢qué valor debe tener a para que lim f (x) exista?
/(@) {3x+2a si z>1 ¢« p q x—)lf()
Dem. Para que este limite exista, necesitamos que los limites laterales coincidan.
Iim ar+1= lim 3z + 2a = a+1=3+2a c.ooa=—2
r—1— r—1t
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3.3. Algebra de Limites

Sean f,g: A C R — R funciones, y sea a € R tal que los siguientes limites existen:

lim f(z) = Ly y lim g(x) = Lo

Tr—a Tr—a

Entonces, se satisfacen las siguientes propiedades:

1. Multiplo escalar:  lfm ()\ f(x)) = AL VYAeR

Tr—ra

2. Suma o diferencia: lm|[f(z) £ g(x)] = L1 £ Lo

T—ra
3. Producto: hln [f(z)g(z)] = L1Lo
L
4. Cuociente: h’g}l g(g = L—;, siempre que Ly # 0
5. Potencia: hln [f(x)]" = LY, para cualquier entero positivo n
6. Raiz: hln V/ f(z) = {/L1, para cualquier entero positivo n.

Nota: Sin es par, entonces se debe tener L1 > 0 y
f(z) >0 Vzenuna vecindad perforada de a.

Estas reglas son ttiles para el célculo de limites, lo que veremos a continuacién.
EJEMPLOS:

, 2 , ,
802 fdp+2 ImB2 +de 42 Blma®+dlma+lim2 5 L4009 9

1. lim 3 3 = 3 = 3 5 . = = —
=2 3 —x?2+1 lim 23 — 22 +1 lim z° — lim z° + lim 1 §—4+1 5
z—2 r—2 z—2 r—2
> lim V2r+6-—4 T V2r+6—-—4 2z +6+4 T 2 +6—16 1
. = lim . = lim B
z—5 T —5 z—5 T —5 V2r+6+4 =5 (x—5)y2r+6+4 4
2 —
3. Calcular hmm76
r—3 |1—$|
Solucién:
1-— i <1
Notar que |1 —z| = s% r= , de donde
—(1—- ) si z>1
2r — 6 2 2(x — 2(x —
lfm ——r — lim [(”)zlfm(“"?’):hm(””?’):—Q

x%32—|1—3§‘| z—3 2 — (1—$)] z—=324+1—2 z—3 3 —2x
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También permiten, como veremos en el siguiente ejemplo, mostrar la inexistencia de ciertos
limites:

, 1 .
4. Demuestre que lim — no existe.
x—0 X

Dem.: Supongamos que existe y es igual a L y consideremos el limite:

h’ml-h'mx =L-0=0

T z—=0xr z—0
lim — =
z—0 T T
lim— = lim1 =1
z—0 T z—0

La contradiccién con el teorema de unicidad del limite surge de suponer que hn% — existe.
z—=0 T

OBSERVACION: Este tltimo ejemplo muestra la importancia de la hipétesis de la existencia de los
limites de f y g. En otras palabras, el limite de una suma (o resta o producto) es la suma (o resta o
producto) de los limites solo si los limites respectivos existen.

EJERCICIOS:

1. Calcule, si existen, los siguientes limites:

2’ —x V2—1—+2
i )
) m e Dl
2
—z-3
b) lim L7 2t — 16
z——-1 x+1 Q) lim
(].+h)4—1 z—=2 T — 2
1 .
‘) h—0 h . 2 — 81
h—0 h
99—t ) 1 2
li i _—
e)tl_%:))f\/g l)xlﬂ[g;—l xQ—J

2. Determine cada uno de los siguientes limites, si existen. Si no existen, explique por qué.

a) lim /16 — 22 e) lim|z]
z—4 T2
b) lim v4+2x+x

a2 f) lim [z]

) lm |z +7| v
T——7

d) lim [z] Q) lim Vo —8+ [z +1]
x—27 z—8t

3. Sin € Z,determine  lim [z] y lim [z]. ;Para qué valoresde a € R existe el 1im [z]?
TN~ z—nt z—a
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4. Sea f(z) =z — [z].

a) Grafique f.
b) Sin € Z,calcule lim f(z) y lm f(z).
T—n" z—nT

c) ¢(Para qué valores de a € R existe el h’_r)n f(z)?

TEOREMA 3.3.1 (Funciones que coinciden salvo en un punto)  Sea I un intervalo abierto y sea
¢ € I un namero real. Si f(z) = g(x) para todo x € I — {c} y existe el limite de g(x) cuando x
tiende a ¢, entonces también existe el de f(z), y se tiene

lim f(z) = lim g(z).

r—C r—C

TEOREMA 3.3.2 (Limite de una funcién compuesta 6 regla de sustitucién) Suponga que

lim f(xr) =L, limg(t)=a yque 3Fec>0: g(t)#a Vtel]tg—c, to+c[— {to}

T—a t—to
Entonces:
fim (fog)(t) =L
Dem.:
h’_r)nf(x):L = Ve>03dn>0: O0<|z—al<n = |f(z)—L|<e
X a

Reemplazandoz =g(t): Ve>03n>0: 0<|g(t)—al<n = |[f(9(t))—L|l<e

Como lim g(t) = a, Vnp>030;>0: 0<|t—tol<d = |g(t)—al<n

t—to

Sea ¢ = min{d;,n}. Entonces: Ve >0 :

0<ft—tol<d = 0<lgt)—al<n = |f(gt)—Ll<e
Es decir:
lim (f 0 g)(t) = L

t—to

OBSERVACION: Notar que si g(z) = q, la propiedad anterior no se cumple.

EJEMPLO 3.3.1 Calculemos

o Vr+1-—-1
hm —_—
z—0 x
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Seag:[-1,+o0[ =R, con g(zx)=+x+1 yconsideremos

f+ R-{1} =R

z—1
Note que
limg(z) =1
z—0

yg(z) #1len]—1,1[ - {0}. Ademés

, r—1 i 1 1
lim 3 = lim = _
z—=1 \xc—1 z—=1 \x+1 2

lim @ =lim f (g (z)) = lim f (x) = %

z—0 xT z—0 z—1

Entonces, por el teorema:

OBSERVACION: FEl Teorema anterior se usa habitualmente en la forma de un cambio de variable:
hacemos wu = g(z) entonces u—a <= xz—b y limf(g(x)) = lim f(u).
T—b u—a

En el ejemplo, ponemos u = v/x +1 entonces u — 1 <= z — 0 entonces (note que

r=u?—-1):
. Vr+1-1 ,ou—1 B 1 1
lim ——— = lim 3 = lim =
z—0 x u—=1lu® —1 u—lu+1 2

EJEMPLOS:

1. Calcular lim u
r—64 % —4

Solucién: Hacemosu = Jx. Asi,si x — 64, u — 2. Tenemos entonces:

_ 3 _ . 2
lim vV —8 _ fmu — m (u—2)(u"+2u+4) _ 3
z—64 V—4 u—2u2 — 4 u—2 (u—2)(u+2)

3/
2. Calcular lim Va1

rz—1 4,7,'—1'

Sugerencia: Hacer u = ¥x.

i3
3. Calcular algL}H%) ﬁ
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4. Calcular, si existe, el siguiente limite:

V2o +1—-Vad 4+ +1
lim
x—0 T

Solucién:

" Va2t oz +1— Va3 +x+1 i Vaz+rx+1-1— (Va3 +z+1-1)
fm = lim

x—0 x z—0 T

i V2 +x+1-1 i Vd+r+1-1
= — lim
IE)I}J T x—0 xT

Calculamos ambos limites separadamente:

V24 +1-1 Vx4 +1-1 Va4 +1+1
lim = lim .
z—0 T z—0 x Vii4+r+1+1
T 2+r+1-1
= lim
=0 (Vi +z+1+1)
1 1
ST Ch ) = =

e=0 p(Va?+x+1+1) 2

oy VEi 11 i Valtatl-1 @+ 1)?+ Vel o+ i+
1m = im . -
z—0 x z—0 x \/($3+1‘+1)2—|—\7{L‘3+IE—|—1+1
3 B4+r+1-1
= lim 3
=0 p(\/(@3 + o+ 124+ V3 +x+1+1)
, z(2? 4+ 1) 1
= lim 3 = =
=0 g(\/(23+z+ 124+ VP +z+1+1) 3
Luego:
i Va2+oz+1-Vad+z+1 1 1 1
11m — — . - = —
z—0 z 2 3 6

TEOREMA 3.3.3 (Teorema del Acotamiento o del Sandwich) Sean f, g, h funciones en R.
Sih(x) < f(z) < g(z) para todo = en una vecindad de ¢ sin (necesariamente) incluir a ¢, y
lim h(z) = L = lim g(z)

Tr—C T—C

entonces lim f(x) existe y es igual a L.
Tr—cC
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2

. , x
Ejemplo Calcule ig]% 522 — 92 + sen(nz)’
Solucién:
Sabemos que —1 < sen(mz) < 1 Vz € R. Luego:
322 -2z -1 < 3x2—2x+sen(7rx) < 322 —2x+1
1 1 1 1
< < Vee R—40,1,—
302 =2z +1 — 322 -2z +sen(nz) ~ 322 —-2zx-1 v {’ ’ 3}
z? x? x? 1
< < Ve e R—140,1,—=
322 —2x +1 — 322 -2z +sen(rx) ~ 322 -2z -1 v { 3}
Como
2 2
fm - =0=1lm-—
20322 —2x + 1 20322 — 2z — 1
se tiene que, por el teorema del sandwich:
2
1fm ° —0

2—0 322 — 2z + sen ()

EJERCICIOS:

i
1. Calcule Cll_)l’ré ﬁ

2. Enlos siguientes, use el teorema del acotamiento para calcular:
a) h’nrif(x) si VeecR: 1< f(z)<z2?+22-2
T
b) lim f(z) si Voel[0,2]: 3z < f(v) < a3 +2.
T—
¢) 1lim z® cos(357z)
z—0

d) lim /23 + 24 sen (E)
z—0 X

|z] _

3. Pruebe que lim —————= =
=0 /xt + 42?2 + 7

1
4. Pruebe que lim x*sen <> =0

z—0 xT
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3.4.

Limites Trigonométricos

Hasta aqui, no hemos calculado limites que involucren funciones trigonométricas, salvo en los

ejemplos anteriores en los que solamente hemos utilizado el hecho que las funciones sen y cos son

acotadas. En esta seccién aplicaremos los teoremas ya vistos a limites de funciones trigonométricas.

EJEMPLOS: Calcule y/o demuestre los siguientes:

1.

68

lim cosx = cosa, Va € R.
r—a
Dem. Probaremos en primer lugar la desigualdad |senz| < |z] Vz € R.
™ . . <
0<z< 5 Sea P un punto en el primer cuadrante, que forma con el eje  un angulo de

radianes, sea () su reflexion respecto al eje x, y consideremos la circunferencia centrada en el
origen que pasa por estos 2 puntos. Luego, la longitud de la cuerda PQ que pasa por Py Q
es menor o igual a la longitud del arco PQ, esdecir, PQ < PQ. Pero

PQ=2senz A PQ=2r = semz<az = |senz| < |z|

x> En este caso, \senx!§1<g§m:1x\.

|y

Asi, hemos probado que Ve >0: |[senz| < |z|

z <0 | Enestecaso, —x >0 yluego

|senz| = | —senz| = |sen(—z)| < | — x| = |z| oo Isenz| <|z| VreR
Demostremos ahora que 1im cosz = cosa, VaeR:
Tr—ra
| | 9 z+a r—a 9 T+a T—a\l _
cosx — cosa| = |—2sen | —— | sen =2sen | —— || |sen
2 2 2 2 -
Tr—a Tr—a
<2-1-|sen <2>' <2 ‘ <z —aq| Asf, basta escoger § = ¢.
. Calcularel limsenz
Tr—a

Solucién: Aplicaremos la regla de sustitucién para calcular este limite, usando la nota-

cion del teorema.
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s
Como senz =cos(z— %), tomamos f(z)=cosz, g(t)=1t-— 5
s s
1, = 1’ = —_ _ - 1 :
Como Jim cosz = coszg, tl_rgg(t) a=5 Yy g(t) #a 5 Vt # a, se tiene
z z 7r z 7.(-
lim sent = 1im cos (t — —) = lim cosz = cos (a — —) =sena
t—a t—a xﬁa—% 2
1—2cosu
3. Calcular lim ———~
u—Z sen(u — %)
Solucién: Aplicaremos la regla de sustituciéon de manera mds informal que en el ejemplo
anterior.
Sea u-— %= entonces,cuandou — 5, x— 0.
. 1—2cosu . 1—2cos(z+ %) . 1—cosxz+V3senx
Asf: lim ———~ = lim = lim =
u—2 sen(u — §) z—0 sen z—0 sen
1—cosz 1+cosz sen?
= lim ot lfm v/3 = lfim V3 =
e—0 senx  14cosz 20 z—0 sen x(1 + cos x)
senx
=lim ————+V3 = 0+v3 = V3
z—0 1+ cosx
senx
4. Demuestre que lim =1
z—0 X
Dem. Consideremos una circunferencia de radio 1 centrada en el origen. Sea () un punto

en el primer cuadrante fuera de la circunferencia, de modo que su proyeccioén sobre el eje =
sea el punto (1,0). Tracemos el segmento que une el origen con () y sea P el intercepto de
este segmento con la circunferencia; llamemos Ry S a las proyecciones sobre el eje x de Py
Q, respectivamente.

Si denotamos por ABala longitud del arco de circunferencia entre Ay B, y por AB a la
longitud del segmento AB, entonces:

—

PR < PS < QS

) T
Asi,si O<z< —:

2
R = senz PS =z QS = tanzw
Luego:
seny < x < tancx
sen x sen x
(Senm <z = < 1) A <w < tanzx = cosz < )
T x
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1
. Demuestre que lim z sen <> =
z—0

Porlotanto,si 0<zx < g:

senx

cosx < <1

X

Ahora, —g <z

IA
4

> —z > 0, yaplicando el resultado anteriora —a:

b 3

cos(—zx) < sen(—z) <1

—X

Usando las propiedades de paridad de las funciones involucradas:

cosz < +senzx <1
+x
Asi:
cosx < Sen <1 V:EE}—E,O[ U }O,E[
T 2 2
Como limcosz=1 y liml=1 = |
z—0 z—0 z—0 X

X

Dem. Como < 1, tenemos que:

1
-1 < sen() <1
T

1
—|z] < zsen <:c> < |z Vz e R — {0}

()

Como |z| — 0 cuando x — 0, por el Teorema del sandwich se tiene lo pedido.

., 1—cosx
. Demuestre que lim ——— =0
z—0 €T
Dem.

. 1—cosx . 1l—cosx 1+4coszx 3 sen? x ., senx-senzx
lim ——— = lim . =lim— =Illm— =
=0 X =0 X 1+ cosz z—0 (1 + cos x) 0 z(1 + cos )

. senx sen x
= lim - lim =1-0=0

z—=0 I z—0 1+ cosx

/ 1 1
. Demuestre que  lim sen4/1+ — —sen \/> =0
xz—07F x x

Dem.

1 1 \/1+§+\/% \/1+%—\/g
lim sen4/1+ — —seny/— = lim 2cos| ———|sen| ———— | =
z—0+ x x z—0+ 2 2
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1+144/1

3 x x
= lim 2cos | ————

et 2 e (w w:% + 1>>

L+3+4/3 Nz
= lim 2cos| ————— | sen| ————
=0+ 2 (2 (\/x—|—1+1)>
wM+l+vE
Como —1 < cos y T ve <1 A lim sen L =0
2 a—0+ 2(WVzr+1+1)
,M+l+vq
se tiene que lim 2cos | Y———Y 2 | sen T =0
z—0+ 2 2 (\/$—|—1—|—1)
; 1 1
de donde lim sen4/1+ — —seny/— = 0
z—0t x x
1—+/—coszx

8. Calcular lim —————
z—7 COS 2T — sen 5

Dem.

" 1—+/—coszx I 1—+/—cos2u , 1 —/—cos2(y+7%)

fm ——————" = lim ——————— = I =

z—m co8 2T —sen g =~ u—Z cosdu —senu ~~  y=0cosd(y + 5) —sen(y + 5)
u=2 y=u—73

1 —4/cos2y i 1 —4/cos2y 1+ 4/cos2y
im . =

N él—rf(l)cosély—cosy - y—02cos2(2y) — 1 —cosy 14 /cos2y
~ m 1 — cos2y _

y—0 (2(2cos?y —1)2 =1 —cosy) (1 4 y/cos2y)
~ 2 —2cos’y _

y—0 (8costy — 8cos2y + 1 — cosy) (1 + /cos2y)
=2 z%l—% 8 cos? y(cos?y — 1) 11—cosy B 2'(—8—1—11)(14-1) :_%

(R eg v = L) (1 yos) :
sen?y sen?y
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9. Calcular i = 500)
z—0 x + sen(bx)

Dem. Para calcular este limite, debemos analizarlo segtin los valores de a y b.

Caso (i): ab#0, b# —1:

- 1_asen(am)> - 1—a

.z —sen(axr) |, az
lim ——— = lim =
e—=0 x +sen(br)  2-0 <1 N bSel;)(bx)) 1+0b

Caso (ii): a #0, a#1b=—1:

(1 _ asen(aaz))
=lim ——— = = lim o

=0 x +sen(bx) 2—0 x —sen(r) 20 (1 _ sen(I)) ’

M .z —sen(ax) que no existe

Caso (iii): a =1, b= —1:

i & sen(ax) w2 sen(x) _1q
—0 x + sen(bxr)  x—0 x — sen(x)

Caso (iv): ab # 0:

, 1 1 .
et “ 1y S P7E
, X bx
e a=0,b#0: lim —— =
=0  + sen(bx)
h’mix ue A, si b=-1
z—0 T — senx 91 ’
e a#0,b=0: h’mwzl—a
z—0 T
ea=0b=0  limZ=1
z—0 X
EJERCICIOS:
1. lim sen 7 5. h’mﬂ 8. lfm V1+senz —+/1—senx
—0 sen 3z 2—0 (senz)™ 20 tan
., l—sen3
2. lim ——=
T—=T X — T 3 _ —
i 6. lim ? 9. lim z(y/1+senz — /1 —senw)
3 lim sen(z — ) 2—0 tan3(2x) 0 sec?(2z) — 1
" z—I 1—2cosx
— 2., .3
4. lim Se?ft cosT 7 lim sen 3z + x 10. lim 1+senz —cosz
Ty anzx 0 x2 =01 —senx — cosx
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3.5. Limites al infinito

En los limites que hemos considerado hasta ahora, de la forma xlingo f(z) = L, tanto xyp como
L son valores en R. Consideraremos ahora dos extensiones de la idea de limite, incorporando la
nocién de «infinito».

En primer lugar, consideraremos la situacién en la que, cuando « se acerca a z, los valores
de la funcién f(z) crecen (o decrecen) indefinidamente. Cuando los valores de la funcién crecen
indefinidamente, decimos que f(x) tiende a +0o0 y cuando los valores de la funcién decrecen indefi-

nidamente decimos que f(x) tiende a -cc.

En segundo lugar, estudiaremos el comportamiento de la funcién f(x) cuando la variable x crece
o decrece indefinidamente, en cuyo caso diremos cuando x tiende a +00 0 —0o, respectivamente.

DEFINICION 3.5.1  Sea f una funcién definida en una vecindad de a.  Diremos que

= f crece sin limite o que f tiende a infinito cuando z tiende a a, que denotamos por

lim f(z) = +oo

ssi
VN>030>0:0<|z—a|<d = f(z)>N

= f decrece sin limite o que f tiende a - infinito cuando x tiende a a, que denotamos por

lim f(z) = —o0

r—a

ssi
VN<030>0:0<|z—a|l<d = flx)<N

OBSERVACION: Igualmente, en estos casos diremos que el limite no existe, puesto que +oco y
—00 no son ntimeros reales, y en este contexto son simbolos utilizados para representar un tipo de

comportamiento de la funcién.
EJEMPLOS: Demuestre que:

1
1. lm — =+

z—0 22

1 . 9 1 .
Dem. Sea N > 0. Entonces, — >N sisecumpleque 0 <uz*< N ©equiva-

x

1 1
lentemente, 0 < x < ——. Asi, escogemos 6 = ——.
vN 8 vN
2 1m0~

r—1 (CC — 1)2
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DEFINICION 3.5.2 Diremos que L € R es el limite de f cuando z tiende a 400, y escribimos

lim f(z)=1L ssi Ve>03dN>0: Ve>N: |f(x)—L|<e

r—-+00

Anélogamente definimos el limite para x — —oo, vale decir:
diremos que L € R es el limite de f cuando « tiende a —oo, y escribimos

lim f(x)=1L ssi Ve>03dN>0: Ve<N: |f(z)—L|<e

T—r—00
EJEMPLOS: Demuestre que lim 27" =0, vn € IN.
Dem. VnelN Ve>1: o< —>-—
1 1 v f
Seae >0: '—0 =—<e si z>-. Escogemos N =max {1, 1}.
x x 3
EJERCICIOS:
o1
1. Probar que lim — =0
T—00 I
7 x _
2. Probar que wlgn;o 42— 0

W

{ _T
. Probar que xlgl;o arctan () = 5

I

. Probar que xlgrolo z(r—a)—z= 5

L a3 o442t 42
. Probar que mlLH;O 302 -5z + 25 1/2 +1 =0

Q1

3.5.1. El ntimero e como limite
DEFINICION 3.5.3 X
lim <1 + ) —=e
r—00 x

. . . . 1 .
OBSERVACION: Si hacemos el cambio de variable u = — vemos que cuando z tiende a oo, u

tiende a 0. Luego, equivalentemente, es posible decir que

e [=

lim (1 4 u)

u—0

=€

EJEMPLOS: Verificar que:
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a\ <
1. lfm (1+—) — et
T—00 T
2
2. lm 3‘”1) et
z—o0 \ 3 — 5

) Ax 3 3z+1 6

& m 4x+5> -
r+sen(ZE\T 1
5. 1i 2 —
roo \ 22+ 1 > 2

r+1 1/z 1/
6. lim z(In(x+1) —Inz) = lim zln = lim In <1 + > =In lim (1 + > =1
x

T—00 T—00 X T—00 T—r00

3.6. Asintotas

Las gréficas de ciertas funciones poseen la caracteristica de «aproximarse» (pero no intersectar)
a una recta vertical cuando la variable independiente x se acerca a cierto valor (que no pertenece al
Dom f) o a una recta horizontal, cuando la variable independiente = toma valores arbitrariamente

grandes o pequenos. Estas rectas reciben el nombre de asintotas. Mas precisamente:

DEFINICION 3.6.1 La recta x = a se llama asintota vertical de la curva y = f(z) si se satisface una

de las siguientes condiciones:

lim f(z) = oo, lim f(x) = oo, lim f(z) = o0
T—a z—at T—a~
lim f(z) = —o0, lim f(z) = —o0, lim f(z) = —o0
T—a z—at T—a~

DEFINICION 3.6.2 Sea f :]a, co[— R una funcién. Si el limite
xlggo flz)=L € R
entonces larecta y = L se llama asintota horizontal de f.

EJEMPLOS: Determine, si hay, las asintotas verticales y horizontales de las siguientes:

1) =1

2 f(z) = 253:_—4—333
2

3 fla) =S
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3.7. Continuidad

Consideremos las funciones

{SGHI s {1;‘#0
xr

flz)= y glz)=a>+2z+5

-3 si z=0

Notemos que si bien el limite de ambas funciones cuando z tiende a 0 existe, no corresponde

en ambos casos, a la funcién evaluada en el punto. Més precisamente,

lim f(x) =1| # [ f(0) = -3 A lim g(z) =5 E'g(())

xz—0 x—0

El concepto de continuidad da cuenta de esta situacion.

DEFINICION 3.7.1 (Continuidad en un punto) Supongamos que la funcién f estd definida en al-
gun intervalo abierto que contiene al nimero a. Se dice que f es continua en « si se satisfacen las

siguientes dos condiciones:

1. lim f(x) existe;
Tr—a

2. lim f(z) = f(a)

Tr—a

Si alguna de las anteriores condiciones no se cumple en a, entonces se dice que la funcién f es
discontinua en ese punto.

Equivalentemente, f es continua en a si
Ve>036>0: (ze€Dom(f) A |lz—a| <d) = |f(z)— fla)|] <e.

DEFINICION 3.7.2 (Funcién continua) Sea f una funcién cuyo domino es, o bien R, o bien esta
formado por la unién de intervalos abiertos. Decimos que f es una funcién continua si es continua

en cada punto de su dominio.

EJEMPLOS:
1. Sim,n € R son constantes, entonces f(z) = mx + n es una funcién continua en todo R.
2. En general, los polinomios de grado n son funciones continuas en todo R.
3. Las funciones f(z) =sen(z) y g(z) = cos(z) son continuas en todo ntimero real.

4. La funcién f(x) = [z] es continua en cada intervalo de la forma |s, s + 1], s € Z y es discon-
tinua en todos los s € Z.
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5. La funcién

m siz #0
X

0 sizx=0

fz) =

no es continuaen z =0 pues lim f(x)# lim f(z), por lo tantono existe lim f(x).
x—07F z—0~ z—0

—2senx si r< -5
6. Determine A, B € Rtal que f(z) = ¢ Asenz+ B si —-J<z<7] sea continua en
cosx si r> 5
todo R.
Solucién:  f es continua en los intervalos | —oo, =3[, | =5, 5[ y |5, 00[. Paraque
sea continua en los puntos —5 y 75, se debe cumplir:
lim f(z)= lim f(x) A lim f(x)= lim f(x)
=5 :t—)—gJr =5~ x_)%JF
= lim —2senz= Ilim Asenx+ B A lim Asenxz+ B = lim cosx
T>=35" xﬁf%Jr T—=g x%%Jr
— 2=—-A+18B A A+B=0 = A=-1, B=1

7. La funcién

B x sixzeqQ
f(x)—{ —x sizéQ

es continua en z = 0. ;Es continua en algtin otro punto?

Solucién: Veamos que f es continuaen0: seae>0; buscamosd >0, tal que
0<lz—0]<d=|f(x)] <e
Tomando ¢ = e

n SizeQ: |jz—0/<d = |f(x)=|z|]<d=c¢

n SizgdQ Jz|<d = |f(r)|=|—x|=|z|<d=c¢€

De este modo lim f(x) = f(0) =0

z—0
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3.7.1. Algebra de Funciones Continuas

TEOREMA 3.7.1 (Algebra de funciones continuas) Sean f, ¢ dos funciones continuas en a; enton-

ces

1. f+ g escontinuaen a;

2. f — g escontinua en a;

3. f-g escontinua en qa;

4. / es continua en a, siempre que g(a) # 0.
g

EJEMPLOS:

1. Las funciones f(x) = senz y g(z) = cosz son continuas en todo R. Por lo tanto:

hi(x) =3senz — 5cosz, ho(x) =senx - cosx son continuas en todo R.

La funcién hg(z) =

2. Lafunciéon f(z) =

es continua en todos los x € R : cosx # 0.

OS T

(x4 1)2%(x — 2)(z + 3)
(z—1)(z—4)

es continuaen R —{1,4}.

TEOREMA 3.7.2 (Limites y continuidad) Sea f una funcién continua en x = a. Si g es una funcién

tal que lim g () = a entonces
z—b

es decir

OBSERVACION:
funcién.

78

lim f (g (z)) = [ (a)

z—b

iy 1 (9 2)) = 7 (tig(0)) =/ (@

r—b

Se dice que, bajo estas condiciones, el limite puede ingresar al argumento de la
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EJEMPLOS:

1. Sea h(z) = V8 + 2. Calcular 11’m1 h(zx).
z—

Aplicando el teorema anterior:  1im /8 + 22 =  /im 8 + 22 = V9 =3
T—1 z—1

o ) 2?1
2. Verificar que lim In )= 0.

x—0 xr —

2 1 2 1
Aplicando el teorema: lim In (w 7 > =In (h’m (x >) =In (h’m T+ 1) =Inl=0

xz—0 xTr — x—0 rx—1 x—0

TEOREMA 3.7.3 (Composiciéon de funciones continuas) Sean f : D C R—+Ryg: & C R— R
funciones. Si f es continuaen a € Dy g es continua en f (a) € £ entonces g o f es continua en q,
que podemos escribir en la forma

lim(go f) () = g (iigéf (x)) = g(f(a))

Tr—a

Dem.: Sean fy g continuasen ay f (a) respectivamente. Sea ¢ > 0; como g es continua en f (a)
existe un p > 0 tal que

ly—fal<p = l9()—g(fla)l<e
Como f es continua en a, existe § > 0 tal que
[z —al<é = |f(x)=fla)l <p
De esta forma, si |r —a| < J entonces |f(z)— f(a)] < p yentonces |g(f(z))—g(f(a))| <ce

es decir, g o f escontinua en a.

OBSERVACION: Este teorema, que se puede leer como « la composicion de funciones continuas es
continua», nos permite evaluar con facilidad limites como

lim cos (sen (2%)) = cos <h’m sen ($2)> = cos (sen <h’m (x2)>> = cos (sen (0)) =cos(0) =1

x—0 z—0 z—0

de manera directa:

il’g% cos (sen (mQ)) = cos (sen (0)) = cos(0) =1

EJEMPLOS:
= Si f es continua en «a, entonces | f| es continua en a.

» Si f es continua en a, y si f(a) > 0, entonces /f es continua en a.
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DEFINICION 3.7.3 (Continuidad por la derecha) Se dice que la funcién f es continua por la dere-

cha en a si y s6lo si se cumplen las tres condiciones siguientes:

1. f(a) existe (a € dom (f));

2. lim f(x) existe;
z—at

3. lim f(z) = f(a).

z—at

DEFINICION 3.7.4 (Continuidad por la izquierda) Se dice que la funcién f es continua por la iz-
quierda en a si y s6lo si se cumplen las tres condiciones siguientes:

1. f(a) existe (a € dom (f));

2. lim f(z) existe;
Tr—a—

3. lim f(z) = f(a).

Tr—a~

DEFINICION 3.7.5 (Continuidad en un intervalo cerrado) Se dice que una funcién, cuyo dominio
contiene al intervalo cerrado [a, b] es continua en el intervalo cerrado [a, b] si y sélo si es continua
en el intervalo abierto ]a, b], asi como continua por la derecha en a y continua por la izquierda en b.

DEFINICION 3.7.6 (Continuidad en un intervalo semiabierto) Una funcién cuyo dominio incluye
al intervalo semiabierto [a,b] (respectivamente |a,b]) es continua en [a,b[ (respectivamente en
la,b]) siy s6lo sies continua en el intervalo abierto ]a, b[ (para ambos casos) y es continua por la

derecha en a (respectivamente, por la izquierda en b).

EJERCICIOS:

1. Analice la continuidad de f(z):

fz) =

cosgz si —1<z<1
|z —1| si |z| > 1

2. Dada la funcion

i 22 =2 +3 si <1
€T =
ar® —3ax?+2bx si z>1

Determinar a, b € R de modo que la funcién sea continua en R.
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3. Considere la familia de funciones a un pardmetro f.(x), (es decir, para cada valor de « se
considera la funcién f,,) dada por:

asenx si z<
fa(z) = { (

l—a)r+a? si x>

INTERNTE

Determine para qué valores del pardmetro se tiene una funcién continua, y grafique f,, para
cada uno de estos valores.

3.7.2. Tipos de Discontinuidad

DEFINICION 3.7.7 (Discontinuidad reparable y no reparable) Dada una funcién f que no es con-
tinua en un elemento a (puede o no ser del dominio de la funcién) diremos que:

1. f tiene una discontinuidad reparable en q, si existe el limite lim f(x).

Tr—a

2. f tiene una discontinuidad no reparable o irreparable en a, si lim f(z) no existe.
T—ra

OBSERVACION: Note que para considerar el limite necesitamos que por lo menos f esté definida
“cerca de a”.

EJEMPLOS:
1. Notar que la funcién f(z) = "Y' tiene una discontinuidad reparable en 0 (0 € Dom(f))
pues f definida como
T siz 0
fla)=
1 siz=0

corresponde a una extensién continua de f.

2+ 1

2. La funcién f(z) = 5

de f(x) cuando x — 3 no existe.

tiene una discontinuidad no reparable en x = 3, pues el limite
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3. Considere la funcién f(z) dada por:

1—=x si <0
2 si 0<z<1
flz) = 2sen%x si l<zx<?2
a—2 .
si x>2
T+ 2

a) ¢Es f(z) continua en z = 0?

b) ¢Es f(z) continua en z = 1?

¢) Determine a de modo que f(z) sea continua en el mayor subconjunto de R que sea

posible.

d) (Es posible hacer que f sea continua en R?
Solucién:

a) Noes continuaenz =0pues: lim f(z)# lim f(x)
z—0~ z—0+t

b) Siescontinuaenz = 1pues: lim f(z)= lim f(x)

z—1— z—1t
€) a =2 pues:
T a—2 a— 2
1i = lim 2 —x =0 1i = 1i =
S J(w) =l Zsen 5o y o Jm i = s =g

4

a—2_

Como ambos limites deben coincidir: 0 = a=2

d) No es posible pues en = = 0 la discontinuidad es irreparable.
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3.7.3. Teoremas de funciones continuas en intervalos cerrados

TEOREMA 3.7.4 (del Valor Intermedio) Sea f : [a,b] — R continua en el intervalo cerrado [a, b]. Si
f(a) # f(b), entonces para cada valor y entre f(a) y f(b) existe un ndmero c entre a y b tal que

f(e) = yo.

OBSERVACION:

1. Geométricamente, el Teorema del valor intermedio (T.V.L.) dice que todos los valores entre f(a)
y f(b) estan en el recorrido de f. Dicho de otra manera, si escogemos y entre f(a)y f(b),y
trazamos la recta horizontal y = yo, esta recta intersecta la grafica de y = f(z) en al menos un
punto. Esta es una manera de decir que la gréafica de la funcién no posee «saltos» o «huecos»,
lo que sugiere la idea de poder trazar dicha gréfica sin levantar el ldpiz.

2. Notar que basta que f posea un punto de discontinuidad para que no se satisfaga el teorema.

La funcién «parte entera», definida en el intervalo | 3, 2 [ es un ejemplo de esta situaci6n.

3. No toda funcién que tiene la propiedad del valor intermedio es continua. Por ejemplo, la
funcién f(z) = x — [z], definida en [0, 2] es discontinua en x = 1.

COROLARIO 3.7.1 Sea f : [a,b] — R una funcién continua tal que f(a) y f(b) tienen signos
opuestos. Entonces, 3¢ € (a,b) : f(c) =0. (Este es conocido como el Teorema de Bolzano).

EJEMPLOS:

1. Demuestre que existe 7o € R : f(zo) =0, donde f(z)=a%— 2%+ 2z —1.

Solucién: f es una funcién continua en R, en particular en el intervalo [0, 1]. Evaluamos
en los extremos del intervalo: f(0) = —1 y f(1) =1. Luego, 3¢ €]0,1[: f(xo) =0 es
decir, existe una raiz del polinomio f(z).

2. Sea f(z) = x + senz — 1. Probar que existe al menos una raiz real de la ecuacién f(z) = 0.

Solucién: Notamos que f es suma de funciones continuas, por lo que es continua.

Evaluamosen Oy 5 : f(0) = =1, f(5) = 5. Luego, f posee una raiz en el intervalo |0, §|.

3. Considere la curva definida por y = 2°+x —2 ;Es posible afirmar que la recta y = z intersecta
a esta curva?

Solucién: El problema es equivalente a determinar si Jdzg € R : 24+ —2=u2xes
decir,si Jzg € R: 2°—2=0. Aplicando el T.V.I. podemos afirmar que tal z, existe y
pertenece, por ejemplo, al intervalo |0, 2[.
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4. La funcién y = tan z toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo [ /4, 37 /4]
y sin embargo no se anula en él. ;Contradice esto el teorema de Bolzano?

Solucién: No, puesto que, para = = 5 la funcién no estd definida.

5. Considere la funcién f definida por

(@) z—1 si 0<z<2
€Tr) =
x? si 2<x<3

Para k €]3,4], jexiste c € [0, 3] tal que f(c) = k? ;Por qué no se cumple lo establecido en el
teorema anterior?

Solucién: Recf = [-1,1]U]4,9], de donde Pyo €]3,4[ que esté en Recf. Como f no es
continua en x = 2, esto no contradice el T.V.I.

6. Verificar que f(z) = 223 — 222 — 42 + 1 tiene tres ceros entre —2 y 2.

Solucién: Aplicamos el T.V.L. a la funcién en tres intervalos contenidos en [—2, 2], por ejemplo
[=2,-1], [0, 1] y [1,2].

7. Verifique el T.V.I. para f(z) = vx +1 enelintervalo [3, 24].

Solucién: f es continuaen [3,24]y f(3) =2, f(24) =5.

Sea y € [2,5]. Queremos probar que Jc € [3,24] : f(c) =y, esdecir, vVc+1=y.
Despejando ¢ de la ecuacion, obtenemos ¢ = y? — 1. Tal ¢ pertenece a [3, 24], pues si
2<y<bh = 4<y’<25 = 3<y’-1<24.

8. Sea f : [0,1] — [0, 1] una funcién continua. Probar que 3t € [0,1] : f(t) = t.

Solucién:

= Si f(0)=0 o f(1)=1,estd probado.

» Supongamos que f(0) >0 A f(1) <1 y consideremos la funcién g(t) = f(t) —t.
Entonces, g es continua. Ademas:

9(0) = f(0)=0>0

g(1)=f(1)—1<0 } = ¢(0)-g(1) <0

Luego, Jt € [0,1]: g(t) =0, esdecir, 3t €[0,1]: f(t) =t.
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3.7. CONTINUIDAD

TEOREMA 3.7.5 Sea f : [a,b] — R continua. Entonces, f es acotada, es decir,

M >0: |f(x)]<M Vz € [a,b

TEOREMA 3.7.6 Sea f : [a,b] — R continua. Entonces,

Jxo, 1 € [a,b] + f(zo) < f(x) < f(z1) Vz€la, ]

OBSERVACION: Este teorema dice que una funciéon continua definida sobre un intervalo cerrado

siempre alcanza su valor méximo y su valor minimo, en el intervalo.

EJEMPLO 3.7.1 Con un alambre de largo 1[m] se desea construir un marco cuadrado y otro circular.

¢(Es posible repartir el alambre de modo que la suma de las dreas encerradas sea maxima? ;Y para

que sea minima?

Solucion: Se «corta» el alambre a una distacia x de uno de sus extremos. Tenemos entonces 2

trozos de alambre: uno de largo z, con el que construiremos el marco circular, y uno de largo 1 — z,

con el que construiremos el marco cuadrado. Asi:

4

—2\2 2
An(z) = (1 a:) A As(z) = z (pues A, = nr?,

con 27r =ux)

donde Apy A, representan las dreas del cuadrado y circulo, respectivamente. Asi, el drea total

encerrada es:

Aw) = <1;”3>2+f:r

El problema planteado es equivalente a preguntar si la funciéon

1—z\? a2
A:[0,1] — R, A(:U):<4x> +i—7r

alcanza su valor méximo y su valor minimo en el intervalo [0,1]. Como la funcién A es continua, y

estd definida sobre un intervalo cerrado, por el teorema anterior sabemos que la respuesta es si.

Maés adelante en el curso veremos cémo determinar los puntos en los que se alcanzan estos

valores extremos.
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3.8. Ejercicios de Controles y Certimenes

T—\xr+2
1. Calcule lim ————
z—=2 /4o +1—3
-1
2. Estudie la continuidad de la funcién f : R — {0,1} — R, f(z) = sen((w(xl))) y repare
x(x —
sus discontinuidades.
-1
3. Si [z] : parte entera de z, determine, justificadamente, el lim [n ]
n—o0o n
3 —a?
4. Determine el valor de a € R de modo que lim —(— = 3.
r—=a r* — q
5. Determine los valores de a,b € R de manera que la funcién
T +senx .
_— si <0
2x —senx
f(x) = b si =0
VA 4 -2
yrre—2 +a si x>0
T
sea continua en x = 0.
 Vert 41422

6. Determine el valor de ¢ > 0 de modo que la funcién f(z) = tenga como

422 + 3z + 1
asintota horizontal alarecta y = 1 cuando z tiende a infinito.

7. Considere la funcién f definida en R por:

€T si <0
-

r—a)?+b si x>0
donde a,b € R, con a > 0.

a) Determine qué relacion debe existir entre a y b para que f sea continua en todo R.
b) Determine los valores de a y b para que f sea continua en todo R y biyectiva.

¢) Para los valores determinados en la parte b), encuentre f~!, la funcién inversa de f.

8. Calcular los siguientes limites:

sen(3x) — sen(bx) . 22 —/2Tx
a) lim b) lim ————
z—0 vr+1-—1 =3 /3x — 3

32T — 4232 4 (a — )P/
9. Calcule xlg{)lo send z + 21/625/3 _ cosx
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3.8. EJERCICIOS DE CONTROLES Y CERTAMENES

10. Sea f(z) = (cosz)Y/*, 2 € R — {0}.

¢Coémo habria que definir f(0) para que la funcion

resultante fuese continua en z = 0?

11. Sea )
-2 1
5637:6—# si z<1 (z#0,2# —-1)
f(z) = NI
z? =3z +2 si -1
22 -1 .
Calcule lim f(x).
z—1
12.  a) IETOO ( z(r +a) — x)
, 1—cosx
b) mhﬁn217r (x — 27‘(’)2
13. Sea g una funcién continua en z = 0, dada por
2
x
—— si x#0
glz) =4 flx)
0 si z=0

Calcular:

f(z)

a) lim o) & 22

z—0

b) lim

z—0

(7w

()
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Capitulo 4

Derivadas

4.1. Introduccion

El concepto de derivada es una de las ideas mds importantes en la matemdtica. Es una he-
rramienta fundamental, no solo en el ambito de las ciencias fisicas sino también en las ciencias
sociales. Tiene aplicaciones tan variadas como la resolucién numérica de ecuaciones (ttil en los
casos en los que no se dispone de una «férmula» que permita determinar las raices de la ecuacién),
aproximacién de funciones por otras mas sencillas, determinacioén de las tasas de variacion de
variables como distancia y velocidad, curvas de demanda en economia, etc.

Consideremos la gréfica de una funcién y = f(z) como en la figura, y sean xg, z¢ + h1,xo +
ha, o + hs elementos en Domf.

y=f(x)

Xo Xoths Xoth; Xoth;

Consideremos los puntos (zo, yo), (xo+h1, f(zo+h1)), (xo+he, f(zo+h2)), (xo+hs, f(xo+hs)) en
la grifica de y = f(x). Vemos que las rectas secantes by, lo, 3 ue pasan por
g q q P P
(w0,0), (o + h1, f(xo + h1)),  (20,%0), (xo + ha, f(xo + h2)), (zo,¥0), (xo + h3, f(zo + h3)) res-
pectivamente, todas pasan por (zo,yo) y en la medida que x¢ + h; estd «mds cerca» de zy, van

modificando su pendiente y se aproximan a la recta tangente a la curva y = f(z) en el punto

(zo, f(0))-
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Mas precisamente: recordemos que la ecuacion de una recta que pasa por los puntos (o, yo)

y (21, f(z1)) estd dada por
f(z1) = f(=o)

1 — o

y — f(xo) = (r — x0)

y haciendo =1 = zg + h:
) o = T = S
f(@o + 1) — f(z0)

fio, representard la pendiente de la recta tangente a la curva y = f(z) en el punto (zo, f(z¢)). De

(z — o)

de donde vemos que, si la expresion tiene sentido para h suficientemente peque-

la misma manera, podriamos haber considerado la expresion anterior para la ecuacion de la recta,

f(z1) — f(zo)
T — o

sentido para x; — xo, entonces, representard la pendiente de la recta tangente a la curva y = f(x)

en donde la pendiente de la recta estd dada por , es decir, si este cuociente tiene

en el punto (xo, f(z0))-

Recta tangente

y=f(x)

Xo Xoths Xoth; Xoth;

f(z1) = f(zo)
Tr1 — X0
presenta la posicion de una particula en un tiempo ¢t # ¢o. Entonces, la expresion

f(t1) — f(to)
t —to

Cuocientes de la forma aparecen en otros contextos. Supongamos que f(t) re-

es la velocidad media de la particula en el tiempo transcurrido entre ¢y y ¢; (recordar que v = %’
donde d: distancia, y t= tiempo). Asi, si t; «se acerca» a ty, este promedio se aplica a intervalos cada
vez més pequefios de tiempo, por lo que tiene sentido pensar en que el limite de este cuociente,
cuando t; — to, representa la «velocidad instantdnea» de la particula, en el tiempo ¢t = ty.

Es la existencia del limite de este cuociente, el que define el concepto de derivada.
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4.2. El Concepto de Derivada

DEFINICION 4.2.1 (Derivada) Sea f : I C R — R una funcién, donde I es un intervalo abierto, y
sea zo € I. Diremos que f es derivable en xg si existe
f (xo+h) — f (z0)

h

lim
h—0

En tal caso escribimos
f(zo+h)— f(zo0)
h

/ s
o) =t
y diremos [’ (x() es la derivada de f en .

La derivada de la funcion f es aquella funcién, denotada por f’, tal que su valor en un ntimero z
del dominio de f estd dado por

! — ].’
fiz) = lim

flz+h) - f(x)
h

si este limite existe.

Si f’(z) existe para todo x en el dominio de f, se dice que la funcién es diferenciable.

OBSERVACION:

1. Haciendo el cambio de variable = =z9+ h reemplazamos en la definicién de derivada:

o) = tim L @D f@0) @) = o)

h—0 h T—=ro T — X

por lo que ambas expresiones son equivalentes.

df (o)
de

2. f'(xzo) (laderivada de f en el punto x() se denota también di (f(x0)),
X
Do (f(z0)), Daf(xo).
Consecuentemente, la derivada de una funcién f (que depende de la variable x) se denota

por < (f@). L. Du(f@). Duf

3. Dom (f’) € Dom (f).

E]EMPLOS:
1. f(x) = c(constante) = f(z) = hfg%) flz+ h})L — f(x) _ }g% c ; c_ 0.
2 fl@)=2 = f'(3)_}1HOf(3+h})L—f(3)_}HO3+Z—3:1

91



CAPITULO 4. DERIVADAS Verénica Gruenberg Stern

5 fe) = = @) = BTN TG G- Gh

6
h—0 h h—0 h h—0

En general:

4. f(x)=2" =

P € ) e I e o R o 1 s AL
fi) = Jim h = fo h -
h)+0b— b
5 f(z) =ax+0b = fx) = %1'1% alz +h) +h (az +) = a, que corresponde a la
_>

pendiente de la recta.

6. flx)=yx Ya>0 =
h—0 h h—0 h Ve+h+yr h=0h(Vz+h+yz) 2V

Vemos que 0 € Domf’, es decir, f no es derivable en x = 0.

7. f(x) =senx =
() = }ILI’H%) sen(x + h) — sen(x) _ gy SERTCOS h + sen h cos z — sen(x) _
ﬁ

h h—0 h

senz(cosh — 1) +senhcosx senz(cosh —1) senhcosx

pr— 1, pu— l’ =
B0 h h0 I h cos(z)
8. f(z) = cos(x) = f'(z) = —sen(z) andlogamente.
2¢ — 1
9. S f(x)= j_ 1 determine f'(3).
23+h) -1 5
3+h) —f(3) ., (B+h -4 -1 7h
/ =1 f( =1 =] _ =
J8) = lim h B0 h M =1y
10. Si f(z) = |z|, muestre que f’(0) no existe.
lim h 1
h|—10 h n
Basta ver que no existe el siguiente: lim [0+ A= 0] = lim 2l = ho0t }1 h
h—0 h h—0 h im — = —1
h—0~

EJERCICIOS:
1. Determine f'(x) si:

a) f(z) =sen’x

b) f(z)=+vz+3

_w—2
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2. Sea f una funcién monoétona (estricta) creciente. Verificar que f’(z) > 0. Andlogamente, si
f(z) es monoétona (estricta) decreciente verificar que f'(z) < 0.

3. Hallar mediante la definicidn, la derivada en z = a de

2 1

:233—1_33

f(x)

4. Dada la funcién continua f(z), determinar f’(x) y sefialar su dominio,

fz) =

T+ 2 si z<1
202 —6x+7 si x>1

5. Sea f : R — R una funcién que satisface las siguientes:

a) fla+b)= f(a)- f(b) Va,b € R
b) f(0)=1
c) f'(0) existe

Probar que f es derivable Vo € Ry, mds aan, f'(z) = f'(0)- f(z).

4.2.1. Interpretacién Geométrica

Vimos en la introduccién del concepto de derivada, la manera bastante natural en que aparece
la derivada como la pendiente de la recta tangente a la grafica de una funcién y = f(x). Precisare-
mos a continuacion estas ideas.

DEFINICION 4.2.2 (Recta Tangente) Sea f : I C R — R una funcién derivable en z¢ € I, donde I
es un intervalo abierto. La ecuacion de la recta tangente a la gréfica de f en el punto P(zo, f(z0))
es:

y— f (x0) = f'(zo) (x — x0)

OBSERVACION: Vemos entonces que f’(zg) corresponde a la pendiente de la recta tangente a la
graficade y = f(z) en P.

DEFINICION 4.2.3 (Recta Normal) La recta normal a la grafica de y = f(x) en un punto P es la
recta perpendicular a la recta tangente en ese punto.
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OBSERVACION:

» Si f'(z0) # 0 entonces la recta normal que pasa por (zg, f(x¢)) tiene ecuacion

(x — o)

Yy — f(xO) = _f/(xo)

» Si f/(z9) = 0 entonces la recta normal que pasa por (zo, f(z¢)) tiene ecuaciéon = = x.

EJEMPLOS: Determine las ecuaciones de las rectas tangente y normalen x = 3 para las curvas

a) y==x

b) y = 22

y=+vz
Solucidén:

a) y=fx)=2 = f'(3)= %(3) = 1 es la pendiente de la recta tangente en el punto.

Luego, la ecuacién de estarectaes: y—3=1-(zx—3) = y =z obviamente.

La ecuacion de la recta normal es y = —x.

_ by

—d$(3):6 = y—-9=6-(zx—3) = y=6x—9

b)y=[f(x)=2> = [(3)

es la ecuacion de la recta tangente.

1 1 19
La ecuacioén de la recta normal seré: y—9= 5 (r—3) = y= —5% + 5
Dy=fo)=vi = FB=%e=-1 5 y-VBE=‘ @-3 =
Y dx 2V/3 Y 2V/3
3 3
Y= \6[33 + \g es la ecuacion de la recta tangente.

La ecuacién de la recta normal serd: y —+v3=-2V3-(z—-3) = y=-2V3z+7V/3

TEOREMA 4.2.1 Siuna funcién f es diferenciable en x, entonces f es continua en x.

Dem.
Debemos probar que lim f(z) = f(zo), equivalentemente, que }llfn% f(xo+h) = f(xo)
T—>T0 —

o equivalentemente, que %in%) f(zo+ h) — f(zo) =0.
—
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Pero:

’ R R Y f((]?()—f—h)—f(l'()) , gl .
lim f(zo -+ h) — f(z0) = lim ) h=lim ) lim b= f'(r0) -0 =0

donde utilizamos la hipétesis de que f es diferenciable en x( para escribir el limite como producto
de dos limites que existen. Luego, f es continua en xy.

OBSERVACION: El reciproco de este teorema es falso, es decir, una funcién continua en un punto

no necesariamente es diferenciable en ese punto. Los siguientes ejemplos muestran esto.

EJEMPLOS:

1. Consideremos f(z) = || y veamos que esta funcién no es diferenciable en z = 0 aunque es

continua alli. (Vimos ya esto anteriormente).

Solucién:

a) Claramente f es continua en 0, pues

h'm+ r =0

: _ z—0 ? — 0 =

ili% |z| = fn a = 0 por lo que ilg%] lz| = 0= f(0).
z—0~

b) Si f fuese diferenciable en z = 0, debiera existir el limite }Lfr%
%

f(O+h) - f(0)
- :

Sin embargo,

. |hl
Iim — =1
h) —
lim 1O+ 2 /0) = { =0t ‘Z| .. f no es diferenciable en 0.
h=0 lm = —1
h—0— h

2. Sea f(x) = x'/3. Muestre que f no es diferenciable en z = 0 aunque es continua en 0.
Solucién:

no estd definida

1
Para ver que f no es diferenciable en z = 0, basta ver que  f'(z) = —
3V/z?

en este punto.

3. Considere la funcién

1/z si xz>1

f(x):{x si <1

Determine, si es posible, la ecuacion de la recta tangente a la curva y = f(z) si
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a) =20

by =2

) x=1
Solucioén:

a) Determinamos primero si existe f'(0), que debiera ser la pendiente de la recta tangente:

h—0

1oy — 1o 0+ R) = £(0)
f(0) = lim .

:1/ 7:1
hlg% h

Luego, la recta tangentea y = f(z) en = =0 estd dada por:

y—0=1-(z—0) =

y=x

b) Determinamos primero si existe f’(2), que debiera ser la pendiente de la recta tangente:

oy e F24h) = f(2)
f(2) = lim .

_1
— im 24+h 2
h—0

e ) B R |
hs0  h hs0 2h(2+h)  hs02h(2+h) 4
Luego, la recta tangentea y = f(z) en = =2 estd dada por:
1 1
Yy—5=—7"

1
—2 = ——z+1
5 1 (x—2) y " +
¢) Determinamos primero si existe f’(1), que debiera ser la pendiente de la recta tangente:
Si f fuese derivable en x = 1, debiera existir el limite

o fUER) = £

lim N . Veamos:
1
ien !
1+h)—f(1 fim ——"%

lim fa+h) = f(1) = hlifélﬂu h 1 . f noesderivableen z =1
h—0 h 14+h—1

lIm —— =1

h—0- h

Luego, no existe la recta tangente a la gréficade y = f(z) en z = 1.

1 1
EJERCICIOS: Considere la funcion f(x)

- + }
1+ |z 1+ |z—3|

1. Determine A C R de todos los puntos donde f es continua.

2. Determine B C R de todos los puntos donde f es diferenciable.
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4.3. Algebra de Derivadas

TEOREMA 4.3.1 (Algebra de derivadas) Sean f, ¢ funciones derivables en x € I, donde I es un
intervalo abierto en R. Entonces:

d

L —((f+9)(x) = f'(z) £ g'(x)

2. —(kf(z)) =kf'(z) kEeR

(f(2)9(2)) = f'(x)g(z) + f(x)g'(2)

(f(x)> f'(x)g(x) — f(x)g'(x)

dx
a
dx
a
dx
a
dr \ g(z)

Dem.:

1 L (fh)@) =t SEDEHW = E9@) e S+ D) Egleth) = () +9(@))

dz h—0 h h—0 h
i SO I g KD )y
3. %(f(x)g(:v)) _ }13;% f(x + h)g(m +hh) — f(a:)g(x)
o S gle )~ F@)g(e+ ) + f(@)gle +h) — [@)g)
h—0 h
o GG D = f@)gle ) | F@) o+ )~ g(2)
 h—0 h h—0 h
= f'(x)g(x) + f(x)g'(z)
fle+h)  [flx)
g 4 (f(x)) g D) 9@ [t () — f(z)g(x + h)
" dx \ g(o) h—0 h h—0 hg(x + h)g(x)
_ yy J@ T 1)9(2) — f@)g(@) + f(2)9(z) — fz)g(x + h)
h—0 hg(xz + h)g(z)
o )~ F@)el) 7@ (ol +h) — g(a)
h—0 hg(xz + h)g(z) hg(xz + h)g(z)
L UEER @) g@)  f@) (gl h) - ()
h—0 h g(x+h)g(x) g(x+h)g(x) h
f(@)g(x) — f(x)g'(x)
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EJEMPLOS:

98

1. Si  f(x) =72% -2z +senz, entonces f'(z)= 3521 —2+ cosu.

2.8 f(z) = (2?2 +1)y/or+42° -5, entonces f'(v)=2x\/z+ (2> + 1)L + 202*

2z
(14 cos2) v/ — (& + sen )
cos —(z+senz)——
2
3.5 f(z) = :H—\/ng, entonces f'(z) = . VT
4. Probar que larecta y = —z estangentealacurva y = 2® — 622+ 8z ;Cuél es el punto de

tangencia? ;Corta esta recta a la curva en otro punto?
Solucién:

Veamos, en primer lugar, los puntos en los que la curva se intersecta con la recta (si la recta
es tangente a la curva, al menos debe tocarla en un punto). Igualamos:

2% — 622 + 8z = —x = 23— 622 +92 =0 = z(z—3)2 =0

Luego, se intersectansi =0 6 z = 3.

Determinemos las ecuaciones de las rectas tangentesa y = f(z) = 2® — 622 +8z en z =0
y =23

: af . 5 daf df ..
Se tiene que 1= 3z — 122 + 8 de donde I (0)=8 A dm(S) = -1

Siz =0, la ecuacion de la recta tangenteay = f(z)es: y—0=28(z —0) 6 y = 8.
f(x)es

(

Por lo tanto, larecta y = —x es tangente ala curva y = 23 — 622 + 8 para x = 3.

Siz = 3, la ecuacion de la recta tangente a y = y+3=—(x—-3) 6 y=—u.

5. ;Para qué valores de a,by clas curvas f(z) = 2? + ax +b, g(z) = 2> + cz, tienen una recta
tangente comun en el punto (2, 2)?

Soluciéon: Como (2, 2) pertenece a ambas curvas: f(2) =4+4+2a+b=2, ¢(2)=8+42c=2.

Ademas, si tienen la misma recta tangente, éstas tendrdn la misma pendiente, de donde:

daf dg 2
- — 7 2 o = _ 4 =12
Tl = dr |y = (22 + a)|z=2 = (32 + ¢)|r=2 = +a +ec
2a +b = -2
c = -3 = a=5 b=-12, c=-3
a—c = 8
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6. Dos atletas se disponen a correr los 100 metro planos. La distancia, en metros, que cada uno
de ellos recorre en ¢ segundos esta dada por

1 1100t
s1(t) = 5752 8y sl = 00

Determine cuél de los corrredores es el

a) mas rapido en la salida.
b) que gana la carrera.

c) mas rdpido en la llegada.
Solucién:

a) La velocidad del atleta 1 en la salida est4 dada por:

s
dt

2
= 7t =
t=0 5 + S‘t:() 8[m/s]

La velocidad del atleta 2 en la salida est4d dada por

dss

dsy| _ 1100(t + 100) — 1100¢
dt -

=0 (t +100)2 ‘t:O

= 11[m/s]

Luego, el atleta 2 es mas rdpido en la salida.

b) Para determinar el tiempo en que el atleta 1 recorre 100[m] resolvemos
1
100 = gt?+8t & 24+40t-500=0 < t=10[s]

Para determinar el tiempo en que el atleta 2 recorre 100[m] resolvemos

1100t

100 =
t+ 100

t+100=11t =0 <« t=10]s]

Luego, ambos atletas llegan simultdneamente a la meta.

c) La velocidad del atleta 1 en la llegada estd dada por:

dsy
dt

2

= =12
t=10 5 +8‘t:10 [m/s]

La velocidad del atleta 2 en la llegada esta dada por

dSQ‘ ~1100(¢ + 100) — 1100t’

&2 — —99...
dt li=10 (t + 100)2 9 m/s]

=10

Luego, el atleta 1 es mds rapido en la llegada.
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7. Sea f(x) la funcién definida por

22 —5x+6 si z<1
f(z) = .
ar +b si x>1

Determine a y b de modo que f sea continua y derivable en R.

Solucién:
Para que sea continuaenz = 1: 1-5+6 = a+b 5 b5
a = — y =
Para que sea diferenciableenz =1 : 2-5 = a

8. Demuestre que el tridngulo formado por los ejes coordenados y la tangente a la curva
2

a . .
Ty = > tiene area constante.

Solucién:

2 CL2

212
a2

Asi, la ecuacién de la recta tangente a la curva en un punto <:c0, 2) estd dada por:
Zo

Consideramos la funciéon y = f(z) = (2%5' Luego: f'(z) = —

a? a?

y—%:—%(iﬁ—ﬂfo)

Determinamos los interceptos de esta recta con los ejes coordenados:

2
a
=0 = y=— 1 1 2
“ Y g = AAzix-yzi-ng-a—:az

y=0 = z =2z o
EJERCICIOS:
1. Hallar el punto en que la tangente alarecta y = 2>—7z+3 es paralelaalarecta 5z+y—3 = 0.
2. ;En qué punto dela curva y? = 223 la tangente es perpendicular alarecta 4x —3y+2=07?

3. Sean f(x) =2?% g(v) = —2? 4 az + b. Determina a,b € R tal que las gréficas de y = f(z)
ey = g(z) sean tangentes en z = 2.

4. Pruebe que las graficasde y = f(z) ey = g(x) son tangentes en P, donde

a) f(x)=2-— 3z, g(z) = 2% — 5z + 3, P=(1,-1)

b) f(x) =22 +1, g(z) = -1 — 4z — 22, P=(-1,2)

¢) f(z) =23 — 322+, g(x):mj_l, P =(0,0)
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5. Determine f’(0) si

y se sabe que  ¢(0) = ¢'(0) = 0.

6. El costo total de producir x unidades de un producto se expresa a veces como una funcién

Clw)

X
modifica el nimero de unidades producidas a, digamos, x + h, entonces la tasa promedio de

C(z) que depende solo de z. El costo promedio por unidad serd entonces Si se

variacion del costo esta dada por
C(z+h)—C(x)
r+h—1x
El limite de esta razén, cuando h tiende a 0 se llama costo marginal. Es decir, el costo marginal

es la derivada del costo C’(z), que representa la tasa de variacion del costo por unidad.

Con las definiciones anteriores, resuelva los siguientes problemas.

a) Un fabricante determina que si produce x unidades diarias de su producto, sus costos
estdn dados por:
= un costo fijo de $20.000 diario
= un costo de $1000 por unidad diarios
= otros costos de $ 222 diarios

(Cuadl es su costo promedio por unidad y cudl es su costo marginal? ;Cuédnto debiera
producir de modo que su costo promedio sea minimo?

b) Un mayorista descubre que los costos fijos de su tienda son de $6.000.000 anuales, y
que si su inventario promedia x unidades, entonces los costos de almacenamiento son
$20z + 823 por afio. ;Cudl es el costo promedio por unidad, y el costo marginal? ;Qué

nimero de unidades = del inventario minimizan el costo medio por unidad?

Aplicaremos ahora el édlgebra de derivadas para determinar las derivadas de las funciones
trigonométricas.

TEOREMA 4.3.2 (Derivadas de las funciones trigonométricas)

1. —(tanm) =sec’z 3. —(cotgm) = —cosec ’x

dxr dzx

2. I ( sec :U) =secxtanx 4. . (cosec :U) = —cosec xcotg x
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Dem.
d d /senx cos? x + sen? x
1. —(tanx :—< ): =sec’x
dx ( ) dx \cosz cos? x
’ d ( ) d 1 senx ¢
. —(secx) = — = =secxtanx
dx dx \ cosz cos? x
3 ( ¢ ) d (cosx) —sen?z — cos’x 1 9
—(cotgzx) = = =— = —cosec’°x
dz & dr \senz sen? x sen? x
4 d ( ) d 1 Ccos X ‘
. —(cosecz) = — =— = —cosec xcotg x
dx dx \senzx sen? z &

TEOREMA 4.3.3 (Derivadas de las funciones logaritmo y exponencial)

d 1 d, . .
1. dx(ln(ac)) = 3. %(e )=e
d 1 1 d ., .
Dem
| —1 1 1
1L (n(a)) = 2EER 0T g, L) (x+h>zlimln(1+h>
X h—0 h—0 xT h—0 xT
1 ) Yy
:x ylLHQOEIH <1+y> :;ylirgoln <1+y> :;ln <yll>nolo <1+y> >
Y=hn
1 1
= —lne=—
T T

2. Usando la férmula del cambio de base y aplicando lo anterior tenemos:

i(lo (x))_icni)_i 1
de BN = i \ e ) T bz
d etTth _ o eh —1 eh —1 U
. ——(e”) = lfim ———— = lim ¢* — " I — " lim —— =
3 da:(e) B0 h hl—%e< h > ehg%( h )h\/e u%ln(u+1)
eh—1=u
z 1 1 z 10 1 e 1 1 - 1
u In(u + 1) n lim In (1 + )
n—o0 n
1

=e"- — =" -1=¢" donde hemos hecho uso de la continuidad de
In (nlir{:o (1 + n) )

la funcién logaritmo. Luego,
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d bz+h_ba: h h
L) = T e () S () = e -
dx h—0 h h—0 h h—0 h ~ u—0 logy (u + 1)
bh—1=u

u u u
M — b b lm — —Inb-b" ( ¢ 7:>
I gy ot lm gy T b pues iy S ) !

Inb

OBSERVACION: Notemos que,si b >0, b # 1:

d prth _ h h _1
—bgc:limi:lfmbxi:bxlimb

= Kb*
dx h—0 h h—0 h h—0 b

Es decir, la razon de cambio 6 tasa de variacion de cualquier funcién exponencial es proporcional a la
exponencial. Veremos que esta constante de proporcionalidad K dependeréa de la base b.

Por otra parte, si calculamos la derivada de f(z) = logy(z) en x = 1 usando la definicién,

tenemos: | (1 h) | ) . Lh
. logy(l+n) —log , + , 1
(g |_, = fim LI — i o, (1) = o, 140

1
= logy, (}lg% (14 h)h> = log e

log;, es continua

Luego, si la base escogida es b = e, lapendiente serd Ine = 1. Este es uno de los motivos de
por qué la base e es tan importante en cdlculo: es aquella que hace que la pendiente sea igual a 1
tanto para el logaritmo, como para la exponencial. Para la funcién logaritmo, en z = 1y, simétrica-

mente, para la funcién exponencial en z = 0.

Ahora aplicamos estas observaciones para calcular:

d z+h _ _x h_1 h_1
d(ex):limee:lime”&<eh )ze“ﬂfm(e >:€x.1:e$
T

h—0 h h—0 h—0 h
h
e —1
donde }llir% ( . > = (e") 0= 1, pues esla pendiente de la recta tangente ala curvay = e*
— T=
en x=0.
EJERCICIOS:

1. Calcular las derivadas de las siguientes funciones:

r+cosx —1

a) f(.f) = 22 1 e®
b) f(x) =ztanzInzx
LY
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2. Suponga que una poblacién de 500 bacterias se introduce en un cultivo y aumenta de ntimero

At
P(t) =500 ( 1+ ——
®) <+50+t2>

donde t se mide en horas. Hallar la razén de cambio a la que esta creciendo la poblacion

de acuerdo con la ecuacién:

cuando t = 2.

3. Determinar si existe algtin valor de x en el intervalo [0, 27) tal que las razones de cambio de
f(z) =secz yde g(z)= cosecx sean iguales.

4.3.1. Regla dela Cadena

El siguiente teorema sefiala como calcular la derivada de una compuesta de funciones, cuando
ambas funciones son derivables. Esta regla permite derivar funciones de expresiones complicadas,
de manera bastante sencilla.

TEOREMA 4.3.4 Siy = f(u) es una funcién derivable de u, y si ademds u = g(z) es una funcién
derivable de x, entonces y = (f o g)(z) = f(g(x)) es una funcién derivable, con

dy dy du

dr  du dx
En otras palabras

L (fog) (@)= F'la@) o (2)

Dem. Presentamos una demostracion parcial de este importante teorema, que no contempla
todos los casos pero permite validar su enunciado.
Notamos que:

i 9@ +h) —(fog)(x) _ | (fog)lwth) —(fog)x) glz+h)—g(z)
h—0 h h—0 gz +h)—g(x) h

lo cual sirve en el caso en que g(x + h) # g(x). Aplicamos la propiedad para el producto de limites,
cuando éstos existen (como en este caso), y obtenemos el resultado.

EJEMPLOS:
d
1. Para calcular d—(mQ — 7x)%, hacemos g(z) =227z y f(t)=1t> Luego:

X

Jd@)=22c-7 A f(t)=3t>
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Notar que, en este caso, también podemos efectuar la operacién elevar al cubo antes, y luego
derivar:

d d
—(2® = 7x)? = d—(a:G — 2125 +1472% — 3432%) = 62° — 1052* + 58823 — 102922
xr

= 32°%(223 — 3522 + 1962 — 343) = 32%(z — 7)%(2z — 7)

lo cual muestra que, si interesa obtener los puntos en los que la derivada se anula, la regla de
la cadena resulta ser una herramienta més eficiente, puesto que entrega el polinomio facto-
rizado. En el segundo caso, debemos ser capaces de encontrar los ceros de un polinomio de
grado 3.

2. Para calcular di(sen(ln(:n2 +1))), aplicamos directamente la regla de la cadena:
x

-2z

%(sen(ln(:c2 +1))) = cos(In(a? + 1)) - 3:21 1
Formalmente, debiésemos haber definido:
f(z) =senz,  g(x)=Inz, hz)=2>+1
Entonces:
(fogoh)(x) = f(g(h(x)) = f(g(z® +1)) = f(In(z® + 1)) = sen(In(z® + 1))
de donde

-2x

L (sen(in(a? +1))) = (Fogoh) () = F (9(h(2)) o/ (h(a)) - (x) = cos(in(a? +1))-

EJERCICIOS:

1. Escriba f(z) como la composicién de 2 funciones y también como la composicién de 3 fun-
ciones. Calcule la derivada de f, si:

a) f(z) = Va2 +1 b) f(z) = 512 o) f(z) = (32 + Tx)/

2. Calcular la derivada de las siguientes funciones:

a) f(z)=\lz+\z+Vz

b) f(z) =a*, a>0,a#l.

¢) f(x) =sen?x -senx?
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_ sen(zsen )

d) flw) ==

o) f(z) = senx + cosx
22 + V22 + tanzx

f) flx) =a”

8) [f(x) = (senz)”

3. Pruebe que si f es una funcién derivable y es par, entonces f’ es impar. ;Qué puede decir si

f es impar?

4. Verifique la Regla General de las Potencias:
Siy = [u(x)]" con u funcién derivable de z y n ntimero racional, entonces

dy _ nfldiu
2 = Pu@)]

5. Suponga que f(x) es una funcion diferenciable, y que los valores de f(z) y de sus derivadas
en los puntos = 0,1, 2 y 3 estdn dados por:

f0)=3 f)=5 [f(2)=-3 fB)=5
F0)=—-1 f()=2 f(2)=0 f(3)=4
Si g(z) = 2% — 5z + 6, determine la derivada de las siguientes en los puntos indicados:
g 10 b) flx)g(x)| 0 flg@)| d) (g(f(@)]
g(x) lz=0 z=1 z=2 2=3
6. Sea g(z)=f (ii— 1) , Vz#1 y f'(z)=2% Calcular ¢'(z).

d
7. Si y = cos(sen2x)), determine d—y en r = %
x

8. Un recipiente tiene forma de cono circular. La altura es de 10[m] y el radio de la base mide
4[m]. Se introduce agua en el recipiente a una velocidad constante de 5[m?] por minuto ;Con
qué velocidad se eleva el nivel del agua cuando la profundidad del agua es de 5[m] si el vér-

tice del cono estd hacia arriba?
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4.4. Teoremas importantes sobre funciones derivables
DEFINICION 4.4.1 Sea f : A — R, a € A. Diremos que f tiene (o alcanza) en ¢ un:
1. méaximo local 6 relativosi Iy, 22[C A, 1 <a <z2: f(a) > f(z) VY €|z, zal.
2. minimo local 6 relativosi  J]zy,22[C A, 1 <a<z2: f(a) < f(z) Vz €|y, xa|
3. méximo absoluto 6 minimo absoluto si las respectivas desigualdades se satisfacen Vz € A.

TEOREMA 4.4.1 (Teorema de Fermat) Sea f una funcién diferenciable en el intervalo |a,b[. En-

tonces, si en xy €la,b[ la funcién f alcanza un extremo (maximo 6 minimo) relativo, entonces
f(xg) =0.

Dem.
Supongamos que f alcanza un méximo relativo en z, (andlogamente se prueba para el caso en

que f alcance un minimo relativo en z(). Luego,
30 >0: f(x) < f(zo) VYo €lao— 0,20+ 9]

. Fh e R (hcercanoa0): f(zo+h)— f(xg) <0

Luego:
h<0 (330+h) o) 5o Jim (x0+h) TE00) _ prag) > 0
h>0 = (m0+h) f(xo) <0 = lim f(xo+h2 f(xO)Zf'(:co)SO

Como f es diferenciable en el intervalo, ambos limites laterales deben coincidir, de donde
f’(l’o) =0.

OBSERVACION: La figura ilustra la relacién del Teorema con los valores extremos de f.

y =fx)

v

a Xo X1 X X3 Xq Xs b

107



CAPITULO 4. DERIVADAS Verénica Gruenberg Stern

» En los puntos z1,x2, 25 y en el intervalo |x3, 4] encontramos extremos relativos para f. Se
ha dibujado la recta tangente a y = f(z) en estos puntos, puesto que en ellos, la funcién es

derivable.

= En los puntos a, zg, z3 y b la funcién no es derivable; sin embargo, f alcanza extremos relati-

vos en estos puntos.

DEFINICION 4.4.2 Los puntos zp € Domf en donde f'(z¢) = 0 se llaman puntos criticos 6 singulares
de f.

EJEMPLO 4.4.1 Determine los puntos criticos de:

1. f(x) = 2% — 32% — 242 + 8
2. f(:c):l—i

22
Solucién:

1. f'(z) =322 —-62—-24=0 & (r+2)(x—4)=0 .. 2=-2 A z=4sonlospuntos
criticos de f.

2
2. fl(x) = s # 0 Ve R. Porlotanto, f no tiene puntos criticos.

EJERCICIOS:

1. Encuentre, si existen, los puntos criticos de las siguientes funciones:

a) f(r) =3 -3z
b) f(x)=a3+3z
) f(z) =22 — 322
d) f(z)=e*
e) f(x) =2z +cosz
f) fz) = we™
¢) f(z) =23 — 32% — 189z + 285
2. Demuestre que la funcién f(z) = ax® + bx? + cz + d tiene exactamente un punto critico ssi
b? = 3ac.

TEOREMA 4.4.2 (Teorema de Rolle) Sea f continua en el intervalo cerrado [a,b] y derivable en el

intervalo abierto Ja,b[. Si
fla) = f(b)

entonces, existe al menos un nimero c en |a, b] tal que f’(c) = 0.
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Dem.
Como f es continua en el intervalo [a, b], f alcanza su maximo y su minimo en el intervalo, es

decir,
Jeo,c1 € [a, 0] 1 fleo) < f(z) < fler) Vo €a,b]

Sico €la,b[: f'(co) =0, por el teorema anterior, y andlogamente, si ¢; € a,b[: f'(c1) = 0. Si
co,c1 €a,bl entoncesco=a 6 co=b y c1=a6 ¢ =b.
Como, por hipétesis, f(a) = f(b) tenemos:

Asi, Vz € [a,b]:
fla) = flco) < f(zx) < fle) =fla) = f(@)=f(a)

En otras palabras, f es constante, de donde f'(c) = 0 Ve €la,b] (mucho mds que lo que se

queria).

oo~ \ fla)=Aie) \

v

o
o
Q

o

l a

OBSERVACION:
1. Las figuras anteriores ilustran la situacién descrita por el teorema de Rolle.

2. La importancia de la hipétesis de la continuidad de f en el intervalo cerrado [a, b] en el teore-
ma de Rolle se muestra en el siguiente ejemplo. Considere la funcion definida en [a, b] por la

grafica:

fla)=fib) /

a b

v

En este caso, =0 pero Pcela,bf: f'(c)=0.
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3. La importancia de la hipétesis de la diferenciabilidad de f en el intervalo abierto ]a, b] en el
teorema de Rolle se muestra en el siguiente ejemplo. Considere la funcién definida en [a, b]
por la gréfica:

fla)=fib) /\

v

En este caso, tampoco existe tal ¢, pues f no es diferenciable en todo el intervalo.

TEOREMA 4.4.3 (Teorema del Valor Medio) Si f es continua en el intervalo cerrado [a, b] y deriva-
ble en el intervalo abierto |a, b], existe un ntimero c en |a, b| tal que

f(b) = f(a)

7o) = 2o

Dem.

Demostraremos el teorema aplicando el Teorema de Rolle a la funcién:

o@) = (@)~ f(a) - L0 Do g

Notemos que g(a) =0 y g(b) =0. Ademads, g es continua en [a, b] pues f lo es. Luego, g
alcanza sus extremos en el intervalo, es decir, existen m, M € [a,b] :

g(m) < g(x) <g(M) Yz € la,b]

Sig(m) = g(M) = 0, entonces g(z) = 0 Vx € [a, b], de donde

o equivalentemente

0~ 1) _ S0 S _ g

r—a

En este caso, la gréfica de f es una recta y luego el resultado es obvio.

Por lo tanto, podemos suponer que g(m) 6 g(M) no es nulo. Supongamos que g(m) # 0.
Como g(a) = g(b) = 0, m es diferente de a y de b, de donde m €]a, b[. Como g tiene un minimo en
m, y es diferenciable alli, se tiene que ¢’(m) = 0. Ademas, de la definicién de g:

g'(x) _ f’(ac) - f(b) — f(a)

-1
b—a
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Luego:
0=gf(m) = f/(m) — L=
0 equivalentemente
oy - 0= 1@

OBSERVACION:

1. El teorema de Rolle es una caso particular del teorema del valor medio, y no debe confundirse
con el teorema del valor intermedio visto en clases anteriores, que se aplica a funciones

continuas.

2. El Teorema del Valor Medio afirma que existe un punto ¢ €a, b[ tal que la tangente a la curva
y = f(x) en el punto (c, f(c)) es paralela a la cuerda determinada por los puntos (a, f(a)) y
(b, f(b)). En otras palabras, el Teorema del Valor Medio es una version oblicua del Teorema
de Rolle.

v

3. El Teorema del Valor Medio permite obtener resultados que asocian propiedades de una
funcién con propiedades de su derivada. Presentamos a continuacién algunos.

COROLARIO 4.4.1 Si f'(x) = 0 para todo = en I =]a, b] entonces f es constante en [a, b]

Dem.

Sea c € I cualquiera. Probaremos que f(x) = f(c) Vx € I.

Como f es continua en [z, ¢ y diferenciable en |z, ¢[, podemos aplicar el Teorema del Valor
Medio (TVM):
fz) = f(0)

r —cC

Im €lx,c[: fl(m) =
Pero f'(m) =0, dedonde
fl@)=fle)=0 = [flz)=f(c)
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Por lo tanto, f es constante en el intervalo 1.

OBSERVACION: La funcidon debe estar definida en un intervalo. Considere

f(x):{ 1 si <0

2 si >0

Eneste caso, f'(z) =0 Vz € Dom(f), pero f no es constante.

COROLARIO 4.4.2 Si f y g son diferenciables en un intervalo abierto I y f'(z) = ¢'(z) Vz € I,
entonces f = g + K, donde K es una constante.

Dem.
Tenemos que (f—9)(x)=f(x) —¢g(x) =0 Vz el Porelcorolario anterior,
f—g9g=K, dedonde f[f=g+K.

COROLARIO 4.4.3 Si f'(z) > 0 para todo x €]a, b] entonces f es creciente. (Un resultado andlogo se
obtiene para el caso f'(z) < 0 en donde se concluye que f es decreciente).

Dem.

Sean xg, z1 €]a,b[: a < zg < x1 < b. Aplicamos el TVM al intervalo [z, z1], es decir,

f(z1) = flxo)

Je €]z, 12 f'(c) = pa—

esdecir  f(z1) — f(x0) = f'(c)(z1 — x0)

Pero, x1 —x9 >0 dedondesi f'(¢)>0 = f(x1)— f(z0) >0, esdecir f(x1) > f(xg).Dela
misma manera, si  f(z1) — f(zo) >0 = f(x1) > f(zo)-
Luego, f es creciente en el intervalo.

EJEMPLOS:

1. Determine c €]0, 1] que satisface el TVM, para f(z) = 2°.

Solucién: Buscamos ¢ €]0,1[: f'(c) = f(li—(])‘"(()) Tenemos que
iy a2 J(1)—f(0) 2 _ _ 4L : _1
fi(c)=3c" = 1 = 3°=1 = c-i\/3 S c—\/g

2. Sea f(z) = 1 — |« — 1|. Considere el intervalo [0, 2] y notar que f(0) = f(2). ;Existe un punto
cen (a,b) tal que f'(c) = 0? ;Por qué no es posible aplicar el teorema de Rolle?

3. Demostrar que x <tanxz Vz € [0,7]
Solucién:

Sea z €0, 5[, y consideremos el intervalo [0,z].Sea f(y) =tany, y€ [0,z].
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f satisface el TVM en el intervalo [0, z], por lo que
Je €]0,z[: f(c) =

es decir,

>1 (pues sec’c> 1 VCE}O,%[)

4. Si la grafica de un polinomio tiene tres intersecciones con el eje x, ;al menos en cudntos
puntos su tangente debe ser horizontal?

5. Dos patrullas de carabineros, equipados con radar, distan a 8[ K'm| en una autopista. El limite
de velocidad de esta autopista es de 88[K'm/h]. Un camién pasa ante la primera de ellas a
88[K'm/h] y cuatro minutos después a 80[K'm/h].

Probar que el camién ha sobrepasado el limite de velocidad en algtn lugar, entre esos dos
puntos.

Observaciones: Considerar ¢ = 0 cuando pasa por la primera patrulla. Suponer la funcién
posicién derivable y aplicar el teorema del valor medio.

6. Muestre el teorema del valor medio generalizado. Sean f, g : [a,b] — R funciones continuas
en [a, b] y derivables en ]a, b] entonces existe un punto ¢ € |a, b] tal que

_ 9
fO)=fla)  f(8)

Ind: Usar una funcién adecuada y el teorema de Rolle.

EJERCICIOS:

fle) = f(1)

1. Determine ¢ €]1,¢[ tal que f'(c) = n
e J—

, si f(z)=Inx.

2. Use el TVM para probar que

r—1

<lhz<z-1 Vz €]0,1]

3. Si f es diferenciable en Ja, by 3a € RT : |f'(z)] < a Va €]a,b|, probar que

|f(z1) — f(22)] < alzy — 22

Use esto para probar que  |senxz; — senxzg| < |z — 22

113



CAPITULO 4. DERIVADAS Verénica Gruenberg Stern

4.5. Derivadas de orden superior

Considere una funcién f derivable. La funcion derivada f’ puede resultar también una funcién
derivable. Por ejemplo f (x) = senz es una funcién derivable, su derivada es f’ (z) = cosz pero
esta a su vez es una funcién derivable luego podemos calcular

(f (.Z‘))/ = (cosz) = —senx
Asi, hemos derivado dos veces la funcién f (z) = sen z.

DEFINICION 4.5.1 Sea f una funcién n veces derivable en z, entonces f(™(z) denota la n—ésima
derivada de f en z (derivada de orden n).

Luego, escribimos f(!)(x) = f’(x) para la primera derivada de f en z (derivada de orden 1),
f@(z) = f"(x)esla segunda derivada de f en = (derivada de orden 2) y en forma analoga para el
resto de los casos.

Se reserva el nombre de derivada de orden superior para el cason > 1 en f((z).

OBSERVACION:

1. Sea f :Ja,b|— R una funcién derivable en |a, b[. Entonces decimos que f es de clase C* en
Ja, b, y escribimos f € C¥|a, b si las derivadas f', f”, ..., f¥) existen y son todas funciones
continuas en a, b[. Si f(*) existe y es continua para todo k € IN, entonces decimos que f es de
clase C*°, lo cual se escribe como f € C*]a, b].

2. Existen otras notaciones habitualmente utilizadas para las derivadas de orden superior de

y = f(z):
_arf_dn

T dam T dan

y" = ) (z) (f(x)) = D}y

TEOREMA 4.5.1 Sean f, g : [a,b] — R funciones n veces derivables en ]a, b] ; entonces su producto
también es n veces derivable en |a, b[ y se tiene la siguiente férmula

19 @) =3 ()£ s o)

k=0

EJEMPLOS:

1. Muestre que y(x) = asenz + Scosx satisface la ecuacion
y'+y=0
Solucién: En efecto:
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y(z) =asenx + fcosz = Y (r)=acosz—PBsenz = y’'(r)=—asenz— [Fcosx

Reemplazando en el lado izquierdo de la ecuacion:

Y +y=(—asenz — Bcosz) + (asenz + Bcosz) =0

mn

d
2. Calcular o (xcosz), Vnel.

Solucién:

Calcularemos algunas derivadas para determinar la férmula general:

d
d—(xcosx) = cosr —xsenc
x
d2
W(azcosx) = —2senx — TCosT
x
d3
ﬁ(xcosx) = —3cosz+xsenzw
x
d4
W(wcosx) = 4senz + xcosx
x

Luego, pareciera que:

" VR ((9k — 1 _ i n=2k—1
d(xcosx):{( )i ((2k — 1) cosx — xsenz) si n =2k  keN

dz™ (—1)*(2k sen x + 2 cos ) si n=2k

Probemos la férmula obtenida por induccién.

CASO n impar, es decir n =2k — 1:

k=1 | severifica trivialmente.

k = k+1 | La hipétesis de induccién es:

d2k71

Y (zcosz) = (—1)F*! ((Zkz —1)cosx — ZL‘SGIIJ})

d2k’+1

Debemos probar que: (rcosz) = (—1)k+2 ((2k + 1) cosx — xsen x)

A2kt
En efecto:

d2k+l d2 d2k—1 d2 kbl
W (.f COS .f) = @ <dgj2k'1 (.’L' COS.’L‘)) = @ ((*1) ((Qk — 1) COST — QL’SQHSIT))

= (—1)k+1d2((2k5 —1)cosx — acsenm) = (—1)k+1i<(2k —1)(—senz) — (senz + x cos a:)
dx? dx

/
= (—1)k*2 <2k senz + x cos a;) = (—1)k*2 ((2k + 1) cosx — x sen x) como se queria.
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CASO n par, es decir n = 2k:

k=1 | severifica trivialmente.

k = k41 | La hip6tesis de induccién es:

d2k
Jz2k (zcosz) = (—1)*(2ksenx + x cos x)
d2k+2
Debemos probar que: p (zcosz) = (—1)FL((2k + 2) senz + & cos x)

Procediendo de manera analoga al caso impar, se concluye lo pedido. Asi, la férmula obteni-
da es vélida Vn € IN.

3. Obtener una férmula para la suma =z + 2222 + 3223 + ... + n22™.

Solucién: Sabemos que (progresion geométrica):
1 — gntl

n
=
1—2x ¢
=0

Luego:

1—x”+1>/ = i1 ne™t — (n4+Da" +1
( — T = — § Z‘xl—l

i=1 i=1

Por lo tanto:

et = (n+ Dl b "t — (n+ a2\ SN i
T i DL (12 R
i=1

es decir:
—n*2"? 4+ (2n° + 2n — D)2" ! — (n+1)%2" +1 -2 E 2 i1
frd A
(1—x)3

Multiplicando nuevamente por z:

2, 2 m2 1L 9 — 1)t 12 41 — n )
L. +(2n° +2n - 1)z (n+1)%2™ + x:ZiQxl
=1

(1—x)3
Asi:
—n2z"3 4 (202 4+ 2n — 12" 3 — (n + 1)%22"H + 1 — 22

x4+ 2722 + 338 4. P = e
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EJERCICIOS:

1. Encuentre una férmula general para (™) (z) si:

a) f(x) =senzx b) f(x)=¢€" ¢ f(z)=lnz

(A qué clase corresponde cada una de estas funciones?

2. Considere el polinomio p(z) =ag+ a1z + -+ apz™. Pruebe que

~ p@(0)
T

a; ) i:(),---,n

3. Sea f una funcién C*°(I) donde I es un intervalo que contiene al 0. Pruebe que:

a) Si f es par, entonces f**~1(0) =0, VneN.
b) Si f es impar, entonces f (2n)(0) =0, Vnel.
4. Lavelocidad (entendida como funcién velocidad) v(t) de una particula puede ser obtenida tras

derivar la funcién de posicion s(t). Por otro lado, la aceleracién corresponde a la razén de
cambio de la velocidad por lo que puede ser obtenida como la derivada de ésta. Entonces

d d?
a(t) = —v(t) = 555t
En este contexto, resuelva el siguiente problema:
Una particula cuenta con una funcién de posiciéon s definida para ¢t > 0 por

32
12442

s(t)

Determinar el tiempo, la distancia y la velocidad en cada instante en que la aceleracion es
nula.

5. Siy = f(z) es la ecuacion de una curva, f’(z) determina la pendiente de la recta tangente.
Luego, f?(z) determina la razén de cambio de la pendiente de la recta tangente respecto a .

Determinar la pendiente de la recta tangente en cada punto de la curva con ecuacién
Yy = zt + 23 — 322
en los que la razén de cambio de la pendiente es cero.

6. Si f(x) = senx, determine el polinomio s(x) dado por

PO 10 o SO0 .

s(z) = f(0) 1 2! 3! 4!
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4.6. Ejercicios de Controles y Certdimenes

118

. Sea g una funcién diferenciable tal que su derivada es

x, si x<0
1. Calcule f’(x) en todo su dominio, si f(z) = ¢ 2z, si 0<x<2
—22 + 6z, si oz >2

Justifique claramente los casos = 0y = = 2.

. Sea

fla) = mzr+2(1—m) si z>2
ax? —b si <2

¢Qué condiciones tienen que satisfacer los parametros para que f sea:

a) continua para x = 27
b

c

exista recta tangente a la grafica de f en el punto (2,2)?

)
)
) exista recta tangente a la gréfica de f de pendiente 3 en el punto (2,2)?
d) Interprete en una grafica el caso c).

a) Determine la derivada de la funcién f(z) = In (arc tan z3)
b) Sih(z) =g(f(z)), determine h/(3), sabiendo que:
g2)=4, fB)=2 vy [f@B)=-L

. Si h(x) = g(2?), determine

3 +1
B (x).
2+ tga? +tgla+1 d
. Sea f(x) = Vsens? +tga? +tghe + . Encuentre &
1+ tgx? dz|,_,
. Sea

mx+2(1—m) si z>2
flz) = 2 .
ax® —b si <2

¢Qué condiciones tienen que satisfacer los pardmetros para que

a) f sea continua para x = 27

b

)

) exista recta tangente a la gréfica de f en el punto (2, 2)?

¢) exista recta tangente a la grafica de f de pendiente  en el punto (2,2)?
)

d) Interprete en una grafica el caso c).

V3

1
. La recta tangente al grafico de f(z) = —— senxz — 5 cosz en el punto A = (x0,1/2) con

2
-3
0 < xo <, corta al eje X en el punto B = <7r f,O).

3

Determine z y calcule la longitud del trazo AB.
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8. Determinar los valores de a y b para que la funcién
Tr—a
_ 142

f(l') - br — $2

2

sea derivable en x = 1.

9. Determine sobre cudles puntos de la gréfica de la funcién f(x) = 22 — z + 1, la recta tangente

a dicha gréfica pasa por el origen.
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Capitulo 5
Derivadas implicitas y paramétricas

En este capitulo estudiaremos las derivadas de funciones en las que la relacién entre la variable
dependiente e independiente se expresa de una manera diferente a como se ha hecho hasta ahora.
Hacemos hincapié en que lo que nos interesa conocer respecto a éstas funciones, son sus derivadas,

y no necesariamente la funcién misma.

5.1. Curvas definidas implicitamente

La gréfica de una funcién continua de una variable puede considerarse como un curva en el
plano, y esta curva tendrd una recta tangente en todos aquellos puntos en los que la funcién es
derivable. En otras palabras, si

f:ACR —R es una funcién continua

entonces y = f(z) corresponde a una curva en el plano R2. En este caso, la ecuacion de dos
variables y = f(x) define a y explicitamente en funcién de la variable x.

Considere ahora una funcién F' de dos variables
F: UCR? — R
(z.y) = F(z,y)
La expresion F(x,y) = 0, corresponde a una ecuacién de dos variables donde la variable y esta

relacionada mediante F' a la variable x. En este caso decimos que y esta implicitamente definida por

una o mds funciones que dependen de x.

EJEMPLOS:

1. La ecuaciéon 3z — 2y = 4 se puede escribir de la forma F(z,y) =0 donde la funcién F'
estd dada por F(z,y) = 3z — 2y — 4. En este caso, la ecuacién F(x,y) = 0 permite despejar
la variable y en términos de la variable z:

y=fa)= w2

ecuacion que corresponde a una recta en el plano.
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2. Consideremos la ecuacién e + x = sen(y — 3) + 2y + 6 y escribdmosla en la forma
F(z,y) =0
e“+x—sen(y—3)—2y—6=0

¢ Es simple despejar y en términos de z? ;Cumple (1, 3) con la ecuaciéon F(z,y) = 0?

3. Considere la funcién F (x,y) = 22 + y?> — 1. La ecuacién F (x,y) = 0 representa una
circunferencia de radio 1 centrada en el origen, y no es la gréfica de una funcién. Sin embargo,
esta ecuacion define a y implicitamente como funcién de z, de manera local. Notemos que en

este caso es posible despejar y, obteniendo dos funciones:
y=filz) =V1-2? A y = fa(z) =—V1-2?

La primera describe a la semicircunferencia en el semiplano superior y la segunda, la semi-
circunferencia en el semiplano inferior. Ambas funciones son derivables Vz €] — 1, 1], pero
no lo son en los puntos (—1,0) y (1,0).

Consideremos, de manera mds general, una curva en el plano dada por la ecuaciéon F(z,y) =0
que no representa necesariamente a una funcion real de variable real, pero que consideraremos
continua. Notemos que en la figura, la grafica no representa una funcién; sin embargo, en una
vecindad de (z1,y1), podemos considerarla como la grafica de una funcién. En este caso, decimos

que la ecuaciéon F(z,y) =0 define a y implicitamente como funcién de z.

Curva F(x,y)=0

v

En el caso de la circunferencia, por ejemplo: 2yt =1 & F(z,y) = 2°4y*~1=0

. e . . : 1 V3
define a y implicitamente como funcién de = en una vecidad de, por ejemplo, (5, %), y la
funciéon y = f(z) = V1 —2? define a y explicitamente como funcién de z. Vemos que, en este
caso, es facil despejar y en términos de z, pero esto no es siempre asi. Consideremos una ecuaciéon
sencilla, como por ejemplo,

y5+3y2—\/§—2x2 =—4

Sin embargo, si suponemos que y estd definida implicitamente como una funcién derivable de x

en una vecindad de algun punto (zo,yo) de la curva, es posible aplicar la regla de la cadena para
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. dy . . . . .
determinar 2, independientemente que no se conozca una expresion explicita para y como funcién
X
de z. Esta técnica se conoce como derivacion implicita.

5.1.1. Derivacién implicita

Iniciemos nuestro estudio con un ejemplo que conocemos bien:
2yt =1 — Flz,y) =2 +1y>*—1=0

Si suponemos que en la vecindad de algtin punto (zo, yo) es posible escribir y = ¢(x) (cosa que en
realidad sabemos, en este caso), entonces

Fz,p(x)) = 2% + (p(2))* =1 =0

Derivamos con respecto a x:

20+ 2p(2)¢'(2) =0 = ¢(x)=- = - -  Z_-_Z

expresion que es valida siempre que y # 0.
Notemos que a partirdelacurva z?+y*> =1 podemos definir las siguientes dos funciones,

con dominio en [—1, 1]: fi(z) = v1 —2? A fa(z) = —=v1—22. Entonces:

dfl 2x

T dfo 2x x
= = — /\ —— = —
dx 2v/1 — 22 V1—2x2 dr 2v/1—22 1 —22

derivadas que, como sabemos, no son validas en z = +1, que son los valores que corresponden a

dfy

- . 2
y = 0. Adicionalmente, notemos que ambas expresiones, tanto para Jp comopara — - correpon-
x x

d T
den a Y _ —.

dx Y
OBSERVACION:

1. La manera de calcular la derivada de y respecto de x en el ejemplo anterior, muestra la forma
en que procederemos en general.

2. Para estudiar la derivaciéon implicita de manera formal, es necesario el uso del Teorema de la
funcién implicita . Sin embargo, en este importante resultado intervienen conceptos que no
son definidos en este curso, y que se veran en MAT023. Por esta razén s6lo nos enfocaremos
en el clculo de las derivadas.
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EJERCICIOS:
, iy dy
1. Considere la curva dada por la ecuaciéon  x cos(y) + ycos(z) —1=0. Calcule T
T
. < 5 2 4 dy
2. Considere la curva dada por la ecuacion  y° + 3y~ — 22* = —4.  Calcule e
x
: 4 2 |, 2)2 2 dy
3. Considere la curva dada por la ecuaciéon  (z° + y*)* = az®y. Calcule T
x
4. Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva: sen(zy) 4+ 3y =4 enel punto (%, 1).
dy . Ty’ Y
5. Hallar il el punto (1,1)si  cos 5 + sen (7> +y+3x=5.
x
6. Encontrar la ecuacién de la recta normal a la curva dada por senzy + €™ = e® en el punto
(m, 1).
7.Sea R = {(z,y) € R? : 2%y — 2y? + 3z — 2y = 0}. Encontrar la ecuacién del lugar
geométrico de los puntos en R tal que la tangente a R en dichos puntos sea paralela a la recta
y=x+ 3
Solucién:
dy dy dy
2 22 2 2y—=+3-2-2=0
e dz 7 Vi * dx
d
ﬁ(m2—2xy—2) =y? — 22y —3
. ) dy y>—2xy—3
lando 1 dientes : =L 7 — —
igualando las pendientes P v—
— 2222y —2#0 A y? —2xy — 3 =22 — 2zy — 2
v —at=1 es decir, es una hipérbola.
8. Demuestre quelacurva y—z?=0 esortogonalalacurva 2%+2y?>=3 enelpuntode
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5.1.2. Derivaciéon implicita de segundo orden.

. . . . d?
Sean z, y variables relacionadas por una ecuacién F(z,y) = 0. Nos interesa ahora obtener d—z
x

Esto se realiza a través de la derivacién implicita obteniendo, en primer lugar, d—y y luego se utiliza
T
d2

este resultado para encontrar la expresién de d—z
€T
. . Py ., . dy
Determinemos, por ejemplo, R +y° =2. Encontramos primero T
€T €T
dy dy x
20 +2y— =0 — = ——
+ yda: dx Y
2
dy r
2y y-ro ) y+y 4?2
de? Y2 - w2 Y
EJERCICIOS:

1. Encontrar y" si 2* +y* = 16.
2. Sea f(z) = Vcos?2z. Calcule f”(0) usando derivacién implicita y en forma directa.

3. Un objeto se mueve de tal manera que su velocidad v estd relacionada con su desplazamiento

s mediante la ecuacion
v=1/2g95+cC

con g y ¢ constantes. Demuestre usando derivacion implicita que la aceleracion es constante.

4. Sea F(z,y) =y— f(z)g(x), con f, g funciones con derivadas de todo orden. Demuestre que

para F(z,y) =0 se verifica
y// — f//g+2f/g/ +fg//
5. Considere los lugares geométricos definidos por las expresiones:
1) 22 +¢y2 =1 () y?—22=1

» Grafique la circunferencia y la hipérbola respectiva.
» Determine los valores de z e y para los cuales y' = 0.
= Evalte y” en los valores de z encontrados en el punto anterior.

= Si considera los casos y > 0 e y < 0 podré notar que los puntos encontrados correspon-
den a méximos y minimos para las funciones obtenidas. ;Qué relacién puede observar
respecto al signo de y”, cuando el punto es méximo / minimo? ;Es razonable este resul-
tado?

125



CAPITULO 5. DERIVADAS IMPLICITAS Y PARAMETRICAS Verénica Gruenberg Stern

5.2. Teorema de la funcidon inversa

La importancia del Teorema de la funcion inversa no radica, como pudiera pensarse, en las condi-
ciones de invertibilidad de una funcién: esas ya las conocemos. Lo esencial de este teorema, es que
nos entrega condiciones bajo las cuales la inversa de una funcién, si existe (aunque sea localmente),

es diferenciable.

TEOREMA 5.2.1 (Teorema funcién inversa) Sea f : U € R — R una funcién y sea I C U un
intervalo en el que f es diferenciable, y tal que f'(z) # 0 Vz € I. Entonces, la funcién f es
invertible en el intervalo I, y, mds atn, se cumple que

es decir, la inversa también es derivable en el correpondiente intervalo en la imagen de f.

OBSERVACION: En otras palabras, si para z( en el dominio de la funcién se tiene que

1. f es diferenciable en un intervalo que contiene a xo, y

2. Z—f (xo) #0  (y por lo tanto Z—f (x) # 0 en algtin intervalo que contiene a xg)
x x

entonces, existe una inversa local f~! de f definida en un intervalo que contiene a yo = f (o).
Ademas, es posible calcular la derivada de la funcién inversa en este intervalo, y la expresién de
su derivada (escribimos aqui la formulacién con una notacién diferente) viene dada por

L= ()

Idea de 1a demostracion del teorema:
Sea f diferenciable: f'(z) #0 Vxel. Seaxye€I:

Yo = f(xo) = zo = f(yo)

f'(z) #0 = fesinyectiva. .. f(zo+h)—f(zo)=k#0 = f(zo+h)=f(zo)+k=yo+k
=  f'(yo+k)==20+h Luego:

-1 -1
“1y ST otk = () . woth—mo h
(F7) o) = Jim K kb0 k hk0 Yo + k — 3o
h 1 1

bien definido porque f'(zg) # 0
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EJEMPLO5.2.1 Sea f : R — R, con f/(z) = 1 + cos? (%x) Suponga que f(1) = 3. Calcular
(FYG).
Solucidén:

Notamos que  f'(x) >0 (..# 0). Luego

f=3 = [B3)=1
1 1 1 2

(FYG) = s = o = 2
FUTE) ~ FM " T (D) 8

OBSERVACION: Disponemos ahora de las herramientas matematicas que nos permiten calcular las

derivadas de las funciones trigonométricas inversas.

5.2.1. Derivadas de las funciones trigonométricas inversas

TEOREMA 5.2.2 (Derivadas de las funciones trigonométricas inversas).

d 1
1. a(arcsenw) = —— ze€]|-1,1]

xe]-1,1]

1— a2
dx N

1
2. — (arccosz) =

d
3. %(arctanx) = 21 reR

Dem.

d
1. Como d—(senx) =cosz >0 Vze }—g,g[, se tiene que arcsen z es derivableen |—1, 1].
x

Maés aun:

1 1 1 1
%(arcsenx) ~ sen/(arcsenz)  cos(arcsenx) \/1 — sen?(arcsen z) V1= 22

donde hemos usado la identidad de Pitadgoras, notando que si x € ] —g, 5 { : cosz > 0.
d . .
2. Como d—(cos x)=—senz <0 Vz e ]0,m], setiene que arccosz es derivableen|—1,1].
x
Mas atn:
d ( ) 1 1 1 1
—(arccos) = = =— - -
dx cos’'(arccosxz)  —sen(arccosx) /1 — cos?(arc cos ) V1 — 22
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OBSERVACION: Como las funciones arc cos y — arcsen tienen la misma derivada en el inter-
valo | — 1, 1], podemos concluir que ellas difieren en una constante en dicho intervalo, es
decir:

arccosxz = C' — arcsenzw Ve e]—1,1]

Por continuidad, la ecuacion también es véalida en los extremos del intervalo. Ademaés, la
constante C' puede determinarse evaluando en, por ejemplo, z = 0:

arccos) = C — arcsen( - g:C—i—O

s
ArcCosT = o —arcsen Vo e [-1,1]

d
3. Como d—(tan z)=sec’z >0 Vze€ R, setiene que arctanz es derivable en R.
x

Maés aun:

d 1 1 1 1
—_— t == = = =
dx (arctanz) tan’(arctanz)  sec?(arctanz) 1+ tan?(arctanz) 1+ 22

EJERCICIOS:

1. Demuestre que:

1
a) @(arc cotz) = T2 Vz € R. Concluyaque arccotz = g — arctan .
1
b) —(arcsecx) = ————, ara |z| > 1.
) o ) : o] > 1
—(arccosecr) = — ————, para |z .
dx |z|va? —1 P

d
2. Calcular . (arc cos (1 ))-

3. Calcular la derivada de f(t) = aarcsen (L) ++va2 -2, a>0.

d
4. Calcular ﬁ si arcsen(xy) = arccos(x + y).

d .
5. Calcular d—y si  wzseny+ 23 = arctany.
x
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5.3. Curvas definidas paramétricamente

Las curvas en el plano, que son las que estamos estudiando, pueden definirse también de ma-
nera paramétrica, es decir, en funcién de un pardmetro. Para entender de qué se trata, consideremos

la semicircunferencia

2yt =1, y>0 (definicién implicita)
o equivalentemente
y=11-—22 (definicion explicita).
Podemos también escribir:
r = cost .
. t € [0,7], que corresponde a la misma curva. Esta forma de representa-
y = sen

cién, que depende de un pardmetro t, se llama ecuacién paramétrica de la curva. Observar que, si
elevamos ambas ecuaciones al cuadrado y las sumamos, obtenemos la ecuacién implicita.

EJEMPLOS:

. . . . . . r = rcost
1. La parametrizaciéon de una semicircunferencia de radio r es: , t €[0,m].
Yy = rsent

Si dejamos que el pardmetro ¢ se mueva en el intervalo [0, 27|, obtenemos la circunferencia

completa.

2. ;Qué lugar geométrico estd parametrizado por las ecuaciones

r = acost
, a,b>0, a>b, tel0,2n]?
y = bsent
. L. r = 2t
3. Grafique la curva dada en forma paramétrica por 2o -1<t<2
. = acos’t . . 2
4. Si 5,0 a >0, t € [0,27], encuentre la forma implicita de esta curva en R*.
= asen
. r = sen2t . . 2
5. Si . a >0, t € [0, 2], encuentre la forma implicita de esta curva en R*.
y = cos

Intente graficar las tltimas dos curvas descritas en forma paramétrica.

Nota interesante: Parametrizacion de una curva

En general, no es facil obtener una parametrizaciéon no trivial de una curva. En esta secciéon

haremos algunas parametrizaciones, para entender el proceso.
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EJEMPLOS:

1. Parametrice una circunferencia centrada en el origen y de radio 1, en términos de la tangente

del haz de rectas que pasa por el punto (-1, 0).

Solucién: Antes de encontrar la parametrizacién pedida, notemos que ya conocemos una
parametrizacion de la circunferencia, dada por z = cost, y = sent, t € [0,2x7]. Es decir,
encontraremos ahora otra parametrizacion.

La ecuacién de una recta es de la forma
A y = mx + n. Como el parametro debera ser la
tangente de la recta, y sabemos que ésta coincide
con la pendiente, entonces, la ecuacién de la
recta serd de la forma y = tx + n. Como la recta
t debe pasar por el punto (-1, 0), este punto debe
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satisfacer la ecuacion, es decir:
—t+n=0 = n=t. Asi laecuaciéondela

recta sera

y=t(x+1)

La ecuacion de la circunferencia que debemos parametrizar en términos de tes  z%+y? = 1.
Luego, buscamos los puntos de la recta que satisfacen la circunferencia, es decir, son aque-
llos puntos que estan en la interseccion de ambas curvas. Debemos resolver, en términos del
pardmetro t, el sistema:

xQ + y2 = 1
= 2+t (z+1)2 =1 = (1+t2) 22 +2t22+t2 -1 =0
y = tlx+1)
: > 1— ¢
Resolviendo esta ecuacién, encontramos que r=—-1 V z= TIe

Ah ( 1 = 0 A Lt = 2t teR
ora, (xz=— = T = — ’
Y 1+ 2 YT e

Esta es la parametrizacién pedida (que recordaran en MAT022).
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2. Un circulo de radio a rueda a lo largo del eje X, sobre el semiplano superior. El punto que
inicialmente se encuentra en el origen, traza una curva llamada cicloide (ver figura arriba).

Parametrice dicha curva, tomando como pardmetro el 4ngulo central ¢ indicado en la figura.

Solucién:
al = x+asenf
En la figura de la derecha, vemos que: de donde
a = y+acosh
= a(f —send
( ) , 0 € [0, 27].
a(l — cos @)
EJERCICIOS:
1. Grafique e identifique la curva dada en forma paramétrica por
t si 0<t<L1 0 si 0<t<1
1 si 1<t<2 t—1 si 1<t<2
z(t) = . y(t) = .
33—t si 2<t<3 1 si 2<t<3
0 s 3<t<4 4—1t si 3<t<4

2. Una circunferencia C' de radio b rueda por fuera de una segunda circunferencia de ecuacién
22 + y?> = @2, donde b < a. Sea P un punto fijo de C cuya posicién inicial es A = (a,0).
Demuestre que, si el pardmetro ¢ es el &ngulo entre la parte positiva del eje X y el segmento
de recta que va desde el origen al centro de C, entonces las ecuaciones paramétricas de la
curva trazada por P (llamada epicicloide) son:

z = (a+b)cosh —bcos <ab—|—b 0

a+b
b

6 € [0, 2]
0

y = (a+b)sen9—bsen<
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3. Un circulo de radio a rueda a lo largo del eje X, sobre el semiplano superior. Un punto, en el
interior del circulo, a distancia b (< a) del centro, traza una curva, llamada cicloide de curtate.

‘/,\\/' /\\,/T\ #\/\\

‘_“|| = T [}

\I/\/‘k/\i’f \/\I/

Parametrice esta curva, como en el ejemplo 1.

4. Se dispara un proyectil, desde el nivel del suelo, con velocidad inicial vy y dngulo de eleva-
cién 6, de acuerdo a las ecuaciones paramétricas

x(t) = vot cos y(t) = vot sen d — gt*

a) Muestre que la trayectoria corresponde a una parabola.

)
b) ¢Cunato tiempo transcurre antes que el proyectil toque la tierra?
c) (Cudn lejos llega el proyectil hasta tocar tierra?

)

d) ;Cudl es la altura maxima alcanzada?

5.3.1. Derivacion Paramétrica

Considere una particula que se estd moviendo en el plano a lo largo de una trayectoria dada en
coordenadas paramétricas, digamos,

x = x(t)
y = y(), tel
Entonces, podemos obtener informacién del movimiento de la particula a través de las componentes

vertical y horizontal de su velocidad, es decir, las componentes de la velocidad en las direcciones

x e y respectivamente, seran:

vy = 2'(t)
v = Y1)
donde ¥ = (vg,v,)
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Podria ser interesante, también, conocer la pendiente dy en cada punto (z(t),y(t)). Para ello, supon-
gamos que las funciones z(t), y(t), z'(t), y'(t) son continuas en I (si una funcién posee su primera
derivada continua en un intervalo I, se dice que es de clase C''(I)), es decir, supongamos que x(t)
e y(t) son de clase C'(I), y que ademés 2/(t) #0, Vt € I.Entonces, es razonable afirmar:

w 2/(t) #0, Vtel = z(t)esinvertible (aunque no podamos obtenerla explicitamente),

por lo que podemos decir que en este intervalo ¢ = t(x).
=y=yt) = y=y@O)=yllk) = y=/Ff(2)=yl@)

» Aplicando la regla de la cadena:

dy _ / / / 1 y(t(z) _ y'{)
_— = = t . t = t = =
=L@ =ye) 1) = Ve s = Sae = 9
T.EInversa
Apliquemos este procedimiento en los ejemplos:
. dy o
EJEMPLOS: Determine a0 los siguientes casos:
x
1g % = cost N ¥ = —sent N @:yj(t) _ cost
y = sent y = cost dx  2/(t) —sent y
) i r = acost ¥ = —asent dy bcost ab b2z
. Si A .
y = bsent ' = bcost dr  —asent ab a’y
3
= t
5 ¢ acos3
Yy = asen’t

4. Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva:

a) x(t) =12, y(t)=(2-1)? t=3
b) z(t) = cos’t, y(t)=sen®t, t=7

OBSERVACION: Para derivadas paramétricas de orden superior, el procedimiento es andlogo:

dz?2 ~ dx

d (dy
Py d (dy> _dt (m)
dx dx
dt

y en general

d(dly
d™y d [(d" 1y dt \ dxn1
dz"  dx

dxn—l = dj

dt
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54.
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Ejercicios de Controles y Certamenes

Encuentre la ecuacion de la tangente a la curva v dada por la ecuacién z cosy = sen(z + y)

en el punto (7/2,7/2).
Considere la grafica de la curva y = y(x) descrita implicitamente por la ecuacién
44 s 2 _
z senzy + xycosx —y° = 0.

Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva en el punto (1, 0).

. Considere la curva cuya ecuacién paramétrica viene dada por:

t) = V1+1t2
z(?) + , teR.
y(t) = 263(1—1)
d%y
Calcule —.
alcule -2
S — @ _ s A : -1 q; r—1 : s
ea f(x) = tg( 5 ), 1 < x < 1. ;Posee f una (funcién) inversa f~'? Si f~' existe, ;es

monoétona? jcreciente? jdecreciente? ;diferenciable? Grafique. Justique su respuesta. Si acaso

f~ " existe, calcule (f~1)' (v/3).

a) Dada la curva
x = 2(t —sent)

y = 2(1 — cost)
. dy T
Determine il el punto P = (z,y) enel cual t = 6
X

b) Suponga que la ecuacion /z+1 = z\/y+seny define implicitamente una funcién

derivable f tal que y = f(z). Determine y/'.

. Encuentre las ecuaciones de las rectas tangente y normal a:

22 —y? =20 — 4y —4=0,

enel punto correspondiente ax=1.

. 3 3
. Demuestre que la recta normal a 2% + y® = 3zy en <, 2) pasa por el origen.

2

. Sea g la funcion inversa de f(x) = tg (L) ,x > 0. Calcule ¢'(1).

1+

. Si h es una funcién tal que h'(z) = “1' y h(0) =1. Determine (h=1)'(1).



Capitulo 6
Aplicaciones

6.1. Razon de Cambio

En esta seccién consideraremos razones de cambio respecto al tiempo, que no son necesaria-
mente la velocidad o la aceleracién. Deberemos tener presente que si y es una funcién de z, y a su
vez z es una funcién de ¢, entonces tiene sentido considerar la razén de cambio de y respecto de
z, pero también la de y respecto de t. En casos como el descrito, requeriremos usar la la regla de la
cadena. También, podemos tener varias variables involucradas en una ecuacion, las que a su vez
dependen de la variable ¢. En estos casos, deberemos aplicar la derivacion implicita.

EJEMPLOS:

1. Una placa circular de metal se dilata por el calor, de manera que su radio aumenta con una
rapidez de 0,01 cm/s. ;Con qué rapidez aumenta el drea cuando el radio mide 2 cm?

Solucién: Sea r el radio de la placa, y sea A(r) su area. Por lo tanto:

dA d
A(r) = mr? = E=2WT£:2'W'2'0,01:0,047T [em?/s]

2. Una luminaria cuelga a una altura de 4 m. directamente sobre un paseo rectilineo y hori-
zontal. Si en este paseo, una persona de 1,5 m. de alto se aleja de la luminaria a razén de 55
m/min., ja razén de cudntos m/min. se alarga su sombra?

Solucién: Sea z la distancia de la persona a la base de la luminaria, y sea y la distancia de
la persona al extremo de su sombra. Luego, por semejanza de triangulos:

y x+y 3 dy 3dx .

15 4 = y—5x = dt_5dt_33m/mm

3. Un globo que se encuentra a 120 m. de un observador comienza a elevarse verticalmente, con
una rapidez de 10 m/min. Calcule la rapidez con que cambia el d&ngulo de un observador,
cuando el globo estd a 160 m. de altura.
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Solucién: Sea h(t) la altura del globo, y sea a(t) el dngulo de observacién. Luego:

dao  dh 1 1
tan(a(t)) = — — SeC2(Oé(t))a = E . @ = ﬁ

. 3
En el instante ¢( en el que el globo se encuentra a 160 m. de altura, es facil ver que cos o = 5

2
do _ 1 <3> :irad/s

Luego:

dat 12 \5

4. Un punto P se mueve a lo largo delacurva C : y = 23 — 32%. Cuando P esté en el punto
(1,—2), su coordenada x crece a razén de 3. Encuentre la razén de cambio de la distancia de
P al origen.

Solucién: La distancia de un punto (z,y) al origen estd dada por:

(z,y)eC
dz
Sesabeque: z=1 = i 3. Luego:

df 2z +2(a® — 32?)(32% — 62) Jdx 21

dt 2¢/22 + (23 — 322)2 dt 5

5. Dos carreteras se cruzan en un angulo de 60°. Se sabe que, en un determinado instante, dos
automoviles A y B, distan 160 [km.] del cruce, A alejdndose con una rapidez de 100 [km /hr]
y B acercdndose al cruce con una rapidez de 50 [km/hr]. Determine la rapidez con que se
separan uno del otro.

Solucién:  Sean z(t),y(t) las distancias al cruce de A y B respectivamente, y sea z(t) la
distancia entre A y B. Por el teorema del coseno:

(2(t)* = (x(t))* + (y(1))* — 2(t)y(t) cos 60°

Derivando con respecto a t:

Sabemos que:

d dy
dit” = 2/(t) = 100 [km/ht] , CTZZ — y/(t) = —50 [km/hr]
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Ademas, si ty es el instante en el que ambos vehiculos se encuentran a una distancia de 160
Km., entonces
z(to) = y(to) = 160[km] .. z(to) = 160[km]

Luego:
2x(to) - 100 — 2y(to) - 50 — 100y(to) + 50z (o)

2 (tg) = 22 (to)

= 25 [km/hr]

es decir, los automoviles se alejan entre si a una rapidez de 25 km/hr.

6. En un depésito conico recto (vértice hacia abajo) entra liquido a razén de 8 1t/s. Si el radio
del cono es 21[dm] y su altura es 35 [dm], calcular la velocidad instantdnea con que sube el
nivel del liquido cuando h=6 [dm].

Solucién: Si h(t) es la altura del liquido en el instante ¢, sea r(t) el radio correspondiente.
Luego, por semejanza de tridngulos:

h(t) 35
r(t) 21

Como )
V() = %WTQ(t)h(t) — V= %w (?};) B3()

av
Ademas, sabemos que ——- = 8. Luego, derivando la expresion de arriba:

dt
1 /21\* ., _ dh dh 50
8—3”'<35> T ST

EJERCICIOS:

1. Dos carreteras se cruzan en angulo recto. Un auto viajando a 45 [km /hr] pasa por este cruce,
y 3 minutos més tarde, otro auto, viajando por la otra carretera a 60 [km /hr], llega a la inter-
seccion. ;A qué velocidad aumenta la distancia entre los dos autos 5 minutos después que el
segundo auto lleg6 a la interseccién?

2. Una escalera de 15 [pies| se apoya en una muralla vertical. Si la parte superior resbala a
razén de 2[pies/segl, encuentre la velocidad con que la parte inferior resbala cuando esta a
una distancia de 12[pies] de la muralla.

3. Uno de los lados de un rectdngulo tiene una magnitud constante a = 10 [cm], mientras que
el otro b, es variable y aumenta a la velocidad constante de 4 [cm/seg]. ;A qué velocidad
crecerdn la diagonal del rectdngulo y su drea en el instante en que b = 30 [cm]?
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10.

11.
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El radio de una esfera crece uniformemente con una velocidad de 5 [cm/seg]. ; A qué velo-
cidad crecerdn el drea de la superficie de dicha esfera y el volumen de la misma, cuando el
radio sea igual a 50 [cm]?

. Una persona de 2 [m] de altura camina a una rapidez constante de 3 [m/s], alejandose de un

poste de alumbrado de 6 [m] de altura. ;Con qué rapidez se alarga la longitud de la sombra?

. De un globo esférico escapa gas de modo que el radio disminuye a razén de 2[cm/seg]. ;Con

qué rapidez escapa el aire y con qué rapidez disminuye el didmetro del globo cuando el radio
mide 10[cms]?

Un liquido fluye dentro de un estanque cilindrico vertical de 6[dm] de radio, con una rapidez
de 8[dm?/seg], ;con qué rapidez se eleva la superficie del liquido?

. Las dimensiones de un rectangulo varian de modo que su drea permanece constante. ;Cuél

es la rapidez con que decrece la altura del rectingulo en el momento que la base y altura
tienen son iguales? Suponga que la base crece con rapidez de 5 [m/s].

. Una camara de TV sigue desde el suelo el despegue vertical de un cohete, que se produce de

acuerdo con la ecuacion s = 50¢2 (s es la altura con respecto al suelo medido en metros y ¢ en
segundos). La cdmara estd a 2000 [m] del lugar de despegue. Halle como varia el angulo de
elevacion de la cdmara después de 10 [s] del despegue del cohete.

Un bloque de hielo de base cuadrada y lados rectangulares se derrite de modo que cada arista
de la base disminuye a razén de 1 cm/min, mientras que su altura disminuye a razén de 2
cm/min. ;A qué razén varia el volumen del bloque de hielo en el instante en que la arista de
la base mide 20 cm y su altura es de 15 cm?

El puente levadizo que se muestra en la figura

estd siendo jalado desde C' de modo que el ca-

ble BC se desliza a raz6n de 4 m/min. La altura <

del castillo es de 24 m y la longitud del puen- E— B

te es de 12 m. ;Con qué rapidez estd subiendo Al

el extremo B (con respecto al suelo) del puente | Precipicio I:I

cuando 6 = 60°?
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6.2. Maiximos y Minimos

En la seccién 4.4 definimos los conceptos de médximo y minimo relativo o local y de méximo
y minimo absoluto o global de una funcién, que repetimos ahora con una redaccién levemente

diferente:

DEFINICION 6.2.1 (Méaximo local o relativo) Se dice que una funcién f tiene un maximo local
en ¢ € R si existe un intervalo abierto I, sobre el cual f estd definida, tal que ¢ € Iy Vz € I,

fle) = f(z).

DEFINICION 6.2.2 (Minimo local o relativo) Una funcién f se dird que tiene un minimo local

en ¢ € R si existe un intervalo abierto I, sobre el cual f esta definida, tal que c € Iy Vz € I,

fle) < flx).

DEFINICION 6.2.3 (Maximo global o absoluto sobre un intervalo) Una funcién f tiene un mé-
ximo global sobre un intervalo I dado, si existe ¢ € I tal que Vx € I, f(c) > f(x).

DEFINICION 6.2.4 (Minimo global o absoluto en un intervalo) Una funcién f se dira tiene mi-
nimo global en un intervalo  dado, si existe c € I tal que Vz € I, f(c) < f(z).

En el caso en que estos extremos se alcancen en puntos en que la funcién es derivable, el Teorema
4.4.1 (de Fermat) nos entrega una condicién que deben cumplir: si f es derivable en zy y xo es un
extremo local para f, entonces f’(z) = 0. Llamamos a estos puntos puntos criticos de la funcion f.
Extenderemos ahora nuestro concepto de punto critico:

DEFINICION 6.2.5 Diremos que zy € Domf es un punto critico o un punto singular de f si satisface
una de las siguientes condiciones:

u f/(xo) = 0
= f no es derivable en xz.

Veremos en esta seccion como determinar la naturaleza del punto critico, vale decir, estudia-
remos algunos criterios, para el caso en que la funcién sea derivable en el punto critico, que nos

permitirdn determinar si éste es maximo, minimo o posee alguna otra caracteristica.

TEOREMA 6.2.1 (Criterio primera derivada para crecimiento y decrecimiento) Sea f una funcién
continua en el intervalo cerrado [a, b] y derivable en el intervalo abierto ]a, b], entonces

1. Si f'(x) > 0 para todo = € ]a, b[ entonces f es creciente en [a, b].
2. Si f'(z) < 0 para todo z € ]a, b] entonces f es decreciente en [a, b)].

3. Si f'(x) = 0 para todo z € ]a, b] entonces f es constante en [a, b].
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Criterio para encontrar intervalos de crecimiento y decrecimiento de una funcién. Considere f
una funcién continua y derivable en su dominio, salvo, a lo mds, en un nimero finito de puntos.
Estos puntos determinan intervalos Ja;, b;[, i = 1,--- ,n en el dominio de f, en donde f es continua
y derivable. Para encontrar los intervalos abiertos donde f crece o decrece se siguen los siguientes

pasos:

1. Determinar los puntos criticos de f en |a;, b;[ para cada intervalo determinado anteriormente.

2. Determinar el signo de f/(x) en cada intervalo determinado por los puntos encontrados sobre

la recta real.
3. Usar el teorema anterior para decidir si f crece o decrece en cada subintervalo.

OBSERVACION: En lugar de intervalos de la forma |a, b, es posible considerar intervalos con extre-

mosena=—-00 0 b= 4oo.

EJERCICIOS:
Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento para las siguientes funciones:

» fz)=a3—22 -2

Solucidn: El dominio de f es Domf = R. Determinamos ahora los puntos criticos:

flle)y=322-2 - (f’(x)zO N 3:[;2—2:0).

. 2 R L
Por lo tanto, los puntos criticos de f son z = i\/;, y estos son los tnicos ya que f es

derivable en todo R. Estos puntos determinan tres intervalos que debemos estudiar:

RN Y

Sizel: fl(x)>0 .. [ escrecienteen I.
Sizel,: fl(x)<0 .. [ es decreciente en I5.
Sizely: fl(x)>0 .. f es creciente en I.

OBSERVACION:  Notamos que, si f crece en I; y decrece en I3, entonces en el punto — \/i ,
f alcanza un maximo local. De la misma manera, si f decrece en I y crece en I3, entonces en

el punto %, f alcanza un minimo local.
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» f(x) =xze®
Solucién: El dominio de f es Domf = R. Determinamos ahora los puntos criticos:
f'(z) = e*(1 +z). Por lo tanto, (f/(m) =0 = €1+ = 0). Como Vr e R:
e’ #0 setieneque = = —1 eseltnico punto critico de la funcién, ya que, nuevamente,
f es derivable en todo R. Debemos estudiar el crecimiento de f en los intervalos | — oo, —1[
y ] —1,00].
Siz €] —oo,—1[:  f(z) <0 .. f es decreciente en el intervalo.
Size]—1,00: f'(x)>0 .. f es creciente en el intervalo.
De acuerdo a la observacién anterior, concluimos que en x = —1 la funcién f alcanza un

minimo local.

w f(z) = 52/3 — x5/3

Solucién: El dominio de f es Domf = R. Determinamos ahora los puntos criticos:
10 ) 5 92
f/(ac): 3\3/5—§$2/3 <f/($)20 = g <\3/§—(L'2/3) :0>

Por lo tanto, los puntos criticos son =z =0 (donde f no es derivable),y x =2, que obtene-
mos como solucién de la ecuacién anterior. Dejamos como ejercicio determinar el crecimiento

en los intervalos determinados por éstos puntos.

x2 =27
" f(ﬂﬁ):ﬁ

Solucién: En este caso, x = 6 ¢ Domf, por lo que deberemos incluir este punto como

,x € [0,6]

extremo de un par de intervalos. De hecho, la recta = = 6 es una asintota vertical a la grafica
dey = f(x).
22(z — 6) — (22 —27)  (x—3)(z—9)
! — — = 0 = 3 V = 9.
f(x) @067 - 672 = =z T

Luego, los puntos criticosson =z =3, =6, z=9. Dejamos como ejercicio determinar

el crecimiento en los 4 intervalos determinados por estos puntos.

Dejamos como ejercicio los siguientes:
» f(z)=senx
z+1 si x<1
= fle) =9 .
x°—6x+7 si z>1

Con lo visto hasta hora, el siguiente teorema parece evidente:
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TEOREMA 6.2.2 (Criterio de la primera derivada para extremos relativos) Sea c un punto critico
de una funcién f (continua), en un intervalo abierto I, con ¢ € I. Si f es derivable en I, excep-

to quizés en ¢, se cuenta con los siguientes casos

1. Si f'(x) cambia en ¢ desde un signo negativo a uno positivo entonces f(c) es un minimo local

de f.

2. Si f'(x) cambia en ¢ de positiva a negativa, entonces f(c) es un maximo local de f.

OBSERVACION: Este teorema da cuenta de las observaciones hechas anteriormente. Es pertinente
recordar, ademds, el Teorema 3.7.6 que dice que toda funcion continua definida sobre un intervalo cerra-
do alcanza su mdximo y su minimo absolutos en dicho intervalo. En los siguientes ejercicios, aplicaremos
estas ideas.

EJERCICIOS:
Para cada una de las siguiente funciones, determine méximos y minimos locales y globales (si
es que existen) en el dominio en donde f estd definida. En el caso que los extremos no existan,

explique por qué.

1. Sea f(x) =2z con z € I = [1,4]. ;Cudl es el minimo global de f en este intervalo? ;Por
qué no se puede decir que hay un maximo global en I?

2. Paraz € [-5,4], definimos
rz+1 si z<1
€Tr) =
i) {x2—6x+7 si 1<z

x
1 — 22

3. f(x)

4. Sea f(r) = (2* —3x). Ademds de determinar valores minimos y/o méximos, evalte f’(r)

en los valores encontrados.

5. Sea f(z) = |z|. ¢ Qué tipo de punto (maximo/minimo) es x = 0? ; Qué puede decir de la
derivada de la funcién en este punto?

6. f(z) = senz. Ademds de determinar valores minimos y/o maximos, evalte f’(z) en los

valores encontrados.

7. Sea f la funcion definida por

Cf@+1)? si —1<2<0
f(x)_{(x—n? si 0<z<1

Ademas de determinar valores minimos y/o maximos, evalde, si es posible, f'(z) y f"(z) en
los valores encontrados. ;Es f derivable en x = 0?
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TEOREMA 6.2.3 Si f tiene un extremo relativo en un punto c entonces c es un punto critico para f.

OBSERVACION: El recfproco no es verdad. Por ejemplo f (z) = 2® tiene por punto critico a z = 0

pero no es un extremo local

E]ERCICIOS:
Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento, maximos y/o minimos locales (si

existen) de las siguientes funciones:

» f(x) =223 + 222 — 122 -3

- @)=, v #0
LU3
- =20

6.2.1. Convexidad, concavidad, puntos de inflexién

DEFINICION 6.2.6 (Funcion céncava y convexa) Una funcién real f definida en un intervalo I se

dice convexa si para z,y € I se verifica
flr+ (1 =ty) <tfx) + A =1)f(y) vt el01]

Por otro lado, se dice que la funcién f es céoncava si

flz+ (1 —t)y) 2 tf(z)+ (A -1)fy)  VEe[0,1]

lo que equivale a decir que — f es convexa.

OBSERVACION: Geométricamente, una funcién es convexa en un intervalo, si dados dos puntos
cualquiera en la grafica de la curva en el intervalo, el segmento de recta que une estos puntos pasa
por encima-arriba de la gréfica de f. Andlogamente, una funcién es céncava en un intervalo, si dados
dos puntos cualquiera en la grafica de la curva en el intervalo, el segmento de recta que une estos
puntos pasa por debajo de la gréfica de f.

Si se cumplen las desigualdades en forma estricta entonces se dice que la funcién es estricta-
mente convexa/céncava respectivamente. Notar que las funciones lineales (rectas) son funciones

convexas y concavas simultdneamente.
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PROPOSICION 6.2.1 (Convexidad de una funcién derivable en un intervalo abierto) Una funcién
f derivable en un intervalo abierto I es convexa en I si f’ es estrictamente creciente en ese inter-

valo, y céncava en I si f’ es estrictamente decreciente en él.

TEOREMA 6.2.4 (Criterio de convexidad) Sea f una funcién cuya segunda derivada existe en un
intervalo abierto 1.

1. Si f”(x) > 0 para todo x € I, entonces f es convexa en I.

2. Si f(x) < 0 para todo z € I, entonces f es concava en I.

OBSERVACION:

1. Notar la relacién existente entre el signo de f” con el hecho de que f’ es creciente o decre-
ciente y por lo tanto con el criterio indicado en la Proposicién 6.2.1.

2. Si f'(zg) = 0, donde z( pertenece a un intervalo abierto en el Domf, y f”(zo) < 0 en el
intervalo, esto significa que la derivada de f es siempre decreciente en dicho intervalo. Como
f'(z0) = 0, esto significa que en el intervalo, f’ cambi6 de signo en x(, de positivo a negativo.
Luego, f alcanza un maximo local en zy. Andlogamente, en el caso en que f'(zo) = 0y
f"(x0) > 0 en un intervalo abierto, la funcién alcanza un minimo local. Revisaremos estas

ideas de manera m4és formal en el Teorema 6.2.6

3. Elcaso f”(x) = 0 para cada x € I representa la presencia de una funcién lineal (recta), la cual

es convexa y concava a la vez.

DEFINICION 6.2.7 (Punto de inflexién) El punto ¢ es un punto de inflexién' de la funcién f si la
funcién cambia de concava a convexa, o de convexa a concava en (c, f(c)).

OBSERVACION: Si f es derivable en = = ¢, y si existe un intervalo abierto I que contiene a ¢, tal
que para z € I, entonces la definicién de punto de inflexién implica que una de las dos siguientes

situaciones ocurre:
1. f'(z) <0 siz<c y f'(2)>0 si z>c¢

2. f"(x)>0 siz<ec y f'(z)<0 si x>c¢

PROPOSICION 6.2.2 Sea f una funcién derivable en un intervalo abierto I y ¢ un elemento del
intervalo. Si ¢ es un punto de inflexién y existe la segunda derivada de f en ¢, entonces f”(c) = 0.

"En ocasiones también se dice que el punto (c, f(c)) es de inflexién en la gréfica de la funcién f.
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OBSERVACION: La proposicién anterior dice que, si f tiene segunda derivada en los puntos de
inflexion, esta segunda derivada debe ser 0. Sin embargo, el reciproco no es cierto. Considerar la
funcion f(z) = 2%, encuyocaso f”(0) =0 pero z¢ = 0 no es un punto de inflexién sino que

es un minimo absoluto para f. Pero, tenemos el siguiente

TEOREMA 6.2.5 Sea f una funcién tal que f”(c) =0 y f”(c) # 0. Entonces, c es un punto de
inflexién para f.

Dem. Supongamos que f”'(c) < 0. (Andlogamentesi f"(c) > 0.)
et h)—fle) . (et h)
" _ —
"(e) = }lllr% Y = %Hr%) . <0

h<0 = f"(c+h)>0 = f'escreciente = [ esconvexa.
h>0 = f’(c+h)<0 = [ esdecreciente = f escOncava.

Asf, en c la funcién f posee un punto de inflexion.

EJERCICIOS:

1. ¢Para qué valores a,b € R, el punto z = 1 es punto de inflexioén para la funcion y = az®+bx??

2. Muestre que para todo =,y € R se cumple

3. Para las siguientes funciones determinar los puntos de inflexién (si existen), y los intervalos

en que la funcién es céncava y/o convexa: :

» f(x)=2sen3z, x € [—m, 7]

. @) =e = flw) =3t - da?

9 » f(z) =x+cosz, z € |0,27]
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6.2.2. Criterios

TEOREMA 6.2.6 (Criterio de la segunda derivada para extremos locales) Sea ¢ un punto tal que
f'(c) = 0.Si f” existe para todos los valores de = en un intervalo abierto I, con ¢ € I. Enton-
ces:

1. Si f”(¢) > 0, entonces ¢ es un minimo local de f.

2. Si f”(c) < 0, entonces ¢ es un maximo local de f.

Dem.
Demostraremos 2. (1. se demuestra andlogamente): Supongamos que f'(c) =0y f”(c) < 0.

Pero:
f//(c) — lim f (C—|— h) - f (C)

h—0 h h—0 h

<0 (por hipétesis)
Luego:

Sih<0: f'(c+h)>0 = fescreciente.

] ] en ¢ se alcanza un méximo local.
Sih>0: f'(c+h)<0 = fesdecreciente.

OBSERVACION: La condicién de la segunda derivada es suficiente pero no necesaria. Considere la
funcién f(z) = (x—7)* Enestecaso: f/(v) =4(x—7)> = 2 =17 espunto critico, y,

mads atin, es un punto donde se alcanza el minimo global para f, pero f”(x) = 12(z — 7)? =0.

Luego, notamos que si f”(c) = 0, este criterio no decide y ha de recurrirse al criterio de la
primera derivada. Sin embargo, tenemos el siguiente

TEOREMA 6.2.7 Sea f una funcién tal que:
fle=fey=—=f"e=0 A  fO)#0
Entonces, en ¢ la funcién f alcanza un:
» maximo local si n es impar y f("+1(c) < 0
» minimo local si n es impary f**Y(c) > 0

= punto de inflexién si n es par.
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Ejercicios de OPTIMIZACION

1.

10.

Una caja abierta se construye por remocién de un pequefio cuadrado en cada una de las
esquinas de una plancha de cartén y luego doblando los lados. Si el pliego de cartén es
cuadrado y la longitud de su lado es L [cm], ;cudl es el volumen maximo posible de la caja?

Encuentre dos nimeros x e y no negativos tales que su suma sea igual a 1 y la suma de
sus cuadrados sea minima. ;Existen valores para los cuales la suma de sus cuadrados sea
maxima? Justifique.

Pruebe que entre todos los rectdngulos de un perimetro dado, el de d4rea méxima es el cua-
drado.

Encuentre las dimensiones del rectdngulo de drea maxima inscrito en una semicircunferencia.

Pruebe que de todos los tridngulos is6sceles inscritos en una circunferencia, el tridngulo equi-

latero es el de perimetro maximo.

Calcular el volumen maximo del cilindro circular recto que se puede inscribir en un cono de
12[cm] de altura y 4[cm] de radio en la base, de manera que los ejes del cono y del cilindro
coincidan.

Determine el volumen del cono circular recto de mayor volumen que puede ser inscrito en

una esfera de radio R.

Un observatorio, de volumen de V [m?], debe tener la forma de un cilindro, rematado por una
boveda semiesférica, ambos con el mismo radio. Si la construccién de la béveda semiesférica
cuesta el doble por metro cuadrado que la del muro cilindrico, ;cuédles son las proporciones
que se deben emplear para que la construccién tenga costo minimo?

Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la elipse b%z? + a?y? = a?b?, en el primer cua-

drante, y que forma con los ejes coordenados un tridngulo de drea minima.

Se usardn 5 metros de alambre para hacer 2 figuras. En cada uno de los siguientes casos,
determine cudnto alambre debe utilizarse en cada figura de modo que el 4rea total encerrada
(es decir, la suma de las dreas encerradas por las dos figuras), sea maxima:

a) un tridngulo equilatero y un cuadrado.
b) un cuadrado y un pentdgono regular.
c) un pentdgono regular y un hexagono regular.

d) un hexdgono regular y un circulo

¢Puede sacar alguna conclusién a partir de este patrén?

Ayuda: el 4rea de un poligono regular de n lados de longitud z estd dado por A = Zcotg (Z)z?.
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6.3. Grafico de Curvas

Las derivadas de una funcién nos permiten conocer la gréfica de ella, como veremos en esta
seccién. Antes de iniciar este estudio, revisaremos la nocién de rectas asintotas a la grafica de una

funcién.

6.3.1. Asintotas oblicuas

Recordaremos, en primer lugar, las definiciones de rectas asintotas verticales y rectas asintotas
horizontales de la grafica de una funcién f.

T .
= Sea f(z) = M Una recta asintota vertical para f es unarecta = =a, donde g¢(a) =0.

q(z)

» Una recta asintota horizontal para f es unarecta y =b, donde b= h’rin f(x).
T—>100

Pero, las graficas de las funciones pueden «acercarse» a una recta oblicua cuando x tiende a 4-00.
Es decir, es posible que exista una recta de la forma y = ax + b a la cual se acerque la gréfica de f
cuando z tiende a £oo.

DEFINICION 6.3.1 Larecta y = ax + b es una asintota oblicua para f ssi

lim f(z)—ax—b=0

z—+oo
. b
OBSERVACION: lim f(z) — (ax+b) =0 & lim J@) a——=0
z—+o0 r—Foo I x
o flx) ) _
Jm T =ae  ylwego I fl@)—ar=b

Tenemos ahora todas las herramientas para graficar funciones de R en R. Es importante para
ello ser ordenados y metddicos. Deberd considerarse en cada caso los siguientes pasos:

= Determinacion del DOMINIO de f.

= Biisqueda de INTERCEPTOS con los ejes.

» Basqueda de ASINTOTAS.

= Busqueda de PUNTOS CRITICOS.

» Estudio del CRECIMIENTO.

» Determinacién de MAXIMOS y MINIMOS.

» Estudio de CONVEXIDAD y PUNTOS DE INFLEXION.
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EJEMPLOS: Grafique las siguientes funciones:

x — 2 —
D f@) = 57— 2) f(z) = m 3) f(z) = %
Solucién:
1) Si f(x) = ﬁ, entonces:

DOMINIO de f: R — {-2,2}.

INTERCEPTOS con los ejes: r=0& y=0 . (0,0) € Graf(f).
ASINTOTAS:
verticales: 22 —4 =0 = r=2 A x=-2 sonasintotas.
T
horizontales:  lim T~ lm = = y =0 esasintota.
zotoo 12 —4  z5tco o %
X X

. , T B . .
oblicuas: xgrfoo m =0 .. no tiene.
PUNTOS CRITICOS:  fi(a) = S 420" _ 244 L 4o e

R N T

decir, no tiene puntos criticos.
CRECIMIENTO: Por lo anterior, la funcién decrece en cada uno de los intervalos

| —o00,-2[, ] —2,2[, ]2,00].
MAXIMOS y MINIMOS: No posee, puesto que no tiene puntos criticos.
CONVEXIDAD y PUNTOS DE INFLEXION:

20(x? —4)2 —2(2? —4) -2z (2 +4)  2z(2? + 12)?

1 _ _
= EEm (@~ 1
Luego, f”(x)=0 =z = 0esun posible punto de inflexién. Calculamos f"’(0):
& p %
4
" (x) = 12(962—1—3?4 = f"(0) # 0 de donde, efectivamente, z = 0 es un punto
x —_—

de inflexion.

CONVEXIDAD: r>2 = f’(x)>0 . fesconvexaen |2, o0l
0<z<2 = [f’(z)<0 .. fescéncavaen]0,2.

—2<z<0 = f’(z)>0 .. fesconvexaen]—2,0[, (corroborando quez =0
es un punto de inflexién).

r<-2 = f’(z)<0 .. fescoéncavaen]|— oo,—2[.
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Estamos ahora en condiciones de graficar y = f(z):

x=-2 x=2

z(x —4)

W entonces:
X

2) Si fla)=

= DOMINIOde f: R — {—4}

s INTERCEPTOS conlosejes: z=0 = y=0 A y=0 = z=0V z=4
Por lo tanto, (0,0) A (4,0) € Graf(f).

» ASINTOTAS:

verticales: (z+4)2=0 & 2=-4 . x=—4 esasintota vertical.
2 4x
) x(zx—4 ¥ — 5
horizontales: lim (72) = lim % =1 ..y=1 esasintota.
z—+too (x +4) r—>:|:ooxi2_|_xi2+xf2
z(x —4
oblicua: lim ( ) =0 .. ho tiene.

. o =) (44?2 -2 +4)(2® —4z) 4Bz —4)
= PUNTOS CRITICOS:  f/(z) = CETL = ap

4
flx)y)=0 = x= 3 ©s punto critico para f.
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4(3x —4)
(x+4)3°
f(xz) <0 & Brxr—4>0ANz+4<0) V (Br—4<0Az+4>0)

= CRECIMIENTO: Debemos estudiar el signode f'(z) =

Luego, f decrece en |—4, 3.

fi(x) >0 & Br—4>0ANz+4>0) V (Br—4<0Az+4<0)
Luego, f creceen]—oco, —4[ y |3, 00[.

= MAXIMOS y MINIMOS: Podemos deducir de nuestro anélisis anterior que en
z = 3 la funcién alcanza un minimo relativo. También, podemos aplicar el criterio de
la segunda derivada:
() = 12(z +4)% — 3(z + 4)* (122 — 16) _ 24(4 — x)

(z+4)° C (z44)4
minimo local para f.

Ademés: f(3)=-4%

f(3)>0 = fesun

= CONVEXIDAD y PUNTOS DE INFLEXION:  Del célculo de la segunda derivada, ve-
mos que f”(z) =0 < x =4. Paraconfirmar que es un punto de inflexién, podemos
calcular la segunda derivada, 6 analizar los cambios de signo de f”, que determinan los
cambios de convexidad de la funcién.

x >4 = f(xz) <0 = f es concava alli.
(d<zx<4 VvV xz<-4) = f(x) >0 = f es convexa alli.

Luego, efectivamente z = 3 es un punto de inflexién para f.

Estamos ahora en condiciones de graficar y = f(z):

y-1 —

X=-4
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2
-1
3) Si f(z) = o] entonces:
z—1
—1+£+V5

» INTERCEPTOS: 2=0 = y=1 A <y:0 = x:2\[>

Por lo tanto (0, 1), (’1;\/5,0) A (*1;”/5, 0) € Graf(f).
» ASINTOTAS: Claramente, + = 1 es una asintota vertical. Ademas, no hay

. . , 2 +r—1
asintotas verticales ya que lim ————— — oo.
r—=+o0 r—1
Buscamos entonces asintotas oblicuas, de la forma y = ax + b:
2 -1 2 -1 2 1= 2
a=1im TP i ae= dm TP o g T AT
z—+oo x(x —1) =t x—1 z—=F00 r—1

Qz+1)(z—1)—(2*+2-1) z(z—2)
(z—1)7 w1y
Por lo tanto, r=0 A x=2 sonpuntos criticos.

= PUNTOS CRITICOS:  f/(z) =

» CRECIMIENTO: El denominador de f/(z) es siempre positivo, por lo que el signo
de f'(x) depende del signo del numerador. Asi,
fcreceen] —o0,0[ yen |2,00[.

f decreceen ]0,1[ yen |1,2].

» MAXIMOS y MINIMOS: De lo anterior, vemos que en = = 0 la funcién alcanza un
maximo local y en = 2 alcanza un minimo local. También podemos usar el criterio de
la segunda derivada:

" (237 — 2)(;U — 1)2 — 2(1’ — 1)(‘7;2 — 2*7:) 2 " "
7(z) = o = < 7(2) >

Por lo tanto, en = 0 la funcién alcanza un méximo local y en = 2 alcanza un minimo

local, como vimos recién. Ademds, f(0)=1 A f(2)=5.

= PUNTOS DE INFLEXION y CONVEXIDAD: Del calculo de la segunda derivada,
vemos que f"(z)<0si z<1 y f’(z)>0siz>1.

Estamos ahora en condiciones de graficar y = f(z):
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.y=x+2
x=1
Ejercicios
1. Haga un estudio completo de las siguientes funciones:
T —2 1
a)f(w)_aﬁ—l e)g(x)_2+1+x2
2
3 — 2z = _ 3
b) g(z) = —— 5 f) hiz) x?2 -2z -3
1
a® — 3z + 2 9 Je)=Te+ 575
) (@) = —5——
xe—4 4
h) g(z) =2(x—1)+ ——
B f(@) = &= DE+2) z—1
S TP Ny i) h(z) = (2 - 1)(z +2)

3 2
2. La funcién f(z) = az® + ba? + 3%~ 3 tiene un maximo para x = 1 y un minimo para

x = 3. Determine las constantes a y b, y bosqueje la gréfica de f.

3. La siguiente figura corresponde a la gréfica de la derivada de la funcién f(z).
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XK/

a) Determine los puntos criticos de f.

b) Determine la naturaleza de los puntos criticos.

c) Grafique y = f(z).

4. Grafique la funcién y = f(z), si sabe que f(0) = 2y que f'(z) = V1 + 23.

6.4. Regla de L'Hopital

Sicuando z — g, f (x) y ¢ (z) tienden a cero, entonces no sabemos qué sucede con el cuociente

X
/() cuando T — x0.
g(z)
Ejemplos de esta situacion son
senx z—1 Inz
lim , lim VE , lim
z—0 T z—1 x—1 z—1lx —1

en los cuales no podemos aplicar directamente el dlgebra de limites. Cada uno de ellos nos lleva a
la forma 2 que se conoce como forma indeterminada. También hay otras situaciones en las cuales el
comportamiento del cuociente % es indeterminado, por ejemplo si cuando x — x, se tiene que
f(x) = £oo y g(x) = £oo.

La regla de L’ Hopital permite conocer en algunos casos el valor de estos limites cuando esta-
mos frente a una forma indeterminada de los tipos 8 6 . El resultado es una consecuencia del
teorema del valor medio generalizado.

TEOREMA 6.4.1 Sean f, g : [a,b] — R funciones continuas en [a, b] y derivables en |a, b[, entonces
existe un punto { € Ja, b tal que

g()—g(@) _ g

f)=f(a)  f(&)
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Dem. Utilizar el teorema de Rolle aplicado a la funcién

H(z) = f(2)(g(b) —g(a)) —g(2) (f(b) = f(a)).

TEOREMA 6.4.2 (Regla de L’ Hopital para la forma §) Sean f, g funciones derivables y sea a €
R U{—o00,+00}. Suponga ademds quesix — a entonces f(z),g(z)— 0. Si

lim f'(@)

z—a g’ (x)

(donde L € RU{—o00,+00}), entonces

1@
;—m g (z)

TEOREMA 6.4.3 (Regla de " Hopital para la forma =2 ) Sean f, g funciones derivablesy a € R U

{—00,4+00}. Suponga ademads que si z — a entonces f(z),g(z) — oco. Si

lim f'(@) =
z—a g’ (x)

(donde L € RU{—o00, +00}), entonces

@
i—m g (z) L

OBSERVACION:

1. Laregla de L Hopital s6lo se aplica a casos de formas indeterminadas; por ejemplo

o2 —1 1
lim = —
m—>0$2—2 2

Si aplicamos L Hopital (que no corresponde pues no se esta frente a una forma indetermi-

2
nada) nos quedaria lim =~ =1 lo que claramente es incorrecto.
z—0 2x
f(z) f'(x)

2. Esposible que  lim exista. Por ejemplo:

exista sin que lim
a—a g (x

z—a g’ (x)
2
1
i 25T e sen (1) = 0
z—0 xT x—0

Pero

4 (z%sen(1/xz)) — m 2xsen (1/x) — cos (1/x)
d

T (;p) z—0 1

que no existe.
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3. Si fy g tienen derivadas de orden superior, la regla se extiende para éstas si el cuociente de
los limites de las derivadas se siguen indeterminando.

EJEMPLOS: Use la regla de L' Hopital para calcular

., 1—cosz
lim —
z—0 T
Solucioén:
., 1—cosx ., senx ., COSX 1
11H1 5 = 11m = llm =
z—0 €T x—0 2x z—=0 2 2

Formas Indeterminadas Las siguientes expresiones corresponden a formas indeterminadas:

0 00

0° , o , 00—00

) ) 0- ) 1%
0 00 o

’

Para las formas tercera en adelante, se debera transformar la expresion (llevandola a una de las dos
primeras) de manera tal de poder aplicar los anteriores teoremas.

Ejercicios

» Compare los resultados para los siguientes limites sin utilizar la regla de L' Hopital
3 2
r° +8 ¢ —x
1) I m ———
)xi@2$+2 2) ig%x‘l—m?’
Notar que la forma indeterminada involucrada es 0/0. Es claro que no se puede contar con

0/0 = 1 como identidad (aunque puede que el limite de la forma indeterminada sea 1).

= Hallar los siguientes limites

cos T 2
1. lim —— m
r——n/2senx — 1 4. ngfoo oT
2. Jim /2 Zarctane 5. lim &
T—00 1/1’ T—00 I3
3cosx ., 1/x
{ 6. lim ———
3 xl—lgl/Q 20— a—0+ el/e?

= Obtener los siguientes limites buscando obtener las formas requeridas para aplicar la regla
de L'Hopital

1. imaxlnz
x—0

2. lim (cosec x — cotg x)
z—0
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6.4.1. L’ Hépital con funciones f(z)?®
En el célculo de algunos limites, pueden presentarse funciones de la forma
y = fay®

Sabemos que estos limites pueden ser resueltos usando exponencial y logaritmo. Ahora vere-
mos que, en vista de las formas indeterminadas que se puede obtener de esta expresion, es posible
utilizar la regla de L Hopital para determinar tales limites tras la aplicacién del siguiente procedi-

miento:
1. Escribir y = f(z)9®)
2. Tomar Iny
3. Analizar el limite de Iny

4. Utilizando el limite anterior, analizar lim y = lim e!*¥ = elimIny

OBSERVACION: Todo esto bajo las condiciones pertinentes al considerar el dominio de In(-).

OBSERVACION: Notar la aplicacién del teorema de limites y continuidad presentado en clases

anteriores, segtn el cual si f es funcién continua con hln g(x) = b entonces h’_r)n (fog)(xz)=f(b)o
r—a r—a

en forma equivalente

lim f(g(x)) = f(lim g(x)).

T—ra T—ra
EJEMPLOS:
1 xT
= Calcular con el procedimiento mencionado lim (1 + > .
xr—00 x

(Reconoce en una primera instancia este limite?

.\ . ; a\<«
Verifique el resultado entregado en clases anteriores para lim (1 + 7>
r—00 x

= Calcular los siguientes limites:

e lim z” e lim z°"°*
z—0+ z—0+
e lim z!/* o lim(z + e2*)1/*
T—00 z—0
EJERCICIOS:

Encontrar el limite de las siguientes funciones usando la regla de L'Hopital:
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L, ef—1—zx
1. lim —
x—0 x
, 1—cosx
2. lim 3
z—0 €T
T
3. lim ———
2—0 arc tan (4z)
, _ 2
4. lim z3%™®
Tr—r0o0

5. lim senzlnzx
z—0t

6. 1lim (cosec x — cotg z)
z—0

10.

11.

12.

lim (1 — 22)Y/*

x—0

lim (cos x)l/wz
z—0+t

lim ];(ln 2)/(1+Inx)
T—00

lim (e® 4 x)1/®

T—r00

20 — 3 2z+1
lim
z—oo \ 20+ 5

lim (1 — tanx)secz
/4

6.5. Ejercicios de Controles y Certamenes

1. Una particula P se mueve sobre la trayectoria y = senz, de modo que su abscisa aumenta

uniformente a razén de 10 unidades por segundo. Si M es la proyecciéon de P sobre el eje OY

(con qué rapidez esta variando el drea del tridngulo OPM?

2. Determine dos niimeros x e y no negativos tales que su suma sea igual a 1 y la suma de sus

cuadrados sea minima. ;Existen valores x e y para los cuales la suma de sus cuadrados sea

méaxima?

3. Sea y=x+cosz, xz€ [0,2n]

a) Determine los intervalos donde la funcién es:

i) estrictamente creciente.

ii) estrictamente decreciente.
b) ¢En qué intervalos la funcién es
i) concava?

ii) convexa?

4. ;Para qué valores de a y b en R, el punto (1,3) es un punto de inflexién para la funcién

y = az® + bx??
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6.5. EJERCICIOS DE CONTROLES Y CERTAMENES

5.

10.

11.

Una particula P = (z,y) describe una circunferencia 2> + y?> = 1. Encuentre los puntos sobre
esta circunferencia para los que la ordenada “y”decrece en la misma razén en que la abscisa

o _7

T crece.

Un barco navega paralelamente a una costa recta a una rapidez de 12millas/hora y a una
distancia de 4 millas de la costa. ;Cudl es su velocidad de aproximacién a un faro de la costa,

en el instante en que dista precisamente 5 millas del faro?

Una recta variable que pasa por el punto (1, 2) corta al eje z en A = (a,0), a > 0y al eje y en
B = (0,b), b > 0. Hallar el tridngulo AOB que tenga drea minima.

Bosqueje el gréfico de la funcién y = f(x) a partir de la siguiente informacién:

Domf = R -—{0,—-2}
3

lim f(z) = 5; lim f(x) = +oo; f(=2—V15) = —15,75;  f(-2+V15) = —0,25
.Sl e . _
xILmT = 1 xlggo(f(@_w)*_ﬁa x_lif_%ff(m)*_oo
f > 0 en [-24+V15,00[U]— 00,2~ V15]
f< 0 en [-2-V15,-2[U] -2 -2+ V15
f(—2=v15) = 0 y f"(-2-+V15)<0
F(=24V15) = 0 y f"(=2+V15)>0
f'@) > 0 en ]-200]
f(z) < 0 en ]—o0,-2[
En la ribera de un rio de 3 km de ancho hay una planta eléctrica. En la orilla, a 4 km corriente

abajo respecto a la planta, hay una fabrica. El costo de tender un cable por tierra es de $15000
por metro, y de $25000 por metro para el tendido bajo el agua. ;Cual es la ruta mas econémica
para tender un cable desde la planta eléctrica a la fébrica, y cudl es su costo?

Calcular el volumen maximo del cilindro circular recto que se puede inscribir en un cono de
12 [cm] de altura y 4 [cm] de radio en la base, de manera que los ejes del cilindro y del cono

coincidan.
Sea f una funcién continua con segunda derivada continua en R, tal que
f@)>0 y  f@)=—v-f@) VzeR
Hallar:
a) intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f.
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b) intervalos de convexidad y concavidad de la funcién f.

c) (Cudles son los puntos de inflexién de f ?
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