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d= (x1 x2)2 +(y -Yz)2

Ecuaciones de rectas y cIrculos

(x2, Y2)

a b

Distancia en el piano cooidenado:

Ecuación pendiente-ordenada
al origen: Pendiente: ,n

y = mx + b (O,b)

- r

e: in
(x1, Yi)

ÁLGEBRA

n.¡;;;, = ( V;r = xm/n

Fórmula cuadrática

Las soluciones de la ecuación cuadrática

ax2 + bx + e = Oestán dadas por

-b + ~b2 - 4ac
x=

2a

Fórmula binomial

(x + y)2 = x2 + 2xy + y2
(x + y)3 = x3 + 3x2y + 3xy2 + y3
(x + y)4 = x 4 + 4x3y + 6x2y 2 + 4xy3 + y4

En general, (x+ yt =xn + (~)xn-ly + G)xn- 2/

+.oo + G)xn - kyk +oo. + (n: ¡)xyn - 1 + yn,

donde el coeficiente binomial (n) es el entero I( n~ )1'
m m. n m.

Factorlzaclón

Si n es llil entero positivo, entonces

x n _ yn = (x _ y)(xn - 1 + x n - 2y + xn - 3y 2 + oo.

+xn - k - 1yk + .. , + xyn - 2 + yn - 1).

Si n es llil entero positivo impar, entonces
x n + yn = (x + y)(xn - I _ x n - 2y + xn - 3y 2 _ .. ,

±xn-k-1yk:¡:oo. _ xyn-2+ y n-I),

araS=ar+~'

~ = ar - s
aS

Exponentes

(ab)' = a'b'

(a')S = ars

Notacion factorial

Para cada entero positivo n,
n! = n(n - l)(n - 2) .. , 3·2·1 ;

por definición, O! = l.

Radicales

h

~
~

Área del círculo:

A = rrr 2

Circunferencia:
e = 2rrr

Ár~ ~~~·ectáng1¡Jo: ¡:·, uu(:!u )1h

b

Volumen del cilindro:

V = rrr2h

Área de la

superficie lateral:
A = 2rrrh

. b2
Area del t:nlpecio:~

A=b l ;b2h~
b,

Área del triángUJ~
A = l-bh .• ' .",:~. . ...•...

2 b

Vohunen de
la esfera:

V = }rrr3

Área de la superficie:
A = 4rrr2

x

y

GEOMETRÍA

d = la - bl

Fórmulas para la distancIa
Distancia en la recta munérica real:

f+----d--l
I I

Ecuación pend iente-ordenada
al origen:

y = mx + b

Ecuación punto-pendiente:

y - YI = m(x - xl)

Circulo con centro (h,k)

y radio r:

(x-h)2+(y-k?=r 2

x

Volumen del cono:

V=.jJr?h
Área de la

superficie lateral:

A = rrr ~ r 2 + h2

cos2A = 1 + cos 2A
2

TRIGONOMETRíA:
sen 2A + cos2A = 1 (la identidadjimdalllental)

tan2A + 1 = sec2A

cos 2A = cos2 A - sen2 A = 1 - 2 sen2 A = 2 cos2 A - 1
sen 2A = 2 sen A cos A

cosCA + B) = cos A cos B - sen A sen B
cosCA - B) = cos A cos B + sen A sen B
sen(A + B) = sen A cos B + cos A sen B
sen(A - B) = sen A cos B - cos A sen B

sen2A = 1 - cos 2A
2

Vé;¡se los apéndices p;¡ra más fór111ubs de referencia.
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PROYECTOS
Los siguientes proyectos usan varias tecnologIas y son la base para el estudio individual o para las tareas en laboratorio.

1.1 Solución de ecuaciones por medio del método de tabulación (pág. 13)
1.3 Solución de ecuaciones por medio del método de aproximaciones sucesivas (pág. 31)
1.4 Más acerca de la solución de ecuaciones mediante aproximaciones (pág. 42)

2.1 Aproximación gráfica de pendientes de curvas (pág. 59)
2.2 Estudio numérico de los limites (pág. 70)
2.4 Aplicaciones de las ecuaciones cübicas y cuárticas (pág. 91)

3.1 Estudio grafico del crecimiento de poblaciones (pág. 106)
3.5 Extremos mediante aproximación a los ceros de derivadas (pág. 139)
3.6 Solución gráfica de problemas de aplicación de máximos y mInimos (pág. 154)
3.9 Implantación en calculadoralcomputadora del método de Newton (pág. 183)

4.4 Solución gráfica de problemas de cajas no estándar (pág. 218)
4.5 Gráficas y soluciones de ecuaciones polinomiales (pág. 226)
4.6 Básqueda de puntos criticos y puntos de inflexión en gráficas exóticas (pág. 241)

5.4 Cálculo numérico de sumas de Riemann (pág. 287)
5.8 Cálculo automático de areas (pág. 322)
5.9 Básqueda de In 2 y jr mediante integración numérica (pág. 335)

6.2 Aproximación numérica de vokimenes de revolución (pág. 359)
6.3 Integrales de volumen yjoyerIa de diseñado personalizado (pág. 367)
6.4 Aproximación numérica de Ia longitud de arco (pág. 375)

7.1 Aproximación del nñmero e mediante el cálculo de pendientes (pág. 407)
7.2 Aproximación del nuimero e mediante integración numénca (pág. 417)
7.3 Aproximación del niimero e mediante cuadrados sucesivos (pág. 424)
7.4 Paseo gráfico por donde nadie ha paseado (pág. 430)

8.3 Estudio gráfico de los IImites de formas indeterminadas (pág. 463)
8.5 Matemáticas del arco de San Luis (pag. 477)

9.2 4Cuándo son equivalentes dos respuestas (integrales)? (pág. 484)
9.5 Crecimiento acotado de poblaciones y Ia ecuación IogIstica (pág. 507)
9.8 Aproximación numérica de integrales impropias (pág. 527)
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Prefacio

El papel y la práctica de las matemáticas a nivel global y mundial está sufriendo
una revolución, con la influencia principal de la tecnología de cómputo. Las
calculadoras y los sistemas de cómputo proporcionan a estudiantes y maestros la
fuerza matemática que ninguna generación anterior podría haber imaginado.
Incluso leemos en los periódicos eventos impresionantes, como el reciente anuncio
de la demostración del último teorema de Fermat. En términos de las matemáticas,
¡seguramente ésta es la época más excitante en toda la historia! Así, al preparar
esta nueva edición de CALCULO diferencial e integral, deseamos llevar a los es
tudiantes que lo utilicen algo de esta excitación.

También notamos que el curso de cálculo es la puerta principal para las
carreras técnicas y profesionales para un número cada vez mayor de estudiantes
en un rango cada vez mayor de curricula. Adonde volteemos (en las empresas, el
gobierno, la ciencia y la tecnología), casi todo aspecto del trabajo profesional está
relacionado con las matemáticas. Por tanto, hemos repensado el objetivo de
proporcionar a los estudiantes de cálculo la base sólida para su trabajo posterior
que deben obtener de su texto de cálculo.

Por primera vez desde que la versión original de este libro se publicó en 1982,
esta cuarta edición ha sido revisada desde el principio hasta el fin. Los análisis y
explicaciones han sido reescritos en un lenguaje que los estudiantes verán más
vivo y accesible. Los temas que rara vez se tocan han sido recortados, para
adecuarlos a un curso de cálculo más accesible. Hemos agregado notas históricas
y biográficas para mostrar a los estudiantes el lado humano del cálculo, así como
proyectos con calculadoras gráficas y laboratorios de cómputo (con opciones para
Derive. Maple y Mathematica) para las secciones fundamentales del texto. De
hecho, en esta edición se percibe un espíritu y un enfoque nuevos que reflejan el
interés prevaleciente en las calculadoras gráficas y los sistemas de cómputo. En
forma consistente con el énfasis gráfico del movimiento actual de reforma del
cálculo, hemos casi duplicado el número de figuras en el texto, donde gran parte
del nuevo material gráfico es generado por computadora. Muchas de estas figuras
adicionales sirven para ilustrar un enfoque de más deliberación y exploración a la
solución de problemas. Nuestra propia experiencia en la enseñanza sugiere que el
uso de la tecnología contemporánea puede hacer que el cálculo sea más concreto
y accesible a los estudiantes.

Características de la
cuarta edición

Al preparar esta edición, hemos aprovechado de los numerosos y valiosos comen
tarios y sugerencias de los usuarios de las primeras tres ediciones. Esta revisión
ha sido tan completa que las modificaciones son demasiadas como para enume
rarse aquí. Sin embargo, los párrafos siguientes resumen las modificaciones de
mayor interés.

xüi



Problemas adicionales El nimero de problemas ha crecido poco a poco desde
la primera edición y ahora suman casi 6000. En la tercera y cuarta ediciones hemos
insertado muchos ejercicios de práctica adicionales al principio de los conjuntos
de problemas, para garantizar que los estudiantes obtengan la confian.za y habili-
dad de cómputo suficiente antes de pasar a los problemas más conceptuales que
constituyen el objetivo real del cálculo. En esta edición hemos agregado también
problemas basados en gráficos que enfaticen Ia comprensión conceptual y acos-
tumbren a los estudiantes a utilizar las calculadoras gráficas.

Nuevos ejemplos y detalles de cômputo En muchas de las secciones de esta
edición, hemos insertado un primer ejemplo más sencillo o reemplazado ejemplos
ya existentes por otros cuyo cómputo es más sencillo. Además, insertado una lInea
o dos más de detalles de cómputo en muchos de los ejemplos resueltos para facilitar
su seguimiento al estudiante. Realizamos estos cambios de modo que los cómputos
no sean una barrera contra la comprensión conceptual.

Material proyecto Hemos insertado proyectos complementarios (un total de 48)
en todo el libro. Cada proyecto utiliza algiin aspecto de la tecnologIa actual de
cómputo para ilustrar las ideas principales de la sección que lo precede, y cada
uno contiene por lo general problemas adicionales cuya solución pretende usar
una calculadora gráfica o una computadora. Las figuras y los datos ilustran el uso
de calculadoras gráficas y sistemas de cómputo como Derive, Maple y Mathema-
tica. Este material proyecto es adecuado para su uso en un laboratorio de compu-
tadoras o calculadoras conducido en relación con un curso estándar de cálculo, tal
vez con una reunion a la semana. También se puede utilizar como base para las
tareas con calculadoras gráficas o computadoras que los estudiantes deben real izar
fuera de clase o para su estudio individual.

Gráficospor coinputadora Ahora que las calculadoras gráficas y las compu-
tadoras han llegado para quedarse, es posible y recomendable el creciente énfasis
en la visualización grafica, junto con el trabajo numérico y simbólico. Cerca de
250 figuras nuevas generadas con MATLAB ilustran el tipo de figuras que los
estudiantes pueden producir por si mismos con las calculadoras graficas. Muchas
de éstas se incluyen con material nuevo para problemas gráficos. Incluimos cerca
de 100 gráficos a color generados con Mathematica para resaltar todas las
secciones relacionadas con el material tridimensional.

Material históricoy biografico Hemos insertado material histórico y biográfico
al pnncipio de cada capItulo para dar a los estudiantes una idea del desarrollo de
nuestra materia por seres humanos reales, vivos. Ambos autores se basan en la
historia de las mismas y creen que puede influir de manera favorable en la
enseñanza de las matemáticas. Por esta razón, también aparecen en el texto varios
comentarios históricos.

CapItulos introductorios Hemos insertado los capItulos 1 y2 para un inicio más
claro y rapido del cálculo. El capItulo 1 se centra en las funciones y las graficas.
Incluye ahora una sección que cataloga las funciones elementales del cálculo y
proporciona una base para un énfasis temprano en las funciones trascendentes. El
capItulo 1 concluye ahora con una sección dedicada a la pregunta "LQue es el
cálculo?" El capItulo 2, de lImites, comienza con una sección relativa a las rectas
tangentes para motivar la introducción oficial de los lImites en Ia sección 2.2. En
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contraste con la tercera edición, esta edición trata los ilmites trigonométricos en
todo el cap Itulo 2, para apoyar una introducciOn más rica y más visual del concepto
de ilmite.

CapItulos de derivaciôn La secuencia de los temas en los capItulos 3 y 4 varIa
un poco con respecto del orden tradicional. Intentamos dar confianza al estudiante
presentando los temas en orden creciente de dificultad. La regla de Ia cadena
aparece un poco temprano (en la sección 3.3) y tratamos las técnicas básicas de
derivación de funciones algebraicas antes de analizar los máximos y mInimos en
las secciones 3.5 y 3.6. La aparición de las funciones inversas se difiere ahora hasta
el capItulo 7. La sección 3.7 trata ahora de las derivadas de las seis funciones
trigonométricas. La derivación implIcita y las razones relacionadas con ésta se
combinan en una sola sección (Sección 3.8). El teorema del valor medio y sus
aplicaciones se difieren hasta el capItulo 4. Las secciones 4.4 acerca del criterio
de la primera derivada y 4.6 acerca de las derivadas de orden superior y la
concavidad se han simplificado y adecuado al flujo del texto. Se ha agregado gran
cantidad de material gráfico en las secciones de trazo de curvas con las que
concluye el capItulo 4.

CapItulos de infegración Se han insertado nuevos ejemplos más sencillos en los
capItulos 5 y 6. Las primitivas (anteriormente al final del capItulo 4) abren ahora
el capItulo 5. La sección 5.4 (sumas de Riemann) se ha simplificado en gran
medida, eliminando las sumas superiores e inferiores, enfatizado en vez de ellas
las sumas con puntos medios o con extremos. Muchos maestros piensan ahora que
las primeras aplicaciones de la integral no deben confinarse al estándar de cálculo
de areas y voliimenes; la sección 6.5 es una sección opcional que presenta las
ecuaciones diferenciales separables. Para eliminar la redundancia, el material de
centroides y el teorema de Pappus se pasa al capItulo 15 (Integrales multiples),
donde se puede estudiar en un contexto más natural.

Opciones tempranas para las funciones trascendentes Se dispone de dos
versiones "tempranas de funciones trascendentes": una que incluye el cálculo
de varias variables y una que solo trata el cálculo de una variable. En la version
"regular", la flexible organización del capItulo 7 comienza con el "enfoque del
bachillerato" de las funciones exponenciales, seguido de la idea de un logarit-
mo como la potencia a la que debemos elevar la base a para obtener el nümero
x. Sobre esta base, 13 secciOn 7.1 hace un repaso sencillo de las leyes de los
exponentes y de los logaritmos e investiga de manera informal la derivación
de las funciones exponencial y logarItmica. Esta sección acerca del cálculo
diferencial elemental de las exponenciales y los logaritmos se puede estudiar
en cualquier momento, después de la sección 3.3 (regla de la cadena). Si esto
se hace, entonces se puede estudiar la sección 7.2 (basada en la definición del
logaritmo como una integral) en cualquier momento, después de definir la
integral en el capItulo 5 (junto con gran parte del resto del capItulo 7, como
desee el maestro). De esta forma, el texto se puede adecuar a un curso más
sencillo que incluya de manera temprana las funciones exponenciales en el
cálculo diferencial yb de manera temprana las funciones logarItmicas en el cálcu-
lo integral.

Las demás funciones trascendentes (funciones trigonométricas inversas e
hiperbOlicas) se estudian ahora en el capItulo 8. Este capItulo recién reorganizado
incluye ahora las formas indeterminadas y la regla del'Hôpital (más temprano que
en la tercera ediciOn).
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Mantenimiento de la
fuerza tradicional

Técnicas de integraciôn modernizadas El capItulo 9 está organizado para ade-
cuarse a los maestros que piensan que los métodos de integración formal necesitan
ahora un menor énfasis, en vista de las téçnicas modernas para la integración
numérica y simbólica. Es de suponer que todosdeseen tratar las primeras cuatro
secciones del cap Itulo (hasta la integración por partes en la sección 9.4). El método
de fracciones parciales aparece en la sección 9.5 ylas sustituciones trigonométricas
y las integrales con polinomios cuadráticos aparecen después, en las secciones 9.6
y 9.7. Las integrales impropias aparecen ahora en la sección 9.8 y las sustituciones
de racionalización más particulares han sido desplazadas a los problemas del
capItulo 9. Este reordenamiento del capItulo 9 lo hace más conveniente para
detenerse cuando el maestro lo desee.

Ecuaciones diferenciales Muchos maestros de cálculo piensan ahora que las
ecuaciones diferenciales deben estudiarse de la forma más temprana y frecuente
posible. Las ecuaciones diferenciales más sencillas, de la formay' =f(x), aparecen
en una subsección al final de la sección 5.2. La sección 6.5 ilustra las aplicaciones
de la integral a la solución de ecuaciones diferenciales separables. La sección 9.5
incluye aplicaciones del método de fracciones parciales a problemas de población
y a la ecuación logistica. De esta forma, hemos distribuido algo del espIritu y el
sabor de las ecuaciones diferenciales en el texto, de modo que parecIa claro
eliminar el iltimo capItulo de nuestra tercera ediciOn, dedicado exclusivamente a
las ecuaciones diferenciales. Sin embargo, los que asI lo deseen pueden comuni-
carse con Prentice Hall para solicitar las secciones adecuadas para el uso comple-
mentario de Edwards y Penney, Ecuaciones dferenciales elementalesyproblemas
con condiciones en lafrontera, tercera edición.

Aunque se han agregado muchas caracterIsticas nuevas, siguen presentes cinco
objetivos relacionados entre si: concretez, legibiidad, motivación, aplicabili-
dad y precision.

Concretez La fuerza del cálculo es impresionante por sus respuestas precisas a
preguntas y problemas reales. En el necesano desarrollo conceptual del cálculo,
mantenemos siempre la pregunta central: j,Cómo calcularlo realmente? Enfatiza-
mos de manera particular los ejemplos, aplicaciones y problemas concretos que
sirven para resaltar el desarrollo de la teorla y demostrar la admirable versatilidad
del cálculo en el estudio de importantes cuestiones cientIficas.

Legibilidad Las dificultades en el aprendizaje de las matemáticas se complican
con frecuencia por las dificultades en el lenguaje. Nuestro estilo de escritura parte
de la creencia de que la exposición liana, intuitiva y precisa, hace más accesibles
las matemáticas (y por tanto más fáciles de aprender) sin pérdida de rigor. En esta
edición hemos intentado hacer que nuestro lenguaje sea claro y atractivo para los
estudiantes, de modo que ellos puedan y quieran leerlo, permitiendo entonces a
los maestros concentrar el tiempo de la clase en los aspectos menos rutinarios de
la enseñanza del cálculo.

Motivación Nuestra exposición se centra en los ejemplos del empleo del
cálculo para resolver problemas reales de interés para las personas reales. Al
seleccionar tales problemas para los ejemplos y ejercicios, hemos utilizado el
punto de vista de que el interés estimulante y el estudio eficaz motivante van de

xvi Prefacio



Ag radecimientos

la mano. Intentamos aclarar a los estudiantes Ia forma en que el conocimiento
obtenido con cada concepto o técnica valdrá el esfuerzo. En los análisis teóricos,
en particular, intentamos proporcionar una imagen intuitiva del objetivo antes
de perseguirlo.

Aplicaciones Las diversas aplicaciones del cálculo son lo que atrae a muchos
estudiantes hacia la materia, y las aplicaciones realistas proporcionan una
valiosa motivación y refuerzo para todos ellos. Nuestro libro es bien conocido
por el amplio rango de aplicaciones incluidas, pero no es necesario ni recomen-
dable que cada curso abarque todas las aplicaciones en el mismo. Cada sección
o subsección que se pueda omitir sin pérdida de continuidad se marca con un
asterisco. Esto proporciona flexibilidad para que un maestro determine su
propio énfasis.

Precision Nuestro tratamiento del cálculo es completo (aunque esperamos que
sea menos que enciclopédico). Más que sus antecesores, esta edición fue sujeta a
un proceso amplio de revision para ayudar a garantizar su precisiOn. Por ejemplo,
esencialmente todas las respuestas a problemas en la secciOn de respuestas a! final
de esta edición ha sido verificada con Mathematica. Con respecto a la selección y
secuencia de los temas matemáticos, nuestro enfoque es tradicional. Sin embargo,
un examen cercano del tratamiento de los temas estándar puede delatar nuestra
propia participación en el movimiento actual por revitalizar la enseñanza del
cálculo. Continuamos en favor de un enfoque intuitivo que enfatice la comprensiOn
conceptual y el cuidado en la formulación de las definiciones y conceptos funda-
mentales del cálculo. Algunas de las demostraciones que se pueden omitir a
criterio del maestro aparecen a! final de las secciones, mientras que otras se difieren
a los apéndices. De esta forma, damos amplio margen para la variación en la
büsqueda del equilibrio adecuado entre el rigor y la intuición.

Todos los autores experimentados conocen el valor de la revision crItica durante
la preparaciOn y revision de un manuscrito. En nuestro trabajo con varias ediciones
de este libro, nos hemos beneficiado en gran medida con el consejo de los
siguientes revisores, excepcionalmente hábiles:

Leon E. Arnold, Delaware County Community College
H. L. Bentley, University of Toledo
Michael L. Berry, West Virginia Wesleyan College
William Blair, Northern Illinois University
George Cain, Georgia Institute of Technology
Wil Clarke, Atlantic Union College
Peter Colwell, Iowa State University
William B. Francis, Michigan Technological University
Dianne H. Haber, Westfield State College
John C. Higgins, Brigham Young University
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W. Cary Huffrnan, Loyola University of Chicago
Calvin Jongsma, Dordt College
Morris Kalka, Tulane University
Louise E. Knouse, Le Tourneau College
Catherine Lilly, Westfield State College
Joyce Longman, Villanova University

E. D. McCune, Stephen F. Austin State University
Arthur L. Moser, Illinois Central College
Barbara Moses, Bowling Green University
Barbara L. Osofsky, Rutgers University at New Brunswick
John Petro, Western Michigan University

James P. Qualey, Jr., University of Colorado
Thomas Roe, South Dakota State University
Lawrence Runyan, Shoreline Community College
William L. Siegmann, Rensselaer Polytechnic Institute
John Spellman, Southwest Texas State University
Virginia Taylor, University of Lowell
Samuel A. Truitt, Jr., Middle Tennessee State University
Robert Urbanski, Middlesex County College
Robert Whiting, Villanova University
Cathleen M. Zucco, Le Moyne College

Muchas de las mejoras realizadas a esta obra deben acreditarse a nuestros
colegas y los usuarios de las primeras tres ediciones en Estados Unidos, Canada
y otros palses. Estamos agradecidos con aquellos que nos han escrito, particular-
mente los estudiantes, y esperamos que continüen haciéndolo. Agradecemos a
Betty Miller de West Virginia University su diligente resolución de los problemas
y a Tern Bittner, quien junto con su equipo en Laurel Tutoring (San Carlos,
California) verificaron la precision de toda solución a los ejemplos y los ejercicios
impares. También pensamos que la calidad del libro terminado es un testimonio
adecuado de la capacidad, diligencia y talento de un equipo excepcional en
Prentice Hall. Damos las gracias particularmente a George Lobell y Priscilla
McGeehon, editores de matemáticas; Karen Karlin, editor de desarrollo, Ed
Thomas, editor de producción; y Andy Zutis, diseñador. Por ültimo, no podemos
agradecer lo suficiente a Alice Fitzgerald Edwards y Carol Wilson Penney su
apoyo, ánimo y paciencia continuos.

C. H. E., Jr D. E. P.
hedwardsmath.uga.edu dpenney@math.uga.edu

Athens, Georgia
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ICAPÍTULOI

1 Funciones y gráficas

La gráfica de y =~ - 3x2 + 1

o Es posible que el erudito francés
del siglo XVII René Descartes sea
más recordado hoy en día como fi
lósofo que como matemático. Pero
muchos de nosotros estamos fami
1iarizados con el "plano cartesiano",
en donde la posición de un punto P
queda determinada por sus coorde
nadas (x, y).

o Durante su época de estudiante,
con frecuencia Descartes tenía per
miso de levantarse tarde, debido a su
supuesta salud quebrantada. Él afir
maba que pensaba más claramente
acerca de la filosofia, la ciencia y las
matemáticas cuando estaba cómo
damente acostado en las frías maña
nas. Después de graduarse en derecho
(lo que estudió aparentemente con
poco entusiasmo), Descartes viajó
con varios ejércitos por algunos
años, pero más como un caballero
que como un militar profesional.

o Después de establecerse por fin
(en Holanda), Descartes publicó en
1637 su famoso tratado filosófico
Discurso del método (Del buen ra
zonamiento y la búsqueda de la ver
dad en las ciencias). Uno de los tres
apéndices de su obra establecía su
nuevo enfoque "analítico" de la geo-

metría. Su principal idea (estableci
da casi en forma simultánea por su
coterráneo Pierre de Fermat) fue la
correspondencia entre una ecuación
y su gráfica, que era por 10 general
una curva en el plano. La ecuación
se podía utilizar para estudiar la cur
va, o viceversa.

o Supongamos que queremos re
solver la ecuaciónf(x) = O. Sus solu
ciones son los puntos de intersec
ción de la gráfica y = f(x) con el eje
x, de modo que una imagen precisa
de la curva muestra el número y
posiciones aproximadas de las solu
ciones de la ecuación. Por ejemplo,
la gráfica de

y=.0- 3r+ 1

tiene tres intersecciones con el ejex,
10 que muestra que la ecuación

tiene tres soluciones reales (una en
tre-1 yO,otraentreOy 1,yunamás
entre 2 y 3). Una calculadora gráfica
moderna o un programa de grafica
ción para computadora pueden
aproximar estas soluciones de ma
nera más precisa, amplificando las
regiones donde se localizan. Por
ejemplo, la región central agranda
da muestra que la solución corres
pondiente es x "" 0.65.



1.1 /
Funciones y nUmeros
reales

El cálculo es uno de los logros supremos del intelecto humano. Esta disciplina
matemática surge principalmente de los estudios realizados en el siglo XVII por
Isaac Newton (1642-1727) y Gottfried Wilhelm Leibniz(1646-1716). Sin embar-
go, algunas de sus ideas datan de la época de ArquImedes (287-212 a.C.) y tuvieron
su origen en culturas tan diversas como la de Grecia, Egipto, Babilonia, India,
China y Japón. Muchos de los descubrimientos cientIficos que han formado
nuestra civilización durante los ültimos tres siglos hubieran sido imposibles sin el
uso del cálculo.

El principal objetivo del cálculo es el análisis de problemas de cambio y
movimiento. Estos problemas son fundamentales, pues vivimos en un mundo de
cambios constantes, pleno de cuerpos en movimiento y con fenómenos de flujo y
reflujo. En consecuencia, el cálculo sigue siendo an tema de gran trascendencia;
en la actualidad, este cuerpo de técnicas de cómputo continua sirviendo como el
lenguaje cuantitativo principal de la ciencia y la tecnologIa.

Gran parte del cálculo implica el empleo de los nümeros reales o de variables
para describir las cantidades cambiantes y el uso de flinciones pam describir las
relaciones entre las diversas variables. En esta sección inicial haremos en primer
lugar an repaso de la notación y terminologIa de los nómeros reales y después
anal izaremos las funciones con más detalle.

NUMEROS REALES

Los nümeros reales son familiares al lector. Son los nimeros que se usan en forma
comün en Ia mayor parte de las mediciones. La masa, la velocidad, la temperatura
y Ia carga de an cuerpo se miden mediante nümeros reales. Estos se pueden
representar por desarrollos decimales finitos o infinitos; de hecho, todo nümero
real tiene un desarrollo decimal infinito, pues un desarrollo finito puede seguir con
una infinidad de ceros:

= 0.375 = 0.375000000.

Cualquier decimal periódico, como

= 0.31818 181818 .

representa un niimero racional, dado como el cociente de dos enteros. RecIpro-
camente, todo nümero racional se representa mediante un desarrollo decimal
periódico, como los que se muestran aqul. El desarrollo decimal de an nñmero
irracional (an nümero que no es racional), como

1.414213562. . . o rr = 3.1415926535 89793

es infinito y no periOdico.
La interpretación geométrica de los nümeros reales como puntos en la recta

real (o recta numérica real) R también debe serle familiar. Cada nimero real es
representado precisamente por an punto de R, y cada punto de R representa

3 precisamente an nümero real. Por convención, los nümeros positivos estn a Ia
I I i I i derecha de cero y los niimeros negativos ala izquierda, como en Ia figura 1.1.1.

2 1 0 1 2 Las siguientes propiedades de las desigualdades de nümeros reales son
Figura 1.1.1 La recta real R fundamentales y se usan con frecuencia:
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Figura 1.1.2 El valor absoluto
de un niirnero real es simplemente
su distancia a! cero (Ejemplo 1)

b-al o la-bi
I- I

a b

Figura 1.1.3 La distancia en-
tre a y b

Sección 1.1 / Funciones y nitmeros reales

Las iltimas dos proposiciones significan que una desigualdad se preserva cuando
sus miembros se multipiican por un nñmero posilivo, pero se invierte cuando se
multiplican por un nimero negativo.

VALOR ABSOLUTO

La distancia (no negativa) en Ia recta real entre cero y el nümero real a es el valor
absoluto de a, que se escribe I a I. En forma equivalente,

I a sia0;
al -a si a <0. (2)

La notación a 0 significa que a es mayor que cero o igual a cero. La ecuación
(2) implicaque a1 0paratodornimero reala y que a1 = 0 si y sólosi a = 0.

EJEMPLO 1 Como lo muestra la figura 1.1.2,

141=4 y =3
Adernás, lo =0 y Hh-2 I =2-V,dondeestouiltimoescierto,pues2>
Asi, 'f -2 <0 y entonces

Hi-21 =-(-2)=2-i.

Las propiedades siguientes de los valores absolutos se usan con frecuencia:

al = al = \/a2 0,

ab I = a b

HaIalal j
(3)

al<b siysólosi -b <a < b.

La distancia entre los niimeros reales a y b se define como a - b (o
b - a I; no existe diferencia). Esta distancia es simplemente la longitud del

segmento de recta de Ia recta real R con extremos a y b (figura 1.1.3).
Las propiedades de las desigualdades y de los valores absolutos en las

ecuaciones (1) a (3) implican ci siguiente e importante teorema.

Desiguaidad dci triángulo
Para todos los nümeros reales a y b,

a+bIal+Ibl. (4)

3

Si a <b y b <c, entonces a <c.

Si a <b, entorices a + c <b + c. (1)

Si a <b y c> 0, entonces ac <bc.

Si a <b y c <0, entonces ac> bc.



0 a+b a=Ial IaI+lbI

Figura 1.1.4 La desigualdad del
triángulo con a > 0, b <0 y

bI < lal

(1,3)

(Co, 2)

Figura 1.1.5 Algunos ejemplos
de intervalos de nümeros reales

Den:ostraciOn Hay que considerar varios casos, segün silos rnimeros a y b son
positivos o negativos y cuál de ellos tenga el mayor valor absoluto. Si ambos
son positivos, entonces también lo es a + b; por tanto,

a + b = a + b = a + b. (5)

Sia >Oyb<0,con b < aLentonces

0 <a + b <a,
de modo que

a + b = a + b <a = I a < a + bI, (6)

como se muestra en Ia figura 1.1.4. Los demás casos son similares. En particular,
vemos que la desigualdad del triángulo es en realidad una igualdad (como en la
ecuación (5)) a menos que a y b tengan signos distintos, en cuyo caso es una
desigualdad estricta [como en Ia ecuación (6)]. 0

INTER VALOS

Supongarnos que S es un conjunto (colección) de ni'imeros reales. Es comtin
descrihir S mediante Ia notacón

S = {x : condición},

donde Ia "condición" es verdadera para todos los nümeros x enS y falsa para todos
los nt'imeros x que no estàn en S. Los conjuntos más importantes de nimeros reales
en cálculo son los intervalos. Si a < b, entonces el intervalo abierto (a, b) se
define como el conjunto

(a, b) = {x a < x < b}
de nürneros reales, y el intervalo cerrado [a, b] es

[a, b] = {x:a < x b}.

AsI, un intervalo cerrado contiene a sus extremos, mientras que an intervalo abierto
no. También usaremos los intervalos semiabiertos

[a, b) = {x:a x <b} y (a, b] = {x:a < x b}.

AsI, el intervalo abierto (1,3) es e] conjunto de aquellos nümeros realesx tales que
I <x <3 , el intervalo cerrado [-1,2] es el conjunto de nmeros realesx tales
que 1 x 2 y el intervalo semiabierto (-1, 2) es el conjanto de nñmeros reales x
tales que 1 x 2. En Ia figura 1.1.5 mostramos algunos ejemplos de tales
intervalos, asi como algunos intervalos no acotados, que tienen formas tales como

[a, cc) = {x : x a},

(cc, a] = {x:x

(a, cc) = : x > a} y
(cc a) = {x:x < a}.

El sImbolo 00 que denota infinito, es simplemente una convención de notación y
no representa a un nmero real; Ia recta real R no tiene "extremos en infinito". El
uso de este sImbolo es motivado por Ia descripciOn breve y natural (J? oc) y (oo,2)
para los conjuntos
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{x:xir} y {x : x <2}

de todos los ni'imeros reales x tales que x iry x <2, respectivamente.



Figura 1.1.6 CIrculo: áreaA = irr2,
circunferencia C =2,r r

///

/1

:2
Figura 1.1.7 Esfera: volumen
V= 4/3,r?, area de Ia superficie
S = 4,r?

FUNCIONES

La dave para el análisis matemático de una situación geométrica o cientIfica es
por lo general el reconocimiento de las relaciones entre las variables que describen
la situación. Tal relación puede ser una formula que exprese a una variable en
función de otra. Por ejemplo, el area A de un cIrculo de radio r está dada
por A = lrr2 (figura 1.1.6). El volumen Vy area de la superficie S de una esfera de
radio r están dados por

V=irr3 y S=4r2,
respectivamente (figura 1.1.7). Después de t segundos (s) que un cuerpo se deja
caer desde el reposo, éste ha caldo una distancia

S = gt2

pies y tiene una velocidad de v = gi pies/seg (fils), donde g 32 pies/seg2 es Ia
aceleración debida a la gravedad. El volumen Ven litros (L) de 3 gramos (g) de
bióxido de carbono (CO2) a 27°C está dado en términos de su presiOnp en atmósferas
(atm) por V = I .68/p. Estos son ejemplos de funciones reales de variable real.

Definición de'función
Una función realfdefinida en un conjunto D de námeros reales es una
regla que asigna a cada nümero x en D exactamente un nuimero real,
denotado conf(x).

El conjunto D de todos los nümeros reales para los quef(x) está definida es
el dominio o dominio de definición de la funciOnj El nümerof(x), que se lee "f
de x", es el valor defen el námero (o punto) x. El conjunto de los valores y =f(x)
es el rango def Es decir, el rango defes el conjunto

{y : y =f(x) pam algiin x en D

En esta sección nos ocuparemos más del dominio de ima función que de su rango.
Con frecuencia, una función queda descrita mediante una formula que espe-

cifica la forma de calcular el mimerof(x) en términos del nümero x. El sImbolo
f ( ) se puede considerar como una operaciOn a realizar siempre que se inserte
nñmero o expresión dentro de los paréntesis.

EJEMIPLO 2 La formula

f(x)=x2+x-3 (7)

es Ia regla de una funciónfcuyo dominio es toda Ia recta real R. Algunos valores
defsonf(-2) = ] ,f(0) = 3 yf(3) = 9. Algunos valores más de Ia funcionf son

f(4) = (4)2 +4-3 = 17,
f(c) = c2 + c 3,

f(2+h)=(2+h)2+(2+h)-3
=(4+4h+h2)+(2+h)-3=3+5h+h2 y

f(t2) = (-t)2 + (-t2) 3 = - 3.
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Figura 1.1.8 Una "rnáquina
función"

Cuando describimos la funcionfcon Ia formula y f(x), liamamos a x la
variable independiente y ay la variable dependiente pues ci valor dey depende
(mediantef) de la elección de x. Cuando x cambia, o varla, también lo hace y. La
forma en que y varIa con x queda determinada por Ia regla de la función f Por
ejemplo, sifes la funciOn de la ecuaciOn (7), entonces y = 1 cuando x = 2,
y = 3 cuando x = 0 yy = 9 cuando x = 3.

Tal vez sea Otil visualizar Ia dependencia del valory =f(x) con respecto de x
pensando una función como una especie de máquina que acepta como entrada un
nOmero x y que produce entonces como salida ci nñmerof(x), desplegándoio o
imprimiéndoio (figura 1.1.8).

Una máquina de este tipo es Ia caiculadora comán de bolsillo, con una tecla
para la raIz cuadrada. Cuando se usa como dato un nOmero no negativo x y se
oprime esta tecia, la caiculadora despliega (una aproximaciOn de) ci nimero
Observe que ci dominio de estafunción raIz cuadradaf(x) = x es ci conjunto
de todos los nümeros reales no negativos, puesto que ningm nOmero negativo
tiene una raIz cuadrada real. Su rango es también ci conjunto de todos los námeros
reales no negativos, pues ci sImbolo Ii siempre denota la raIz cuadrada no
negativa de x. La caiculadora ilustra su conocimiento del dominio, despiegando
una reacciOn adversa si pedimos quc calcule la raIz cuadrada de un nOmero
negativo (a menos que sea una de las calculadoras más sofisticadas, como la TI-85
o Ia HP-48S, que pueden trabajar con nOmeros compiejos).

No toda función tiene una regla dada por una inica fOrmula sencilla, como
f (x) = Por ejemplo, si escribimos

entonces hemos definido una función perfectamente válida, con dominio R.
Algunos de sus valores sonf(-3) = 3,f(0) = 0 yf(2) = 4. La fimciOn del ejemplo
3 se define inicialmente por mcdio de una dcscripción verbal en vez de utilizar
formulas.

EJEMPLO 3 Para cada nOmero real x, conf(x) se denota ci máximo entero que
es menor o iguai que x. For ejemplo,f(2.5) = 2,f(0) = 0,f(-3.5) = 4 yf(r) = 3.
Si n es un entero, entonces f (x) = n para todo nOmcro real x en ci intervalo
semiabierto [n, n + 1). Esta funciOnfse llama la funciOn máximo entero y sc
denota con frecuencia como

(8)

AsI, [ 2.5]]= 2, ([0]]= 0,l[-3.5]]= 4 y [[ir]]= 3. Observe que aunquel[ x]Iesta definida
para todo real x, ci rango de la función máximo entero sOlo consta dcl conjunto de
los enteros.

tCuái debcrIa ser ci domjnio de una funciOn si éste no ha sido especificado?
Esta cs una situaciOri comOn y ocurre cuando damos una funcionfescribiendo
solamente su fórmulay =f(x). Si no se especifica un dominio, se conviene que ci
dominio D es ci conj unto de todos los nOmeros reales x para los que la expresión
f(x) produce un námero real. For ejemplo, ci dominio def(x) = lIx es ci conjunto
de todos los nümeros reales distintos de cero (pues 1/x está definido precisamente
cuando x 0).

6 CapItulo I I Funciones y gráficas



Figura 1.1.9 La caja del
ejemplo 5

EJEMPLO 4 Determine el dominio de Ia función g con Ia formula

g(x)=
1

'I2x +4
Solucibn Para que Ia raIz cuadrada 'Ti ± 4 esté definida, es necesario que

-2x + 4 0. Esto es válido si 2x 4 y por tanto cuarido x Para que el recIproco
1 / i 2x + 4 esté definido, también necesitamos que f2x + 4 y asI que x 2.
En estos términos, el dominio de g es el intervalo D = (-2, oo).

FUNCIONES V APLICACIONES

El estudio de un problema de aplicaciOn se basa con frecuencia en la definición
de ima funciOn que capture Ia esencia de una situación geométrica o fisica. Los
ejemplos 5 y 6 ilustran este proceso.

EJEMPLO 5 Una caja rectangular con base cuadrada tiene volumen 125.
Exprese el area total de su superficie A como una función de Ia longitud de una
arista x de su base.

Solución E] primer paso es hacer un dibujo y etiquetar las dimensiones adecua-
das. La figura 1.1.9 muestra una caja rectangular con base cuadrada con longitud
de aristax en la base y alturay. Tenemos que el volumen de Ia caja es

V = x2y = 125. (9)

Tanto la tapa como el fondo de la caj a tienen area x2 y cada uno de sus cuatro lados
verticales tiene area xy, por lo que el area total de su superficie es

A = 2x2 + 4xy. (10)
Pero ésta es una formula para A en términos de las dos variables x y y, antes que
una función de la sola variable x. Para eliminary y obtener entonces A solamente
en términos dex, despejamosy en la ecuación (9) pam obtenery= 125/x2 y después
sustituir este resultado en Ia ecuación (10), obteniendo

A=2x2+4x

AsI, el area de Ia superficie, dada como una funciOn de la longitud x de una arista
es

500A(x)=2x2+, 0<x<co. (11)
x

Es necesario especificar el dominio, pues los valores negativos de x tienen sentido
en lafórmula de Ia ecuación (11) pero no pertenecen al dominio de lafuncion A.
Esto se debe a que todo x> 0 determina una de estas cajas, el dominio si contiene
a todos los nñmeros positivos.

COMENTARLO En el ejemplo 5, nuestro objetivo era expresar la variable depen-
dienteA comofuncion de lavariableindependientex. Enunprincipio, lasituación
geometrica nos proporcionaba

1. Lafórniula de Ia ecuaciOn (10) que expresa A en términos de x y la variable
adicional y, y

Sección 1.1 / Funciones y nimeros reales 7
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Figura 1.1.10 El corral para los
animales

2. La relación de la ecuación (9) entre x y y, que usamos para eliminar y y con
ello obtener A como función ünicamente de x.

Veremos que éste es un patron comün en muchos problemas diversos de
aplicación, como el siguiente.

EL PROBLEMA DEL CORRAL DE LOS ANIMALES Usted debe construir un corral
rectangular para animales. Para ahorrar material, usará una pared como uno de los
cuatro lados. El pie de cerca pam los otros tres lados cuesta $5 y debe gastar $1
por cada pie de pintura para la parte de la pared que forma el cuarto lado del corral.
Si puede gastar $180, cuáles dimensiones maximizan el area del corral que puede
construir?

La figura 1.1 .10 muestra el corral para los animales y sus dimensiones x y y,
junto con el costo por pie de cada urio de sus cuatro lados. Cuando nos enfrentamos
a un problema de aplicación expresado de manera verbal como éste, nuestra
primera pregunta es, por dónde debemos comenzar? El concepto de función es
la dave para poder manejar esta situación. Si expresamos la cantidad por maxi-
mizar (Ia variable dependiente) como una función de alguna variable inde-
pendiente, entonces tenemos una tarea tangible por realizar: Determinar el valor
máximo que alcanza Ia función.

EJEMPLO 6 En relación con el problema del corral para los animales, exprese
el area A del corral como función de la longitud x de su lado en la pared.

Solución El area A del corral rectangular de longitud x y ancho y es

A = xy. (12)

Cuando multiplicamos la longitud de cada lado en la figura 1.1.10 por su costo
por pie y sumamos los resultados, tenemos que el costo total C del corral está
dado por

C = x + 5y + 5x + 5y.

Dc modo que

6x + lOy = 180, (13)

puesto que tenemos dado que C = 180. Elegimos x como la variable indepen-
diente y usarnos la relaciôn en Ia ecuación (13) para eliminar Ia variable
adicional y de Ia formula del area en Ia ecuación (12). Despejamos y en la
ecuación (13) y sustituimos el resultado

y=j(180-6x)=(30x) (14)

en Ia eciiaciOn (12). AsI, obtenemos Ia funciOn deseada

A(x) = (30x x)
que expresa el area A como función de Ia longitud x.

Además de esta formula pam la función A, también debemos especificar su
dominio. Solo si x > 0 obtenemos rectángulos reales, pero vemos que es más
conveniente incluir también el valor x = 0. Este valor de x corresponde a un
"rectangulo degenerado" de base nula y altura

y = 30 = 18,

8 Capitulo 1 / Funciones y gráficas
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TEXAS INSTRUMENTh TI-Of +

TEXAS INSIKt'MENTS ri-al 4

x A(x)

0 0
5 75

10 120
15 135-
20 120
25 75
30 0

Figura 1.1.12 Mãs indicios de
que x = 15 proporciona un area
maximalA = 135

.5C.

Figura 1.1.13 Una calculadora
programada para evaluar
A(x)=0.6.(30xx2)

1 c

fi
I

Figura 1.1.14 Cálculo del
aparente valor máxirno
A(15)= 135

que es consecuencia de la ecuación (14). Por razones análogas, tenemos la
restriccióny 0. Como

y = (30 - x),

esto implica que x 30. AsI, la definición completa de la función area es

A(x) (30x - x2), 0 x 30. (15)

El ejemplo 6 ilustra una parte importante de Ia solución de un problema tIpico
relacionado con las aplicaciones de las matemáticas. El dominio de una función
es una parte necesaria de su definición, y para cada función debemos especificar
el dominio de valores de Ia variable independiente. En las aplicaciones, usamos
los valores de la variable independiente adecuados para el problema en cuestión.

ESTUDIO NUMERICO

Armados con el resultado del ejemplo 6, podriamos atacar el problema del corral
para animales calculando una tabla de valores de Ia función area A(x) en la
ecuación (15). Tal tabla aparece en la figura 1.1.11. Los datos de esta tabla sugieren
enfáticamente que el area maxima esA = 135 pies cuadrados, valor que se alcanza
con una longitud del lado x = 15 pies, en cuyo caso Ia ecuación (14) day = 9 pies.
Esta conjetura parece corroborarse con los datos más refinados de la figura 1.1.12.

AsI, parece que el corral para animales con area maximal (y un costo de $180)
tiene un largo x = 15 pies y ancho y = 9 pies. Sin embargo, las tablas de las figuras
1.1.11 y 1.1.12 muestran solarnente valores enteros de x, por lo que sigue
existiendo Ia posibilidad de que la longitud x del corral con area maximal no sea
un entero. En consecuencia, las solas tablas numéricas no concluyen el tema. Se
necesita una nueva idea matemática para demostrar que A(15) = 135 es el valor
máximo de

A(x)=(30x_x2), 0x30
para toda x en su dominio. Atacaremos el problema de nuevo en la sección 1.3
después de un repaso de las coordenadas rectangulares en la sección 1.2.

NOTA Muchas calculadoras cientIficas permiten al usuario programar una
función dada para evaluarla varias veces y con ello calcular sin problemas
tablascomolasdelasflguras 1.1.11 yl.1.12.Porejemplo,lafigural.1.l3muestra
la pantalla de una calculadora TI-81 programada para evaluar Ia variable
dependiente

Yl = A(x) = (0.6)(30x x2)

cuando el valor deseado x = x de Ia variable independiente se guarda y se introduce
el nombre de Ia variable dependiente (figura 1.1.14).

TABULACION DE FUNCIONES

El uso de una calculadora para tabular los valores de una función (como en las
figuras 1 .1.11 y 1 .1 .12) es una técnica sencilla con una cantidad sorprendente de
aplicaciones. Aqui ilustramos un método para resolver una ecuación de la forma
f(x) = 0 mediante Ia tabulación repetida de los valoresf(x) de la funciónf

Sección 1.1 / Funciones y námeros reales 9

Figura
corral

1.1.11 Area A(x) de un
con lado de longitud x

x A(x)

10 120
11 125.4
12 129.6
13 132.6
14 134.4
15 135 -
16 134.4
17 132.6
18 129.6
19 125.4
20 120



Figura 1.1.15 Valores def(x)
en [5, 10]

Figura 1.1.16 Valores def(x)
en [7, 8]

Figura 1.1.17 Valores de.f(x)
en [7.3, 7.4]

10

Esta es una ecuación cuadrática que se podrIa resolver mediante la formula
cuadrática del algebra básica, pero queremos dar un punto de vista más directo y
numénco. La razón es que ci enfoque numérico se puede aplicar aunque no se
disponga de una formula sencilla (como la formula cuadrática).

Los datos de la figura 1.1.11 sugieren que un valor de x para el que A(x) = 100
está en a1gin lugar entre x = 5 y x = 10 y que un segundo valor de este tipo está
entre x = 20 y x = 25. De hecho, al sustituir en la ecuación (16) obtenemos

f(S) = -25 <0 y f(10) = 20> 0.

El hecho de quef(x) sea negalivo en un extremo del intervalo [5, 10] peropositivo
en ci otro extrerno sugiere quef(x) se anula en algün punto entrex = 5 yx = 10.

Para ver dó;ide, tabulamos valores def(x) en [5, 10]. En la tabla de la figura
1 .1.15 vemos que

f(7) = -3.4 < 0 y f(8) = 5.6 > 0,

asI que nos centramos ahora en el intervalo [7, 8].
Al tabularf(x) en [7, 8] obtenernos la tabla de la figura 1.1.16, donde vernos

que

f(7.3) = -0.574 < 0 y f(7.4) = 0.344 > 0.

Por tanto, tabularnosf(x) irna vez más, ahora en el intervalo [7.3, 7.4]. En la figura
.1.17 vemos que

f(7.36) -0.02 y f(7.37) 0.07.

Comof(7.36) está mucho más cerca de cero quef(7.37), concluimos que la
solución deseada de la ecuaciOn (16) está dada aproximadamente por x 7.36, con
una precision de dos cifras decimales. Si se necesita más precisi'.i, podrIamos
continuar calculandof(x) en intervalos cada vez más pequei'ios

Si partiéramos del intervalo [20, 25] y procediéramos de manera análoga,
encontrariarnos el segundo valorx 22.64 tal quef(x) = 0. (lJsted debe verificarlo
como práctica.)

Por iiltimo, vamos a calcular los valores colTespondientes del ancho y del
corral tales que A = xy = 100:

U Six7.36,entoncesy 13.59.

U Six 22.64, entonces y 4.42.

Asi, bajo Ia restricción de costo del problema del corral, podemos construir un
rectángu]o de 7.36 por 13.59 pies o uno de 22.64 por 4.42 pies, ambos de area 100
pies cuadrados.

Este inétodo de tabulación repelida se puede aplicar a un amplio rango de
ecuaciones de la formaf(x) = 0. Si el intervalo [a, b] contiene una solución y los
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x f(x)

7.0 -3.400
7.1 -2.446
7.2 -1.504
7.3 -0.574
7.4 0.334
7.5 1.250
7.6 2.144
7.7 3.026
7.8 3.896
7.9 4.754
8.0 5.600

x f(x)

7.30 -0.5740
7.31 -0.4817
7.32 -0.3894
7.33 -0.2973
7.34 -0.2054
7.35 -0.1135
7.36 -0.0218
7.37 0.0699
7.38 0.1614
7.39 0.2527
7.40 0.3440

x f(x)

5 -25.0
6 -13.6
7 -3.4
8 5.6
9 13.4

10 20.0

Para dar un ejemplo especIfico, suponga que preguntamos cuál valor dcx en
la ecuación (15) proporciona un corral para animales de area A = 100. Entonces
necesitamos resolver La ecuación

A(x) = (30x - x2) = 100,

que es equivalente a la ecuación

f(x) = (30x - x2) - 100 = 0. (16)



1.1 Problemas

Simpl/Ique cada expresión en los problemas 1 a 10, escri- En 1993, el costo era de 29 centavos de dólar por Ia primera
biéndoia sin usar sImbolos de valor absoluto. onza, más 23 centavos por cada onza adicional o fracción de

ésta.

En los problemas 11 a 14, determiney simplfique cada uno
de los siguientes va/ores: (a)f(-a); (b)f(a); (c)f("I);
(d)f(a2)

11. f(x) 12. f(x) = x2 + 5

13. f(x)
x2 + 5

En los problemas 15 a 20, determine iodos los va/ores de a
tales que g(a) = 5.

15. g(x) = 3x + 4 16. g(x) =
2x -

17.g(x)=Vx2+16 18.g(x)=x3-3
19.g(x)=/x+25 20.g(x)=2x2-x+4

En los problenias 21 a 26, ca/cu/c y simplj/ique después Ia
canticladf(a + h) -f(a).

21. f(x) = 3x - 2 22. f(x) = 1 - 2x
23. f(x) = ,2 24. f(x) = x2 + 2x

25. f(x) =! 26. f(x)
2

x x+1
En los problemas 27 a 30, determine ci rango de va/ores de
/afunción dada.

27. f(x)

=
{1 :::

28. f(x) = [3x11(Recuerdc que x]Jes el rnáxirno entero que
no excede a x.)
29. f(x) = (-1 )1V1
30. fx) es el costo (en centavos) pore! envio en primera c!ase
de una carla en los Estados Unidos que pesa x onzas, 0 <x < 12.

Sección 1.1 / Funciones y námeros reales

valores extremosf(a) yf(b) difieren en signo, entonces podemos aproximar esta
solución tabulando valores en subintervalos cada vez más pequenos. Los proble-
mas 61 a 70y los proyectos al final de esta sección son aplicaciones de este método
numérico concreto para la solución aproximada de ecuaciones.

14. f(x) = Vi + x2 + x4

En los pro blemas 31 a 45, determine el dominio más amplio
(de ntmeros rca/es) en donde lafórm u/a dada determina una
funcion (real).

31. f(x) = 10 - x2
33. f(t) = v?
35. f(x) = V3 - 5

37. f(t) Vi - 2t
239. f(x) = 3-x

41. f(x) = V2 + 9

43. f(x) = V4 - 44. f(x) Ix + 1
= - 1

g(t)
=

Exprese ci area A de un cuadrado como una función de
su perimetro P.

Exprese Ia circunferencia C de Un circulo como una
función de su area A.

Exprese el volumen Vde una esfera como una función
del area de su superficie S.

Dado que 0°C es igual a 3 2°F, y un canibio de temperatura
de 1°C es igual a un cambio de 1.8°F, exprese Ia temperatura
Celsius C como una función de Ia temperatura Fahrenheit F.

Muestre que Si mi rectánguio tiene base x y perimetro 100
(figura 1.1.18), entonces su area A est dada por Ia función

A(x) = x(50 - x), 0 x 50.

x

Figura 1.1.18 A = xy (prob!ema 50)
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1. 3 - 171

3.l-0.25-1
5. (-5)(4 - 9)1

7. (-3)l
9 22ITI

2.

6.

8.

10.

4.151
-31 - 171

l71
-6

141 +1-21
3 -

-17-41
32. f(x) = x3 + 5
34. g(t)

36. g(t) = /t + 4

38. g(x)
1

(x + 2)2
/ 2 \1/2

40. g(t) - (3 -
42. h(z) 1

V4 - z2



51. Un rectángiilo con base de longitud x está inscrito en un
circulo de radio 2 (figura 1.1.19). Exprese el area del rectán-
gulo como una función de x.
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Figura 1.1.19 A =xy(problema 51)

Un campo petrolero con 20 pozos ha estado produciendo
4000 barriles diarios. Por cada nuevo pozo que se perfore, la
producción diana de cada pozo decrece en 5 barriles. Escriba
Ia producción diana total del campo petrolero como una
función del námero x de nuevos pozos perforados.

Suponga que una caja rectangular tiene un volumen de
324 centImetros cübicos y una base cuadrada de longitud x
centirnetros. El material de la base de la caja cuesta 2 centavos
ci centImetro cuadrado y el material para la tapa y los cuatro
lados cuesta un centavo el centImetro cuadrado. Exprese el
costo total de la caja como una función de x. Véase Ia figura
1.1.20.

Figura 1.1.20 V=x2y(problema 53)

54. Un rectángulo de perImetro fijo igual a 36 se rota en torno
de uno de sus lados S para generar un cilindro circular recto.
Exprese el volumen V de este cilindro como tma fimción del
largo.x del lado S. Véase la figura 1.1.21.

Figura 1.1.2 1 V= iry2 (problema 54)

55. Un cilmdro circuiar recto tiene volumen 1000 pulgadas
cábicas y ci radio de su base tiene r pulgadas. Exprese el area
total de la superficie A como una función de r. Véase Ia figura
1.1.22.

II

Figura 1.1.22 V= jrr2h (problema 55)

Una caja rectangular tiene un area de Ia superficie de 600
centimetros cuadrados y una base cuadrada con una longitud
de arista de x centimetros. Exprese ci volumen V de Ia caja
como una función de x.

Una caja sin tapa se construye a partir de una pieza
cuadrada de carton de lado 50 pulgadas. En primer lugar, se
cortan cuatro cuadrados, cada uno con una longitud de lado
igual ax pulgadas, de las cuatro esquinas del carton (figura
1.1.23). Entonces, las pestañas resultantes se voltean ha-
cia arriba (se doblan a lo largo de las lineas punteadas) para
formar los cuatro lados de Ia caja, que tendrá entonces una base
cuadrada y una profundidad dcx pulgadas. Exprese el volu-
men Vcomo una funciOn dcx.

-v

T

? I

Figura 1.1.23 Se doblan las aristas para tbrmar una caja
(problema 57)

Contirnie ci problema 50 estudiando en forma numérica el
area de un rectángulo de perimetro 100. Cuáles dimensiones
(largo y ancho) parecen maximizar ci area de tal rectángulo?

Determine numéricamente el niimero de nuevos pozos
petroleros que deben perforarse para maximizar Iaproducción
diana total del campo petrolero del problema 52.

Analice numéricamente el area total de Ia superficieA de
Ia caja rectangular del ejemplo 5. Suponga que x I yy 1.

,Cuãles dimensiones dcx yy parecen minimizar A?

En los problemas 61 a 70, se dan una ecuación cuadrática
ax2 + bx + c = Oy un intervalo [p, q] que contiene a una de
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sus soluciones. Use el método de tabulación repetida para
aproximar esta solución con dos cjfras decimales correc-
tas o correctamente redondeadas. Verfique que sus resulta-
dos coinciden con una de las dos soluciones dadas por Ia
formula cuadrática.

b ± Vb2 - 4ac
x=

1.1 Proyectos

63.x2+2x-4=0, [1,2]
64.x2+2x-4=0, [-4,-3]

67.x2llx+25=0, [3,4]
x2 - lix + 25 = 0, [7,8]
3x2+23x-45=O, [1,2]
3x2 + 23x 45 = 0, [-10, 9]

En los proyectos aqul descritos, usted va a aplicar ci método de la tabulación
repetida usando uiia calculadora cientIfica o una computadora. La figura 1.1.24
muestra una calculadora HP-48 preparada para definir la función A(x) = (30x -
x2) cuando usted oprima la tecla (DEFINE] . Entonces, el valor deA(x) se puede
calcular escribiendo el valor deseado de x y oprimiendo Ia tecia .....

Algunos sistemas de cómputo tienen "directivas en ilnea" para la tabulación
de funciones. La tabla de Ia figura 1.1.25 enumera los comandos pam varios
sistemas comunes que pueden usarse para tabular valores de la funciónf(x) en el
intervalo [a, b] con subintervalos de longitud h. La formula que definef(x) y los
n(imeros a, b y h se introducen como en el comando tIpico

table(0.6*(30*x - xA2), x7 tox8 step 0.1)

para tabular Ia funciónf(x) = (30x x2) en ci intervalo [7, 8].

PRO VECTO A Suponga que necesita encontrar la raIz cuadrada (positiva) de
2 con una precision de tres cifras decimales, pero que su calculadora no tiene Ia
tecla de raIz cuadrada, sino solamente las tecias para las cuatro operaciones
aritméticas +, x y A pesar de eso, ,podrIa aproximar con precision [usando
ma calculadora tan sencilla?

Simplemente está buscando un nümero x tal que = 2; es decir, que cumpla
x2 2 = 0. Asi x = es una solución de Ia ecuación

f(x)=x2-2=0. (17)

Aun con una calculadora simple de cuatro funciones, puede calcular fácilmente
cualquier valor deseado def(x): solo multiplique x por x y reste después 2. En
consecuencia, puede tabular con facilidad los valores de la funciOnf(x) = x2 - 2.

Aplique el método de tabulación repetida para aproximar con una
precisiOn de tres cifras decimales. Use cualquier calculadora o computadora
disponible, pero no use su funciOn raIz cuadrada.

BASIC FORx=atobSTEPh PRINTx.f(x) : NEXT

Derive

Maple

[VECTOR(x,x,a,b,h) .VECTOR(f(x) ,x,a,b,h)T

forxfromabyhtobdoprint(x.f(x))od

Mathematica MatrixForm[ Table[ {x.f[x]) , (x,a.b.h) ] ]

(X)PLORE table ( f(x) . x = a to x = b step h

2a

61. x2 - 3x + 1 = 0, [0, 1]

62. x2 - 3x + 1 = 0, [2, 3]

65. 2x2 - 7x + 4 = 0, [0, 1]

66. 2x2 - 7x + 4 = 0, [2, 3]
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Figura 1.1.24 Una calculadora
preparada para definir la función
A(x) =(30x x2)

Figura 1.1.25 Comandos para
Ia tabulación de Ia funciónf(x)



VI

Figura 1.1.26 Area rectangular
con corredor

1.2
El piano coordenado
y las Imneas rectas

14

De manera similar, podrIa aplicar el método de tabulación repetida para
encontrar aproximaciones de tres cifras decimales para las ralces

Li 'I l7comounasolucióndex2=17,

Li como una soluciôn de x3 = 25, o

Li 100 como una solución de x5 = 100.

PROYECTO B La figura 1.1.26 muestra un area rectangular de 50 por 100 pies
que usted planea encerrar con un corredor de ancho x que cuesta 25 centavos por
pie cuadrado. Si tiene $250 para pagar el corredor, determine el valor de x con .ma
aproximación de 0.01 pies. Exprese primero el area del corredor como la diferencia
de las areas de los rectángulos exterior e interior de la figura 1.1.26. Después
muestre que

(2x + 100)(2x + 50) - 5000 = 1000. (18)

Finaimente, aproxime x por tabulación repetida.
Para otras posibilidades más interesantes, puede reemplazar el area rectangu-

lar con

Li Un area en forma de L,

Li Un area en forma de triángulo rectángulo isósceles, un triángulo equilátero o
un triángulo rectángulo 3-4-5,

Li Un area en forma de ventana normanda (un rectángulo coronado por un
semicIrculo), o

Li Un hexágono regular.

Para comparar resultados, haga que el area en cada caso tenga un perImetro
aproximado de 300 pies.

Imagine el piano liso y liano bidimensional de la geometria de Euclides. Instale
una copia de Ia recta numérica real R, con la lInea horizontal y los námeros
positivos ala derecha. Aiada otra copia deR perpendicular ala primera, de modo
que las dos lIneas se intersequen en sus respectivos ceros. La Ilnea vertical debe
tener sus niimeros positivos por arriba de la lInea horizontal, como en Ia figura
1 .2.1; los niimeros negativos deben estar por debajo de ésta. La lInea horizontal
se llama ejexy la lInea vertical se llama ejey.

y

4-

3

2

-3 -2 -I 1 2 3 X

-2

-3

Figura 1.2.1 El piano coordenado

CapItulo I I Funciones y gráficas



1'2(x2, y)

T
Y2Y11

P1(x1, I
P3(x2. Yi)I.- 1X2

R(-2, 3)

y

y¡ ----------~P(X¡,y¡)

I
I
I

X¡ x

Figura 1.2.2 El punto P tiene
coordenadas rectangulares
(XI> YI)

B

a

A .c;;...----b---....IC (ángulo

recto)

Figura 1.2.3 El teorema de
Pitágoras

Al agregar estas características, obtenemos el plano coordenado, ya que
entonces es posible localizar cualquier punto dado mediante un par de números
llamados coordenadas delpunto. He aquí cómo: Si P es un punto en el plano, trace
perpendiculares de P a los ejes coordenados, como se muestra en la figura 1.2.2.
Una perpendicular interseca al eje x en la coordenada x (o abscisa) de P,
etiquetada como XI en la figura 1.2.2. La otra interseca al eje yen la coordenada
y (u ordenada) YI en P. El par de números (XI> Y¡), en ese orden, se llama el par
coordenado de P, o simplemente las coordenadas de P. Para ser concisos,
hablamos de "el punto P (XI> y¡)".

Este sistema de coordenadas se llama sistema de coordenadas rectangula
res, o sistema de coordenadas cartesianas (pues su uso en geometría fue
popularizado en la década de 1630 por el matemático y filósofo francés René
Descartes [1596-1650]). El plano con estas coordenadas se denota RZ

, ya que
usamos dos copias de R; se conoce también como plano cartesiano.

Las coordenadas rectangulares son fáciles de usar, ya que P(XI> Y¡) y Q(Xz, yz)
señalan al mismo punto si y sólo si XI = Xl YY¡ = Yl' Por tanto, si usted sabe que P
y Q son puntos diferentes, debe concluir que P y Q tienen diferentes abscisas,
diferentes ordenadas, o ambas.

El punto de simetría (O, O) donde se cruzan los ejes coordenados se llama
origen. Todos los puntos en el ejex tienen coordenadas de la forma (x, O). Aunque
el número real X no es lo mismo que el punto geométrico (x, O), hay situaciones
en que es más útil pensarlos como lo mismo. Observaciones similares se aplican
a los puntos (O, y) en el eje y.

El concepto de distancia en el plano coordenado se basa en el teorema de
Pitágoras: Si ABe es un triángulo rectángulo con su ángulo recto en el punto e e
hipotenusa e, como en la figura 1.2.3, entonces

(1)

y

x

El recíproco del teorema de Pitágoras también es cierto: Si los tres lados de un
triángulo dado satisfacen la relación de Pitágoras en la ecuación (1), entonces el
ángulo opuesto alIado e debe ser un ángulo recto.

La distancia d(PI> Pl ) entre los puntos PI y Pl es, por definición, la longi
tud de la línea recta que une aP¡ y Pl . La fórmula siguiente da d(PI> Pl ) en términos
de las coordenadas de los dos puntos.

Fórmula de la distancia
La distancia entre los dos puntos p¡(XI> Y¡) y PzCXl' Yl) es

Figura 1.2.4 Use este triángulo
para deducir la fórmula de la
distancia

(2)

Q(5,4)
y

P(I, O)

Figura 1.2.5 ¿Es éste un
triángulo rectángulo (ejemplo l)?

x

Demostración Si XI -¡:. Xl YY¡ -¡:. Yl, entonces la fórmula de la ecuación (2) es
consecuencia del teorema de Pitágoras. Use el triángulo rectángulo con vértices
PI> Pl YPJCXl,YI) que se muestra en la figura 1.2.4.

Si XI = Xl, entonces PI y Pl están en una línea vertical. En este caso

d(P¡, Pz) = IY2 - y¡ I = V (yz - YI)2.

Esto concuerda con la fórmula de la ecuación (2) ya que X¡ = Xz. El caso restante,
en donde Y¡ = Yl es similar. O

EJEMPLO 1 Muestre que el triángulo PQR con vértices P(l, O), Q(5, 4) Y
R(-2,3) es un triángulo rectángulo (figura 1.2.5).

Sección 1.2 / El plano coordenado y las líneas rectas 15
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y

Figura 1.2.6 El punto medio M

x

Figura 1.2.7 La pendiente de
una Ilnea recta

x

Solución La formula de la distancia da

LINEAS RECTAS Y PENDLENTES

Q ueremos definir lapendiente de una ilnea recta, una medida de su elevación o
descenso de izquierda a derecha. Dada una recta no vertical L en el plano
coordenado, elegimos dos puntos P1(x1, Yi) y P2(x2, Y2) en L. Consideramos los
incrementos & y ty (que se leen "delta x" y "deltay") en las coordenadas x yy
de P1 a P2, que se definen corno

Otra aplicación de Ia formula de Ia distancia es una expresión para las
coordenadas del punto medio M del segmento de recta P1P2 con puntos extremos
P1 y P2 (figura 1.2.6). Retomando de Ia geometrIa que M es el (ünico) punto del
segmento de recta P1P2 que está a la misma distancia de P1 y P2. La siguiente
fOrmula nos dice que ]as coordenadas deMson lospromedios de las coordenadas
correspondientes de P1 y P2.

Formula para el punto medio
El punto medio del segmento de recta con extremos P1(x, Yi) y P2(x2, .Y2)
es el punto M(, 3) con coordenadas

Yr(YIY2) (3)

Denzostración Si sustituye las coordenadas de P1, My P2 en la fOrmula de Ia
distancia, vera que d(P1, M) d(P2, M). Todo lo que resta es mostrar que M se
encuentra en el segmento de recta P1P2. En el problema 31, le pedimos haceresto
y asI completar Ia demostración.

elevación
"pendiente - I'carrera

Capitulo 1 / Funciones y gráficas

y YY2Yl. (4)

Los ingenieros (y otros) ilaman a & la carrera de P1 a P2 y Ly la elevaciOn de P1

y a P2 como en la figura 1.2.7. La pendiente m de una recta no vertical L es entonces
P2(x2, )) la razón entre la elevaciOn y la carrera:

Elevación YYi (5)m
& x2xlP1(x1,y1) 'Y=Y2YI

Carreta P3(x2,y1) Esto también es la definición en ingenierla civil y otras areas (incluyendo el
& = x2 - cálculo). En un texto de agrimensura encontrará la idea nemotécnica

b2 = [d(P, R)]2 = (-2 - 1)2 + (3 - 0)2 = 18 y

= [d(Q, R)]2 = (-2 5)2 + (3 4)2 = 50.

Ya que a2 + b2 = c2 el recIproco del teorema de Pitágoras implica que RPQ es un
ángulo recto. El ángulo recto está en P ya que P es el vértice opuesto al lado más
largo, QR.



Figura 1.2.8 El resultado del
cálculo de Ia pendiente no depende
de los puntos de L que se usen

Recordemos que los lados correspondientes de triangulos semejantes (es
decir, con angulos iguales) tienen razones iguales. Por tanto, Si P3(x3, y) y
P4(x4, y) son dos puntos distintos en L, entonces la semejanza de los triángulos
de la figura 1.2.8 implica que

Y4 - Y3 Y2 - Yi
X4 - X3 X2 - Xj

En consecuencia, la pendiente m definida en la ecuación (5) no depende de una
elección particular de P1 y P2.

Si larectaL es horizontal, entonces zy= 0. En este caso la ecuación(5)da
m = 0. Si L es vertical, entonces & = 0 y la pendiente de L no está definida. Por
lo que tenemos las siguientes proposiciones:

Las rectas horizontales tienen pendiente nula.

Las rectas verticales no tienen pendiente definida.

EJEMPLO 2 (a) La pendiente de la recta que pasa por los puntos (3, 2) y
(-1, 4) es 4 - (-2) 6 3

4
Los puntos (3, 2) y (7, 2) tienen la misma coordenaday. AsI, la recta que

pasa a través de ellos es horizontal y entonces tiene pendiente nula.
Los puntos (3, 2) y (3,4) tienen la misma coordenadax. Por lo tanto, Ia recta

que pasa a través de ellos es vertical y entonces su pendiente no está definida.

ECUACIONES DE LINEAS RECTAS

Nuestra meta inmediata es poder escribir las ecuaciones de imneas rectas dadas. Es
decir, si L es una Imnea recta en el plano coordenado, deseamos construir un
enunciado matemático, una ecuación, acerca de los puntos (x, y) en el piano.
Queremos que esta ecuación sea verdadera cuando (x, y) sea un punto sobre L y
falsa cuando (x, y) no lo sea. Es claro que esta ecuaciónutiiizará ax y ay, asI como
aigunas constantes numéricas determinadas por la propia L. Para escribir esta
ecuación, el concepto de pendiente de L es esencial.

Supongamos, entonces, que P(x0, Yo) es un punto fijo de una rectaL no vertical
con pendiente rn. Sea P(x, y) cualquier otro punto en L. Aplicamos la ecuación
(5) conPyPo en vez deP1 yP2 para ver que

y - Yo
m

x - xo

Sección 1.2 / El piano coordenado y las lineas rectas 17
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Figura 1.2.9 La ]inea recta con
ecuacióny = mx + b tiene

pendiente m y ordenada al origen b.
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es decir,

y - yo = m(x - xo). (6)
Como el punto (x0, y) satisface Ia ecuación (6), a! igual que cada punto deL, y ya
que ning otro punto del piano puede satisfacer dicha ecuación, (6) es realmente
una ecuación para la recta dada L. En resumen, tenemos el siguiente resultado.

La ecuación puntopendiente
El punto P(x, y) está en Ia recta con pendiente m y pasa por el punto fijo
(x0,y0) Si y solo si satisface la ecuaciOn

yyom(xx0) (6)

La ecuación (6) es Ia ecuación punlopendiente de L, debido en parte a que
las coordenadas del punto (x0, y) y I a pendiente m deL se pueden leer directamente
de la ecuación.

EJEMPLO 3 Escriba una ecuación para la recta L que pasa por los puntos
P1(l, 1) yP2(3, 5).

Solución La pendiente m de L se puede obtener de los dos puntos dados:
5 - (-1)

m 3-1
Cualquiera de los puntos P1 o P2 puede servir como el punto fijo. Usaremos
P(1, 1). Entonces, con Ia ayuda de Ia ecuación (6), Ia ecuación puntopendiente
de L es

y + 1 = 3(x - 1).

Si es adecuada la simplificacióri, escribimos 3xy = 4.

y = mx + b, (7)
y = mx + b

Recta: pendiente m donde b = - mx0 es una constante. Como y = b cuando x = 0, Ia ordenada aI
origen deL es el punto (0, b) que se muestra en la figura 1.2.9. Las ecuaciones (6)

(0, b): ordenada al origen 1, y (7) son formas diferentes de Ia ecuación de una lInea recta.

La ecuación puntoordenada a! origen
El punto P(x, y) está en Ia recta conpendiente m y ordenada al origen b
si y solo silas coordenadas de P satisfacen Ia ecuación

y = mx + b (7)

Probablemente haya notado que ambas ecuaciones (6) y (7) se pueden escribir
en Ia forma de la ecuación general lineal

Ax+By=C, (8)
donde A, By C son constantes. Reciprocanente, Si B 0, entonces la ecuación (8)
se puede escribir en Ia forma de la ecuaciOn (7) si dividimos cada término entre
B. En consecuencia, Ia ecuación (8) representa una lInea recta con pendiente dada

Capitulo 1 / Funciones y gráficas
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La ecuación (6) se puede escribir de la forma



Figura 1.2.10 6Cómo se
relaciona el ánguio de inclinación
0 con la pendiente m?

Figura 1.2.11 Dos rectas
paralelas

por el coeficiente de x despué.s de despejar y en la ecuación. Si B = 0, entonces la
ecuación (8) se reduce a Ia ecuación de una recta vertical: x = K (donde K es una
constante). Si A =0, Ia ecuación (8) se reduce a la ecuación de una recta horizontal
y = H (H una constante). AsI, vemos que en todos los casos la ecuación (8) es Ia
ecuación de una linea recta, a menos que A = B =0. RecIprocamente, toda linea recta
en el piano coordenado (incluso una vertical) tiene una ecuación de laforma (8).

RECTAS PARALELAS Y PERPENDICULARES

Si Ia recta L no es horizontal, debe cruzar a! eje x. Entonces, su angulo de
inclinación es el ángulo q medido en dirección contraria a la de las manecillas
del reloj, desde el eje x positivo hasta L. Esto implica que 00 < 0< 180° si 0 se

mide en grados. La figura 1.2.10 aclara el hecho de que este ángulo 0 y la pendiente
m de una recta no vertical estãn relacionados mediante la ecuación

i.ym==ztanct. (9)

Esto es cierto, pues si 0 es un ángulo agudo en un triángulo rectángulo, entonces
tan 0 es la razón entre el cateto opuesto a 0 y el cateto adyacente al mismo ángulo.

La intuición le mdicará correctamente que dos rectas son paralelas si y solo si
tienen el mismo angulo de inclinación. AsI, la ecunciOn (9) implica que dos rectas
paralelas no verticales tienen la misma pendiente y que dos rectas con la misma
pendiente deben ser paralelas. Esto termina la demostraciOn del teorema 1.

Teorema 1 Pendientes de rectas paralelas
Dos rectas no verticales son paralelas si y sOlo si tienen la misma
pendiente.

El teorema 1 se puede demostrar también sin el uso de la función tangente.
Las dos rectas que se muestran enla figura 1.2.11 son paralelas si y solo silos dos
triángulos rectángulos son semejantes, lo que es equivalente al hecho de que las
pendientes de las rectas sean iguales.

EJEMPLO 4 Escriba una ecuaciOn de la recta L que pasa por el pu.nto P(3, 2)
y es paralela a la recta L' que tiene la ecuación x + 2y 6.

Solución Cuando despejamos y en la ecuación de L', obtenemos y = - . x + 3,
por lo que L' tiene pendiente m = -. Como L tiene Ia misma pendiente, su ecuaciOn

puntopendiente es entonces

y + 2 = (x - 3),
0, Si lo prefiere, x + = 1.

Teorema 2 Pendientes de rectas perpendiculares
Dos rectas L1 y L2 con pendientes m1 y m2, respectivamente, son perpen-
diculares si y solo si

m1m2=-1 (10)

Es decir, la pendiente de cada una es el recIproco negativo de Ia pendiente
de la otra.

Sección 1.2 / El piano coordenado y las Ilneas rectas 19



Figura 1.2.12 Ilustración de Ia
demostración del teorema 2

Figura 1.2.13 Pendientes
positiva y negativa; efecto sobre 0

Demoslración Si las dos rectas L1 y L2 son perpendiculares y Ia pendiente de
(x2, Y2) cada una existe, entonces ninguna de elias es horizontal o vertical. AsI, la situación

se parece a Ia de la figura 1.2.12, donde las dos rectas se intersecari en el punto
V2 Yo

(x0, yo). Es fácil ver que los dos triángulos rectãngulos son semejantes, por 10 que
la igualdad de razones de lados correspondientes se escribe

Y2YO X0X1 1- = = - =
X2X0 YYo Y'yo m

Asi, Ia ecuación (10) es válida silas dos rectas son perpendiculares. Este argu-
mento se puede invertir para demostrar ci recIproco, que las rectas son perpendi-
culares Si !fl11fl2 = 1. U

EJEMPLO 5 Escriba una ecuación de la rectaL que pasa por el punto P(3, 2)
y que es perpendicular a Ia recta L' con la ecuación x + = 6.

Solución Como virnos en ci ejemplo 4, la pendiente de L' es = - . Por el
teorema 2, la pendiente de L es in = i/in' = 2. AsI, L tiene la ecuación puntopen-
diente

en forma equivalente, 2x = 8.

Será t'itil recordar que ci signo de la pendiente in de la rectaL indica si la recta
se inclina hacia arriba o hacia abajo cuando los ojos la recorren de izquierda a
derecha. Si in> 0, entonces el ángulo de inclinación Øde L debe ser u.n ángulo
agudo, pues in tan 0. En este caso, L "sube" a la derecha. Si m <0, entonces Øes
obtuso, de modo que L "baja". La figura 1.2.13 muestra Ia geometrIa detrás de
estas observaciones.

ESTUDIO GRAFICO

Muchos probiernas matemáticos requieren Ia solución simultánea de un par de
ecuaciones lineales de Ia forrna

a1x + biy =

a2x + by = C2.

Las gráficas de estas dos ecuaciones son un par de rectas en ci piano xy. Si estas
dos rectas no son paralelas, entonces deben intersecarse enun tinico puntoPcuyas

Pendiente
positiva

agudo

Pendiente
negativa

obtuso

20 CapItulo 1 I Funciones y gráficas
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Figura 1.2.14 Una calculadora
preparada para graficar las rectas
de Ia ecuación (12) (Ejemplo 6)

Figura 1.2.15 -5 x 5,

-SyS (Ejemplo6)

2

1.8

1.6

>

1.4

1.2

'i .r./(8
1)/18

:1

coordenadas (x0, y) conforman Ia solución de (11). Es decir, x = x0 y y = yo son los
(inicos) valores dex yy pam los cuales ambas ecuaciones en (11) son verdaderas.

En el algebra elemental, usted estudió varios métodos de eliminación y
sustitución para resolver sistemas lineales como (11). El ejemplo 6 ilustra un
mélodo grafico alternativo que a veces es más 6til cuando se dispone de una utilerIa
gráfica (una calculadora grafica o una computadora con u.n programa de grafica-
cion).

EJEMPLO 6 Queremos analizar la solución simult.ánea de las ecuaciones
lineales

lOx - = 17

15x + l8y = 67. (12)

Para muchas calculadoras gráficas, es necesario despejar primero y en cada
ecuación:

y = (17 - lOx)/(-8)
y = (67 - 15x)/18. (13)

La figura 1.2.14 muestra una calculadora preparada para graficar las dos rectas
representadas por las ecuaciones en (12), y Ia figura 1.2.15 muestra el resultado
en Ia venlana de vision-S x 5,-S y 5.

Antes de continuar, observe que en Ia figura 1.2.15, las dos rectasparecen
perpendiculares. Pero sus pendientes, (-10)/(-8) = y (-15)118 = -, no son
reciprocos negativos entre Si. El teorema 2 implica que las dos rectas no
son perpendiculares.

Las figuras 1.2.16, 1.2.17 y 1.2.18 muestran aproximaciones sucesivas del
punto de intersección de las dos rectas. El recuadro punteado de cada figura es la
ventana de vision de Ia siguiente. Si observamos Ia figura 1.2.18, vemos que el
punto de intersección está dado por Las aproximaciones

x 2.807, y 1.383, (14)

redondeado a tres cifras decimales.
El resultado en (14) se puede verificar al igualar los miembros derechos en

(13) y despejarx. Esto nos dax = 421 /150 2.8067. La sustitución de este valor
en cualquiera de las ecuaciones (13) nos day 83 / 60 1.3833.

Figura 1.2.17 2.75 x 2.85.
1.35 y 1.45 (Ejempio 6)

1.39

1.388

1.386

1.384

1.3 82

1.38
2.8 2.802 2.804 2.806 2.808 2.81

Figura 1.2.18 2.80x2.8l,
1.38 1.39 (Ejemplo 6)
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2.2 2.4 2.6
x
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1.2 Problemas

Trespuntos A, By C están en una misma lInea recta si y solo
si Ia pendiente de AB es igual a Ia pendienle de BC. En los
problemas I a 4, graJlque los Irespuntos dados y determine
entonces Si están o no en una so/a recta.

A(-1, 2), B(2, 1), C(4, 3)
A(-2, 5), B(2, 3), C(8, 0)
4(-1,6),B(1,2),C(4, 2)
A(-3, 2), B(l, 6), C(8, 14)

En los problemas 5 y 6, use el con cepto de pen diente para
mostrar que los cuatro pun tos dados son los vertices de un
paralelogramo.

A(1, 3), B(5, 0), C(7, 4), D(1, 7)
A(7, B(-2, 2), C(1, 4), DUO, 1)

En losproblemas ?y 8, muestre que los trespuntos dados son
los vertices de un triO ngulo rectOngulo.

A(-2, B(2, 7), C(4, 4)
A(6, 1), B(2, 3), C(-3, 2)

En los problemas 9 a 13, determine la pendiente (m) y Ia
ordenada al origen (b) de la recta con Ia ecuaciOn dada.
Grafique después dicha recta.

9.2x=3y 10.x+y=l
11.2xy+30 12.3x+4y6

2x = 3 -

En los problemas 14 a 23, escriba una ecuación de Ia recta
L descrita.

L es vertical y su abscisa al origen es 7.
L es horizontal y pasa por (3, 5).
L tiene abscisa a! origen 2 y ordenada al origen 3.
L pasa por (2, 3) y (5, 3).
L pasa por (-1, 4) y tiene pendiente 1/2.
Lpasapor(4, 2) ytieneunángulo de inclinación de 135°.
L tiene pendiente 6 y ordenada al origen 7.
L pasapor (1, 5) y es paralela a Ia recta con ecuación
2x+y 10.

22

El método gráfico ilustrado por el ejemplo 6 produce por lo general soluciones
aproximadas que son lo bastante precisas para propósitos prácticos. Pero ci método
es particularmente titil para las ecuaciones no lineales, para las que no se dispone
de técnicas algebraicas de solución.

L pasa por (-2, 4) y es perpendicular a Ia recta con
ecuación x + 2y = 17.

L es la niediatriz del segmento de recta con extremos
(-1,2) y (3, 10).

Determine Ia distancia perpendicular desde ci punto (2, 1)
hasta la recta con ecuación y = x + 1.

Determine Ia distancia perpendicular entre las rectas
paralelasy=5x+ 1 yy5x+9.

Los puntos A(-1, 6), B(0, 0) y C(3, 1) son tres
vertices consecutivos de un paralelogramo. Determine
ci cuarto vértice. (,Qué ocurre si se omite Ia palabra
consecutivo?)

Demuestre que las diagonales del paralelogramo del
problema 26 se bisecan entre si.

MuestrequelospuntosA(-1, 2); B(3, 1), C(6, 3)
y D(2, 6) son los vertices de un rombo (un paralelogramo
con todos los lados de igual longitud). Demuestre des-
pues que las diagonales de eSte rombo son perpendicu-
lares entre si.

Los puntosA(2, I), B(3, 5) y C(7, 3) Son los vertices de
un triángulo. Demuestre que Ia recta que une los puntos
medios deAB yBCes paralela aAC.

Una mediana de un triángulo es una recta que une un
vértice con el punto medio del lado opuesto. Demuestre que
las tres medianas del triángulo del problema 29 Se intersecan
en un solo punto.

Complete Ia demostración de Ia formula para el punto
medio, en Ia ecuaciOn (3). Es necesario mostrar que el
punto M está en el segmento P1P2. Una forma de hacer eSto
es mostrar que Ia pendiente de P1Mes igual a Ia pendiente de
MP2.

Sea P(x(), y) un punto del circulo con centro C(0, 0) y
radio r. Recuerde que Ia recta tangente al cIrculo en P es
perpendicular al radio CP. Demuestre que Ia ecuaciOn de esta
recta tangente es xr + y0y = r2.

La temperatura FahrenheitFy la temperatura absoluta K
satisfacen una ecuación lineal. Además, K = 273.16 cuando
F= 32 y K= 373.16 cuando F = 212. Exprese Ken términos
de F. ,Cuál es el valor de F cuando K = 0?

La longitud L (en centImetros) de una varilla de cobre es
una función lineal de su temperatura Celsius C. Si L = 124.942
cuandoC=2OyL=125.l34cuandoC=11O,expreseLen
términos de C.

La propietaria de una tienda determina que puede vender
980 galones de leche cada semana, a $1.69 ci galOn, y 1220
galones de leche cada semana a $1.49 el galón. Suponga que
existe una relación lineal entre el precio y las ventas. Cuántos
galones esperarIa vender a $1.56 el galOn?

CapItulo 1 / Funciones y gráficas



36. La figura 1.2.19 muestra las gráficas de las ecuaciones

>'

17x - lOy = 57

25x - l5y = 17.

-10 -5 0 5 10

Figura 1.2.19 Las rectas del problema 36

1.3
Gráficas cle
ecuaciones y
ftinciones

En los pro blemas 37 a 46, use una calculadora grajIca 0 una
computadora para aproximar de manera grajIca (con tres
decimales correclos o correclamente redondeados) Ia solu-
ción del sislema lineal dado. Después, verijIque su solución
aproximada resolviendo el sislema tnediante Un método a!-
gebraico preciso.

38.6x+4y=5
8x-6y=13

40.2x+3y=17
2x+5y=20

42.4x+3y=15
5x+5y=21 5x+5y=29

43.5x+6y=16 44.5x+lly=21
7x+lOy=29 4x+lOy=19

45.6x+6y=31 46. 7x+6y=31
9x+lly=37 llx+lly=47
Justifique la frase "ningim otro punto del plano puede

satisfacer" que va después de la ecuación (6).
El anáiisis de Ia ecuación lineal Ax + By = Cen la ecuación

(8) no incluye una descripción de Ia gráfica de esta ecuación
si A = B = 0. ,Cuál es Ia gráfica en este caso?

En Ia seccion 1.2 vimos que los puntos (x, y) que satisfacen Ia ecuación lineal Ax
+ By = C forman un conjunto muy simple: una lInea recta (si A y B no se anulan
en forma simultánea). En contraste, el conjunto de puntos (x, y) que satisfacen Ia
ecuación

- 4x3 + 3x2 + 2x2y2 = y2 + 4xy2 - y4

forman Ia curva exótica de la figura 1.3.1 (jAunque esto noes obvio!)Pero lailnea
recta y esta curva complicada son ejemplos de graJicas.

Figura 1.3.1 La gráfica de Ia ecuación
x4 4x+3x2+2x2y2

y2+4xy2 y4

Definición Grafica de una ecuación
La gráflca de una ecilación en dos variablesx yy es ci conjunto de todos
los puntos (x, y) en el pIano que satisfacen Ia ecuación.

Por ejemplo, Ia formula de Ia distancia nos dice que Ia gráfica de Ia ecuación

x2 + y2 = r2 (1)
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,Son paralelas estas rectas? En caso contrario, determine su
punto de intersección. Si tiene una utileria de graficación,
determine Ia solución mediante una aproximación gráfica y

37.2x+3y=5
2x+5y=12

mediante métodos algebraicos precisos. 39.3x+3y=17
3x+5y=16

41.4x+3y=l7



y es el cIrculo de radio r con centro en el origen (0, 0). Más en general, la gráfica de
la ecuación

(x - h)2 + (y - k)2 = (2)

Figura 1.3.2 Un circulo
trasladado

8

4

-4

-8

-IG -5

Figura 1.3.3
ejemplo 2

24

.(2, -3)

0
x

5

El cIrculo del

I0

es el circulo de radio r con centro (h, k). Esto es consecuencia de la formula de la
distancia, pues la distancia entre los pulflos (x, y) y (h, k) de Ia figura 1.3.2 es r.

EJEMPLO 1 La ecuación del cIrculo con centro (3, 4) y radio 10 es

(x 3)2 + (y 4)2 = 100,

que también se puede escribir en Ia forma
x2 + y2 - 6x - 8y - 75 = 0.

Podemos considerar el cIrculo general, ecuación (2), como una traslación del
cIrculo con centro en el origen de Ia ecuación (1): Cada punto del primero se
obtiene mediante una traslación (desplazamiento) de cada purito del piano xy h
unidades a Ia derecha y k unidades hacia arriba. (Un valor negativo de h corres-
ponde a una traslaciOn h unidades a Ia izquierda; un valor negativo de k indica
una traslación hacia abajo.) Usted puede ver que la ecuación (2) del cIrculo
trasladado con centro (/i, k) se puede obtener mediante Ia ecuación (1), reempla-
zando x con x - h y y con y - k. Veremos que este principio se aplica a curvas
arbitrarias:

Cuando Ia gráfica de una ecuación se trasiada h unidades hacia la derecha y
k unidades hacia arriba, Ia ecuación de la curva trasladada se obtiene de Ia
ecuación original mediante el reempiazo de x con x - h yy cony - k.

Observe que podemos escribir la ecuaciOn de un cIrculo trasladado en la
ecuación (2) de Ia forma general

x2 + y2 + ax + by = c. (3)

,Qué podemos hacer entonces cuando encontrernos una ecuación que ya está en
la forma de Ia ecuación (3)? Pnmero reconocemos que es una ecuaciOn de un
cIrculo. A continuaciOn, podemos descubrir su centro y radio por medio de la
técnica de completar el cuadrado. Para esto, observemos que

/ a\2 a2x2 + ax = x + - -,
lo que muestra que x2 + ax se puede completar para obtener un cuadrado perfecto
agregándole el cuadrado de la mitad del coeficiente de x.

EJEMPLO 2 Determine el centro y radio del cIrculo que tiene por ecuación

x2 + y2 - 4x + 6y = 12.

Solución Completamos el cuadrado por separado para cada variablex yy. Esto
nos da

(x2-4x+4)+(y2+6y+9)= 12+4+9;
(x-2)2+(y+3)2=25.

Por lo tanto, el cIrculo, que se muestra en la figura 1.3.3, tiene centro (2, 3) y
radio 5. Al despejary de la Oltima ecuación obtenemos

y = 3 ± V25 - (x - 2)2.

Capitulo I I Funciones y gráficas
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Yi=-3+.f(25(X-2

:y :3..f(25--(X-2

:y'1=I

Figura 1.3.5 La grãlica de Ia
función valor absolutoy = x
del ejernplo 3

AsI, el cIrculo consta de las gráficas de las dos funciones

Solución Recuerde que

Definición Grafica de unafunción
La gráfica de la funciOnfes la gráfica de la ecuación y =f(x).

AsI, la gráfica de Ia funcionfes el conjunto de puntos en el plano que tienen
Ia forma (x, f(x)), donde x está en el dominio def Puesto que Ia segunda coorde-
nada de tal punto está determinada de manera iinica por su primera coordenada,
obtenemos el siguiente y ütil principio:

Ninguna recta vertical puede intersecar la gráfica de una función en más de
Un punto.

Otra alternativa es

Cada recta vertical que pasa por un punto del dominio de una función interseca
su gráfica en exactamente un punto.

Si examina Ia figura 1.3.1, por estas observaciones vera que Ia grafica que ahI
aparece no puede ser Ia gráfica de unafunción, aimque si es la grafica de una
ecuación.

EJEMPLO 3 Construya la gráfica de Ia función valor absolutof(x) = I x I.

Si x 0;

Si x < 0.

De modo que ]a gráfica de y = I x consta de Ia mitad derecha de Ia recta y = x
junto con Ia pane izquierda de Ia rectay = x, corno se muestra en la figura 1.3.5.

EJEMPLO 4 Haga an bosquejo de Ia gráfica de Ia función recIproca

f(x) =

Solución Exarninaremos cuatro casos naturales.

U Cuando .i es positivo y numénicamente grande, f(x) es pequeflo y positivo.

U Cuando x es positivo y cercano a cero, f(x) es grande y positivo.
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Figura 1.3.4 Una calculadora GRAFICAS DE FUNCIONES
gráfica preparada para graficar el
cIrculo del ejemplo 2 La gráfica de una función es un caso particular de Ia gráfica de una ecuación.

y(x) = 3 + \/25 - (x - 2)2
y

y2(x) = 3 - V25 - (x - 2)2

que describen sus semicIrculos superior e inferior. La figura 1.3.4 muestra una
calculadora grafica preparada para graficar este cIrculo.



Figura 1.3.6 La gráfica de Ia
función reciprocay 1/x del
ejemplo 4

-3

Figura 1.3.7 La gráfica de la
función (escalera) máximo entero
fix) [[x]Idel ejemplo 5

U Cuando x es negativo y numéricamente pequefIo (negativo y cercano a cero),
f(x) es grande y negativo.

U Cuando x es grande y negativo (x es negativo pero I x es grande), f(x) es
peque?io y negativo (negativo y cercano a cero).

Para comenzar con Ia gráfica, podemos localizar unos cuantos puntos, como
(1, 1), (-1, 1), (10, 0.1), (0.1, 10), (-10, 0.1) y (-0.1, 10). El resultado de la
información desplegada aqul sugiere que la gráfica real se parece mucho a la que
se muestra en Ia figura 1.3.6.

La figura 1.3.6 tiene un "hueco", o "discontinuidad" en la gráfica dey= 1/x
cuando x = 0. De hecho, el hueco se llama discontinuidad infinita puesto que y
crece sin lImite cuando x tiende a cero por Ia derecha, mientras quey decrece sin
lImite cuando x tiende a cero por Ia izquierda. Este fenómeno es indicado por lo
general por Ia presencia de denorninadores que se anulan en ciertos valores dex,
como en el caso de las funciones

f(x)
=

y f(x) =

que le pedirernos grafique en los probleinas.

EJEMPLO 5 La figura 1.3.7 muestra Ia gráfica de la función máximo entero
f(x) =xjIdel ejemplo 3 de Ia sección 1 .1. Observe los "saltos" que aparecen en los
valores enteros de x. En las calculadoras, la función máximo entero se denota
usualmente con [ NT; en algunos lenguajes de programación, es FLOOR.

EJEMPLO 6 Grafique Ia función con Ia formula

f(x) = x - tx]] -
Solución Recuerde que x]J= n, donde ii es el mãximo entero que no excede a
x: a x <a + 1. Por lo tanto, si a es un entero, entonces

f(n) = n - n - =

Esto implica que el punto (a, - -) está en ]a gráfica para cada entero n. A
continuaciOn, Si fl x < a + 1(donde, de nuevo, a es un entero), entonces

f(x) = x - n -
Comoy =xn --tiene coino gráfica uia lInea recta de pendiente 1, esto implica
que Ia griitica deftiene Ia forma que se muestra en Ia figura 1.3.8. Estafunción
die,ite de sierra es otro ejemplo de función discontinua. Los valores de x donde el
valor def(x) tiene un salto son los puntos de discontinuidad de la funcionf AsI,
los puntos de discontinuidad de Ia timción diente de sierra son los enteros. Cuando
xtiende al enteron porla izquierda, el valor def(x) tiende a + 1/2, perof(x)salta

Figura 1.3.8 La gráfica de Ia función
diente de sicrraf(x) = x - ix]]-
dcl ejemplo 6
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Figura 1.3.9 Una calculadora
gráfica preparada para graficar Ia
función diente de sierra del
ejemplo 6

:Yi=X-Int XH .5
I,;=

- I

(0,0) X

Figura 1.3.10 La gráfica de Ia
parábolay -x2 del ejemplo 7

Fgura 1.3.11 La gráfica de Ia
parabola x = y2 del ejemplo 8

siThitamente al valor -1/2 cuando x = n. En la sección 2.4 damos una definición
precisa de la continuidad y Ia discontinuidad de las funciones. La figura 1.3.9
muestra una calculadora gráfica preparada para graficar la función diente de sierra.

PARABOLAS

La gráfica de una función cuadrática de la forma

f(x) = ax2 + bx + c (a 0) (4)

es una parabola, cuya forma se parece a la de la parabola particular del ejemplo 7.

EJEMPLO 7 Construir la gráfica de la parábolay = x2.

Soluciôn Determinamos algunos puntos en una breve tabla de valores.

Cuando trazamos una curia suave que pasa por estos puntos, obtenemos la curva
que aparece en la figura 1.3.10.

La parábolay = -x2 serla similar a lade la figura 1.3.10, pero se abrirIa hacia
abajo en vez de hacia arriba. Más en general, la gráfica de Ia ecuación

y=ax2 (5)

es una parabola con su vértice en el origen, si a 0. Esta parabola se abre hacia
arriba si a > 0 y hacia abajo si a < 0. [Por el momento, podemos considerar el
vértice de una parabola como el punto donde "cambia de dirección". El vértice de
una parabola de Ia formay = ax2 (a 0) es siempre el origen. Una definición precisa
del venice de una parabola aparece en el capItulo 10.]

EJEMPLO 8 Construir las grâficas de las funcionesf(x) = y g(x) = -

So!ución DeSpués de tabular y unir los puntos, como en el ejemplo 7, obtenemos
Ia parabola y2 = x que aparece en la figura 1.3.11. Esta parabola se abre hacia la
derecha. La mitad superior es Ia gráfica def(x) = mientras que la mitad inferior
es Ia gráfica de g(x) = - [i AsI, la union de las gráficas de estas dos funciones es
la grafica de una so/a ecuación, y2 = x. (Compare esto con el cIrculo del ejemplo
2.) Más en general, la gráfica de Ia ecuación

x=by2 (6)

es una parabola con vértice en el ongen, si b 0. Esta parabola se abre hacia la
derecha si b > 0 (como en Ia figura 1.3.11) y hacia Ia izquierda si b <0.

El tamaño del coeficiente a en la ecuación (5) [o de b en la ecuación (6)]
determina el "ancho" de la parabola; su signo determina la dirección en la quese
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Figura 1.3.14 La parabola
y=2x2-4x 1 del ejemplo9

x

a=5 a=2 a=1

-2 0 2
x

a = 1/2

a = 1/4

Figura 1.3.12 Parábolas con anchos Figura 1.3.13 Una parabola trasladada
diversos

abre. Especificamente, mientras más grande sea a > 0, Ia parabola crece más
rápidamente yes más angosta (figura 1.3.12).

La parabola de Ia figura 1.3.13 tiene Ia forma de la "parabola estándar" del
ejemplo 7, pero su vértice está localizado en el punto (h, k). En el sistema de
coordenadas u, v que se indica, Ia ecuación de esta parabola es v = u2, en analogIa
con Ia ecuación (5), con a = 1. Pero las coordenadas uv y las coordenadas xy están
relacionadas de Ia manera siguiente:

uxh, v=yk.
Por tanto, la ecuación de esta parabola en las coordenadas xy es

yk=(xh)2. (7)

AsI, cuando la parabola y = x2 se traslada h unidades a la derecha y k unidades
hacia arriba, Ia ecuación en (7) de Ia parabola trasladada se obtiene reemplazando
x por x - h y y por y - k. Esta es otra instancia del principio de traslación que
observamos con los cIrculos.

Más en general, la gráfica de cualquier ecuación de la forma

y=ax2+bx+c (aO) (8)

puede reconocerse como una parabola trasladada, completando primero el cuadra-
do en x para obtener una ecuación de Ia forma

yk=a(xh)2. (9)

La grafica de esta ecuación es una parabola con su vértice en (h, k).

EJEMPLO 9 Determine la forma de la gráfica de la ecuación

y=2x2-4x-1. (10)

Solución Si completamos el cuadrado enx, Ia ecuación (10) toma la forma

y 2(x2 - 2x + 1) - 3;
y + 3 = 2(x - 1)2.

Por tanto, la gráfica de la ecuación (10) es la parabola que aparece en Ia figura
1.3.14. Se abre hacia arriba, y su vértice está en (1, 3).
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Figura 1.3.15 El corral para los
animales

APLICACIONES DE LAS FUNCIONES CUADRATICAS

En Ia sección 1.1 vimos que un cierto tipo de problema de apiicación nos pedla
determinar ci valor máximo o mmnimo alcanzado por cierta funciónf Si Ia función

fes una función cuadrática, como en la ecuación (4), entonces Ia gráfica dey =
f(x) es una parabola. En este caso, ci valor máximo (o mInimo) def(x) corresponde
a! punto más alto (o más bajo) de la parabola. Por tanto, podemos determinar ese
valor máximo (o mInimo) en forma gráfica (al menos, en forma aproximada)
haciendo un acercamiento al vértice de Ia parabola.

Por ejemplo, recordemos ci problema del corral pam animales de la sección
1.1. En ci ejemplo 6 vimos que ci area A del corral (véase figura 1.3.15) está dada
como una función de Ia longitud x de su base como

A(x) = (30x - x2), 0 x 30. (11)

La figura 1.3.16 muestra Ia gráficay = A(x) y las figuras 1.3.17 a 1.3.19 muestran
acercamientos sucesivos de Ia region cercana ai punto más alto (vértice) de ia
parabola. El rectángulo punteado en cada figura es Ia ventana de vision de
Ia siguiente. La figura 1.3.1 9parece indicar que ci area maxima del corral es A(1 5)
= 135. Dc acuerdo a Ia figura, es claro que ci valor máximo def(x) está a una
distanciamenorde0.00i deA = 135.
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Figura 1.3.16 La gráficaA(x)
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x

Figura 1.3.17 El primer acercamiento

18 20

Figura 1.3.18 El segundo acercamiento Figura 1.3.19 El tercer acercamiento

Podemos verificar que ci valor máximo csprecisamentef(15) = 135, corn-
pletando el cuadrado, como en el ejcmpio 9:

$5

y $5 $5 y

$1

x Pared

A = (x2 - 30x) = (x2 - 30x + 225 - 225)
= (x2 - 30x + 225) + 135;
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es decir,

Puntomasalto A - 135 = -(x - 15)2. (12)
150 (15, I 3) Recta tangente La ecuación (12) implica que la gráfica de la ecuación (11) es la parabola que

se muestra en Ia figura 1.3.20, que se abre hacia abajo desde su vértice (15, 135).
100 Esto demuestra que el valor máximo de A(x) en el intervalo [0, 30] es el valor

A(15) = 135, como lo sugerlan nuestro estudio numérico de la sección 1.1 y el
50 A = (30x_x2) estudio gráfico de esta sección. Cuando observamos la ecuación (12) en la forrna

A(x) = 135 - (x - 15)2,

es claro e inobjetable que el máximo valor posible de 135 -. u2 es 135, cuando
u = x - 15 = 0; es decir, cuando x = 15.

La técnica de completar cuadrados es algo limitada: Se puede usar para
determinar valores máximos y rninimos iinicamente de funciones cuadráticas.
Uno de nuestros objetivos en el cálculo es desarrollar una técnica más general que
se pueda aplicar a una variedad mucho más amplia de furiciones.

La base de esta técnica más general reside en la siguiente observación. Una
inspección visual de Ia grafica de

A(x) = (30x - x2)
en la figura 1.3.20 sugiere que Ia recta tangente a la curva en su punto más alto es
horizontal. Si supiéramos que la recta tangente a la gráfica en su punto más alto
debe ser horizontal, entonces nuestro problema se reduciria a mostrar que (15, 135)
es el iinico punto de Ia grafica de y = A(x) donde Ia recta tangente es horizontal.

Pero, qué queremos decir por la recta tangenle a una curva arbitraria?
Contestaremos esta pregunta en la sección 2.1. La respuesta abnrá la puerta a la
posibilidad de determinar valores máximos y mInimos de funciones virtualmente
arbitrarias.

1.3 Problemas

Trace cada uno de los cIrculos trasladados en losproblemas en los problemas 13 a 16. Si la grajIca es un cfrculo, dé su
1 a 6. Indique el centro y radio respectivo. centro y su radio.

Figura 1.3.20 La gráfica de
A(x) = . (30x - x2) para
0x30

x2 + y2 = 4x
x2 + y2 + 6y = 0
x2 + y2 + 2x + 2y = 2

4.x2+y2+ lOx-20y+ 100=0
5.2x2+2y2+2x-2y=1
6. 9x2 + 9y2 - 6x - l2y = 11

x2 + y2 - 6x + 8y = 0
x2 + y2 - 2x + 2y + 2 = 0
x2 + y2 + 2x + 6y + 20 = 0
2x2 + 2y2 - 2x + 6y + 5 = 0

Trace las g.ráficas de lasfunciones en los probi emas 17 a 40.
Tome en cuenta el dominio de definición de cadafuncion, y
grafique los pun los que eslime necesario.

17.f(x)=2-5x, -lx17.yx2-6x+9 8.yl6-x2 18.f(x)2-5x, 0x<2

Trace cada una de las parábolas trasladadas de los pro ble-
mas 7 a 12. Indique el vértice respectivo.

9. y = x2 + 2x + 4 10. 2y = x2 - 4x + 8 19.f(x) = 10- x2 20.f(x) = I + 2x2
11. y = 5x2 + 20x + 23 12. ' = X - X

21. f(x) = x3 22. f(x) = x4

La gráJIca de la ecuación (x - h)2 + (y - k)2 = C es un cIrculo 23. f(x) = - x2 24. f(x) = -V9 - x2
1siC>0,eselinicopunto(h, k)siC=0,ynotienepuntossi 25. f(x) = Vx2 - 9 26. f(x)C < 0. (Por qué?) IdentijIque las graJIcas de las ecuaciones 1 - x

30 CapItulo 1 I Funciones y gráficas



27.f(x) 28.f(x)- 1

x+2 -
xI29. f(x) = (x - 1)2

31.f(x) =
2x + 3

39. f(x) = 2x + 5

41.f(x)
=

six <0
Si X 0

Figura 1.3.21 Instrucciones
para graficar Ia funciónf(x)

30. f(x)

32. f(x)

40.f(x)
=

33. f(x) = Vi - x 34. f(x) -
Vi - x

35.f(x) 36.f(x)=I2x-2
V2x + 3

37. f(x) = x + x 38. f(x) = x - 3
Six < 0
Six 0

Grail que las funciones dadas en los problenias 41 a 46.
Indique los pun/os de discontinuidad, si existen.

f(x) = 1, six es un entero; en caso contrario,f(x) = 0.

f(x) = 2x] 44. f(x)
X 1

x- 1
f(x) = [xl - x
f(x) = lix] + i[-x] + 1

En los probleinas 47 a 54, use una calculadora grájlca o
computadora para determinar (rnediante acercamientos) el
punlo nuis alto o más bajo (segthi el caso) P de Ia parabola
dada. Determine las coordenadas de P hasia dos cifras

decimales, correctas o correctamente redondeadas. Ver(fl-
que en/on ces sus resultados, complelando el cuadrado para
deierminar el venice real de Ia parabola.

y = 2x - 6x + 7
y = 2x2 - lOx + ii
y = 4x2 - 18x + 22
y = 5x - 32x + 49
y -32 + 36x - 8x2
y = -53 - 34x - 5x2
y = 3 - 8x - 3x2
y = -28 + 34x - 9x2

En los problemnas 55 a 58, use el método de completar el
cuadrado para graficar Ia fun ción adecuada y determine
en/on ces el valor máximo o mInimo solicit ado.

Si se Ianza una pelota hacia arriba con una velocidad
inicial de 96 pies/segundo, entonces su altura después de /
segundos esy = 96t16t2 (pies). Determine Ia altura maxima
que alcanza Ia pelota.

Determine el area maxima posible del rectángulo descri-
to en el problema 50 de la sección 1.1.

Determine el valor máximo posible del producto de dos
nilmeros positivos cuya suma es 50.

En el problema 52 de la sección 1.1, se le pidió que
expresara Ia producción diana de un pozo petrolero especifico
como una función P =f(x) del niimero x de nuevos pozos
perforados. Constntya Ia gráfica def y sela para determinar
el valor de x que maximiza a P.

1.3 Proyectos
Estos proyectos necesitan una calculadora grafica o una computadora con un
programa para graficación.

Con la calculadora gráfica tIpica, puede realizar acercamientos sucesivos,
oprimiendo simplemente Ia tecla ZOOM . La figura 1.3.21 enumera las instruccio-
nes para graficación en los sistemas de cómputo comunes. Mediante ese sistema,
usted puede por lo general defInir cada ventana de vision sucesiva en forma
explIcita, como en la instrucción tIpica

plot(xA2 - 2, x =-5. .5, y =-l0. .10)

para graficarf(x) x2-2 en Ia ventana -5 x 5, -10 y 10.

Derive Author f (x) , después usar los comandos Plot y Zoom

Maple plot ( f (x) , x = a. .b, y = c. .d)

Mathematica Plot[ f[x], (x,a,b} , PlotRange -> {c,d)

(X)PLORE window ( a,b, c,d
graph( f (x), x

Sección 1.3 I Gráficas de ecuaciones y funciones 31



Figura 1.3.22 Determinación
de Ia raIz cuadrada (positiva) de 2

32

10

-10

y = - 2

3

y = 1000

I
- j2

xi Piso

Figura 1.3.24 La escalera del

-20
-20 -10 0 10

x

Figura 1.3.25 El cIrculo y Ia
hipérbola en el problema de
Ia escalera

PROYECTO A El proyecto A de la secciôn 1.1 analiza el nümero 'f como la
solución positiva de la ecuación

x2 - 2 = 0,
que es igual a la intersección de Ia parabola

y = - 2
y el eje x positivo. Partimos de Ia figura 1.3.22 y aproximamos [i (con una
precision de cuatro cifras decimales) en forma gráfica (es decir, mediante el
método de aproximaciones sucesivas).

En forrna análoga, se puede aplicar el método de aproximaciones sucesivas
para determinar aproximaciones con hasta cuatro cifras decimales de ralces como

y 100.

PROYECTO B El proyecto B de la sección 1.1 trata de an corredor de x pies
de ancho que rodea a an area rectangular de 50 por 100 pies. Concluye del análisis
en esa sección que si el area total solamente del corredor debe ser 1000 pies
cuadrados, entonces x debe ser Ia abscisa de an punto de intersección de Ia recta
y = 1000 con la parabola

Aplique entonces el método de aproximaciones sucesivas para determinar (con
una precisiOn de cuatro cifras decimales) los dos puritos de intersecciOn que se
muestran en Ia figura 1.3.23. ,Existen en nuestro problema realmente dos valores
posibles de x?

PROYECTO C La figura 1.3.24 muestra una escalera de 12 pies recargada
sobre una cerca de 5 pies y que Ilega hasta una pared alta localizada a 3 pies de la
cerca. Queremos determinar la distancia x desde la base de la escalera hasta
la parte inferior de Ia cerca.

Desarrolle con cuidado el análisis siguiente. Al aplicar el teorema de Pitágoras
al triángulo rectángulo grande de la figura 1.3.24 obtenemos

(x + 3)2 ± (y + 5)2 = 144, (13)

Ia ecuaciOn de an cIrculo con centro (-3, 5) y radio 12. Observe después que los
dos triángulos pequeños de Ia figura son semejantes. Por lo tanto,

y _5
proyecto C 3 - x'

de modo que

15y=.x (14)

La gráfica de Ia ecuaciOn (14) es esencialmente la misma que la del ejemplo 4
(véase figura 1.3.6), con una discontinuidad infinita enx = 0.

Las gráficas de las ecuaciones (13) y (14) se muestran juntas en la figura
1.3.25. Los dos puntos de intersección indicados en el primer cuadrante propor-
cionan dos posiciones fisicamente posibles de la escalera. Aplique el método de
aproximaciones sucesivas para determinarlas, de modo que x y y tengan una
precisiOn de hasta cuatro cifras decimales. Trace, a escala, las dos posibilidades.
Por qué los dos puntos de intersección del tercer cuadrante no proporcionan otras

dos posiciones fisicamente posibles de la escalera?

CapItulo 1 I Funciones y gráficas
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1.4
Un breve catalogo de
flinciones

En esta sección daremos una visiOn de varias funciones que se usan en las
aplicaciones del cálculo para describir fenOmenos cambiantes en nuestro mundo.
Nuestro punto de vista será pnncipalmente gráfico. El objetivo es que usted tenga
una comprensión general de las principales diferencias entre los diversos tipos de
funciones. En capItulos posteriores usaremos el cálculo para analizar con más
detalle las gráficas que presentamos aqul.

COMBINACIONES DE FUNCIONES

En primer lugar nos concentraremos en las funciones sencillas, pues muchas
funciones variadas y complejas se pueden formar a partir de funciones "bloque de
construcción" sencillas. AquI analizaremos algunas de las formas de combinar
funciones para obtener otras nuevas.

Supongamos quefyg son funciones y que c es un nimero real fijo. El mültiplo
(escalar) cf la sumaf+g, la diferenciafg, el productof. gy el cocientef/g
son las nuevas funciones determinadas por estas formulas:

(cf)(x) = cf(x), (1)

(f + g)(x) =f(x) + g(x), (2)

(f - g)(x) = f(x) - g(x), (3)

(f g)(x) = f(x) g(x) y (4)

(L)(x)
f(x)

(5)
g g(x)

Las combinaciones en las ecuaciones (2) a (4) están definidas para todo nümero
x que esté en el dominio defy en el dominio de g. En la ecuación (5) pedimos que
g(x)O.

EJEMPLO 1 Seanf(x) = x2 + 1 y g(x) = xl. Entonces

(3f)(x) = 3(x2 + 1),

(f+g)(x)=(x2+1)+(x-1)=x2+x,
(fg)(x)=(x2+1)(x-1)=x2x+2,

(fg)(x) = (x2 + 1)(x - 1) = x3 - x2 + x - 1 y

(x 1).

EJIEMPLO 2 Sif(x) = I x pam x 1 y g(x) = I I + x para x 1, entonces
Ia suma y producto defy g están defmnidas donde tantof como g lo están. AsI, el
dominio de

f(x)+g(x)V1 x+Vi+x
y

f(x) g(x) = Vi - xvi + x = Vi - x2

es el intervalo cerrado [-1, 1]. Pero el dominio del cociente

_Vix_ /i-X
g(x)V+ Vi+x

es el intervalo semiabierto(-1, 1], puesg(-1)= 0.

()
x+
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Figura 1.4.2 Gráficas de
funciones potencia de grado
impar (ejemplo 3)

POLINOMIOS

Un polinomio de grado n es una funciôn de Ia forma

p(x)af+a1x'+. ..+a2x2+a1x+a0 (6)

donde los coeficientes a0, a1,. . . , a son nñmeros reales fijos. AsI, un polinomio
de grado n es una suma de mtiltiplos constantes de las funciones potencia

EJEMPLO 3 Las gráficas de las funciones potencia de grado par x2, x4, x6,...
abren todas hacia arriba, como se muestra en Ia figura 1 .4.1. Pero las gráficas de
las funciones potencia de grado impar x', x3, x5, . . . van todas de suroeste a noreste,
como se muestra en la flgura 1.4.2. En ambos casos, mientras mayor es el
exponente n, más "plana" es Ia gráfica y = f cerca del origen.

Un polinomio de primer grado es simplemente unafunción lineal a1x + a0 cuya
gráfica es una ilnea recta (véase Ia sección 1.2). Un polinomio de segundo grado
es unafunción cuadrática cuya gráficay = a2x2 + a1x + a0 es una parabola (véase
la sección 1.3).

Recordemos que una raIz (o cero) de Ia función f es una solución de Ia
ecuación

f(x) = 0. (8)

,Es obvio para usted que las ralces def(x) son precisamente las intersecciones
con el eje x de Ia gráfica

y = f(x)? (9)

De hecho, una de las razones principales para nuestro interés en Ia grafica de una
fimción es ver el nümero y posición aproximada de sus ralces.

Una dave para comprender las gráficas de polinomios de orden superior es
el teoremafundainental del algebra, el cual establece que todo polinomio de grado
n tiene n raIces (posiblemente complejas o repetidas). Esto implica que un
polinomio de grado n no tiene más de n raIces reales distintas.

EJEMPLO 4 Las figuras 1.4.3 y 1.4.4 muestran polinomios que tienen el
niimero máximo de ralces reales permitidas por el teorema fundamental del

4

2

>0

-2

-4

TI

Jv1
2-

x
3

Figura 1.4.4 f(x)=x4-4x2+x+ 1
tiene cuatro raIces reales (ejemplo 4)
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-4 -2 0 2 4
x

Figura 1.4.3 f(x) = - 3x2 + 1

tiene tres raices reales (ejemplo 4)

-1 0 1 2

x

Figura 1.4.1 Gráficas de
funciones potencia de grado par
(ejemplo 3)
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x

Figura 1.4.6 La grálica de Ia
función racional de Ia ecuación
(12) (cjernplo 6)
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algebra. Pero las figuras 1.4.1 y 1.4.2 muestran polinomios de grado alto con
solamente una raIz real. Y la función cuadrática

f(x)= x2+4x+ 13 = (x + 2)2+9
no tiene ralces. QPor qué no?) Dc hecho, si n es par, Un polinomio de grado n
puede tener cualquier nñrnero de raIces reales, de 0 a n (de 1 a n si n es impar).

En el capItulo 4 usaremos ci cálculo para estudiar las gráficas de los polino-
mios (y de otras funciones) en forma más completa. AhI veremos que la gráfica
de cualquier polinomio comparte varias caracterIsticas cualitativas con las de las
figuras 1.4.1 a 1.4.4.

Si p(x) es un polinomio de grado par, entonces y = p(x) va en la misma
dirección (ya sea +00 o oo) cuando x tiende a +oc y a oo. Sip(x) es un polinomio
de grado impar, entonces y va en direcciones opuestas cuando x tiende a +oo y a
oo. Además, "entre los extremos" a Ia derecha y a la izquierda, un polinomio de
grado n tiene a lo más nI "dobleces". AsI, los dos dobleces de la figura 1.4.3 son
el máximo que puede tener Ia gráfica de un polinomio de tercer grado (ciibico) y
los tres dobleces de Ia figura 1 .4.4 son lo más que puede tener Ia grafica de un
polinomio de cuarto grado (cuártico). (Una tarea del capItulo 4 será precisar la
noción de "doblez" de una curva.)

FUNCIONES RACIONALES

de dos polinomios p(x) y q(x). Las gráficas de las funciones racionales y de los
polinomios tienen varias caracterIsticas en comiin. Por ejemplo, una función
racional solo tiene un nOmero finito de raIces, puesf(x) en Ia ecuación (10) sOlo
se puede anular si el polinomio del numeradorp(x) se anula. De manera análoga,
Ia gráfica de una funciOn racional sOlo puede tener un nOmero finito de dobleces.

Pero el polinomio del denominador de la ecuación (10) puede tener una raIz
en un punto x = a donde el nurnerador no se anule. En este caso, el valor def(x)
será muy grande cuando x esté muy cerca de a. Esta observaciOn implica que la
gráfica de una fiinción racional puede tener una caracteristica que Ia gráfica de un
polinomlo no puede: una asinlota.

Observe las intersecciones con el eje x, x = 2 y x = 1, correspondientes a las raIces
del nurnerador(x + 2)(x - 1). Las rectas verticales x = 1, x = 0 yx = 2 que aparecen
en Ia gráfica corresponden a las raIces del denominadorx(x + 1 )(x 2). Estas rectas
verticales son asmntotas de la gráfica def

EJEMPLO 6 La figura 1.4.6 muestra Ia gráfica de Ia funciOn racional
x(x + 2)(x - 1)f(x) - (x + 1)(x - 2)

(12)

35

8

Asi corno un mirnero racional es el cociente de dos enteros, una función racional
4 es Un cociente

>o
p (x) (10)f(x) -
q (x)

8

4

>o

EJEMPLO 5 La figura 1.4.5 muestra Ia grafica de Ia función racional

(x + 2)(x - 1)
(11)f(x) .

x(x + 1)(x - 2)

-4

-8 -

-4 2

Figura 1.4.5 La gráfica de Ia
funciOn racional de Ia ecuaciOn
(11) (ejemplo 5)



Las intersecciones con el eje xx = 2, x = 0 y x = 1 corresponden a las ralces del
numerador, mientras que las asIntotas x 1 y x = 2 corresponden a las ralces
del denominador.

Usted debe poder (al contar las intersecciones con el eje x y las asIntotas)
asociar las funciones racionales en las ecuaciones (11) y (12) con sus graficas en
las figuras 1.4.5 y 1.4.6 sin saber de antemano cuál era cuál.

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

En el apéndice A incluimos un repaso de trigonometria. En Ia trigonometrIa
elemental, una función trigonométrica como sen A, cos A o tan A se define por lo
general primero como una funcion de un ángulo A en un triángulo rectángulo. Pero
ahora, una función trigonométrica de un nániero corresponde a esa funcion del
ángulo medido en x radianes. AsI,

IT

iT 1 i IT
sen-

1
sen - = , cos - = 2 y tan 6 - IT =

cos -

pues ir/6 es la rnedida en radianes de un ángulo de 300.

y= 1

>. A A 4=sen

A'''V
y = -1

>
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x x

Figura 1.4.7 y= senx Figura 1.4.8 y =cosx

Las figuras 1.4.7 y 1.4.8 muestran las grãficas y = sen x y y = cos x de las
funciones seno y coseno, respectivamente. El valor de cada una oscila entre + 1
y - 1, exhibiendo Ia periodicidad caracterIstica de las funciones trigonométricas:

sen(x + 2ir) = sen x, cos(x + 2iT) = cos x. (13)

Si trasladamos la gráfica y = cos x ir/2 unidades a la derecha, obtenemos la gráfica
y = senx. Esta observación conduce ala relación familiar

cos(x -
= cos( - = (14)

La figura 1 .4.9 muestra Ia curva del seno trasladada que se obtiene al trasladar
ci origen al punto (1, 2). Su ecuación se obtiene reemplazandox yy eny = senx
con x - I yy - 2, respectivamente:

-5 io
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80 isT= 61.3 + 17.9 cos(0.5236t)

60

Figura 1.4.10 Temperatura
diana promedio en Athens,
Georgia, I meses después del 15
dejulio (ejemplo 7)
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(1,2)

-4
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0

La periodicidad y el comportamiento oscilatorio de las funciones trigonomé-
tricas las hacen algo diferentes a las funciones polinomiales. Como

sen nir = 0
2

= 0 (16)

para n = 0,1,2,3,. .. , vemos que las ecuaciones trigonométricas sencillas

senx=0 y cosx=0 (17)

tienen una injinidad de soluciones. En contraste, una ecuación polinomial puede
tener solamente un nñmero finito de soluciones.

4 8

Figura 1.4.9 La curva seno
trasladada y 2 = sen(x - 1)

y - 2 =sen(x - 1); esdecir,

y = 2 +sen(x - 1). (15)

Nuestro mundo está ileno de cantidades que oscilan, como las funciones
trigonométricas. Piense en Ia altemancia del dIa y de Ia noche, la repetición sin fin
de las estaciones, el ciclo mensual de la luna, las mareas altas y bajas, el ritmo de
su corazón.

EJEMPLO 7 La figura 1.4.10 muestra el comportamiento de tipo coseno de las
temperaturas en Athens, Georgia. La temperatura promedio T (en °F) en un dIa
meses después del 15 de julio está dada en forma aproximada por

T = 61.3 + 17.9 cos(0.5236t).

-4 -2 0 2 4 6 Figura 1.4.lIy=tanx
x

La figura 1.4.11 muestra Ia gráfica dey = tan x. Las intersecciones con el eje
x corresponden a las ralces del numerador sen x en
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yy=7X

x

Figura 1.4.12 Funciones
exponenciales crecientes y 2

y
y=1Qr

x

Figura 1.4.13 Funciones
exponenciales decrecientesy 3_V

sen x
tanx , (18)

cos x

mientras que las asintotas corresponden a las ralces del denominador cos x.
Observe los "huecos infinitos" en la gráficay = tan x en todos los mii1tip1os enteros
impares de g/2. Liamamos a estos huecos discontinuidades, fenómeno que anali-
zaremos más adelante, en el capItulo 2.

FUNCIONES EXPONENCIALES V LOGARITMICAS

Una funciOn exponencial es una función de Ia forma

f(x) = ax, (19)

donde ]a base a es un nñmero real fijo, una constante. Observe la diferencia entre
una función exponencial y i.ma función potencia. En Ia función potencia x", la
variablex es elevath a una exponente constante; en la función exponencial cf, una
constante se eleva a un exponente variable.

Muchas computadoras y calculadoras programables usan a"x para denotar la
exponencial cf. Si a> 1, entonces Ia grafica dey = ax se parece mucho a las de
Ia figura 1.4.12, que muestray 2 yy = I Ox. La gráfica de una función exponencial
con base a, a >1, crece siempre, de izquierda a derecha. Por tanto, dicha gráfica
no es como la gráfica de un polinomio o de una función trigonométrica. Mientras
más grande sea Ia base a, más rápidamente crecerá la curia y = cf (pam x > 0).
AsI,y = 10' crece más rapido quey = 2.

Si reemplazamos x en Ia ecuación (19) por x, obtenemos la función a_x. Su
gráficay = a_x decrece de izquierda a derecha si a > I. La figura 1.4.13 muestra
las graficas dey = 3_X = 7-X

Mientras las funciones trigonométricas se usan para describir fenómenos
periódicos de flujo y reflujo, las funciones exponenciales se usan pam describir
cantidades naturales que siempre crecen o siempre decrecen.

EJEMPLO 8 Sea P(t) el nümero de roedores después de I meses en cierta
población prolIfica, que se duplica cath mes. Si existen P(0) = 10 roedores
inicialmente, entonces existen

y asi sucesivamente. De este modo, la población de roedores después de t meses
está dada por Ia función exponencial

P(t) = 10 (20)

sit es un entero no negativo. Bajo las condiciones adecuadas, Ia ecuación (20) da
una aproximación precisa de la población de roedores, aunque t no sea un entero.

EJEMPLO 9 Suponga que invierte $5000 en una cuenta de mercado de dinero
que paga 8% anual. Esto significa que la cantidad en la cuenta es multiplicada por
I .08 al final de cada aflo. Sea A(t) Ia cantidad en su cuenta al cabo de t años.
Entonces:

(0,

y=IOX

y=2x

1)

D P(1) = 10 . 2' = 20 roedores después de I mes,

U P(2) = 10 . 22 = 40 roedores después de 2 meses,

U P(3) = 10 . 2 = 80 roedores después de 3 meses,
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Figura 1.4.14 La gráfica del
ejemplo 9

10
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Figura 1.4.15 Las funciones
logaritmo comiin y natural

D A(1) = 5000. 1.08' ($5400) después de I aio,
D A(2) = 5000 1.082 ($5832) después de 2 aios,

D A(3) = 5000 1.08 ($6298.56) después de 3 años,

y asI sucesivamente. En estos términos, después de t años (t un entero no negativo),
Ia cantidad en su cuenta estará dada por Ia fimción exponencial

A(t) = 5000 . 1.08'. (21)

En el caso de una tasa de interés ligeramente menor (cerca de 7.696%) cornpuesta
continua (en vez de anual), esta formula también es válida cuando t noes un entero.
La figura 1.4.14 muestra Ia gráfica A(t) = 5000 1.08', asI como Ia recta horizontal
A = 10,000. En esta gráfica vemos, por ejemplo, que Ia cantidad en Ia cuenta se
dupi ica (a $10,000) después de aproximadamente t =9 afios. PodrIamos aproximar
el "tiempo de duplicación" I de manera más precisa realizando una aproximación
a Ia gráfica cerca de Ia intersecciOn de Ia recta horizontal y la curva creciente.

En analogia con las funciones trigonométricas inversas que tal vez haya
estudiado en trigonometrIa, los logaritmos son "inversos" de las funciones expo-
nenciales. El Jogaritrno en base a del nOmero positivo x es el exponente a la que
hay que elevar a para obtener x. Es decir,

y = logax si a = x. (22)

La tecla [LOG] de la mayor parte de las caiculadoras proporciona ci logaritmo
comin en base 10, log ,v. La tecla [LN] proporciona el logaritmo natural

In x = loge X, (23)

donde e es un nOmero irracional especial:

e = 2.71828182845904523536 . . . . (24)

Usted vera Ia importancia de esta base en el capItuio 7.
La figura 1 .4.15 muestra las gráficas y = In x y y = log10 x. Ambas gráficas

pasan por el ptmto (1, 0) y crecen siempre (aunque de manera lenta) de izquierda
a derecha. Como las funciones exponenciales nunca asumen valores negativos ni
se anulan, los niimeros negativos no están en el dominio de cualquier funciOn
logarItmica, ni tampoco ci cero.

ECUACIONES TRASCENDENTES

Las funciones trigonométricas, exponenciales y logaritmicas se Ilaman comOn-
rnente funciones trascendentes. Como vimos en la ecuación (17) una ecuación que
incluye funciones trascendentes puede tener una infinidad de soluciones. Pero
tambiér' puede tener un rnirnero finito de soluciones: saber cuál de las dos
posibil idades ocurre puede ser dificjl de determinar. Una via es escribir la ecuación
dada en Ia forma

f(x) = g(x), (25)

donde las funcionesf y g se puedan graficar con facilidad. Entonces, las soluciones
de Ia ecuación (25) corresponden a las intersecciones de las dos gráficas y =f(x)
yy=g(x).
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,=x
4y=cosxii

Figura 1.4.16 Resolución de Ia
ecuación x = cos x del ejemplo 10

EJEMPLO 10 El inico punto de intersección de las gráficas y = x y y = cos x
que se muestra en Ia figura 1.4.16, indica que Ia ecuación

x=cosx (26)

solo tiene una soluciOn. Además, la gráfica muestra la inforrnación adicional de
que Ia solución está en el intervalo (0, 1).

EJEMPLO 11 Las gráficas dey = 1x yy = 3 cos x se muestran en la figura
1.4.17. En contraste con el ejemplo 10, existen tres puntos de intersección de las
gráficas. Esto muestra que Ia ecuación

1x=3cosx (27)

tiene una soluciOn negativa y dos soluciones positivas. Se pueden aproximar
mediante acercamientos @or separado) en los tres puntos de intersecciOn.

1.4 Problema.s

En los problemas I a 10, determinef + g, f g yf/g, y dé el
dominio de dejmnición de cada una de eslas nuevasfunciones.

1.f(x) = x + 1, g(x) = x2 + 2x 3

En los

1.4.21.

11.

12.

13.

14.

2

>o

-4

su gr4/Ica,
probleinas 11 a 14, relacione elpolinomio dado

entre las que aparecen en las figuras 1.4.18

f(x) = - 3x + I
f(x) = 1 + 4x -
f(x) = - 5x3 + 13x + 1
f(x) = 2x5 - lOx3 + 6x -

con
a

2. f(x)
= '

g(x)
2x + 1

3. f(x) = V, g(x) = Vx - 2

4. f(x) = Vx + 1, g(x) = V5 - x

5. Vx2 + 1, 4
10

f(x) = g(x)
V4 - x2

x-1 x+1-6. =f(x) , g(x)x-2 x+2
7. f(x) = x, g(x) = sen x
8. f(x) = \r, g(x) = cos x2

-2

>o

-10

9. f(x) = V2 + 1, g(x) = tan x -4 -2 0 2 4 -4 -2 2
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10. f(x) = cos x, g(x) = tan x
Figura 1.4.18 Figura 1.4.19

-5 0 5

x

Figura 1.4.17 Resolución de Ia
ecuación I - x = 3 cos x del ejemplo 11

4
y = 3 cos x

-4

-2 0 2 4
x
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20
-4

4

2

>0
-2

-4

x

Figura 1.4.20 Figura 1.4.2 1

En los pro blemas 15 a 18, relacione lafuncion racionaldada
con su graJlca, en/re las que aparecen en las figuras 1.4.22 a
1.4.25.

15.f(x) = 16.f(x) -(x+1)(x-2) x2-9
1 x

3 x2+1
17. f(x) - 18. f(x) =x2+1 x3-1

-4 -2 0 2 4
x

Figura 1.4.25

En los probleinas 19 a 24, relacione Iafunción dada con su
gráJIca en/re las que aparecen en las 11gw-as 1.4.26 a 1.4.31.

19. f(x) = x3 - 2x2 + 2
21. f(x) = 2 - sen x

1 + cos lOx
23. f(x) =

1 + x2
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20. f(s) = 1 + 2 cos x
22. f(x) = e - 1

24. f(x) = e sen lOx

2

-2

2

>0
-2

N
-2 0

x

Figura 1.4.26

2

x

Figura 1.4.28

2

AAAV1AAA

x3 - 3x + 1 = 0
x3 - 3x + 2 = 0
x3 - 3x + 3 = 0
x4 - 33 + 5x - 4 = 0
x4 - 33 + 5x + 4 = 0
3 cos x = x + 1
3 cos x = x -
x = 5 cos x
x = 7 cos x
in x = cos x (x> 0)
In x = 2 cos x (x > 0)

36.cosx+Inx (x>O)

0.8

0.4

>0
-0.4

-0.8

2

0

r

2

Figura 1.4.27

4

>0
-2

-4

-10 -5

Figura 1.4.29

0
x

5

4

10

Use una calculadora gráJlca (o un programa de graficacion
por computadora) para de/erminar mediante inspección vi-
sual de las graJlcas el námero de soluciones reales de las
ecuaciones en los problemas 25 a 36.
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Figura 1.4.22 Figura 1.4.23 Figura 1.4.30 Figura 1.431
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Figura 1.4.24
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1.4 Proyectos

L5
Una vista preliminar:
Que Cs el cãlculo?
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Estos proyectos necesitan usar una calculadora gráfica o una computadora con un
programa de graficación (como se analizó en los proyectos de la sección .3). Cada
uno pide Ia solución gráfica de una o más ecuaciones mediante el método de
aproximaciones sucesivas. Determine cada solución pedida con una precision
de tres cifras decimales.
1. Determine todas las soluciones reales de las ecuaciones ciibicas

x3 - 3x2 + 1 = 0 (Fig. 1.4.3);
x3 - 3x2 - 2 = 0.

2. Determine todas las soluciones reales de la ecuación de cuarto grado

- 4x2 + x + 1 = 0 (Fig. 1.4.4).

3. (a) Suponga que invierte $5000 en una cuenta que paga un interés compuesto
continuo, con una tasa de interés anual de 7.696%, de modo que la cantidad en
depósito al tiempo t (en años) está dada por

A(t) = 5000 1.08'.

Partiendo de la figura 1.4.14, determine en forma gráfica cuánto tiempo (redon-
deando a dias) tarda en duplicarse Ia inversion inicial de $5000. (b) Si la tasa de
interés fuera de 9.531%, compuesta continua, entonces Ia cantidad que tendrIa en
depósito después de t años seria

A(t) = 5000 . (1.10)'.

Determine en forma gráfica el tiempo que tardarIa Ia inversion en Iriplicarse.
4. Suponga que una poblaciOn está descrita por una función exponencial, como
en el ejemplo 8. (a) Si esta poblaciOn se duplica en seis meses, cuánto tiempo
tarda en triplicarse? (b) Si esta pobiación se tnplica en seis meses, ,cuánto tiempo
tarda en duplicarse?
5. Determine todas las soluciones reales de las ecuaciones
(a)x=cosx (Fig. 1.4.16);
(b)x2 = cos x;
(c)1 x=3cosx (Fig 1.4.17).
6. Determine todas las solucionesposilivas de las ecuaciones
(a)2x = 3 cos x;
(b)2X = 3 cos 4x.

Segurainente usted tiene en mente esta pregunta al iniciar el estudio del cálculo,
que puede constar de varios cursos. Después de nuestro repaso de funciones y
graficas en las secciones 1.1 a 1 .4, podemos dar una vista preliminar de algunos
de los siguientes capitulos, donde se desarrollan los conceptos centrales del
cálculo.

LOS DOS PROBLEMAS FUNDAMENTALES

El cuerpo de Ia técnica de cómputo que constituye "ci cálcuio" gira en tomo de
dos probiernas geornétricos fundamentales que las personas han estudiado desde

Capitulo I / Funciones y gráficas



Figura 1.5.1 La recta tangente L
que toca al circulo en el punto P

>'

4

2

0

-2
-4

Figura 1.5.2 La recta tangente a
laparábolay=x2enelpunto(l, 1)

Figura 1.5.3 ,Cuá1 es la
pendiente de la recta L tangente a
la gráficay =f(x) en el punto
P(x, f(x))?

Inicio

hace más de 2000 años. Cada problema está relacionado con la gráficay f(x) de
una función dada.

El primer pr9blema funthmental es éste: ,Qué entendemos por la recta
tangente a Ia curvy =f(x) en un pl.mto dado? La palabra tangente surge del latIn
tangens, "tocar". Asi, una recta tangente a una curva es aquella que "solo toca"
a Ia curva. Las rectas tangentes a los cIrculos (figura 1.5.1) son bien conocidas por
Ia geometrIa elemental. La uigura 1.5.2 muestra Ia recta tangente a la parabola
y = x2 en el punto (1, 1). En Ia sección 2.1 veremos que esta recta tangente particular
tiene pendiente 2, por lo que su ecuación punto-pendiente es

y-1=2.(x-1); esdecir, y2xl.

Nuestro primer problema es encontrar rectas tangentes en casos más generales.

El problema de Ia tangente Dado un punto P(x,f(x)) sobre la curvay =f(x),
cómo calculamos Ia pendiente de la recta tangente en P (figura 1.5.3)?

Comenzaremos el análisis de este problema en el capItulo 2. Si denotamos
por rn(x) Ia pendiente de Ia recta tangente en P(x,f(x)), entonces m es una nueva
función. Podriamos liamarle de manera informal Ia funcion predictora de pen-
dientes para la curvay =f(x). En cálcu]o, esta funciOn predictora de pendientes es
la derivada de la funcionf En el capItulo 3 aprenderemos a calcular derivadas de
una amplia variedad de funciones, y en los capItulos 3 y 4 veremos numerosas
aplicaciones de las derivadas para la solución de problemas reales. Esto nos da
una introducción a esa parte del cálculo liamath cálculo dferencial.

El problema de Ia tangente es un problema geométrico; asI entonces, es una
cuestión puramente matemática. Pero su respuesta (en la forma de derivadas) es
Ia dave para Ia solución de diversos problemas de aplicaciOn en muchas areas
cientIficas y técnicas. Los ejemplos 1 y 2 le sugerirán las conexiones que son la
dave para el papel fundamental del cálculo en Ia ciencia y Ia tecnologIa.

EJEMPLO 1 Suponga que está manejando un automOvil a lo largo de un camino
largo y recto (figura 1.5.4). Sif(i) denota la distancia (en millas) que ha recorrido
el auto hasta el tiempo t (en horas), entonces la pendiente de la recta tangente a la
curvay =f(t) en el punto (t,f(t)) (figura 1.5.5) es la velocidad (en millas por horn)
del auto en el tiempo t.

DistanciaJtt)
Tiempo I

Figura 1.5.5 La pendiente de Ia recta
Figura 1.5.4 Un automóvil en un tangente en el punto (t,f(t)) es la
camino recto (ejemplo 1) velocidad en el tiempo t (ejemplo 1)
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EJIEMPLO 2 Suponga quef(t) denota el nñmero de personas en los Estados
Unidos que tienen una seria enfermedad en ci instante t (medido en dIas a partir
del inicio del aflo). Entonces, la pendiente de la recta tangente a Ia curvay =f(t)
en el punto (t,f(t))(figura 1.5.6) es la tasa decrecimiento (el nümero de personas
que contraen la enfennedad por dIa) de Ia pobiación infectada en el instante t.

NOTA La verdad de las afirmaciones hechas en estos dos ejempios no tiene que
serle evidente. Para aprender cosas semejantes es que usted estudia el cáicuio!
Regresaremos a los conceptos de velocidad y razón de cambio al principio del
capItulo 3.

y(ft)

Unidades de
piesIa pendiente: i--

Elevación (pies)

J
Carrera (s)

Figura 1.5.7 En este caso, Ia
pendiente tiene las dimensiones de
Ia velocidad (pies/segundo)

y (personas)

Unidades de Ia pendiente: personas/mes

Elevaciön
] (personas)

Carrera (meses)

I (meses)

Figura 1.5.8 En este caso, Ia
pendiente tiene las dimensiones de Ia
razón de cambio de la población.

Aqui nos conformaremos con la observaciôn de que las rectas tangentes en
ambos ejemplos tienen las unidades correctas. En el piano tiempo-distancia del
ejemplo, si medimos ci tiempo t (sobre ci eje horizontal) en segundos y la distancia
y (sobre ci eje vertical) en pies (o metros), entonces la pendiente ("carrera/eleva-
ción") de una lInea recta tiene las dimensiones de pies (o metros) por segundo, las
unidades adecuadas de Ia velocidad (figura 1.5.7). En forma anáioga, en ci piano
ty del ejemplo 2, si medimos el tiempo ten meses yy se mide en personas, entonces
Ia pendiente de una iInea recta tiene las unidades adecuadas de personas por mes
para medir la tasa de crecimiento de Ia pobiación infectada (figura 1.5.8).

El segundo problema fundamental del cálculo es ci probiema del area. Dada
la grãficay =f(x), cuãl es ci area entre la gráfica defy ci eje x, por ejemplo, en
un intervalo?

El problema del area Sif(x) O parax en el intervalo [a, b], cómo caiculamos
ci area A de la region plana que está bajo la curva y =f(x) y sobre este intervalo
(figura 1.5.9)?

Comenzaremos a anal izar Ia respuesta a esta segunda pregunta en ci capItulo
5. En cálcuio, el area A es la integral de la flmciónf Los capItulos 5 y6 se dedican
al cálculo y aplicación de las integrales. Esto nos da una introducción a la otra
parte dcl cálculo que se conoce como cálculo integral.

Como ci problema de Ia tangente, ci probiema del area es una cuestión
puramente matèmática, pero su respuesta (en Ia forma de integralcs) tiene extensas
ramificaciones de importancia práctica. Los ejempios 3 y 4 recuerdan un poco a
los ejemplos I y 2.
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Figura 1.5.9 El probiema del
area



a

e'

rea A

b Tiempo!

Figura 1.5.10 El áreaA debajo
de Ia curva de velocidad es igual a
Ia distancia recorrida durante el
intervalo de tiempo a t b
(ejemplo 3)

a b Tiempo

Fgura 1.5.11 El area A debajo
de la curva de razón de canibio es
igual a! camhio neto de población
desde el instante t = a hasta el
instante t = b (ejemplo 4)
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EJEMPLO 3 Sif(t) denota la velocidad de un automóvil al tiempo t, entonces
el area debajo de Ia curva y =f(t) sobre el intervalo [a, b] es igual a la distancia
recorrida pore! auto entree] instante t = a ye! instante t = b (figura 1.5.10).

EJEMPLO 4 Sif(t) denota Ia razón de cambio de una población infectada en
el instante t, entonces el area debajo de Ia curva y =f(t) sobre el intervalo [a, bJ
es igual al cambio neto de tamaño de esta poblacion entre el instante t = a y el
instante t = b (figura 1.5.11).

Cuando analicemos las integrales en el capitulo 5, vera porque son ciertas las
afirmaciones de los ejemplos 3 y 4.

LA RELACION FUNDAMENTAL

Los ejemplos I y 3 son dos caras de una misma moneda: existe una "relación
inversa" entre Ia distancia recornda y la velocidad de un automóvil en movimien-
to. Los ejemplos 2 y 4 muestran una relación similar entre el tamaño de una
población y su razón de cambio.

Tanto Ia relación distancialvelocidad como la relación tamaño/razón de
cambio ilustradas por los ejemplos 1 a 4 son consecuencias de una relación
profunda y fundamental entre el problema de la tangente y el problema del area.
Esta relación rnás general queda descrita por el teorema fundamental del cálculo,
que analizaremos en Ia sección 5.6. Fue descubierto en 1666 por Isaac Newton, a
Ia edad de 23 años, cuando aiin era un estudiante en Ia universidad de Cambridge.
Unos cuantos afios después, fue descubierta de manera independiente por
Gottfried Wilhelm Leibniz, quien entonces era un diplomático alemán en Paris,
que estudiaba matemáticas en forma privada. Aunque el problema de la tangente
y el problema del area tenIan, ya entonces, cerca de 2000 aflos y que se habian
hecho grandes adelantes en su solución por separado porpredecesores de Newton
y Leibniz, su descubrimiento conjunto de la relación fundamental entre los
problemas del area y de la tangente los hicieron famosos como "inventores del
cálculo".

AsI, el cálculo gira en torno del cómputo y aplicación de las derivadas y las
integrales; es decir, de pendientes de rectas tangentes y areas bajo gráficas. En este
texto, se encontrarán aplicaciones concretas del cálculo a diferentes areas de la
ciencia y Ia tecnologia. La lista siguiente de una docena de estas aplicaciones da
un breve indiclo del extraordinario alcance y poder real del cálculo.

U Suponga que usted fabrica y vende tiendas de campaña. i,Cómo puede fabricar
Ia tienda más grande con una cantidad dada de tela y con ello maximizar sus
ganancias? (sección 3.6)

U Usted arroja a un lago un balOn de corcho que tiene una cuarta parte de la
densidad del agua. A qué profundidad se hundirá? (sección 3.9)

U Un conductor involucrado en un accidente afirma que circulaba a solo 40 km
por hora. Podria determinar de sus cicatrices Ia velocidad real del automOvil
a! momento del accidente? (sección 6.6)

U La gran piramide de Khufu en Gizeh, Egipto, fue construida hace casi 4000
aflos. No existen registros personales de Ia construcción, pero aun asI podemos
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Capitulo I Repaso:

Use esla usia como una gula de los concepios que to! vez
necesite repasar.

Námeros racionales e irracionales
La recta numérica real
Propiedades de las desigualdades
Valor absoluto de un námero real
Propiedades de la función valor absoluto
La desigualdad del triángulo
Intervalos abiertos y cerrados
La definición de función
El dominio de una función
Variables independientes y dependientes
El piano coordenado
El teorema de Pitágoras

calcular el nümero aproximado de trabajadores que intervinieron en su cons-
trucción. (sección 6.6)

Li Si Ia población de Ia tierra contináa su crecimiento con la tasa actual,
cuándo habrá lugar solamente parados? (seccion 7.5)

Li Las fábricas que contaminan el lago Erie son obligadas a cesar el vaciado de
desechos en el lago de manera inmediata. j.Cuánto tiempo tardarán los
procesos naturales en restaurar el lago hasta un nivel aceptable de pureza?
(sección 7.6)

Li En 1845, el demógrafo belga Verhuist utilizó el cálculo para predecir con
precision el crecimiento de poblacion de los Estados Unidos (con un error del
1%) hasta el siglo XX, mucho después de su muerte. ,Cómo? (seccion 9.5)

Li Suponga que gana en Ia loterla y decide utilizar parte del premio pam
adqiiirir una "anualidad a perpetuidad" que le pagará a usted y sus herederos
(y a los de éstos, ad infinitum) $10,000 por afio. ,CuáI es el preciojusto que
debe cargar una compañIa de seguros portal anualidad? (sección 9.8)

Li Que explica el hecho de que un reportero bien situado puede escuchar una
conversación en voz baja entre dos diplomáticos que se encuentran
a una distancia de 16 metros en la Whispering Gallery (Galerla de los
susurros) del Senado de los Estados Unidos, aunque esta conversación sea
inaudible para las demás personas del mismo cuarto? (sección 10.5)

Li Suponga que Pablo y Maria arrojan en forma alternada un dad3 de 6 caras,
no cargado, hasta que alguien gana la apuesta obteniendo el primer "6".
Cuál es Ia ventaja del que tira primero? (sección 11 .3)

Li Cómo puede viajar un submarino en Ia obscuridad debajo de una capa de
hielo polar, manteniendo un registro exacto de su posición sin estar en
contacto por radio con el resto del mundo? (sección 12.4)

Li Suponga que su club está organizando una carrera de autos sin motorpara el
derby anual en una colina. Usted puede elegir entre ruedas sólidas, ruedas de
bicicleta con rayos delgados e incluso ruedas sólidas esféricas (como balines
gigantes). i,Podria aplicar el cálculo para determinar (sin experimentos que
representen una pérdida de tiempo) cuál de ellas hace que el auto se desplace
más rápido? (sección 15.5)

DEFIMCIONES, CONCEPTOS, RESULTADOS

La formula de La distancia
La formula para el punto medio
La pendiente de una linea recta
La ecuación punto-pendiente de una recta
La ecuación pendiente-ordenada a] origen de una recta
La relación entre las pendientes de rectas paralelas
La relaciOn entre las pendientes de rectas perpendiculares
La gráfica de una ecuaciOn
La gráfica de una función
Ecuaciones y traslaciones de circulos
Parábolas y gráficas de funciones cuadrOticas
Diferencias cualitativas entre las grãticas de los polino-

mios, las funciones racionales, trigonométricas, exponencia-
les y logaritmicas
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CapItulo I Problemas diversos

En losproblemas I a 10, determine el dominio de definición
de lafunción con lafórmula dada.

I
Coniente: I amperes

1. f(x) = - 4 2. f(x) = 2 - x

3. f(x) = x2 - 9
4. f(x)

5.f(x) = (1 + \rx)3 6.f(x) =

x2 + 1

x+ 1
- 2x

Figura 1.PD.1 El circuito eléctrico sencillo del
problema 13

El periodo T (en segundos) de un péndulo simple de
longitud L (en pies) está dado por T= 2ir'JLi. Si 3 <L <4,
/,cuál es el rango posible de valores de 17

Exprese el volumen Vde un cubo como una función del
area total S de su superficie.

La altura de cierto cilindro circular recto es igual a su
radio. Exprese el area total de su superlicie (incluyendo ambos
extremos) como una función de su volumen V.

CapItulo 1 / Problemas diversos

Exprese el area A de un triángulo equilátero como una
función de su perimetro P.

Una pieza de alambre de 100 pulgadas de largo se corta
en dos partes de longitudes x y 100 - x. La primera parte se
dobla con Ia forma de un cuadrado, y la segunda con Ia forma
de un cIrculo. Exprese Ia suma de las areas del cuadrado y el
circulo como una función de x.

En los problemas 19 a 24, escriba una ecuaciónpara Ia Ilnea
recta L descrita.

Lpasapor(-3,5)y(1, 13).
L pasa por (4, -1) y tiene pendiente -3.
L tiene pendiente 1/2 yy ordenada al origen -5.
L pasa por (2, -3) y es paralela a Ia recta con ecuación

3x-2y=4.
L pasa por (-3, 7) y es perpendicular a Ia recta con

ecuacióny-2x= 10.
L es Ia mediatriz del segmento que une (1, -5) con (3, -1).

Trace las graJlcas de las ecuaciones yfunciones dadcis en los
problemas 25 a 34.

2x - = 7 26. x - l = I
27. x2 + y2 = 2x 28. x2 + y2 = - 6x + 3

y = 2x2 - 4x - I

y = 4x - 31. f(x)
1

x+5
1

32. f(x)
= - x2

34.f(x) = -31

33.f(x) = Ix -31

+ Ix + 21

para ntmeros reales arbitrarios a, b y c.
Escriba a = (a - b) + b para deducir por medio de Ia

desigualdad del triãngulo que

al - bI labI
para mimeros reales arbitrarios a y b.

Resuelva la desigualdad x2 - x - 6 > 0. [Sugerencia:
Concluyade Ia factorizaciónx2-x-6 = (x-3)(x + 2) que las
cantidades (x - 3) y (x + 2) son ambas positivas o ambas
negativas. Considere los dos casos por separado para concluir
que el conjunto solución es (_oo, -2) U (3, +oo).]

47

=- Bateria: Resistencia: 35. Aplique Ia desigualdad del triángulo dos veces para
E volts R ohms mostrar que

a + b + cl al + bl + Id

7. f(x) = V2 - 3x 8. f(x) =
V9 - x2

9. f(x) = (x - 2)(4 - x)
10.f(x) = V(x - 2)(4 - x)

De acuerdo con Ia ley de Boyle, Ia presiónp (libras/pul-
gada cuadrada) y volumen V (pulgada cübica) de cierto gas
satisfacen Ia condiciónpV 800. Cuál es el rango de valores
posibles de p, dado que 100 V 200?

La relación entre la temperatura Fahrenheit F y Ia tempe-
ratura Celsius C está dada por

F = 32 + C.

Si Ia temperatura de cierto dia varia de un mInimo de 70°F a
un máximo de 90°F, ,cuál es el rango de temperatura en
grados Celsius?

Un circuito eléctrico contiene una baterIa que proporcio-
na E volts en serie con uria resistencia de R ohms (figura
1 .PD. 1). Entonces, Ia corriente de I amperes que fluye en
el circuito satisface la ley de Ohm, E = JR. Si E = 100 y
25 <R <50, cuál es el rango de valores posibles de 1?



Use el método del pro blema 3 7para resolver las desigua Ida-
des de los pro blemas 38 a 40.

38. x2 - 3x + 2 <0
39. x2 - 2x - 8 > 0
40. 2x 15 - x2

Los re.stantes pro blemas necesitan una calculadora adecua-
da o una computadora. En los problemas 41 a 46, use el
método de tabulación repetida o el método de aproximacio-
nes sucesivas (o ambos)para determinar las dos ralces (con
una precision de tres cfras decimales; es decir, con tres
dIgitos correctos o correctamente redondeados a Ia derecha
del pun to decimal) de Ia ecuación algebra ica dada. Usted
debe verJIcar su trabajo con la ayuda de lafórmula cuadrá-
tica y una calculadora ordinaria.

46. 9x2+74x 156=0

En los problemas 47 a 52, aplique el método de tabulaciOn
rep etida o el método de aproximaciones sucesivas (o ambos)
para determinar el punto mOs bajo de la parabola dada.
Ustedpuede ver/Icar su trabajo completando el cuadrado.

47. y x2 - 5x + 7
48. y = 3x2 - lOx + 11
49. y = 4x2 - 14x + 11
50. y = 5x2 + 24x + 35

51. y = 8x + 33x + 35
52.y9x2+74x+ 156
53. La figura l.PD.2 muestra un retrato de 10 por 7 ceritIme-
tros, con un marco de ancho x en Ia parte superior e inferior,
y de ancho 2x en cada lado. El area de la orilla es 20 cm2.
Use Ia tabulación repetida o las aproximaciones sucesivas
para determinarx.

1x
10cm

Figura 1.PD.2 El retrato enmarcado del problema 53

Un catálogo de ventas por correo exhibe un mantel de 60
por 35 pulgadas que encoge 7% en su area cuando se le lava
por primera vez. La descripción también implica que Ia Ion-
gitud y ancho decrecen por la misma cantidad x. Use Ia
tabulación numérica o los métodos de aproximación para
encontrar x.

Determine enforina grafica el nimero de soluciones reales
de cada una de las etuaciones en los pro blemas 55 a 60.

x3 - 7x + 3 = 0
56.x4-3x2+4x-5=O
57. sen x = x3 - 3x + 1 58. cos x = x4 - x
59. cos x = log x 60. 10 = Jog x

7 cm

41. x2 - 5x - 7 = 0
42. 32 - lOx - 11 0

43. 4x2 - 14x + 11 = 0
44. 5x2 + 24x - 35 = 0
45. 8x2 + 33x - 36 = 0

48 Capitulo 1 / Funciones y gráficas



Preludio a! cálculo

U El moderno lenguaje de progra-
macion de computadoras Ada re-
cibe ese nombre en honor a Ada
Byron, hija del poeta ingles Lord
Byron. Su interés en Ia ciencia y
las matemáticas le permitió estu-
diar, alrededor del año 1840 la
máquina de diferencias, una cal-
culadora inecánica de engranes
construic a por el maternático
Charles Babbage para calcular ta-
bIas de valores de funciones. En
aquel entonces, él diseñaba su m-
quina anal itica más avanzada, una
complicada máquina de cálculo
muy adelantada a su tiempo, si la
hubiera terminado. En 1843, Ada
Byron escribió una serie de ensa-
yos breves explicando la opera-
ción planeada de la máquina
anailtica y sus principjos matemá-
ticos fundarnentales. IncluyO an
prototipo de "programa d corn-
ptitacin" para ilustrar Ia fonna en

que los cálculos eran "programa-
dos" con anterioridad, usando un
conjunto de tarjetas perforadas pam
especificar sus instrucciones.

La máquina de diferencias

U El cálculo ha sido llamado "el
instrumento para calcular por ex-
celencia." Pero en nuestra época,
el estudio y aplicación del cálculo
ha sido reformado por las computa-
doras electrónicas. En este libro ilus-
tramos los conceptos del cálculo por
medio de resultados gráficos, nu-
méricos y sirnbólicos generados
por computadora. En el capItulo 2
utilizamos la tecnologIa de cOrn-
puto en forma sisternática para &
estudio de los lImites.

U Casi exactamente an siglo des-
pués de la muerte de Ada Byron,
el primer compilador moderno, pa-

ra Ia traducción de programas de
lenguaje humano a instruccio-
nes de lenguaje de máquina, fue
desarrollado por Grace Murray
Hopper. Como maternática y ofi-
cial de la marina de los Estados
Unidos, Hopper habIa trabaj ado
con las primeras computadoras
electrónicas modemas desarrolla-
das durante e inmediatamente
después de Ia Segunda Guerra
Mi.mdial. En 1967 fue Ilamada de
nuevo al servicio activo para unir
esfuerzos y estandarizar el len-
guaje de computaciOn COBOL
para la marina. En 1985, a Ia edad
de 79, fue nombrada contraalmi-
rante. En 1986 se retiró, como la
oficial en servicio de más edad, en
una ceremonia a bordo del U.S.S.
Constitution, el navio en servicio
de más antiguedad en Ia marina.

CAPITULO

2



2.1
Rectas tangentes y la
derivada: un primer
vistazo

Vimos al final de la sección 1.3 que ciertos problemas de aplicación implican la
pregunta de lo que significa la recta tangente L en un punto P de una curva general
y = f(x). Aqui veremos que esta pregunta nos Ileva a la introducción de una nueva
función ilamada la derivada def A su vez, la derivada in-iplica el nuevo concepto
del Ilinite de una función. Nuestro uso de los Ilmites será intuitivo e informal. De
hecho, el propósito principal de esta sección es proporcionar la base y la motivación
pam el tratamiento de los lImites en las secciones posteriores del capItulo 2.
Comenzaremos un estudio detallado de las derivadas en el capItulo 3.

Para comenzar nuestro estudio de las rectas tangentes, debemos primero definir
Ia recta tangente L en un punto arbitrario P de una curva y = f(x). Nuestra idea
intuitiva es ésta: la recta tangente L debe ser la linea recta que pasa a través de P y que
tiene la misma dirección que la curva en P. Ya que la dirección de una recta queda
determinada por su pendiente, nuestro plan para definir la recta tangente equivale a
encontrar una "formula de predicción de la pendiente", que dará la pendiente apro-
piada de la recta tangente. En el ejemplo 1 se ilustra este método en el caso de una de
las curvas más sencillas, la parabola con ecuaciOny = x2.

EJEMPLO 1 Determine la pendiente de Ia recta tangente L a la parábolay =
enelpuntoP(a, a2).

Solución La figura 2.1.1 muestra ]a parábolay = x2 y un punto tIpico P(a, a2)
en ella. La figura muestra también una estimación visual de la dirección de larecta
tangente deseada L en P. Debemos encontrar la pendiente de L.

No podernos calcular inmediatamente la pendiente de L, ya que conocemos
solamente las coordenadas de un punto P(a, a2) en la rectaL. Por ello, comenzamos
con otra recta cuya pendientepodeinos calcular. La figura 2.1.2 muestra la recta
secante K que pasa por el punto P y el punto cercano Q(b, b2) de Ia parábolay = x2.
Escribamos

h = = b - a
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Figura 2.1.2 La recta secanteKpasa por los dos
Figura 2.1.1 La recta tangente en P debe tener Ia puntos P y Q, los cuales podemos usar para determinar
misma dirección que Ia curva tiene en P (ejemplo 1) su pendiente (ejemplo 1)



Figura 2.1.3 Cuando h '0, Q
tiende a P y K se mueve hasta
coincidir con Ia recta tangente L
(ejemplo 1)

como la diferencia de las abscisas de los puntos P y Q. (La notación & es tan
antigua como el propio cálculo, pero significa lo mismo que hace 300 años: un
incremento, o cambio, en el valor de x. Como analizamos en la sección 1.2 cuando
presentamos el concepto de pendiente de una recta, & no es el producto de y x
sino que debe pensarse como un solo sImbolo, como h.) Entonces las coordenadas
de Q están dadas por las formulas

b=a+h=a+Lx y b2=(a+h)2=(a+&)2.
Por tanto, la diferencia entre las ordenadas de P y Q es

= b2 - a2 = (a + h)2 - a2.

Puesto que Q P, podemos usar la definiciOn de pendiente pam calcular la
pendiente de la recta secante K que pasa por P y Q. Denotamos esta pendiente
mediante la notación de función m(h), ya que la pendiente m es una función de h:
Si cambia el valor de h, cambia la recta K y entonces cambia su pendiente.
Entonces,

zyb2a2(a+h)2a22ah+h2
(1)m(h) =

1x ba (a+h)a h

Como h es distinto de cero, podemos cancelarlo en laültima fracciOn. AsI, tenemos
que

m(h)=2a+h. (2)

Ahora imagine lo que sucede si se mueve el punto Q cada vez más cerca del
punto P. (Esta situación corresponde a hacer tender h a cero.) La recta K sigue

pasando por P y Q, pero pivotea airededor del punto fijo P. Cuando h tiende a
cero, la recta secante K se acerca hasta coincidir con la recta tangente L. Este
fenómeno es sugerido en la figura 2.1.3, que muestra Ia recta secante K como casi
indistinguible de Ia recta tangente L.

Por definiciOn, Ia recta tangente L debe encontrarse en laposición ilmile de
Ia recta secante K. Para ver precisamente lo que esto significa, examine lo que
sucede a Ia pendiente de K cuando ésta pivotea hasta coincidir con L:

Cuando h tiende a cero,

Q tiende a F, y entonces
K tiende a L; mientras que,
Ia pendiente de K tiende a Ia pendiente de L.

Pero encontramos en la ecuación (2) que la pendiente de la recta secante K es

rn(h) = 2a + h.

Si pensamos en valores de h que se acerquen cada vez más a cero (como h = 0.01,

h = 0.0001 y h = 0.000001), entonces es claro, por Ia tabla de la figura 2.1.4, que

in(h) = 2a + h tiende a 2a a! tender h a cero.

Por tanto, debemos definir a Ia recta tangente L como la linea recta que pasa por
P y que tiene pendiente

m = 2a.

En esta circunstancia, decimos que in = 2a es el lImite de n:(h) cuando h tiende a
cero, y escribimos

h 2a+h
0..l 2a + 0.1
0.01 2a + 0.01
0.001 2a + 0.001

0 2a

Figura 2.1.4 Cuando h tiende a m = lim m(h) = urn (2a + h) = 2a. (3)
cero, 2a + h tiende a 2a h-O

(ejemplo 1)
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Figura 2.1.5 Cuando h -, 0,
Q - P, y Ia peridiente de K
tiende a Ia pendiente de Ia recta
tangente L

La frase h - 0 se lee "h tiende a cero". Una alternativa para la forma en la ecuación
es

+ h 2a cuando h - 0.

El resultado m = 2a de Ia ecuación (3) es an "predictor de la pendiente" para
las rectas tangentes a Ia parábolay =x2. Puede usarlo para escribir la ecuación de
la recta tangente de la parabola y = x2 en cualquier punto deseado (a, a2) de la
parabola.

EJEMPLO 2 Para determinar la ecuación de la recta tangente a la parabola y = x2
en el punto (3, 9), sea a = 3 en la ecuación (3). Vemos que la pendiente de la recta
tangente es m = 6. La ecuación punto pendiente de Ia recta tangente es entonces

y - 9 = 6(x - 3);
su forma pendienteordenada al origen esy = 6x 9.

El caso general y =f(x) es an poco más complicado que el caso especialy = x2.

Suponga quey =f(x) y que deseamos determinar lapendiente de Ia recta tangente
L a su gráfica en el punto (a,f(a)). Como se muestra en la figura 2.1.5, seaK la
recta secante que pasa por el punto P(a,f(a)) y an punto cercano Q(a + h,f(a + h))
en Ia gráfica. La pendiente de esta recta secante K es el cociente de diferencias o
cociente de Fermat

m(h)
f(a + h) - f(a) (parah0). (4)

h

Ahora hacemos que Q se aproxime a P a lo largo de la grafica def haciendo h
tender a cero. Suponga que m(h) tiende al mimero m cuando h tiende a cero.
Entonces Ia recta tangente L a Ia curva y = fx) en el punto P(a, f(a)) es, por
definición, Ia recta que pasa por P con pendiente m.

Para describir el hecho de que ni(h) tiende a m cuando h tiende a cero,
Ilarnarnos a in el lImite de in(1) cuando h tiende a cero, y escribimos

m = urn m(h) = urn
f(a + h) - f(a) ()h-.O h-.O h

La pendiente in de Ia ecuaciôn (5) depende de la función f y del nümero a.
Indicamos esto al escrbir

f(a + h) - f(a)m = f'(a) = lim
h-.O h

(6)
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Figura 2.1.6 La pendiente de la
recta tangente en (x, f(x)) esf'(x)

4

3

2

0

-1

1.4

1.2

0.8

0.6

Figura 2.1.7
y =x2 y su recta tangente en
P( 1,1)

Figura 2.1.8 Primera
ampliación

En la ecuación (6),f' (Se lee "fprima") es unafunción con variable independiente
a. Para regresar a! simbolo estándar x para la variable independiente, simplemen-
te reemplazamos a porx. (No suponemos nada del valor particular de a, porlo que
no cambiamos nada Si escribimos x en vez de a.) AsI, obtenemos la definición
de Ia nueva funcionf':

08
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Figura 2.1.9 Segunda
ampliación

f(x + h) f(x)J'(x)=lim h
I, -* 0

1.04

1.02

> I

0.98

0.96

Figura 2.1.10 Puede ver
Ia diferencia?

(7)

Esta nueva función f' está definida para todos los valores de x pam los cuales
existe el lirriite en la ecuación (7). Comof' se "deriva" def,f' se llama la derivada
de Ia función original f y el proceso de calcular la formula para f' se llama
derivación def

El análisis que nos llevó a Ia ecuación (7) nos muestra que la derivada def
tiene la siguiente interpretaciôn geométrica:

La pendiente de Ia recta tangente a la grafica de la curvay =f(x) en el punto
(x,f(x)) esf'(x).
Esta interpretación se ilustra en la figura 2.1.6.

La relaciOn entre la curva y su recta tangente es tal que si nos "acercamos" al
punto de tangencia, las ampliaciones sucesivas muestran cada vez menos diferen-
cia entre la curva y la recta tangente. Este fenómeno se ilustra en las figuras 2.1.7
a 2.1.10.
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EJEMPLO 3 Al reemplazar a por x en la ecuación (3), vemos que la pendien-
te de la recta tangente a la parábolay = x2 en el punto (x, x2) es m = 2x. En ellen-
guaje de derivadas,

SiRx) =x2, entoncesf'(x) = (8)

Lo importante es la idea de lo que expresa una formula como la ecuación (8), no
el uso de una notación particular. AsI, una consecuencia inmediata de la ecuación
(8) es que si g(1) = 12, entonces g '(1) = 2t. En resumen, la derivada de la "función
cuadrática" es la "función de duplicación". En cualquier caso, la ecuación (8)
implica que la pendiente de la recta tangente ala parábolay = x2 en el punto (1, 1) es

f'(1)=2. 1=2,
y Ia pendiente de la recta tangente en el punto (-2, 4) es

f'(-2)=2.(-2)= 4.

Pam determinar Ia derivada de una función dadaf la definición

f'(x) = lim f(x + h) - f(x)
h-O h

en Ia ecuación (7) nos pide realizar los cuatro pasos siguientes:

Escribir Ia definición def'(x).

Sustituir en esta definición la formula de la función dadaf

Hacer las sustituciones algebraicas hasta que pueda lievarse a cabo el paso 4.

Determinar el valor del lImite cuando h -' 0.

Recuerde que x puede pensarse como constante en todo este cálculo, h es la
variable de este proceso de cuatro pasos.

EJEMPLO 4 La derivada de Ia funciOn

f(x) 3x + 2

debe ser la función constantef'(x) = 3, ya quey = 3x + 2 es la ecuaciOn de la linea
recta de pendiente m = 3 y la recta debe ser su propia recta tangente en cada punto.
Para verificar este razonamiento usando el proceso de cuatro pasos que se acaba
de dar, encontramos que

f(x + h) - f(x)
f'(x) = lim

h-.O h

[3(x+h)+2][3x+2]urn
h-O h

3h
= lim = lim 3 = 3.

h-.O h h-.O

Por tanto,

f'(x) 3

(una función constante). Concluimos en el paso final que el ilmite es 3, ya que la
constante 3 no cambia cuando h - 0.
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Figura 2.1.11 La recta normal
Ndesde el punto (3, 0) al
punto (ç, c) en Ia parabola
y = A2

y
Recta normai,
pendiente: 1/f' (c)

y=f(x)
P(c, f(c))

Recta tangente
pendiente:f' (c)

x

Figura 2.1.12 La recta tangente
y Ia recta normal a una curva en
Un punto

Sección 2.1 / Rectas tangentes y Ia derivada: un primer vistazo

El sImbolo urn ,, -. indica una operación por realizarse, asI que debemos
escribirla hasta el paso final, cuando se realiza Ia operación de tomar el ilmite.

Con cálculos como los de los ejemplos I y 4, es igual de fácil determinar, de
una vez por todas, la derivada de imafunción cuadrática arbitrariaf(x) = ax2 + bx

+ c (donde a,b y c son constantes).

De,nostraciôn El proceso de cuatro pasos para aplicar la definición de la
derivada implica

f(x+h)f(x)
f'(x) = lim

h-O h

[a(x+h)2+b(x+h)+c][ax2+bx+c]hm
h-O h

2axh + bh + ah2
urn - urn (2ax + b + ah).
h-.O h h-O

Asj, tenemos que

f'(x) = 2ax + b,

ya que el valor de ah tiende a cero cuando h 0. U

En términos geométricos, este teorema nos dice que la formula de predicción
de la pendiente para las curvas de Ia forma y = ax2 + bx + c es

m2ax+b. (10)

(3,0) RECTAS NORMALES

Cómo encontrarIa el punto P(c, c2) de la parabola y = x2 más cercano al punto
(3, 0)? Intuitivamente, el segmento de recta Ncon extremos (3,0) y (c, c2) debe ser
perpendicular, o nornwl, ala gráfica en (c, c2) (figura 2.1.11). Esto garantiza una
definición precisa: la recta Nque pasa por el punto Pen la curvay =f(x) es normal
a la curia en P si N es perpendicular a la recta tangente en P, como en la figura
2.1.12. Por el teorema 2 de la sección 1.2, la pendiente de N es 1/f'(c) sif'(c) 0.

Asj, con la ayuda de la ecuación (10), usted puede escribir ecuaciones de rectas
normales en los puntos de las curvas cuadráticas tan fácilmente como escribe las
ecuaciones de las rectas tangentes.

COMENTARIO Ahora que tenemos disponible la fOrmula de la derivada en la
ecuaciOn (9), podernos aplicarla en forma inmediata a funciones cuadráticas
especIficas, en vez de seguir los pasos en Ia demostración del teorema. Por
ejemplo, si

f(x) = 2x2 - 3x + 5,
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Si f(x) = ax2 + bx + c, entonces

f'(x) = 2ax + b (9)



Figura 2.1.13 El corral de los
animales

EL PROBLEMA DEL CORRAL DE LOS ANIMALES TERMINADO En conclusion,
aplicamos la derivada para seguir desarroliando nuestro análisis del probiema del
corral de los animales de Ia sección 1.1. En el ejemplo 6 de dicha secciOn, vimos
que ci area del corral (véase Ia figura 2.1.13) está dada como una funciOn de la

Punto máximo longitud de su base x por
(5'135Rectatangente A(x) = (30x - x2) = x2 + 18x, 0 x 30. (11)

Nuestro problema es determinar el valor máximo de A(x) para x en el intervalo
cerrado [0, 30].

Aceptemos como algo intuitivamente obvio (en ci capItuio 3 daremos una
demostraciôn rigurosa) el hecho de que ci valor máximo de A(x) aparece en un
punto donde Ia recta tangente a ia gráfica de y = A(x) es horizontal, como se muestra
en la figura 2.1.14. Entonces podemos aplicar el resultado de la derivaciOn de
funciones cuadráticas [ecuación (9)] para determinar este punto máximo. La
pendiente de Ia recta tangente en cualquier punto arbitrario (x, A(x)) está dada por

m = A'(x) = 2x + 18 = x + 18.
Figura 2.1.14 La gráfica de
yA(x), 0x30

entonces se puede escribir en forma inmediata

f'(x) 22x - 3 = 4x - 3.
EJEMPLO 5 Escriba las ecuaciones de la recta tangente y la recta normal a la
parábolay =f(x) = 2x2 - 3x + 5 en el punto P(i, 10).

Solución Usamos Ia derivada recién calculada. La pendiente de ia recta tangente
en (-1, 10) es

f'(l) - 4(-1) - 3 = 7.
Por lo tanto, Ia ecuación puntopendiente de Ia recta tangente pedida es

y - 10 = 7(x + 1).
La recta normal tiene pendiente m = i/(--7), por lo que su ecuación punto
pendiente es

y - 10 = (x + 1).

EJEMPLO 6 Derive la funciOn

x+ 1
Solución Debemos establecer una formula para la derivada de f por lo que

x

debemos ilevar a cabo los cuatro pasos de Ia deflnición de la derivada. Obtenemos

f'(x) = urn
f(x + h) - f(x)

= lim
i( 1 1

h-.0 h h-.Ohx+h+1 x+1
1((x+I)(x+h+1) . 1 h

(x+h+ I)(x+) ) h(x+h+ 1)(x+ 1)
$5

y $5 $5 y

1
iim
h-.O (x + h + i)(x + 1)

Es evidente que urn,,.0 (x + h + 1) = x + 1. For lo tanto, obtenemos al fin la derivada
def(x),

1f'(x) -$1
(x + 1)2x Pared
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Figura 2.1.15 Una calculadora
preparada para calcular

(x + li)2 - x2
h

Figura 2.1.16 Aproximación de
f'(2)

Nos preguntamos cuando m = 0 y vemos que esto sucede cuando

x + 18 = 0,
y entonces x 15. De acuerdo con el resultado obtenido por los métodos
algebraicos en la sección 1.3, encontramos que el area maxima posible del
corral es

A(15) = (3015 - 152) = 135 (pies2).

ESTUDIO NUMERICO DE LAS DERIVADAS

Sup onga que tiene una fun cionfy un valor numérico especIfico de x. Puede usar
una calculadora para estudiar el valor

f'(x) = f(x + h) - f(x)

de Ia derivada defcalculando los valores

f(x + h) - f(x)
m(x, h) - h

(13)

del "cociente h en x" con valores cada vez más pequeflos de h. La figura 2.1.15
muestra una calculadora TI preparada para calcular la ecuación (13) conf(x)
como se indica en la figura 2.1.16. La figura 2.1.17 muestra una calculadora HP
preparada para definir el mismo cociente; la evaluación de la expresión 'M(2,
0.001) / produce el valor m(2, 0.00 1) = 4.00 1. De esta forma, obtenemos la tabla
que se muestra en la figura 2.1.18, que corrobora el hecho de quef'(2) = 4.

Sección 2. 1 I Rectas tangentes y Ia derivada: un primer vistazo

Figura 2.1.17 Una calculadora prepa-

f(x + h) - f(x)
rada para calcular

h

Figura 2.1.18 Estudio numérico del
lImite en Ia ecuación (12) con
f(x) = x2, x = 2

(12)

2.1 Problemas / /

4. f(x) = I - 2x
6. f(x) = 7 - 3x
8. f(x) = 5 - 3x - x2

10. f(x) = 3x(5 - x)
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h m(2, h)

0.1 4.1
0.01 4.01
0.001 4.001

0 4

En los probleinas 1 a 14, aplique lafórmulapara la deriva-
don de lasfunciones cuadrOticas [ecuaciOn (9)] para escribir

3. f(x) = x2

Ia derivadaf'(x) de lafunciOn dadaf 5. f(x) = 4x - 5
7. f(x) = 2x2 - 3x + 4

1. f(x) = 5 2. f(x) = x 9. f(x) = 2x(x + 3)



11. f(s) = 2x
(x)2

12. f(x) = 4 - (3x + 2)2

f(x) = (2x + 1)2 - 4x
f(s) = (2x + 3)2 - (2x 3)2

En los problemas 15 a 20, encuentre lospuntos de las curvas
y =f(x) donde ía recta tangente es horizontal.

y = 10 - 16. y = lOx -
17. y = x2 - 2x + 1 18. y = x2 + x - 2

19. y =
(x)2

20. y = x(100 - x)

Aplique Ia definición de Ia derivada, es decir, siga el
proceso de los cuatro pasos de esta sección, para de-
ierminarf'(x) para lasfunciones de los problemas 21
a 32. Después escriba una ecuación para Ia ilnea recta
tangente a Ia gráfica de Ia curva y = f(x) en el punto
(2, f(2)).

21. f(x) = 3x - 1 22. f(x) x2 - x - 2
23.f(x) = 2x2 - 3x + 5 24.f(x) = 70x - x2
25. f(x) = (x - 1)2 26. f(x) = x3

27. f(x) =! 28. f(x) =

29. f(s) = - 30. f(s) = x2 +

31. f(s)
2 x

32. f(x) =s-i x-1
En los problemos 33 a 43, use la ecuación (9) para
encontrar la derivada de una función cuadrálica si es
necesario. En los problemas 33 a 35, escriba las ecua-
cionespara Ia recta tangenteypara Ia recta normal a
la curvay =f(x) en el punto P.

y = x; P(-2, 4)
y = 5- x - 2x2; P(-1,4)
y = 2x2 + 3x - 5; P(2, 9)

Demuestre que la recta tangente a la parábolay = x2 en el
punto (x0, y) interseca ci eje x en ci punto (xj2, 0). Véase Ia
figura 2.1.19.

Figura 2.1.19 La parabola y Ia recta tangente del
problema 36

Si se Ianza una pelota hacia arriba con una velocidad
inicial de 96 pies/segundo, entonces su altura t segundos
después es y(t) = 961 - 16t2 pies. Determine Ia altura
maxima que aicanza Ia pelota encontrando ci tiempo
cuandoy '(1) = 0.

Determine el area maxima posible del rectángulo con
perImetro 100 descrito en ci probiema 50 de la sección 1.1.

Determine el valor máximo posibie del producto de dos
nümeros positivos cuya suma es 50.

Suponga que tm proyectil es lanzado con un ángulo de
450 desde Ia horizontal. Su posición inicial es el origen en el
piano xy y su velocidad inicial es iooff pies/segundo
(figura 2.1 .20). Entonces su trayectoria será la parte de Ia
parabola y = x - (x/25)2 para Ia cual y 0. (a) 4Qué tan lejos
viaja ci proyectii (horizontalmente) antes de goipear en Ia
tierra? (b) 6Cuál es Ia altura maxima que ci proyectil alcanza
por arriba de Ia tierra?

Figura 2.1.20 La trayectoria del proyectil del problema 40

41. Una de las dos rectas que pasan por ci punto (3,0) tangentes
a Ia parabola y = x2 es ci eje x. Determine ima ecnación pam la
otra recta. [Sugerencia: Determine primero ci valor del niirnem
a que se muestra enla figura2.1.21.]

Figura 2.1.21 Las dos rectas tangentes a la parabola dcl
problema 41

Escriba las ecuaciones para las dos rectas que pasan
por el punto (2, 5) y son tangentes a Ia parabola y = 4x -x2.
[Sugerencia: Trace una figura como Ia 2.1.21.]

Con los ejemplos 4 y 5 tratamos de responder, pero no
respondimos, la pregunta de cómo localizar ci punto en la
gráficay = x2 más cercano al punto (3, 0). Ahora es tiempo

58 Capitulo 2 / Preludio al cálculo



para que usted encuentre ese punto. [Sugerencia: Trace una
figura como la 2.1.21. La ecuación cübica obtenida tiene una
solución aparente por inspección].

En los problem as 44 a 50, use una calculadora (como en el
estudio numérico de las derivadas at final de esta sección)
para estudiar el valor def' en el námero a.

2.1 Proyecto

x

Figura 2.1.22 Puntos a ambos
ladosdeP

2.2
El concepto de ilmite

Sección 2.2 / El concepto de lImite

44.f(x) x2; a = 1 45.f(x) = x3; a = 2
46. f(x) x3; a = - 1 47. f(x) V; a = 1
48. f(x) = ; a = 4 49. f(x) =!; a = 1

50. f(x) a

Los siguientes problemas son motivados por las figuras 2.1.7 a 2.1.10, las cuales
ilustran el hecho de que una curva y su recta tangente son virtualmente indistin-
guibles con un five! lo bastante alto de acercamiento. Ellos requieren una utilerIa
gráfica (calculadora o computadora) con una capacidad de trazo que le permita
mover el indicador (cursor) y leer las coordenadas xy de puntos seleccionados en
una gráfica. Por ejemplo, con algurias calculadoras gráficas TI, usted puede
presionar simplemente Ia tecla {TRACE) y después mover el cursor por la gráfica. Con
algunos programas de graficación por computadora, las coordenadas xy de la posición
actual del cursor se despliegan automáticamente en la parte inferior de Ia pantalla.

Cada problema tiene una curva y = fix) y un punto P(a, J(a)) en donde
aproxime Ia pendientef'(a) de su recta tangente gráficamente. Haga un acerca-
miento a P (acercándolo a! menos seis veces) hasta que la gráficay f(x) se yea
(en la ventana de vision resultante) precisamente como una lInea recta. En cada
acercamiento, registre las coordenadas (x1, y,) y (x2, Y2) de dos puntos localizados
a ambos lados de P (como en la figura 2.1.22). Entonces sea

Y2 - YJm/
LX X2-X

la pendiente aproximada que resulta en el k ésimo acercamiento. Es claro a cuál
valor tienden las pendientes m1, m2, m3,. . .? [En cada caso, f'(a) debe ser un entero
o un mOltiplo entero de 1/2, 1/4 o 1/8.]

f(x) = x2, P = P(-2, 4); f'(-2) = ?
f(x) = , P = P(1, 1); f'(l) = ?

f(x) = i, P = P(2, ); [(2) = ?

f(x) = , P = P(-4, ); f'(-4) ?

5.f(x) = V2 - 9,P = P(5,4); f'(5) = ?

En Ia sección 2.1 definimos la denvadaf'(a) de la funcionfen el nOmero a como

f(a + h) - f(a)f'(a) = lim (1)
h-O h
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Figura 2.2.1 La derivada puede
defmirse de esta forma:

f'(a)
f(a)
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aO.5 a a+O.5

Figura 2.2.2 Una vecindad
perforada de a: en este caso, el
intervalo abierto (a - 0.5, a + 0.5),
con el punto a eliminado. Asi
esta vecindad perforacla de a
consta de dos intervalos abiertos
(aOS, a)y(a,a + 0.5).

La grafica que motiva esta definición se repite en la figura 2.2.1, con a + h
reetiquetada como x (de modo que h = x - a). Vemos que x tiende a a cuando h
tiende a cero, por lo que podemos reescribir Ia ecuación (1) como

f'(a) = lim
f(a)

(2)

AsI, el cálculo def'(a) equivale a determinar el lImite, cuando x tiende a a, de la
función

G(x)
f(a)

(3)

Como preparación para derivar funciones más complicadas que las que
podrIamos derivar en la sección 2.1, analizaremos el significado de Ia proposición

jim F(x)=L (4)

Esto se lee "el limite de F(x) cuando x tiende a a es L". A veces escribiremos Ia
ecuación (4) en Ia forma abreviada

F(x) -, L cuando x - a.

La función F no tiene que estar definida en a para que podamos analizar el
ilmite de F en a. No importa su valor ni la posibilidad de que no tenga un valor
asignado en a. Solo pedimos que F esté definida en alguna vecindad perforada
de a: un conjunto obtenido al eliminar el punto a de algñn intervalo abierto que
contenga a a. Por ejemplo, serla suficiente que F esté definida en los intervalos
abiertos (a 0.5, a) y (a, a + 0.5) (véase figura 2.2.2), aunque no esté definida en
el propio punto a. Esta es exactamente Ia situación pam Ia furición de la ecuaciOn
(3), que está definida exceplo en a (donde el denominador se anula).

La siguiente proposición reformula la ecuación (4) en un lenguaje intuitivo.

Idea del Ilmite
Decimos que el nümero L es el Ilmile de F(x) cuando x tiende a a siempre
que podamos hacer que el nuimero F(x) se acerque a L tanto corno
queramos, escogiendo simplemente x suficientemente cerca, aunque no
igual al nOmero a.

Lo que esto significa, intuitivamente, es que F(x) tiende a estar cada vez más
cerca de L cuando x se acerca cada vez más a a. Una vez que decidimos qué tan
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Figura 2.2.3 Interpretación
gráfIca del concepto de limite

cerca de L queremos que esté F(x), es necesario que F(x) esté cerca deL pam toda
x suficientemente cercana @ero no igual) a a.

La figura 2.2.3 muestra una interpretación gráfica del concepto de ilmite.
Cuando x tiende a a (desde cualquier lado), ci purito (x,f(x)) en la gráfica y =f(x)
debe aproximarse al punto (a, L).

En esta sección exploraremos la idea del limite, principalmente a través del
estudio de ejemplos especIficos. Al final de esta sección presentamos una formu-
lación precisa de Ia definición de lImite.

EJEMPLO 1 Evalñe urn x2.

Análisis Llamamos a esto un análisis y no una solución. La razón es que la
técnica que se usa aqui es ütii pam obtener información preliminar acerca del
posibie valor de un lImite. Esta técnica puede reforzar nuestra estimación intuitiva
del posible valor de un Ilmite, pero no constituye una demostración rigurosa.

Formamos una tabia de valores de x2, usando valores de x que tienden a a = 2.
Esta tabla se muestra en Ia figura 2.2.4. Usamos regularmente valores cambiantes
de x, lo que hace que ci comportamiento exhibido en la tabla sea más fácil de
comprender. Usamos valores de x que se pueden expresar fácilmente en el sistema
decimal por la misma razón.

Figura 2.2.4 ,Qué le sucede ax2
al tenderx a 2 (ejemplo 1)?

Observe que consideramos, en colurnnas separadas, valores de x que tienden
por la izquierda (con valores de x menores que 2) asI como valores de x que tien-
den a 2 por ia derecha (con valores dcx mayores que 2).

Ahora examine Ia tabla, lea las colunmas x hacia abajo, ya que hacia abajo
es la dirección de ia tabla pam las "aproximaciones", y yea lo que sucede con los
valores correspondientes de x2. Aunque la figura 2.2.4 usa ünicamente algu-
nos valores particulares de x, proporciona una evidencia de que

lim x2 = 4.
x-2

IMPORTANTE Observe que no sustiluimos el valor x 2 en lafunción F(x) = x2
para obtener el valor 4 del lImite. Aunque esta sustitución produce la respuesta
coriecta en este caso particular, en muchos lImites produce una respuesta inco-
rrecta o ninguna respuesta. (Véanse los ejempios 4 a 6, y entre otros, los problemas
9, lOy5l.)

EJEMPLO 2 Evah'ie urn
X - 1

x-3X + 2

x x2 x

1.9 3.6100 2.1 4.4100
1.99 3.9601 2.01 4.0401
1.999 3.9960 2.001 4.0040
1.9999 3.9996 2.0001 4.0004
1.99999 4.0000 2.00001 4.0000

I I I I
2 4 2 4
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1.

3 0.4

Figura 2.2.5 Investigando el
Ilmite del ejemplo 2

Figura 2.2.8 La gráfica de

= (ejemplo5)xl
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Análisis Una estimación natural es que el valor del lImite sea simplemente
2/5 = 0.4. Los datos de la figura 2.2.5 refuerzan esta suposición. Si experimenta
con otros valores de x que tienden a 3, los resultados reforzarán esta suposicion
de que el lImite es 0.4.

EJIEMPLO 3 Evalñe urn \/x2 + 9.

Análisis La evidencia de Ia figura 2.2.6 sugiere ciertamente que

urn Vx2 + 9 5.
x- -4

Vx + 25 - 5EJEMPLO 4 Eva1ie lim
x-.O X

Análisis En este caso, no podemos hacer una estimación preliminar sustituyendo
x = 0, ya que la fracción no tiene sentido si x = 0. Pero Ia figura 2.2.7 indica que

Vx+25-5
urn = 0.1.

x

EJEMPLO 5 Analice lirn F(x) , Si

F(x) =
=

Figura 2.2.6 El comportamiento de Figura 2.2.7 Datos numéricos para el
Vx2 + 9 como x - -4 (Ejemplo 3) ejemplo 4

Los análisis numéricos de los ejemplos 2 a! 4 están incompletos, ya que cada
una de las tablas asociadas muestran valores de la funciôn F(x) solamente de un
lado del punto x = a. Pero para que urn x-a F(x) = L, es necesario que F(x) se
aproxime a L de ambos lados; es decir, que x se aproxime a a por Ia izquierday
se aproxime a a por la derecha. Si F(x) tiende a valores diferentes cuando x tiende
a a por diferentes lados, entonces urn -. a F(x) no existe. En la sección 2.3
analizamos los limites laterales con más detalle.

5jX > 0;
Six < 0.

Solución De Ia gráf'ica de F que se muestra en Ia figura 2.2.8, parece que
F(x) -, 1 cuando x -' 0 por Ia derecha y que F(x) -' -1 cuando x -' 0 por la
izquierda. En particular, existen valores positivos para x tan cercanos a cero como
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x (Valores

x- 1
x+2

redondeados)

3.1 0.41 176
3.01 0.40120
3.001 0.400 12
3.0001 0.40001
3.0000 1 0.40000
3.000001 0.40000

Vx2 + 9
x (Valores redondeados)

+ 25 - 5
x

x (Valores redondeados)
-4.1
-4.01
-4,001
-4.0001
-4.0000 1
-4.000001
-4.0000001

5.080354
5.008004
5.000800
5.000080
5.000008
5.00000 1
5.000000

10
1

0.1
0.01
0.001
0.0001

0.09161
0.09902
0.09990
0.09999
0.10000
0.10000

'I,

-4 5
0 0.1

y

+1



x

Figura 2.2.9 La gralica de Ia
función F del ejemplo 6

queramos tales que F (x) = I y valores negativos de x igualmente cercanos a cero
tales que F(x) = 1. En consecuencia, no podemos lograr que F(x) se acerque tanto
como queramos a un solo valor de L eligiendo simplemente x lo suficiente cerca
decero.Porlotanto, . xurn - no existe.

o lxi

En el ejemplo 6, el valor obtenido al sustituir x = a en F(x) para
determinar limx.aF(x) es incorrecto.

EJEMPLO 6 Evahe lim F(x) donde

SiX

= Si x = 0.

La gráfica de F aparece en la figura 2.2.9.

Solución El hecho de que F(x) = I para cada valor de x en cualquier vecindad
perforada de cero implica que

lim F(x) = 1.

Pero observe que el valor del lirnite en x = 0 no es igual al valor de Ia función en
ese punto F (0) = 0.

Los análisis como en los ejemplos 1 a 4 proporcionan un sentimiento intuitivo
de los lIrnites y sugieren por lo general el valor correcto de un lImite. Pero la
mayoria de los cálculos de Ilmite no se basan en Sugerentes (e imprecisas)
estimaciones numéricas ni en directas (pero dificiles) aplicaciones de la definición
de lImite, En cambio, estos cálculos se realizan más fácil y naturalmente con la
ayuda de las propiedades de los lI,nites que darernos a continuación. Estas
"propiedades" son en realidad teoremas, cuyas dernostraciones (basadas en la
definición precisa del Ilmite) se incluyen en el apéndice B.

LAS PROPIEDADES DE LOS LIMITES
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Propiedad de Ia constante
Si F(x) C, donde C es una constante [entonces F(x) es una función
constante], entonces

lim F(x)=limC=C. (5)
I -. 0

Propiedad de Ia suma
Si ambos lIrnites

urn F(x)=L y urn G(x)=M
x*a X- a

existen, entonces

urn [F(x)±G(x)]=lim F(x)±lim G(x) =L±M. (6)

1-40 0-jO x*a
(El Ilmite de una surna es Ia suma de los Ilmites; el lirnite de una diferencia
es Ia diferencia de los lImites.)
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Propiedad del prod ucto
Si arnbos limites

urn F(x)=L y urn G(x)=M
.1 -4 a x -t a

existen, entonces

urn [F (x) G (x)J = [urn F (x)
vta [a_ta

[urn G(x)1=LM.
[x*a j

(El lImite de un producto es el pmducto de los lImites.)

(7)

Propiedad del ociente
Si ambos Ilmites

urn F(x)=L y urn G(x)=M
X-*a I-ta

existeny si 0, entonces
lim F(x)

- F(x) a_ta L
urn = =

G(x) urn G(x) M
x -4 a

(El lIrnite de un cociente es el cociente de los lImites, siempre y cuando
el Ii mite del denominador no se anule.)

(8)

Propiedad de Ia raIz
Si n es un entero positivo y si a > 0 para valores pares de n, entonces

urn = (9)

El caso n = 1 de Ia propiedad de la raIz es obvia:

limx=a. (10)

Los ejemplos 7 y 8 muestran ]a forrna en que las propiedades de los lIrnites
pueden usarse para evaluar Ilmites de polinornios y funciones racionales.

EJEMPLO 7

urn (x2 + 2x + 4) = lim x2 + lim 2x + lirn 4
x-v3 x-*3 x-v3

= (lim x + 2(lim 2 + urn 4
\x-.3 / \x-.3 / xv3

= 32 + 23 + 4 = 19.

EJEMPLO 8

lim
x-*3X2+2X+4 lim(x2+2x+4)

23+5- 32 + 2.3 + 4 -

2x + 5 lim(2x + 5)
xv3
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NOTA En los ejemplos 7 y 8, aplicamos en forma sistemática las propiedades de
los ilmites hasta que pudimos sustituir simplemente 3 en urn x-3 x como paso final.
Para determinar el lImite de un cociente de polinomios, debernos verificar antes
del paso final que el lImite del denominador no se anule. Si el lImite del denomi-
nador es cero,puede ocurrir que el lImite no exista.

1
EJEMPLO 9 Analice urn

x-.i (x - 1)
Solución Puesto que lijn (x - 1)2 = 0, no podemos aplicar la propiedad del
cociente. Incluso podemos hacer 1/(x - 1)2 arbitrariarnente grande si elegimos x
suficientemente cerca de 1. Por eso, l/(x - 1)2 no puede aproximarse a cualquier
nilrnero (finito) L cuando x tiende a 1. Por tanto, en este ejemplo no existe el lImite.
Puede ver Ia razón geométrica si examina la gráfica dey = 1/(x - 1)2 en la figura
2.2.10. Cuando x tiende a 1, el punto correspondiente en Ia curva debe salir de la
franja indicada entre las dos rectas horizontales y= L - c yy = L + e que encierran
al Ilmite propuestoL; porlo tanto, no puede tender al punto (1,L).

x+2 4=hrnx-.2X+3 5

Podemos cancelar el factor x 2, ya que no se anula: x si evaluamos el lImite
cuando x tiende a 2.

SUSTITUCION DE L1MITES

Reconsiderernos el limite del ejemplo 3. Quisiérarnos escribir

- 4
EJEMPLO 10 Analice lim

x-2X2 + X - 6

Solución No podemos aplicar en forma inmediata Ia propiedad del cociente
(como lo hicimos en el ejemplo 8) ya que el denominador tiende a cero cuando x
tiende a 2. Si el nurnerador tendiera a algén nümero distinto de cero cuando x -' 2,
entonces el lImite no existirla (como en el ejemplo 9). Pero aqui el numerador
iie,ide a cero, por lo que existe la posibilidad de que un factor del numerador se
cancele con un factor del denominador, y asI se elimine el problema del denomi-
nador nub. De hecho,

x2-4
lim 2 hm
x-2X +x-6 x-.2

(x - 2)(x + 2)
(x - 2)(x + 3)

urn Vx2 + 9 = + 9)
x- -4

_V(_4)2+9=V25=5 (11)

/,Pero podemos simplemente "mover el Ilmite dentro del radical" en la ecuación
(11)? Para analizar esta pregunta, escribirnos

y g(x)x2+9.
Entonces Ia función que aparece en Ia ecuación (11) es unafunción de unafunción:

f(g(x)) = Vg(x) = Vx2 + 9.
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Figura 2.2.10 La gráfica de

y= (x
(ejemplo 9)



(La expresión del lado izquierdo en esta ecuación se lee "fde g de x".) Por tanto,
nuestra pregunta es Si es cierto o no

hmf(g(x)) = f(limg(x)).

La siguiente propiedad del limite responde esta pregunta en sentido afirrnativo, si
Ia "función exterior"fcuniple cierta condición; si esto sucede, entonces el lImite
de la combinacionf(g(x)) cuando x - a se puede encontrar sustituyendo en la
funciónfe] Ilmite de g(x) cuando x - a.

AsI, la condición bajo Ia cual se cumple la ecuación (12) es que el lImite de
Ia función exterior f no sotamente exista en x = L, sino que también sea igual al
valor "esperado" def, a saber,f(L). En particular, como

lirn(x2+9)=25 y x-.25'
esta condiciôn se satisface en Ia ecuación (11). Por to tanto, los cálculos son
válidos.

En esta sección usaremos iinicamente el siguiente caso particular de Ia
propiedad de sustitución. Sif(x) = x"1', donde n es un entero positivo, ta ecuación
(12) toma la fonna

g(x) = n thng(x), (13)

bajo Ia hipótesis de que el Ilmite deg(x) existe cuandox -, a (yes positivo sines
par). Si g(x) = x", donde m es un entero positivo, Ia ecuación (13) imptica

Xm/n = a", (14)

con la condición de que a > 0 si n es par. Las ecuaciones (13) y (14) se pueden
considerar como propiedades de Ia raIz generatizada. El ejempto 11 ilustra el uso
de estos casos particulares de Ia propiedad de sustitución.

EJEMPLO 11
/3 1/3

Lm
(3x3/2 + 20x) = (urn (3X3/2 + 2Ox)) (usando Ia ecuaciónIx 4

\l/3 (13)]

= I urn 3x312 + Jim 2o\[ 1 [usando ta propiedad
I de Ia suma]

/3 [usando Ia ecuación= [3.43/2 + 20w]. (14)]

= (24 + 40)1I3 = 64 = 4.
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Propiedad de sustitución
Suponga que

tim g (x) = L y que lim f(x) =f(L).
x-.L

Entonces
tim f(g (x)) = f('lim g (x) = f(L). (12)

)



Nuestro análisis de los lImites comenzó con la derivada. Si escribimos la
definición de la derivada como

f'(a) = lm I f(a)

entonces el limite que aparece en ella es similar a los ejemplos anteriores donde x
está cambiando mientras otros nümeros (como a) permanecen fijos. Pero si h =
x a y usamos la definición def' en la forma

f'(x) = urn
f(x + h) f(x)

h-.O h

entonces x juega el papel de una conslante y h es la variable que tiende a cero.
El ejemplo 12 ilustra un manejo algebraico que se usa con frecuencia para

"preparar" las funciones antes de evaluar los limites. Esto se puede aplicar cuando
las raIces están presentes y se asemejan al cálculo simple

1 1\/V VV v+V+
3-2

EJEMPLO 12 Derive f(x) =

Solución

Vx+hfx
f (x) = lim . (15)

h

Para preparar la fracción y evaluar el lImite, primero multiplicamos el numerador
y el denominador por el conjugado ) x + h + '[it del numerador:

Vx+h Vx+h+
f'(x) = lim

h-O h Vx+h+V
(x + h) x

urn

h(Vx + h +

= urn
h-'O + h + V1

AsI,

f'(x)
=

(16)

(En el ñltimo paso usamos las propiedades del cociente, de la suma y de la raIz;
no solo la sustituciOn de 0 en vez de h.)

Observe que si igualarnos los lados derechos de las ecuaciones (15) y (16) y
x = 25, obtenemos el lImite del ejemplo 4:

V25+h-5
urn

h 10
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LA DEFINICION DEL LIMITE

Pocas personas comprenden completamente el concepto de ilmite de manera
rápida o fácil. De hecho, ci significado preciso de la proposición "F(x) tiende a L
cuando x tiende a a" fue debatido vigorosamente (y a veces de forma aspera) por
cientos de años, hasta finales del siglo diecinueve. Fue entonces que el matemático
alemán Karl Weierstrass (1815-1897) formuló finalmente la definición rigurosa
del lImite aceptada en la actualidad.

Definición del Ilmite
El nimero L es el lImite de F(x) cuando x tiende a a siempre que, dado
cualquier nñmero e> 0, exista un námero S > 0 tal que

F(x)LI<e

para toda x tal que

S

La figura 2.2.11 ilustra esta definición. Los puntos de Ia gráfica de y = F(x)
que satisfacen Ia desigualdad F (x) - L < E son aqueilos puritoS que se
encuentran entre las dos rectas horizontales y = L - e yy = L + e. Los puntos en
esta gráfica que satisfacen Ia desigualdad x - a <S son aquellos puntos que se
encuentran entre las dos rectas verticales x = a - S y x = a + S En consecuencia,
Ia definición implica que lim0 F(a) L si y solo si es verdadero lo siguiente:

Suponga que están dadas las dos rectas horizontalesy = L y y= L + c(con
E> 0). Entonces es posible elegir dos rectas verticales x = a - S y x = a + S
(con S > 0) con la Siguiente propiedad: Cada punto de Ia grafica de y =
F(x) (con x a) que se encuentre entre las dos rectas verticales también debe
estar entre las dos rectas horizontales.

La figura 2.2.11 sugiere que silas dos rectas horizontales están más juntas,
también lo estarán las dos rectas verticales. Esto es lo que significa pam nosotros
"hacer que F(x) esté más cerca de L al hacer que x esté más cerca de a."

Figura 2.2.11 ilustraciOn geornétrica
de Ia deliniciOn del Jimite

68 Capitulo 2 I Preludio a] cálculo



2.2 Problemas

En los problemas 1 a 30, use las propiedades de los
Ilmiles de esta secciónpara evaluar aquellos Ilmites que
existan.

1. lim(3x + 7x - 12) 2. lim(4x2 - x + 5)

3. urn (2x - x5) 4. urn (x2 - 2)

(x-1)7 x+1
5. urn 6. urn

x-'3 (2x 5)4 i x2 - x - 2
x+l t2+2t-5

7. urn
2

8. timx - x - 2 r-.2 - 2t

11
t2_9

9. urn 10. urn
'-'3 t 3 y-3y -3

12. jim
/t+8

,-.-4 - t211. jim (x2 - 1)3/2

13. jim
z2/3

z-i z -

+ 4 - 2
15. jim

x

En algunos casos en que urn F(x) = L, F(x) no se acerca rápidamente a L
cuando x se acerca rápidarnente a a. Esta situación es perfectamente permisible,
como puede apreciarse examinando cuidadosamente la definición de lImite o
estudiando Ia figura 2.2.11.

14. jim /3t + 4t - 5

1 1

2+h 2
16. jim

#-.o h

1 1

V9+h 3 (x-2)2
17. jim 18. urn

h .,-'2 x4 - 16
19. lim1 - xI 20. jim 3x - 2

x-4 3-Vi
21 tim 22 urn

- 2 9 - x
x2 + x - 2 4x2 - 1

23 tim 24 urn.Ix2_4x+3 -.-I/24x2+8X+3
- 16 /2x2 + 2x + 4\3

25. jim 26 tim5\ 6x-3 )

27. urn V(x - 2)2 28. jim (x + 1)6

29. jim
3/x+2 Vi+x-Vi-x

30. jim
-.-2 'V (x - 2)2 x

31. urn x2 32. urn x3
3f33. lim v x 34. urn v x

35. jim V11 36. urn

37. urn V52 + 25 38. urn */x2 - 33

x.+2 . x-139 jim 40. jim- 1 -'-2X + 2

En los problemas 41 a 46, use el método del ejemplo
12, si es adecuado, para determinar la derivadaf'(x)
def(x).

41.f(x) = 42.f(x)
1

2x + 3

43.f(x) 44.f(x) = V3x + 1

2x + 1

45. f(x)
X

46. f(x)
1

x+1
Aplique Ia propiedad del producto pam demostrar

que tim a si n es un entero positivo.
Suponga que p(x) = b,,x' + . . . + b + b0 es un

polinomio. Demuestre que tim p(x) =p(a).
Sea f(x) = [xli Ia función máximo entero. Para

cuáles vatores de a existe et tImite tim x-*af(X)?
Sea r(x) = p(x)/q(x), donde p(x) y q(x) son polinomios.

Suponga quep(a) y que q(a) = 0. Demuestre que urn
r(x) no existe. [Sugerencia: Considere lim.q(x)r(x).]

Seag(x)= 1 + [x] + [-xl. Muestre que el Ilmite deg(x)
cuando x -'3 no se puede obtener at sustituir 3 en x en. Ia
formula para g.

Sea h(x) = x -(0.01 )[1 OOx]. Muestre que h(x) -' 0 cuan-
do x -'0 pero que h(x) no tiende a cero "rápidamente" cuando
x -' 0. Primero interprete lo que significa Ia frase "tiende
rápidamente".

Repita el problema 52 con

h(x)
1/x]l

Use una calculadora para analizar nuniéricamente
(como en los ejemplos 1 a 4) los ilmites en losproblemas
31 a 40.
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2.2 Proyecto

Figura 2.2.12 Programa de
TI-81 para analizar urn f(x)

70

Vx + 25 - 5
x

SI, SI,

0 0.1

Figura 2.2.13 Análisis de

Vx+25-5
urn

x

El objetivo de este proyecto es el uso sistemático de una calculadora o computa-
dora para el análisis nurnérico de los limites. Suponga que queremos analizar el
valor del ilmite (si es que existe)

f(x)

de una función dadafen x a. Debemos comenzar con un incremento fijo h y
después calcular (de la manera más eficiente posible) los valores defen los puntos

h h h..............
que tienden al nñmero a cuando n aumenta. La figura 2.2.12 muestra un programa
sencillo de Ia calculadora TI para este propósito.

Para analizar un limite cuando x -, 0, debemos considerar a = 0 y h = 1 y
después calcular el valor numericof(x) en los puntos

0.2, 0.04, 0.008.....(0.2) .....
que tienden a cero cuando crece n. Por ejemplo, con la funciónf(x) = ("I x + 25 -
5)! x del ejemplo 4, obtenemos los datos que se muestran en Ia figura 2.2.13.
Estos resultados numéricos sugieren que

\/x+25-5
lirn
x-.o X 10

Algunos sistemas de cómputo tienen "directivas en lInea" para Ia tabulación
de funciones que se pueden usar para constniir tablas como la de la figura 2.2.13.
La tab]a de Ia figura 2.2.14 enumera las instrucciones en varios sistemas comunes
para tabular valores numéricos def(a + hIS').

Analice los valores numéricos (y Ia existencia) de los lImites dados en los
problemas I a 10. Deberá usar diferentes valores de h (positivos y negativos) en
cada problema.

CapItulo 2 / Preludio al cálcuk'

x (Valores redondeados)

0.2 0.09980
0.04 0.09996
0.008 0.09999
0.0016 0. 10000
0.00032 0.10000
0.000064 0.10000

Pasos del programa Comentarios

Prgml : LIMIT Nombre del programa
:Disp "A"
Input A Vaiorlimite de entradaa dex

Incremento inicial h = 1
Valor inicial del contador n = 0

Lhl 1 Etiqueta para iniciar el ciclo
H/5-4H Se divide h entre 5

:A+H-*X Seax=a+h
Disp x Desplegar el nuevo valor de x
Disp yi Desplegar el nuevo valor def(x)

Incrementar el contador
Pause Oprimir ENTER para continuar
If N<8 Sin < 8 se regresa al ciclo

:Goto 1
End En caso contrario, detenerse



2.3
Mãs acerca de los
Ilmites

Figura 2.2.14 Instrucciones para la tabulación de valores def(a + hIS")

(1+x)2-1 . x-1
1. Jim 2. lim

x-O X x- X - 1

+ 9 - 3 - 8
3. Jim 4. urn

x-O X x-4 x - 4

6.lim5 Jim7
1 1) x213-4

-.o'\x+5 5 x-.8 x-8
senx 2x_1

7. Jim 8. Jim
x-O X x-'O X

lox_i 1'\x
+ -I9. Jim 10 Jim 1xO X xo( xJ

Pam analizar los lImites de las funciones trigonométricas, comenzaremos con Ia
figura 2.3.J, que muestra un ángulo Ocon vértice en eJ origen, su Jado inicial a Jo
largo del eje positivox y su lado terminal de modo que interseque aJ cIrcuJo unitario
en el punto P. Por definición de las flinciones seno y coseno, las coorden&las de
P son P(cos sen 0). De Ia geometrIa vemos que, cuando 0, el punto P(cos 0,
sen 0) tiende a] punto R( 1,0). Por lo tanto, cos 9' J y sen 0'O cuando Ot Una
imagen similar da el mismo resultado cuando 0* 0, por lo que

limcosB = 1 y limsenO = 0. (J)
o_* 0 O- 0

La ecuación (J) dice simplemente que los ilmites de las funciones cos 0 y sen 0
cuando 0' 0 son iguales a sus valores en 0=0: cos 0 = I y sen 0 = 0.

El limite deJ cociente (sen 0)! Ocuando 0' 0 juega un papeJ especiaJ en el
cálculo de las funciones trigonométricas: Es esencial pam el cálculo de las
derivadas de las funciones seno y coseno. Observe que los valores del cociente
(sen 0)10 no están definidos cuando 0 0. (,Por qué no?) Pero una calculadora

Figura 2.3.1 Un ángulo 0

BASIC FOR n=l to 8 :
PRINT a+h/5An, f(a+h/5An)

: NEXT

Derive [VECTOR(a+h/5 A fl, 1, 8), VECTOR(f(a+h/5 A n), n, 1, 8)] -

Maple for n from 1 to 8 do print (a+h/5An,f(a+h/5An)) od

Maihematica MatrixForm[ Table[ (a+h/5An,f[a+h/5An]}, {n,1,8}

(X)PLORE table( f(a+h/5An), n = 1 to n = 8)
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±1.0
±0.5
±0.1
±0.05
±0.0 1
±0.005
± 0.001

'I,

0

0
sen 0

8

0. 84 147
0.95885
0.99833
0.99958
0.99998
1.00000
1.00000

'I,

Figura 2.3.2 Los datos
numéricos sugieren que

sen8
urn = 1.0-0 0

x

Figura 2.3.3

sen x
y= parax0

x

configurada en modo de radianes nos da la evidencia numénca de la figura 2.3.2.
Esta tabla sugiere fuertemente que el ilmite (sen 0)! Oes I cuando 0. Esta
conclusion es apoyada por La gráfica de y = (sen x)/x que se muestra en Ia figura
2.3.3, donde parece que el punto (x, y) en la curva está cerca de (0, 1) cuando x
está cerca de cero. Al final de esta secciOn daremos una demostraciOn geométrica
del siguiente resultado.

Teorema 1 El Ilmite Irigonornétrico básico

senxlim = 1
x-.O X

(2)

Como en los ejemplos I y 2, podemos reducir muchos otros lImites trigono-
métricos at teorema 1.

EJEMPLO 1 Muestre que

Solución Multiplicamos el nwnerador y el denominador de la ecuación (3) por
el conjugado 1 + cos x del numerador I - cos x. Después aplicamos la identidad
fundamental 1 - cos2x = sen2x. Esto da

1 - cos x I - cos x I + cos x sen2x
tim = urn urnx-0 x x 1 + cos x x(1 + Cos x)

/ . senxV senx 0
I lirn II urn I = 1 . = 0.\-o X / \x-.0 1 + COs x/ I + 1

En el i1timo paso, usamos todos los limites de las ecuaciones (1) y (2).

tan3xEJEMPLO 2 Evaláe tim
-.0 X

Solución

tan 3x . tan 3x\
x0 x (x0 3x )
tim =3 tim

- 3 tim senO "
0

3 tim 0)(iim
0

1cosx
lim
-.0 X

(. tan0
3t lim

\o-.o 0

cos 0

(0 = 3x)

/ senO
I pues tan 0 =

cos0

(por ta propiedad del
producto de los tImites)

= 31. = 3.

Usamos ei hecho tan 9 = (sen 0)/(cos 0), asI como algunos timites de las ecuacio-
nes(I) y (2).

El ejempto 3 es una advertencia: Los resultados de los análisis numéricos
pueden conducir a probtemas, a menos que se interpreten con cuidado.
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Figura 2.3.4 Cree usted que

IT
urn sen - = 0 (ejemplo 3)?v.O X

-1 -0.5 0 0.5
x

Figura 2.3.5 La gráfica de
y = sen(2r/x) muestra una
infinidad de oscilaciones cuando
x - 0 (ejemplo 3)

Figura 2.3.6 Verifique las
entradas de Ia segunda columna
(ejemplo 3)
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EJEMPLO 3 Los datos numéricos de Ia tabla de la figura 2.3.4 sugieren que el
ilmite

IT
urn sen--o x

tiene valor cero. Pero en la gráfica dey = sen(7r/x) (pam x 0), que aparece en la
figura 2.3.5, se muestra que el valor de sen(7r/x) oscila un nümero infinito de veces
entre +1 y 1 cuando x tiende a cero. De hecho, esto es consecuencia de Ia
periodicidad de la función seno, pues 2r/x aumenta sin cota cuando x -, 0. De aquI
que, sen(Jr/x) no puede tender a cero (o a cualquier otro nürnero) cuando x - 0.
Por tanto, el ilmite en (4) no e.xiste.

Podernos explicar estos resultados (que eventualmente nos llevarIan a conclu-
siones falsas) tabulados en la figura 2.3.4 como sigue: Cada valor dex que aparece
en la tabla es de la forma 1/n, el recIproco de un entero. Por tanto,

IT ITsensen =sennlT=0
x 1/n

para todo entero no negativo n. Pero con una selección diferente de "valores de
prueba" de x, habrIamos obtenido los resultados de la figura 3.2.6, que sugieren
en forma inmediata la no existencia del Ilmite en (4).

LA LEY DEL SANDWICH PARA LIMITES

Una i'iltirna propiedad necesaria de los lImites es Ia ley del sandwich. Esta se
relaciona con el hecho de que Ia obtención de ilmites preserva las desigualdades
entre las funciones.

(4)

Ley del sandwich
Suponga quef(x) g(x) h(x) para todo x en alguna vecindad perforada
de a y que

lim f(x) = L = urn h (x).
x,a

Entonces
im g(x) = L.

asI como

La figura 2.3.7 muestra la forma y la razón del funcionarniento de la ley del
sandwich y el porqué de su nombre. La idea es que g(x) está atrapado entref(x) y
h(x) cerca de a;f (x) y h (x) tienden al mismo lirnite L, por lo que también g(x)
debe tender a L.

Figura 2.3.7 El funcionamiento de Ia ley
del sandwich
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ITsen-x

2 +1
2 1
2

iai +1
2

io
2

loot +1
2 1

x
'ifsen -
x

0
0.5 0
0.1 0
0.05 0
0.01 0
0.005 0
0.00 1 0



2
y=j'
..

y = x-sen(1/x)'>,0

14
-0.2

-0.2 -0.1

2

Figura 2.3.8 La gráfica de

g(x) = x sen para x
(ejemplo 4)

x

1

Figura 2.3.10 De nuevo, Ia
gráfica de f(x) =

Ix(

EJEMPLO 4 Las figuras 2.3.8 y 2.3.9 muestran dos vistas de Ia gráfica de la
función g definida para x como

g(x) = xsen.

Como en elejemplo 3, sen(1/x) oscila una infinidad de veces entre +1 y 1 cuando
x -' 0. Por tanto g(x) oscila una infinidad de veces entre los valores +x y x.
Como sen(1/x) I ipara toda x 0,

Ix xsen+xI
paratodax0.Además, ±x '0cuandox'0,por1oquesif(x)=xI y
h(x) = + x I, Ia icy del sandwich para ilmites implica que

En ci ejemplo 5 de ia sección 2.2 anaiizamos la función

f(x)
= --j =

SiX> 0;
six <0.

PREGUNTA Z,Por qué ci lImite de ia ecuación (5) no es consecuencia de la
propiedad dci producto de los iImites, conf(x) = x y g (x) = sen(1/x) (problema
66)?

LIMITES LATERALES

La gráfica dey =f(x) aparece en ia figura 2.3.10. Argumentamos que ci lImite de
f(x) = xl x cuando x '0 no existe, puesJ(x) tiende a +1 cuando x tiende a cero
por ia derecha, mientras quef(x) '-1 cuando x tiende a cero por la izquierda.
Una forma naturai de describir esta situación es decir que, en x = 0, el Ilmite por
la derecha def(x) es +1 y ci ilinitepor la izquierda def(x) es 1.

Aqul definiremos y analizaremos estos ilmites iaterales. Estabieceremos
su definiciôn primero en ci ienguaje informal que usamos en Ia sección 2.2 para
describir ia "idea del lImite". Para definir ci ilmite por la derecha def(x) en x = a,
debemos suponer quefesta dcfinida en un intervaio abierto inmediato posterior a
ia derecha de a. Para definir ci limite por la izquierda, debemos suponer quefesta
definida en un intervaio abiertojusto a ia izquierda de a.

El Ilmite por la derecha de una función
Supongamos quefesta definida en ci intervalo abierto (a, c) inmediato a
Ia derecha de a, Entonces decimos que ci nñmero L es el lImite por Ia
derecha def(x), cuando x tiende a a, y escribirnos

limf(x) L (6)

si podemos hacer que el niimerof(x) se acerque a L tanto como queramos,
eiigiendo ci punto x en (a, c) suficientemente cerca de a.
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urn X sen - = 0. (5)
x

0 0.1 02
x

Figura 2.3.9 La gráfica con un
acercamiento en el origen
(ejemplo 4)

y

+1

0.2

0.1

-0.1



L

y

a

(a)

(b)

Figura 2.3.11 (a) El ilmite por
Ia derecha def(x) es L. (b) El
limite por la izquierda def(x) es L.

y=f(x)

x

Podemos describir el lImite por Ia derecha en la ecuación (6) diciendo quef(x) -'L
cuando x o cuando x tiende a a por la derecha. (El sImbolo adenota el lado
derecho, o positivo, de a.) Más precisamente, Ia ecuación (6) significa que dado
e> 0, existe 8 > 0 tal que

If(x) LI <
para toda x tal que

a < x < a + 6.

Véase la figura 2.3.11 pam una interpretación geométrica de los lImites laterales.

El Ilmite por Ia izquierda de una función
Supongamos quefesta definida en el intervalo abierto (c, a) inmediato a
la izquierda de a. Entonces decimos que el nimero L es el lImite por Ia
izquierda def(x), cuando x tiende a a, y escribimos

limf(x) L (9)

si podemos hacer que el nümerof(x) se acerque a L tanto como queramos,
eligiendo el punto x en (c, a) suficientemente cerca de a.

Una consecuencia de estas definiciones es que el valor deJ(a) noes importante
para la existencia o el valor de los lImites laterales, asI como no era importante su
existencia o valor para el Ilmite regular (por ambos lados).

Podemos describir el IImite por la izquierda en la ecuación (9) diciendo que
f (x) -'L cuando x a, o cuando x tiende a a por la izquierda. (El sImbolo a
denota el lado izquierdo, o negativo, de a.) Obtenemos una definición precisa del
lImite por Ia izquierda en Ia ecuación (9) si cambiamos el intervalo abierto en (8)
por el intervalo a <x <a.

Nuestro análisis prelirninar de la funciónf(x) = xl x I equivale a decir que los
limites laterales de esta función en x = 0 son

Iim--1 y lim--=-1.
lxi x-0 xl

Ya hemos argumentado, en el ejemplo 5 de Ia secciôn 2.2, que, debido a que estos
dos limites no son iguales, no existe el limite por ambos lados de xl I x cuando
x 0. El siguiente teorema es intuitivamente obvio y se puede demostrarmediante
las definiciones precisas de los Ilmites que ahI aparecen.

TeGrema 2 LIn,ites lateralesy Ilmitespor anibos lados
Suponga que Ia funcionfesta definida en una vecindad perforada del
punto a. Entonces el limite jim x-a f(x) existe y es igual al nümero L si
y solo silos ilmites laterales jim f(x) y tim a- f(x) existen y SOfl
iguales a L.

El teorema 2 es de particular utilidad para mostrar que ciertos lImites (jor
ambos lados) no existen, mostrando por lo general que los lImites por la derecha
y por la izquierda no son iguales entre Si.
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Figura 2.3.12 La gráfica de Ia
función máximo entero
f(x) = Djx](ejemp10 5)

y = f(x)

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4

Figura 2.3.13 y f(x)
(ejemplo 7)

EJEMPLO 5 La gráfica de Ia función máximo enterof(x) =I[x]I aparece en Ia
figura 2.3.12. Debe ser claro que si a no es un entero, entonces

[x]]
=

1 [x]I = urn [{x]J = I[a]I.

Pero si a = n, un entero, entonces

1 2 3 X I[x] = n - 1 y lii I[x]j = n.

Como los limites por Ia izquierda y por la derecha son diferentes, el teorema 2 implica
que el limite def(x) =Djx]I no existe, cuando x tiende a un entero n.

EJEMPLO 6 De acuerdo con la propiedad de la raiz en la sección 2.2,

lim\[x=V' sia>O.xa
Pero el lImite def(x) = '[x cuando x - no está definido, pues la raIz cuadrada
de un námero negativo no está definida. Por lo tanto,f no está definida en una
vecindad perforada completa de 0. Lo que podemos decir de a = 0 es que

urn V = 0,
aunque el Ilmite por la izquierda lirn \/ no existe.

A cada una de las propiedades de los lImites establecidas en la sección 2.2, le
corresponden dospropiedades de los ilmites laterales (una version derecha y otra
izquierda). Puede aplicar estas propiedades pam los lImites laterales de la misma
forma que se aplican las propiedades de los lImites por ambos lados en la
evaluación de lImites.

EJEMPLO 7 La figura 2.3.13 muestra la gráfica de la función definida como

Ix2 sixO;
1xsen six>0.
x

Es claro que

limf(x) = 0 y limf(x) = 0
x*O x*O

por una version lateral de la ley del sandwich (como en el ejemplo 4). Por tanto,
el teorema 2 implica que

limf(x) = 0.
x-*O

EJEMPLO 8 Aplicaremos las propiedades adecuadas de los lImites laterales
para mostrar que

urn x2
V9 x2) + / lim (9 - x2)lim + - =X3(X2 + 1 lim (x2 + 1) x3

9 9

= 9 + 1
+ =

Observe que el IImite por ambos lados cuando x no está definido, pues
I 9 x2 no está defiriido cuando x> 3.

76 CapItulo 2 / Preludio a! cálculo



y

Fiura 2.3.14 La gráfica def(x) =

I
tiene un pico en (0,0)

Recordemos que Ia derivadaf'(x) de la funcionf(x) se define como

f(x+h)f(x)f(x)=hm
h

siempre que este Ilmite (por ambos lados) exista, en cuyo caso decimos que la
funcionfes derivable en el punto x. El ejemplo 9 muestra que es posible que
una función esté definida en todo punto pero que no sea derivable en ciertos puntos
de su dominio.

EJEMPLO 9 Muestre que Ia fimcionf(x) = x
I
no es derivable en x = 0.

Solución Cuando x = 0, tenemos

f(x+h)f(x)IhIj1
h h j+i

Por tanto, el lImite por Ia izquierda de ese cociente es 1, mientras que el ilmite
por la derecha es +1. En consecuencia, no existe el limite por ambos lados en
(10), de donde f(x) = noes derivable enx = 0. Puesto de otra forma,f'(0)
no existe.

La figura 2.3.14 muestra la grafica de la función f(x) = I del ejemplo 9. La
gráfica tiene un pico agudo en el punto (0, 0), lo cual explica por qué no existe Ia
tangente ahI (ninguna lInea recta es una buena aproximación a Ia forma de
Ia gráfica en (0, 0)). Pero es claro de Ia figura quef'(x) existe si X 0. De hecho,

11 six<O;
f'(x)=l+1 six>0.

En el problema 64 le pediremos que obtenga este resultado en forma directa, a
partir de la definición de la derivada, sin apelar ala figura 2.3.14.

LIMITES INFINITOS

En el ejemplo 9 de Ia sección 2.2 analizamos Ia funcionf(x) = 1/(x - 1)2, cuya

si h <0;
sih >0.

(10)

1

grafica aparece en Ia figura 2.3.15. El valor def(x) crece sin cota (es decir, excede
en algàn momento a cualquier nürnero determinado de antemano) cuando x tiende
a 1, por Ia derecha o por la izquierda. Esta situación se puede describir asI:

1 - lim
1

(11)lim +cc =
2 2'x-i (x - 1) x-'I (x - 1)

y decimos que cada uno de estos limites laterales es igual a "más infinito".

CUIDADO La expresión

x- 1)2

x

x= 1

1 (12)lim 2x- (x - 1)Figura 2.3.15 La gráfica de la
funciónf(x)= 1/(x 1)2

no significa que exista un "ntirnero real infinito" denotado con -Foo (jflO existe!)
Tanipoco significa que el lirnite por Ia izquierda en Ia ecuación (12) exista (No
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Figura 2.3.16 La gráfica de la
funciónf(x) = 1 / x

Figura 2.3.17 El
comportamiento de

2x+ 1

parax cerca de I (ejemplo 10)

existe!). Por el contrario, la expresión de la ecuación (12) es simpiemente ma
forma conveniente de decirpor qué no existe ci lImite por la derecha en la ecuación
(12) ya que la cantidad 1/(x - 1)2, aumenta sin cota cuando x it

En forma anáioga, podemos escribir

urn 2
= (13)

x-.i (x - 1)
a pesar de que ei ilmite (por ambos lados) de la ecuación (13) no existe. La
expresión en la ecuación (13) solo es una forma conveniente de decir que el ilmite
en ia ecuación (13) no existe, pues 1/(x 1)2 aumenta sin cota cuando x '1 por
cualquier lado.

Consideremos ahora ia funciOnf = 1/x; su gráfica aparece en la figura 2.3.16.
Esta función aumenta sin cota cuando x tiende a cero por ia derecha, pero decrece
sin cota (es menor que cualquier niunero predeterminado) cuando x tiende a cero
por Ia izquierda. Por tanto, escribimos

urn =
-.o- x

En este caso no existe una notaciOn para ci ilmite por ambos lados. Sóio podriamos
decir que

(no existe).urn-
x-O X

y

EJEMPLO 10 Analice ci comportamiento de ia funciOn

2x + 1
f(x) = x 1

cerca del punto x = 1, donde no existe ci ilmite.

Soluciôn Analizamos primero ci comportamiento def(x) justo a Ia derecha del
námero 1. Six es mayor que 1 pero cercano a 1, entonces 2x +1 está cerca de 3 y
x es un nOmero pequefioposilivo. En este caso, ci cociente (2x + 1)/(x 1) es
un námero positivo grande; six está cada vez más cerca de 1, este cociente positivo
será cada vez más grande. Para tales x,f(x) aumenta sin cota cuando x tiende a 1
por Ia derecha. Es decir,

2x+1
lim = +,._i* x 1

como sugieren los datos de Ia figura 2.3.17.

.1
lim = +co.

x-O' X
(14)

(15)

x
2x+1

x
2x+i

x-1 x-1
1.1 32 0.9 28
1.01 302 0.99 298
1.001 3002 0.999 2998
1.0001 30002 0.9999 29998

1 +c -
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Figura 2.3.18 Apoyo a Ia
dernoslración del Ilmite
trigonométrico básico

Si ahora x es menor que 1 pero cercano a I, entonces 2x + I seguirá cerca de
3, pero ahorax - 1 es un nümero negativo cercano a cero. En este caso, el cociente
(2x + 1 )/(x - 1) es Ufl nümero negativo grande (numéricamente) y decrece sin cota
cuando x -' L. De aquI, concluimos que

2x+1
urn - . (16)

x-1 X - 1

Los resultados de las ecuaciones (15) y (16) proporcionan una descripción concisa
del comportarniento def(x) = (2x + 1)/(x - 1) cerca del punto x = I. Por ültimo,
para ser consistentes con el teorema 2 relativo a los ilmites laterales y los Ilmites
por ambos lados, diremos en este caso que

2x+1
urn no existe.x-i X - 1

EL LIMITE TRIGONOMETRICO BASICO

Concluirnos esta sección con la demostración geométrica de que

senO
urn = 1.
o-.o 0

Den,ostraciôn La figura 2.3.18 muestra el ángiilo 0, los triángulos OPQ y ORS,
y el sector circular OPR que contiene al tnángulo OPQ y está contenido en el

triángulo ORS. Por tanto,

area (LOPQ) <área(sector OPR) < área(ORS).

En términos de 0, esto significa que

1 1 1 senOsen0cosO<-0<tan0=
2 2 2 2cos0

Aqui utilizarnos Ia formula estándar para el area de un triángulo, pam obtener el
area de LOPQ y LORS. También usarnos el hecho de que el area de un sector
circular en un cIrculo de radio r es A = 1/2r20 si el sector está subtend ido por un
ángulo de radianes; en este caso, r = 1. Si 0 < 0< ir/2, podemos dividir cada
miembro de Ia iiltirna desigualdad entre 1/2 sen Opara obtener

o 1cosO<
senO cosO

Obtenemos los reciprocos, lo cual invierte las desigualdades:

senO IcosO<
O cosO

Aplicarnos ahora Ia ley del sandwich para Jos limites, con

f(0) = cos 0 g(0)
senO

h(0)
1

0 cosO

Es claro, por la ecuaciOn (1) al principio de esta sección, quef(0) y h(9) tienden
a I cuando 0 -, 0, por lo que también cumple esto g(0) = (sen 0 )/0. Este
argumento geométrico muestra que (sen O)10' 1 para los valoresposilivos de 0
que tienden a cero. Pero el mismo resultado se cumple pam los valores negativos de 0,
pues sen (-0)=sen 0. AsI, hemos demostrado la ecuación (17). D

(17)
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2.3 Problemas

Determine los lImites trigonométricos en losproblemas I a
25. Si tiene una calculadora gráfica o una computadora con
capacidadpara desplegargraficos, verJique que Ia evidencia
gráfica apoya su respuesta.

sen2 0
2. urn

o_.o 92

tan 0
4. tim

o-.o 9

sen (202)
6. tim

sen 2x
8. tim

-° x cos 3x
1 - cos 2x

10. Jim
-.o x

(sen 342
12. tim

-.o cos x

tan3x
14. hm

-° tan 5x
sen20

16. hm
e-o 0

sen20
18. tim

o-o 0

tan2x
20. tim-o 3x

x-tanx
22. urn

Sen x

sen 2x
24. tim

-O sen 5x

021. urn-
8-.O sen 0

1 - cos 03. jim
e_.o

2x

13. tim

(senx) - x
sen 5x

1 x- sen -
x 3

1 - cos x
sen X

15. urn x secx csc x

1 - cos 0
17. Jim

o-.o 9

tan x
19. Jim-o x

21. Jim x cot 3x

sen 9

1 /x23. Jim - sen2l -
-'Ox2 \2

25. Jim x2csc 2x cot 2x

en los problemas 26 a 28.

80

En los pro blemas 59 a 63, Lx] denoia el ,ithximo entero menor
o igual quex. Determine primero los Ilmites tim ._fx) y

Use Ia ley del sandwich para lImites y determine los lmn,ites tim _. ,,+ f(x) para cada entero n (Ia respuesta será por lo
general en terminus de n); después grafiquef

37.Jirn x-4
x-539. }1 -

\/x2 - 6x + 9
x-3

2-x

49. f(x)
1

47. tim
_5* 5 - x

12f(x) =
2 + (-1)

rxf(x) =

38. Jim V6 - x - x2

16 -
40. Jim

\"16 -
x-2

42. Jim
X2 - 5x + 6
7-x44. tim

-.7- lx - 71
x

46. tim-o- x -
I

x

4+x
48. tim

--4- V(4 + x)2

Para cada una de las funciones en los problemas 49 a 58,
existe exactamente un punio a donde los ilmites def(x) por
Ia derecha y por Ia izquierda no existen. Describa (cómo en
el ejemplo 10) el comportamienlo def(x) para x cerca de a.

50. f(x) -

52. f(x) -

54. f(x) -

56. f(x) -

2

(x 5)2

x+ 1
x2 + 6x + 9

x-58. f(x) =
- 3x + 2

Si x no es Un entero;

Si x es un entero

Si x no es un entero;

Si x es un entero

f(x) = (- t

f(x)
=

63.f(x) = + IIxII - x

64. Dadaf(x) = x1, use Ia definición de ta derivada para
detemiinarf'(x) en tos dos casosx > 0 yx<Oporseparado.

Capitulo 2 / Pretudio at cálcuio

26. tim x2 sen 27. tim x2cos-

tim V sen!
x

Use las propiedades de los Ilmites laterales para deterniinar
los lInzites en los proble,nas 29 a 48 o para deiern,inar que
no existen.

lirn(3 - V'x) 30. tim (4 + 3x312)

31. Jim Vx - 32. urn V4 -

33. urn Vx2 - 4 34. tim V9 - x2

35. Jim Vx(5 - x) 36. tim xV4 x2

x-.O x

9. tim
sen X

41. tim

43. Jim

45. Jim

5. Jim

7. Jim



65. Suponga que existe un niimero Mtal que If(x) I Mpara y conciso. Senale exactamente el punto donde aparece el

toda x. Aplique la ley del sandwich para mostrar que error, y en qué consiste éste.

limxf(x) = 0.

2.4/
El concepto de
continuidad

Figura 2.4.1 Una gráfica
continua

f(x) = 1/(x - 2

Figura 2.4.2 Una gráfica que
no es continua

-4 0 4
x

Figura 2.4.3 La fiincionf(x) =
1!(x 2) tiene una discontinuidad
infinita en x = 2 (ejemplo 1)

limxsen = (lnx'(limsen-)
X \x.O / \x.O X

Cualquiera puede ver una drástica diferencia entre las gráficas de las figuras 2.4.1
y 2.4.2. La figura 2.4.1 pretende sugerir que la graficay =f(x) se puede trazar con
un movimiento continuo del lápiz (sin saltos), de izquierda a derecha. Pero en la
figura 2.4.2, el lápiz debe hacer un salto repentino en x = a.

El concepto de continuidad alsia la propiedad que la flmcionfde la figura
2.4.1 tiene, pero de la que carece la función g de Ia figura 2.4.2. Primero defmimos
Ia continuidad de una función en un punto.

Definición de continuidad en un punto
Suponga que Ia fimcionfestã definida en una vecindad de a. Decimos
quefes continua en a si lim x_.af@) existe y, además, que el valor de
este lImite esf(a). En otras palabras,fes continua en a si

limf(x) =f(a) (1)
x --* a

Brevemente, la continuidad def en a significa que:

El lImite defen a es igual at valor def en el punto.

Otra forma de decir esto es: El ilmite def en a es el valor "esperado", el valor que
usted asignarla Si conociera los valores defen una vecindad perforada de a y si
supiera quefes "predecible". Otra altemativa pam la continuidad def en a es:
Cuando x esté cerca de a entoncesf(x) estará cerca def(a).

El análisis de la definición de continuidad nos muestra que para ser continua
en el punto a, una función debe satisfacer las siguientes tres condiciones:

La funcionfdebe estar definida en a [de modo quef(a) exista].

Debe existir el limite def(x) cuando x tienda a a.

Los niirneros de las condiciones I y 2 deben ser iguales:

lmf(x) = f(a).

Si cunlquiera de estas condiciones no se satisface, entoncesfno es continua
en a. Los ejemplos 1 a 3 ilustran estas tres posibilidades pam la discontinuidad en
tin punto. Si la funcionf no es continua en a, decimos que es discontinua, o bien
que a es una discontinuidad def Intuitivamente, una discontinuidad defes un
punto donde la gráfica tiene un "hueco" o "salto" de cierto tipo.

EJEMPLO 1 La figura 2.4.3 muestra la grafica de la funcionfdefinida como

f(x)
1

x-2 parax2.
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Figura 2.4.4 La función g tiene
una discontinuidad de salto finito
en x = 0 (ejemplo 2)

2

>-.0

82

(0. I)

(0-1)

(no en Ia gráfica)

(0,0y

Figura 2.4.6 La función
diente de sierra del ejemplo 4

Comofno está definida en x = 2, no es continua en ese punto. Ademas,ftiene lo
que podernos ilamar una discontinuidad infinita en x = 2.

EJEMPLO 2 La figura 2.4.4 muestra Ia gráfica de la función g definida por

1+1g(x) = sign(x)
=

Six 0;

Si x <0.

Los IImites por la izquierda y por la derecha en x = 0 Son diferentes, por Jo que
g(x) no tiene limite cuando x -, 0. En consecuencia, la función g no es continua
en x = 0; tiene lo que ilamamos ima discontinuidad de sallofinito.

EJEMPLO 3 La figura 2.4.5 muestra la gráfica de la función h definida como

I senx
I sixO;

x

1. 0 sixO.
Como vimos en Ia sección 2.3 que

sen x
urn h(x) = urn = 1,x-0 X

y h(0) = 0, vemos que el limite y ci valor de h en x = 0 no son iguales, AsI, Ia
función h no es continua ahI. Cuando x pasa de los valores negativos por x 0
hacia los valores positivos, el valor de h (x) salta de "cerca de 1" a 0 y viceversa.

EJEMPLO 4 La figura 2.4.6 muestra la gráfica de la función definida con

f(x) = x - lix]].

Como antes, I{x]I denota a! rnáximo entero no mayor que x. Si x = n, un entero,
entonces [n]] = n, de modo quef(n) = 0. En ci intervalo abierto (n, n + 1), la
gráfica defes lineal y de pendiente 1. Debe ser claro quefes

U Continua en x si x no es un entero;
U Discontinua en cada entero del ejex.

COMBINACIONES DE FUNCIONES CONTINUAS

Con frecuencia, nuestro interés está en las funciones que son continuas. Suponga-
mos que la función f está definida en un intervalo abierto o en una union de
intervalos abiertos. Entonces, simplemente decimos que f es continua si es
continua en cada punto de su dominio de definiciOn.

Las propiedades de los ilmites de la sección 2.2 implican que cualquier suma
oproducto defunciones continuas es continua. Es decir, silas funcionesfyg son
continuas en x = a, entonces también lo son f+g yf. g. Por ejemplo, sif
y g son continuas en x = a, entonces

[f(x) + g(x)] = (Lf(x))
+ (

g(x)) = f(a) + g(a).
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x

Figura 2.4.5 El punto (0, 0) es
parte de Ia gráfica, mientras que
el (0, 1) no (ejernplo 3)



Figura 2.4.7 La funciónf(x) =
1/(x - 2)2 tiene una
discontinuidad infinita en x = 2

EJEMPLO 5 Como f (x) = x y las funciones con valores constantes son
claramente continuas en todo punto, esto implica que la funciónpolinomial cübica

f(x) = - 3x2 + 1 = xxx + (-3).x.x + I

es continua en todo punto.

Más en general, una consecuencia similar es que toda función polinomial

p(x) = bx' + b,,_1x1 + + bix + b0

es continua en todopunto de la recta real. En resumen, todo polinomio es continuo
en todo punto.

Sip(x) y q(x) son polinomios, entonces la propiedad del cociente para lImites
y la continuidad de los polinomios implican que

urn =
p(x) p(a)

q(x) urn q(x) q(a)
x -' a

siempre que q(a) 0. Asi, toda función racional

f(x) =
q(x)

(2)

es continua en todo puilto donde esté definida (es decir, siempre que el polinomio
del denominador no se anule). De manera general, el cociente de dos funciones
continuas es continuo en todo punto donde el denominador no se anule.

En un punto x = a, donde el denominador de Ia ecuación (2) si se anule,
q(a) = 0, existen dos posibilidades:

D Si p(a) 0, entonces f tiene una discontinuidad infinita (como muestran las
figuras 2.4.3 y 2.4.7) en x = a.

D En caso contra rio,fpodrIa tener una discontinuidad re,novible en x = a.

El punto x = a donde Ia función f es discontinua se llama discontinuidad
removible defsi existe una función F tal que

LI F(x) =f(x) para todo x en el dominio def, y

LI Esta nueva función F es continua en x = a.

Asi, al agregar el punto (a, F(a)) a Ia grafica def, "eliminamos" la discontinuidad,
obteniendo asi Ia gralica de la función F que es continua en x = a.

EJEMPLO 6 Suponga que

f(x) = x2
x 2

2
(3)

Factorizamos el denominador: x2 - 3x + 2 = (x - )x - 2). Esto muestra quefno
está definida en x = 1 o en x = 2. AsI, Ia función racional definida en la ecuación
(3) es continua, excepto en estos dos puntos. La cancelación implica
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Figura 2.4.8 En el ejemplo 6 Ia
gráflca dey = F(x) consta de Ia
dey =f(x) cone! ünico punto
(2,1)

Figura 2.4.9 La función tan x
tiene un nüniero iniinito de
discontinuidades, en x = ± r/2,
±3ir/2,...

x-2 1f(x) -(x-1)(x-2) x-1
excepto en el ünico punto x = 2, la nueva funcion

F(x)
1

(4)x 1
coincide conf(x) Six pero es continua también en x = 2, donde F(2) = 1. Véase
!a figura 2.4.8.

CONTINIJIDAD DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRJCAS

Al principio de Ia sección 2.3 observamos que

Jim cos x = 1 y urn sen x = 0. (5)

Como cos 0 = 1 y sen 0 = 0, las funciones seno y coseno deben ser continuas en
x = 0. Pero este hecho implica que son continuas en todo punto.

Teorema 1 Continuidad del senoy el coseno
Las funcionesf(x) = sen x y g(x) = cos x son funciones continuas de x en
toda la recta real.

Dernostración Daremos la demostración solo para sen x; Ia demostración para
cos x es similar (vease el problema 69). Queremos mostrar que urn sen x = sen a
para todo real a. Si escribimos x = a + h, de modo que h = xa, entonces h 0
cuando x a. AsI, solo necesitamos mostrar que

limsen(a + h) = sena.hO
Pero Ia formula para Ia suma de la función seno implica

limsen(a + /i) = urn (sena cos h + cos a senh)
h.O

= (sena)( urn cos hi + (cos a)( urn senh1 = sena\h.o / \h-.o /
como se querIa; en el ültimo paso usamos los lImites de Ia ecuación (5). U

Una consecuencia de esto es que Ia función

senx
tan x =

cos x

es continua, excepto cuando cos x = 0; es decir, excepto cuando x es un mOltiplo
entero impar de .'r/2. Como lo ilustra Ia figura 2.4.9, tan x tiene una infinidad de
discontinuidades en cada uno de tales puntos.

COMPOSICION DE FUNCIONES CONTINUAS

Se pueden formar muchas funciones variadas y complejas, usando funciones
"bloques de construcción" relativamente sencillas. Adernás de sumar, restar,

'iii.
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Figura 2.4.10
defyg
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u = g(x)

f
_____J

f(u) =J(g(x)) = h(x)

La composición

-2

Figura 2.4.12 y =cos2x
(ejemplo 8)

2

y = cs x2

10

multiplicar o dividir dos funciones dadas, también podemos combinar flinciones
permitiendo que una función actüe sobre la salida de otra.

AsI, la salida u = g(x) de la función g se usa como Ia entrada de la fimcionf
(figura 2.4.10). A veces nos referiremos a g como lafunción interior y afcomo
lafunción exterior en la ecuación (6).

EJEMPLO7 Sif(x) = 'Jyg(x) = I x2,entonces

f(g(x)) = Vi - x2 para xI
mientras que

g(f(x)) = 1 - H2 = - x parax 0.

La notaciónf(g(x)) para las composiciones se utiliza por lo general en cálculos
ordinarios, pero Ia notacionfo g enfatiza que la composición se puede considerar
como un nuevo tipo de combinación de las funcionesfy g. Pero el ejemplo 7
muestra quef0 g es muy diferente del productofg de las dos funcionesfy g:foggof,
mientras quefg = gf [puesfx) . g(x) = g(x) fx) sif(x) y g(x) están definidas].
AsI, recuerde que Ia cornposición tiene un carácter miiy diferente de la multipli-
cación comiin de las funciones.

EJEMPLO 8 Si

f(x) = x2 y g(x) = cos x,

entonces las funciones

f(x)g(x) = x2 cos x,

f(g(x)) = cos2x = (cos x)2, y

g(f(x)) = cos x2 = cos(x2)

están definidas para toda x. Las figuras 2.4.11 a 2.4.13 ilustran vivamente lo
distinto que son estas funciones.

EJEMPLO 9 Dada Ia función h(x) = (x2 + 4)3/2, determine dos funcionesfy g
tales que hx) =f(gx)).

Solució,z Técnicamente, es correcto (pero inütii) hacer g(x) = x yf(u) = (u2 +
4)3/2. AquI buscarnos una respuesta no trivial. Para calcular (x2 + 4)3 calculamos

Figura
(ejemplo

2

>0

2

2.4.11 y =x2 cosx
8)

y = cos2 x

-1

-10 0 10
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-10 -5 0 5 10
x

Figura 2.4.13 y=cosx2
(ejeniplo 8)

Definición Composición defunciones
La composición de las dos funcionesf y g es Ia función h = fog definida
por

h(x)=f(g(x)) (6)

para toda x en el dominio de g tal que u = g(x) esté en el dominio def [El
lado derecho de la ecuación (6) se lee "fde g de x".]



primero x2 + 4. AsI, elegimos g(x) = x2 + 4 como la función interior. El ültimo
paso es elevar u = g(x) a la potencia 3/2, por lo que consideramosf(u) = u312 como
la función exterior. AsI, si

f(x) = x312 y g(x) = x2 + 4,

entoncesf(g(x)) = f(x2 + 4) = (x2 + = h(x).

El teorema 2 implica que las funciones construidas mediante la composición
de funciones continuas también son continuas.

Teorema 2 Continuidad de composiciones
La composición de dos funciones continuas es continua. Más precisamen-
te si g es continua en a y g es continua en g(a), entoncesf(g) es continua
en a.

Dernostración La continuidad de g en a significa que g(x) -' g(a) cuando x 'a
y la continuidad defen g(a) implica quef(g(x)) 'f(,g(a)) cuando g(x) -' g(a).
Por tanto, la propiedad de sustitución para lImites (sección 2.2) implica

limf(g(x)) = f(Lg(x)) = f(g(a)),

como se querIa. D

Recuerde que, por la propiedad de la raIz de la sección 2.2,

bajo las condiciones de que n sea un entero y que a > 0 si n es par. AsI, la función
raiz nésimaf(x) = fies continua en todo punto si n es impar y continua
para x > 0 si n es par.

Podemos combinar este resultado con el teorema 2. Vemos entonces que la
raIz de una función continua es continua en todo punto donde esté definida. Es
decir, la composición

g(x) =

es continua en a siflo es (suponiendo quef(a)> 0 si n es par, de modo que
if(a) esté definida).

EJEMPLO 10 Muestre que la función

= (X2 ;7+ 2)2/3

es continua en toda Ia recta real.

Solución Observe primero que el denominador

x2+2x+2(x+1)2+1
rnmca se anula. Por lo tanto, la función racional

x-7r(x) =
x2 + 2x + 2
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x

Figura 2.4.14 El corral de los
ani males

está definida y es continua en todo punto. El teorema 2 y Ia continuidad de la
función raIz ciibica implican entonces que

f(x) = ([r(x)]2)h13

es continua en todo punto. AsI, por ejemplo,

iim(
2

x-7 2/3

x-1\X + 2x + 2)
= f(-1) = (_8)2/3 = 4

FUNCIONES CONTINUAS EN INTERVALOS CERRADOS

Un problema de aplicación por lo general utiliza una función cuyo dominio es un
intervalo cerrado. Por ejemplo, en el problema del corral para animales de la
sección 1.1, vemos que el area A del corral rectangular de Ia figura 2.4.14 se
expresó como una función de la longitud x de su base como

A = f(x) = x(30 - x).

Aunque esta formula paraftiene sentido para toda x, ánicamente los valores en el
intervalo cerrado [0, 30] corresponden a rectángulos reales, por lo que tales valores
son los pertinentes en el problema del corral.

La funcionfdefinida en el intervalo cerrado [a, b] es continua en Ia, b] si es
continua en todo punto del intervalo abierto (a, b) y si

f(x) = f(a) ' f(x) = f(b).

Las ültimas dos condiciones significan que en cada extremo, el valor de la fimción
es igual a su Ilmite dentro del intervalo. For ejemplo, todo polinomio es continuo
en todo intervalo cerrado. La fimción raIz cuadradaf(x) = rx es continua en el
intervalo cerrado [0, 11 aunquefno esté definida para x <0.

Las funciones continuas definidas en los intervalos cerrados tienen propieda-
des muy especiales. For ejemplo, toda función de este tipo tiene lapropiedad del
valor intermedio del teorema 3. (La demostración de este teorema aparece en el
apéndice C.) Anteriormente sugerimos que Ia continuidad de una función está
relacionada con la posibilidad de trazar su gráfica sin levantar el lápiz del papel.
El teorema 3 especifica esta propiedad con precision.

Teorema 3 Propiedad del valor intern,edio
Suponga que Ia funcionfes continua en el intervalo cerrado [a, b]. Enton-
cesf(x) asume todo valor intermedio entref(a) yf(b). Es decir, si K es
cualquier nOmero entref(a) yf(b), entonces existe a! menos un nOmero
c en (a, b) tal quef(c) = K.

$5

y $5 $5 y

$1
x Pared

La figura 2.4.15 muestra la gráfica de una funciOn continua tIpica f cuyo
dominio es el intervalo,cermdo [a, b]. El nümero K se localiza en el ejey, en algiri
punto entref(a) yf1). En la figura,f(a) <f(b), pero eSto no es importante. La
recta horizontal que pasa por K debe cruzar la gráfica def en algün punto, y Ia
abscisa deJ punto donde se intersecan Ia gráfica y la recta proporciona el valor de c.
El námero c es aquel cuya existencia garantiza Ia propiedad del valor intermedio
de la función continuaf
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Figura 2.4.15 La función
continuafalcanza el valor
intermedio K en x = c.

88

(-1,0)

y=

y

Figura 2.4.16 Esta función
discontinua no tiene Ia propiedad
del valor intermedio (ejemplo 1)

f(b)

yK

f(a)

AsI, la propiedad del valor intermedio implica que cada recta horizontal que
cruce el eje yentref(a) yf(b) debe cruzar Ia grafica de Ia función continua en
algtn punto. Esta es una forma de decir que Ia gráfica no tiene huecos o saltos y
sugiere que Ia idea de poder trazar Ia gráfica sin levantar el Iápiz del papel es
precisa.

EJEMPLO 11 La función discontinua definida en [-1, 1] como

10 six<0,f(x)= SixO
no alcanza el valor interrnedio 0.5. Véase la figura 2.4.16.

EXISTENCIA DE SOLUCIONES A ECUACIONES

Una aplicación importante de la propiedad del valor intermedio es Ia verificación
de Ia existencia de soluciones a ecuaciones escritas en Ia forma

f(x) = 0. (7)

f(x)=x2-2=0. (8)

Ta! vez no tenga sentido acercarse a este punto, a menos que separnos que
"realmente está ahi". Pero podernos ver en Ia ecuación (8) que

= 2.

El nirnero c es Ia raIz cuadrada de 2 que buscábarnos. AsI, Ia propiedad del valor
interrnedio de las funciones continuas nos garantiza Ia existencia del nñrnero JJ
Existe un ntimero real cuyo cuadrado es 2.

Capitulo 2 I Preludio al cálculo

-2 f(1) = 1 < 0, mientras que f(2) 2 > 0.
Observamos que la funcionfes continua en [1, 2] (es continua en todo punto) y
que K = 0 es un valor intermedio defevaluada en el intervalo [1, 2]. Por tanto, el

-2 0 2
x

Figura 2.4.17 La gráfica de teorema 3 implica quef(c) = 0 para algiin nümero c en [1, 2]; es decir, que
f(x) =x2-2 (ejemplo 12)

EJEMPLO 12 La parte A del proyecto 1.3 exigiO aproximar al niirnero
mediante acercamientos a Ia intersección de la parabola y = x2 - 2 con el eje x
positivo. (Véase Ia figura 2.4.17.) La abscisa de Ia intersección proporciona Ia
solución de Ia ecuación2

y = x2 - 2
2,2)



Figura 2.4.18 Una raIz de Ia
ecuacióriJ(x) = 0

Figiira 2.4.19 La gráIica de
f(x) = Ix I

Como lo indica Ia figura 2.4.18, las soluciones de la ecuación (7) son
simplemente los puntos donde la gráficay =f(x) craza el ejex. Supongamos que
f es continua y que podemos determinar un intervalo cerrado [a, b] (como ci
intervalo [1, 2] del ejemplo 12) tales que el valor defes positivo en un extremo
de [a, b] y negativo en el otro. Es decir, supongamos quef(x) cambia de signo
en el intervalo cerrado [a, b]. Entonces, la propiedad del valor intermedio garantiza
quef(x) = 0 en algün punto de [a, b].

EJEMPLO 13 Muestre que la ecuación

x3 + x - 1 = 0
tiene una solución entre x = 0 y x = 1.

Soluciôn La funcionJ(x) = x3 + x - 1 es continua en [0, 1], pues es un polino-
mio. A continuacion,f(0) = 1 yf(l) = + 1. AsI, todo nümero entre 1 y + 1
es un valor def en (0, 1). En particular,

f(0) <0 < f(1),
de modo que Ia propiedad del valor intermedio defimplica quefalcanza ci valor
0 en algñn nümero c ernie x = 0 y x = 1. Es decir,f(c) = 0 para algün nuimero c en
(0, 1). En otras palabras, c3 + c - 1 = 0. Por tanto, la ecuación x3 + x - I = 0 tiene
una solución en (0, 1).

CONTINUIDAD Y DERIVABILIDAD

Hernos visto que una gran variedad de funciones son continuas. Aunque existen
funciones continuas tan exóticas que no son derivables en todo punto, el teorema
4 nos dice que toda función derivable es continua.

Teorema 4 Derivabilidad iniplica continuidad
Suponga que Ia funcionfestá definida en una vecindad de a. Sifes
derivable en a, entoncesfes continua en a.

Den,oslraciôn Como f'(a) existe, la propiedad del producto de los lImites
implica

f(x) - f(a)lim [f(x) - f(a)] = lim (x - a).

= lim (x - a)) (urn
- f(a)

/\x-+a xa J
= 0.f'(a) = 0.

Asi, urn .0f(x) = f(a), de modo quefes continua en a. Li

Aunque es complicado exhibir una función que no es derivable en todo unto
pero que sI es continua en todo punto, Ia función valor absoluto f (x) = I x I nos
proporciona tin sencillo ejemplo de una función continua en todo punto pero que no
es derivable en el punto x = 0 (como vimos en el ej emplo 9 de Ia sección 2.3). El "pico"
de la gráfica que se muestra en Ia figura 2.4.19 indica quey = no tiene una recta
tangente en (0, 0) y asIf(x) = x no puede ser derivable en ese punto.
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2.4 Problemas

En los problemas 1 a 10, determinef(g(x))yg(f(x)).

1. f(x) = 1 - x2, g(x) = 2x + 3
2.f(x) = -17, g(x) =

3. f(x) = Vx2 - 3, g(x) = x2 + 3

4.f(x) = x2 + 1, g(x) - 2 + 1

5.f(x)=x3-4, g(x)'/x+4
f(x) = V, g(x) = cos x
f(x) = sen x, g(x) = x3
f(x) = sen x, g(x) = cos x
f(x) = 1 + x2, g(x) = tan x
f(x) = 1 - x2, g(x) = sen x

En los problemas 11 a 20, determine unafuncion de laforma
jx) = x' (usted debe especficar k) y unafuncion g tales que
J(g(x)) = h(x).

h(x) = (2 + 3x)2 12. h(x) = (4 - x)3
13. h(x) = V2x - x2 14. h(x) = (1 + x4)'7
15. h(x) = (5 - x2)312 16. h(x) - 6)

1 1

18. h(x) - + 217. h(x) - ---i:--i-
1 1

19. h(x) 20. h(x) (1 + x + x2)3Vx + 10

En los pro blemas 21 a 42, señale los pun/os donde lafunciOn
con Ia formula dada es continua. Recuerde que cuando el
dominio de unafunciOn no estO especficado, es el conjunto
de todos los ni-m eras reales para los que Ia fOrm u/a de Ia
funciOn tiene sentido.

21.f(x) = 2x + 22.f(x) = x2
x

23. f(x) - 24. f(x) =x+3 5-x
1 5

1 1

25. f(x) = 26. f(x) -
x2 + 1
x-5

27. f(x) =
- SI

x2 + 4
29. f(x) = 30. f(x) = + x4

32. f(x) = /3 - x331. f(x) =

34. f(x) = V9 - x2

36.f(x)
- x2x

4_x2

90

- x

A

28.f(x) =

- 1
x2 + x + 1

x2 + I

37. f(x)
senx

38. f(x)

39. f(x)
1

40. f(x) = Vsen x
sen 2x

41.f(x)=senlxl 42.f(x)-
Vi + cos

En los problemas 43 a 52, indique lospuntos donde lafunciOn
dada no está definida ypor tanto no es continua. Para tales
puntos a, indique si Ia discontinuidad es removible.

43.f(x) = (x+3)

45. f(x)
x - 2

- 4

47.f(x)
= 1 - xl

x - 17
49.f(x)

- Ix - 171
I-x six<0;51.f(x) = 1x2 six>0
Ix+1 six<i;

52.f(x)
= 13- x six>1

En los problemas 53 a 58, aplique Ia propiedad del valor
insermedio de lasfunciones continuas para mnostrar que In
ecuación dada tiene una soluciOn en el intervalo dado.

x2 -5 = Oen [2,3]
x3 + x + 1 = 0 en [-1,0]
x3 - 3x2 + 1 = 0 en [0, 1]
x3 = 5 en [1,2]
x4 + 2x - I = 0 en [0, 1]
x5 - 5x3 + 3 = 0 en [-3, -2]

En /osproblemas 59y 60, muestre que Ia ecuaciOn dada tiene
tres i-a ices distintas, calculando los va/ores del/ado izquierdo
en x = -3, -2,-i, 0, 1, 2y3 y aplicando después lapropiedad
del valor intermedio de lasfunciones conlinuas en los inter-
va/os cerrados adecuados.

59.x-4x+10 60.x3-3x2+10
Aphque Ia propiedad del valor interniedio de las funclo-

nes continuas para mostrar que todo nlimero positivo a tiene
una raiz cuadrada. Es decir, dado a> 0, demuestre que existe
un nlimero r tai que r2 = a.

Aplique Ia propiedad del valor intermedio para demostrar
que todo nlimero real tiene una raiz cübica.

Determine los puntos donde Ia funcionf(x) = [x/3]1 es
continua.

cos x

44.f(x) x -1
x+ 146. f(x) -

x2 - x - 6
Ix- 'I48. f(x) =
(x -
x2 + 5x + 650. f(x) - x+2

Capitulo 2 / Preludio al cálculo

33. f(x) =

35. f(x) =



Determine los puntos donde Ia funcionf(x) = x + I[xles
continua.

Suponga quef(x) = 0 Sixes un niimero racional, mientras
quef(x) = 1 sixes irracional. Demuestre quefes discontinua
en todo nimero real.

Suponga quef(x) = 0 sixes un nimero racional, mientras
quef(x) = x2 Si x es irracional. Demuestre quefes continua
solamente en el punto x = 0.

Muestre que Ia funciónf(x) =x sen(1/x) del ejemplo 4 de
la sección 2.3 no es derivable en x = 0. [Sugerencia: Muestre

Figura 2.4.20 La gráfica dey = x2 sen - (problema 68)

2.4 Proyectos

3

Figura 2.4.22. La escalera
inclinada

5
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que si z = 1 o z = 1, existen valores arbitrariamente pequenos
de h tales que [1(h) f(0)]/h = z.]

Seaf(x) = x2 sen(l/x) parax 0;f(0) = 0. (La gráfica
de f aparece en las figuras 2.4.20 y 2.4.2 1.) Aplique Ia
definición de Ia derivada para mostrar quefes derivable en
x = 0 y quef'(0) = 0.

Muestre que Ia función coseno es continua en el conjunto
de los nümeros reales. [Sugerencia: Altere Ia demostración
en el teorema 1 acerca de La continuidad de Ia función seno.]

(x + 3)2 + (y + 5)2 = 144,

xy = 15.

Ahora, eliminamos y para obtener la ecuación

f(x) = x4 + 6x3 - 110x2 + 150x -I- 225 = 0. (9)

La figura 2.4.23 muestra Ia gráfica def Aplique lapropiedad del valor intermedio
de las funciones continuas para demosirar que la ecuación (9) tiene cuatro
soluciones reales y localicelas en los intervalos donde los extremos son enteros
consecutivos. Utilice después la tabulación repetida o las aproximaciones sucesi-
vas para aproximar cada una de estas ralces con una precision de tres cifras
decimales. /,Cuáles son los valores fisicarnente posibles de la distanciax desde la
parte inferior de la cerca a! pie de Ia escalera?

PROYECTO B Un árbol de 100 pies está a 20 pies de una barda de 10 pies.
Entonces, el árbol se "rompe" a una altura de x pies (figura 2.4.24) El árbol cae

Figura 2.4.21 La gráfica de Ia figura 2.4.20 amplificada
(problema 68)

Estos proyectos requieren una calculadora que tabule funciones o, de preferencia,
una calculadora gráfica o computadora con capacidad de acercamiento.

2 PROYECTO A La figura 2.4.22 muestra la escalera inclinada de la parte C del
proyecto 1.3. AhI se le pidió que mostrara que las longitudes indicadas x y y
satisfacen las ecuaciones

91

-20 -10 0 10
x

Figura 2.4.23 La grãfica de Ia
ecuación de la escalera inclinada

-0.04 0 0.04
x

0

y = f(x)

-4000

-8000

0.08

0.04 -

-0.04

-0.08 r
y = x2sen(1/x)

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4



Use Ia siguiente usia como una guIa de los conceptos que tal
vez necesite repasar.

El lImite def(x) cuando x tiende a a
Propiedades de los limites: constante, suma, producto,
cociente, raIz, sustitución y sandwich
Definición de Ia derivada de una función
El proceso de cuatro pasos para determinar Ia derivada
La derivada def(x) = ax2 + bx + c
Rectas tangente y normal a Ia gráfica de una función
El Ilmite trigonométrico básico
Evaluación de limites de funciones trigonométricas

CapItulo 2 Problemas diversos

Aplique laspropiedades de lIrnitepara evaluar los lImites en
los problemas I a 40 o pa/-a mostrar que el lirnite indicado
no existe, segán el caso.

1. lim(x - 3x + 4) 2. lim (3 - x + x3)
- I

3. - 4. lim(x + x -

92

Figura 2.4.24 El árbol caldo Figura 2.4.25 La gráfica de Ia ecuacion
del árbol caIdo

de modo que su tronco toque apenas la parte superior de la barda cuando la punta
del árbol toque el piso del otro lado de la barda. Use triángulos semejantes y el
teorema de Pitágoras para mostrar que x satisface la ecuación

f(x) = x3 - 68x2 + ilOOx - 5000 = 0. (10)

La figura 2.4.25 muestra Ia gráfica def Aplique la propiedad del valor intermedio
de las funciones continuas para demosirar que Ia ecuación (10) tiene tres solucio-
nes reales y localicelas en intervalos cuyos extremos sean enteros consecutivos.
Utilice después Ia tabulación repetida o las aproximaciones sucesivas para apro-
ximar cada uria de las ralces con una precision de tres cifras decimales. Cuáles
son las posibilidades fisicas de la altura x?

CapItulo 2 Repaso: DEFINICIONES, CONCEPTOS, RESULTADOS

I

0

-4000

-8000

Limites por la derecha y por Ia izquierda
La relación entre los limites laterales y los lImites por
ambos lados
Limites infmitos
Composición de funciones
Continuidad de una funciôn en un punto
Continuidad de polinomios y de funciones racionales
Continuidad de funciones trigonométricas
Continuidad de composiciones de funciones
Continuidad de una función en un intervalo cerrado
La propiedad del valor intermedio de funciones conti-
nuas
Derivabilidad implica continuidad

1 + x2
5. lim

1 - x2
-

7. lim
.,-.I I - x

t2 + 6t + 9
9. lim 9_2

- y 8k2-1-....

4xx3
10. tim

3x + x2
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11. urn (x2 - 1)2/3

(5x + i\'
13. urn 2._8)x-3 X

15. urn x-7
1

V13+x 3
17. urn.-.-4 x+4

2-x

, -.7

19. urn
- 4x + x2

x-4
21. urn

Ix -41

23. urn V4 - x2
x - 2

/2x2 + 1
12. urn iti

2x

x4 - 1
14. urn 2-.-.ix +2x-3

16. (x - Vx2 - 1)

1-x
18. hm

-.-.i+ Ii - xl
x+2

20. urn
x-.-2 Ix + 21

22. urn \/x2 - 9
x - 3

x
24. -.-.-3 (x + 3)2

x
25. urn 26. urn

x-.2 (x - 2)2 -.-.i- x - 1

x x-2
27. urn 28. urn

3* x - 3 -.-. i x2 - 3x + 2
x+1 25-x2

29. urn 30. urn
-.-.i- (x - 1) x5* x2 - lOx + 25

sen 3x tan 5x
31. urn 32. urn

x-..o X -..o x

sen 3x tan 2x
33. urn 34. urn

x-0 sen 2x x-° tan 3x

x 1-cos3x
35. urn 36. urn

sen x-.o 2x

1 - cos 3x
2x2

sec 2x tan 2x
x

Aplique Ia formula para Ia derivada def (x) ax2 + bx + c
para derivar lasfunciones en los pro blemas 41 a 46. Escriba
entonces una ecuaciOn para Ia recta tangente a Ia curva en
elpunto y f(x) en elpunto (1,f(1)).

41.f(x) = 3 + 2x2 42.f(x) = x - 5x2
43. 1(x) = 3x2 + 4x - 5 44. f(x) = 1 - 2x - 3x2

45. f(x) = (x - 1)(2x - 1) 46. f(x) = - ()
En los pro blemas 47a 53, aplique la definición de Ia derivada
para determinarf'(x).

47. f(x) = 2x2 + 3x 48. f(x) = x - x3
1 1

49.1(x) = _
50.f(x)

= 2x + 1

CapItulo 2/ Problemas diversos

38. urn x3 cotx csc x

40. urn x2cot23x
x-Q

51. fix) = x -!
fix) - x- 1
Determine Ia derivada de

f(x) = 3x - x2 + 12x + 31

en los puntos donde es derivable. Determine el punto donde
f no es derivable. Trace Ia gráfica def

Escriba las ecuaciones de las dos rectas que pasan por
(3, 4) que son tangentes a Ia parabola y = x2. [Sugerencia:
Sea (a, a2) cualquier punto de tangencia; despeje primero
a.]

Escriba una ecuación del circulo con centro (2, 3) tan-
gente a Ia recta con ecuación x +y + 3 = 0.

Suponga quef(x) = 1 + x2. Determine g tal que

f(g(x)) = I + x2 - 2x3 + x4.

Suponga que g(x) = 1 + Determineftal que

f(g(x)) = 3 + 2V + x.

En los problemas 59 a 62, determine unafunciOn g tal que
f(,g(x)) =h(x).

f(x) = 2x + 3, h(x) = 2x + 5
60.f(x)x+1, h(x)x3
61.f(x) = x2, h(x) = x4 + 1

62. f(x) !, h(x) = x5

En los problemas 63 a 66, explique por qué cada función es
continua si está definidapor lafOrmu!a dada. Para cadapunto
a dondefno esté definida por lafórmula, indique si sepuede
osignar Un valor af(a) de modo quefsea continua en a.

1 -x
64. f(x) = (2 - x)2

1x2 - II
66. f(x) - x2 - 1

Aplique la propiedad del valor intermedio de las funcio-
nes continuas para dernostrar que Ia ecuación x5 + x = 1 tiene

una solución.
Aplique Ia propiedad del valor interrnedio de las funcio-

nes continuas para demostrar que Ia ecuación x5- 3x2 + 1 =0

tiene tres soluciones diferentes.
Muestre que existe un nümero x entre 0 y ir /2 tal

que x = cos x.
Muestre que existe un nümerox entre z/2 y r tal que tan

x = -x. [Sugerencia: Trace primero las gráficas de y = tan x
yy=-x.]
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63. f(x) =

x2 + x - 2
65. f(x) = x2 + 2x - 3

52. fix) -
x

x+1

37. urn

39. urn
x-.o



La derivada

D Isaac Newton nació en una villa
rural inglesa, Ia Navidad de 1642, ti-es
meses después de Ia muerte de su pa-
dre. A la edad de tres afios, su rnadre
voivió a casarse yb dejó con su abuela.
No existen indicios en su ninez o en Ia
escuela elemental que sugiriesen que
su vida y obra serIan un punto crucial
en Ia historia de Ia humanidad.
D Pero debido a Ia influencia de un
tb que intula Un potencial oculto en el
joven Isaac, Newton pudo ingresar a
la universidad de Cambridge en 1661.
Durante los años lt565y 1666, cuando
Cambridge cerró sus puertas debido a
la peste bubónica diseminada por Eu-
ropa, él regresó a su tierra y estableció
las bases pam los tres grandes logros
de su carrera cientIfica: Ia mvención
del cálculo, el descubrimiento del es-
pectro de los cobores de la Iuz, y la
teorIa de Ia gravitación. De estos dos
ailos, escribió posteriormente que "en
aquellos dias yo estaba en una etapa
de invención y reflexionaba en las
matemáticas y la filosofia más que en
cuaiquier otra época anterior". De he-
cho, a los 30 años de edad se dedico
más a experimentos quimicos hu-
meantes (e inciuso de alqumiia) que a
investigaciones matemáticas serias.
0 A los 40 ai'ios, siendo pro fesor
de matemáticas (y aparenternente un
maestro con poco éxito) en Cam-
bridge, Newton escribió los Princi-
pia Mathematica (1687), tab vez el

tratado cientIfico de mayor influen-
cia jamás publicado. En éJ, apiicó
los conceptos del cálcu]o para cx-
plorar el universo, inciuyendo los
movimientos de la tierra, Ia luna y
los planetas airededor del sol. Se
dice que un estudiante observó "ahI
va el hombre que escribió un libro
que ni éI ni los demás comprenden".
Pero esta obra estabieció tal fama
para Newton que, después de su
muerte en 1727, fue enterradojunto
a los grandes de su pals en Ia abadla
de Westminster, con tal pompa que
ci filósofo Voltaire observó: "He
visto un profesor de matemáticas...
enterrado corno un rey que hizo el
bien a sus sibditos".
0 Poco después de su graduación
en Cambridge en 1665, Newton des-
cubrió un nuevo método para resolver
una ecuación de Ia formaf(x) = 0. A
diferencia de los métodos particula-
res, como Ia formula cuadrática que
solamente se aplica a ecuaciones de
forma particular, ci inétodo de New-
ton se puede utilizar pam aproximar
las soluciones numéricas de casi
toda ecuación. En Ia sección 3.9 pre-
sentamos una formulación iterativa
del método de Newton que se adapta
particularmente a las calculadoras y
las computadoras. Ahb describimos
Ia forma en que Ia combinación del
método de Newton con las moder-
nas gráfIcas por computadora han

ayudado a generar imágenes fracta-
les impresionantes asociadas con la
ciencia del caos. Las imágenes re-
sultan de Ia aplicación de una ver-
sión del método de Newton para
nñmeros complejos, a la ecuación
sencillax3 + I = 0.

CAPITULO
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3.1 /
La derivada y las
razones dc cambio

Figura 3.1.1 La motivación
geométrica para la definición de
Ia derivada

(a,f(a))

y=ftx)

Pendiente m f' (a)

x=a

Figura 3.1.2 La notación en Ia
ecuación (3)

Nuestro estudio preliminar de las rectas tangentes ylas derivadas en la secciôn 2.1
nos permitió estudiar los Ilmites en el resto del capItulo 2. Con este conocimiento
de ilmites, ahora estamos preparados pam estudiar las derivadas de manera más
extensa.

En Ia sección 2.1 presentamos la denvadaf'(x) como la pendiente de la recta
tangente a Ia gráfica de Ia funciónfen el punto (x,f(x)). Más precisamente, nos
motivó Ia geometrIa para dejinir la recta tangente a Ia gráfica en el punto P(a,f(a))
como Ia Ilnea recta que pasa por P con pendiente

como se indica en Ia figura 3.1.1. Si reemplazamos el námero arbitrario a en Ia
ecuación (1) con Ia variable independientex, obtenemos una nueva funciónf',
Ia derivada de la función originaif

Definición de Ia derivada
La derivada de la funciónfes la funcionf' definida por

f'(x) = lim f(x + h) f(x)
h.O h

para todo x donde exista este limite.

(2)

La ñltima frase de Ia definición requiere, en particular, quefesté definida en
una vecindad de x para quef'(x) exista.

En la sección 2.1 enfatizamos que en La ecuación (2) x estáfijà, rnientras que
h tiende a cero. Cuando estamos interesados particularmente en el valor de la
derivadaf' en x = a, a veces reescribimos Ia ecuación (2) en la forma

f(a + h) - f(a) . f(x) - f(a)f'(a) = urn limx.a xa

EJEMPLO 1 Derive f(x) =

f(a + h) - f(a)mlim
hO h

h

(1)

(3)

El segundo IImite de la ecuación (3) se obtiene del primero escribiendo x = a + h,
h = x - a y observando que x -, a cuando h -, 0 (figura 3.1.2). La proposición
relativa a Ia existencia de estos limites equivalentes es "f'(x) existe". En este caso
decimos que Ia funcionfes derivable (o diferenciable) en x = a. El proceso de
encontrar la derivadaf' se llama derivación def

En Ia sección 2.1 y 2.2 vimos varios ejemplos que ilustran el proceso de
derivación de una función dadafmediante la evaluacióri directa del lImite en Ia
ecuaciOn (2). Esto implica Ilevar a cabo los cuatro pasos:

Escribir la deflnición en Ia ecuación (2) de la derivada.

Sustituir la expresionf(x + h) yf(x) segñn la función particularf
SimplifIcar el resultado por métodos algebraicos para que el paso 4 sea posible.

Evaluar el lImite (usualmente, aplicando algunas de las propiedades de los
ilmites).

x
x + 3

SecciOn 3.1 I La derivada y las razones de carnbio 95



Solución

f'(x) = urn = lim -.
f(x+h)f(x) . 1

(
x+h x

h-O h hOh x+h+3 x+3)
(x+h)(x+3)x(x+h+3)urn

h-O h(x+h+3)(x+3)
3h 3=lim limhoh(x + h + 3)(x + 3) h-O(X + h + 3)(x + 3)

3

(lim(x + h + 3))(lirn(x + 3))

Por lo tanto,

3f'(x) = (x + 3)2

Aun cuando la funciónfsea muy sencilla, el proceso de cuatro pasos para
calcularf' directarnente dela deliniciôn de Ia derivadapuede sertedioso. Además,
el paso 3 puede requerir algo de ingenio. Podria ser demasiado repetitivo continuar
basándose en este proceso. Para evitar el tedio, queremos un método más rápido,
fácil y breve para calcularf'(x).

Ese nuevo método es uno de los puntos centrales de este capItulo: el desarrollo
de métodos sistemticos ("reglas") para derivar aquellas funciones que se presen-
tan con más frecuencia. Estas funciones incluyen a los polinomios, las funciones
racionales, las funciones trigonométricas sen x y cos x y las combinaciones de
estas funciones. Una vez establecidas estas reglas de derivación general, podemos
aplicarlas formalmente, casi de manera mecánica, para calcular derivadas. Raras
veces tendremos que recurrir de nuevo a la definición de Ia denvada.

Un ejemplo de "regla de derivación" es el teorema de la sección 2.1 acerca de
Ia derivación de las funciones cuadráticas:

Sif(x) ax2 + bx + c, entoncesf'(x) = 2ax + b. (4)

Una vez que conocemos esta regla, ya no riecesitamos aplicar la definición de Ia
derivada para derivar uria función cuadrática. Por ejemplo, sif(x) = 3x2 4x + 5,
podemos aplicar ]a ecuación (4) para escribir lo siguiente, de inmediato, sin tener
que realizar el proceso de los cuatro pasos:

f'(x) = 2. (3x) + (-4) = 6x 4.

En forma análoga, si g(1) = 21 - 5t2, entonces

g '(t) = (2) + 2 (-51) = 2-101.

No hay diferencia alguna por el nombre de la función o porque escnbamos x o t
como variable independiente. Esta flexibilidad es valiosa (en genera], esta adap-
tabilidad es lo que hace a las matemáticas aplicables a casi todas las demás ramas
del conocimiento humano). En cualquier caso, usted debe aprender todas las reglas
de la derivación independientemente de la notación usada pam establecerlas.

En las secciones 3.2 a 3.4 desarrollaremos otras reglas de derivación. Sin
embargo, primero debemos presentar una nueva notación y una nueva interpreta-
ción de Ia derivada.
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Recta
Q secante K

NOTACION DIFERENCIAL

Una notación alternativa importante para la derivada surge de la costumbre inicial
de escribir tx en vez de h (ya que h = i.x es un incremento en x) y

= f(x + x) - f(x)

para el cambio resultante (o incremento) en y. La pendiente de Ia recta secante K
de la figura 3.1.3 es entonces

iy f(x + ix) - f(x)flsec - - -

y la pendiente de la recta tangente es

dy .m = - = lirn -.
dx x.O LX

En consecuencia, si y =f(x), escribimos con frecuencia

dy

Figura 3.1.3 Origen de Ia
notación dy/dx

(Analizamos las Ilarnadas dferenciales dy y dx con cuidado en el capItulo 4.) Los
sImbolosf'(x) y dy/d.x para Ia derivada de Ia funcióny f(x) se usan de modo
casi intercambiable en las matemáticas y sus aplicaciones, por lo que deberá
familiarizarse con ambas notaciones. También debe saber que dy/dx es tin ünico
sIrnbolo que representa Ia derivada, no el cociente de dos cantidades separadas dy
ydx.

EJEMPLO 2 Si y = ax2 + bx + c, entonces Ia denvada de Ia ecuación (4) en
notación diferencial toma la forma

= 2ax + b.
dx

En consecuencia,

dy
si y = 3x2 - 4x + 5, entonces = 6x - 4;

si Z = 2t - 5t2, entonces = 2 - lOt.
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Figura 3.1.4 La razón de
cambio promedio como una
pendiente

98

La letra den Ia notación dy/dx se refiere a Ia palabra "diferencial" .Ya sea que
escribamos dy/dx o dz/di, Ia variable dependiente aparece "arriba" y la variable
independiente "abajo".

RAZON DE CAMBIO

En la sección 2. 1 presentamos Ia derivada de una función como Ia pendiente de la
recta tangente a su gráfica. AquI presentamos la interpretación igualmente impor-
tante de Ia derivada de una función como Ia razón de cambio de esa función con
respecto de Ia variable independiente.

Comenzamos con Ia razón instantánea de cambio de una función cuya
variable independiente es el tiempo 1. Suponga que Q es una cantidad que varla
con respecto del tiempo 1, y que escribimos Q =f(i) para el valor de Q en el instante
1. Por ejemplo, Q podrIa ser

U El tamaño de una población (de canguros, gente o bacterias);

U La cantidad de dóiares en una cuenta bancaria;

U El volumen de un globo que está siendo inflado;

U La cantidad de agua en una reserva con flujo variable;

U La cantidad de un producto qulmico producido en una reacción; o

U La distancia recorrida t horas después del comienzo de un viaje.

El cambio en Q desde el tiempo i hasta el tiempo t + i.t es el incremento

zQ = f(t + t) - f(t).
La razón de cambio promedlo de Q (por unidad de tiempo) es, por definición,
Ia razón de cambio txQ en Q con respecto del cambio zt en I, por lo que es el
cociente

LQ f(t + zt) - f(t)
Lt Lt

ilustrado en la figura 3.1.4.
Definimos Ia razón de cambio instantánea de Q (por unidad de tiempo)

como el limite de esta razón promedio cuando it -' 0. Es decir, la razón de cambio
instantánea de Q es

Q=f(t)

Pendiente:

+ At

(7)

(8)

CapItulo 3 / La derivada

urn = urn f(t + t) - f(t)
-:- tXt zXt

A
(t+At,f(z+Ai))

- -- IAQ=f(t+At)f(t)
(t,f(i)) -- (el cambio en Q)

At
(el cambio en i)
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'-' dPendiente: -

di

I Vojumen V(t)

Razón V'(t)

Figura 3.1.8 El tanque de
desague del ejemplo 3

Ia razón de cam-
bio instantánea
defen I

Figura 3.1.5 La reiación entre
la recta tarigente en (i,f(t)) y Ia
razón de cambio instantánea def
en I

Sección 3.1 / La derivada y las razones de cambio

Pero el IImite del lado derecho en Ia ecuación (8) es simplemente la derivadaf'(t).
Asi, vemos que la razón de cambio instantánea de Q =f(t) es la derivada

= f'(t). (9)

Para interpretar intuitivamente el concepto de razón de cambio instantánea,
piense que ci punto P(t,f(t)) se mueve a Jo largo de la grálica de la función
Q =f(t). Cuando Q cambia con el tiempo t, el punto P se mueve a Jo largo de
la curva. Pero si siibitamente, en el instante t, el punto P comienza a seguir una
trayectoria recta, entonces Ia nueva trayectoria de P apareceria como en la figura 3.1.5.
La curva punteada de Ia figura corresponde al comportamiento "originaimente
pianeado" de Q (antes de que P decidiera continuar por una trayectoria recta). Pero
ia trayectoria recta de P (de pendiente constante) corresponde a la cantidad Q "que
cambia a una razón constante". Como Ia ilnea recta es tangente a Ia gráfica Q
=f(t), podemos interpretar dQ/dt como ia razón de cambio instantánea de Ia cantidal
Q en ci instante I:

La razón de cambio instantánea de Q =f(t) en ci instante t es iguai a la
pendiente de Ia recta tangente a Ja curva Q =f(t) en ci punto (t,f(t)).

Podemos obtener más conclusiones importantes. Dado que uria pendiente
positiva corresponde a una recta tangente ascendente y una pendiente negativa
corresponde a una recta tangente descendente (como en las figuras 3.1.6 y 3.1.7),
decimos que

dQ
Pendiente -- > 0: curva ascendente

Q creciente

Figura 3.1.6 Cantidad
creciente, derivada positiva

Q es creciente en ci instante t si > 0;

Q es decreciente en ci instante I Si < 0.

Figura 3.1.7 Cantidad
decreciente, derivada negativa

(10)

Pendjente <0: curva descendentedi

NOTA El significado de ia frase "Q =f(t) es creciente en (o durante) el intervalo
de tienipo del = a at = b" debe ser intuitivamente claro. Las expresioneS en (10)
nos proporcionan una forma de precisar lo que significa "Q =f(t) es creciente en
el instante t".

EJEMPLO 3 Ei tanque ciiIndrico de ia figura 3.1.8 tiene un eje vertical y se
liena inicialmente con 600 galones de agua. Este tanque tarda 60 minutoS en
vaciarse después de abrir ci desague en su parte inferior. Suponga que ci desague
se abre en ci instante I = 0, y que ci voiumen V dci agua restante en ci tanque
después de t minutos es

V(t) = (60 - 1)2 = 600 - 20t + t2

99
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galones. Determine la razón instantánea con Ia que el agua fluye fuera del tanque
en el instante t = 15 (minutos)y en ci instante t =45 (minutos). Determine también
Ia razón promedio con la que ci agua fluye fuera del tanque durante la media hora
det= lSat=45.

Solución La razón de cambio instantánea del volumen V(t) del agua en el tanque
está dada por la derivada

dV 20+t.dt -
Cuando I 15 y I = 45, obtenemos

y

V'(15) = 20 + .15 = 15

V'(45) = 20 + .45 = 5
AquI las unidades son galones por minuto (galones/minuto). El hecho de que
V'(15) y V'(45) sean negativas es consistente con la observación de que Ves una
función decreciente de t (cuando t crece, Vdecrece). Una forma de indicar esto es
decir que después de 15 minutos, el agua fluye haciafuera del tanque a 15
galones/minuto; después de 45 minutos, el agua fluye haciafuera a 5 galones/mi-
nuto. La razón de cambio instantánea de Ven t = 15 es 15 galones/minuto, y la
razón de cambio instantánea de Vent = 45 esS galones/minuto. PodrIamos haber
predicho las unidades, ya que jV/ói es una razón de galones sobre minutos y por
consiguiente su lImite V'(f) = dV/dt debe expresarse en las mismas unidades.

Durante el intervalo de tiempo de longitud zt = 30 minutos del tiempo I = 15
at = 45, la razón de cambioprornedio en el volumen V(t) es

V(45) - V(15)
iXt 45-15

(60 45)2 - (60 15)2 300
- 45-15 30

Cada numerador en Ia iiltima ecuación se mide en galones (esto es particularmente
aparente si se analiza el segundo numerador); cada denominador se mide en
minutos. Por lo tanto, Ia razôn en Ia i:iltima fracción es una razón de galones
a minutos, por lo que Ia razón de cambio promedio del volumen Vde agua en
el tanque es 10 gaJones/minuto. AsI Ia razón promedio de agua haciafuera del
tanque durante este intervalo de media hora es 10 galones/minuto.

Hasta este punto nuestros ejemplos de funciones se han restringido a funciones
con formulas o descripciones verbales. Los cientIficos e ingenieros trabajan
frecuentemente con tablas de valores obtenidas a partir de observaciones o
experimentos. El ejemplo 4 rnuestra cOmo tabular las razones de cambio instan-
táneas de estas funciones.

EJEMPLO 4 La tabla de Ia figura 3.1.9 proporciona Ia población P en los
Estados Unidos (en millones) en el siglo diecinueve, con intervalos de 10 años.
Estime Ia razOn instantánea de crecimiento de Ia poblaciOn en 1850.

Solución Consideremos t = 0 (afios) en 1800, por lo que t = 50 corresponde al
aflo 1850. En Ia figura 3.1.10, tenemos los datos graficados a mano, con una curva
suave que se adapta a estos datos.

t Año

Población de los
Estados Unidos
(en miliones)

o 1800 5.3
10 1810 7.2
20 1820 9.6
30 1830 12.9
40 1840 17.1
50 1850 23.2
60 1860 31.4
70 1870 38.6
80 1880 50.2
90 1890 62.9

100 1900 76.0

100 Capitulo 3 / La derivada
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x=0 x=f(t)

Figura 3.1.11 La partIcula en
movimiento está en el punto
x =f(t) en el instante t

Valores de P (millones)

Sin importar cómo la obtengamos, una curva adaptada a los datos debe ser
una buena aproximación de la gráfica real de la función desconocida P =f(t). La
razón de camblo instantánea dP/dt en 1850 es la pendiente de la recta tangente en el
punto (50, 23.2). Trazamos la tangente lo más aproximada posible, mediante una
inspeccion visual y después medimos la base y Ia altura del triángulo de Ia figura
3.1.10. De esta forma aproximamos Ia pendiente de la tangente en t = 50 como

dP 36

dt 51
0.71

millones de personas por año (en 1850). Aunque no hubo un censo nacional en
1851, podriamos estimar que Ia población de Estados Unidos era aproximadamen-
te de 23.2 + 0.7 = 23.9 millones.

VELOCIDAD Y ACELERACION

Suponga que una partIcula se mueve a lo largo de una recta horizontal, de modo
que su posición x en el instante I está dada por Ia función de posición x =f(t).
AsI, hacemos que Ia linea de movimiento sea un eje coordenado con un origen y
una dirección positiva;f(I) es solamente Ia abscisa de la partIcula en movimiento
en el instante I (figura 3.1.11).

Pensemos en el intervalo de tiempo de t a I + L\t. La partIcula se mueve de la
posicionf(I) a Ia posicionf(t + LXI) durante este intervalo. Su desplazamiento es
entonces el incremento

= f(t + t) - f(t).

Calculamos la velocidadpromedio de Ia partIcula durante este lapso exactamente
corno calcularlamos Ia velocidad promedio en un largo viaje: dividimos Ia distan-
cia entre el tiempo para obtener una velocidad promedio, en millas por hora. En
este caso dividimos el desplazamiento de la partIcula entre el tiempo transcurrido
para obtener Ia velocidad promedio

f(t + t) - f(t)
(11)

(La barra superior es un sImbolo estándar que denota por lo general un promedio
de algán tipo.) Definimos Ia velocidad instantánea v de Ia particula en el instante
I como el lImite de Ia velocidad promedio D cuando LI - 0. Es decir,

90

80

70

60

50

40

30
(50,23.2) 36 (millones)

20

10 Figura 3.1.10 Una curva suave'7
I I I I I II F

que se adapta bien a los datos de
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 Ia figura 3.1.9 (ejemplo 4)
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y=y(i)

y creciente
dyv=>0

Tiempo I

x=0 Niveldelpiso
Figura 3.1.13 Movimiento
vertical con función de posición
y(t)

y

Figura 3.1.14 Movimiento
hacia arriba y hacia abajo

y decreciente
dy

Lx f(t + zt) - f(t)v= lim= lim . (12)
i-.o zXt z-.o

Reconocemos el lImite de la derecha de la ecuación (12): es la definición de
la derivadaf con respecto del tiempo t. For lo tanto, Ia velocidad de la partIcula en
movimiento en el instante t es simplemente

V = = f'(t). (13)

AsI Ia velocidad es Ia razón de cambio instantánea de laposición. La velocidad
de una partIcula en movimiento puede ser positiva o negativa, segin si la partIcula
se mueve en dirección positiva o negativa a lo largo de la linea en movimiento.
Definimos Ia rapidez de la partIcula como el valor absoluto de la velocidad: I v I.

-

MOVIMIENTO VERTICAL

EJEMPLO 5 La figura 3.1.12 muestra un automóvil en movimiento a lo largo
del eje x (horizontal). Suponga que su posición (en pies) en el instante t (en
segi.mdos) está dada por

x(t) = 5t2 + 100.
Entonces su velocidad en el instante I es

v(t) = x'(t) = lOt.

Puesto que x(0) = 100 y t0) = 0, el automóvil parte del reposo (v(0) = 0) en el
instante t = 0, desde el puntox = 100. Si t= 10, vemos quex(1O)= 600 y v(1O)=
100, por lo que después de 10 segundos el automóvil ha viaj ado 500 pies (desde
el punto inicial x = 100) y su rapidez es 100 pies/segundo.

En el caso del movimiento vertical (como. el de una pelota que se lanza hacia aruba
de forma recta) es comin denotar Ia función de posición como y(t) en vez de 4t).
TIpicamente, y(t) denota la altura sobre el suelo en el instante t, como en la figura
3.1.13. Pero la velocidad sigue siendo la derivada de la posición:

dy
v(t) =

El inovimiento hacia arriba cony creciente corresponde a uiia velocidadpositiva,
v> 0 (figura 3.1 .14). El movirniento hacia abajo cony decreciente corresponde
a Ia velocidad negativa, v < 0.

El caso del movimiento vertical bajo Ia influencia de la constante de gravedad
es de especial interés. Si una particula se lanza hacia arriba en forma recta desde
una altura inicial y0 (pies) sobre el suelo en el instante I = 0 (segundos) y con uria
velocidad inicial v0 (pies/segundos) y si Ia resistencia del aire es despreciable,
entonces su alturay (en pies por arriba del suelo) en el instante t está dada poruna
formula conocida de Ia fisica,

Capitulo 3 / La derivada

u=0 i= 100

Figura 3.1.12 El automóvil del 0 x=100 x=600 x(pies)
ejemplo 5



SecciOn 3. / La derivada y las razones de carnbio

y(t) = gt2 + Vt + yo. (14)

donde g denota la aceleración debida a la fuerza de gravedad. Cerca de la
superficie de la tierra, g es casi constante, por lo que suponemos que es exacta-
mente constante; en la superficie de la tierra, g 32 pies/s2, o g 9.8 mIs2.

Si derivamosy con respecto de t, obtenemos la velocidad de la partIcula en el
instante 1:

v=J=gt+vo. (15)

La aceleración de Ia particula se define como Ia razón de cambio instantánea
(derivada) de su velocidad:

dv
a = = -g.

Su intuición le dirá que un cuerpo proyectado hacia arriba de esta forma alcanzará
su maxima altura cuando su velocidad sea cero (cuando Lt) = 0; en la sección 3.5
veremos por qué esto es verdadero).

EJEMPLO 6 Determine Ia altura maxima que alcanza una pelota lanzada en
forma recta hacia arriba desde el suelo con una velocidad inicial de = + 96
pies/segundo. Determine también la velocidad con Ia cual golpea al suelo a su
regreso.

Solución Para iniciar Ia solución del problema de un movimiento como éste,
realizamos an diagrama similar al de Ia figura 3.1.15, indicando los datos y las
cantidades desconocidas en los instantes en cuestión. Aqul nos centramos en
el tiempo I = 0, cuando Ia pelota deja el suelo (y = 0), el tiempo desconocido cuan-
do alcanza su maxima aitura con velocidad v= 0, y el tiempo desconocido cuando
regresa al suelo.

Comenzamos con la ecuación (15), con t = 96 y g = 32. Vemos que la
velocidad de Ia pelota en el instante I es

v(t) = 32t + 96
mientras permanece en el aire. La pelota alcanza su altura maxima cuando tt)
0, es decir, cuando

321 + 96 = 0.
Esto sucede en el instante t = 3 (segundos). Al sustituir este valor de ten la furición
de altura en Ia ecuación (14), cony0 = 0, encontramos que Ia altura maxima de Ia
pelota es

y,,,=y(3) = (i6)(3) + (96)(3) = 144 (pies).

La pelota regresa al suelo cuandoy(t) = 0. La ecuación

y(t) = _l612 + 96t = 16t(t - 6) = 0
tiene dos soluciones t = 0 y I = 6. Asi, Ia pelota regresa al suelo en el instante

= 6. La velocidad con Ia que golpea el suelo es

v(6) = (-32)(6) + 96 = 96 (pies/s).

(16)
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1=?
y=?
v=O

Inicio: Impacto:
t=0

Yo = 0 y=O
= 96 v=?

Figura 3.1.15 Datos para Ia
pelota del cjeniplo 6



= 2x + zx;

dA = 2x.dx

La derivada de cualquier fimciôn, no solamente una función del tiempo, puede
interpretarse como su razón de cambio instantánea con respecto de la variable
independiente. Si y =f(x), entonces la razón de cambio promedio dey (por un
cambio unitario en x) en el intervalo [x, x + &] es el cociente

'f(x + x) - f(x)
Lx

La razón de cambio instantánea dey con respecto de x es el lImite, cuando
& -' 0, de la razón de cambio promedio. AsI, la razón de cambio instantánea de
y con respecto de x es

iy dy= = f'(x). (17)

El ej emplo 7 ilustra el hecho de que una variable dependiente puede expresarse
a veces como dos fimciones diferentes de dos variables independientes diferentes.
Las derivadas de estas funciones son entonces las razones de cambio de la variable
dependiente con respecto de dos variables independientes diferentes.

Ax EJEMPLO 7 El area del cuadrado cuya longitud por lado es de x centImetros
es A = x2, por lo que Ia derivada de A con respecto de x,

= 2x, (18)

es la razón de cambio de su area A con respecto de x. (Véanse los cálculos en la
A figura 3.1.16.) Las unidades de dA/dr son centImetros cuadradospor centImetro.

Ahora suponga que Ia longitud del lado del cuadrado aumenta con el tiempo:
x = 51, con el tiempo I en segundos. Entonces, el area del cuadrado en el instante

ésta es Ia razón de cambio de A con respecto del tiempo 1, con unidades de
centImetros cuadrados por segundo. Por ejemplo, sit = 10 (de modo que x = 50),
los valores de las dos derivadas deA de las ecuacioneS (l8)y (19) son

La notación dA/di para Ia derivada tiene un inconveniente menor, ya que no
proporciona un "lugar" para sustituir un valor particular de I, como I = 10. Las
ültimas lineas del ejemplo 7 ilustran una fonria de sortear eSta dificultad.

dA

dx =50
= (2)(50) = 100 (cm2/cm)

y

dA

dt t to
= (50)(10) = 500 (cm2ls).

I es

A = (51)2 = 2512.

La derivada de A con respecto de t es

dA
(2)(25t) = SOt;dt (19)

Flgura 3.1.16 El cuadrado del
ejemplo 7:

A + iA = (x + x)2;

= 2x + (x)2;
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3.1 Problemas

En los problemas 1 a 10, determine la derivada indicada
usando la regla de derivación en (4):

Sif(x) = ax2 + bx + c, entoncesf'(x) = 2ax + b.

I. f(x) = 4x - 5; determjnef'(x).

g(t) = 100 - 1612; determine g'(t).

h(z) = z(25 - z); determine h'(z).

f(x) = 16 - 49x; determinef'(x).
= + 3x - 17; determine dy/dr.

x = 161- 10012; determine dx/dt.

z = 5u- 3u; determine dz/du.

V = 5y(IOO -y); determine dy/dy.

x = -5y2 + l7y + 300; determine dt/dy.

u = 712 + 131; determine duldi.

En los pro blemas 11 a 20, aplique la deJmnición de la derivada
(como en el ejemplo I) para deterininarf'(x).

f(x) = 2x - 1 12. f(x) = 2 - 3x
13.f(x) = x2 + 5 14. f(x) = 3 - 2x2

15.f(x)
= 2x+ 1 16. f(x)

= x

17. f(x) = V2x + 1 18. f(x)
1

x x+119. f(x) = 20. f(x) =1-2x x-1
En los probleinas 21 a 25, damos lafuncion deposición
x = f (t) de una partIcula en movimiento en una recta hori-
zontal. Determine suposición x cuando su velocidadu es cero.

x = 100 - 1612
x _1612 + 160t + 25
x = -16t2 + 80t - 1
x = 10012 + 50
x = 100 - 201 5t2

En los problemas 26 al 29, damos Ia alturay(t) (en pies en el
instanle t segundos) de una pelota lanzada verticalmente
hacia arriba. Determine Ia altura mâvima que alcanza Ia
pelota.

Sección 3.] / La dcrivada y las razones de cambio

La temperatura Celsius C está dada en términos de Ia
temperatura Fahrenheit F por C = 5/9(F - 32). Determine Ia
razón de cambio de C con respecto deFy Ia razbn de cambio
de F con respecto de C.

Determine la razón de cambio del area A de un cIrculo
con respecto de su circunferencia C.

Una piedra lanzada a un estanque en el instante t = 0
segundos causa una onda circular que viaja fuera del punto
de impacto a razón de 5 rn/s. A que razón (en metros
cuadrados/segundo) crece el area dentro del cIrculo cuando
1=10?

Un automóvil viaja a 100 pies/segundo, cuando el con-
ductor aplica los frenos repentmamente (x = 0, s = 0). La
función de posición del autornóvil que patina es x(i) = 1 OOt
- s12. 1,Qué distancia recorre y cuánto tiempo tarda el
automóvil antes de pararse?

Una cubeta con 10 galones de agua comienza a gotear en
ci instante t = 0; el volumen Vde agua en Ia cubeta I segundos
más tarde está dado por

V(t) = io(i
1)2

hasta que Ia cubeta se vacia en el instante I = 100. (a) i,A qué
razón sale el agua de Ia cubeta después de un minuto? (b) jEn
qué instante son iguales Ia razbn de cambio instantánea de V
y la razón de cambio promedio de Vde I = Oat = 100?

Una población de chimpancés se desplaza a una region
nueva en el instante t = 0. En el instante I (en meses), Ia
pobiación es de

P(t) = 100[1 + (0.3)t + (0.04)12].

(a) 1,Ciiánto tiempo tarda la poblacibn en duplicar su tamaflo
inicial P(0)? (b) ,Cuál es la razón de crecimiento de la
poblaciOn cuando P = 200?

Los siguientes datos descnben el crecimiento de Ia pobla-
ción P (en miles) de Ciudad GOtica durante un periodo de 10
afios. Use el método gráfico del ejemplo 4 para estimar su
razón de crecimiento en 1989.

Los siguientes datos proporcionan Ia distancia x en pies
recorrida por un automóvil en aceleraciOn durante los prime-
ros t segundos (que parte del reposo en ci instant.e I = 0). Use
el método gráfico del ejemplo 4 para estimar su velocidad (en
millas/liora) cuando I = 20 y también cuando I = 40.
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Ailo 1984 1986 1988 1990 1992 1994

P 265 293 324 358 395 437

t 0 10 20 30 40 50 60

x 0 224 810 1655 2686 3850 5109

26. y = _162 + 1601
27. y = _1612 + 64t
28. y = _16t2 + 128t + 25
29. y = _1612 + 96t + 50



Figura 3.1.17 El cubo
del problema 38: volumen
V = x3, area de Ia superficie
S = 6x2

En los pro blemas 38a 43, use elhecho (dernostrado en lasección
3.2) de que Ia derivada dey = ax3 + bx2 + cx + des dy/dx = 3ax2
+ 2bx + c.

Muestre que Ia razón de cambio del volumen Vde un cubo
con respecto de Ia longitud de su lado x es igual a Ia mitad del
area de Ia superficieA del cubo (figura 3.1.17).

Muestre que Ia razón de cambio del volumen Vde una
esfera con respecto de su radio r es igual a su area de superficie
S(figura 3.1.18).

La altura h de un cilindro con altura variable es siempre
el doble de su radio r. Muestre que Ia razón de cambio de su
volumen V con respecto de r es igual at area total de
su superficieS(figura 3.1.19).

Un globo esférico con un radio inicial r = 5 pulgadas
comienza a desinflarse en el instante t = 0 y su radio I segundos
más tarde es r = (60-1)/12 pulgadas. 1,A qué razón (en pu]ga-
das cübicas/segundo) sale el aire del globo cuando I = 30?

El volumen V(en litros) de 3 gramos de CO2 a 27°C está
dado en términos de su presión p (en atmósferas) por Ia
fOrmula V = 1 .68/p. Cuál es Ia razOn de cambio de V con
respecto dep cuandop = 2 (atmósferas)? Use el hecho de que
la derivada def(x) = c/x esf'(x) = dx2 51 C es una constante;
puede establecer esto usando Ia definiciOn de Ia derivada.

3.1 Proyecto
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x

Figura 3.1.18 La esfera del
problema 39: volumen
V = r,-3, area de Ia
superficie S = 4,rr2

r

Figura 3.1.19 El cilindro del problema 40:
volumen V= itrh, area de Ia superficie S= 2itr2 + 2itrh

Al derretirse una bola de nieve con radio inicial de
12 centImetros, su radio decrece a una razón constante. Co-
mienza a derretirse cuando I = 0 (horas) y tarda 12 horas en
desaparecer. (a) ,Cuá1 es la razOn de cambio del volumen
cuando I = 6? (b) ,Cuál es Ia razón de cambio promedio del
volumen de t = 3 a I = 9?

Una pelota que se lanza verticalmente hacia arriba en el
instante t = 0 (segundos), con una velocidad inicial 96 pies/se-
gundo y una altura inicial de 112 pies, tiene la función de
alturay(I) = 1612 + 961 + 112. (a) Cuál es la altura maxima
alcanzada por Ia pelota? (b) ,En qué instante y con qué
velocidad se impacta Ia bola en el suelo?

Una nave espacial que se aproxima al planeta Gzyx se
encuentra a una altura dey (metros) en el instante t (segundos)
dada pory = 100 - lOOt + 2512. ,En qué instante y con qué
velocidad Se impacta en el suelo?

La población (en miles) de Metropolis está dada por

P(t) = 100[1 + (0.04)t + (0.003)12],

con len años y de modo que I = 0 corresponda a 1980. (a) ,CuOI
fue Ia razón de cambio de P en 1986? (b) ,Cuál fue Ia razón de
cambiopromediodePdesde 1983 a 1988?

Este proyecto requiere de un anOlisis grOfico del crecimiento de Ia población de
una pequeña ciudad durante Ia década de los años noventa. Necesitará una
calculadora grOfica o una computadora con capacidad de graficacion.

Para su propia ciudad, elija un entero positivo k con k 9 (posiblemente, el t1-
tirno dIgito distinto de cero en su identificación como estudiante). Suponga enton-
ces que Ia población P de Ia ciudad t anUs después de 1990 estO dada (en miles) por

P(t) = 10 + t - (0.1)12 + (0.001)(k + 5)t.
Analice las siguientes preguntas.

1. 1ndica Ia gráfica de P(t) que Ia poblaciôn está creciendo en la década de 1990?
Explique su respuesta.

Capitulo 3 / La derivada



Reglas bãsicas
de derivaciOn

f

--

-J
DJ = f

Figura 3.2.1 La "máquina de
derivación" D

y

y=c Pendiente nula/

Figura 3.2.2 La derivada de una
función constante es cero
(Teorema 1)

Sección 3.2 / Reglas básicas de derivación

Confirma Ia gráfica de la derivada P '(t) que P(t) es creciente en la década de
1990? ,Cuál propiedad de esta gráfica es importante pam esta ecuación?

Cuáles puntos de Ia gráiica de P'(s) corresponden alinstante (o instantes)en
los que Ia ra.zón de cambio instantmea de P es igual a la razón de cambio promedio
entre los afios 1990 y 2000? Aplique el método de ampliaciones sucesivas para
determinar tal instante (con una precision de dos cifras decimales).

,Cuáles puntos de la derivada P'(t), corresponden al instante (o instantes) en
los que la población, P(t), está creciendo de manera más lenta?; ,y Ia más rápida?
Aplique el método de ampliaciones sucesivas pam determinar tal instante (con una
precision de dos decimales).

3 .2 / Iniciamos aquI el desanollo de reglas formales pam determinar la derivadaf' de
lafunciónf

f'(x) f(x + h) - f(x)
(1)

Será iitil una notación alternativa para las derivadas.
Cuando interpretamos la derivada en la sección 3.1 como una razón de cambio,

vimos que era i'itil la notación de variables dependientes e independientes

y = f(x), Lx = h, y = f(x + zx) - f(x). (2)

Esto nos conduce a Ia "notación diferencial"

dy . zy f(x + x) - f(x)= urn = lim
dx xO IXX xO LX

para la derivada. Cuando use esta notación, recuerde que el sImbolo dy/dK es
simplernente otra notación pam Ia derivada f'(x); no es el cociente de dos
cantidades separadas dy y dx.

A veces se usa una tercem notación para la derivadaf'(x): es Df(x). En este
caso, pensamos D como una "máquina" que opera sobre la funciónfpara producir
su derivada Df(figura 3.2.1). AsI, podemos escribir la derivada dey f(x) = x2
de cualquiera de las tres formas:

DERIVADAS DE POLINOMIOS

f'(x) = = Dx2 = 2x.
dx

Estas tres notaciones para la derivada (la notación de funciónf'(x), la notación
diferencial dy/dx y la notación de opemdor DJx)), se usan indistintarnente en las
obras matemáticas y cientIficas, asI que deberá familiarizarse con ellas.

(3)

Nuestra primera regla de derivación dice que la derivada de unafunción con.stante
es idénticainente nula. Geornétricamente, esto es claro, pues la gráfica de una
función constante es una recta horizontal, que es su propia recta tangente, con
pendiente nula en todo punto (figura 3.2.2).
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Den:ostraciôn Comof(x + h) =f(x) = c, vemos que

cc . 0f'(x) = urn
f(x + h) - f(x)

= urn = lim= 0. Li
h hO h hO h

Como motivación de Ia siguiente regla, consideremos la siguiente lista de
derivadas, todas calculadas en el capItulo 2.

Dx = 1 (Problema 2, sección 2.1)

Dx2 = 2x (Ejemplo 3, sección 2.1)

Dx3 = 3x2 (Problema 26, sección 2.1)

Dx4 = 4x3 (Problema 28, sección 2.1)

Dx1 = x2 (Problema 27, sección 2.1)

Dx2 = 2x3 (Problema 29, sección 2.1)

Dx'12 = x'2 (Ejemplo 12, sección2.2)

Dx'12 = - x312 (Problema 41, sección 2.2)

Cada una de estas formulas se ajusta a! patron

Df = nx'. (5)

La ecuaciOn (5), que se inhere de la lista anterior de derivadas,. es hasta ahora
solamente una conjetura. Pero muchos descubrimientos en matemáticas se han
realizado detectando patrones y demostrando posteriormente que éstos son válidos
en general.

Eventualmente veremos que la formula de la ecuación (5), ilamada la regla
de Ia potencia, es válida para todos los nümeros reales n. En este momento
daremos una demostración solamente para el caso en que el exponente n sea un
enlero positivo. Necesitaremos lafórmula binomial del algebra de bachillerato:

(a + b) = a + na'b + n(n 1)an_2b2 +

n(n - 1) . . (n - k + 1)an_kbk + ... + nab' + b (6)+ k(k - 1)... 3.2.1

si n es un entero positivo. Los casos n = 2 y n = 3 son las fOrmulas familiares

(a + b)2 = a2 + 2ab + b2

y

(a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3.

08 Capitulo 3 I La derivada

Teorema 1 Derivada de una constante
Sif(x) = c (una constante) para toda x, entoncesf'(x) = 0 para todax. Es
decir,

dx
0. (4)



Existen n + I términos en el lado derecho de la ecuación (6), pero lo ünico que
necesitarnos saber para demostrar la regla de la potencia es la forma exacta de los
dos primeros términos y el hecho de que los demás términos contienen a b2 como
factor. Por ejemplo, si a = x, b = h y n = 5 en la ecuación (6), obtenemos

(x + h)5 x5 + 5x4h + 10x3h2 + 10x2h3 + 5xh4 + h5

= x5 + 5x4h + h2(10x3 + lOx2h + 5xh2 + h3)

= x5 + 5x4h + h2.P(h).

En este caso, P(h) es un polinomio de grado 3 en la variable h, con coeficientes
en términos dex. Si colocamos el exponente general n en vez deS, la ecuación (6)
proporciona en forma análoga el resultado

(x + h)" = x' + nx'h + h2P(h), (7)

donde P(h) es un polinornio de grado n 2 en la variable h. Estamos listos para el
teorema 2.

Teorema 2 Regla de Ia polencia para n entero positivo
Si /1 es im entero positivo yf(x) x", entoncesf'(x) = nx

Demostración

f(x + h) - f(x)
f'(x) = lim

hO h

(x+h)x
lim

h

nx'h + h2P(h)
lim

h

urn [nx + hP(h)] = + O.P(0)
hO

f'(x) = nx"'. U

[por Ia ecuación (7)].

(por las propiedades
de los lImites y Ia
continuidad de P);

No siempre necesitamos usar los mismos sImbolos x y n para Ia variable
independiente y eJ exponente constante en Ia regla de la potencia. Por ejemplo,

Dt'" = mtm y Dz' = kz't,
donde D denota Ia derivación con respecto de Ia variable independiente indicada.
Si no es perfectarnente claro cuál es Ia variable independiente, se puede indicar
mediante un subind ice agregado al operador D:

D,t'" = mt"' y Dzk = kz1.

EJEMPLO 1 Dx7 = 7x6, Dt'7 = 17t'6, Dz'°° = 100z99.

Para usar la regla de la potencia y derivar poI inomios, necesitarnos saber cômo
derivar combinaciones lineales. Una combinación lineal de las funcionesfy g
es una función de la forma af+ bg, donde a y b son constantes. Las propiedades
de Ia surna y producto de limites implican que

lim [af(x) + bg(x)] = a(limf(x) + b(lim g(x)) (8)\x.c ,! \X-C

SecciOn 3.2 / Rcglas b/isicas de dcri'aciOn 109



siempre que los dos Ilmites del lado derecho de la ecuación (8) existan. La formula
en Ia ecuación (8) se llama la propiedad de linealidad de Ia operación de lImite.
Implica una propiedad de linealidad análoga pam Ia derivación.

Teorema 3 Derivación de una combinación lineal
Sify g son funciones derivables y a yb son nümeros reales fijos, entonces

D[af(x) + bg (x)] = aDf(x) + bDg (x).

Si u =f(x) y v = g (x), esto toma Ia forma

d(au + bu) du dl.)= a - + b
dx dx dx

(9)

(9')

Dernostración La propiedad de linealidad de los lImites implica en forma
inmediata

[af(x + h) + bg(x + h)] - [af(x) + bg(x)]
D[af(x) + bg(x)] = hm

h-O h

= a(iim
f(x + h) - f(x))

(
g(x + h) - g(x)'+ blim

h h-SO h j

= aDf(x) + bDg(x). LI

Sean a = c y b = 0 en Ia ecuación (9). El resultado es

o bien,

D[cf(x)] = cDf(x);

d(cu)

dx Cd.

Ahora, sean a = b = I en Ia ecuaciOn (9). Vemos que

D[f(x) + g(x)] = Df(x) + Dg(x).

En notación diferencia],

d(u+v) du dv=+.
dx dx dx

AsI, Ia derivada de la surna de dos funciones es Ia suina de sus derivadas. En
forma análoga, para las diferencias tenernos

d(uv)du dv

dx dx dx

Es fácil ver que estas reglas se generalizan a surnas y restas de más de dos
funciones. Por ejemplo, Ia aplicaciOn repetida de Ia ecuación (11) a Ia suma de un
rn'lrnero finito de funciones derivables implica

(10)

(10')

Asi, Ia derivada de un inálliplo Conslante de una función es el mismo mtltipIo
constante de su derivada.

EJEMPLO 2 D(16x6) = 16 . 6x5 = 96x5.

(12)
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d(ui + U + ... + u,,) du1 du2 du
(13)

dx dx dx dx'

EJEMPLO 3

D(36 + 26x + 7x5 - 5x9) = 0 + 26.1 + 7'5x4 - 59x8

= 26 + 35x4 - 45x8.

Cuando aplicamos las ecuaciones (10) y (13) y la regla de la potencia al
polinomio

p(x) = ax" + a-1x' + + ax2 + a1x + a0,
determinamos la derivada tan pronto como Ia podamos escribir:

p'(x) = nax + (n - 1 )a 1x"2 +. . . + 3a x2 + 2a2 x + a1. (14)

Con este resultado, es rutinario escribir una ecuación de la recta tangente a la
gráfica de un polinomio.

EJEMPLO 4 Escnbir una ecuación para la recta que es tangente a la gráfica de
y = 2x3 - 7x2 + 3x + 4 en el punto (1, 2).

Solución Calcularnos Ia derivada como en la ecuación (14):

= 23x - 72x + 3 = 6x - 14x + 3.
dx

Sustituimos x = 1 en Ia derivada y vemos que La pendiente de la recta tangente en
(1, 2) es m = 5. Asi, Ia ecuación puntopendiente de la recta tangente es

y - 2 = 5(x - 1).

EJEMPLO 5 El volumen V (en centImetros cübicos) de una cantidad de agua
varIa con el cambio en su temperatura T. Para Tentre 0°C y 30°C, la relación es
casi

V = V0(1 + aT + f3T2 + 7T3),
donde V0 es el volumen a 0°C y las ties constantes tienen los valores

a = 0.06427 X iO, 13 = 8.5053 X 10-6,

y y = 6.7900 x 10g.
La razón de cambio del volumen con respecto de Ia temperatura es

= Vo(a + 2f3T + 3yT2).

Suponga que V0 = 1 O cm3 y que T 20°C, La sustitución de estos datos numéricos
en las formulas pam Vy dWdTimplica V 100,157 cm3 y dV/dT 19.4 cm3/°C.
Podemos concluir que, a T = 20°C, este volumen de agua debe aumentar aproxi-
madamente 19.4 cm3 por cada aumento de 1°C en la temperatura. Como compa-
ración, Ia sustitución directa en la formula pam Vimplica

V(20.5) - V(19.5) 19.4445 (cm3).
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LA REGLA DEL PRODUCTO Y LA REGLA DEL COCIENTE

Podria ser natural pensar que la derivada de un productof(x)g(x) es el producto
de las derivadas. Esto esfalso! Por ejemplo, sif(x) = g(x) x, entonces

D[f(x)g(x)] = Dx2 2x.
Pero

[Df(x)] [Dg(x)] = (Dx) (Dx) = 1 1 = 1.
En general, Ia derivada de un producto no es simplemente el producto de las
derivadas. El teorema 4 nos dice lo que sI es.

Teorema 4 La regla deiproducto
Sify g son'derivables en x, entoncesfg es derivable en x y

D[f(x)g(x)] f'(x)g(x) +f(x)g'(x). (15)

Si u =f(x) y v = g(x), esta regla de! producto toma la forma

d(u) du du=u+D.
dx dx dx

Cuando es claro cuál es Ia variable independiente, podemos abreviar ain
más Ia regla del producto:

(uv)'=u'v+uv' (15")

(15')

Dernostración Usamos un método de "suma y resta".

f(x + h)g(x + h) - f(x)g(x)D[f(x)g(x)] = tim
h-O h

f(x + h)g(x + h) - f(x)g(x + h) + f(x)g(x + h) - f(x)g(x)= lim
h-.O h

f(x + h)g(x + h) - f(x)g(x + h)= urn
h-O h

f(x)g(x + h) - f(x)g(x)+ tim
h

=
(lim f(x + h) - f(x))(ug(x

+ h))
\h-.O h

/ g(x+h)g(x)
+f(x)lIjm

)\h-.O h

f'(x)g(x) + f(x)g'(x).

En esta demostración usamos las propiedades de Ia suma y producto de los ilmites,
las definiciones def'(x) y g'(x) y eJ hecho de que

urn g(x + h) = g(x).
h-.O

Esta iiltima ecuación es válida, pues g es derivable y por consiguiente continua en
x, por el teorema 4 de la sección 2.4. LI
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En palabras, Ia regla del producto dice que Ia derivada deiproducto de dos
funciones seforma ,nultiplicando la derivada de cada una por Ia otra, sunando
después los resuitados.

EJEMPLO 6 Determine la derivada de

f(x) = (1 - 4x3)(3x2 - 5x + 2)

sin multiplicar primero los dos factores.

Solución D[(1 - 4x3)(3x2 - 5x + 2)]

= [D(1 - 4x3)](3x2 - 5x + 2) + (1 - 4x3)[D(3x2 - 5x + 2)]

= (-12x2)(3x2 - 5x + 2) + (1 - 4x3)(6x - 5)

= 60x4 + 80x3 - 24x2 + 6x - 5.

Podernos aplicar Ia regla del producto varias veces para determinar la derivada
del producto de tres o más funciones derivables u1, u2,. . . , u de x. Por ejemplo,

D[uiu2u3] = [D(uiu2)].u3 + (uiu2).Du3

= [(Dui).u2 + ui.(Du2)]u3 + (uu2)Du3

= (Dui)u2u3 + ui(Du2)u3 + u1u2(Du3).

Observe que Ia derivada de cada factor en el producto original se multiplica por
los otros dos factores, y después se suman los tres productos resultantes. Es decir,
tenemos el siguiente resultado general:

D(uiu2 . . . u) = (Dui)u2. . u + u1(Du2)u3 . . . u,,

+ + UU2 u_(Du), (16)

donde La suma de Ia ecuación (16) tiene un térrnino correspondiente a cada uno de
Los n factores en el producto u1u2. . . u,,. Es fácil establecer esta extension de Ia
regla del prod ucto (véase el problema 62) paso a paso (después con n 4, luego
con n = 5, etcetera).

Nuestro siguiente resultado nos indica cómo determinar Ia derivada del
reciproco de una función si conocemos Ia derivada de Ia función.

La regla dcl recIproco
Sifes derivable en .i yf(x) 0, entonces

D
f'(x)

f(x) [f(x)]2

Si u =J(x), La regla del reciproco toma Ia forma

d (1" 1 du

dx u - u2 dx'.1
Si no existe duda sobre cu'½1 es Ia variable independiente, podemos
escribir

(17")

Sección 3.2 I Reglas básicas de derivación 113

(17)

(17')



Den:ostración Como en la demostración del teorema 4, usamos las propiedades
de los ilmites, la definición de la derivada, y el hecho de que una función es
continua si es derivable (por el teorema 4 de la sección 2.4). Además, observe que
f(x + h) para h cercana a cero, puesf(x) yfes continua en x (véase el
problema 16 del apéndice B). Por tanto,

= urn
i( 1 1 ' . f(x) - f(x + h)

f(x) h-O hf(x + h) f(x)) h-0 hf(x + h)f(x)

= (urn
)(iim f(x + h) - f(x)) - f'(x)

n-.of(x + h)f(x) h-o h [f(x)]

EJEMPLO 7 Conf(x) = + 1 en Ia ecuación (17), obtenemos

2x
(x2 + 1)2

Combinamos ahora la regla del recIproco con la regla de Ia potencia para
exponentes enteros positivos para establecer Ia regla de la potencia para exponen-
tes enteros negativos.

Teorema 5 Regla de la potencia para un entero negativo n
Si n es un entero negativo, entonces Dx!' = nx

Dernostraciôn Sea in = -11, de modo que ni es un entero positivo. Entonces

Df = D---
_D(xm) _mxm_I

= (_m)x(_m)_I =
Xm (Xm)2

Esta dernostración muestra adernás que Ia regla del teorema 5 es válida
exactarnente cuando Ia función por derivar está definida: cuando x 0.

EJEMPLO 8

5x4 - 6x + 7
D

2x2
= D(x2 - 3x' + x-2)

= (2x) - 3(x2) + (-2x) = 5x + -
La dave es "dividir" antes de derivar.

Ahora aplicarnos la regla del producto y Ia regla del reciproco para obtener
una regla de derivación para ci cociente de dos funciones.

Teorenia 6 La regla dcl cociente
Sify g son derivables en x y g(x) 0, entoncesf/g es derivable en x y

D
f(x) f'(x) g(x) - f(x) g'(x)
g(x) [g(x)]2

(18)
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3.2 Problemas

Aplique las reglas de derivacidn de esta sección para deter-
minarlas derivadas de lasfunciones en losproblemas I a 40.

f(x) = 3x2 - x + 5
g(t) = 1 - 3t2 - 2t4

3.f(x) = (2x + 3)(3x -2)
g(x) = (2x2 - 1)(x3 + 2)
h(x) = (x + 1)

Sección 3.2 / Reglas básicas de derivación

Si u =f(x) y u = g (x), esta regla toma la forrna

du dDu--u-du dx dx
dx [J 2

1.)

Si es claro cuál es la variable independiente, podemos escnbir la regla del
cociente como

Observe que eJ numerador en Ia ecuación (18) no es la derivada del producto
defyg. El signo menos signffica que el orden de los términos en el numeradores
importante.

EJEM PLO 9 Determine dz/dt, dado que

1 -
z = +

So/ución Los apóstiofos denotan las derivadas con respecto de t. Con t (en vez
de x) corno Ia variable independiente, la regla del cociente implica

dz (1 - t3)'(l + t4) - (1 - t3)(1 + t4)'
dt - (1 + t4)2

(-3t2)(1 + t4) (1 - t3)(4r3) t - 4t3 - 3t2
- (1 + t4)2 - (1 + t4)2

6. g(t) = (4t 7)2

8. f(x) = 4x4 - -

9. g(x) =

11. h(x) =

1 1

3

x2 + x + 1

(18')

7. Jy) = y(2y - l)(2y + 1)

x+1 x1

115

1)

u'UUD' (18")

Demos! ración Aplicamos la regla del producto a la factorización

f(x)
=

U

Esto implica

f(x)

g(x)

+ f(x)

(

f(x)
g(x)

DD = [Df(x)]
g(x) g(x)

f'(x)
g(x)

g'(x) f'(x)g(x) - f(x)g'(x)fx;
g(x) 21 2[g(x)] / [g(x)]



x+ 1

3x
P(-1,3)

x2 + x + I

6

2'
P(2, -2)

I -x

Aplique Ia formula del ejemplo 5 para responder las
siguientes dos preglintas. (a) Si se calientan 1000 cm3 de agua
que inicialmente están a 0°C, Lse dilata o contrae inicialmen-
te? (b) LCuál es Ia razOn (en cm3/°C) con Ia que se dilata o
contrae inicialmente?

El peso de Susana en libras está dado por la fOrmula
W= (2 x 109)/R2, donde R es su distancia en millas al centro
de Ia Tierra. i,Cuál es la razOn de cambio de Wcon respecto
de R cuando R = 3960 millas? Si Susana asciende una mon-
taOa, desde el nivel del mar, icon qué razOn en onzas por milla
(vertical) decrece su peso inicialmente?

El tanque cónico que se muestra en la figura 3.2.3 tie-
ne un radio de 160 cm y una altura de 800 cm. El agua sale
por un pequebo orificio en el fondo del tanque. Cuando La
altura h del agua en el tanque es 600 cm, j,cuál es la razOn de
cambio del volumen Vcon respecto de h?

600

Figura 3.2.3 El tanque que Se vacia, problema 53

Determine las intersecciones con los ejes de Ia recta
tangente a Ia curva y = x3 + x2 + x en el punto (1, 3) (figura
3.2.4).

Determine una ecuaciOn para la recta que pasa por el
punto (1, 5) y es tangente a Ia curva y = x3. [Sugerencia:
Denote (a, a3) al punto de tangencia, segOn se indica en Ia
figura 3.2.5. Determine mediante inspecciOn las soluciones
enteras pequeñas de la ecuación cObica resultante en a.]

13. g(t) = (12 + 1)(t + 12 + 1)

14. f(x) = (2x3 - 3)(17x4 - 6x + 2)

1 1

15. g(z) = - - -
2z 3z2

2x3 - 3x2 + 4x - 5
16. f(x) -

17. g(y) = - 1)(y2 + 2y + 3)

18. =
x2 - 4 t-1

f(x) 19. g(t) =
x2 + 4 12 + 2t + I

20. u(x) = 21. v(t) =
(x + 2)2 (t - 1)

2x3 + x2 - 3x + 17
22. h(x) -

2x - 5

3x
24.

1

23. g(x) = f(t) -
x + 7x - 5

+
t)

1 2 1

26. -
x2+1

25. g(x) = f(x)
2 3 1

4S.yx3+3x2-4x--5; P(il,-5)

46. y
= (

- P(2, 4)

47.y=---; P(-1,7)

P(2,0.5)48.y =;
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x2+1
27. y = - 6x5 + + 12

28 y
5-4x2+x5

29.y=

2x - 3x2 + 2x4
30.y= 31.y3x__!_

5x2 4x2

x x+1
+

x(x2+2x+2) x-1 3x

I x3-4x+5
= 1 - 4x2 y = ,t2 +

36. y = x2(2x3

-
.;)

37.
2x2

3x -
5x4

38. y
- (x2 3)2

4 X2
39. y =

x + 10
y -

En los problemas 41 a 50, escriba u;ia ecuación c/c la recta
langenge ala curvay =f(x) en elpunfo P daclo sobre Ia cui-va.
Exprese Ia respuesta en laforma ax + by = c.

y = x3; P(2, 8)

42.y=3x2-4; P0,-i)
1

P(2,1)X- 1

44.y=2x-1; P(0.5,-l)



Figura 3.2.4 La recta Figura 3.2.5 La recta
tangente del problema 54 tangente del problema 55

Determine dos Ilneas que pasen pore! punto (2, 8) y sean
tangentes a Ia curva y = x3. [Véase la sugerencia para el
prob!ema 55.]

Demuestre que ninguna !Inea recta puede ser tangente a
Ia curva y = x2 en dos puntos distintos.

Determine las dos lineas rectas de pendiente 2 que son
tangentes a la curva y = 1 Ix.

Sean 2 un entero fijo, pero no especificado. Determine
Ia intersección con el eje x de Ia recta tangente a Ia curva y =

en el punto P(x0, yo)
Demuestre que la curva y = x5 + Zr no tiene tangentes

horizontales. Cuál es !a pendiente minima que puede tener
una tangente a esta curva?

Aplique Ia ecuación (16) con n = 3 y u1 = = u3 f(x)
para mostrar que

D([f(x)]3 = 3[/(x)]2f'(x).

(a) Escriba primero u1u2u3u4 = (u1u2u3)u4 para verificar Ia
ecuación (16) para n = 4. (b) Después, escriba U1U2U3U4U5 =
(u1u2u3u4)u5 y aplique e! resultado de Ia parte (a) para verificar
Ia ecuaciOn (16) paran = 5.

Ap!ique Ia ecuación (16) para mostrar que

D([f(x)]" = n[/x)]'f'(x)

si n es un entero positivo yf'(x) existe.
Use el resultado de! problema 63 para calcular D(x2 +

x+ 1)b00.

Determine g '(x), si g(x) = (x3 - 1 7x + 35)17.

Determine constantes a, b, c y d tales que Ia curva
y = ax3 + bx2 + cx + d tenga rectas tangentes horizontales en
!ospuntos(0, 1)y(l,O).

En relación con los problemas 67 a 71, las JIguras 3.2.6 a
3.2.9 muestran las curvas

x"
y = + x2

para n = 0, 1, 2, 3

Muestre que para n = 0 y n = 2, Ia curva solo tiene un
punto donde Ia recta tangente es horizontal (figuras 3.2.6 y
3.2.8).
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>,0

1

21
Figura 3.2.6 La gráfica de

= 1 + x2

2

2 4 2

Figura 3.2.8
x2

- 1 + x2

La gráfica de

0.8

0.4

0.4

0.8

Figura 3.2.7 La gráfica de
x

= 1 + x2

Figura 3.2.9
x3

- 1 + x2
Cuando n = 1, existen dos puntos sobre Ia curva, donde

Ia recta tangente es horizontal (figura 3.2.7), Determinelos.
Muestre que para n 3, (0, 0) es el Onico punto de Ia

gráfica de

x,,

y = + 2

en donde Ia recta tangente es horizontal (figura 3.2.9).
La figura 3.2.10 muestra Ia gráfica de la derivadaf'(x)

de la función

f(x)
= 1

Parece que existen dos puntos sobre la gráfica de y =f(x)
donde Ia recta tangente tiene pendiente 1. DetermInelos.

En Ia figura 3.2.10, parece que existen tres puntos en la
curva y = f '(x) tales que Ia recta tangente es horizontal.
Determinelos.

-4 2

x

La gráfica de

2

>

Figura 3.2.10 La gráfica de

= D(1 +X2)

0

Y

de los problemas 70 y 71

20

>,0

10

20

10
y = x3 +x2 +

(t,3)
>

2 0 2 4

x

4 -2 0 2 4
x
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x
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3.3 ____________
La regla de la cadena

En la sección 3.2 vimos cómo derivar polinomios y funciones racionales. Pero es
frecuente que necesitemos derivarpolencias de tales funciones. Por ejemplo, si

y = [f(x)]3, (1)

entonces Ia extension de la regla del producto [ecuación (16) en Ia sección 3.2]
implica

= D[f(x) .f(x) .f(x)]
dx

= f'(x) .f(x) f(x) + f(x) f'(x) .f(x) + f(x) .f(x) .f'(x),

por Jo que a! agrupar términos obtenemos

= 3[f(x)]2f'(x). (2)

,Es una sorpresa que Ia derivada de [1(x)]3 no sea simplemente 3[f(x)]2, 10 que
seria de esperarse en analogia con la formula (correcta) Dx3 = 3x2? Existe un factor
adicionalf'(x) cuyo origen puede explicarse si escribimos y = [1(x)]3 en la forma

La ecuación (4), Ia regla de Ia cadena, es válida pam cualesquiera dos funciones
derivables y = g(u) y u =f(x). La formula en la ecuación (2) es simplemente el
caso particular de Ia ecuación (4) en que g(u) = u3.

EJEMPLO 1 Si

y=(3x+5)'7,

no seria práctico escribir el desarrollo binomial de Ia potencia 17 de 3x + 5: El
resultado serla un polinomio con 18 términos y aIgunos de los coeficientes
tend.rIan 14 dIgitos! Pero si escnbimos

con u3x+5,
entonces

dy
16

du
y

yu3 con uf(x).
Entonces

=
dx

= 3u2 = 3[f(x)]2, ydu
(3)

dx

por Jo que Ia formula para la derivada de la ecuación (2) tiene la forma

(4)dy dy du

dx du dx
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x bai-riles de petróleo cnido

roceso.

u litros de gasolina

Proceso 21

y gramos de petroquimico

Figura 3.3.1 La refinación del
petróleo con dos procesos
(ejemplo2)

Por tanto, la regla de la cadena implica

D(3x + 5)17 dY = (17u'6)(3)
dx du dx

= 17(3x + 5)163 = 51(3x + 5)16

La formula de Ia ecuación (4) es una formula que, una vez aprendida, es poco
probable de olvidar. Aunque dy/du y du/dx no son fracciones (solo son sImbolos
que representan las derivadas g'(u) yf'(x)) es como sifueran fracciones, en
las que el du del primer factor se "cancela" con el du del segundo. Por supuesto,
tal "cancelación" no demuestra la regla de Ia cadena tanto como la cancelaciOn de
las d demuestra que

dy y

dx - x
Sin embargo, es una excelente via para recordar la regla de la cadena. Tales
manejos de las diferenciales son tan sugerentes (aunque no sean válidos) que
jugaron un papel importante en el desarrollo inicial del cálculo, durante los siglos
XVII y XVIII. Entonces se demostraron muchas formulas que posteriormente se
mostró eran válidas (aunque algunas formulas eran también incorrectas).

EJEMPLO 2 Para una interpretación fisica de Ia regla de la cadena, imaginemos
una refinerla que primero fabrica u litros de gasolina a partir de x barriles de
petróleo crudo. Entonces, en un segundo proceso, la refineria fabricay gramos
de un petroquimico comercial a partir de los u litros de gasolina. (Los dos procesos
se ilustran en Ia figura 3.3.1.) Entonces,y es una funciOn de u y u es una función
de x, por lo que la salida final y es también una función de la entrada x.
Consideremos las unidades en las que se miden las derivadas de estas funciones.

dy g

du L

du L

barril

dy g

dx barril

(un absurdo).

Cuando incluimos estas unidades en Ia ecuación (4), obtenemos

dy g (dyg (du jL

(gramos de petroqulmico
por litro de gasolina)

(litros de gasolina
por barn! de petróleo)

(gramos de petroqulmico
por barril de petróleo)

dx barril \du ) \dx barn!

(dydu'\ g

\du dx,/barniL

Esta cancelación de las unidades parece confirmar Ia validez de la regla de la
cadena (al menos en esta aplicación). Por ejemplo, si obtenemos 3 gramos de
petroquImico por cada litro de gasolina y 75 L de gasolina por barnil de petrOleo,
1cómo podriamos equivocamos al obtener 225 = 3 . 75 gramos de petroquimico
por barnil de petrOleo?
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Aunque Ia ecuación (4) es una afirmaciôn memorable de la regla de la cadena
en notación diferencial, tiene Ia desventaja de que no especifica los valores de las
variables donde se evalñan las derivadas. Este problema se resuelve mediante el
uso de Ia notación funcional para las derivadas. Escribamos

y = g(u), u = f(x), y = h(x) g(f(x)). (5)
Entonces

y

du dy= f'(x), - = h'(x),
dx dx

NOTA Aunque La derivada de h g of es un producto de las derivadas defy g,
estas dos derivadas se evalüan en puntos distintos. La derivadag' se evalüa en
f(x), mientras quef' se evaiá a en x. Para un nimero particularx = a, la ecuación
(7) nos dice que

h'(a) =g'(b)f'(a), donde b = f(a). (9)

EJEMPLO 3 Si h(x) = g(f(x)), dondefy g son funciones derivables, y

f(2) = 17, f'(2) = 3, y g'(17) = 5,

entonces Ia regla de la cadena implica

h'(2) = g'(f(2)).f'(2) = g'(17).f'(2) = (5)(-3) = 15.

ESBOZO DE LA DEMOSTRACION DE LA REGLA DE LA CADENA

Para dar tin esbozo de la demostración de Ia regla de Ia cadena supongamos que
tenemos funciones derivables y = g(u) y u =f(x) y queremos calcular la derivada

dy . iy . g(f(x + ix)) - g(f(x))= lim = lim
dx xO 1X &O LIx

(10)
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du
= g'(u) = g'(f(x)). (6)

La sustitución de estas denvadas en la ecuaciôn (4) plantea la regla de la cadena
en Ia forma

h'(x) = g'(f(x)) .f'(x) (7)

Esta version de Ia regla de Ia cadena proporciona Ia derivada de Ia composición
h = g ofde dos funciones g yf en términos de sus derivadas.

Teorema 1 La regla de Ia cadena
Suponga quefes derivable en x y que g es derivable enf(x). Entonces la
composicióri h g of defiriida por h(x) = g (1(x)) es derivable en x y su
derivada es

h'(x) = D[g(f(x))] = g'(f(x)) .f' (x). (8)



La forrna diferencial de la regla de Ia cadena sugiere la factorización

L.y Ly Lu
LX ULX

La propiedad del producto para ilmites implica entonces

-= Jim ---=ilim lim 1=--.
dx Ax-O iXu Lx \u-O Iu/ \x-.O zx/ du dx
dy . iXy 1u / ty'\ / Lu'\ dy du

(12)

Esto bastará para demostrar Ia regla de la cadena sienipre que

= f(x + ix) - f(x) (13)

es una cantidad distinla de cero que tiende a cero cuando & -' 0. Es cierto que
iXu p0 cuando & '0, puesfes derivable y por Jo tanto continua. Pero aün es
posible que tu se anule para algunos (incluso todos) valores no nulos de &. En
tal caso, Ia factorización de Ia ecuación (11) incluirIa el paso no váiido de Ia
division entre cero. AsI, nuestra demostración está incompleta. Una demostración
completa de Ia regla de la cadena aparece en el apéndice D.

GENERALIZACION DE LA REGLA DE LA POTENCIA

Si sustituimosf(x) u yf'(x) = du/dx en Ia ecuación (8), obtenemos la forma
hIbnda

Dg(u) = g (u) -
dx

du
(14)

de Ia regla de la cadena, que por lo general es la forma más ütil para los fines
purarnente de cálculo. Recuerde que el subIndice x en D,, especifica que g(u) se
deriva con respecto de x y no con respecto de u.

Sea g(u) = u" en la ecuación (14), donde n es un entero. Como g'(u) = nu',
obtenemos

Du =
dx

(15)

Ia version de Ia regla de Ia cadena para Ia regla de la potencia. Si u fx) es una
función .ierivabIe, entonces la ecuación (15) dice que

= n[f(x)]"'f'(x). (16)

[Si n - 1 <0, debemos agregar Ia condición de quef(x) para que el lado derecho
de la ecuación (16) tenga sentido.] Nos referiremos a esta version de la regla de
la cadena para Ia regla de la potencia como Ia generalizaciOn de Ia regla de Ia
potencia.

EJEMPLO 4 Para derivar

1

= (2x3 - x + 7)2'

escribimos prirnero

y = (2x3 - x + 7)_2
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para aplicar Ia generalización de la regla de la potencia, ecuación (16), con n = 2.
Esto implica

= (-2)(2x3 - x + 7)3D(2x3 - x + 7)
dx

2(1 - 6x2)= (-2)(2x3 - x + 7)3(6x2 - 1) =
(2x3 - x + 7)

EJEMPLO 5 Determinar la derivada de la función

fz -
h(z)

= z + 1/
Solución La dave para aplicar Ia generalizacion de la regla de la potencia es
observar de quién es potencia Ia función dada. En este caso,

h(z) = u5, donde u
Z I

z + 1'
y z, fox, es Ia variable independiente. Porlo tanto, aplicamos primero la ecuación
(15) y después Ia regla del cociente para obtener

h'(z) = 5u4
5(z - 1)4 DZ(z - 1)

dz z+1 z+1
5(Z - 1 (l)(z + I) - (z - 1)(1)

- z+1) (z+1)2

- z - 1 2 1O(z - 1)
(z+1 (z+1)2 (z+1)6

La importancia de Ia regla de la cadena está más allá de la derivación de
funciones potencia ilustrada en los ejemplos 1, 4 y 5. En secciones posteriores
aprenderemos a derivar funciones exponenciales, logaritmicas y trigonométricas.
Cada vez que aprendamos una nueva formula de derivaciOn (para la derivada
g'(x) de una nueva función g(x)), Ia fOrmula de Ia ecuaciOn (14) nos proporciona
de inmediato Ia version regla de Ia cadena de esa formula,

Dg(u) = g'(u)Du.

El paso de Ia regla de la potencia Dx" = nf' a la generalizaci'n de la regla de Ia
potencia DXLI" nu" Du es nuestra primera instancia de este fenOmeno general.

APLICACIONES DE LA RAZON DE CAMBIO

Suponga que Ia cantidad fisica o geométricap depende de Ia cantidad q, que a su
vez depende del tiempo /. Entonces, la variable dependienle p es función de la
variable interniedia y de Ia variable independiente t. Por tanto, las derivadas que
aparecen en Ia formula de Ia regla de la cadena

dp dp dq
di dqdt
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Figura 3.3.2 El globo esférico
con volumen V =
(ejemplo 6)

son razones de cambio (como en la sección 3.1) de estas variables con respecto de
la otra variable. Por ejemplo, suponga que un globo esférico se infla o desinfla.
Entonces su volumen V y su radio r están cambiando con el tiempo 1, y

dV dV dr
dt dr dt

Recuerde que tma denvada positiva indica una cantidad creciente y que una
derivada negativa indica una cantidad decreciente.

EJEMPLO 6 Se infla un globo esférico (figura 3.3.2). El radio r del globo
aumenta a razón de 0.2 cm/segundo cuando r = 5 cm. ,Con qué razón aumenta el
volumen Vdel globo en ese instante?

Solución Dado que dr/dt = 0.2 cm/segundo cuando r = 5 cm, queremos deter-
minar dV/dt en ese instante. Como el volumen del globo es

V=
vemos que dV/dr = 4irr2. AsI, Ia regla de la cadena implica

= Y. = 47rr2 = 4.(5)2(O2) 62.83 (cm/s)

en el instante en que r = 5 cm.

En el ejemplo 6 no necesitamos conocer r expilcitamente como función de 1.
Pero supongamos que sabemos que después de t segundos el radio (en centImetros)
de un globo que se infla es r = 3 + (0.2)1 (hasta que el globo explota). Entonces,
el volurnen del globo es

3+I,V=7rr3=1T( tV
5/

por to que dV/di está dada expilcitamente como funciôn de 1 por

dV 4 / t\2/1\ 4 / t2
= ir(3)3

+ -) )
= ir3

+

EJEMPLO 7 Imagine iina gota de Iluvia, esférica, que cae a través del vapor de
agua en el aire. Suponga que et vapor se adhiere a Ia superficie de la gota de modo
que Ia razôn de crecimiento de Ia masa Mde Ia gota con respecto del tiempo es
proporcional a] area s de Ia superficie de Ia gota. Si el radio inicial de Ia gota es,
de hecho, cero, y el radio es r 1 mm después de 20 segundos, en qué instante
es el radio igual a 3 mm?

SoluciOn Sabemos que
dM

kS
dt

donde k es una constante que depende de las condiciones atmosféricas. Ahora,

M = 1rpr3 y S = 4irr2,

donde p es Ia densidad del agua. Por tanto, con La regla de la cadena se obtiene:

2
dM dMdr

4irkr kS - = . ;
dt dr dt
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terminus de x.

13.y(u+1)3 y u-
14y1 1

2u3u2 y u2x+1
15. y = (1 + u2)3 y u = (4x - 1)2

16.yu5 y u 3x - 2

17.y=u(1-u)3 y u=-
U xl8.y= y U- +1u+1 x

19.y"u2(u-u4)3 y u=-
2U

20(2u+1) y u=x

En los probi emas 2! a 26, identfIque unafunciôn u dexy un
entero a tales quef(x) = u'. Calcule despuesf'(x).

21. f(x) (2x - x2)3 22. f(x) -
2 + 5x3

es decir,

F(s) = (
En los problemo 13 a 20, exprese Ia derivada dy/dx en 52

Esto implica que

dr k

dt - p'
una constante. Entonces, el radio de Ia gota crece a ra.zón constante. AsI, si r tarda
20 segundos en crecer hasta 1 mm, tardará un minuto pam que crezca hasta 3 mm.

3.3 Problemas

En los problemas I a 12, determine dy/dx.

1. y = (3x + 4)5 2. y = (2 - 5x)3 23. fix)
= (1 - x2)4

24. fix) = (x2 - 4x + 1)

(x + i'\
3x - 2 = (2x + 1) 25. f(x)

= - 26. f(x)
(x2 + x + 1)

(x + 1)
5. = (x2 + 3x + 4)3 6. = (7 - 2x34 Derive lasfunciones dadas en los probl e;nas 27 a 36.
7. y = (2- x)4(3 + x)7 8. y = (x + x2)50 + x3)2

x+2 (1-x2)3
9. y 10. y = 27. g(y) = y + (2y - 3)5

(3x 4)3 (4 + 5x + 6x2)2
h(z) = z2(z2 + 4)3ii.y[l +0 +x)3]4 12. y=[x+(x+x23]

124

4irkr2 = 41Tpr2.

G(t) = [t2 + (i
i)]2

f(u) = (1 + u)3(1 + u2)4
g(w) = (w2 - 3w + 4)(w + 4)5

h(v)
= [ - (

i)]

p(t) (- + - +

F(z) = (3 - 4z + 5z5)1°

G(x) = {1 + [x + (x2 + x3)4]5}6

En los pro blemas 37 a 44, dy/dx sepuede determinar de dos
formas (una mediante Ia regla de la cadena y Ia otra sin
usarla). Use ambas técnicaspara determinardy/cfry compa-
re las respuestas. ( ,Deben coincidir!)

y = (x3) = x'2

y = x
= ()'

y = (x2 - 1)2 = x4 - 2x2 ± 1

4O.y=(1-x)3=1-3x+3x2-x3
41. y = (x + 1) = x4 + 4x3 + 6x2 + 4x + 1
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3.4
Derivadas de
funciones algebraicas

Determinef'(-l), sif(y) = h (g(y)), h(2) = 55, g(-1) =2,
h'(2) =-1 yg'(-l) 7.

Dado que G(t) =f(h(i)), h(1) = 4,f'(4) = 3 y h'(l) = -6,
determine G '(1).

Suponga quef(0) = Oy quef'(0) = 1. Calcule el valor de
Ia derivada def(f(f(x))) en x = 0.

Se bombea aire en un globo esférico de modo que su
radio r aumenta a razón de dr/dt = 1 cm/seg. ,Cuál es Ia
ra.zón de aumento con respecto del tiempo, en centimetros
cübicos por segundo, del volumen del globo, cuando
r 10 cm?

Suponga que el aire se bombea al globo del problema 57
a razón constante de 200ir cm3/seg. ,Cuál es la razón de
incremento del radio r con respecto del tiempo cuando
r = 5 cm?

El aire sale de un globo esférico a razón constante de
300m cm3/seg. tCuál es el radio del globo cuando su radio
decrece a razón de 3 cm/segundo?

Un graniz.o esférico pierde masa por La fusion uniforme
sobre su superficie, durante su caid.a. En cierto instante, su
radio es 2 cm, y su volunien decrece a razOn de 0.1 cm3/seg.
Qué tan rápido decrece su radio en ese instante?

Una bola de nieve esférica se funde de modo que Ia
razón de decremento de su volumen es proporcional al area
de su superficie. A las 10 AM., su volumen es 500 pulgadas
cübicas y a las 11 AM. su volumen es 250 pulgadas cábicas.
(,Cuándo se fundirá toda Ia bola de nieve? (Véase el ejem-
plo 7.)

Un bloque cabico de hielo con aristas de longitud
20 pulgadas comienza a fundirse a las 8 AM. Cada arista
decrece de manera uniforme de ahí en adelante y mide 8
pulgadas alas 4P.M. Cuál fue Ia razón de cambio del volumen
del bloque al mediodia?

Suponga que u es una función de v, que v es una
función de w, que w es una función de x y que todas estas
funciones son derivables. Explique por qué Ia regla de Ia
cadena implica

du=du dv dw
dx dv dw dx

En Ia sección 3.3 vimos que con Ia regla de Ia cadena se obtiene Ia formula de
derivación

Du = nu1 (1)
dx

Si u =f(x) es una funciOn diferenciable y el exponente a es un entero. Veremos
en el teorema I de esta sección que esta regla de la potencia generalizada no
solo es valida cuando el exponente es un entero, sino también cuando es un nimero
racional r =p/q(dondep y q son enteros y q 0). Recordemos que las potencias
racionales se dcfinen en lérminos de raIces y potencias enteras como sigue:

UP!? = = (\r)

Sccciôii 3.4 I Derivadas dc funciones algebraicas 25

y = (x + U-2 = x2 + 2x + 1

y = (x2 + 1)-i -
x2 + 1

y = (x2 + 1)2 = (x2 + 1)(x2 + 1)

En Ia sección 3.7 'ere;nos que D sen x = cos x (si x se n2ide
en radianes). Use este hecho y Ia regla de La cadena para
determinar las derivadas de lasfunciones en Los problernas
45 a 48.

f(x) = sen(x3) 46. g(t) = (sent)3

47. g(z) = (sen2z)3 48. k(u) = sen(1 + sen u)

El radio de un cIrculo aumenta a razón de 2 pulgadas por
segundo. tCon qué razón aumenta su area cuando el radio es
de lOpulgadas?

El area de un circulo decrece a razón de 2,rcm2/seg. i,Con
qué razón decrece el radio del circulo cuando su area es
75ircm2?

Cada arista x de un cuadrado aumenta a razón de 2 pulga-
das/segundo. i,Con qué razón aurnenta el area A del cuadrado
cuando cada arista mide 10 pulgadas?

Cada arista de wi triángulo equiiãtero crece a razOn de 2
cni'segundo (figura 3.3.3). Con qué razón aumenta el area
dcl triángulo cuando cada arista mide 10cm?

Figura 3.3.3 El triãngulo dcl problema 52, con area
A = xh

Un bloque cibico de hiclo se funde dc niodo quc su arista
dccrcce 2 pulgadas cada hora. Con qué razón dccrcce su
volumen cuando cada arista mide 10 pulgadas?



Primero consideremos el caso de una potencia racional de la variable inde-
pendiente x:

y = (2)

donde p y q son enteros, y q es positivo. Mostramos independientemente en Ia
sección 7.1 que g(x) = x p/q es diferenciable si su derivada no involucra la division
entre cero o una raIz par de un námero negativo. Suponiendo este hecho, elevamos
a Ia potencia q - ésima de cada lado de Ia ecuación (2) pam obtener

y = x (3)

[ya que (f)Q = x"]. Observe que Ia ecuación (3) es una identidad: las funciones
yq y x" de x son idénticas en su dominio de definición. Por tanto, sus denvadas con
respecto de x deben ser idénticas. Es decir,

D(y) = D(x');

qy-I = px".

Para derivar el lado izquierdo, usamos la ecuación (1) con u =y y n = q. Finalmente,
despejamos Ia derivada:

dy px" p p
=

= xP_Iy_ = _xP(xP/)
dx qyQ q q

Pp_ipiq_p = x(P/q)1.
q q

AsI, hemos mostrado que

es decir, que Ia regla de Ia potencia

Dx = rx1 (4)

es válida si el exponente r =p/q es un rthmero raciona] (sujeto a las condiciones
antes mencionadas).

Mediante Ia ecuación (4) podemos derivar una función "radical" (o "raIz")
sencilla, si prirnero Ia escnbimos como una potencia con exponente fraccionario.

EJEMPLO 1

= Dx'2 = 1

2 2V

D\/ = Dx312 = xI/2 3\/;

= Dx213 = -x -

=
q

Para Ia forma más general de Ia regla de Ia potencia, sea

2

3 /x
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donde u es una función diferenciable dex yr =p/q es racional. Entonces

dy r-1= ru
du

por Ia ecuación (4), de tal manera que con Ia regla de la cadena se obtiene

dydydu 1du

dx dudx
ru

dx

Asi,

duDUr =
dx

que es Ia regla de la potencia generalizada pam exponentes racionales.

Teorema 1 Regla generalizada de Ia potencia
Si r es un niimero racional, entonces

Dx[f(x)]' = r[f (x)]r_f (x) (6)

dondequiera que Ia función f sea diferenciable y el lado derecho esté
definido.

"El lado derecho de Ia ecuación (6) está definido" significa quef'(x) exista, que
no haya division entre cero, y que no aparezcan ralces pares de n&neros negativos.

EJEMPLO 2

DV4 - x2 = D(4 - x2)"2 = (4 - x2)2D(4 - x2)
= (4 - x2)2(-2x);

DV4 - x2 =
x

V4 -

(5)

(7)

excepto si x = ±2 (divisiOn entre cero) 0 si xI > 2 (raiz cuadrada de Un nOmero
negativo). AsI, Ia ecuación (7) es válida si - 2 <x <2. Al escribir las derivadas
de funciones algebraicas, por lo general ornitimos esta limitación, a menos que
sean pertinentes para algOn propósito especifico.

Un modelo para Ia aplicación de la regla de la potencia generalizada es

D4***] = n[***]"' D[***],

donde representa una funciOn de x y (corno sabemos) n puede ser un entero o
una fracción (un cociente de enteros).

Pero para derivar una pole/Ic/a de unafunción, debernos reconocer primero
de cualfuncion es dicha potencia. Asi, para derivar una funciOn con raices (o ra-
dicales), prirnero Ia "prepararnos" para una aplicación de la regla de Ia potencia
generalizada al escnbirla como una funciôn potencia con exponente fraccionario.
Los ejemplos 3 a 6 ilustran esta técnica.
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y

y = x'/3

x

Figura 3.4.1 La gráfica de Ia
función raiz cübica

EJEMPLO 3 Si = - entonces

y = 5x312 - 2x3, demodoque
dy

= (3xh12) - 2. (_x-4/3)
dx

= x2 + = +

EJEMPLO 4 SiJx) =3 - 5x yr =7, la regla de la potencia generalizada produce

D(3 - 5x)7 = 7(3 - 5x)6D(3 - 5x)

= 7(3 - 5x)6(-5) = 35(3 - 5x)6.

EJEMPLO 5 SiJ(x) = 2x2 - 3x + 5 yr = 1/2, Ia regla de Ia potencia generalizada
produce

DV2x2 - 3x + 5 = D(2x2 - 3x + 5)2

= (2x2 - 3x + 5"2D(2x2 - 3x + 5)

4x - 3
2V'2X2 - 3x + 5

EJEMPLO 6 Si y = [5x + J (3x - 1)]'°, entonces Ia ecuación (5) con u =
5x + (3x - I)' se obtiene

= 1Ou = 1O[5x + (3x - 1)413]9D[5x + (3x - 1)']dx dx

= 1O[5x + (3x 1)413]9[D(5x) + D(3x - 1)']
= 1O[5x + (3x - 1)'][5 + (3x - 1)(3)]
= 1O[5x + (3x - 1)'][5 + 43x - 1].

RECTAS TANGENTES VERTICALES

La figura 3.4.1 muestra Ia gráfica de Ia función

3/ /3y vx=x
Su derivada,

dy_i -2/3_ 1

crece sin limite Si x 0, pero no existe en .v = 0. Por consiguiente, Ia definición
de Ia recta tangente de Ia sccción 2.1 no se aplica a esta gráfica en (0, 0). Sin
embargo, Ia ligura sugiere considerar Ia recta vertical x = 0 como Ia recta tangente
a Ia curvay = .v"3en ci punto (0, 0). Observaciones como ésta motivan Ia siguiente
detini ción.
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2

Figura 3.4.2
f(x) = xVi
(ejemplo 7)

3.4 Problemas /

(1,0) X

La gráfica de

- x2, -1 x 1

Derive lasJuinciones dadas en losproblernas I a 44.

1. f(x) = 4V + -- 2. f(x) = 9 '/
-

3.f(x) = V2x + 1 4. f(x) =
- 6x

7+2x-3x4
6. f(x) =

8. f(x) = (3x + 4)43
10. f(x) = (4 - 3x3)213

11. f(x) = Vx + 1 12. f(x)
= (x4 + 3)2

13. f(x) = V2x2 + 1 14. f(x)
Vi + x4

1

Sccción 3.4 I Derivadas de funciones algebraicas

Definición Recta tangente vertical
La curvay =f(x) tiene una recta tangente vertical en el punto (a,f(a))
siempre quef sea continua en a y que

If'(x)I-'+°° cuandox-'a. (8)

El requerimiento de quef sea continua en x = a implica quef(a) debe estar
definida. No tendrIa sentido preguntarse por una recta tangente (vertical o no) a
la curva y = 1/x donde x = 0.

Sifesta definida (y es derivable) en un solo lado de x = a, entenderemos en
la ecuación (8) que f'(x) I -, + 00 cuando x tiende a a desde ese lado.

EJEMPLO 7 Determine los puntos en la curva

y=f(x)=x\/1_x2, -1x1,
donde Ia recta tangente es horizontal o vertical.

Soluciôn Derivamos usando primero Ia regla del producto y después ia regla de
Ia cadena:

f'(x) = (1 - x2)2 + (1 - x2'12(-2x)
2

= (1 - x2)'2[(1 - x2) - x2] 1 - 2x2
Vi -

AsI,L'(x) = 0 solo cuando el numerador se anula; es decir, cuando x =
±iiI 2. Comof(±1 / 'T) = ± 0.5, Ia curva tiene una recta tangente horizontal en
cada uno de los dos puntos (1 / 0.5) y (-1/'ñ -0.5).

También observamos que el denominador i I - x2 tiende a cero cuando
x -' - 1 y cuando x - + 1 -. Ya quef(±1) = 0, vemos que la curva tiene una
recta tangente vertical en cada uno de los dos puntos (1, 0) y ( - 1, 0). La gráfica
def se muestra en la figura 3.4.2.

15. fit) =

f(x) = (2x2 - x + 7)3/2
g(z) = (3z2 4)97

I
g(x) = (x - 2x3)'3

21. f(x) = xVi -

23 f(t)
/12 + 1
12_i

/ i3
25. f(x) = 1x - -,

\ X/

Vv + 1
27. f(v) =

V

16. g(t) =

22. g(x) =

24. h(y) =

26. g(z) -

28. h(x) =

129

6-x2
5. f(x) =

7. f(x) = (2x + 3)3/2
9. f(x) = (3 - 2x2)3"2



29. f(x) = - x2 30. g(x) = +

31. f(x) = x(3 - 4x)2 32. g(t) = s[t - (1 + t2)"2]

f(x) = (1 - x2)(2x + 4)41'3
f(x) = (1 - x)"2(2 - x)3

g(t) = (i
1)2

+

f(x) = x(i + 2x +
2x -f(x) = (3x + 4)5

(2x + 1)1/2
f(x) (3x + 4)1/3

f(x) = (1 - 3x4)5(4 - x)3
Vi + y + Vi -h(y)

42.f(x)=Vi-/ 43.g(t)=Vt+Vt+
44 f(x) - xi- x2+i

Para cada una de las curvas dadas en los probl enrns 45 a 50,
determine todos los pun los de Ia graJica donde Ia recta
langente es horizontal o vertical.

45. y = x213

47. y = -

Figura 3.4.3 Las dos rectas
tangentes del problema 53

130

3x2)

38. h(z) = (z - i)4(z + j)6

49. y
X

50. y = V(i - x2)(4 - x2)Vi -
El perlodo de oscilación P (en segundos) de un péndulo

simple de longitud L (en pies) está dado por P = 2,rfZ7
donde g = 32 pies/seg2. Determine Ia razón de carnbio de P
con respecto de L cuando P = 2.

Determine Ia razón de cambio dcl volumen V = 4/3 it?
de una esfera de radio r con respecto del area de su super-
ficie A = 4irr2 cuando r = 10.

Determine los dos puntos del cIrculox2 +y2 = I donde Ia
pendiente de Ia recta tangente es -2 (figura 3.4.3).

DetermineiosdospuntosdeIcjrculo.2+y2= 1 dondela
pendiente de la recta tangente es 3.

Determine una recta que pase por ei punto P(I 8, 0) y sea
normal a Ia recta tangente a Ia parábolay = x2 en algün punto
Q(a, a2) (figura 3.4.4). [Sugerencia: Obtendrá una ecuación
cábica en Ia variable a. Determine por inspección una raIz
entera pequeña r. El polinomio cübico es entonces el producto
de a - r y un polinomio cuadrático; puede encontrar el factor
cuadrático dividiendo entre a - r el polinomio cübico.]

20

10

0

Figura 3.4.4 La tangente y Ia normal del problema 55

56. Determine tres rectas distintas oue pasen pot el punto
P(3, 10), normales a Ia parábolay =x (figura 3.4.5). [Véase
Ia sugerencia del problema 55. Este problema requiere una
buena cantidad de cálculos reaiizados con una calcuiadora.]

>,

12

8

4

0

-4

Figura 3.4.5 Las tres rectas normales del problema 56

57. Determine dos rectas distintas que pasen por el punto
P(0, 2.5), norniales a Ia curva y = x2 (figura 3.4.6).

4

3

2

>

0

-2 0 2

Figura 3.4.6 Las dos rectas normales del problenia 57
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46. y = xV4 -

48. y =
V9 -



Verificue que Ia recta tangente en el punto P de Ia curva
+ y2 = a2 es perpendicular a! segmento radial OP (figura

3.4.7).
Considere Ia ecuación ciibica x3 = 3x + 8. Si derivamos

cada lado con respecto de x, obtenernos 3x2 = 3, que tiene las
dos soluciones x = 1 y x = - 1. Pero ninguna de éstas es
solución de la ecuación original. j,Qué falló? Después de todo,
en varios ejemplos y teoremas de esta sección, parecia que
derivábamos ambos lados de una ecuación. Explique cuida-
dosamente por qué Ia derivación de ambos lados de Ia ecua-
ción (3) es válida y por qué Ia derivación en este problema no
lo es.

3.5
Mãximos y minimos
de funciones en
intervalos cerrados

x

Figura 3.5.1 El corral de los
animales

Figura 3.4.7 El circulo, radio y
recta tangente del problema 58

Con frecuencia, en muchas aplicaciones necesitamos determinar el valor máximo
(el más grande) o el mInimo (el más pequef'io) que puede alcanzar una cantidad
especIfica. El problema del corral de los animales de Ia sección 1.1 es un ejemplo
tipico de on problerna de aplicación de máximos y minimos. Ahi analizamos el
corral de los anirnales que se muestra en Ia figura 3.5.1, con el costo en dólares
por pie para sos cuatro lados. Mostramos que si se cuenta con $100 en material
para construir el corral, entonces el area A f(x) está dada como una función de
su base x por

f(x) = x(30 - x), 0 x 30. (1)

De aquI que la pregunta del area más grande posible del corral de los animales
sea equiva]ente al problema puramente matemático de determinar el valor
rnixirno que puede alcanzar Ia función f(x) = 3/5x(30 - x) en el intervalo
cerrado [0, 30].

Definición Valores ntáxiiiiosy nzIninzos
Si c esti en un intervalo cerrado [a, b], entoncesf(c) es el valor mInimo
def(x) en [a, b] sif(c) f(x) para toda x en [a ,b]. Sirnilarmente, si d
esia en [a, b], entoncesf(d) es el valor máximo def(x) en [a, hi sif(d)

f(x) para toda x en [a, b].

Por tanto, sif(c) es el valor minimo yf(d) es el valor máximo def(x) en [a, b],

entonces

f(c) f(x) f(d) (2)

para toda x en [a, b], y entoncesf(x) no alcanza un valor más pequeño quef(c) o
más grande quef(d). En términos geométricos, (c, f(c)) es on punto más bajo y
(d, f(d)) es Un punto más alto en Ia curva y =f(x), a x b, como se ilustra en
las figuras 3.5.2 y 3.5.3.

El teorema 1 (demostrado en el apéndice C) dice que una función continuaf
en un intervalo cerrado [a, b] alcanza un valor máximof(c) y un valor mInimo

f(d), de modo que las desigualdades en (2) son válidas: La curvay =f(x) tiene un
punto minimo y un punto máximo en [a, b].
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a

Punto
más bajo

f(c)

Figura 3.5.4 La gráfica de Ia
función del ejemplo 1

f(d)

d bX

Punto
más bajo

f(a)

f(b)

x

Teorema 1 Propiedad de los va/ores rndxin:o y minima
Si Ia funcionfes continua en un intervalo cerrado [a, b], entonces existen
námeros c y den [a, b] tales quef(c) es ci valor mInimo, yf(d) es el valor
máximo, defen [a, b].

En resumen, una función continua en un intervalo cerrado y acotado alcanza
un valor minirno y un valor máximo en los puntos del intervalo. De aquI vemos
que Ia continuidad de la función

f(x) = x(30 - x)

en ci intervalo cerrado [0, 30] garantiza Ia existencia del valor máximo def ci
cual se aicanza en algñn punto del intervalo [0, 30].

Suponga que Ia funcionfesta definida en ci intervalo I. Los ejemplos I y 2
muestran que sif no es continua o I no es cerrado, entoncesfpodrIa no alcanzar
sus valores máximo o minirno en los puntos de I. Asi, ambas hipótesis en ci
teorema I son necesarias.

EJEMPLO 1 Seaf(x) = 2x una función continua definida solo para 0 x < 1,
por lo que su dominio de defiriición es un intervalo semiabierto en vez de un
intervalo cerrado. Dc Ia gráfica que se muestra en Ia figura 3.5.4, es claro quef
alcanza su valor mInimo 0 en x = 0. Perof(x) = 2x no alcanza un valor máximo
en ningün punto de [0, 1]. El iinico candidato posible como valor máximo podrIa
ser ci valor 2 en x = 1, perof(1) no está definido.

EJEIVIPLO 2 La funciOnfdeuinida en el intervalo cerrado [0, 1] mediante Ia
formula

1!
f(x) = 1

1.1 sixO

Capitulo 3 / La derivada

Figura 3.5.2 f(c) es el valor mInimo yf(d) es el Figura 3.5.3 Los valores máximoy minimo pueden
valor máximo def(x) en [a, b] aparecer en los extremos de un intervalo. Aquif(a) es el valor

minimo yf(b) es ei valor máxirno def(x) en [a, b]

a b

Punto
más alto y

Punto
más alto



Máximo local

1
X

Figura 3.5.5 La gráfica de Ia
función del ejemplo 2

Minimo local

Fig. 3.5.6 Extremos locales
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no es continua en [0, 1], ya que lim. (1/x) no existe (figura 3.5.5). Esta fimción
alcanza su valor mInimo 1 en x = 0 y también en x = 1. Pero no alcanza su valor
máximo en [0, 1], ya que 1/x puede ser arbitrariamente grande si elegimos x
positiva muy cercana a cero.

Para una variación del ejemplo 2, la función g(x) = l/x con dominio en el
intervalo abierto (0, 1) no alcanza ni un valor máximo ni un minimo.

MAXIMOS Y MINIMOS LOCALES

Una vez que sabemos que Ia función continuafsI alcanza sus valores máximo y
minimo en el intervalo cerrado [a, b], la pregunta restante es ésta: Exactamente
dónde se localizan estos valores? Resolvimos ci problema del corral de los
animales en Ia sección 2.1 con base en la siguiente hipótesis motivada por la
geometrIa: La funcionf(x) = 3/5x(30 x) alcanza su valor máximo en [0, 30] en
un punto interior de ese intervalo, un punto donde Ia recta tangente es horizontal.
Los teoremas 2 y3 de esta secciOn proporcionan una base rigurosa para el método
que usamos entonces.

Decimos que el valorf(c) es un valor máximo local de la funciónf si
f (x) f(c) para toda x suficientemente cercana a c. Más precisamente, si esta
desigualdad es cierta para toda x que se encuentra simultáneamente en el domi-
nio defy en algIm intervalo abierto que contiene a c, entoncesf(c) es un máximo
local def Dc igual manera, decimos que ci valorf(c) es un valor mInimo local
defsif(x) f(c) para toda x suficientemente cercana a c.

Como muestra Ia figura 3.5.6, un máximo local es un punto tal que ninguno
de los puntos cercanos de Ia gráfica es más alto, y un mInimo local es tal que
ninguno de los puntos cercanos de Ia grafica es más bajo. Un extremo local def
es un valor defque es un máximo local o un mInimo local.

Teorema 2 Máxinzos y niininios locales
Sifes derivable en c, definida en un intervalo abierto que contiene a c y
sif(c) es un valor máximo o mInimo local def entoncesf'(c) = 0.

AsI, un extremo local de una función derivable en un intervalo abierto solo
puede aparecer en un punto donde la derivada se anule y, por tanto, donde Ia recta
tangente a Ia gráfica es horizontal.

Den:ostración del teorenta 2 Suponga, por ejemplo, quef(c) es un valor máximo
local def La hipótesis de quef'(c) existe significa que los lImites por la derecha
y por Ia izquierda

f(c + h) - f(c) . f(c + h) - f(c)
llm y lim
h-.O h h-0 h

existen y son iguales af'(c).
Si h > 0, entonces

f(c + h) - f(c)
h

1 33



Figura 3.5.7 No hay un
extremo en x = 0 aunque Ia
derivada se anule ahI

y

x3

ya que f (c) f (c + h) para todos los valores positivos pequeños de h. En
consecuencia, por la version lateral de la ley del sandwich pam limites (en la
sección 2.2), esta desigualdad se preserva si h -. 0. Vemos entonces que

f'(c) = urn f(c + h) - f(c)
lim 0 = 0.

h

De manera semejante, en el caso h < 0, tenemos

f(c + h) - f(c)
>

h -.
Por lo tanto,

f'(c) = Jim f(c + h) - f(c)
> lim 0 = 0.

h-0 h

Comof'(c) 0 yf'(c) 0, concluimos quef'(c) = 0. Esto establece el teo-
rema2. Li

CUIDADO El reciproco del teorema 3 es falso. Es decir, el hecho de quef'(c) = 0,
no es suficiente para asegurar quef(c) es un extremo local. For ejemplo, considere
Ia funciOnf(x) = x3. Su derivadaf'(x) = 3x2 se anula en x = 0. Pero un vistazo a su
gráfica (figura 3.5.7) nos muestra quef(0) no es un extrerno local def

AsI, la ecuacionf'(c) = 0 es una condición necesaria para quef(c) sea un
valor máximo o mInimo local de una función f diferenciable en un intervalo
abierto. No es una condiciOn sujiciente. La razon:f'(x) podria anularse en otros
puntos además de los máximos y minimos locales. Daremos condiciones suficien-
tes para los máximos y minimos locales en el capItulo 4.

MAXIMOS Y MiNIMOS ABSOLUTOS

En muchos tipos de problemas de optimización, estamos menos interesados en el
extremo local (como tal) que en los valores máximos o mInimos absolutos, o
globales, de una función continua dada. Sifes una funciOn con dominio D,f(c)
es el valor máximo absoluto, o el valor máximo global, defenD sif(c) f(x)
para toda x en D. Brevemente,f(c) es el valor más grande defevaluada en D.
Debe ser claro cOmo se define el minirno global def La figura 3.5.8 ilustra algimos
extremos locales y globales. Por un lado, cada extremo global también es, por
supuesto, local. Por otro lado, Ia gráflca muestra extremos locales que no son
globales.

Local,
no global

Máxiino global

Minimo global

Figura 3.5.8 Algunos extremos
son globales; otros son solamente
locales

134 Capitulo 3 / La derivada



El teorema 3 nos dice que los valores máximo y mInimo absolutos de una
función continuafen el intervalo cerrado [a, b] aparecen en imo de los extremos
a o b o en unpunto crItico def El niimero c en el dominio defes un punto
crItico defsi

Df'(c)O,osi
13 f'(c) no existe.

Teorema 3 Máximosy mInimos absolutos
Suponga quef(c) es el valor máximo absoluto (o mInimo absoluto) de Ia
función continuaf en el intervalo cerrado [a, b]. Entonces c es un punto
crItico defo uno de los extremos a o b.

Denzostración Este resultado se sigue casi inmediatamente del teorema 2. Si c
no es un punto extremo de [a, b], entoncesf(c) es un extremo local def en el
intervalo abierto (a, b). En este caso el teorema 2 implica quef'(c) = 0, a condición
de quef sea derivable en c. U

Como una consecuencia del teorema 3, podemos determinar los valores
máximo y minimo (absolutos) de la funcionfen el intervalo cerrado [a, b] como
sigue:

Localice los puntos crIticos def aquellos puntos dondef'(x) = 0 y aquellos
puntos dondef'(x) no existe.
Enurnere los valores dex que sean extremosposibles deft los dos extremos a
y b y los puntos criticos que se encuentran en [a, b].
Eva1tef(x) en cada punto de la lista de posibles extremos.
Inspeccione estos valores def(x) para ver cuál es el menor y cuál es el mayor.

El mayor de los valores del paso 4 es el valor máximo absoluto def; el menor, el
minimo absoluto. Llamamos a este procedimiento el método del máximo
y el mInimo en un intervalo cerrado.

EJEMPLO 3 Para nuestro anal isis final del problema del corral de los animales,
apliquemos el método del máximo y el mInimo en un intervalo cerrado para
determinar los valores máxirnos y minimos de la función diferenciable

f(x) = x(30 - x) = (30x - x2)

en el intervalo cerrado [0, 30].

Solución La derivada defes

f'(x) = (3O - 2x),
que se anula solamente en el punto x = 15 de [0, 30]. Incluyendo los dos extremos,
nuestra lista de valores x que pueden alcanzar extremos defconsiste en 0, 15 y
30. Evaluamos Ia función en cada uno:

f(0) = 0, E- minimo absoluto

f(15) = 135, - máximo absoluto

f(30) = 0, - mInimo absoluto
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AsI, el valor máximo def(x) en [0, 30] es 135 (que se alcanza en x = 15), ye! valor
mInimo es 0 (que se alcanza en x = 0 y en x = 30).

EJEMPLO 4 Determine los valores máximo y mInimo de

f(x)2x3-3x2l2x+15
en e! intervalo cerrado [0, 3].

Soluciôn La derivada defes

f'(x)=6x2-6x-12=6(x-2)(x+ 1).
Por !o que los puntos crIticos def son las soluciones de la ecuación

6(x - 2)(x + 1) = 0
y los mimeros c para los quef'(c) no existe. De éstos no hay ninguno, por lo que
los puntos criticos defse encuentran en x = - 1 y en x = 2. El primero no está en
el dominio deJ asI que Jo descartamos; por lo tanto, el ünico punto crItico de
f en [0, 3] es x = 2. Incluyendo los dos extremos, nuestra lista de valores x que
darIan posiblemente un valor máximo o miriimo def son 0, 2 y 3. Evaluarnos Ia
funciónfen cada uno:

f(0) = 15, - máximo absoluto

f(2) = - 5, f- minimo absoluto

f(3)= 6.

Por tanto, el valor máximo def en [0, 3] esf(0) = 15 y el valor mInimo de
f(2)= 5.

Si en el ejemplo 4, hubiésemos preguntado por los valores máximo y mInimo
en el intervalo [-2, 3] (en lugar del intervalo [0, 3]), entonces habrIamos incluido
ambos puntos criticos, x = - I yx 2, en nuestra lista de posibilidades. Los valores
resultantes defserIan:

f(-2)= 11,
f(- 1) = 22, f- máximo absoluto

f(2) = - 5, - mInimo absoluto

f(3)= 6.
La figura 3.5.9 muestra Ia curva y =f(x) y Ia grafica de su derivada. Observe el
segmento de recta vertical que une los puntos más altos y más bajos en y f(x)
con las raIces de dy /dx f'(x). AsI Ia figura ilustra el siguiente hecho:

Los puntos criticos de una fiinción diferenciablef(x) son las raIces de su
derivadaf'(x).

-20
Con base en este principio, podemos aproximar un punto crItico defgrafi-

-2 -1 0 1 2 camente al "hacer un acercamiento" a una raiz def'.
X En el ejemplo 4, Ia funciónf era diferenciable en todo punto. Los ejemplos 5

Figura 3.5.9 Los puntos criticos y 6 ilustran el caso de un extremo en m punto crItico donde Ia función no es
def(x) son las raices def'(x) diferenciable.

(-1, 22)

y f(x) ,I

/'A
.. --

/(2,-5)
y=f(x)
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(4, 1)

I I I I

1 2 3 4

Figura 3.5.10 Gráfica de la
función del ejemplo 5

f(x) = 5x2 - x5/3

Figura 3.5.11 La gráfica de Ia
función del ejemplo 6

EJEMPLO 5 Determine los valores máximos y mInimos de la siguiente
funcionf(x)=3Ix-2lenelintervalo[1,4].

Solución Six 2, entonces x 2 0, por lo que

f(x)=3(2x)=x+ 1.
Si x 2, entonces x - 2 0, de modo que

J?x)= 3 (x 2) = 5 x.
En consecuencia, Ia gráfica defes como se muestra en la figura 3.5.10. El iinico
punto crItico def en [1, 4] es el punto x = 2, ya quef'(x) solo tiene los valores
+ 1 y - 1 (y de esta forma nunca se anula) yf'(2) no existe. QPor qué no?) Al
evaluarfen este punto crItico y en los puntos extremos obtenemos

= 2,

= 3, - máximo absoluto
f(4) = 1. - mInimo absoluto

EJEMPLO 6 Determine los valores máximo y mInimo de

f(x) = 5x213 - x5/3

en el intervalo cerrado [- 1, 4].

Sol,wión Al derivarfobtenemos

10f'(x) = --x"3 - x2/3 = x"(2 - x) 5(2 - x)
3x'13

Por tanto,ftiene dos puntos crIticos en el intervalo: x = 2, dondef'(x) = 0 yx = 0,
dondef' no existe [la grãfica def tiene una recta tangente vertical en (0,0)]. Cuando
evaluamosfen estos dos puntos criticos y en los dos extremos, obtenemos

AsI, el valor máxiinof( 1) = 6 aparece en un extremo. El valor mInimof(0) 0
se presenta en un punto dondefno es derivable.

Usando una calculadora grafica o una computadora con capacidades gráficas,
puede venficar que Ia gráfica de Ia funcionfdel ejemplo 6 es como se muestra en
Ia figura 3.5.11. Pero en el caso usual de una función continua que tiene solamente
un niimero finito de puntos criticos en un intervalo cenado dado, el método del
maximo y rninimo en un intervalo cerrado es suficiente para determinar sus valores
máximo y mInimo sin necesidad de un conocimiento detallado de la gráfIca de la
función.

f(- 1) = 6, - máximo absoluto
f(0) = 0, - mInimo absoluto
f(2) = (5)(22) - 2' 4.76,
f(4) = (5)(42/3) 45/3 = 2.52.
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3.5 Problemas

En los problemas 1 a! 10, establezca si la función dada
alcanza un valor máximo o mInimo (o ambos) en el intervalo
dada. [Sugerencia: Comience trazando una gráJica de la
función.]

En los problemas 11 a 40, determine los va/ores máximos y
mIninws alcanzados por Ia función dada en el intervalo
cerrado indicado.

16.h(x)=x2+4x+7; [-3,0]
f(x) = x3 3x; [-2, 4]
g(x) = 2x3 9x2 + 12x; [0, 4]

h(x) = x + ; [1, 4]

f(x) = x2 + ; [1, 31

21.f(x) = 3 2x; [-1,1]
22.f(x)=x2-4x+3; [0,2]

23.f(x) = 5 12x 9x2; [-1,1]
f(x) = 2x2 4x + 7; [0, 2]

f(x) = x3 3x2 9x + 5; [-2, 4]
f(x) = x3 + x; [-1,2]
f(x) = 3x5 5x3; [-2, 2]

28.f(x) = 12x 31; [1,2]
29.f(x)=5+17-3x1; [1,5]

f(x) x + 1 + x 11; [-2,2]
J(x) = 50x3 105x2 + 72x; [0, 1]

f(x) = 2x + -; [1, 4]

33. f(x)

34. f(x)
1' [0, 3]

35.f(x) [-2,5]

36.f(x)=2x; [-1,8]
f(x) = xVi x2; [-1, 1]
f(x) = xV4 x2; [0, 2]

f(x) = x(2 x)"3; [1, 3]

f(x) = x2 x312; [0, 4]

Suponga quef(x) = Ax + B es una funcibn lineal. Explique
por qué los valores máximo y minimo def en Un intervalo
cerrado [a, b] deben estar en los extremos del intervalo.

Suponga quefes continua en [a, b], derivable en (a, b) y
quef'(x) nunca se anula en (a, b). Explique por qué los valores
máxinio y minimo def Se encuentran en los extremos del
intervalo [a, b].

Explique por qué cada nümero real es un punto critico de
la función del niáximo enterof(x) = L[x]1.

Demuestre que toda función cuadrática

f(x)ax2+b+c (a0)
tiene exactamente un punto crItico en Ia recta real.

Explique pot qué la función polinomial cübica

f(x)ax3+bx2+cx+d (atO)
puede tener dos, uno o ning1n punto critico en Ia recta real.
Dé ejemplos que ilustren cada uno de los tres casos.

Definaf(x) como la distancia de x al entero más cercano.
6Cuáles son los puntos criticos def?

En los problemas 47 a 52, relacione Ia grafica dada de la
funcion f con Ia gráfica de su derivada f', para la figura
3.5.12, panes (a) a (J).

Fig. 3.5.13

Fig. 3.5.14

Fig. 3.5.15

Fig. 3.5.16

Fig. 3.5.17

Fig. 3.5.18

11. f(x) = 3x 2; [-2, 3]
12. g(x) = 4 3x; [-1,5]
13. h(x) = 4 x2; [1, 3]

14. f(x) = x2 + 3; [0, 5]
15. g(x) = (x 1)2; [-1,4]

1.f(x) = 1 x; [-1,1)
2.f(x) = 2x + 1; [-1, 1)

3.f(x)1x1; (-1,1)

4. f(x) =

5. f(x) =

=; (0,

x - 2 ;

1]

(1, 4]

6. f(x) = 5 x; [-1, 2)
7.f(x) = x3 + 1; [-1,11

8. f(x) = X2 1

9. f(x) = [2, 3];
x(1 x)

10. f(x) = (0, 1);
x(1 x)
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3.5 Proyecto

Figura 3.5.19 Las gráficas de
y =f(x) yy f'(x)
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Figura 3.5.16

Este proyecto requiere una calculadora grafica o una computadora con una utilerla
de graficación.

La figura 3.5.19 muestra Ia gráfica de Ia función

f(x) = 4x4 - 11x2 - 5x - 3
y su derivada

f'(x) = 16x3 - 22x - 5
en el intervalo [- 2, 2]. El valor máximo def(x) en [-2, 2] esf( 2) = 27 en el
extremo izquierdo. El punto mãs bajo de la curvay =f(x) y la raIz correspondiente
de la derivada dy/dr =f'(x) están dentro de las cajas pequeñas.

Si intentamos hacer un acercamiento at punto más bajo, sin cambiar los
"factores de rango" o "proporción" de las ventanas de vision, obtenemos la imagen
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- 16.682

- 16.684

-16.686

-16.688

-16.69

Figura 3.5.20 Acercamiento al
mInimo def(x) de Ia figura 3.5.19

0.04

0.02

0

-0.02

Figura 3.5.21 Acercamiento
alternativo a Ia raIz def'(x) de Ia
figura 3.5.19

3.6 /
Problemas de
aplicaciOn de
máximos y mInimos

de la figura 3.5.20, donde es dificil localizar ci punto más bajo con precision.
La razón es que después de un acercamiento suficiente, la grafica es indistin-
guibie de su recta tangente, la cual es horizontal en un punto máximo o mInimo
local.

En consecuencia, es mejor acercarse a la raIz correspondiente de la derivada
f'(x). Entonces podemos localizar el punto crItico indicado con mayor precision
(figura 3.5.2 1). AquI es claro que el valor mInimo alcanzado porf(x) en [-2, 2]
es aproximadamentef(1 .273) 16.686.

En los problemas 1 a 8, determine los valores máximo y mInimo de Ia funciOn
dada en ci intervalo cerrado dado acercándose a Ia raIz de la derivada.

Esta sección está dedicada a problemas de aplicación de máximos y mInimos
(como ci problema del corral de animales de la secciOn 1.1) donde podemos usar
ci método del máximo y mInimo en un intervalo cerrado, de la secciOn 3.5. Cuando
nos enfrentamos a uno de estos problemas, existe un primer paso importante:
debemos deterrninar la cantidad por maximizar o minimizar. Esta cantidad seth la
variable dependiente en nuestro análisis del problema.

Esta variable dependiente debe expresarse entonces como una función de una
variable independiente, una que "controle" los valores de la variable dependiente.
Si ci dominio de valores de la variable independiente, aquelios pertinentes al
probiema de aplicación, es un intervalo cerrado, entonces procederemos con ci
método del mãximo y mInimo en un intervalo cerrado. Este plan de ataque puede
resurnirse en los siguientes pasos:

Determine la cantidadpor ma.A-imizar o mininiizar. Esta cantidad, que deberá
describir mediante una palabra o una frase corta y etiquetar con una letra, será
la variable dependiente. Ya que es una variable dependiente, depende de algo;
ese algo será la variable independiente. Liamaremos x a Ia variable mdc-
pendiente.
Exprese Ia variable dependiente como una función de la variable inde-
pendiente. Use Ia información del problema para escribir ia variable depen-
diente como función de x. Dibuje siempre una figura y etiquete las variables;
generaimente, ésta es Ia mejor forma de determinar la relación entre las
variables dependiente e independiente. Use variables auxiliares si eso ie ayuda,
pero no use muchas, pues deberá eliminarias eventualmente. Usted debe
expresar Ia variable deperidiente como funciOn de una ánica variable mdc-

1. f(x) = x3 + 3x2 - 7x + 10; [-2, 2]
2. f(x) = x3 + 3x2 - 7x + 10; [-4, 2]
3. f(x) = - 3x3 + 7x - 5; [-3, 3]
4. f(x) = - 5x3 + 17x - 5; [-3, 3]
5. f(x) = x4 - 5x3 + 17x - 5; [0, 2]

6. f(x) = x5 - 5x4 - 15x3 ± 17x2 + 23x; [-1, 1]
7. f(x) = x5 - 5x4 - 15x3 + 17x2 + 23x; [-3, 3]
8. f(x) = x5 - 5x4 - 15x3 + 17x2 + 23x; [0, 10]
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pendiente x y de varias constantes, antes de caicular cualquier derivada.
Determine el dominio de esta función y su formula. Si es posible, obligue a
que ci dominio sea un intervalo cerrado y acotado (si el dominio natural es un
intervalo abierto, agregue, si puede, los extremos).
Aplique el cálculo para encontrar los puntos crIticos. Calcule Ia derivadaf'
de lafunciónfque encontró en el paso 2. Use Ia derivada pam encontrar los
puntos criticos (dondef'(x) = 0 y donde no existaf'(x)). Sifes diferenciable
en todos sus puntos, entonces sus iinicos puntos criticos ocurren donde

f'(x)O.
IdentJIque los e.xtre,nos. Eval6ef en cada punto crItico de su dominioy en los
dos puntos extremos. Los valores que obtenga le dirán cuál es ci máximo
absoluto y cuál ci mInimo absoluto. Es ciaro que cada uno o ambos pueden
aparecer en rnás de un punto.
Responda lapregunta deiproblerna. En otras palabras, interprete sus resulta-
dos. La respuesta al problema original puede ser algo distinto del valor más
grande (o más pequefio) def Dé una respuesta precisa a Ia pregunta especufica
original.

Observe cómo seguimos ci proceso de estos cinco pasos en ci ejemplo 1.

EJEMPLO I Un granjero tiene 200 yardas de barda con las que desea construir
tres lados de un corral rectangular; una pared grande ya existente formará ci cuarto
lado. Qué dirnensiones maximizarán ci area dcl corral?

Solzición Qucremos maximizar ci area A del corral que se muestra en la figura
3.6.1. Para obtener Ia formula para Ia variable dependienteA, observamos que ci
area de un rectángulo es ci producto de su base por su aitura. Asi, denotamos x a
la longitud de cada uno de los dos lados del corral perpendiculares a la pared.
También denotamos cony Ia longitud del lado paralelo ala pared. Entonces el area
del rectángulo está dada por Iafórinula

A =xy.

Ahora necesitarnos escribir A comofunción de x oy. Como se usarán 200
yardas de barda,

2x + y = 200, demodoque y 200 - 2x. (1)

(Optarnos por exprcsary en términos dcx, solo porquc el algebra es un poco más
sencilla.) Dcspués, sustituimos cstc valor de y en la formula A = xy para obtener

A(x) = x(200 - 2x) = 200x - 2x2. (2)

Esta ccuación exprcsa Ia variable dcpendientc A como función de Ia variable
indepcndiente x.

Antes dc continuar, dcbemos detenninar ci dominio dc Ia funciOn A. La figura
3.6.2 niucstra quc 0 <x < 100. Pero para aplicar ci método dcl máximo y mInimo
en uii intervalo ccrrado, necesitamos un intervalo cerrado. En este ejemplo,
podernos agregar los extremos dc (0, 100) para obtcncr ci intcrvalo cerrado
[0, 100]. Los valorcs x = 0 y x = 100 corresponden a corralcs "degenerados" de
area nula. Como ccro no puede ser ci valor niáxirno de A no hay problema en
agrandar ci dominio de la funciOn A.

Ahora calcularnos Ia derivada dc Ia funciónA en Ia ccuaciOn (2):
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Figura 3.6.1 El corral
rectangular del ejemplo 1
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Figura 3.6.2 La relación en Ia
ecuación (1) entrex yy (ejemplo 1)



Lineas de doble7 /

Pared

Figura 3.6.3 El corral con area
maxima del ejemplo 1

Lineas de cone

Figura 3.6.4 Construyendo Ia
caja del ejemplo 2

5

Figura 3.6.5 El ancho de 5 pies,
de Ia hoja de metal (ejemplo 2)

= 200 - 4x.
dx

Como A es derivable, sus i'micos puntos crIticos aparecen cuando

dA

dx

es decir, cuando

200-4x0.
Asi,x = 50 es el iinico punto crItico interior. Incluyendo los extremos, los extremos
de A pueden aparecer solarnente cuando x = 0, 50 y 100. Evaluamos A en cada
uno:

A(0) = 0,

A(50) = 5000, - máximo absoluto

A(100) = 0.

Por tanto, ci area maxima es A(50) = 5000 yardas cuadradas. De la ecuación (1)
obtenemos qtiey = 100 cuando x = 50. Por tanto, para que el corral tenga area
maxima, cada uno de los dos lados perpendiculares alapared debe medir50 yardas
y el lado paralelo a Ia pared debe medir 100 yardas (figura 3.6.3).

EJEMPLO 2 Una pieza de una hoja de metal es rectangular y mide 5 pies de
ancho por 8 de largo. Se cortan cuadrados congruentes en sus cuatro esquinas. La
pieza resultante de metal se dobla y une para formar una caja sin tapa (figura 3.6.4)
,Cómo debe hacerse esto para obtener una caja con e] mayor volumen posible?

Solución La cantidad por maximizar, Ia variable dependiente, es ci volumen V
de Ia caja por construir. La forma, y por tanto, el volumen de la caja, se determina
mediante Ia iongitud x de Ia orilla de cada esquina cuadrada eliminada. Por tanto,
x es una elección natural de Ia variable independiente.

Para escribir al volurnen Vcomo función dcx, observe que Ia caja terminada
tendrá altura x y su base medjrá 8 - 2 por 5 - 2x pies. Entonces, su volumen está
dado por

V(x) = x(5 - 2x)(8 - 2x) = 4x3 - 26x2 + 40x.

El procedirniento descrito en este ejemplo producirá una caja real solo si
0 <x <2.5 (figura 3.6.5). Pero hacemos que el dominio sea ci intervalo cerrado
[0, 2.51 para garantizar que existe un rnáximo de Vx) y usar ci método del máxirno
y mínimo en un intervaio cerrado. Los valores x = 0 yx = 2.5 corresponden a cajas
"degeneradas" con volumen nub, por bo que al agregar los puntos a (0, 2.5) no se
afecta ci valor ni Ia posición del máxirno absoluto.

Ahora caicularnos Ia derivada de V:

V'(x) = 12x2 - 52x + 40 = 4(3x - 10)(x - 1).
Los tinicos puntos criticos de Ia funciOn diferenciable Vocurren cuando

V'(x) = 0,

es decir, si
4(3x - lO)(x - 1) = 0.

Las soluciones de esta ecuaciOn son x = I y x = 10/3. Descartamos esta áltima ya
que no estñ en ci dominio [0, 2.5] de V. Asi, examinarnos estos vaiores de V:
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4:

V(0)=O,

V(1) = 18, - máximo absoluto

V(2.5)=0.

De esta manera, el valor máximo de V(x) en [0, 2.5] es V(1) = 18. La respuesta a
Ia pregunta planteada es ésta: El corte de los cuadrados de las esquinas debe ser
de I pie de longitud desde cada orilla. La caja resultante medirá 6 por 3 por 1 pies
y su volumen será de 18 pies cibicos (figura 3.6.6).

Para nuestra siguiente aplicación del método del máximo y mInimo en un
intervaJo cerrado, consideramos un problema tIpico en Ia administración de
empresas. Suponga que se fabrican x unidades de disquetes de computadora con
un costo total de C(x) dólares. Hacemos Ia hipótesis sencilla (pero no siempre
válida) de que Ia función de costo C(x) es la suma de dos términos:

U Un término constante a que representa el costo fijo de la adquisición y
rnanteniniiento de los medios de producción, y

U Un término variable que representa el costo adicional de fabricación de x
unidades a, por ejemplo, b dólares cada uno.

Entonces C(x) está dado por

C(x) = a + bx. (3)

Suponemos también que el nimero de unidades que pueden venderse es una
función lineal del precio de ventap, asI quex = m - np, donde m y n son constantes
positivas. El signo menos indica que un incremento en el precio de yenta provoca
una disminución en las ventas. Si despejamosp en esta ültima ecuación, obtenemos
Ia función de precio

pp(x)ABx (4)

(A y B tarnhién son constantes).
La cantidad por maxirnizar es Ia ganancia, dada aqul por Ia función de

ganancia P(x), que es igual al ingreso por ventas menos los costos de producción.
Asi

P = P(x) = xp(x) - C(x). (5)

EJEM PLO 3 Stiponga qiie el costo de publicación de un libro pequeño es de
$10,000 para desarrollar el tiraje de la edición (anual) más $8 por cada libro
impreso. El editor vendiO 7000 copias el año pasado a $13 cada uno, pero las ventas
bajaron a 5000 copias este año, cuando el precio se elevó a $15 por copia. Suponga
que se pueden imprimir hasta 10,000 copias en tin solo tiraje. tCuántas copias
deben imprimirse, y cuál debe ser el precio de yenta de cada copia, para maximizar
Ia ganancia anual en este libro?

Soluciôn La variable dependiente por maximizar es Ia ganancia P. Como
variable independiente elegirnos el nt'imero de copias x por imprimir; además,
0 10,000. La informaciOn dcl costo dado implica entonces que

C(x) = 10,000 + 8x.

Ahora sustituimos en Ia ecuación (4) el dato x = 7000 cuandop = 13, asi como
el datox = 5000 cuando; = 15. Obtenernos Ia ecuaciOn

A - 7000B = 13, A - 5000B = 15.
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I Ø/pulgada2

2 Ø/pulgada2

I.- r-.-
Figura 3.6.7 La lata cilindrica
del ejemplo 4

Cuando resolvemos este sistema de ecuaciones simultáneas, encontramos que
A = 20 yB = 0,001. Por tanto, La funciôn de precio es

p = p(x) = 20

y entonces la función de ganancia es

P(x) = x(20 - (10,000 + 8x).

Desarrollamos y agrupamos términos para obtener

P(x) = 12x - 10,000, 0 x 10,000.

Ahora

dP12 x

dx 500'

y los iinicos puntos criticos de Ia funciôn diferenciable P ocurren cuando

dP

dx

es decir, cuando

12--ö=o; x=12'500=6000.

Verificamos P en este valor de x, asI corno los valores de P(x) en los extremos
para deterrninar Ia ganancia maxima:

P(0) = - 10,000

P(6000) = 26,000, - máximo absoluto

P(10,000) = 10,000.

Por lo tanto, Ia maxima ganancia anual posible $26,000 resulta de imprimir 6000
copias del libro. Cada copia debe venderse en $14, ya que

6000p = 20
- 1000

- 14.

EJEMPLO 4 Necesitarnos diseñar ura lata cilindrica con radio r y altura h. La base
y Ia tapa deben hacerse de cobre, con an costo de 2 centavos/pulgada cuadrada. El
lado curio se hace de alurninio, que cuesta 1 centavo/pulgada cuadrada. Busca-
mos las dirnensiones que maximicen el volumen de la lata. La ñnica restricción es
qiie el costo total de Ia lata sea 300,rcentavos.

TSolución Necesitarnos maximizar el volumen V de Ia lata, el cual
calcular si conocemos el radio ry la alturah (figura 3.6.7). Con estas dimensiones,
encontramos que

V = r2h, (6)

pero necesitamos expresar V como función inicamente de r (o coirio funciôn
unicamente de h).

La tapa y Ia base de Ia lata tienen area ,rr2 pulgadas cuadradas, por lo que el
area de cobre por utilizar es 2ir,2, y su costo es 4jrr2 centavos. El area del lado
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Figura 3.6.8 La lata de
volumen máximo del ejemplo 4
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Figura 3.6.9 El problema del
aserradero, ejemplo 5

curvo de Ia lata es 2irrh pulgadas cuadradas, asI que ci area de aluminio utilizada
es la misma, y ci costo del aiuminio es de 2irrh centavos.

Obtenemos el costo total de Ia lata sumando el costo del cobre a! del aluminio.
Esta suma debe ser 300ircentavos, y por lo tanto

4irr2 + 2irrh = 300ir. (7)

Eliminamos h en Ia ecuación (6) despejando h en Ia ecuación (7):

h
300IT - 4irr2 - 1(150 - 2r2). (8)

2rr r

Por lo tanto,

V = V(r) = (lrr2)!(150 - 2r2) = 2ir(75r - r3). (9)

Pam determinar ci dominio de definición de V, observamos de Ia ecuación 7
que 4irr2 < 300,r, por lo que r < flpara Ia lata deseada; si r = T3= 5 3,
obtenemos una lata degenerada con altura h 0. Con r = 0, no obtenemos valores
de h en Ia ecuación (8) y por consiguiente ninguna lata, pero V(r) no es continua
en r = 0. En consecuencia, podemos considerar ci intervalo cerrado [0, 5 r3],
como ci dominio de V.

Calculando la derivada tenemos

V'(r) = 21T(75 - 3r2) = 6ir(25 - r2).

Puesto que V(r) es un polinomio, V'(r) existe para todos los valores de r, por lo
que obtenemos todos los puntos criticos resolviendo la ecuación

V'(r) = 0;
es decir,

61T(25 - r2) = 0.

Dcscartamos Ia solución 5, ya que no se encuentra en el dominio de V, y
obtenemos el ánico punto crItico r = 5 en [0, Ahora

V(0) = 0,

V(5) = 500,r, * máximo absoluto

V(5'.J5=0.

AsI que, ci volurnen máximo de Ia lata tiene radio r = 5 pulgadas y de la ecuación
(8) obtenemos quc h = 20 pulgadas. La figura 3.6.8 muestra esta lata.

EJEMPLO 5 (Un problema de aserradero) Suponga que necesita cortar
viga con una sección transversal rectangular maxima a partir de un tronco circular
con radio de tin pie. (Este es ci problema geométrico de encontrar el rectángulo
de area maxima que puede inscribirse en un cIrcuio de radio 1.) LCuál es Ia forma
y ci area de Ia sección transversal que debe tener tai viga?

Solución Scan x y y Ia mitad de Ia base y la mitad de la altura, respectivamente,
del rectangulo inscrito (figura 3.6.9). Aplicando el teorema de Pitágoras al
triánguio rectángulo pequcfio de Ia figura, obtenemos la ecuación

x2 + y2 = 1, demodoque y = Vi - x2.
El area del rectángulo inscrito es A = (2x)(2y) = 4xy. Ahora podemos expresar A
como función iinicamcnte dcx.
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Figura 3.6.10 Cortar cuatro
vigas más después de cortar una
viga grande

A(x) = 4xVl - x2.

El dominto práctico de definición de A es (0, 1), y no hay problema (pero si mucha
ventaja) en agregar los extremos, por lo que se considera [0, 1] como el dominio.
Después,

dA 4 - 8x= 4(1 - x2)"2 + 2x(1 - x2)2(-2x) = 2 1/2dx (1x)
Observe queA'(l) no existe, pero esto no causa problema, yaque la derivabilidad
en los puntos extremos no es una hipótesis del teorema 3 de Ia sección 3.5. Por
tanto solo hay que resolver la ecuación

A'(x) = 0;
es decir,

En el problema 43 le pedimos maximizar el area de la sección transversal total
de las cuatro tablas que pueden cortarse en las duatro piezas del tronco que resultan
después de cortar Ia viga cuadrada (figura 3.6.10).

PLAUSIBILIDAD

Usted debe verificar siempre la plausibilidad de sus respuestas. En el ejemplo 5, el
area de La secciOn transversal del tronco de donde se corta Ia viga es r= 3.14 pies
cuadrados. Por tanto, Ia viga con area seccional transversal maxima 2 pies cuadrados
usa un poco menos que el 64% del tronco. Esto es plausible. Si la fracciOn fuera un
3% ineficiente o un optimista 99%, es posible que tenga un error de aritmética, de
algebra, de calculo o de lógica (lo mismo si obtuviera una fracción - 15% o 150%).
Verifique la plausibilidad de los resultados de los ejemplos I a 4.

DIMENSIONES

Otra forrna de venficar sus respuestas es usar un análisis dimensional. Trabaje el
problema con constantes no especificadas en lugar de los nilmeros verdaderos. En
el ejemplo 5, seria una buena práctica encontrar la viga de sección transversal
rectangular maxima que pueda cortarse de un tronco circular de radio R en vez de
utilizar us radio de us pie.
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Vi - x2
4 - 8x

= 0.

Una fracción puede anularse solo cuando su numerador se anula y su denominador
no, asI que A'(x) = 0 cuando 4 - 8x2 = 0. AsI, el l.1nico punto critico de A en el
intervalo abierto (0, 1) es x = (y 2 = = fli. Evalie A aqul y en los dos
extremos para encontrar que

A(0)=0,
A( T) = 2, - máximo absoluto

A(l)=0.

Debido a esto, la viga con sección transversal rectangular de area maxima es
cuadrada, con lados de '[2 pies de largo y con area seccional transversal de 2 pies
cuadrados.



Figura 3.6.11 El tronco de
radio R

Figura 3.6.13 Reflexión en P
de un rayo de luz en un espejo M
(ejemplo 6)

Usted puede siempre sustituir el valor dado R = 1 en Ia conclusion del problema,
Una solución breve a este problema seria Ia siguiente:

Dimensiones de Ia viga: base 2, altura 2y.

Area de la viga: A = 4y.

Trace un radio del tronco del centro a una de las esquinas de Ia viga
rectangular, como en la figura 3.6.11. Este radio tiene longitud R, por lo que
el teorema de Pitágoras implica

x2 + y2 = R2; = Vi? - x2.
Area de Ia viga:

A=A(x) =4xVR2_x2, OxR.
A'(x) = 4(R2 - x2)2 + 2x(R2 - x2)'2(-2x) =

4R2 - 8x2
VR2 - x2

A'(x) no existe cuando x = R, pero ése es un extremo; lo verificaremos por
separado.
A'(x) = 0 cuando x = R (ignore la raIz negativa; no está en el dominio
deA).

A(0) = 0,

A(RV) = 2R2, *- máximo absoluto

A(R) = 0.

La figura 3.6.12 muestra las dimensiones del rectangulo inscrito de area maxima.
Ahora puede verificar Ia exactitud dimensional de los resultados. El valor de

x que maximiza A es una longitud (R) multiplicada por una constante numérica
pura (- h), por lo que x tiene las dimensiones de longitud (correcto; si fuera otra
cosa, habria que buscar el error). Sin embargo, el area de sección transversal
maxima de la viga es 2R2, el producto de un nümero puro (sin dimension) y el
cuadrado de una longitud, por lo que tiene las dimensiones del area. Esto también
es correcto.

EJEMPLO 6 Consideremos Ia reflexión de un rayo de Iuz en un espejo M, como
en Ia figura 3.6.13, la cual muestra un rayo que va delpuntoA a! punto B por medio
de una reflexión de M en el punto P. Suponemos que la posiciOn del punto de
reflexiOn es tal que Ia distancia total d1 + d2 recorrida por el rayo de luz será
minimizada. Esto es una aplicaciOn del principio de Fermal del (tempo mInimo
para Ia propagación de luz. El problema es deterrninar P.

So!ución Trazamos perpendiculares desde A y B a! piano del espejo M. Deno-
tarnos A' yB' a los pies de estas perpendiculares (figura 3.6.13). Sean a, b, c yx
las longitudes de los segmentos AA', BB', A'B' y A'P, respectivamente. Enton-
ces c x es Ia longitud del segmento PB'. Por el teorema de Pitágoras, Ia distancia
por minimizar es

di+d2=f(x)=Va2+x2+Vb2+(C_X)2. (10)

Podemos eiegir como dominio def a! intervalo [0, c], ya que el mInimo def
debe estar en algñn punto dentro del intervalo. (Para ver por qué, examine la
imagen que obtiene jX 110 está en el intervalo.)

Sección 3.6 I Problemas de aplicación de máximos y mmnimos 47

Figura 3.6.12 La viga cuadrada
inscrita con area de sección
transversal maxima
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El cálculo del ejemplo 6 tiene otra interpretación interesante, aunque algo
curiosa. La figura 3.6.14 muestra un lote de terreno con un largo de 200 pies, un
abrevadero a lo largo de una on] lay un comedero localizado en un lado adyacente.
Una vaca entra por Ia puerta en el punto A, a 90 pies del abrevadero; camina en
lInea recta hacia el punto P, toma un poco de agua, y camina en imnea recta hacia
el comedero en el punto B, a 60 pies del abrevadero. Si la vaca supiera cálculo,
cuál punto P del abrevadero eleginIa para minimizar la distancia total recornida?

Entonces

Figura 3.6.14 El lote de terreno

Al comparar las figuras 3.6.13 y 3.6.14, vemos que el problema de la vaca
consiste en minimizar Ia funciôn distanciaf en Ia ecuación (10) con los valores
numénicos a = 90, b = 60 y c = 200. Cuando sustituimos estos valores y

d = Va2 + X2

en Ia ecuación (13), obtenemos

X

x (c - x)(-1)f'(x) = +
Va2+X2 Vb2+(C_x)2

Como

f'(x) _X CX
(12)

tenemos que cualquier tangente horizontal a la gráfica defdebe estar en el punto
x determinado por la ecuación

X _CX
d2

En este punto, cos a= cos 8, donde a es el ángulo del rayo de luz incidente y /3
es el ángulo del rayo reflejado (figura 3.6.13). a yfi están entre Oy r/2, y entonces
tenemos que a = /3. En otras palabras, el ángulo de incidencia es igual al ángulo
de reflexión, un principio familiar de Ia fisica.

y d2=Vb2+(C_X)2

200 - x

(13)

V8loo + X2 - \/3600 + (200 - X)2

Elevamos a] cuadrado ambos lados, eliminamos las fracciones de Ia ecuación y
simplificamos. El resultado es

CapItulo 3 / La derivada
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Figura 3.6.15 El rectángulo del problema 3

Un granjero tiene 600 m de cerca, con lo que quiere acotar
un corral rectangular adyacente a una larga pared ya existente.
Usará Ia pared como un lado del corral y la cerca disponibie
para los otros tres lados. Cuál es el area maxima que puede
encerrar de esta forma?

Una caja rectangular tiene una base cuadrada con lados
de at menos una pulgada de largo. No tiene tapa, ye! area to-
tal de sus cmco lados es 300 pulgadas cuadradas (figura
3.6.16). Cuál es ci volumen máximo posible de dicha caja?

Sección 3.6 / Problemas de aplicación de máximos y mInimos

x2[3600 + (200 - x)2] = (200 - x)2(8 100 + x2);

3600x2 = 8100 (200 - x)2; (,Por qué?)

60x = 90(200 - x);

150x = 18,000;

x = 120.
AsI, Ia vaca debe dirigirse directamente hacia el punto P localizado a 120 pies a
lo largo del abrevadero.

Estos ejemplos indican que el método del máximo y mInimo en un intervalo
cerrado es aplicable a una amplia variedad de problemas. De hecho, problemas de
aplicación y optimización que parecian tan distintos, como los rayos de luz y las
vacas, tienen modelos matemáticos esencialmente idénticos. Esto es tan solo una
ilustración de Ia fuerza y generalidad que el cálculo explota de manera tan
eficiente.

3.6 Problemas

Determine dos nmeros reales positivos x yy tales que
su sunia sea 50 y su producto sea to más grande posible.

Determine el area maxima posible de un rectángulo de
perimetro 200 m.

Un rectángulo con lados paralelos a los ejes coordenados
tiene un vértice en el origen, uno en ci eje x positivo, uno en
ci eje y positivo y su cuarto vértice en el primer cuadrante,
sobre Ia recta con ecuaciOn 2+y = 100 (figura 3.6.15). (,Cuál
es el area maxima posible de dicho rectángulo?

Figura 3.6.16 Una caja con base cuadrada y volumen
V = x2y (problemas 5, 17 y 20)

Si x está en ci intervalo [0, 1], entonces x - x2 no es
negativo. Cual es ci rnáximo valor que x - x2 puede tener en
ese intervalo? En otras palabras, /,cuál es Ia maxima cantidad
en Ia que un nóniero real puede exceder a su cuadrado?

La surna de dos nimeros positivos es 48. /,Cuál es ci valor
minimo posible de Ia suma de sus cuadrados?

Un rectãngulo de perimetro fijo 36 se gira en torno de
uno de sus lados, con lo que se barre una figura con Ia forma
de un cilindro circular recto (figura 3.6.17). /,Cilál es el
volumen máximo posible de ese cilindro?

?1

r

Figura 3.6.17 El rectángulo y el cilindro dcl problema 8
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La suma de dos némeros no negativos es 10. Determine
el valor mInimo posible de la suma de sus cubos.

Suponga que Ia resistencia de una viga rectangular es
proporcional al producto del ancho y el cuadrado de la altura
de su sección transversal. ,Qué forma debe tener una viga
cortada de un tronco cilindrico de radio r para tener Ia máxmia
resistencia?

Un granjero tiene 600 yardas de cerca, con lo que quiere
construir un corral rectangular. Parte de Ia cerca se usará
para construir dos cercas internas de division, paralelas a los
mismos dos lados del corral (figura 3.6.18). (,Cuái es ci area
total maxima posible de dicho corral?

Figura 3.6.19. El rectángulo del problema 14

El volurnen V (en centimetros cObicos) de 1 kg de agua
a Ia temperatura Tentre 0°C y 30°C está aproxirnado por

V = 999.87 - (0.06426)T

+ (0.0085043)T2 - (0.0000679)T3.

,A qué temperatura tiene el agua su derisidad maxima?
Cuál es el area niáxima posible de un rectángulo cuya

base está en ci ejex y con dos vertices superiores en Ia gráfica
de Ia ecuacióny 4 x2 (figura 3.6.20)?

150

F- A

Figura 3.6.18 El corral dividido del problema 11

Determine ci volumen rnáxirno posible de un cilindro
circular recto si ci area total de su superficie, incluyendo los
dos extrernos circulares, es 150

Determine el area maxima posible de un rectángulo con
diagonales, cada una, de longitud 16.

Un rectángulo tiene una linea de longitud fija L que va
de un vértice alpunto medio de uno de los lados que no forman
al vértice (figura 3.6.19). (,Cuál es el area maxima posible de
tal rectángulo?

y

1
y

Ii

= 4-

7' x

Figura 3.6.20 El rectángulo del problema 16

Una caja rectangular tiene una base cuadrada con aristas
de al menos un centimetro de largo. Si el area total de su
superficie es de 600 cm2, ,cuáI es ci volumen máximo posible
de dicha caja?

Usted debe fabricar una lata cilindrica con fondo pero sin
tapa, a partir de 30Wrpulgada.s cuadradas de una hoja metá-
lica. No debe desperdiciarse Ia hoja de metal; se Ic permite
ordenar una pieza circular de cualquier tamafio para Ia base y
cuaiquier pieza rectangular adecuada para formar su lado
curvo, siempre que se cumplan las restricciones. Cuá1 es el
volumen máximo posible de dicha lata?

Tres cuadrados grandes de metal, cada uno con lados de
1 m, tienen recortados de sus esquinas cuatro pequeños cua-
drados. Los doce cuadrados pequefios resultantes deben ser
del mismo tamaflo (figura 3.6.2 1). Las tres piezas grandes en
forma de cruz se doblan y soldan para formar cajas sin tapa,
y los doce cuadrados pequeflos se usan para formar dos cubos
pequeños. Cómo hacer esto para maximizar ci volumen total
de las cinco cajas?

Im

Figura 3.6.21 Uno de los tres cuadrados de metal del
probiema 19

Suponga que va a fabricar una caja rectangular con una
base cuadrada, con dos materiales distintos. El material de la
tapa y los cuatro lados de Ia caja cuesta $1/pie cuadrado; ci
material de Ia base cuesta $2/pie cuadrado. Determine las
dimensiones de Ia caja con ci máximo volurnen posible, si se
Ic permite gastar $144 para el material.

Una pieza de alambre de 80 pulgadas de largo se cotta
en, a lo niás, dos piezas. Cada pieza se dobla para formar un
cuadrado. /,Cómo hacer esto de modo que se minimice (Ia
surna dc) el (las) area(s) del (los) cuadrado(s)? /,Para maximi-
zar I a?

Capitulo 3 / La derivada
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Un alambre de 100 cm de longitud se corta en dos partes.
Una parte se dobla para formar un circulo y Ia otra para un
cuadrado. ,Dónde debe hacerse el corte para maximizar Ia
suma de las areas del cuadrado y del circulo? ,Para minimizar
dicha suma?

Una agricultora tiene 600 m de cerca con los que planea
encerrar an apacentadero rectangular adyacente a una larga pared
ya existente. Ella planea construir una cerca paralela a Ia pared,
dos para formar los extrenios del area encerrada, y an cuarto
(paralelo a los dos extremos del area encerrada) pam dividirla en
partes iguales. Cuál es el area maxima que puede encerrar?

El administrador de an zoológico necesita agregar un
corral exterior rectangular a Ia casa de un animal con una
ranura en una esquina, como se muestra en la figura 3.6.22.
Si dispone de 85 m de cerca nueva, /,cuáles dimensiones del
corral maximizarán su area? No se utilizará cerca a lo largo
de las paredes de Ia casa.

Casa de los animales

lOm

5 m
J

Cerca nueva

Figura 3.6.22 El corral rectangular del problema 24

Suponga que una oficina de correo puede aceptar un
paquete pal-a su envio solo si Ia surna de su longitud y su
cincha (Ia circunferencia de su secciOn transversal) es, a lo
más, de 100 pulgadas. Cuál es ci volumen máxinio de una
caja rectangular con una secciOn transversal cuadrada que se
puede enviar por correo?

Repita el problema 25, utilizando ahora tin paquete cilin-
drico; su secciOn transversal es circular.

Una compañia de irnpresión ticne ocho prensas, cada una
de las cuales puede irnprirnir 3600 copias por hora. La prepa-
racion dc una prcnsa pam Ia impresión cuesta $5.00 y cuesta
10 ± 6n dólares el uso den prensas por hora. /,Cuánlas prensas
dcbcn utilizarsc para imprimir 50,000 carteles de Ia manera
rnñs rentable?

Un granjero desea contratar trabajadores pal-a cosechar
900 bushels de frijol. Cada trabajador puede cosechar 5
bushels por hota y se Ic paga $1.00 por bushel. Mieniras sc
dcsarrolla Ia cosecha, ci granjero debe contratar tarnhién un
supervisor a S 0 a hora, tiene gastos adicionales de $8 por
trabajador. Cutntos trabajadores dcbe contratar para mini-
mizar ci costo total? Ctiñl será entonces ci costo dc cada
bushel cosechado?

SecciOn 3.6 / Problemas de aplicación de máximos y minimos

Los costos de calefacción y enfriamiento de una casa aislada
son de $500 por aio, pero con x 10 pulgadas de aislante, el
costo es de 1000/(2 +x) dólares al aflo. Cuesta $150 Ia puigada
de aislante (espesor) instalado. ,Cuántas pulgadas deaisiante
deben instalarse para minimizar el costo Lola! (inicial más
anual) para un perIodo de 10 años? aA cuánto asciende el
ahorro anual resultante de este aislamiento Optimo?

Una concesionaria ha vendido 5000 burritos durante cada
juego nocturno, a 50 centavos cada uno. Cuando elevó el
precio a 70 centavos cada uno, las ventas bajaron a 4000 cada
noche. Suponga que existe una relación lineal entre ci precio
y las ventas. Si ella tiene un gasto fijo de $1000 por noche y
cada burrito le cuesta 25 centavos, jqué precio maximiza su
ganancia por noche?

Un tren de conexión lleva 600 pasajeros cada dia de los
suburbios a Ia ciudad. La operaciOn del tren cuesta $1.50 por
persona. Un estudio de mercado revela que 40 personas
dejarian de utilizar el tren por cada aumento de 5 centavos en
Ia tarifa, pero 40 personas más lo usarlan por cada 5 centavos
menos de tarifa. j,Qué tarifa debe cobrarse para obtener Ia
maxima ganancia posible?

Determine Ia forma del cilindro de volumen máximo que
puede inscribirse en una esfera de radio R (figura 3.6.23).
Muestre que Ia razOn entre Ia altura del cilindro y su radio es

y que Ia razOn entre ci volumen de Ia esfera y el volumen
del cilindro máximo es [i.

Figura 3.6.23 La esfera y el cilindro del problema 32

Determine las dimensiones del cilindro circular recto de
maximo volumen que se puede inscribir en un cono circular
recta de radio R y altura H(figura 3.6.24).

Figura 3.6.24 El cono y ci cilindro del problema 33
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La figura 3.6.25 muestra un cIrculo de radio I en el que
está inscrito un trapecio. El mayor de los lados paralelos del
trapecio coincide con un diámetro del circulo. 4Cuál es el area
maxima posible de tal trapecio? [Sugerencia: Una cantidad
positiva se maximiza cuando su cuadrado se maximiza.]

Figura 3.6.25 El circulo y el trapecio del problerna 34

Muestre que el rectángulo de perimetro máximo que se
puede inscribir en un circulo es un cuadrado.

Determine las dimensiones del rectángulo (con lados
paralelos a los ejes coordenados) de area maxima que Se puede
inscribir en Ia elipse de ecuación

x2 ,2+=1
25 9

(figura 3.6.26).

(0, 3)

Figura 3.6.26 La elipse y el recthngulo del problema 36

Un cono circular recto de radio ry altura h tiene una altura
diagonal dada porL = 1 r2 + h2. Cuál es el volumen rnáximo
posible de un cono con altura diagonal 10?

Dos postes verticales de altura 10 pies se encuentran a
una distancia de 10 pies. Determine Ia longitud más corta

de una cuerda que vaya de Ia punta de uno de los postes al
suelo y de ahi a Ia punta del otro poste.

La suma de dos ntinieros no negativos es 16. Determine
los valores máximo y minimo posibles de Ia suma de sus raices
cübicas.

Un alambre recto de 60 cm de longitud Se dobla para
formar una L. ,Cuál es Ia distancia más corta posible entre los
dos extremos del alambre doblado?

,Cuál es Ia distancia más corta posible de un punto de Ia
parabola y = x2 al punto (0, 1)?

Dado que: existe exactamente un punto sobre la gráfica
de y = 'I 3x 4 más cercano al origen. Determine este punto.
[Sugerencia: Vea Ia figura 3.6.27 y resuelva Ia ecuación
obtenida mediante inspeccion.]

y = (3x - 4)

0 I 2
x

Figura 3.6.27 La curva del problema 42

Determine las dimensiones que maximizan el area de Ia
sección transversal de las cuatro vigas que Se pueden cortar
de las cuatro partes del tronco circular del ejemplo 5 (las partes
que sobran después de cortar una viga cuadrada del tronco;
figura 3.6.10).

Determine el area maxima de un rectãngulo inscrito en
un triãngulo equilátero con lados de longitud 1 (fig. 3.6.28).

Figura 3.6.28 El rectángulo y el triángulo equilãtero dcl
problema 44

52 CapItulo 3 / La derivada



Una pequeña isla está a 2 km de Ia tierra firme en un gran
lago. Una mujer en Ia isla puede remar en su bote a 10 km/h
y puede correr a 20 km/h. Si ella rema hasta el punto más
cercano de Ia orilla (recta), estará en un punto a 6 km de Ia
villa sobre Ia misma orilla. ,A qué parte de Ia orilla debe Ilegar
para Ilegar a la villa más rápidamente, mediante una combi-
nación de remo y carrera?

Una fábrica se localiza en Ia ribera de un rio recto que
tiene un ancho de 2000 m. En Ia ribera opuesta, pero a 4500 m
rio abajo se encuentra una planta de electricidad de Ia que Ia
fábrica obtiene su energia. Suponga que cuesta tres veces más
el metro de cable por debajo del agua que el metro de cable
sobre el terreno. Que trayectoria debe tener un cable que une
Ia planta con Ia fábrica para minimizar el costo del tendido del
cable?

Una compañia tiene plantas localizadas (en un sistema de
coordenadas adecuado) en los puntos A(0, I), B(0, - 1) y
C(3, 0) (figura 3.6.29). La compañia planea construir un
centro de distribución en el punto P(x, 0). Qué valor de x
minimizaria Ia suma de las distancias de P a A, B y C?

y

A

'P C

B

Figura 3.6.29 Las posiciones del problema 47

48. La luz viaja con velocidad c en al aire y con una velocidad
menor v en el agua. (La constante c es aproximadamente 3
x 1010 cm/seg; Ia proporción n = c/v es el Indice de refrac-
ción, que depende del color de Ia luz pero para el agua es
aproximadamente 1.33.) La figura 3.6.30 muestra la trayec-
toria de un rayo de luz que viaja del punto A en el aire al ptmto
B en el agua, con lo que parece un cambio sübito en Ia
dirección conforme el rayo pasa por Ia interfaz agua-aire. (a)
Escriba el tiempo Tnecesario para que el rayo viaje de A a B
en términos de Ia variable x y las constantes a, b, c, s y v, las
cuales hemos definido o aparecen en Ia figura. (b) Muestre
que Ia ecuación T'(x) = 0 para minimizar T es equivalente a
Ia condición

sen a C

senf3 t

Sección 3.6 I Problemas de aplicación de máximos y minimos

Esta es Ia ley de SneD: La razón entre los senos de los ángulos
de incidencia y refracción es igual al Indice de refracción.

w

Figura 3.6.30 La ley de Snell da Ia trayectoria de Ia luz
refi-actada (problema 48)

49. Las matemáticas de la ley de Snell (problema 48) son
aplicables a otras situaciones distintas de Ia refracción de Ia
luz. La figura 3.6.3 1 muestra una falla geológica horizontal
que separa dos poblaciones en Los pwltos A yB. Suponga que
A está a a millas al norte de Ia falla, que B está a b millas al
sur de La falla, y que B está a L millas al este de A. Quere-
mos construir un camino de A a B. Debido a Ia diferencia de
terreno, el costo de La construcción es C1 (en millones de dóla-
res por milla) al norte de Ia faLla y C2 al sur de ésta. 1,Dón-
de debe colocarse el punto P para minimizar el costo total de
construcción del camino? (a) Usando Ia notación de Ia figura,
muestre que eL costo se minimiza cuando C1 sen = C2 sen 92.
(b) Sean a = b = C1 = 1, C2 = 2y L = 4. Muestre que Ia ecuación
de Ia parte (a) es equivalente a

f(x) = 3x4 - 24x3 + 51x2 - 32x + 64 0.

Para aproximar Ia solución deseada de esta ecuaciön, calcule
f(0), f(l), f(2), f(3) yf(4). Debe tenerf(3) > 0 >f(4).
Interpole entref(3) yf(4) para aproximar La raiz deseada de
La ecuación.

B

Figura 3.6.3 1 Construcción de un camino de A a B
(problenia 49)

50. La suma de los volámenes de dos cubos es 2000 pulgadas
ciibicas. i,Cuál debe ser Ia longitud de sus lados x y y para
maximizar Ia suma de las areas de su superficie? ,Para
minimizarla?
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La suma de las areas de las superficies de un cubo y una
esfera es 1000 pulgadas cuadradas. j,Cuáles deben ser sus
dimensiones para minimizar la suma de sus volámenes? ,Para
maximizarla?

Su hermano menor tiene seis piezas de madera con las
que fabrica el armazón de una cometa que se muestra en Ia
figura 3.6.32. Las cuatro piezas exteiiores, con las longitudes
indicadas, ya han sido cortadas. Cuãl debe ser la longitud de
los palos interiores ara maximizar el area de Ia cometa?

3.6 Proyectos,
Estos proyectos requieren el uso de una calculadora gráfica o una corn-
putadora con una utilerIa de graficación.

PROYECTO A Los siguientes problemas se relacionan con métodos
altemativos para construir una tienda de campa?ia.

IO-x
1. La figura 3.6.3 3 muestra un cuadrado de 20 por 20 pies de material de
lona pam hacer una tienda de campaña. La tropa A de niñas guIa debe
cortar partes de las cuatro esquinas, corno se indica, de modo que las
cuatro partes triangulares restantes se puedan doblar y formar una tienda
con la forma de una pirámide con base cuadrada. (Cómo debe hacerse
esto para maximizar el volumen de Ia tienda?

Sea A el area de la base de la tienda y h su altura. Con x como en la
figura, muestre que el volumen V=Ah de Ia tienda está dado por

Figura 3.6.33 El cuadrado de
lona; primer intento

Figura 3.6.34 El cuadrado de
lona; segundo intento

/X

Figura 3.6.35 La caja cuadrada
de sombreros con tapa

154

Figura 3.6.32 El armazón de Ia cometa (problema 52)

V(4=x2Vl00_20x, 0x5.
Maxirnice Vgraficando V(x)y V'(x) y haciendo un acercamiento a Ia raIz
de V'(x).

La tropa B de las niñas guIa debe hacer una tienda con Ia forma de una
pirámide, con una base cuadrada, de otro cuadrado 20 por 20 pies de lona,
pero de Ia forma indicada en Ia figura 3.6.34. Con x como en la figura,
muestre que el volumen de la tienda es

V(x) = x2V200 - 20x, 0 x 10.

Maximice Vgráficaniente, como en el problema I.
Resuelva los problernas I y 2 analIticamente, para verificar que el

volurnen maximal en el problerna 2 es exactamente 2 fveces el volurnen
máximo del problerna 1. Si sirve pensar un poco antes de hacer una tienda!

PROYECTO B

1. Hattie, Ia sombrerera, necesita una caja de sombrero con forma de caja
rectangular, con una base cuadrada, sin tapa. El volamen de la caja debe
ser 1000 pulgadas ct'ibicas, y el lado x de su base debe ser al menos de 8
pulgadas (figura 3.6.35). 1-lattie debe hacer también una tapa cuadrada
con un horde de 2 pulgadas.

Capitulo 3 I La derivada
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Figura 3.6.36 La caja cilIndrica
de sombrero, con tapa

3.7 _______
Derivadas de las
flinciones
trigonometricas

Figura 3.7.1 Algunas
conversiones graclo-radianes

AsI, Ia caja con tapa es, de hecho, dos cajas abiertas sin tapa: Ia primera caja con
altura y 2 pulgadas y Ia tapa con altura 2 pulgadas. Cuáles deben ser las
dimensiones x y y que minimicen el area total A de las dos cajas abiertas?

Resuelva el problema de Hattie. Comience expresando el area total como una
función A de x. No olvide determinar el dominio de A. Muestre que Ia ecuación
A'(x) = 0 se reduce a Ia ecuación ciibica

x3 + 2x2 - 1000 = 0.
En vez de intentar resolver esta ecuación con exactitud, grafique A(x) y A'(x) en
el mismo conjunto de coordenadas y realice un acercamiento a la raIz de A'(x).
2. Repita el problema I para el caso de una caja cilIndrica, como se muestra en Ia
figura 3.6.3 6. La base y Ia tapa tienen cada una un radio r 4 pulgadas, la altura
h de Ia base debe ser al menos de 2 pulgadas, Ia orilla de Ia tapa debe ser
exactamente 2 pulgadas y el volumen de la caja debe ser 1000 pulgadas ciibicas.

En esta sección iniciamos nuestro estudio del cálculo de las funciones trigonomé-
tricas; nos centraremos pnmero en las funciones seno y coseno. Las definiciones
y propiedades elementales de las funciones trigonométricas se repasan en el
apéndice A, radianes - grados pam algunos ángulos de uso frecuente.

En cálculo cuando escribimos sen 0 (o cos , indicamos el seno (o el coseno)
de un ángulo de Oradianes (rad). Recordemos Ia relación fundamental entre Ia
medida en radianes y Ia medida en grados de los ángulos:

Existen r radianes en 180 grados. (1)

La figura 3.7.1 muestra las conversiones radianes-grados para algunos ángulos de
uso frecuente.

Las derivadas de las funciones seno y coseno dependen de los lImites

senO 1 cosO
lim =1, urn
o-,o 0 o-.o 0

qiie establecimos en Ia sección 2.3. Las formulas para Ia suma

cos(x + y) = cos x cosy - sen xseny,

sen(x + y) = sen x cos y + cos x seny

también son necesarias.

Teorema 1 Derivadas de senosy cosenos
Las funcionesf(x) = sen x y g(x) = cos x son derivables para todo x, y

Dsenx=cosx, (4)
Dcosx=senx. (5)

De,,,ostració,, Para derivarf(x) = sen x, comenzamos con Ia definición de Ia
derivada

f'(x) = urn f(x + h) - f(x) . sen(x + h) - senx
= lirn

h h-0 h
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Radianes Grados

0 0
IT/6 30
ir/4 45
ir/3 60
IT/2 90
2-/3 120
3ir/4 135
5ir/6 150

180
3ir/2 270
2ir 360
4ir 720



A continuación aplicamos Ia formula de Ia suma para el seno y las propiedades de
los Ilmites para obtener

(senx cos h + senh cos x) - senx
f'(x) = lim

h-.O h

lim (cos
senh . 1 - cos h]x)--- (senx)

h

= (cos x)(lim
senh\ (senx)(lim 1 - COS h

\h-.O -ii-) \ho h

Con los limites en Ia ecuación (2) se obtiene

f'(x) = (cos x)(1) - (senx)(0) = cos x,

que demuestra Ia ecuación (4). La demostraciOn de Ia ecuación (5) es similar (véase
el problema 62). D

Los ejemplos I a 4 ilustran Ia aplicación de las ecuaciones (4) y (5) junto con
las fOrmulas generales de denvación de las secciones 3.2, 3.3 y 3.4 para derivar
varias combinaciones de funciones trigonométricas y de otros tipos.

EJEMPLO 1

D(x2sen x) = (D x2)(senx) + (x2)(D sen x)
= 2x sen x + x2 cos x.

EJEMPLO 2

D,(cos3 t) = D[(cos t)3] = 3(cos t)2 D(cos t)

= 3(cos2 t)(sent) = 3 cos2 t sen 1.

EJEMPLO 3 Si y= cos x entonces1 - sen x

dy (Dcos x)(l - senx) - (cos x)[D(I - senx)]
dx (I - senx)2

(senx)(1 - Sen x) - (cos x)(cos x)
= (1 - senx)2

senx +sen2x + cos2x senx + I
(1 - sen x)2

dy_ 1

dx I senx

EJEMPLO 4 Si g(t) = (2 - 3 cos 1)3/2, entonces

g'(t) = (2 - 3 cos t)2D(2 - 3 cost) = (2 - 3 cos )l12(3 sent)

= (2 - 3 cos t)2 sent.

(I senx)2'
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(a)

(b)

Figura 3.7.2 Gráficas de las
seis funciones trigonométricas

LAS RESTANTES FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

y = sen . Es fad] derivar las otras cuatro funciones trigonométncas, pues se pueden expresar
en términos de las funciones seno y coseno:

x

senx cos xtanx= , cotx
CO5X senx

1

(6)

sec x = csc x -
cos x, sen x

=
Cada una de estas formulas es válida, excepto cuando el denominador se anula.
AsI, tan x y sec x no están definidas cuando x es un mültiplo entero impar de ,'2,
mientras que cot x y csc x no están definidas cuando x es un mOltiplo entero de jt
Las gthficas de las seis funciones trigonométricas aparecen en la figura 3.7.2. AhI
se muestran el seno y su recIproco, la cosecante, en el mismo pIano de coordena-
das; también formamos una pareja del coseno con Ia secante, pero mostramos Ia
tangente y La cotangente por separado.

Las funciones de Ia ecuación (6) se pueden derivar mediante La regla del
cociente y las derivadas de las funciones seno y coseno. Por ejemplo,

sen x

(D sen x)(cos x) - (senx)(D cos x)Dtanx= 2(cos x)

(cos x)(cos. x) - (senx)(senx) cos2x +sen2x 1

cos2x cos2x cos2x'

D tan x = sec2 x.

Como ejercicio, deberá obtener, de manera similar, las formulas de derivación en
las ecuaciones (8) a (10) del teorema 2.

Teorema 2 Derivadas de lasfunciones trigonométricas
Las funcionesf(x) = tan x, g(x) = cot x, p(x) = sec x y q(x) = csc x son

Los patrones en las formulas del teorema (2) y las ecuaciones (4) y (5) nos
permiten recordarlas con facilidad. Las formulas en las ecuaciones (5), (8) y (10)
son los "analogos de las cofunciones" de las ecuaciones (4), (7) y (9), respectiva-
mente. Observe que las formulas de las derivadas de estas tres cofunciones son
las que contienen signos menos.

derivables en todo su dominio de definición, y

D tan x = sec2 x, ( 7)
D cot x = csc2 x, ( 8)
D sec x = secx tan x, ( 9)
D csc x = csc x cot x. (10)

tan x -
cos x'

Sección 3.7 / Derivadas de las funciones trigonométricas 157



EJEMPLO 5

D(x tan x) = (Dx)(tan x) + (x)(D tan x)

(1)(tan x) + (x)(sec2x) = tan x + xsec2x.

D(cot3 x) = D(cot x)3 = 3(cot x)2 D cot x

3(cot x)2(csc2x) = 3 csc2x cot2x

D
(sec (D sec x)(V) - (sec x)(DV)

(\/)2

(sec x tan x)(\t) - (sec x)(x"2)
x

= x_3/2(2x tan x - 1) sec x.

FORMULAS CON LA REGLA DE LA CADENA

Recuerde Ia ecuación (14) de la sección 3.3; la regla de Ia cadena implica

Dg(u) g'(u) (11)

para Ia derivada de Ia composiciôn g(u(x)) de dos funciones denvables g y u. Esta
formula proporciona una version de la regla de Ia cadena de cada una de las nuevas
formulas de derivaciOn que hemos aprendido.

Si aplicamos Ia ecuación (11), primero cong(u) = sen u, después cong(u)
cos u, y asi sucesivamente, obtenemos las versiones de la regla de Ia cadena de las
formulas de derivación trigonornétrica:

Dsenu = (cosu),
dx

duD cos u = (senu) dx'

du
D tan u = (sec2 u) -'

dx

duD cot u = (csc2 u) -,
dx

du
D sec u = (sec u tan u) -,

dx

duD csc u = (csc u cot u) -.
dx

Los casos en que u = kx (donde k es una constante) son dignos de mención. Por
ej empl 0,

Dsenkx = kcoskx
,,

Dcoskx = ksenkx. (18)
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Las formulas de Ia ecuación (18) proporcionan una exp]icaciOn de la razón por Ia
que La medida en radianes es más adecuada que Ia medida en grados. Como
Ia relaciOn dada en (1) implica que un ãngulo medido en grados tiene medida en
radianes 7rx/180, el "seno de un ángulo de x grados" es una funciOn nueva y
dferente, con Ia formula

senx° = sen
180'
7TX

expresada en el lado derecho en términos de la función seno estándar (medida en
radianes). Por lo tanto, la primera formula de la ecuación (18) implica

Dsenx°=-j-cos
180'

IT ITX

de modo que

Dsenx° (0.01745) cos x°.

La necesidad de usar el valor aproximando 0.01745 en este caso (e incluso su
presencia) es una razón por Ia que se usan radianes en vez de grados en el cálculo
de las funciones trigonornétncas: Cuando trabajamos con radianes, no necesita-
mos tal aproximación.

EJEMPLO 6 Si y = 2 sen I 01 + 3 cos rt, entonces

dy
= 20 cos lOt - 3irsenirt.

EJEMPLO 7 D(sen2 3x cos4 5x)

= [D(sen3x)2](cos4 5x) + (sen2 3x)[D (cos 5x)4]

= 2(sen3x)(D sen3x) (cos45x) + (sen23x) 4(cos5x)3(D cos5x)

= 2(sen 3x)(3 cos 3x)(cos4 5x) + (sen23x)(4 cos3 5x)(-5 sen 5x)

= 6sen3x cos3x cos45x - 20sen23xsen 5xcos35x.

EJEMPLO 8 Derive f(x) = cos v'i

Solución Si u = entonces du/dx 1/(2ii5, por lo que de la ecuación (13) se
obtiene

D cos V = D cos u = (senu) du

dx

= _(sen) 1 sen

2V 2V

Otra alternativa es realizar este cálculo sin introducir la variable auxiliar U:

DcosVi = (Sefl\/)D(\/) senV
2Vi

EJEMPLO 9 Derive

y = sen2(2x - 1)3/2 = [sen(2x - 1 )3/2]2
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Figura 3.7.3 Rastreo de un
cohete en ascenso (ejemplo 1)

160

/'

Solución En este caso, y = u2, donde u = sen(2x - 1)3/2, de modo que

dy du
2u - = 2[sen(2x - 1)312]D[sen(2x - 1)3/2]

dx dx

= 2[sen(2x - 1)312][cos(2x - 1)312]D(2x - 1)3'2

= 2[sen(2x - 1)312][cos(2x - 1)3I2] (2x - 1)1/2.2

= 6(2x - 1)"2[sen(2x - 1)312][cos(2x - 1)3/2].

EJEMPLO 10

D tan 2x3 = (sec22x3)D(2x3) = 6x2sec22x3.

D cot32x = D(cot2x)3 = 3(cot2x)2D(cot2x)

= (3 cot2 2x)(csc2 2x)D(2x)

= 6 csc22x cot22x.

D secV = (sec\/ tan \Tx)D V1 =
secV tanV

2V

DVcsc x = D(csc x)"2 = (csc x)2D(csc x)

= (csc x)2(csc x cot x) = - (cot x)Vcsc x.

Los ejemplos 11 y 12 ilustran las aplicaciones de las funciones tngonométri-
cas a los problemas de razón de cambio y de máximos y mInimos.

EJEMPLO 11 Se lanza un cohete en forma vertical y es rastreado por un radar
localizado en ci suelo, a 5 millas de Ia plataforma de lanzamiento. Suponga que el
ángulo de elevación Ode Ia lInea de vision al cohete aumenta a razón de 30 por
segundo, cuando 0= 600. ,Cuá1 es la velocidad del cohete en ese instante?

Solución Primero convertimos los datos dados en grados a radianes. Como
existen ir/180 radianes en 10, Ia razón de crecimiento de Oes

31T IT= (rad/s)

en el instante en que

6Oir IT
(rad).

En Ia figura 3.7.3 vemos que Ia alturay (en millas) del cohete es

y = 5 tan 0.

Por lo tanto, su velocidad es

dydydO dO
5(sec2 0) -.

dt dOdt cit
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Figura sec = 2
(ejemplo 11)

x

Figura 3.7.5 El rectánguio del

ejemplo 12

3.7. Problemas

Derive lasfunciones dadas en losprobleinas I a 20.

1. f(x) = 3 senX 2. f(x) = 2 cos4x
3. f(x) = x cos x 4. f(x) = sen x

Sección 3.7 I Derivadas de las funciones trigonornétricas

Como sec(ir/3) = 2 (figura 3.7.4), la velocidad del cohete es

dy 21T T
(mi/s),

cerca de 3770 millas/hora, en el instante 0= 600.

EJEMPLO 12 Un rectárigulo está inscrito en un semicirculo de radio R (figura

3.7.5). Cuãl es ci area maxima posible de tal rectangulo?

Solución Si denotamos Ia longitud de Ia mitad de Ia base del rectángulo con x y
su aitura con y, entonces su area es A = 2xy. En Ia figura 3.7.5 vemos que el

triángulo rectánguio tiene hipotenusa R, ci radio del circulo, por lo que

x = R cos 0 y y = R sen 0. (19)

Cada valor de Oentre 0 y ir/2 corresponde a un rectángulo inscrito posible. Los
valores 0= 0 y 0 = .'r/2 dan como resultado rectangulos degenerados.

Sustituimos los datos de Ia ecuación (19) en Ia formula A = 2xy para obtener
el area

A A(0) = 2(R cos 0)(R sen0)

= 2R2 cos 0 sen0 (20)

como función de Oen ci intervalo cerrado [0, ir/2]. Para determinar los puntos
crIticos, derivamos:

= 2R2(sen0 senO + cos 0 cos 6) = 2R2(cos2 0 - sen2 0).

Como dA/d0siempre existe, tenemos puntos crIticos sOlo si

A(0) = 0,

A() = 2R2(--(=) = R2,
\V1

A()=0.

máximo absoluto

Asi, ci máxirno rectánguio inscrito tiene áreaR2, y sus dimensiones son 2x =R ff
y y = R/i.

cos x6. f(x) - v
8. f(x) = cos3x sen2x

10. g(t) = (2 - cos2 r)3

161

cos20 sen2 0 = 0; sen2 0 = cos2 6;

tan2 0 = 1; tan0= ±1.
El inico valor de Oen [0, ir/2] tal que tan 0= ±1 es 0= ir/4.

Al evaivarA(0) en cada uno de los valores posibies 0 0, 0 irI4 y ir/2 (los
extremos y el punto critico), tenemos que

5. f(x) =
sen X

x

7. f(x) = sen x cos2x
9. g(i) = (1 + sen



11. g(t) =

sen 5x

29. y =sen2x2

31. y = sen2V

sen t + cos I

21. y =sen2Vi

23. y = x2cos(3x2 - 1)

25. y = sen 2x cos 3x

cos 3x
27. y =

45. y = x7tan 5x

47. y = sec

49. y =

sec 5x
51. y =

12. g(t) =
sent

1 + cos I

f(x) = 2xsenx - 3x2cos x

f(x) = x2cos x - x2senx
f(x) = cos 2x sen 3x 16. f(x) = cos 5x sen 7x

17. g(t) = t3sen22t 18. g(t) = V' cos33t

g(t) = (cos 3t + cos 51)5/2

g(t)
1

ven2t +sen23t

Determine dy/dx en los probl em as 21 a 60.

cos 2x
22. y =

x

24. y =sen3x4
x

26. y =
sen 3x

28. y = \/cos V

30. y = cos3x3

x3 tan3x3

cot(sec 7x)

sec x
1 + tan x

Use Ia definición de Ia derivada para mostrar directanien-
te que si g(x) = cos x, entonces g'(x) = - sen x.

Si se dispara un proyectil desde el nivel del suelo, con
una velocidad inicia] u y ángulo de inclinación a y si se
puede ignorar Ia resistencia del aire, entonces su alcance (Ia
distancia horizontal recomda) es

R = sena cos a

(figura 3.7.6). Que valor de a maximiza R?

Figura 3.7.6 El proyectil del problema 63

Un globo meteorolOgico que se eleva en forma vertical
es observado desde un punto en el piso a 300 pies del punto
directamente debajo del balón (figura 3.7.7). tCon qué rapi-
dez está elevándose el globo cuando el ángulo eritre el piso y
La lInea de vision del observador es 450 y aumenta a 10 por
segundo?

IISO

Figura 3.7.7 El globo meteorológico del problema 64

Se lanza un cohete en forma vertical, hacia arriba, desde
un punto a 2 millas al oeste de un observador sobre el piso.
,CuáI es Ia rapidez del cohete cuando el ángulo de elevación

(desde la horizontal) de Ia lInea de visiOn del observador al
cohete es 50° y aumenta 5° por segundo?

Un avión que vuela a una altura de 25,000 pies tiene una
falla en el indicador de Ia velocidad del aire. Para deterniinar
su velocidad, el piloto ye un punto fijo en el piso. En el
momenta en que el ángulo de depresión (desde Ia horizontal)
de su Ilnea de visiOn es 65°, observa que este ángulo aumenta
a razón de 1.50 por segundo (figura 3.7.8). ,CuOl es la rapidez
dcl avión?

162 Capitulo 3 / La derivada

32. y=cos3vx3j

33. y xseny 34. y = xcos -

35. y = sen 36. y = (senx - cos x)2

37. y V(x-cosx) 38. y = Vsen\/x+ Vi
39. y = cos(senx) 40. y sen(1 +
41. y = tan x7 42. y = sec x7
43. y = (tan x)7 44. y = (sec 2x)7

sec x5
46. y =

x

48. y = sec tan

50. y = cot()

52. y = sec2x - tan2x
tan 3x

53. y = x sec x csc x 54. y =
55. y = sec(senx) 56. y =

57. y =
senx
sec x 58. y -

59.y=V1 +cot5x 60. y= \/cscV

61. Deduzca las formulas de derivación de las ecuaciones (8)
a(10).



P

Figura 3.7.8 El aviOn del problema 66

Un observador sobre el piso ye un avión que se aproxima,
volando a velocidad constante y a una altura de 20,000 pies.
Desde su punto de vista, el ángulo de elevación del avión
aumenta a 0.5° por segundo, cuando el ángulo es 60°. ,Cuál

es la velocidad del avión?
Determine Ia maxima area posible A de un rectángulo

inscrito en el cIrculo unitario x2 +y2 = 1, maximizando A como
una función del ángulo Oque se indica en Ia figura 3.7.9.

2

Figura 3.7.10 El abrevadero del problema 69

Una parcela circular de pasto con un radio de 20 m estã
rodeada por un camino, y una luz se coloca en la parte superior
de Un poste justo sobre el centro del circulo. ,A qué altura
debe colocarse Ia luz para iluminar mejor ci camino? La
intensidad de iluminación ide una superficie está dada por
I = (k sen 6) ID-', donde D es Ia distancia desde Ia fuente de
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\

x

(x, y)

r

2 5,000 pies

Figura 3.7.9 Un rectángulo inscrito en ci circulo unitario
(problema 68)

Se va a construir un abrevadero mediante una banda larga
de metal de 6 pies de ancho, doblando con un ãngulo 6una
tirade 2 pies a cada lado (flgura 3.7.10). Cuál ángulo maximiza
el area transversal, y con ello ci volurnen, del abrevadero?

luz a Ia superficie, y Oes ci ángulo con el que Ia iuz liega a la
superficie y k es una constante positiva.
71. Determine el minimo volumen posibie Vde un cono en
el que se inscribe una esfera de radio dado R. Minimice V
como función del ánguio 6 indicado en Ia figura 3.7.11.

Figura 3.7.11 Determinación del cono más pequeño que
contiene una esfera dada (problema 71)

Una hoja de papel rectangular muy larga tiene 20 centi-
metros de ancho. La esquina inferior derecha se dobla a lo
largo del pliegue que se indica en la figura 3.7.12, de modo
que Ia esquina toque apenas el lado izquierdo de Ia página.
,Cómo hacer esto de modo que el doblez sea lo má.s corto

posibie?

20

I-

Figura 3.7.13 Un trapecio inscrito en un cIrculo
(probiema 73)
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Pliegue

Figura 3.7.12 Doble una hoja
de papel; haga que el pliegue sea
de Ia longitud más pequefla
posibie (problema 72)

Determine el area maxima posible de un trapecio inscrito
en un cIrcuio de radio I, como lo muestra Ia figura 3.7.13.



Comience expresando A como una función del ángulo Oque
aparece ahI.
74. Un leñador debe cortar una viga hexagonal de un tronco
circular de 30 cm de diámetro, de modo que su sección
transversal sea como se muestra en Ia figura 3.7.14. La viga
es simétrica, con Ia mica diferencia entre los ángulos internos
a y 13. Muestre que el area de Ia sección transversal es maxima
cuando Ia sección transversal es un hexágono regular, con
lados y ángulos iguales (correspondiente a a= 13 = 2,r/3).
Observe que a+ 213 = 2z (,Por qué?)

Figura 3.7.14 Una viga hexagonal cortada de un tronco
circular (problema 74)

75. Consideremos un arco circular de longitud s con extre-
mos en el ejex (figura 3.7.15). Muestre que el area A acotada
por este arco y el eje x es maxima cuando el arco circular tiene
Ia fornia de un semicIrculo. [Sugerencia: ExpreseA en trmi-
nos del ángulo Osubtendido por el arco en el centro del cIrculo,
como se muestra en Ia figura 3.7.15. Muestre que A es maxima
cuando 0= ,z]

3.8
Derivaciôn impilcita y
razones relacionadas

Figura 3.8.1 La parabola
y2 - x = 0
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Arco circular
// de longitud

Camino

Figura 3.7.15 Deterrninación del area maxima acotada
por un arco circular y su cuerda (problema 75)

76. Una montañista comienza a caminar en un punto P de un
camino recto y desea Ilegar a una cabafla en el bosque, que
está a 2 km de un punto Q a 3 km camino abajo de P (figura
3.7.16). Ella puede caminar a 8 km/h por el camino, pero solo
a 3 km/h por el bosque, y quiere minimizar el tiempo reque-
ndo para Ilegar a Ia cabana. 6Qué parte del camino debe
carninar antes de dirigirse hacia el bosque directamente hacia
Ia cabana? [Sugerencia: Use eI ángulo Oentre el camino y Ia
ruta que toma a través del bosque corno Ia variable inde-
pendiente.]

Figura 3.7.16 Determine Ia ruta
más rápida a Ia cabana del bosque
(problema 76) Bosque

3

Cabana

Una ecuación en dos variables x y y puede tener una o mãs soluciones para y en
términos dcx o parax en términos dey. Estas soluciones son funciones definidas
en forma implIcita por Ia ecuación. Aqul analizaremos Ia derivación de tales
funciones y el uso de sus derivadas para resolver problemas especIficos de razón
de carnbio.

Por ejemplo, Ia ecuación y2 = 0 define de manera iniplIcita dos funciones
continuas de x:

yV1 y
Cada una de las cuales tiene como dominio Ia semirrecta x 0. Las gráficas de
estas dos funciones son Ia rama superior e inferior de Ia parabola que aparece en
Ia figura 3.8.1. La parabola completa no es Ia gráfica de una función dex, puesto
que ninguna recta vertical debe cruzar Ia gráfica de una función de este tipo más
de una vez.

La ecuación de un cIrculo unitario, x2 + = 1, define de manera impilcita
cuatro funciones (entre otras):

y = +Vi - x2 paraxen [I, I],
y = -V - paraxen [I, I],
x = +'v'I - paraxen [I, 1], y

= -VI - paraxen [I. 1].
Capitulo 3 I La derivada
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x=-(l -y2)'

Figura 3.8.2 Funciones
continuas definidas de manera
implicita por x2 + y2 = 1

Figura 3.8.3 La recta tangente
del ejemplo 1

Las cuatro gráficas se resaltan en cuatro copias del cIrculo unitario que se muestran
en Ia figura 3.8.2.

La ecuación 2x2 + 2y2 + 3 = 0 no define en forma impilcita una función, pues
esta ecuación no tiene soluciones reales (x, y). (Es claro que 2x2 + 2y2 + 3 > 0 para
todox yy.)

En el cálculo avanzado, podemos estudiar condiciones que garanticen cuándo
una función definida de manera impilcita es derivable. AquI continuaremos bajo
Ia hipôtesis de que nuestras funciones definidas de manera implIcita son derivables
en caso todos los puntos de sus dominios. (Las funciones con las gráficas que se
muestran en Ia figura 3.8.2 no son derivables en los extremos de sus dominios.)

Cuando suponemos Ia derivabilidad, podemos usar la reg]a de la cadena para
derivar la ecuación dada, pensando x como la variable independiente. Entonces,
podemos despejar Ia derivada de Ia funcionfdefinida de manera implIcita, dy/dx

en Ia ecuación resultante. Este proceso es Ia derivación impilcita.

EJEMPLO 1 Use Ia derivación implIcita para determinar Ia derivada de una
función diferenciabley f(x) definida de manera implIcita mediante la ecuación

x2 + y2 = 1.
So/ución La ecuación x2 + y2 = I se piensa como una identidad que define de
manera implicita y = y(x) como una función de x. Como x2 + [y(x)]2 es entonces
una función de x, tiene Ia misma derivada que la función constante I en el otro
miembro deJa identidad. AsI, podemos derivar ambos lados de x2 + y2 = 1 con
respecto de x e igualar los resultados. Obtenemos

2x + 2y 0.

En este paso, es esencial recordar quey es una función dex, por lo que la regla de
Ia cadena implica D(y2) = 2y Dry.

Después despejamos para obtener

dy _x
dx y

Es sorprendente ver una formula para dy/dx que contiene a x y a y, pero dicha
formula puede ser tan iitil como alguna que solamente contenga ax. Por ejemplo,
la formula de Ia ecuación (1) dice que la pendiente de Ia recta tangente a! cIrculo
x2+y2 I enelpunto()es

() = - = 0.75.

El cIrculo y Ia recta aparecen en Ia figura 3.8.3.

dy

dx

(1)

Si despejamosy=±Il x2en elejemplo 1, entonces

dy x
dx±Vl_x2 y'

Jo que concuerda con Ia ecuación (1). Asi, Ia ecuación (1) nos da a! mismo tiempo
las derivadas de las dos flinciones y = +Ii x2 yy - Ji x2 definidas de manera
impilcita mediante Ia ecuación x2 + = 1.
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Figura 3.8.4 La hoja de
Descartes; ejemplo 2

EJEMPLO 2 La hoja de Descartes es Ia grá flea de la ecuación

x3 + y3 = 3xy. (2)

Esta curva fue propuesta por René Descartes como reto a Pierre de Fermat
(1601 - 1665) para determinar su recta tangente en un punto arbitrario. La gráflca
de Ia hoja aparece en la figura 3.8.4. La gráfica casi coincide con Ia lInea recta
x +y + 1 0, cuando x y y son grandes y producen una hoja de laurel (de
ahi el nombre) en el primer cuadrante. En el problema 24 de la sección 12.1
indicamos cómo construir esta gráflca. Aqul queremos encontrar la pendiente de
su recta tangente.

Solución Usamos derivación implIcita (en lugar de los métodos ad hoc con los
cua]es Fermat respondió a! reto de Descartes). Derivando ambos lados de la
ecuación (2), encontramos que:

dy3x2+3y2 y+3x.
dx dx

Después despejamos la derivada

dy y - x2
dx y2x

Por ejemplo, en el punto (4, 4) , Ia pendiente de Ia recta tangente es

y este resultado coincide con nuestra intuición relativa a Ia figura. En el punto
(4, ) , Ia ecuación (3) implica

AsI, una ecuación para la recta tangente a Ia hoja en este punto es

y - 4 = 4(x -
obien,4x-5y+4=0.

RAZONES RELACIONADAS

Un problema de razones relacionadas implica el uso de dos o más cantidades que
varian con el tiempo y una ecuación que expresa cierta relación entre estas
cantidades. Por lo comñn, están dados los valores de estas cantidades en cietto
instante, junto con todas sus razones de cambio en el tiempo, excepto una. El
problema consiste por lo general en determinar Ia razón de cambio con respecto
del tiempo que no está dada, en un instante dado en el problema. La derivaciôn
iniplIcita, con respecto del tiempo t, de Ia ecuación que relaciona las cantidades
dadas producirá una ecuación que relaciona las razones de cambio de las cantida-
des dadas. Esta es Ia dave para resolver un problema de razones relacionadas.

EJEMPLO 3 Suponga que x(t) y y(t) son las coordenadas x y y en el instante I
de un punto que se mueve en tomb del cIrculo eon ecuación

x2+y225. (4)

(3)

dy

dx (3 3\k'.1

3

2
(3\2'2) = 1,- (3\2\2/

3

2

dy

dx (2 4\

4
3

(2\2'3)
(4'2\3) 2

3
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Figura 3.8.5 El cohete del
ejemplo4

Usaremos Ia regla de La cadena para denvar ambos lados de esta ecuación, con
respecto del tiempo t. Esto produce la ecuación

2x+2yrz0. (5)

Si se conocen los valores de x, y y dx/dt en cierto instante 1, entonces se puede
despejar dy/di en la ecuación (5). No es necesario conocer x y y como funciones
de t. De hecho es comiin para los problemas relacionados con razones que la
información sea incompleta como para expresar ax yy como funciones de 1.

Por ejemplo, supongarnos que tenemos x 3, y 4 y dx/dt = 12 en cierto
instante. La sustitución de estos valores en Ia ecuación (5) implica

2.312 + 24. = 0,

de modo que dy/di = 9 en ese mismo instalite.

EJEMPLO 4 Un cohete lanzado de forma vertical es rastreado por una estación
de radar loca]izada en el piso, a 3 millas de la plataforma de lanzamiento. Cuál
es Ia velocidad vertical del cohete en ci instante en que su distancia a Ia estación
de radar es 5 millas y Ia distancia crece con razón de 5000 mi/h?

Solución La figura 3.8.5 ilustra esta situación. Sea y la altura del cohete (en
millas) y z su distancia a Ia estación de radar. Tenemos que

= 5000 cuando z 5.

Queremos determinar dy/c/I (en millas por hora) en este instante.
Aplicarnos el teorema de Pitágoras a! triángulo rectángulo de la figura y

obtenernos

y2 + 9 = z2

como relación entre y y z. De esto vemos que y = 4 cuando z 5. La derivación
implIcita dana entonces

dy dz
2y. = 2z.

Sustituimos los datos y = 4, z = 5 y dz/dt = 5000, con lo que tenemos

= 6250 (mi/h)

conlo el instante en cuestión.

El ejemplo 4 ilustra los pasos siguientes en Ia solución de un problema tIpico
de razones relacionadas, del tipo que implica una situación geométrica:

Se traza un diagrama y se etiquctan corno variables las diversas cantidades
cambiantes requeridas en el probierna.

Se rcgistran los valores de las variables y sus razones de cambio, como se da
en ci problema.
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I 6pies
Sombra

-v

Figura 3.8.6 La sombra en
movimiento del ejemplo 5
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Se usa el diagrama para determinar una ecuación que relacione las variables
importantes del problema.

Se deriva Ia ecuación de manera implIcita con respecto del tiempo t.

Se sustituye el dato numérico dado en la ecuación resultante, y después se
despeja Ia incognita.

CUIDADO El error más comin que debe evitarse es Ia sustitución prematura de
los datos dados antes de derivar de manera implicita. Si hubiéramos sustituido
z = 5 al principio del ejemplo 4, nuestra ecuación hubiera sido y2 + 9 = 25, y la
derivaciOn implicita nos darIa como resultado el absurdo dy/dt = 0.

Usaremos triángulos semejantes en vez del teorema de Pitágoras en el ejemplo
5 para descubrir Ia relación necesaria entre las variables.

EJEMPLO 5 Un hombre de 6 pies de altura camina con una velocidad de
8 pies/seg, alejándose de un farol de Ia calle que está en el extremo de un poste

18 pies
de 18 pies. Qué tan rápido se mueve Ia punta de su sombra a lo largo del piso
cuando Ia persona estã a 100 pies del poste de Iuz?

Solución Sea x la distancia del hombre al poste y z Ia distancia de la punta de su
sombra a Ia base del poste (figura 3.8.6). Aunque x y z son funciones del tiempo
s, no intentaremos determinar fOrmulas explIcitas para ellas.

Tenemos que dx/dt = 8 (en pies/seg); queremos determinar dz/dl cuando
x = 100 (pies). Igualamos las razones de los lados correspondientes de los dos
triángulos semejantes de Ia figura 3.8.6 y vemos que

18 6

De aqul se sigue que

2z = 3x,

y Ia derivaciOn implIcita nos da

2
dz - dx
dt dt

Sustituimos dx/dt = 8 y vernos que

dz 3 dx 3
8 12

dt 2dt 2

De modo que la punta de Ia sombra del hombre se mueve a 12 pies/seg.

El ejemplo 5 es poco usual, en el sentido de que Ia respuesta no depende de
Ia distancia del hombre al poste de Iuz (el valor dado x = 100 es superfluo). El
ejcmnplo 6 es un problerna de razones relacionadas con dos relaciones entre las
variables, que no es tan raro.

EJEMPLO 6 Dos estaciones de radar en A y B, con B 6 km a! este de A, están
rastreando un barco. En cierto momento, el barco está a 5 km de A, y esta distancia
aumenta a razOn de 28 km/h. En el mismo instante, el barco está también a 5 km
de B, pero esta distancia aumenta a solo 4 km/h. DOnde está el barco, qué tan
rápido se mueve y en qué dirección?
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Barco

Figura 3.8.7 Estaciones de
radar que rastrean un barco
(ejemplo 6)

Soluciôn Con las distancias indicadas en Ia figura 3.8.7, tenemos que (con Ia
ayuda del teorema de Pitàgoras)

x2+y2u2 y (6-x)2+y2=v2. (6)

Tenemos los siguientes datos: u = v = 5, du/dt = 28 y dv/dt = 4 en ci instante en
cuestión. Como el barco está a la misma distancia de A y de B, es claro que x = 3.
AsI,y = 4. Por tanto, ci barco está a 3km al este y 4km a! norte de A.

Derivamos de manera impilcita las dos ecuaciones en (6) y obtenemos

dx dy du
2x -- + 2y = 2u

-2(6 - x) + 2y = 2v

Cuando sustituimos los datos numéricos dados y los datos deducidos, obtenemos

3+4= 140 y -3+4=20.
Estas ecuaciones se resuelven fácilmente: dx/dt = dy/dt = 20. En consecuencia,
ci barco navega hacia al noreste, con una velocidad de

V202 + 202 = 20V' (km/h)

(jsi Ia figura es correcta!) Un espejo a io iargo de Ia ilnea AB refleja otro barco,
3 km al este y 4 km al sur de A, que navega hacia el sureste con una velocidad de
20'I kmlh.

(,La moraieja? Las figuras son importantes, átiles y con frecuencia, esenciales,
pero pueden provocar errores. Evite las suposiciones sin fundamento cuando trace
una figura. En este ejempio, no habria un problcma real, pues cada cstación podrIa
determinar si ci barco está al norte o al sur de ella.

y

3.8 Problemas

En los problemas 1 a 10, determine dy/dx mediante deriva-
ción impilcila.

12(x2 + y2) = 25xy; (3, 4)

x2 + xy + y2 = 7; (3, -2)
1 119.-+-=2; (1,1)

x y

(x2 + y2)3 = 8x2y2; (1, -1)
Determine dy/ctc, dado que xy3 - x5y2 = 4. Determine

después Ia pendiente de Ia recta tangente a Ia gráfica de La
ecuación dada en ci punto (1, 2).

Muestre que Ia gráfica de xy5 - x5y = 1 no tiene tangentes
horizontales.

Muestre que no existen puntos sobre la gráfica de Ia
ecuación x3 + = 3xy - 1 en donde Ia recta tangente sea
horizontal.

Determine todos los puntos sobre ia gráfica de Ia ecua-
cion

x4 + y4 + 2 = 4xy3

tales que la recta tangente sea horizontal.
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1. x2 - y2 = 1 2. xy = 1
3. 16x2 + 25y2 = 400 4. x3 + y3 = 1
5. Vi + V = 1 6. x2 + xy + y2 = 9
7. x213 + y213 = 1 8. (x - fly2 = x + 1
9. x2(x - y) = y2(x + y) 10. (x2 + y2)2 = 4xy

En los problemas 11 a 20, del ermine primero dy/dx mediante
derivación implIcita. Escriba después una ecuación para Ia
recta tangente a Ia grajIca de esta ecuación en elpunto dado.

x2 + y2 = 25; (3, -4)
xy = -8; (4, -2)
x2y = x + 2; (2, 1)

x"4 + y'14 = 4; (16, 16)

xy2 + x2y = 2; (1, -2)

=1. (11)x+1 y+l
Sección 3.8 I Derivación implicita y razones relacionadas
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de radar de radar
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Determine todos los puntos sobre Ia gráfica de x2 -f y2 =
4x + 4y tales que Ia recta tangente sea horizontal.

Determine los puntos en el primer cuadrante de Ia hoja
del ejemplo 2 en los que Ia recta tangente es horizontal
(dy/dr = 0) o vertical (donde dr/dy = 1/(dy/dz) = 0.)

La gráfica de Ia ecuaciónx2 - ±y2 = 9 es Ia elipse rotada
de la figura 3.8.8. Determine las rectas tangentes a esta curva
en los dospuntos donde interseca al ejex, y muestre que estas
rectas son paralelas.

y

- .ry + y2 = 9ox
Figura 3.8.8 La elipse rotada del problema 27

Determine los puntos sobre Ia curva del problema 27
donde la recta tangente es horizontal (dy/dr = 0) y aquelios
donde es vertical (dr/dy = 0).

La gráfica de Ia figura 3.8.9 es una lenmiscata con
ecuación (x2 +y2)2 =x2 y2. Determine, mediante derivación
implicita, los cuatro puntos de Ia lemniscata donde Ia recta
tangente es horizontal. Determine después los dos puntos
donde la recta tangente es vertical; es decir, donde dr/dy =
1/(dy/dx) = 0.

Figura 3.8.9 La lemniscata del problema 29

30. Se colecta agua de un bloque de hielo con base cuadrada
(figura 3.8.10). El agua se produce por Ia fusion del hielo, de
modo que cada arista de Ia base dcl bloque disniinuye 2 pul-
gadas por hora, mientras que Ia aitura del bloque disrninuye
3 pulgadas por hora. Cuái es Ia razón de flujo del agua en Ia
charola recolectora cuando la arista de Ia base mide 20 pulga-
das y Ia altura 15? Para simplificar ci problema, suponga que
el agua y el hielo tienen Ia misma densidad.
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Figura 3.8.10 El bloque de hielo del problema 30

31. La figura 3.8.11 muestra Ia arena que se vacla de una tolva
a razón de 10 pies cibicos/segundo. La arena forma una piia
cónica cuya altura es ei dobie de su radio. j,Con qué razón
aumenta ei radio de Ia piia cuarido so altura es 5 pies?

Ii = 2

Figura 3.8.11 La pila cónica de arena del problema 31,
con volumen V = rrr2h

32. Suponga que se vacia ei agua de un tanque esférico de
radio 10 pies (figura 3.8.12). Si la profundidad del agua en el
tanque es 5 pies y ésta decrece a razón de 3 pies/seg, ,con qué
razón disrninuye el radio r de Ia superficie del agua?

Figura 3.8.12 El tanque esférico del problema 32

Una capa circular de aceite es provocada por un derrame
de I m3 de aceite. El espesor de Ia capa de aceite decrece a
razón de 0.1 cm/h. (,Con qué razón aumenta eI radio de Ia capa
cuando el radio es 8 m?

Suponga que un avestruz de 5 pies de altura camina a
4 pies/seg hacia una Iámpara de 10 pies de altura. ,Con qué
rapidez se mueve Ia sombra del avestniz a lo largo del piso?
,Con qué razón decrece la longitud de Ia sombra?

Capitulo 3 / La derivada
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El ancho de un rectánguio es la mitad de su largo. ,Con
qué razón decrece su area si su ancho es 10cm y éste aumenta
a 0.5 cmlseg?

,Con qué razón aumenta el area de un triánguio equilá-
tero si su base mide 10 cm y aumenta a 0.5 cm/seg?

Un globo degas se infla a razón de lOOir cm3 degas por
segundo. Con qué razón aumenta el radio del giobo cuando
el radio mide 10 cm?

El volumen V(en pulgadas cübicas) y presiónp (en iibras
por pulgada cuad.rada) de cierta muestra de gas satisfacen Ia
ecuaciónpV= 1000. Con qué razón cambia ci volumen de
Ia muestra si Ia presión es 100 ib/pulgada2 y aumenta a razón
de 2 lb/puigada2 por segundo?

La figura 3.8.13 muestra una cometa en el aire, a una
altura de 400 pies. La cometa es impulsada de manera hori-
zontal a razón de 10 pies/seg aiejándose de la persona que
sostiene Ia cuerda de Ia cometa al nivel del suelo. ,Con qué
razón aumenta Ia longitud de la cuerda cuando ya se han
tendido 500 pies?

Figura 3.8.13 La cometa del problema 39

Un globo meteoroiógico que se eieva verticalmente es
observado desde un punto en ci piso a 300 pies del punto
directamente debajo del globo. ,Con qué razón sube el globo
cuando ci ánguio entre ci piso y Ia linea de vision del obser-
vador es 450 y aumenta a 10 por segundo?

Un aviOn que vuela horizontairnente a una aitura de 3
milias y a una velocidad de 480 mi/h pasa directamente sobre
un observador en el piso. (,Qué tan rápido aumenta Ia distancia
del observador al avión 30 segundos después?

La figura 3.8.14 muestra un tanque esférico de radio a
parcialmente ileno con agua. La profundidad maxima del agua
en ci tanque esy. Una formula para ci volumen Vdel agua en
ci tanque (formula que usted podrá deducir después de estu-
diar ci capitulo 5) es V= 4.lry2(3a y). Suponga que ci agua se
extrae de un tanque esférico de radio 5 pies a razón de 100
galones/minuto. Determine la razón con Ia que decrece Ia
profundidad y del agua cuando (a) y = 7 (pies); (b) y =3 (pies).
[Nota: Un galOn de agua ocupa un volumen aproximado de
0.1337 pies cObicos.]

Sección 3.8 / DerivaciOn implicita y razones relacionadas

12 pies
V

Figura 3.8.15 Sección transversal de ia alberca del
probiema 44

Una escaiera de 41 pies de largo descansa sobre una pared
vertical, cuando comicnza a resbalar. Su parte superior se
desliza hacia abajo sobre la pared, mientras que su parte
inferior se mueve sobre ci piso a una veiocidad constante de
10 pies/seg. t,Qué tan rápido se mueve Ia parte superior de Ia
escalera cuando está a 9 pies del suelo?

La base de un rectánguio aumenta a 4 cmlseg mientras
que su altura decrece a 3 cmlseg. Con qué razOn cambia su
area cuando Ia base mide 20 cm y Ia aitura 12 cm?

La aitura de un cono decrece 3 cm/seg mientras su radio
aumenta a 2 cm/seg. Cuando ci radio mide 4 cm y La altura
6 cm, ,está aumentando o disminuyendo ci volumen dci
cono? ,Con qué razOn?

Un cuadrado se esta agrandando. Cuando cada lado mide
10 pulgadas, su area aumenta a 120 puigadas2/seg. Con qué
razón cambia Ia Iongitud de cada iado?

Un cohete Ianzado en forma vertical, es rastreado por una
estaciOn de radar localizada en ci suelo a 4 milias de ia
plataforma de ianzamiento. tCuái es Ia velocidad vertical del
cohete en ci instante en que su distancia ala estación de radar
es 5 millas y Ia distancia aumenta a razón de 3600 mi/h?

Dos caminos rectos se intersecan en ánguio recto. A las
10 AM., un automóvii pasa por la intersección con dirección
at este, a 30 mi/h. A las 11 A.M. pasa por Ia intersecciOn un
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Nivel del aa

Figura 3.8.14 El tanque esférico de agua del probiema 42

Repita ci probiema 42, pero use un tanque semiesférico,
con ci iado piano en Ia parte superior y radio 10 pies.

Una alberca tiene 50 pies de iargo y 20 de ancho. Su
profundidad varia de manera uniforme desde 2 pies en Ia parte
menos profunda hasta 12 pies en Ia parte más profunda (figura
3.8.15). Suponga que ia alberca se liena a razOn de 1000
gaiones/minuto. ,Con qué razón aumenta Ia profundidad en
ci extremo más profundo cuando ia profundidad es de 6 pies?
[Nota: Un gaiOn de agua ocupa un voiumen aproximado de
0.1337 pies cObicos.]

50 pies

2 pies

Nivel del agua
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camión con dirección al norte, a 40 mi/h. Suponga que los dos
vehicuios mantienen su velocidad y su dirección. ,Con qué
razón se separan a Ia 1 P.M.?

Una escalera de 10 pies descansa sobre una pared. La
parte inferior de Ia escalera comienza a deslizarse aleján-
dose de Ia pared, con una velocidad de 1 mi/h. Determine
Ia razón con Ia que se mueve Ia parte superior de Ia escalera
cuando está a: (a) 4 pies sobre ci suelo; (b) una puigada
sobre el suelo.

Dos barcos viajan hacia una isia muy pequeña. Un barco, Ia
Pinta, está al este de Ia isla y navega hacia el oeste a 15 mi/h.
El otro, Ia Nifia, está al norte de Ia isla y navega hacia el sur
a 20 mi/h. En cierto momento, Ia Pinta está a 30 millas de Ia
isia y Ia Nina a 40 millas. ,Con qué razón Se acercan entre si
los barcos en ese instante?

En el instante t = 0, un jet militar de un motor vueia hacia
ei este a 12 milmin. A Ia misma aitura y a 208 milias en la
linea de dirección del jet militar, todavia en ei instante I = 0,
un jet comerciai vuela hacia ci norte a 8 mi/mm. /,En qué
momento están mãs cerca los dos aviones? Cuái es Ia distan-
cia minima entre ellos?

Un barco con una cadena de ancia muy larga, está anciado
en 11 brazas de agua. La cadena del ancia Se eieva a razón de
10 brazas/minuto, lo que hace que el barco se mueva hacia ci
punto directamente sobre el ancia, Ia cuai reposa en ei Iecho
marino. El escobén (el punto de contacto entre ei barco y Ia
cadena) se localiza a una braza sobre Ia linea de flotación.
,Con qué velocidad se mueve ci barco cuando an restan 13

brazas de cadena?
Un tanque de agua tiene Ia forma de un cono con eje

vertical y vértice hacia abajo. El tanque tiene 3 pies de radio
y 5 pies de aitura. El tanque está ileno de agua, pero en ci
instante t = 0 (en segundos), se abre un pequeño oriflcio en
el vértice y ci agua comicnza a salir. Cuando Ia altura del agua
en ci tanque ha descendido a 3 pies, ci agua fluye a 2 pies
cábicos por segundo. tCon qué razón, en pies/segundo, de-
crece ci nivel dci agua en ese momento?

Un tanque esférico de radio 10 pies se ilena con agua a
razón de 200 galones/minuto. (,Con qué velocidad aumenta ci
nivel del agua cuando Ia profundidad maxima del agua en ci
tanque es 5 pies? [Sugerencia: Véasc ci probiema 42 para una
formula y una nota miles.]

Una cubeta de agua tiene Ia forma de un cono truncado
de altura 2 pies, radio inferior 6 pulgadas y radio superior 12
puigadas. El agua se sale de Ia cubeta a 10 puigadas3/min.
,Con qué razOn decrece ci nivei del agua cuando Ia profundi-
dad dci agua en Ia cubeta es Un pie? [Nota: El volumen Vde
un cono truncado con altura h y radios a y b es

ith
V = --(a2 + ab + b2).

Dicho cono truncado se muestra en Ia figura 3.8.16.]
Suponga que ias estaciones de radar A yB del ejemplo 6

están ahora a una distancia de 12.6 km. En cierto instante, un
barco está a 10.4 km de A y su distancia de A aumenta a

/

Figura 3.8.16 El cono truncado cuyo volumen está dado
en ci problema 57

19.2 km/h. En ci mismo instante, su distancia a B es 5 km y
decrece a 0.6 km/h. Determine Ia posición, vclocidad y direc-
ciOn dc movimiento del barco.

Un aviOn con un ángulo de inclinaciOn de 450 pasa
directaniente sobre una estaciOn dc radar en tierra a una altura
de una miiia. Una icctura posterior indica que ia distancia dci
avión a ia estaciOn de radar es 5 millas y aumenta a 7 mi/mm.
(,Cuái es ia velocidad dcl avión (en millas/hora)? [Sugerencia:
Le será Otii ia icy de los cosenos; véase ci apéndice J.]

El tanque de agua del problema 56 está completamente
Ileno cuando se retira ci tapón dcl fondo. Dc acuerdo con La
Icy de Torricelli, ci agua sale dcl tanque segOn Ia formula
dV/dt = -kV donde V es ci volumen del agua y k es una
constante empIrica positiva. (a) Determine dy/di como fun-
ción de Ia profundidad y. (b) Determine Ia profundidad del
agua cuando ci nivel dc ésta decrece lo más rápido posible.
(Necesitará calcular Ia derivada de dy/di con respecto de y.)

Está cayendo arena de un tubo a razOn de l20rpies3/seg.
La arena que cac forma una pita cónica sobre ci suelo. La
altura dci cono siempre es Ia tercera parte dci radio de su base.
,Qué tan rápido aumenta laaltura cuando Ia pila tiene 20 pies
dc alto?

Una persona de 6 pies de alto camina a 5 pies/seg a lo
largo de un camino de 30 pies de ancho. Del otro lado del
camino hay una Iuz en ci extremo de un poste, a 18 pies de
aitura. tCon qué rapidcz aumenta Ia longitud de Ia sombra
de Ia persona (sobre ci suelo horizontal) cuando Ia persona
está a 40 pies del punto que se encuentra dircctamente del otTo
lado del poste?

(Relo) Como continuaciOn del probiema 23, muestre que
Ia gráfica de Ia ccuaciOn x3 + y3 = 3xy - I consta de Ia IInea
rectax +y + I = 0 y ci punto aisiado (1, 1).

La unidad dc radar de un policia de caminos se encuentra
detrás de una cartelera a 200 pies de un tramo recto largo dc
cierta carrctera. Más adelantc, a 200 pies dcl punto de Ia
carretera más cercano al policia, está un aparato para ilamadas
de emergencia. El oficial apunta ci radar hacia dicho aparato.
Una camioneta pasa por eI aparato y, en cse momento, Ia
unidad de radar indica que Ia distancia entre el oficial y Ia
camioneta decrece a razón de 45 mi/h (es decir, 66 pies/seg).
El IImite de velocidad es 55 mi/h. jendria razOn el oficial en
infraccionar al conductor de Ia camioneta?
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La solución de ecuaciones siempre ha sido una tarea central de las matemáticas.
Hace más de dos milenios, los matemáticos de Ia antigua Babilonia descubrieron
el método de "completar el cuadrado", que produce lafórmula cuadrática para
una solución exacta de cualquier ecuación de segundo grado ax2 + bx + c = 0. A
principios del siglo XVI, varios matemáticos italianos (Cardan, del Ferro, Ferrari
y Tartaglia) descubrieron formulas para las soluciones exactas de ecuaciones
polinomiales de tercer y cuarto grados. (Estas formulas se usan rara vez en nuestros
dias pues son muy complicadas.) En 1824, un joven y brillante matemático
noruego, Niels Henrik Abel' (1802 - 1829) publicó una demostración del hecho
de que no existe una fórniula general para obtener la solución de una ecuación
polinomial arbitraria de grado 5 (o mayor) en términos de una combinación
algebraica de sus coeficientes. Asi, la solución exacta (todas sus ralces) de una
ecuación corno

f(x)=x5-3x3+x2-23x+19=0 (1)

puede ser dificil o, en términos prácticos, imposible. En tal caso, podrIa ser
necesario reculTir a métodos aproxirnados.

Por ejeniplo, la gráfica dey =fx) en la figura 3.9.1 indica que la ecuación
(1) tiene tres soluciones reales (y por tanto también dos complejas). El pequeño
rectángulo indicado 0.5 x 1,S y 5 encierra una de estas soluciones. Si
usamos este pequeno rectángulo como una nueva "ventana de vision" con una
computadora o ima calculadora grafica, entonces vemos que la soluciOn está cerca
de 0.8 (figura 3.9.2). Unas cuantas aproximaciones má.s darian una precision
mayor, mostrando que Ia soluciOn aproximada es 0.801.

Los métodos gráficos son buenos para aproxirnaciones de tres o cuatro cifras
decimales. En esta sección analizaremos un método analItico desarrollado por
Isaac Newton y que puede proporcionar rápidamente aproximaciones mucho más
exactas.

ITERACION Y ELMETODO BABILONICO
PARA LA RAIZ CUADRADA

El significado de resolver una ecuación tan sencilla como

x2-2=O (2)

está abierto. La solución positiva exacta es x = pero el nOrnero h es irracional
y por tanto no se puede expresar mediante un decimal finito o periódico. AsI, por
una solución entendemos un valor decimal exacto de x, aunque la ecuación (2)
solo se pueda resolver de manera aproximada.

Los antiguos babilonios desarrollaron una forma elicaz para generar una
sucesión de aproximaciones cada vez mejores a V, La raIz cuadrada de un niimero
positivo dado A. He aqul el método babilónicopara Ia raIz cuadrada: comenzamos
con una primera estimación x0 para el valor de Para podrIamos estimar
x0 = 1.5. Six0 es demasiado grande; es decir, si x0> entonces

A A< =VA,
xo

* Para a hisloria completa de los admirables logros de Abel en su colia vida, revise a biogratia de agradable

lectwa Niels Hew/k Abel de Oystein Ore (The University of Minnesota y Chelsea Publishmg Company,

1974).
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de modo que Aix0 es demasiado pequeño como estimación de De manera
análoga, si x0 es demasiado equeño (si x0 <J), entonces A/x0 es demasiado
grande como estimación de A; es decir, Aix0> I7.

Asj, en cada caso, uno de los dos nilmeros x0 y Aix0 es una estimación por
debajo de V, y el otro es una estimaciôn por arriba. La idea babilónica era que
obtendrIamos una mej or aproximación de 'IA promediando x0 y Aix0. Esto propor-
ciona una primera aproximación

1/ Axi = txo +2\ x0

a Pero, por qué no repetir este proceso? Podemos promediar x1 y Aix1 para
obtener una segunda aproximación x2, promediar x2 y Aix2 pam obtenerx3, y asI
sucesivamente. Al repetir este proceso, generamos una sucesión de mimeros

xl, x2, X3, X4,

y tenemos todo el derecho de esperar que conste de aproximaciones cada vez
mej ores de

EspecIficamente, habiendo calculado lan ésima aproximación x,,, podemos
calcular Ia siguiente por medio de Iafórmula iteraliva

1/ A\
= (x + -. (4)2\ xj

En otras palabras, reintroducimos cada aproximación a de nuevo en el lado
derecho de Ia ecuación (4) para calcular Ia siguiente aproximación. Este es un
proceso iterativo (las palabras iteración e iterativo se derivan del latin iterare,
"volver a arar".)

Suponga que después de tm niimero suficiente de pasos en esta iteración,
x,1 xe es exacto, hasta el nilmero de cifras decimates retenidas en nuestro cálculo.
Entonces, Ia ecuación (4) implica

1/ A\ 1= -(x,, + J = (x + A),2\ xj 2x

de modo que 2x x,, ± A, por to que x, A con cierto grado de precision.

EJEMPLO 1 Con A = 2, iniciamos con la prirnera estirnación burda x0 = 1 del
valor de Entonces, la aplicación sucesiva de Ia formula de la ecuación (4)
imptica

1/ 2\ 3x1 =-1 + =-= 1.5,2, 1/ 2

1(3 2\ 17
X2 = + 7) = 1.416666667,

1/17 2 577
x3 =

+ 17/12) =
1.41421 5686,

1 /577 2
\

665,857
X4 2408 +

577/408) = 470,832
1.41421 3562,

con los resultados redondeados hasta nueve cifras decimales. x4 nos da el valor
de icon una precisiOn de nueve cifras decimates!

(3)
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y=f(x)

xn+I xn

(x,, f(x,))

Figura 3.9.3 La geometria de la
iteración del método de Newton

La iteración babilónica definida en la ecuación (4) es un método para generar
una serie de aproximaciones a una raIz r = de la ecuación particular x2 - A = 0.
Ahora veremos un método que da una sucesión de aproximaciones para ecuaciones
más generales.

METODO DE NEWTON

El método de Newton es un método iterativo para generar una sucesión x1, x2,
x3, . . de aproximaciones a una soiución r de una ecuación dada escrita en Ia forma
general

f(x) = 0. (5)

Esperamos que esta sucesión de aproximaciones "converja" ala raIz r en ci sentido
de la siguiente definición.

Defin ición Con vergencia de aproxirnaciones
Decimos que la sucesiOn de aproximaciones x1, x2, x3, . . . converge al
nümero r siempre que podamos hacer x,, tan cercana a r como queramos,
eiigiendo n suficientemente grande. Más precisamente, para cada e> 0
dado, existe un entero positivo N tal que x,, - r <e para toda n N.

En términos prácticos, dicha convergencia significa, como se muestra en el
ejemplo 1, que para cualquier entero positivo k, x,, y r coinciden en ko más cifras
decimales si n es lo bastante grande.

La idea es que comencemos con una eslimación inicialx0 que aproxime a una
solución r de [a ecuacionf(x) = 0. Esta estimación inicial se podrIa obtener, por
ejemplo, por Ia inspección de la gráfica dey =f(x), obtenida con una caiculadora
grafica o una computadora. Usamos x0 pam calcular una aproximación x1, usamos
x1 para calcular una aproximación x2, usamos x2 para calcular una aproximación
ain mejor x3, y asI sucesivamente.

He aqul ci paso general en el proceso. Una vez que tenemos Ia n-ésima aproxi-
macion x, usamos la recta tangente en (x,f( x)) para construir la siguiente
aproxlmación x,,1 a Ia solución r como sigue: comenzamos en el punto x del eje
x. Vamos hacia arriba (o hacia abajo, verticalmente) hasta ci punto (x,f(x))
de Ia curva y =f(x). Entonces, seguimos Ia recta tangente L hasta el punto en que
L interseca al eje x (figura 3.9.3). Ese punto seth x,,+

He aqul una formula para x,, . La obtenemos calculando Ia pendiente de Ia
recta L de dos formas: con su derivada y mediante Ia definición de pendiente con
dos puntos. AsI,

f(x) - 0f'(x) -
xn - xn+1

y pod cmos despejar fáciimente

f(x)
X,,i = Xn

f (x,,)
(6)
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I

Esta ecuación es la formula iterativa del método de Newton, Ilamada asI porque
por el año de 1669, Newton presentó un procedimiento algebraico (en vez de la
construcción geometrica de Ia figura 3.9.3) que es equivalente al uso iterativo de
Ia eduación (6). El primer ejemplo de Newton fue la ecuación ci'ibica x3 - 2x 5 = 0
para Ia que determinó Ia raIz r 2.0946 (como le pediremos que haga en el
problema 18).

Suponga que queremos aplicar el método de Newton para resolver la ecuación

f(x) = 0 (7)

con una precision de k cifras decimales (k dIgitos decimales correctos o correcta-
mente redondeados). Recuerde que Ia ecuación debe escribirse precisamente en la
forma de Ia ecuación (7) para usar Ia formula de Ia ecuación (6). Si liegamos al
punto de Ia iteración donde x y x,+ coinciden en k cifras decimales, entonces se
sigue que

f(x) f(x)
x = x, - , ; 0 - , ; f(x,) 0.f (x) f (xv)

Asj, hemos determinado una raIz aproximada x x, de La ecuación (7). En la
práctica, conservamos las k cifras decimales en nuestros cálculos y continuamos
hasta que x,, x,, + con este grado de precision. (No consideraremos aquI Ia
posibilidad de error por redondeo, un tema importante del análisis numérico.)

EJEMPLO 2 Use el método de Newton para determinar Ji con una precision
de nueve cifras decimales.

Solución De manera más general, consideremos la raiz cuadrada del nOmero
positivo A como Ia raiz positiva de a ecuación

f(x) = - A = 0.
Comof'(x) = 2x, de Ia ecuación (6) se obtiene la fOrmula iterativa

xA i/ A
= + -). (8)

2x 2

Asi, hemos obtenido Ia fOrmula iterativa babilOnica como un caso particular del
método de Newton. El uso de Ia ecuación (8) con A = 2 proporciona entonces
exactamente los valores de x1, x2, x3 y x4 que calculamos en el ejemplo 1; después
de efectuar otra iteración, tenemos que

=
+

1.41421 3562,

lo que coincide con x4 hasta nueve cifras decimales. La convergencia muy rápida
es una caracterIstica importante del método de Newton. Como regla general (con
algunas excepcwnes), cada iteración duplica el nñmero de cifras decimales de
precisiOn.

EJEMPLO 3 La figura 3.9.4 muestra un recipiente sin tapa construido mediante
el método del ejemplo 2 de Ia sección 3.6. Comenzamos con un rectángulo de
metal de 7 por 11 pulgadas. Recortainos un cuadrado con lado x en cada una
de las cuatro esquinas y después doblamos las partes resultantes para obtener un
recipiente rectangular con volumen

=
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4
x

Figura 3.9.5 La gráfica def(x)
en Ia ecuación 10 del ejemplo 3

V(x) = x(7 - 2x)(11 - 2x)

= 4x3 - 36x2 + 77x, 0 x 3.5. (9)

En la sección 3.6 pedimos determinar el volumen máximo posible de dicho
recipiente. En este caso, queremos determinar el (los) valor(es) de x que produciria
un recipiente con volumen 40 pulgadas3; encontramos x resolviendo Ia ecuación

V(x) = 4x3 - 36x2 + 77x = 40.

Para despejarx en esta ecuación, primero escribimos u.na ecuación de Ia forma de
la ecuaciOn (7):

8 f(x) = 4x3 - 36x2 + 77x - 40 = 0. (10)

La figura 3.9.5 muestra la gráfica def Vemos tres soluciones: una raIz r1 entre 0
y 1, una raIz r2 ligeramente mayor que 2, y uria raIz r3 ligeramente mayor que 6.
Como

f'(x) = 12x2 - 72x + 77,
la formula iterativa de Newton en la ecuaciOn (6) toma la forma

f(x)
= x, ,f (x,)

4x - 36x + 77x - 40
= 12x - 72x + 77 (11)

Partimos de Ia estimación inicial x0 = 1 @ues está razonablemente cerca de r1), de
la ecuación (11) se obtiene:

41 _36.12 + 77.1 40
Xi = 1 - 12.12 - 72.1 + 77 0.7059,

X2 0.7736,

X3 0.7780,

X4 0.7780.
AsI, obtenemos la raiz r1 0.7780 si sOlo conservamos cuatro cifras decimales.

Si hubiéramos comenzado con una estimación diferente, Ia sucesiOn de
iteraciones de Newton podria converger a otra raIz de Ia ecuaciónf(x) = 0. La
solución aproximada obtenida depende entonces de Ia estimaciOn inicial. Por
ejemplo, con x0 = 2 y después con x0 = 6, Ia iteración de la ecuaciOn (11) produce
las dos sucesiones

= 2

xi 2.1053

X2 2.0993

X3 2.0992

_ 2.0992

xo = 6

6.1299

X2 6.1228

X3 6.1227

X4 6.1227

Asi, las otras dos ralces de Ia ecuación (10) son r2 = 2.0992 y r3 6.1227.
Con x = 0.7780, el recipiente de la figura 3.9.4 tiene las dimensiones

aproxirnadas 9.4440 pulgadas por 5.4440 pulgadas por 0.7780 pulgadas. Con x
r, 2.0992, sits dimensiones aproximadas son 6.8015 por 2.8015 por 2.0992
pulgadas. Pero Ia tercera raIz r3 6.1227 no conduce a un recipiente fIsicamente
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f(x) = 2x - cos x = 0.
Comof' (x) 2 + sen x, la formula iterativa del método de Newton es

2x - cos x
xn+l = xn

2 + sen x,

Comenzamos con x0 = 0.5 y retenemos cinco cifras decimales; con esta formula
se obtiene

_ 0.45063, X2 0.45018, X3 0.45018.

Asj, Ia raIz es 0.450 18 con cinco cifras decimales.

El método de Newton es aquel donde "la prueba está en el sabor". Si funciona,
es obvio que lo hace, y todo está bien. Cuando el método de Newton fracasa, puede
hacerlo de manera espectacular. Por ejemplo, supongamos que queremos resolver
Ia ecuación

f(x) = x"3 = 0.

En este caso, r = 0 es Ia iinica solución. La formula iterativa de la ecuación (6) es

'/3
= X, - (x2"3 = Xfl - 3x = 2x.

Si comenzamos con x0 = 1, del método de Newton se obtiene que x, = 2, x2 = +4,
x3 = 8 y asI sucesivamente. La figura 3.9.7 indica por qué nuestras "aproxima-
ciones" no están convergiendo.

Cuando el método de Newton fracasa, por to general una gráfica indicará la
razón de esto. Entonces es adecuado el uso de un método alternativo, como
ta tabulaciOn repetida o las aproximaciones sucesivas.

Fgura 3.9.7 Una falla del
método de Newton

(x)

posible. (Por qué no?) Asi, los dos valores de x que proporcionan recipientes con
volumen 40 pulgaths son x 0.7780 y x 2.0992.

EJEMPLO 4 La figura 3.9.6 indica que Ia ecuación

2

y= 1/2) cos x

> 0 x = cos x (12)

tiene una solución r cerca de 0.5. Para aplicar el método de Newton y aproximar
-2 r, reescribimos la ecuación (12) en la forma
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METODO DE NEWTON Y GRAFICAS POR COMPUTADORA

El método de Newton y las técnicas iterativas similares se usan con frecuencia
para generar "patrones fractales" de colores intensos, donde la misma estructura
u otra similar se reproducen en escalas cada vez más pequeñas, en los diversos
niveles sucesivos de ampliación. Para describir cómo se hace esto, reemplazamos
los námeros reales en nuestros cálculos del método de Newton con los mimeros
complejos. Ilustramos esta idea con la ecuación cübica.

f(x)x3-3x2+1=0. (13)

En el proyecto A le pedimos que aproxime las tres soluciones

r1 0.53, r2 0.65, r3 2.88

de esta ecuación.

Primero, recuerde que un námero coinpiejo es un mimero de la forma a + bi,
donde i = ii es decir i2 = - 1. Los nümeros reales a y b son laparte real y la
parte imaginaria, respectivamente, de a + bi. Usted suma, multiplica y divide
nñmeros complejos como si fueran binomios, con las partes real e imaginaria
"agrupadas" como en los cálculos

(3+4i)+(5-7i)=(3+5)+(4-7)i=8-3i,
(2 + 5i)(3 - 4i) = 2(3 - 4i) + 5i(3 - 4i)

=6-8i+15i-20i2=26+7i,
y

2+5i2+5i 3-4i 26+7i 26+7i
3+4i 3+4i 3-4i 9-16i2 25

= 1.04 + 0.28i.

El uso del conjugado 3 - 4i del denominador 3 + 4i en el ültimo cálculo es una
técnica muy comün para escribir una fracción compleja en la forma estándar
a + bi. (El conjugado de x + yi es x yi; esto implica que el conjugado de x yi
esx +yi.)

Ahora sustituimos el nimero complejo z = x + iy en el polinomio ciibico

f(z) = - 3z2 + 1
de Ia ecuación (13) y en su derivadaf' (z) = 3z2 - 6z. Encontramos que

f(z) = (x + iy)3 - 3(x + iy)2 + 1

=(x3-3xy2-3x2+3y2+1)+(3x2yy3 + 6xy)i (14)

y

f'(z) = 3(x + iy)2 - 6(x + iy)

= (3x2 - - 6x) + (6xy - 6y)i. (15)

En consecuencia, nada nos impide aplicar el método de Newton a la ecuación (13)
con nümeros complejos. Comenzamos con una estimación inicial compleja

= x0 + iy0, y podemos sustituir las ecuaciones (l4)y (15) en Ia fOrmula iterativa
de Newton
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Figpra 3.9.8 2 x 4,
2.25 y 2.25

Figura3.9.9 1.6 x 2.4,
0.3 y 0.3

Figura 3.9.12 Cuencas de
atracción de Newton para el

polinomio de grado 12

f(z)
= f'(z) (16)

para generar Ia sucesión compleja {z}, que converge a i.ma solución (real) de la
ecuación (13).

Con esta preparación, podemos explicar cómo generamos Ia figura 3.9.8: una
computadora fue programada para realizar la iteración de Newton repetidamente,
comenzando con miles de estimaciones iniciales z0 = + iy0 que "ilenan" el
rectangulo 2 x 4, 2.25 y 2.25 en el piano compiejo. El punto inicial

= (x0, Yo) fue codificado con un tono segim Ia raIz a Ia cual Ia sucesión
correspondiente {z} converge (en caso de que converja):

z0, representado por, si {z} converge a la raIz r1 0.53;

z0, representado porEJ, si {z,,} converge a la raIz r2 0.65;

z0, representado porEl, si {z} converge ala raIz r3 2.88.

AsI, usamos diferentes pantallas para distinguir las "cuencas de atracción de
Newton" para la ecuación que estamos analizando. No es de sorprender que una
region que contiene a Ia raIz r2 aparezca enmedio de la figura 3.9.8, separando
una regióna ia izquierda (Ia cuai contiene a r1) y una regiónEla la derecha
(que contiene a r3). Pero, por qué surgen ióbuios de la región hacia la re-
giOn r: y surgen lóbulos de Ia regiOn hacia ia J? Para ver qué sucede
cerca de estos ióbuios, generamos algunas ampliaciones.

Figura3.9.10 1.64 x 1.68, Figura3.9.11 1.648 x 1.650,
0.015 y 0.015 0.00075 y 0.00075

La figura 3.9.9 muestra una ampiiación del rectãngulo 1.6 x 2.4,
0.3 =<y 0.3 que contiene a! lóbulo indicado en ia figura 3.9.8. La
figura 3.9.10 (1.64 x 1.68, 0.015 y 0.015) y la figura 3.9.11 (1.648

x 1.650, - 0.00075 y 0.00075) son ampliaciones adicionales. El
rectOnguio que se muestra en Ia figura 3.9.11 corresponde a menos de una
millonésima de puigada cuadrada de Ia figura 3.9.8.

En cada nivei de ampiiación, cada ióbuio tiene ióbulos menores
resaltados dentro de la region El que lo rodea, y cada uno de eStos lóbulos IT
tiene ióbulos aim más pequeños resaltados sobre éste, y aSI sucesivamente
hasta el infinito (como las pequeñas pulgas proverbiales que son mordidas por
pulgas aim más pequeñas, y asI suceSivamente hasta ei infinito).

La figura 3.9.12 muestra Ia imagen de Ia cuenca de atracciOn de Newton para
ia ecuación polinomial de grado doce

f(x) = x'2 - 14x1° + 183x8 - 612x6

- 2209x4 - 35,374x2 + 38,025 = 0, (17)
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3.9 Problemas

En los problemas 1 a 20, use el método de Newton para
determinar Ia solución de Ia ecuación dada f(x) = 0 en el
interialo indicado [a, b] con una precision de cuatro cfras
decimales. Puede elegir Ia estimaciOn inicial x1, con base en
una graJIca de calculadora o inediante interpolaciOn entre
los valoresf(a) yf(b).

x2 - 5 = 0; [2, 3] (determinar Ia raiz cuadrada positiva
de 5)

x3 2 = 0; [1, 2] (determinar la raIz cbica de 2)

x5 - 100 = 0; [2, 3] (determinar Ia ralz quinta
de 100)

x 10 0; [2, 3] (deterrninar 10')

5.x2+3x-1=0; [0,1]
6.x3+4x-1=0; [0,1]
7.x6+7x2-4=0; [-1,0]

x3 + 3x2 + 2x = 10; [1, 2]

x - cos x = 0; [0, 2]

x2 - senx = 0; [0.5, 1.0]
4x - senx = 4; [1,2]
5x + cos x = 5; [0, 1]

Sección 3.9 / Aproximaciones sucesivas y el método de Newton

Figura 3.9.13 La for al centro Figura 3.9.14 Un botón de un
de Ia figura 3.9.12 pétalo de la for de Ia figura 3.9.13

que tiene como soluciones los doce námeros complejos

Si usamos doce tonos diferentes es posible distinguir las cuencas de atracción de
Newton de estas doce soluciones de Ia ecuación (17).

Los puntos donde Ia frontera comün del fractal parece separar cuencas de
atracción de diferentes tonos, está salpicada con "fibres" como la del centro de la
figura 3.9.12, ampliada en la figura 3.9.13. Cada una de estas fibres tiene 10
"hojas" (con los diez tonos restantes). Cada una de estas hojas tiene "botones"
como el que se muestra en Ia figura 3.9.14. Cada uno de estos botones están
rodeados con fibres que tienen hojas con "botones" y asi sucesivamente hasta el
in finito.

13.x5+x4100; [2,3]
x5 + 2x4 + 4x = 5; [0, 1]

x + tan x = 0; [2, 3]

16.x+tanx0; [11,12]
x3 - 10 = 0; [2, 3]

x3-2x-5=0 [2,3] (Elejemplo
de Newton)

x5 - 5x - 10 = 0; [1, 2]

x5 = 32; [0, 5]

(a) Muestre que el método de Newton aplicado a la
ecuación x3 - a = 0 produce la iteración

If' a
= 2x. +

para aproximar la raiz cibica de a. (b) Use esta iteración para
3r- ..,

determinar 2 con una precision de cmco cifras decimales.
(a) Muestre que el método de Newton produce la

iteración

x+1 = {(k - 1)x + (x']
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para aproximar Ia raIz k - ésima del nániero positivo a. (b)
Use esta iteración para determinar/iö con una precision de
cinco cifras decimales.

La ecuaciOn (12) tiene Ia forma especial x = G(x), donde
G(x) = cos x. Para una ecuación de esta forma, la fOrmula
iterativa x = G(x) produce a veces una sucesiOn x1 ,x2, x3,...
de aproximaciones que converge a una raIz. En el caso de Ia
ecuación (12), esta fOrmula de sustitución repetida es simple-
mente x + = cos x,,. Comience con x0 = 0.5 como en ci
ejemplo 4 y conserve cinco cifras decimales en su cãiculo de
Ia soluciOn de Ia ecuación (12). [ Verfique: Usted vera que
x8 0.45018.]

La ecuación x4 = x + I tiene una solución entre x = I y
x = 2. Use la estimaciOn inicial x0 = 1.5 y el método de
sustituciOn repetida (véase el probiema 23) para descubrir que
una de las soluciones de esta ecuación es aproximadamente
1.220744. Itere utilizando Ia fOrmula

= (x + 1)".
Después compare el resultado con lo que sucede al iterar
usando Ia fOrmula

x1 = (x)4 - 1.
La ecuaciOn x3 - 3x2 + 1 = 0 tiene una soluciOn entre

x = 0 y x 1. Para aplicar ci método de sustitución repetida
(véase el probiema 23) a esta ecuación, debe escribirla en la
forma

1

x2

o en La forma

x = (3x2 - 1)1/3

Si comienza con x0 = 0.5 y espera determinar Ia soluciOn más
cercana (aproximadamente 0.6527) de la ecuaciOn original,
usando cada una de las formulas iterativas anteriores, vera
algunas de las desventajas del método. Describa qué es lo
errOneo.

Muestre que ci método de Newton aplicado a la ecuaciOn

--a=0
produce la formula iterativa

x+i = 2x - a(x)2

io que proporciona un método para aproximar ci reciproco 1/a
sin realizar divisiones. Este método es i.'itil ya que, en Ia
mayoria de las computadoras de alta velocidad, las operacio-
nes de divisiOn consumen más tiempo que varias sumas y
multiplicaciones.

Muestre que la ecuaciOn x5 + x = I tiene exactamente una
solución real. Use después el método de Newton para deter-
minar ésta con tres cifras correctas a Ia derecha del punto
decimal.

En los problemas 28 a 30, use el método de Newton para
determinar todas las ralces reales de Ia ecuación dada con
dos dIgitos correclos a Ia derecha delpunto decimal. [Suge-
rencia: Para determinar el nániero de raicesy susposiciones
aproximadas, grafique los lados izquierdo y derecho de Ia
ecuación y observe dinde se in! ersecan las graficas.]

x2=cosx
x=2senx
cos x = -. (Existen exactamente tres soluciones, como

se indicaen Ia figura3.9.i5.)

Figura 3.9.15 ResoluciOn de Ia ecuaciOn dci problema 30

Muestre que ia ecuación x7 - 3x3 + 1 0 tiene a] menos
una soiución. Use después ci método de Newton para deter-
minar una soluciOn.

Use ci método de Newton para aproximar Rcon una
precision de tres decimales.

Use ci método de Newton para determinar ci valor de x
tal que x3 = cos x.

Use ci método de Newton para determinar el valor posi-
tivo más pequeflo x tai que x = tan x.

En ci probiema 49 de Ia sección 3.6 nos enfrentamos ai
problema de minimizar ci costo de construcción de una carre-
tera entre dos puntos en lados opucstos de una falla geolOgica.
Este problema nos condujo a Ia ecuación

f(x) = 3x4 - 24x3 + 51x2 - 32x + 64 = 0.

Use ci método de Newton para determinar, con una precision
dc cuatro dccimales, ia raiz dc esta ecuaciOn en ci intervaio
[3,4].

La luna dci planeta Gzyx tiene una órbita elIptica con
cxcentricidad 0.5 y su perIodo de revoiuciOn en torno a]
planeta es de 100 dias. Si Ia iuna está en ia posiciOn (a, 0)
cuando t = 0, cntonces (figura 3.9.16) ci ángulo central
después de t dIas estâ dado por Ia ecuacidn de Kepler

2irt I= 0 - senO.

Use ci método de Newton para determinar Osi t = 17 (dIas).
Sea 8 = 1.5 (radianes) y calcule las primeras dos aproxima-
ciones 0 y . Exprese 02 en grados.
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3.9 Proyectos

T N
\1 Lineade1x1

I r- - flotación

Figura 3.9.17 La pelota de
corcho flotantc

4

Figura 3.9.16 La órbita elIptica del problema 36

37. Un gran probiema de ArquImedes fue el de usar un piano
para cortar una esfera en dos segmentos cuyos vol&nenes
están en una razón dada. Arquimedes mostró que el volumen

Sección 3.9 / Aproximaciones sucesivas y el método de Newton

de un segmento de altura h de una esfera de radio a es
irh2 (3a - h). Si un piano a distanciax del centro de una

esfera de radio 1 corta la esfera en dos segmentos, uno de ellos
con el doble del volumen del otro, muestre que 3x3 - 9x +2=0.
Use después el método de Newton para determinar x con una
precision de cuatro cifras decimales.

La ecuacionf(x) = x3 - 4x + 1= 0 tiene tres ralces reales
distintas. Localicelas calculando los valores defpara x = -.3,
2, 1, 0, 1, 2 y 3. Use después el método de Newton para
aproximar cada una de las tres ralces con una precision de
cuatro decimales.

La ecuaciOn x + tan x =0 es importante en una variedad
de aplicaciones; por ejemplo, en el estudio de la difusiOn del
calor. Tiene una sucesiOn a1, , as.. . . de ralces positivas,
con Ia n - ésima ligeramente mayor que (n - 0.5) Use el
método de Newton para calcular a y a con una precisiOn de
tres decimales.

Estos proyectos requieren el uso de una calculadora o una computadora donde el
método de Newton se pueda implementar de manera eficiente.

PROVECTO A La figura 3.9.17 muestra una pelota grande de corcho de 1 pie
de radio flotando en ei agua. Si su densidad es un cuarto de la del agua, entonces
Ia ley de flotaciOn de ArquImedes implica que Ia pelota flota en el agua con un
cuarto de su volumen total sumergido. Ya que el volumen de Ia pelota de corcho
es 4ir/3, el volumen de Ia parte de Ia pelota dentro del agua es V= ir/3.

El volumen de un segmento esférico de radio ry altura h x (como en ia figura
3.9.17) está dado por Ia formula

V = (3r + x2).

Esta formula fue obtenida por ArquImedes.
Proceda como sigue para determinar la profundidad x en que la pelota se

sumerge en el agua. Iguale las dos expresiones anteriores para V, y use entonces
el triángulo rectángulo de la figura 3.9.17 para eliminar r. Deberá determinar que
x debe ser soluciOn de la ecuación cibica

f(x)x3-3x2+1=0. (1)

Como indica Ia graficafde la figura 3.9.18, esta ecuación tiene tres soluciones
reales, una en [-1,0], una en [0, 1] y otra en [2, 3]. Las soluciones entre0 y 1 dan
la profundidad x en la que Ia pelota se sumerge. Utilice el método de Newton para
determinar las ties soluciones con una precision de cuatro decimales.
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Figura 3.9.18 Gráfica para la
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de corcho
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METODO DE NEWTON CON CALCULADORAS Y
COMPUTADORAS

Con las calculadoras y computadoras que permiten el uso de funciones definidas
por el usuario, el método de Newton es muy fácil de establecer y aplicar repetida-
mente. Es muy ütil interpretar la iteración de Newton

f(x)
Xfl1 = Xfl f'(x) (2)

como sigue. Habiendo definido primero las funcionesfyf', definimos entonces
la "función de iteración"

g(x)=x. (3)

Entonces el método de Newton es equivalente a! siguiente procedimiento. Comen-
zamos con una estimación inicial x0 de la solución a Ia ecuación

f(x) = 0.

Calculamos las aproximaciones sucesivas x1, x2, x3, . . . a la solución exacta por
medio de la iteración

= g(xn). (4)

Es decir, aplicamos la función g a cada aproximación para obtener la siguiente.
La figura 3.9.19 muestra una calculadora gráfica TI preparada para resolver

Ia ecuación de Ia pelota de corcho en la ecuación (1). Solo necesitamos guardar la
estimación inicial, 0. 5 - X, e introducir varias veces la instrucciOn Y3 * X,
como se indica en la figura 3.9.20.

La figura 3.9.2 1 muestra una calculadora HP preparada para llevar a cabo la
misma iteración. Las funciones F(X), D(X) (paraf'(x)) y G(X) se definen
opnmiendo la tecla DEF INE. Solo es necesario introducir (ENTER) Ia estimación
inicial x0 y opnmir Ia tecla G varias veces para generar las aproximaciones
sucesivas deseadas.

Con Maple o Mathematica, puede definir las funcionesfy g y ejecutar la
instrucciOn x = g(x), como se muestra en la figura 3.9.22. La implantación del
método de Newton con Derive o X(plore) es similar.

Figura 3.9.22 La implantaciOn con Mathematica y Maple del método de Newton

PROYECTO B Analice la ecuación cñbica

4x3 - 42x2 - 19x 28 = 0.

Ta! vez usted pueda ver gráficamente que solo existe una soluciOn real. Determine
ésta con una precision de cuatro decimales. Primero intente con la estimación

Capitulo 3 / La derivada
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Instrucción de Mat hematica Instrucción de Maple Resultado

f[x_] : x'3 - 3 x'2 + 1 f: x -> XA3 3*xA2 + 1;
g[x_] : x f[x]If' [x] g : x -> x - f(x)ID(f)(x);
x = 0.5 x 0.5; 0.500000
x = g[x] x g(x); 0.666667
x = g[x] x : g(x); 0.652778
x gEx] x : g(x); 0.652704
x = gEx] x : g(x); 0.652704
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Figura 3.9.23 Las escaleras
cruzadas del proyecto C

20

duC-
dx

du dv+-
dx dx

dv duU- + V-
dx dx

- inicial x0 0; realice a! menos 25 iteraciones. Después intente con las estimaciones
inicialesdex0 lOyx0= 100.

PROYECTO C Una escalera de 15 pies y otra de 20 pies se apoyan en
direcciones opuestas contra las paredes verticales de un recibidor (figura 3.9.23).
Las escaleras se cruzan a una altura de 5 pies. Debe determinar el ancho w del
recibidor. Sean x y y las alturas de las partes superiores de las escaleras sobre las
paredes y u y v las longitudes que se muestran en la figura, de modo que w = u +
v. Use triángulos semejantes para mostrar que

x = 5(1
+

Y = 5(1
+

Después aplique el teorema de Pitágoras para mostrar que I = u/v satisface la
ecuación

t4+2t3-7t2-2t-1=O.
Por ñltimo, use el método de Newton para determinar pnmero los valores posibles
de t y después los de w, con una precision de cuatro decimales.

CapItulo 3 Repaso: FORMULS, CONCEPTOS, DEFINICIONES

FORMULAS DE DERIVACION

D(cu) =

D(u + v) =

D(uv) =

du dvv U-
dx dx-

2
V V

du
Dg(u) = g (u)-

dx

duD(u') = rur
dx

Dsenu = (cos u)-
dx

duD cos u = (senu)-
dx

Use Ia siguiente usia como gula de los conceptos que necesita
revisar.

Definición de derivada

Razón promedio del cambio de una función
Razón instantánea del cambio de una función

CapItulo 3 / Repaso: Formulas, conceptos, definiciones

Función posición; velocidad y aceleración
Notación diferencial, funcional y de operador para las

derivadas

La regla de Ia potencia
La formula del binomio

Linealidad de Ia derivación

La regla del producto

La regla del recIproco

La regla del cociente

La regla de Ia cadena

La regla de la potencia generalizada
Rectas tangentes verticales

Máximos y mInimos locales
f'(c) = 0 como condición necesaria para un extremo local
Extremo absoluto (o global)
Puntos crIticos
El método del máximo y el mInimo en un intervalo

cerrado

Pasos en la solución de problemas aplicados de máximo
y mInimo

Derivadas de las funciones seno y coseno

Derivadas de las otras cuatro funciones trigonométricas

Funciones definidas de manera implIcita

Derivación implIcita
ResoluciOn de problemas relacionados con razones

El método de Newton
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CapItulo 3 Problemas diversos

Determine dy/dx en losproblemas I a 35.

3y = x2 + -
x

y2 = x2

3.y=+ 1

y = (x2 + 4x)512

y = (x - 1)7(3x + 2)

y = x2 + x + 1
x4 + x2

( I
.v = -
y = x'°senlOx
xy = 9

y =

= V(x- x)3

y = /2x + 1 '3x - 2

y
= 1 u2'

donde u
=

x3 =sen2y

= (v

y = V3x - 4x2

U + 1 dondeu =u-i
y = sen(2 cos 3x)
x2y2 = x + y

y = Vi + senV

y = Vx + V2x +
X + Sen Xy - x2 + cos x

'' + = 4
x3 + y3 = xy

y = (1 + 2u)3, donde u =
(1 +

26. y = cos2(senx)

27 y= sen2x
Vi+cosx

28. y = (i +

186

- 2)

1

x)

cos 2x
y =

Vsen3x
x3 - x2y + xy2 - y3 = 4
y = sen3 2x cos2 3x

y = [1 + (2 + 3x)312]213

/ I
y sen5I x + -

\ x

34.Vx+y=/x-y 35.y=cos3(/x4+i)

En los problemas 36 a 39, determine la recta tangente a Ia
curva dada en elpunto indicado.

36.y; (0,-i)
x = sen2y; (i, ir/4)
x2 - 3xy + 2y2 = 0; (2, 1)

y3 = x2 + x; (0, 0)

Si un tazón semiesférico con un radio de un pie se Ilena
con agua a una profundidad de x pulgadas, ci volumen del
agua en ci tazón es

V = 36x - x3) (puig3).

Si el agua fluye hacia afuera por un agujero en la parte inferior
del tazón a una veiocidad de 36irpulgadas3/segundo, qué tan
rápido decrece x cuando x = 6 pulgadas?

La arena que cae forma un montón 1e arena de forma
cónica. Su altura h siempre es ci dobie de su radio r aunque
ambos aumentan. Si Ia arena cae a una razón de 25r pies3/mi-
nuto, ,qué tan rápido aumenta r cuando r 5 pies?

Determine los Ilmites en los problemas 42 a 47.

urn
x - tan x

43. urn x cot 3x
sen x

sen2x
44. lim

x-.O sen5x 45. urn x2 csc 2x cot 2x

I- I46. lirn x sen- 47. urn Vx sen-
x

En los probl emas 48 a 53, ident/Ique dosfuncionesfyg tales
que h(x) = f(g(x)). Aplique entonces la regla de Ia cadena
para determinar h'(x).

48. h(x) = + x4 49. h(x)

x
50. h(x) = x2 + 1

(x + 1)'°
52. h(x) - (x - 1)'°

Vx2 + 25

51. h(x) = /(x - 1)

53. h(x) = cos (x2 + 1)

CapItuio 3 / La derivada



El perlodo Tde oscilación (en segundos) de un péndulo
simple de longitud L (en pies) está dado por T = 2,rIZi.
tCuál es Ia razón de cambio de T con respecto de L si
L=4pies?

Cuál es Ia razón de cambio del volumen V = 4gr3/3 de
una esfera con respecto del area de su superficie S = 4irr2?

,CuáI es Ia ecuación pam Ia linea recta que pasa por (1, 0)
y que es tangente a Ia gráuica de

en un punto del primer cuadrante?
Se lanza un cohete verticalmente desde un punto a

2 millas at oeste de un observador en el piso. Cuál es la
velocidad del cohete cuando el ángulo de elevación (desde
Ia horizontal) de Ia linea de vision del observador a! cohete es
50°, el cual aumenta 5° por segundo?

Un campo de petró!eo que contiene 20 pozos ha estado
produciendo 4000 barriles diarios de petróleo. Por cada
nuevo pozo perforado, Ia producción diana de cada pozo
decrece en 5 barnies. ,Cuántos pozos nuevos deben perfo-
rarse para maximizar Ia producción total diana del campo
petrolero?

Un triángulo estã inscnito en un circulo de radio R. Un
lado del triángulo coincide con un diámetro del circulo. En
términos de R, ,cuál es el area maxima posible de este
triáiigulo?

Cinco piezas rectangulares de una hoja de metal miden
210cm por 336cm cada una. Se cortan cuadrados iguales en
sus esquinas, y las cinco piezas resultantes en forma de cruz
se doblan y unen para formar cinco cajas sin tapas. Los 20
pequeños cuadrados restantes se agrupan de cuatro en cuatro
para formar cinco cuadrados grandes, los cuales se unen para
formar una caja cObica sin tapa. ,CuáI es el volumen total
máximo posible de las seis cajas que se construyen de esta
forma?

Con una masa de barro de volumen V se forman dos
esferas. ,Qué distnibución de barro hace que el area total de
Ia superficie de ambas esferas sea maxima? ,MInima?

Un triángulo rectángulo tiene sus catetos de longitud 3 m
y 4 m. tCuál es Ia maxima area posible de un rectángulo
inscrito en el triángulo con Ia forma "obvia" (es decir, con una
esquina en el ángulo recto del tniángulo, dos lados adyacentes
del rectangulo sobre los catetos del triangulo y Ia esquina
opuesta en Ia hipotenusa)?

Cuál es el máximo volumen posible de un cono circular
recto inscrito en una esfera de radio R?

Un granjero tiene 400 pies de cerca para construir un
corral rectangular. Puede usar parte o toda una pared recta
existente de 100 pies de largo como parte del perImetro del
corral. tCuál es el area maxima que puede encerrar?

En un modelo simple de propagación de una enfermedad
contagiosa entre los miembros de una poblaciOn de Mperso-
nas, Ia incidencia de Ia enfermedad, niedida mediante el

CapItulo 3 / Problemas diversos

nOmero de casos nuevos al dIa, está dada en términos del
nOmero x de individuos infectados por

R(x) = kx(M - x) = kMx - kx2,

donde kes alguna constante positiva. j,Cuántos individuos de
Ia poblaciOn se infectan Si Ia incidencia R es maxima?

Tres lados de Un trapecio tienen longitud L, constante.
,Cuá1 debe ser Ia longitud del cuarto ladopara que el trapecio
tenga area maxima?

Una caja sin tapa debe tener como largo de su base el
doble de su ancho, y el area total de Ia superficie de Ia caja
debe 5cr 54 pies2. jCuáI es ci máximo volumen posible de esta
caja?

Un pequeño cono circular recto está inscrito en un cono
más grande (figura 3.PD.1). El cono mayor tiene radio fijoR
y altura fija H. j,Cuál es Ia fracción más grande del volumen
del cono mayor que puede ocupar el cono menor?

R

H

Figura 3.PD.1. Un pequeño cono mscrito en uno mayor
(problema 68)

Dos vertices de un trapecio están en ( 2, 0) y (2, 0), y
los otros dos están en el semicIrculo x2 + y2 = 4, y 0.
tCuál es la maxima area posible del trapecio? [Nob: El
area de un trapecio con base b1 y b2 y altura h es A =
h(b1 + b2)12.]

Suponga quefes una funciOn derivable definida en toda
Ia recta numénica real R y que Ia grafica defcontiene un punto
Q(x, y) más cercano al punto P(x0, Yo) que no esta en Ia gráfica.
Muestre que

f'(x) = x -
Y yo

en Q. Concluya que el segmento PQ es perpendicular a Ia
recta tangente a Ia curva en Q. [Sugerencia: Minimice el
cuadrado de Ia distancia PQ.]

Use el resultado del pnoblema 70 para mostrar que Ia
distancia minima del punto (x0, Yo) a un punto de Ia linea recta
Ax + By + C = 0 es

lAxo + Byo + Cl

VA2 + B2
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72. Se construirá una pista de carreras en forma de dos
caminos rectos paralelos e iguales conectados por semicIrcu-
los en cada extremo (figura 3.PD.2). La longitud de Ia pista,
una vuelta, debe ser exactamente 5 km. ,Cómo deberá disc-
flarse para maximizar el area rectangular dentro de ella?

Figura 3.PD.2 Diseño de Ia pista de carreras para
maximizar el area sombreada (problema 71)

Dos pueblos se localizan a Ia orilla de un lago. Sus
distancias más cercanas a los puntos de la orilla son 1 milla y
2 millas, respectivarnente, y estos puntos de la orilla se
encuentran a una distancia en ilnea recta de 6 millas. ,Dônde
debe localizarse un muelle pesquero para minimizar el costo
total del pavimento necesario para construir una carretera
recta desde cada pueblo hasta el muelle?

Una excursionista Se encuentra en un bosque a 2 km de
una larga carretera recta. Desea caminar a su cabafla, que se
encuentra a 10 km de distancia por el bosque y también a
2 km de Ia carretera (figura 3.PD.3). Puede caminar a una
velocidad de 8 km/h por la carretera pero solamente a 3 km/h
por el bosque. Asi, decide caminar primero hacia Ia carretera,
después por la carretera y finalmente por el bosque hacia Ia
cabana. Qué ángulo 9(mostrado en Ia figura) minimizaria ci
tiempo total necesario para que Ia excursionista liegue a su
cabafia? ,Cuánto tiempo se ahorra en comparación con la ruta
directa por el bosque?

Excursionista \ 10
Cabana

Carretera

Figura 3.PD.3 La ruta más rápida de la excursionista a su
cabafla (J)roblema 74)

Cuando se dispara una flecha desde el origen con una
velocidad inicial v y un ángulo de inclinación inicial a (desde
el eje horizontal x, que representa el suelo), entonces su
trayectoria es Ia curva

16y = mx - (1 + m2)x2,
V

donde m = tan a. (a) Determine Ia altura maxima alcanzada por Ia
flecha en términos de in y v. (b) L,Para qué valor de in (y por tanto,
para cuál a) recorre la flecha Ia maxima distancia horizontal?

Un proyectil se lanza con una velocidad inicial V y un
ángulo de elevación Odesde Ia base de un piano inclinado

a 450 con respecto de Ia horizontal (figura 3 .PD.4). El alcance
del proyectil, medido mediante su pendiente, está dado por

v2V
R

= 16
(cos 6 sen6 - cos2 6).

i,Qué valor de Omaximiza R?

Nivel del piso

Figura 3.PD.4 Un proyectil lanzado cuesta arriba
(problema 76)

En los problemas 77 a 88, use el método de Newton para
deterininar la solución de Ia ecuación dada f(x) = 0 en el
intervalo indicado [a, b] con una precision de cuatro cfras
decimales.

x2 7 = 0; [2,3] (determinar la raiz cuadrada positiva
de 7)

x3-3 =0; [1,2] (determinarlaraIzcübicade3)
x5 75 = 0; [2, 3] (deterrninar Ia raIz quinta de 75)

x' 10 = 0; [5,6] (aproximar iO')

x3 - 3x - 1 0; [-1,0]
x3 - 4x - 1 = 0; [-1,0]

83.x6+7x2-4=0; [0,1]
84.x3-3x2+2x+100; [-2,i]

x + cos x = 0; [-2, 0]
x2 + senx = 0; [-1.0, 0.5]

87.4xsenx+40; [-2,i]
88.5xcosx+50; [-1,0]

Determinar Ia profundidad ala cual una pelota de madera
con un radio de 2 pies se sumerge en el agua Si SU densidad
es un tercio de la del agua. Una formula Otil aparece en el
problema 37 de la sección 3.9.

La ecuación x2 + 1 = 0 no tiene soluciones reales. Trate de
determinar una solución usando ci método de Newton y reporte
lo que sucede. Use la estimaciOn inicial x0 =2.

Al inicio de Ia sección 3.9, mencionarnos Ia ecuación de
quinto grado x5 - 3x2 + x2 - 23x + 19 = 0; su gráfica aparece
en Ia figura 3.9.1. La gráfica permite ver que esta ecuación
tiene exactamente tres soluciones reales. Encuéntrelas me-
diante el método de Newton, con una precision de cuatro
cifras decimales.

La ecuaciOn

tan x = -
x

188 Capitulo 3 / La derivada
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tiene una sucesión a1, a, a3, de raices positivas, con a,,
ligeramente mayor que (n - 1).ir. Use el método de Newton
para aproximar a, y a con una precision de tres cifras
decimales.

Critique Ia siguiente "demostración" de que 3 = 2. En
primer lugar, escriba

x3 = x.x2 x2 + x2 + + x2 (xsumandos).

Derive para obtener
3x2 = 2x + Zr + . . + 2x (con x sumandos todavia).

AsI 3x2 = 2x2 y "por lo tanto" 3 = 2.

Si suslituimos z = x + h en Ia deJmnicion de Ia derivada, el
resultado es

f(z) - f(x)
f'(x) = urn

z-, ZX

Use esta formula en los problemas 94 y 95, jun10 con Ia
formula

a3b3(ab)(a2+ab+b2)
parafactorizar Ia dferencia de dos cubos.

Muestre que

z312 - x312 3
Dx312 = tim =zx 2

[Sugerencia: Factorice el numerador como una diferencia de
cubos y ci denominador como una diferencia de cuadrados.]

Muestre que

2/3 - x213 2
Dx213 = urn

Z - x"3.zx 3

[Sugerencia: Factorice ci numerador como una diferencia de
cuadrados y ci denominador como una diferencia de cubos.]

Un bloque rectangular con base cuadrada se comprime
de tal forma que su altura y disminuye a razón de 2 cm/mm
mientras que su volumen permanece constante. tCon
qué razón aumenta Ia orilla x de su base cuando x = 30
yy 20 cm?

Se infla un globo esférico a una velocidad constante
de 10 pulgadas3/segundo. j,Con qué razón aumenta ci area de
Ia superficie del globo cuando su radio es de 5 pulgadas?

Una escalera de 10 pies de largo está apoyada en una
pared. Si Ia pane inferior de Ia escalera se desliza aiejándose
de Ia pared a una razbn constante de 1 millalhora, j,a qué
velocidad (en millas por hora) se mueve Ia pane superior de
la escalera cuando se encuentra a 0.01 pie sobre el suelo?

Un tanque de agua en forma de cono invertido, con el eje
vertical y el vértice hacia abajo, tiene una tapa con un radio
de 5 pies y una altura de 10 pies. El agua sale del tanque por
un agujero en el vértice, a una velocidad de 50 pies3/minuto.

Cuái es Ia razón de cambio de Ia profundidad del agua en el
instante en que ci agua tiene 6 pies de pro fimdidad?

El avión A vuela hacia el oeste, hacia un aeropuerto y a una
altura de 2 millas. El avión B vuela hacia el sur, hacia ci mismo
aeropuerto, pero a una altura de 3 milias. Cuando ambos aviones
se encuentran a 2 millas (distancia desde el suelo) del aeropuerto,
Ia velocidad del avión A es de 500 milias/hora y Ia distancia
entre los dos aviones disminuye a 600 millas/hora. Cuál es
entonces la velocidad del avión B?

Un tanquc de agua tiene una forma tat que su volumen
es V = 2y pulgadas3 cuando su profundidad es y pulgadas.
Si el agua sale por un agujero en Ia pane inferior a razón de
3I3pulgadas3/min, con qué rapidez disminuye el nivel del
agua en el tanque? ,Puede pensar uria aplicación práctica para
este tanque de agua?

Se introduce agua at tanque cónico dcl problema 99 a
una velocidad de 50 pies3/minuto ésta sale por Un agujero
en Ia pane inferior, a razón de 10'J y pies3/min, donde y es Ia
profundidad del agua en ci tanquc. (a) ,Con qué velocidad
aumenta ci nivel del agua cuando ésta tiene 5 pies de profun-
didad? (b) Suponga que ci tanque se encuentra inicialmente
vaclo, que se introduce agua a 25 pies3/minuto, y que ci agua
sale a io'f pies3/minuto. 1,Cuál es Ia profundidad maxima
alcanzada por ci agua?

SeaL una lInca recta que pa.sa por ci punto fijo P(x0, Yo)
y quc es tangente a Ia parábolay = x2 en ci punto Q(a, a2). (a)
Muestre que a2 - 2ax0 + Yo = 0. (b) Aplique ta formula
cuadrática para mostrar que Si Yo < (x0)2 (es decir, si P se
encuentra bajo Ia parabola), entonces existen dos vaiores
posibies para a y por to tanto dos rectas que pasan por P y
son tangentes a la parabola. (c) Dc mancra análoga, mues-
tre que si (x0)2 (P sc encuentra arriba de Ia parabola),
entonces ninguna recta que pase por Ppuede ser tangente a Ia
parabola.
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Aplicaciones adicionales
de la derivada

D Gottfried Wilhelm Leibniz in-
gresó a la universidad de Leipzig a
la edad de 15 afios, estudió filosofia
y Ieyes, se graduó a los 17, y recibió
su doctorado en filosofia a los 21. Al
terminar su trabajo académico,
Leibniz ingresó al servicio polItico
y gubemamental del Electorado de
Mainz (Alemania). Su estudio serio
de las matemáticas comenzó hasta
1672 (a la edad de 26 afios) cuando
fue enviado a ParIs en una misión
diplomática. Durante los siguientes
cuatro años concibió las caracteris-
ticas principales del cálculo. Por su
obra, es recordado (junto con New-
ton) como codescubridor de esta
materia. Los descubrimientos de
Newton f'ueron un poco anteriores (a
fines de la década de 1660), pero
Leibniz fue el primero en publicar,
a partir de 1684. A pesar de una
desafortunada disputa entre los par-
tidarios de Newton y los de Leibniz
que duró más de un siglo, en la ac-
tualidad es claro que sus descubri-
mientos fueron independientes.

U A lo largo de su vida, Leibniz

buscó un lenguaje universal que in-
corporara notación y terminologla
que proporcionase a lodas las perso-
nas con educación la fuerza del ra-
zonamiento claro y correcto en
todas las materias. Pero solamente
en matemáticas logró con amplitud
su objetivo. Su notación diferencial
para el cálculo es con mucho el me-
jor ejemplo de un sistema de nota-
cion elegido de modo que refleje
perfectamente las operaciones y
procesos básicos del area. De hecho,
se puede decir que la notaciôn de
Leibniz para el cálculo Ilevó al ran-
go de los estudiantes ordinarios los
problemas que alguna vez necesita-
ron del ingenio de ArquImedes o de
Newton, Por esta razón, el método
de cálculo de Leibniz predominó
durante el siglo XVIII, aunque el
método un tanto diferente de New-
ton serla más cercano a nuestra idea
modema sobre Ia materia.

U El origen de lanotación diferen-
cial fue ui triángulo rectángulo in-
finitesimal con catetos dx y dy y
como hipotenusa un pequeño seg-

mento de la curvay =f(x). Leibniz
describió posteriormente el mo-
mento en que visualizó por vez pri-
mera este "triángulo caracterIstico"
como una explosion de luz que fue
el principio de su cálculo. En reali-
dad, algunas veces se referIa a su
cálculo como "mi método del trián-
gulo caracterIstico".

El triángulo caracterIstico
de Leibniz

U En el primer artIculo publicado
por Leibniz, Ada Eruditorum de
1684), aparece por primera vez Ia
notación diferencial. La regla del pro-
ducto pam la derivación se expresa
como

d(xv)=xdv + vdr.

dy
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4.1
Introclucción

4.2 /
Incrementos,
cliferenciales y
aproximaciOn lineal

f(x+Lx)

f(x)

y

En el capItulo 3 aprendimos a denvar uiia amplia gama de fimciones algebraicas
y trigonométricas. Vimos que las derivadas tienen aplicaciones tan diversas como
los problemas de máximos y mInimos, problemas relacionados con razones, y la
solución de ecuaciones mediante el método de Newton. Otras aplicaciones de
la derivación que analizaremos en este capItulo dependen en áltima instancia
de una sola cuestión fundamental. Suponga que y =f(x) es una función deriva-
ble definida en el intervalo [a, b] de longitud & = b - a. Entonces, el incremento
iy en el valor def(x) cuando x cambia de x = a ax = b = a + & es

= f(b) - f(a). (1)

La pregunta es ésta: ,Cómo se relaciona este incremento Ay con la derivada (la
razón de cambio) de la ftmcionf en los puntos del intervalo [a, b]?

Damos una respuesta aproximada en la sección 4.2. Si la función continua
en el intervalo con la misma razón de cambiof'(a) que tenIa cuando x = a, entonces
el cambio en su valor seriaf' (a)(b - a) f' (a) &. Esta observación motiva la
aproximación tentativa

_ f'(a) Ex. (2)

Una respuesta precisa a la pregunta anterior está dada por el teorema del valor
medio de Ia sección 4.3. Este teorema implica que el incremento exacto está dado
por

Iy = f'(c) & (3)

para algñn mimero c en (a, b). El teorema del valor medio es el resultado teórico
central del cálculo diferencial y también es la dave para muchas aplicaciones
avanzadas de las derivadas.

A veces se necesita tener una estimación rápida y sencilla del cambio def(x) que
resulte de una modificación en x. Escribiremos y en vez def(x) y supondremos
primero que el cambio en Ia variable independiente es el incremento &, de modo
que x cambia de su valor original al nuevo valor x + &. El cambio en la variable
yes el incremento y, calculado al restar el valor anterior dey de su nuevo valor:

Ay = f(x + x) - f(x). (1)

Los incrernentos & y zy se representan geométricamente en la figura 4.2.1.

y=f(x)

x x+X Figura 4.2.1 Los incrementos
& y
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y +

y + dy

y

y

Figura 4.2.2 La estimación dy
del incremento real Ey

Figura 4.2.3 La aproxiniación
lineal y = f(a) + f'(a)(x - a)

192

y=f(x)

y=f(x)

(a, f(a)) y =f(a) +f'(a)(x - a)

a

Ahora comparamos el incremento real ty con el cambio que podrIa ocurrirRecta gente
en el valor de y si continuara cambiando con la razónfijaf'(x), cuando el valor
de la variable independiente cambia de x ax + &. Este cambio hipotético eny es
la diferencial

dy

- .iJ I Como muestra la figura 4.2.2, dyes el cambio en altura de un punto que se mueve
- I sobre la recta tangente en el punto (x,f(x)) en vez de sobre la curvay =f(x).

Pensemos que x está fijo. Entonces la ecuación (2) muestra que la diferencial
dy es una función lineal del incremento &. Por esta ra.zón, dy se llama la

x x+x x aproximación lineal del incremento zy. Podemos aproximarf(x + Ex) si susti-
tuimos dy en vez de 4y:

f(x + x) = y + y y + dy.
Como y =f(x) y dy =f' (x) &, esto nos da la formula de aproximaciOn lineal

f(x + zx) f(x) + f'(x) x. (3)

El purito es que ésta es una "buena" aproximación, al menos cuando & es
relativamente pequeflo. Si combinamos las ecuaciones (1), (2) y (3), tenemos que

y _ f'(x) Lx = dy. (4)

Asi, la diferencial dy =f' (x) &, es una buena aproximaciOn del incremento

Si reemplazamos x con a en Ia ecuación (3), obtenemos la aproximación

f(a + Lxx) f(a) + f'(a) Lxx. (5)

Si ahora escribimos zXx = x - a, de modo que x = a + &, el resultado es

dy f'(x) zx. (2)

1MPORTANTE La aproxiinación lineal de Ia ecuación (7) es precisa solo si x es
cercana a cero. Por ejemplo, las aproxilnaciones

1 + (0.l) = 1.05 y Vl.03 1 + (0.03) = 1.015,

CapIrulo 4 / Aplicaciones adicionales de Ia derivada

f(x) =f(a) +f'(a)(x - a). (6)

Puesto que el lado derecho de la ecuación (6) es una función lineal de x, decimos
que ese lado es Ia aproximaciOn lineal ala funciOnfcerca del puntox=a (figura
4.2.3).

EJEMPLO 1 Determinar la aproximación lineal a la funciónf(x) = cerca
del punto a = 0.

Solución Observe quef(0) I y que

1f'(x) = (l + x)2
= 2V1 +

de modo quef'(0) = . Por tanto, la ecuación (6) con a = 0 implica

f(x) f(0) + f'(0)(x - 0) = 1 + x;

es decir,
Vi + x 1 + x. (7)



H
Figura 4.2.4 El tazón del
ejemplo 3

T&v

conx = 0.1 yx = 0.03, son precisas hasta dos y tres cifras decimales (redondeadas),
respectivamente. Pero

_ 1 + 2 = 2,
con x = 2, es una aproximación pobre de Ji 1.732.

La aproximación J I + x 1 + x es un caso particular de la aproximación

(1 +x)k1+kx (8)

(k constante, x cerca de cero), una aproximación con varias aplicaciones. La
obtención de la ecuación (8) es similar al ejemplo 1 (véase problema 39).

EJEMPLO 2 Usaremos la formula de Ia aproximaciOn lineal para aproximar
(122)2/3. Observemos que

(125)2/3 = [(125)h/3]2 = 52 = 25.

Solución Necesitamos aproximar un valor particular de x213, por lo que nuestra
estrategia será aplicar Ia ecuaciOn (6) conf(x) = x213. Observamos primero que

f' (x) = x3. Elegimos a = 125, pues conocemos los valores exaclos

f(125) = (125)2/3 = 25 y f'(125) = (125)" =
y 125 está relativamente cerca de 122. Entonces, la aproximación lineal en (6) a
f (x) = x213 cerca de a = 125 tiene la forma

f(x) f(125) + f'(125)(x - 125);

es decir,

25 + (x - 125).
Conx = 122 obtenemos

(122)2'3 25 + (-3) = 24.6.

Asi (l22)2R es aproximadamente 24.6. El valor real de (1 22) es aproximadamente
24.5984, por lo que Ia formula de la ecuación (6) da una aproximación relativa-
mente buena en este caso.

EJEMPLO 3 Un tazón semiesférico con un radio de 10 pulgadas se llena con
agua hasta una profundidad de x pulgadas. El volumen V del agua en el tazón (en
pulgadas ciibicas) está dado por la fOrmula

V = (30x - x3) (9)

(figura 4.2.4). (Usted podrá obtener esta formula después de estudiar el capItulo
6.) Suponga que mide la profundidad del agua en el tazOn y es de 5 pulgadas, con
im error máximo de medición de de pulgada. Estime el error máximo en el
volumen calculado del agua en el ti7On.

Soiuciôn El error en el volumen calculado V(5) es la diferencia

= V(x) - V(5)

entre el volumen real V(x) y el volumen calculado. No conocemos la profundidad
x del agua en el tazón. SOlo tenemos que la diferencia

= x - 5
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entre las profundidades real y medida es numéricamente menor que -ir de pulgada,
. Como la ecuación (9) implica

V'(x) = (60x - 3x2) = ir(20x - x2),

la aproximación lineal

dV = V'(5) Lx
en x = 5 es

LW ?r(20 . 5 52) Lx = 75ir x.

Con la práctica comi:in en las ciencias de escribir iS.x = ± para indicar que
-j'g &,estoda

(75ir)(±) ± 14.73 (pul&)
La formula de la ecuación (9) da el volumen calculado V(5) 654.50 pulg3 , pero
ahora vemos que esto puede tener un error de casi 15 pulgadas cübicas en ambas
direcciones.

El error absoluto en un valor medido o aproximado se define como la
diferencia entre el valor aproximado y el valor real. El error relativo es la razón
entre el error absoluto y el valor real. AsI, en el ejemplo 3, un error relativo en la
profundidad medida x de

x 5

conduce a un error relativo en el volumen estimado de

dV 14.73
- 0.0225 = 2.25%

V 654.50

La relación entre estos dos errores relativos es de cierto interés. Las formulas para
dVy Ven el ejemplo 3 implican

dv ir(20x - x2) Ex 3(20 - x) ix
V - fir(30x2 - x3) - 30 - x x

Six = 5, esto es

(1.80).
V x

Por consiguiente, para aproximar el volumen de agua en el tazón con un error
relativo máximo de 0.5%, por ejemplo, necesitarIamos medir la profundidad
con uii error relativo máximo de (0.5%)/1.8, es decir, con un error relativo
máxirno de 0.3%.

EL ERROR EN LA APROXIMACION LINEAL

Consideremos ahora brevemente Ia cuestión de la cercanla con que Ia diferencial
dy aproxin-a el incremento y. De Ia figura 4.2.2 podemos ver que conforme ,..x
es más pequeño, ms cerca estarn los puntos correspondientes de la curva y =f
(x) y de la recta tangente. Como Ia diferencia entre las alturas de ambos puntos es

= = 0.0125 = 1.25%
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el valor de ty dy determinado mediante una elección particular de &, conclui-
mos que iy dy tiende a cero cuando & p 0.

Pero algo más es cierto: cuando & 0, la diferencia iy dy es pequefla

- - incluso en comparación con &, ya queT dy f(x + x) f(x) f'(x) & f(x + &) f(x)
f'(x).Lx Lx 1x

dy=f'(x)Ex
Esdecir,

dy
(10)

X + £X

Figura 4.2.5 El error c
en Ia aproxirnación lineal

donde, por Ia definición de Ia derivadaf'(x), vemos que e = e(&) es una función
de & que tiende a cero cuando & 0. Si & es "muy pequefio", de modo que e
también sea "muy pequefio", podrIamos describir el producto e & = iy dy
como "muy rnuy pequeño". Estos conceptos y cantidades se ilustran en la figura
4.2.5.

EJEMPLO 4 Suponga que y = x3. Verifique que e = (,y dy)/& tiende a cero
cuando & 0.

Solución Unos cálculos sencillos dan

= (x + ix)3 x3 = 3x2 ix + 3x(&)2 + (x)3

y dy = 3x2 &. Por tanto,

dy 3x(zx)2 + (ix)3
= 3x Ix + (zx)2,

que si tiende a cero cuando & -4 0.

DIFERENCIALES

La formula de Ia aproximación lineal en (3) se escribe con frecuencia con dx en
vez de &:

f(x + dx) f(x) + f'(x) dx. (11)

En este caso, dx es una variable independiente, llamada La 'iferenwi de x, y x
está fijo. AsI, las diferenciales dex y dey se definen como

dx = zx y dy = f'(x) LIx = f'(x) dx. (12)

Dc esta definiciOn se sigue de inmediato que

_f'(x)dx = f'(x),

dy de acuerdo con Ia notaciOn que hemos venido utilizando. En realidad, Leibniz
dx onginO Ia notación diferencial visualizando incrementos "infinitesimales" dx y dy

(figura 4.2.6), donde su razón dy/dx es Ia pendiente de la recta tangente. La dave
para ci descubrimiento independiente del cálculo diferencial por parte de Leibniz

Figura 4.2.6 La pendiente de Ia enladécadade 1670 fueverquesidxydysonsuficientementepequenos,entonces
recta tangente corno Ia razOn eI segmento de Ia curvay f(x) y ci segmento de recta que une (x, y) con (x + dx,
entre los infinitesimales dx y dy y + dy) son virtualmente indistinguibles. Esta visiOn se ilustra mediante las
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x

Figura 4.2.7 dx = 1

1. y = 3x2
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2.5

1.5

2. y = 2\/ -

dx
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x

Figura 4.2.8 dx =

dy
>

x

Figura 4.2.9 dx =

ampliaciones sucesivas en las figuras 4.2.7 a 4.2.9 de la curvay = x2 cerca del
punto (1, 1).

La notación diferencial nos proporciona una forma conveniente para escribir
las formulas de las derivadas. Suponga que z = g(u), de modo que dz = g'(u) du.
Para los siguientes casos particulares de Ia función g, obtenemos las fOrmulas

d(u') = nu du, (13)

d(senu) = (cos u) du, (14)

etcetera. AsI, podernos escribir las reglas de derivación en forma diferencial sin
tener que identificar a la variable independiente. Las reglas de la suma, el producto
y el cociente tornan la forma

d(u+v)=du+dv, (15)

d(uv) = u dv + v du, y (16)

d() v du - u dv
(17)

Si u =f(x) y z = g(u), podemos sustituir du =f'(x) ds en la formula dz g'(u) du,
para obtener

dz = g'(f(x)) .f'(x) dx. (18)

Esta es Ia forma diferencial de Ia regla de Ia cadena

Dg(f(x)) = g'(f(x)) .f'(x)
AsI, Ia regla de la cadena aparece aqul como si fuera el resultado del manejo
mecánico de Ia notaciOn diferencial. Esta compatibilidad con Ia regla de la cadena
es una razón de Ia extraordinaria utilidad de Ia notación diferencial en el cálculo.

4.2 Problemas

En losproblemas I a 16, escriba dy en lérininos de xy dx.
3. y = x - \/4 - x3 4. y -

5. y = 3x2(x 3)3/2 x6.y
2x 4
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7. y = x(x2 + 25)"

9. y = cosVi
11. y =sen2xcos2x

sen 2x
13. y =

3x

8. y
= (x2 - 1)'

10. y = x2senx
12. y = cos3 3x

cos x14. y - -7::-
Vx

39. Suponga que Dx"= k-1 para cualquier constante real k
(hecho que estableceremos en el capitulo 7) y obtenga Ia
formula de Ia aproximación lineal (I + x)" I + kc para x
cercano a cero.

En los problemas 40 a 47, use las aproximaciones lineales
para estimar el cambio en Ia cantidad dada.

La circunferencia de Un circulo, Si SU radio aumenta de
10 a 10.5 pulgadas.

El area de un cuadrado, si Ia longitud de su lado dismi-
nuye de 10 a 9.8 pulgadas.

El area de la superficie de una esfera, si su radio aumenta
deS a 5.2 pulgadas (figura4.2.10).

El volumen de un cilindro, Si SU altura y su radio decrecen
de 15 a 14.7 centimetros (figura 4.2.11).

Sección 4.2 / Incrementos, diferenciales y aproxirnación lineal
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Figura 4.2.12 La pila Figura 4.2.13 La semi-
cónica de arena del esfera del problema 51:
problema 44: volumen el area de la superficie
V = 7rrh curva es A = 2jrr2

Figura 4.2.10 La esfera
del problema 42: Area
A= 4it?, volumen
V =

El volumen de Ia pila de arena cónica de Ia figura 4.2.12,
si su radio es de 14 puigadas y su altura aumenta de 7 a 7.1
pulgadas.

El alcance R = v2 sen 2Ode un obOs disparado con un
Ongulo de inclinación 9 = 45°, Si SU velocidad inicial V au-
menta de 80 a 81 pies/seg.

El alcance R = i v2 sen 2Ode un proyectil disparado con
velocidad inicial v =80 pies/seg, si su ángulo Ode inclinaciOn
inicia] aumenta de 45° a 46°.

El voltaje W = RI2 de un foco con resistencia R igual
a 10 ohms, cuando Ia corriente Iaumenta de 3 a 3.1 amperios.

El radio ecuatorial de la Tierra es aproximadamente de
3960 millas. Suponga que Se enrolla de manerajusta un cable
alrededor de Ia Tierra, por el ecuador. ,Aproximadamente
cuánto aumenta Ia longitud del cable si se levanta en todos los
puntos sobre postes a 10 pies de altura? Use Ia formula de
aproximación lineal!

El radio de una bola esférica se mide en 10 pulgadas, con
un error mOximo de i de pulgada. j,Cuál es el error mOximo
resultante en el volumen calculado?

,Con qué precision debemos medir el radio de Ia bola del
problema 49 para garantizar un error máximo de 1 pulgada
cObica en el volumen calculado?

Figura 4.2.11 El cilindro
del problema 43: Volumen
V =

El radio de un domo semiesférico se mide en 100 m,
con un error máximo de 1 cm (figura 4.2.13). ,Cuá1 es el
máximo error resultante en el area calculada de su super-
ficie?

,Con qué precision debemos medir el radio de un domo
semiesférico para garantizar un error máximo de 0.01% en el
area calculada de su superficie?
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17. f(x)

19. f(x) =

21. f(x) =

1 18. f(x) =

20.f(x)

22. f(x) =

1 -x
(1 + x)2

(1 - 2x)312

Vi
(1-

+

(1 + 3x)213

35. x2 + y2 = 1 36. x213 + p2/3 = 4

37. x3 + y3 = 3xy 38. xseny = 1

23. f(x) = sen x 24. f(x) = cos x

En los problemas 25 a 34, use, como en el ejeinplo 2, una
aproximación lineal a una funcion adecuada, con un valor
adecuado de a, para estimar el nimero dado.

25. 26. V 27.

28. Vö 29. 65 -2/3 30. 80'
31. cos 430 32. sen 32° 33. sen 88°

34. cos 62°

En los pro blemas 35 a 38, calcule Ia d!ferencial de cada lado
de Ia ecuación dada, considerando a x y a y como variables
dependientes (como si ambasfueranfunciones de una terc era
variable no especjficada). Despeje después dy/dx.

15. y = 1 - xSenx
1

16. y = (1 + cos 2x)312

En los problemas 17 a 24, determine, como en el ejemplo 1,
Ia aproximación lineal a lafuncion dada cerca delpunto
a0.



4.3
Funciones crecientes
y decrecientes y ci
teorema del valor
medio

fcreciente
en (a b)

(a)

fdecreciente
en (a, b)

(b)

Figura 4.3.1 (a) Una función
creciente y (b) una función
decreciente

f'(x) >0
Gráfica ascendente en x

f'(x) <0
Gráfica descendente en x

Figura 4.3.2 Una gráfica
ascendente en x y (b) una gráfica
descendente en x

El significado del signo de Ia derivada de uria función es simple pero crucial:
f(x) es creciente en an intervalo dondef'(x) > 0;

f(x) es decreciente en un intervalo dondef'(x) < (0).

Geométricamente, esto significa que dondef'(x) >0, la gráfica dey =f(x) asciende
cuando Ia recorremos de izquierda a derecha, mientras que sif'(x) <0, Ia gráfica
desciende. Podemos aclarar los términos creciente y decrecienie como sigue.

Defin ició n Funciones crecientes y decrecientes
La funciónfes creciente en el intervalo 1= (a, b) si

f(x1) <f(x2)

f(x1) >f(x2)

para todo par de niimeros x1 y x2 en I tales que x1 <

Decimos que una función es creciente o decreciente en un intervalo, no en un
punto. Sin embargo, si consideramos el signo def', Ia derivada def en un solo
punto, obtenemos una titil imagen intuitiva del significado del signo de Ia derivada.
Esto se debe a que Ia derivadaf'(x) es la pendiente de Ia recta tangente en el punto
(x,f(x)) de Ia gráfica def Sif'(x) > 0, entonces Ia recta tangente tiene pendiente
positiva. Por tanto, asciende cuando se le recorre de izquierda a derecha, Intuiti-
vamente, una tarigente ascendente parecerla corresponder a una gráfica ascendente
y por tanto a una función creciente. De manera análoga, esperarlamos ver una
gráfica descendente cuando f'(x) fuera negativa (figura 4.3.2). Cuidado: para
determinar si una funcionfes creciente o decreciente, debemos analizar el signo
def' en todo un intervalo, no solo en un punto (véase ci problema 55).

EL TEOREMA DEL VALOR MEDIO

Aunque las imágenes de las gráficas ascendentes y descendentes son sugerentes,
no proporcionan una dernostración real del significado del signo de Ia derivada.
Para establecer rigurosamente Ia conexión entre ei ascenso y descenso de una
gráfica y el signo de Ia derivada de la función graflcada, necesitamos el teoreina
del valor medio, que enunciaremos posteriormente en esta sección. Este teorema
es Ia principal herrarnienta teórica del cálculo diferencial, y veremos que tiene
muchas aplicaciones importantes.

Como introducciOn al teorema del valor medio, plantearemos Ia siguiente
cuestión. Suponga que P y Q son dos puntos sobre Ia superficie del mar, con Q
ligeramente al este de P (figura 4.3.3). !,Es posible llevar an bote de P a Q,
navegando casi hacia ci este, sin nunca (ni siquiera por un instante) navegar en la
dirección exacta de P a Q? Es decir, ,podemos navegar de P a Q sin que nuestra
lInea de movimiento instantáneo sea paralela a Ia recta PQ?

(Iif(xi)
f(x)

II) para todo par de niimeros x1 y x2 en I tales que x1 <x2. La funciónfes
a x1 x2 b decreciente en I si

f(x)
f(x2)

La figura 4.3.1 ilustra esta definición. En resumen, Ia funcionfes creciente
en 1= (a, b) silos valores def(x) aumentan cuandox aumenta [figura 4.3.1 (a)];
f es decreciente en I silos valores def(x) disminuyen cuando x aurnenta [figura
4.3.1 (b)].(

a x1 x2
)
b
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Figura 4.3.3 ,Podemos navegar
dePaQsin quejamás(ni
siquiera por un instante)
naveguemos en Ia dirección PQ
(la dirección de la flecha)?

x

P(a, f(a))_-

Q(b, f(b))

Figura 4.3.4 El problema del
bote en terminologla matemática

El teorema del valor medio responde esta pregunta: no. Siempre existe al
menos un instante en el que navegamos de manera paralela a Ia recta PQ, sin
importar Ia trayectoria que elijamos.

Parafraseamos esto como sigue: consideremos que Ia trayectoria del bote es
Ia gráfica de una función diferenciabley =f(x) con extremos .P(a,f(a)) y Q(b,f(b)).
Entonces decimos que debe existirun punto en esta gráfica tal que su recta tangente
(correspondiente a Ia Ilnea de movimiento instantáneo del bote) a la curva es
paralela a Ia recta PQ que une los extremos de Ia curva. Esta es una inlerpretación
geornétrica del teorema del valor medio.

Pero Ia pendiente de Ia recta tangente en el punto (c,f(c)) (figura 4.3.4)
esf'(c), mientras que Ia pendiente de Ia recta PQ es

f(b) - f(a)ba
Podemos pensar este tiltimo cociente como el valor promedio (o medio) de la
pendiente de la curva y f(x) en el intervalo [a, b]. El teorema del valor medio
garantiza que existe un punto c en (a, b) para ci que la recta tangente en (c,f(c))
es paralela a la recta PQ. En ci lenguaje del algebra, existe un námero c en (a, b)
tal que

f'(c)
f(a)

(1)

Primero daremos un resultado preliminar, un lema para facilitar la demostra-
ción del teorema del valor medio. Este teorema se llama ci teorema de Rolle, en
honor de Michel Rolie (1652-17 19), quien lo descubrió en 1690. En sujuventud,
Roile estudió el tema emergente del cáiculo, pero posteriormente renunció a él.
Argurnentaba que el tema se basaba en falacias lôgicas; es recordado solamente.
por ci Cinico teorema que Ileva su nombre. Es irónico que su teorema juegue un
papel importante en Ia demostración rigurosa de varios teoremas del cálculo.

Teorema de Rolle
Suponga que la funcionfes continua en ci intervalo cerrado [a, b] y es
derivable en su interior (a, b). Sif(a) =0 =f(b), entonces existe un námero
c en (a, b) tal quef'(c) = 0.
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Figura 4.3.5 La idea de Ia
demostración del teorema de Rolle

200

Figura 4.3.6 La existencia de Ia
recta tangente horizontal es una
consecuencia del teorema de
Rolle

La figura 4.3.5 ilustra el primer caso en la siguiente demostración del teorema
de Rolle. La idea de la demostración es ésta: suponga que la gráfica suave
y =f(x) comienza en (x = a) la altura cero y termina en (x = b) la altura cero.
Entonces, si sube, tiene que bajar. Pero cuando se detiene y comienza a bajar, su
recta tangente debe ser horizontal. Por tanto, la derivada se anula en ese punto.

Dernostración del teorenia de Rolle Comofes continua en [a, b], debe alcanzar
sus valores máximo y mInimo en [a, b] (por la propiedad del valor máxirno de la
sección 3.5). Siftiene valores positivos, consideremos su valor máximo,f(c).
Ahora, c no es un extremo de [a, b], puesf(a) = 0 yf(b) = 0. For tanto, c es un
punto de (a, b). Pero sabemos quefes diferenciable en c. For el teorema 2 de la
sección 3.5,f'(c) = 0.

De manera análoga, siftiene valores negativos, podemos considerar su valor
mInimof(c) y concluir quef'(c) = 0.

Sifno tiene valores positivos ni negativos, entoncesfse anula idénticamente
en [a, b], por lo quef'(c) = 0 para todo c en (a, b).

AsI, vemos que Ia conclusion del teorema de Rolle se justifica en todos los
casoS. Ii

Una consecuencia importante del teorema de Rolle es que entre cada pareja
de ralces de una función diferenciable existe a! menos un punto donde la recta
tangente es horizontal. Algunas imágenes posibles de eSta situación aparecen en
la figura 4.3.6.

EJEMPLO 1 Suponga quef(x) = - en [0, 1]. Determine un mimero c
que satisfaga Ia conclusion del teorema de Rolle.

Solución Observe quefes continua en [0, 1] y derivable en (0, 1). Como está
presente el término x,fiio es derivable en x = 0, pero eSto no importa. Además,
f(0)= 0 =f(1), de modo que se satisfacen todas las hipótesis del teorema de Rolle.
For (iltirno,

f'(x) - = x12(l - 3x),
de modo quef'(c) = 0 pam c = . En la figura 4.3.7 aparece una gráflca precisa de
f en [0, 1], incluyendo c y la recta tangente horizontal.

0.4

0.2
>'

0

0.4
x

Figura 4.3.7 El nümero c del ejemplo 1

0.8
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y=1.-x2/3

Figura 4.3.8 La función
f(x) = 1 x del ejemplo 2

EJEMPLO 2 Suponga quef(x) = I - x2'3 en [-1, 1]. Entoncesfsatithce las
hipótesis del teorema de Rolle excepto por el hecho de quef'(0) no existe. La
gráfica defmuestra claramente que no existe un punto donde la recta tangente sea
horizontal (véase figura 4.3.8). De hecho,

2_3 2f(x) x /
=

de modo quef'(x) para x y vemos que f'(x) * oo cuando x * 0. Por
tanto, Ia gráfica deftiene una recta tangente vertical (en vez de una horizontal) en
el punto (0, 1).

Ahora estamos listos para establecer formalmente y demostrar el teorerna del
valor medio.

El teorema del valor medio
Suponga que Ia funcionfes continua en el intervalo cerrado [a, b] y
derivable en ci intervalo abierto (a, b). Entonces

f(b) f(a) =f'(c)(b a) (2)

para algñn nñmero c en (a, b).

COMENTARIO Como Ia ecuación (2) es equivalente a la ecuación (1), la
conclusion del teorema del valor medio es que debe existir al menos un punto
sobre Ia curvay f(x) en el que Ia recta tangente sea paralela a la recta que une
sus extremos P(a,f(a)) y Q(b,f(b)).

Motivación de Ia denzos(ración del teorerna del valor medio Consideremos la
funciOn auxiiiar 0 sugerida por Ia figura 4.3.9. El valor de 0(x) es, por definición,
la diferencia de altura sobre x del punto (x, f(x)) sobre la curva y el punto
correspondiente de Ia recta PQ. Parece que un purito sobre la curvay =f(x) donde
Ia recta tangente es paralela a PQ corresponde a un máximo o un mInimo de 0.
Tamblén es claro que 0(a) = 0 = 0(b), por lo que podemos aplicar el teorema de
Rolle a Ia función 0 en [a, b]. Asi, nuestro plan pam demostrar el teorema del valor
medio es éste: en primer lugar, obtenemos una fOrmula pam la función 0. En
segundo lugar, localizamos el punto c tal que 0 '(c) = 0. Por Oltimo, mostramos
que este nimero c es exactarnente el nmero necesario para satisfacer la conclusion
del teorema en Ia ecuación (2).

y

P(a, f(a))
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Demostración del teorema del valor medio Como la recta PQ pasa por P(a, f(a))
y tiene pendiente

f(b) - f(a)
m ba

la formula punto-pendiente pam Ia ecuación de una ilnea recta nos da la siguiente
ecuaciOn para PQ:

y=y'f(a)+m(xa).
Asj,

0(x) =Ycurva - Yrecf@) - f(a) - m(x - a).
Usted debe verificar mediante una sustituciOn directa que 0(a) =0 0(b). Como
es continua en [a, b] y derivable en (a, b), podemos aplicarle el teorema de Rolle.
AsI, existe un punto c en alguna parte del intervalo abierto (a, b) en el que 0 '(c) = 0.
Pero

f(b) - f(a)4'(x) = f'(x) - m = f'(x) ba
Como Ø'(c) = 0, concluimos que

f(b) - f(a)0f'(c) ba
Es decir,

f(b) - f(a) = f'(c)(b - a). D

La demostración del teorema del valor medio es una aplicación del teorema
de Rolle, mientras que el teorema de Rolle es un caso particular del teorema del
valor medio, en el quef(a) = 0 =f(b).

EJEMPLO 3 Suponga que manejamos un automóvil desde Kristiansand, No-
ruega, hasta Oslo (una distancia casi exacta de 350 km) en un tiempo exacto de
4 horas, desde el instante t = 0 hasta el instante I = 4. Seaf(t) la distancia recorrida
a! tiempo I, y supongamos quefes una función derivable. Entonces, el teorema
del valor medio implica que

350 = f(4) - f(0) = f'(c)(4 - 0) = 4f'(c)
y entonces

f'(c) = = 87.5

en algin instante c en (0, 4). Perof'(c) es nuestra velocidad instantánea en el
instante I = c y 87.5 km/h es nuestra velocidadpromedio en el viaje. AsI, el teorema
del valor medio implica que debemos tener una velocidad instantánea exactamente
de 87.5 km/h al menos una vez durante el viaje.

El argumento del ejemplo 3 es mas bien general; durante un viaje, la velocidad
instantánea debe ser igual, en algthi instante, a la velocidad promedio de todo el
viaje. Por ejemplo, esto implica que si dos casetas de cuota se encuentran a una
distancia de 60 millas entre si y usted recorre la distancia entre ambas en
exactamente una hora, en algin instante tuvo que rebasar el lImite de velocidad
de 55 mi/h. (AsI, el teorema del valor medio evita que ciertos casos sean defendi-
bles en unjuzgado.)
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CONSECUENCIAS DEL TEOREMA DEL VALOR MEDIO

La primera de estas consecuencias es el recíproco no trivial del hecho trivial de
que la derivada de una función constante es idénticamente nula. Es decir, demos
traremos que no puede existir una función exótica no constante pero con derivada
nula en todo punto. En los corolarios 1 a 3 supondremos quefy g son continuas
en el intervalo cerrado [a, b] y derivables en (a, b).

Corolario 1 Funciones con derivada nula
Sif'(x) == Oen (a, b) [es decir,j'(x) = Opara toda x en (a, b)], entoncesf
es una función constante en [a, b]. En otras palabras, existe una constante
Ctal quef(x) == C.

Demostración Apliquemos el teorema del valor medio a la función f en el
intervalo [a, x], donde x es un punto arbitrario pero fijo del intervalo (a, b].
Tenemos que

f(x) - fea) = f'(c)(x - a)

para algún número c entre a y x. Perof'(x) se anula en todo el intervalo (a, b), por
lo quef'(c) = O. Así,j(x) - fea) = O, por lo quef(x) =fea).

Pero esta última ecuación es válida para toda x en (a, b]. Por consiguiente,j(x)
= fea) para toda x en (a, b], y de hecho, para toda x en [a, b]. Es decir,j(x) tiene
el valor fijo C = fea). Esto establece el corolario l . O

El corolario 1se aplica por lo general en una forma diferente pero equivalente,
que establecemos y demostramos a continuación.

Corolario 2 Funciones con derivadas iguales
Suponga quef'(x) = g'(x) para toda x en el intervalo (a, b). Entoncesfy
g difieren en una constante en [a, b] . Es decir, existe una constante K tal
que

f(x) = g(x) + K

para toda x en [a, b] .

Demostración Dadas las hipótesis, sea h(x) = f(x) - g(x). Entonces

h'(x) = f'(x) - g'(x) = O

para toda x en (a, b). Entonces, por el corolario 1, h(x) es una constante K en [a, b].
Es decir,j(x) - g(x) = K para toda x en [a, b]; por tanto,

f(x) = g(x) + K

para toda x en [a, b] . Esto demuestra el corolario 2. O

EJEMPLO 4 Sif'(x) = 2 cos x y feO) = 5, ¿cuál es la funciónf(x)?

Solución Por nuestro conocimiento de las derivadas de las funciones trigono
métricas, sabemos que una función explícita con derivada 2 cos x es
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g(x) = 2 sen x.

Debido a eso, el corolario 2 implica que existe una constante K tal que

f(x) = g(x) + K = 2senx + K
en cualquier intervalo dado [a, bJ que contenga a! cero. Pero podemos deterrninar
el valor de K Si sustituimos x = 0:

f(0) = 2sen0 + K;

5 = 20 + K;
de modo que K = 5. AsI, la funcionfes

f(x) = 2senx + 5.

La siguiente consecuencia del teorema del valor medio verifica las observa-
ciones acerca de las funciones crecienteS y decrecientes con que iniciamos esta
sección.

Corolarlo 3 Funciones crecientes y decrecientes
Sif'(x)> 0 para toda x en (a, b), entoncesfes una función creciente en [a, b].
Sif'(x) <0 pam todax en (a, b), entoncesfes una función decreciente en [a, b].

Deniostración Supongamos, por ejemplo, quef'(x)> 0 para toda x en (a, b).
Necesitamosmostrar losiguiente: siu y v son puntos de [a, b] tales que u < v,
entoncesf(u) <f( v). Aplicamos el teorema del valor medio af pero en el intervalo
cerrado [u, v]. Esto es válido, pues [u, vi está contenido en [a, b], de modo quef
satisface las hipótesis del teorema del valor medio en [u, v] al igual que en [a, bJ.
El resultado es que

f(v) - f(u) = f'(c)(v - u)
para alguin nümero c en (u, v). Como v> u y, por hipotesis,f'(c) > 0, tenemos que

f(v) - f(u) > 0; es decir f(u) < f(v),
como querIamos demostrar. La demostración es análoga en el caso en quef'(x) es
negativa en (a, b). Li

El significado del corolario 3 se resume en la figura 4.3.10. La figura 4.3.11
muestra una gráfica y =f(x) con etiquetas de acuerdo con esta correspondencia

f' positiva: f' negativa:
fcreciente fdecrecjente

'V
f' positiva:
fcreciente

f'(x) f)
Negativa
Positiva

Decreciente
Creciente
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Figura 4.3.10 Corolario 3 Figura 4.3.11 El significado del
signo def'(x)
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Figura 4.3.12 La parabola del
ejemplo 5

y= x3 + x

x=) x=0 x= I x=2

x+I<0
x-2<0 x-2<O

4

Figura 4.3.14 Los signos de
x+ I yx-2(ejemplo7)

- + I >0
x -2>0

entre el signo de Ia derivadaf'(x) y el comportamiento creciente y decreciente de
la funcionf(x).

EJEMPLO 5 ,Dónde es creciente Ia funcionf(x) = x2 - 4x + 5, y dónde es
decreciente?

Soluciôn La derivada defesf'(x) = 2x 4. Es claro quef'(x) > 0 Six> 2, mien-
tras quef'(x) < 0 si x <2. Por tanto,fes decreciente en (_oo, 2) y creciente en (2,
+oo), como vemos en la figura 4.3.12.

EJEMPLO 6 Muestre que Ia ecuación x3 + x - 1 = 0 tiene exactamente una
solución (real).

Solución Necesitamos unafuncion para aplicar las herramientas de esta sección,
por lo que hacernosf(x) = x3 + x - 1. Comof(0) 1 <0, f(1) = +1 > 0 yfes
continua (en todo punto), la propiedad del valor intermedio garantiza quef(x)
tiene al menos una raIz real en [0, 1] (figura 4.3.13). Pero podria tener más; como
no podemos graficary =f(x) en todo su dominio (oo, oo), no sabemos Si la ecuación

f (x) = 0 tiene más soluciones reales. Necesitamos una evidencia concluyente de
que esto es cierto.

Pero

f'(x) = 3x2 + 1,
y es evidente quef'(x) > 0 para toda x. Asi, el corolario 3 implica que la gráfica
dey =f(x) es creciente en toda la recta real. Por tanto, la ecuacionf(x) = 0 solo
puede tener a lo más una solución. QPor qué?)

En resurnen, Ia ecuacionf(x) = 0 tiene a! inenos una soluciOn y a lo inás una
solución. Por tanto, debe tener exactamente una soluciOn (real).

EJEMPLO 7 Determine los intervalos abiertos del eje x donde Ia función

f(x) = 3x4 - 4x3 - 12x2 + 5
es creciente y aquellos donde es decreciente.

Solución La derivada de I es

f'(x) = 12x3 - 12x2 - 24x

= 12x(x2 - x - 2) = 12x(x + 1)(x - 2). (3)

Los puntos criticos x = - 1, 0, 2 separan el eje x en los cuatro intervalos abiertos
(_oo, 1), (-1, 0), (0, 2) y (2, +oo) (fIgura 4.3.14). La derivadaf'(x) no cambia de
signodentrodeestos intervalos,pues

D El factor x + I de Ia ecuación (3) solo cambia de signo en x = 1,

Li El factor 12x solo cambia de signo en x = 0 y

Li El factor x 2 solo cambia de signo en x = 2.

llu.straremos dos métodos para determinar el signo def'(x) en cada uno de los
cuatrointervalos(figura4.3. 14).

METODO 1 La segunda, tercera y cuarta columnas de Ia siguiente tabla registran
los signos de los factores de Ia ecuación (3) en cada uno de los cuatro intervalos
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0 0.4 0.8
x

Figura 4.3.13 La función
creciente del ejemplo 6



x

Figura 4.3.15 Los puntos criticos
del polinomio del ejemplo 7

Figura 4.3.16 x y sen x
(ejemplo 8)

4.3 Problemas

Porn lasfunciones de los probi emas 1 a 6, determine prilnero
(como en el ejemplo 7) los intervalos abiertos en el eje x en
los que cadafunción es creciente y aquellos donde es decre-
ciente. Utilice entonces esta inforniación pa'-a reincionar in
función con su grfica, una de las seis que aparecen en
lafigura 4.3.17.
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enumerados en la primera columna. Los signos def'(x) que aparecen en la quinta
columna se obtienen entonces mediante su producto. La sexta columna enumera
el comportamiento resultante (creciente o decreciente) defen los cuatro intervalos.

METODO 2 Como Ia derivathf'(x) no cambia de signo dentro de cualquiera de
los cuatro intervalos, necesitamos calcular su valor ánicamente en un punto de cada
intervalo. El signo que tenga la derivada en ese punto será el signo def'(x) en todo
ese intervalo.

fes decreciente.
fes creciente.
fes decreciente.
fes creciente.

El segundo método es particularmente conveniente si Ia derivada es complicada,
pero se dispone de una calculadora adecuada para el cálculo de sus valores.

Por iiltirno, observemos que los resultados obtenidos en cada método son
consistentes con Ia gráfica dey =f(x) que aparece en Ia figura 4.3.15.

EJEMPLO 8 Las gráficas de Ia figura 4.3.16 Sugieren que sen x <x parax> 0.
Para mostrar que esto es cierto, consideremos Ia función

f(x) = x - sen x.
Como

I
sen x 1 para toda x, sen x <x Six> 1, por lo que sOlo debemos mostrar

que sen x <x para x en el intervalo (0, 1]. Pero,
f'(x) = I - cos x > 0

paratalesx, pues COSX < 1 Si 0 <x <2ry entonces cosx <1 para 0 <x 1. Por
tanto,f(x) es una función creciente en (0, 1]. Perof(0) = 0, de Jo que se Sigue

f(x) = x - senx >0
para toda x en (0, 1]. En consecuencia, sen x <x para x en (0, 1]. Por nuestras
observaciones anteriores, esto imp lica que sen x <x para toda x> 0.

1.f(x)4x2 2.f(x)=x2-'-2x-1
3. f(x) x2 + 4x + 1 4. f(x) = x3 - 3x

f(x) = x3 - x2 - 2x + I
f(x) = 2x - x2 -

Capitulo 4 / Aplicaciones adicionales de la derivada

Intervalo x + I 12x x - 2 f'(x) f
(cc, Neg. Neg. Neg. Neg. Decreciente
(-1, 0) Pos. Neg. Neg. Pos. Creciente
(0, 2) Pos. Pos. Neg. Neg. Decreciente

(2, +cc) Pos. Pos. Pos. Pos. Creciente

En (- °°, 1): f'(- 2) = 96 <0;
En (-1,0): f'(-0.5)=7.5 >0;

En (0, 2): f'(l)= 24 <0;
En (2, +oo): f'(3)= 144>0;
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Figura 4.3.17 Problemas 1 a! 6

f'(x) = 4x; f(0) = 5
f'(x) 3V; f(0) = 4

f'(x) = -; 1(1) =1

10.f'(x) = ; f(0) = 3

11. f(x) = 3x + 2
13. f(x) = 8 - 2x2
15. f(x) = 6x - 2x2
17. f(x) = x4 - 2x2 + I

>0

(d)

ifi

4

2

-2

-4

0

-4 -2

ii
1

-4 -2 0 2 4
x

En los problemas 7 a 10, se da Ia derivadaf'(x)y el valor
f(0). Use el método del ejemplo 4para determinar lafuncion
fix).

En los problemas 11 a 24, determine (como en el ejemplo 7)
los intervalos abiertos en el eje x para los que lafunción es
creciente, asi como aquellos donde laJ'uncion es decreciente.
Si tiene una calculadora grafica o una computadora, trace la
gráJica dey =f (x)para ver si coincide con sus resultados.

12. f(x) = 4 - 5x
14. f(x) = 4x2 + 8x + 13
16. f(x) = x3 - 12x + 17

xf(x) - [Nota:f (x) puede cambiar de signo enx+l
x=-1.,Porqué'i]

f(x) = 3x4 + 4x3 - 12x2
f(x) = V2 + 1
f(x) = 8x'3 - x4"3

22.f(x)=2x3+3x2- 12x+5
(x - 1)2

23.f(x)
2x -3

f(x) = x2 +

En los problemas 25 a 28, muestre que Ia función dada
satisface las hipótesis del teorema de Rolle en el intervalo
indicado [a; b] y detennine zodos los nzmeros c en (a, b) que
satisfacen Ia conclusion del teorema.

f(x) = x2 - 2x; [0, 2]

f(x) = 9x2 - x4; [-3, 3]
-27.f(x)=i+2, [-1,1]

28. f(x) = 5x213 - x513; [0, 5]

En los problemas 29 a 31, muestre que lafunción dadafno
satisface la conclusion del teorema de Rolle en el intervalo
indicado. Cuáles hipOtesis dejan de cumplirse?

29.f(x)1-lxI; [-1,1]
f(x) = 1 - (2 - x)213; [1, 3]

f(x) = x4 + x2; [0, 1]

En los problemas 32 a 36, muestre que Ia funcion dada f
satisface las hipOte.sLs del teorema del valor medio en el
intervalo indicado, y determine todos los námeros c en (a, b)
que satisfacen la conclusion de dicho teorema.

32.f(x) = x3; [-1,1]
33. f(x) = 3x2 + 6x - 5; [-2, 1]
34.f(x)=VT; [2,5]

1(x) = (x - 1)2/3; [1, 2]

f(x) = x + i; [1, 2]

En los problemas 37 a 40, muestre que lafuncion dadafno
satisface las hipOtesis ni/a conclusiOn del teorema del valor
medio en el intervalo indicado.

f(x) = Ix - 21; [1, 4]

38.1(x) = 1 + x - ii; [0,3]
f(x) = [x] (Ia función máximo entero); [-1, 1]
f(x) = 3x213; [-1, 1]

(Véase Ia nota del probiema 18.)

(Véase Ia nota dci probiema 18.)
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En los pro blemas 41 a 43, muestre que Ia ecuación dada tiene
emctamente una solución en el intervalo indicado.

41.x5+2x-3=0; [0,1]
x'° = 1000; [1, 2]

x4 - 3x = 20; [2, 3]

Muestre que Ia funcionf(x) = x213 no satisface las hipó-
tesis del teorema del valor medio en [-1, 27] pero aun asI
existe un nümero c en (-1, 27) tal que

f(27) - f(-1)
f'(c)

27-(-1)

Demuestre que Ia función

f(x) = (1 + x)312 - - 1

es creciente en (0, +oo). Explique con cuidado cómo podria
concluir que

(1 + x)312 > 1 + x

para toda x> 0.
Suponga quef'esuna funciónconstanteenel intervalo

[a, b]. Demuestre que f debe ser una función lineal (una
función cuya gráfica es una linea recta).

Suponga quef'(x) es un polinomio de grado n - 1 en el
intervalo [a, b]. Demuestre quef(x) debe ser un polinomio de
grado n en [a, b].

Suponga que existen k puntos diferentes en [a, b] en los
que Ia función diferenciablefse anula. Demuestre quef'debe
anularse en al menos k - I puntos de [a, b].

(a) Aplique el teorema del valor medio af(x) = 'fen
[100, 101] paramostrarque

VTOT=io+
2\/

para algin ni'imero c en (100, 101). (b) Muestre que si
100 <c < l0I,entonces l0<'T< 10.5 yuseestehechopara
concluir de la parte (a) que 10.0475 < '[lOT < 10.0500.

Demuestre que Ia ecuación x7 + x5 + x3 + 1 = 0 tiene
exactamente una solución real.

(a) Muestre que D tan2x = D sec2x en el intervalo abierto
(-/2, ir/2). (b) Concluya que existe una constante C tal que
tan2x = sec2x + C para toda x en (-,r12, ff12). Evalie C a
continuación.

Explique por qué el teorema del valor medio no Se aplica
a Ia funcionf(x) = I x I en el intervalo [-1, 2].

Suponga que la funciónfes derivable en el intervalo
[- 1, 2], conf(- 1) = - I yf(2) = 5. Demuestre que existe wi
punto sobre Ia gráfica de f en el que Ia recta tangente es
paralela a Ia recta con ecuación y = 2x.

Sea f(x)=x4-x3 + 7x2+ 3x-11. Demuestre quela
gráfica deftiene al menos una recta tangente horizontal.

Sea g Ia función definida como sigue:

g(x) = + x2 sen!
2 x

para x 0; g(0) = 0. (a) Muestre que g'(0) = >0. (b) Trace
Ia t'ráfica de g cerca de x = 0. Esg creciente en algán intervalo
abierto que contenga ax = 0? [Respuesta: No.]

Suponga quefes creciente en cada intervalo cerrado
[a, b] siempre que 2 a <b. Demuestre quefes creciente en
el intervalo abierto no acotado (2, +oo). Observe que el prin-
cipio descubierto se usó de manera implicita en el ejemplo 5
de esta sección.

Aproximaciones

Los problemas 57 a 59 ilustran el uso del teorema del valor
medio para aproxilnar los va/ores numéricos de lasfuncio-
nes.

Use el método del ejemplo 8, conf(x) = cos x y g(x) = 1

- x2 para mostrar que

cos x > 1 - x2

para toda x>0 (figura 4.3.18).
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x

Figura 4.3.18 cosx y Figura 4.3.19 x, sen x y
g(x) =x - g(x) = x - x
(problema 57) (problema 58)

(a) Use el método del ejemplo 8 y el resultado del
problema 57 para mostrar que

senx > x -

para toda x > 0 (figura 4.3.19). (b) Use los resultados del
ejemplo 8 y Ia parte (a) para calcular el seno de un ángulo de
50 con una precision de tres cifras decimales.

(a) Use el resultado del problema 5 8(a) para mostrar que

cos x < 1 - x2 + x4

para toda x > 0. (b) Use los resultados del problema 57 y Ia
parte (a) para calcular el coseno de un ángu]o de 100 con una
precision de tres cifras decimales.
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El criterio cle la
primera derivada

8
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4
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0
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(0, 3)

Figura 4.4.2 La gráfica
def(x) = x2 + 3. El valor
minimo localf(0) = 3 es
también el valor minimo
global def(x)

Seçción 4.4 / El crilerlo de Ia primera derivada

En Ia sección 3.5 analizamos los valores máximos ymInimos absolutos de una función
definida Cfl un intervalo cerrado y acotado [a, b]. Consideremos ahora los valores
extremos de las funciones definidas Cfl dominios más generales, mcluyendo intervalos
abiertos o no acotados, asI como intervalos cerrados y acotados.

Recuerde que si c es un punto del dominio D de la funcionftal quef(c) f(x)
para toda x en D, entoncesf(c) es el valor máximo absoluto def(x) en D.
Sif(c) f(x) para toda x enD, entoncesf(c) es el valor mInimo absoluto de

f(x) en D. Si el dominio de definición defes claro (como cuandofestá definida
en toda la recta real) podemos decir simplemente quef(c) es el valor máximo
(o mInimo) absoluto def(x).

En este contexto, Ia palabra global se usa con frecuencia en vez de la palabra
absoluto. La distinción entre los valores extremos globales y locales es importante.
Recuerde de Ia sección 3.5 quef(c) es un valor máximo local def(x) sif(c) es
el valor máximo global def(x) en algñn intervalo abierto que contenga a c; de
manera análoga, un valor mInimo localf(c) es un valor mInimo global def(x) en
algñn intervalo abierto que contenga a c. La figura 4.4.1 muestra un ejemplo tIpico
de una función que no tiene un máximo ni un mInimo globales. Pero cada uno de
los dos extremos locales que se muestran ahI es un valor extremo global en un
intervalo abierto suficientemente pequeño.

Figura 4.4.1 Los extremos
locales son extremos absolutos en
intervalos suficientemente
pequeños

El teorema 2 de Ia sección 3.5 nos dice que cualquier extremo de la función
derivable f en un intervalo abierto I debe aparecer en un punto crItico, donde la
derivada se anule:

f'(x)O.
Pero el simple hecho de quef'(c) 0 no imp lica, por sj solo, que el valor crItico
f(c) sea un valor extremo def Las fIguras 4.4.2 a 4.4.5 ilustran las diversas

Figura 4.4.3 La gráflca
def(x) 4 (x l)2.El
valor máximo localf(l) = 4
es también el valor máximo
global def(x).

Figura 4.4.4 La gráfica
def(x) = - 3x2 - 9x. Es
claro que el valor minimo
local! (3) = 27 no es el
valor minimo global. De
manera análoga, el valor
niáximo localf(-1) = 5 no
es el valor máximo global

8

4

>0
-4

-8

Figura 4.4.5 La grãfica
def(x) = x3 + 2. El valor
criticof(0) = 2 no es un
valor extremo global ni
local def(x)
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Figura 4.4.6 El criterio
de la primera derivada

-( L .. R

a 1\
A Ia izquierda A Ia derecha
dec dec

Figura 4.4.7 Los intervalos
abiertos a Ia izquierda y a Ia
derecha del punto c

f creciente
f(x)>O

b x

y

f crecjente
f'(x)>Q

a

Máximo

posibilidades paraf(c); si es un valor máximo o mInimo local o global,o ninguno
de estos casos.

Lo que necesitamos es Un criterio para decidir si, en el punto critico x = c, el
valorf(c) es realmente un valor máximo o mInimo def(x), ya sea local o global.
La figura 4.4.6 muestra cómo desarrollar este criterio. Suponga que la funcionf
es continua en c y que c es tm punto interior del dominio def; es decir,festa
definida en cierto intervalo abierto que contiene a c. Sifes decreciente inmedia-
tamente a Ia izquierda de c y creciente inmediatamente a la derecha de c, entonces
f(c) debe ser un valor mInimo local def(x). Pero sifes creciente inmediatamente
a Ia izquierda de c y decreciente inmediatamente a su derecha, entoncesf(c) debe
ser un máximo local. Sifes creciente a ambos lados o decreciente a ambos lados,
entoncesf(c) no es un valor máximo ni un valor mmnimo def(x).

Además, sabemos por el corolano 3 de Ia sección 4.3 que el signo de Ia
derivadaf'(x) determina los puntos dondef(x) es decreciente y ]os puntos donde
es creciente:

D f(x) es decreciente sif'(x) < 0;

U f(x) es creciente sif'(x) > 0.

En el siguiente criterio para extremos locales, decimos que

U f'(x) <0 a la izquierda de c sif'(x) <0 en algiin intervalo (a, c) de námeros
inmediatamente a la izquierda de c y que

U f'(x)> 0 a la derecha de c sif'(x)> 0 en algCin intervalo (c, b) de nümeros
inmediatamente a la derecha de c,

etcetera (véase Ia figura 4.4.7). El teorema 1 nos dice cómo usar los signos def'(x) a
la izquierda y ala derecha del punto c para determinar sif(x) tiene un valor máximo
local o un minimo local en x = c.

f decreciente
f(x)<O

b x

y

f crecjentc
f'(x)>O f creciente

f(x)>O

a c b x

Ninguno de los dos

Teore ma 1 El criterio de la prim era derivada para extremos locales
Suponga que Ia funcionfes continua en el intervalo Iy que también es
derivable ahI, excepto posiblemente en el punto interior c de I.

Sif'(x) <0 a Ia izquierda de c yf'(x)> 0 a Ia derecha de c, entonces
f (c) es un valor rnjnjrno local def(x) en I.
Sif'(x) > 0 a la izquierda de c yf'(x) < 0 a Ia derecha de c, entonces
f (c) es un valor rnáxi,no local def(x) en I.
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Figura 4.4.8 Los tres casos en
el criterio de Ia primera derivada

Figura 4.4.9 f(x) = x2,
f'(x) = 2x: un minimo
local en x = 0

Secciôn 4.4 I El criterio de Ia prinlera dcrivada

3. Sif'(x) > 0 a Ia izquierda y a la derecha de c; o bien sif'(x) <0 a la
izquierda y a Ia derecha de c, entoncesf(c) no es un valor mmnimo ni
máximo def(x).

COMENTkRIO Entoncesf(c) es un extremo local si la primera derivadaf'(x)
cambia de signo cuando x pasa por c y la dirección del cambio de signo determina
sif(c) es un máximo o un mInimo local. Una buena forma de recordar el criterio
de Ia pnrnera derivada es visualizar la figura 4.4.6.

Denzostración del teorerna 1 Solo demostraremos la parte 1; las otras dos partes
tienen demostraciones similares. Suponga que las hipótesis del teorema I son
válidas; quefes continua en el intervalo I, que c es un punto interior de Iy quef
es derivable en I, excepto posiblemente en x = c. Suponga también quef'(x) <0
a la izquierda de c yf'(x) > 0 a la derecha de c. Entonces existen dos intervalos
(a, c) y (c, b), cada uno totalmente contenido en I, tales quef'(x) < 0 en (a, c)
yf'(x)> 0 en (c, b).

Suponga que x está en (a, b). Entonces debemos considerar tres casos. El
prirnero, siX <c, entoncesx está en (a, c) yfes decreciente en (a,c], de modo que
f (x) >f(c). El segundo, si x > c, entonces x está en (c, b) yfes creciente en [c, b),
por lo que nuevarnentef(x) >f(c). Por ültimo, six = c, entoncesf(x) f(c). AsI,
para cada x en (a, b),f(x) f(c). En consecuencia, por definición,f(c) es un
valor minirno local def(x). U

La idea de esta dernostraciOn se ilustra en la figura 4.4.8. La parte (a) muestra
afdecreciente a Ia izquierda de c y creciente a la derecha, por lo que debe exiStir
an minirno local en x = c. La parte (b) muestra afcreciente a la izquierda de c y
decreciente a la derecha, por lo quef(c) es un valor máximo local def(x). En la
parte (c), la derivada tiene el mismo signo a ambos lados de c, por lo que no existe
un extrerno de cualquier tipo en x = c.

OBSERVACION Las figuras 4.4.9 a 4.4.13 ilustra los casos en que se aplica el
teorerna I, donde el intervalo I es Ia recta real completa R. En las uiguras 4.4.9 a
4.4.11, el origen c = 0 es un punto crItico puesf'(0) = 0. En las figuras 4.4.12
a 4.4.13, c = 0 es un punto crItico puesf'(0)noexiste.

Figura 4.4.10 f(x) = x2,
f'(x) = 2x: un máximo
local en x = 0

0.8-

0.4-

>0

-0.4-

-0.8-

y =

-1 -0.5 0.5

Figura 4.4.11 f(x) =x3,
f'(x) = 3x2: no existe
un extremo en x = 0
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Figura 4.4.12 f(x) =x213,f'(x) =
x: un minimo local en x = 0

CLASIFICACION DE PUNTOS CR1 TICOS

Suponga que hemos encontrado los puntos crIticos de una función. Entonces,
podemos intentar clasificarlos (como máximos locales, mInimos locales, o ningu-
no de estos casos) aplicando el criterio de Ia primera derivada a cada punto. El
ejemplo 1 ilustra un procedimiento que puede ser ütil.

EJEMPLO 1 Determine y clasifique los puntos crIticos de la fimción

f(x) = 2x3 - 3x2 - 36x + 7.
Soliición La derivada es

f'(x) = 6x2 - 6x - 36 = 6(x + 2)(x - 3), (1)

de modo que los puntos crIticos [dondef'(x) = 0] son x = - 2 y x = 3. Estos dos
puntos separan el eje x en los tres intervalos abiertos (oo, 2), (-2, 3) y (3, +oo).

La derivada f'(x) no puede cambiar de signo dentro de cualquiera de estos
intervalos. Una razón para esto es que el factorx + 2 de La ecuación (1) cambia de
signo solo en - 2, mientras que el factor x - 3 cambia de signo solo en 3 (figura
4.4.14). Como en el ejemplo 7 de Ia sección 4.3, ilustramos dos métodos para
determinar los signos def'(x) en los intervalos (-co, 2), (-2, 3) y (3, +oo).

= -2

x+2<O x+2>0

Figura 4.4.13 f(x) =x',f'(x) =
x: no existe Un extremo en x =0

METODO 1 La segunda y tercer columnas de la siguiente tabla registran (de Ia
figura 4.4.14) los signos de los factores x + 2 y x 3 de Ia ecuación (1)en los tres
intervalos enumerados en Ia primera columna. Los signos de f'(x) en la cuarta
columna se obtienen entonces por multiplicación.

Intervalo x + 2 x - 3 f'(x)

(ce, 2) Neg. Neg. Pos.
(-2, 3) Pos. Neg. Neg.
(3, +) Pos. Pos. Pos.
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- y = x213

-0.5 0
x

0.5

y=xl/3

-0.5 0.5 1

0.8

0.4

-0.4

-0.8

0.8

0.4

-0.4

-0.8

Figura 4.4.14 Los signos de x + 2 x- 3<0 x-3>0
yx-3 (ejemplo 1) = 3
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Figura 4.4.16 y = f(x)
(ejemplo 1)

f'(x)>O f'(x)<O f'(x)>O- L I I

f creciente I decreciente f creciente
x=-2 x=3

Figura 4.4.15 Los tres
intervalos del ejemplo 1

METODO 2 Como la derivadaf'(x) no cambia signo dentro de cualquiera de los
tres intervalos, solo necesitamos calcular su valor en un punto de cada intervalo:

En (_oo, 2): f'(-3)= 36>0; positivo;

En (-2, 3): f'(0) = 36 <0; negativo;

En (3, +oo): f'(4) =36>0; positivo.

La figura 4.4.15 resume nuestra informaciOn acerca de los signos de f'(x).
Comof'(x) es positiva a Ia izquierda y negziva a la derecha del punto crItico
x = - 2, el criterio de Ia primera derivada implica quef( 2) = 51 es un valor
máximo local. Comof'(x) es negativa a Ia izquierda y positiva a la derecha de x
= 3, se sigue quef(3) = - 74 Cs un valor mInimo local. La gráfica dey =f(x) de
Ia figura 4.4.16 confirma esta clasificaciOn de los puntos crIticos 2 y 3.

PROBLEMAS DE MAXIMOS Y MINIMOS
EN INTERVALOS ABIERTOS

En Ia sección 3.6 analizamos problemas de aplicaciOn de máximos y mInimos
donde los valores de la variable dependiente están dados mediante una función
definida en un intervalo cerrado y acotado. Sin embargo, a veces la funciOnfque
describe a la variable por maximizar está definida en un intervalo abierto (a, b),
posiblemente no acotado, como (1, +oc) o +oo) y no podemos "cerrar" el
intervalo agregándole Los extremos. Por lo general, la razón es que f(x)
cuando x tiende a a o a b. Pero siftiene un ünico punto crItico en (a, b), entonces
el criterio de Ia primera derivada nos dice quef(c) es el extremo deseado e incluso
puede determinar si es un valor máximo o minimo def(x).

EJEMPLO 2 Determinar el valor minimo (absoluto) de

f(x)=x+ para0<x<+.
Soi,iciôn La derivada es

4 x2-4f(x)=1---3=
2x x

Las raices de Ia ecuación

f'(x) -

son x = 2 y x = 2. Pero x = 2 no está en el intervalo abierto (0, +00 ) por lo que
sOlo debemos considerar al punto crItico x = 2.
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Figura 4.4.17 La gráfica de Ia
función del ejemplo 2

2 In

Ladc

4
YX+

Fondo

Figura 4.4.18 Las partes para
formar Ia lata cilIndrica del
ejemplo3

r

De la ecuación (2) vemos inmediatamente que

U f'(x) <0 a la izquierda de x = 2 (pues x2 <4 ahI), mientras que

U f'(x) > 0 a Ia derecha de x = 2 (pues x2> 4 ahI).

Por tanto, el criterio de Ia primera derivada implica quef(2) = 4 es un valor mInimo
local. También observamos que f(x) +00 cuando x - 0 o x +oo. En
consecuencia, la gráfica defse parece ala figura 4.4.17, y vemos quef(2) = 4 es
el valor minimo absoluto def(x) en todo el intervalo (0, +oo).

EJEMPLO 3 Debemos fabricar una lata cilIndrica con un volumen de 125
pulgadas ciibicas (cerca de dos litros) cortando Ia tapa y el fondo de pie7as
cuadradas de metal y formando su lado curvo al doblar una hoja rectangular de
metal que coincida con los extremos. Qué radio ry altura h de la lata minimizarán
el costo total del material necesario para el rectángulo y los dos cuadrados?

Soluciôn Suponemos que las esquinas que se cortan de los dos cuadrados, que
se muestran en la figura 4.4.18, se desperdician pero que no hay otro desperdicio.
Como muestra la figura, el area de la cantidad total de hoja metálica necesaria es

A = 8r2 + 2rrh.
El volumen de Ia lata resultante esI

h de modo que h = 1251(1rr2). Por tanto, A está dada como función de r por

125 250A(r)=8r2+2rr=8r2+--, 0<r<+co.irr r
El dominio de A es el intervalo abierto no acotado (0, +00), pues r puede tener

cualquier valor positivo, de modo que A(r) está definida pam cada nimero r en
(0, +00). Pero A(r) - +oo cuando r 0 y cuando r -4 +oo. AsI, no podemos
usar el método del máximo y el mInimo en un intervalo cerrado. Pero sIpodemos
usar el criterio de la primera derivada.

La derivada deA(r) es

dA 250 16( 125-= l6r---=--Ir - . (3)
dr r r\ 8

Asi, el inico punto crItico en (0, +oo) está donde r3 ; es decir,

r = = = 2.5.

De Ia ecuación (3) vemos inmediatarnente que

l dA/dr < 0 a Ia izquierda de r = -, pues r3 < - ahI, mientras que

U dA/dr > 0 a la derecha, donde r3>

A(r) = 8r r en (5U, Thoo) es
250 Por tanto, el criterio de la primera derivada implica que un valor mInimo local de+ S S

250A(2.5) = 8 . (2.5)2 + = 150.
2.5
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Figura 4.4.19 La gráfica de la Considerando que A(r) -4 +00 cuando x 0 + y cuando x * +00, vemos que la
función del ejemplo 3 grafica deA(r) en (0, +00) se ye como la figura 4.4.19. Esto reafirma el hecho de
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Figura 4.4.20 Cargando una
varilla a] doblar una esquina
(ejemp!o 4)

Figura 4.4.21 y = tan x
(ejemplo 4)

0.90 !E 0

2

Figura 4.4.22 La gthfica de L(0)
(ejemplo 4)

que A(2.5) = 150 es el valor nilnimo absoluto de A(r). Por tanto, minimizamos la
cantidad de material necesario pam fabricaruna lata con radio r = 2.5 pulgadas y altura

h = (25)2 = 6.37 (pulg).

La cantidad total de material utilizado es 150 pulgadas cuadradas.

EJEMPLO 4 Determine la longitud de la varilla más larga que se puede cargar
horizontalmente dando la vuelta a la esquina de un pasillo de 2 metros de ancho
hacia otro con un ancho de 4 metros.

Solución La longitud deseada es la longitud minima L = + L2 de la varilla
cargada al doblar la esquina de la figura 4.4.20. Los tnángulos semejantes de la
figura implican que

4 2=senO y --cosO,
L1 L2

de modo que

= 4 csc 0 y L = 2 sec 0.
Por consiguiente, la longitud L = L1 + L2de la varilla está dada como una fimción
de 9 por

L(0) = 4 csc 0 + 2 sec 0
en el intervalo abierto (0, ir/2). Observe que L .* +oo cuando O- 0o O* (ir/2).
(Por qué?)

La derivada de L(0) es

dL
4 csc 0 cot 0 + 2 sec 0 tan 0

4cosO seno 2sen3O-4cos3O
= + =

sen2 0 cos2 0 sen2 0 cos2 0

(2 cos 0)(tan3 0 - 2)
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sen20

Por tanto, dL/d9= 0 exactamente cuando

tan 0 = de modo que 0 0.90 (rad).

Ahora, vemos de Ia ecuación (4) y de la gráfica de la función tangente (figura
4.4.21) que

31 3O dL/dO<0alaizquierdadeO=0.90,dondetanO<z2,demodoquetan O<2,y

o dL/dO> 0 a la derecha, donde tan3 9 > 2.

En consecuencia, Ia grafica de L se parece a Ia figura 4.4.22. Esto significa que el
valor mInimo absoluto de L (y por tanto, la longitud maxima de la varilla en
cuestión) es

L(0.90) = 4 csc(0.90) + 2 sec(0.90),

o aproximadamente 8.32 metros.

(4)
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4.4 Problemas

Aplique el criterio de Ia primera derivada para c1asfIcar
cada uno de los pun los crIticos de las funciones en los
problemas I a 16 (local o global, máximo o mInimo, o que no
sea extremo). Si tiene una calculadora gr4fica o una computa-
dora, trace y =f(x) para ver si la apariencia de Ia gráfica
coincide con su clas/lcación de los pun los crIlicos.

14. f(x) =

16. f(x) =

En los problemas 17 a 26, determine y cla.sfique los pun tos
crIticos de lasfunciones dadas en el intervalo abierto indica-
do. Ta! vez le sea átil construir una tabla de signos, coino en
el ejemplo 1.

216

El método que usamos en los ejemplos 2 a 4 para establecer los extremos
absolutos ilustra Ia siguiente version global del criterio de la primera derivada.

Teorema 2 El criteria de laprimera derivadapara extremos globales
Suponga quefesta definida en un intervalo abierto I, acotado o no, y que

fes derivable en todo punto de I, excepto posiblemente en el punto crItico
c dondefes continua.

Si f'(x)<Oparatodaxenitalquex <cyf'(x)>Oparatodaxenl,
tal que x> c, entoncesf(c) es ci valor mInimo absoluto def(x) en I.
Sif'(x)>Oparatodaxenitalquex <cyf'(x)<Oparatodaxenl,
tal que x > c, entoncesf(c) es el valor máximo absoluto def(x) en I.

La demostración de este teorema es esencialmente Ia misma que la del teorema 1.

OBSERVAC1ON Cuando Ia función f(x) solo tiene un punto crItico c en un intervalo
abierto, podemos aplicar ci teorema 2 para saber sif(c) es el mInimo absoluto 0 Si es
el máximo absoluto def(x) en I. Pero siempre es una buena práctica verificar sus
conciusiones trazando Ia gráfica, como lo hicimos en los ejempios 2 a 4.

13. f(x) = x2 +

15. f(x) = 3 - x213

17.f(x) =sen2x;
18. f(x) = C0s2x;

19.f(x) =sen3x;

Figura 4.4.23 La secciOn
transversal rectangular del
problema 28

En los problemas 27 a 50, los cuales son problemas de
aplicación de máximosy mInimos, use el criterio de Ia prime-
ra derivada para verfi car sus respuestas.

Determine dos nümeros reales cuya diferencia sea 20 y
su producto el minimo posible.

Una larga hoja rectangular de metal servirá para hacer un
canal para desagüe del agua de iluvia, dobiando dos extremos
en ángulos rectos hacia la banda central restante (figura
4.4.23). La sección transversal rectangular del canal debe
tener un area de 18 pulgãdas cuadradas. Determine ci minimo
ancho posible de la banda.

= 18 pulgadas

.j
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23.f(x) =senx - xcosx; (-5, 5)
24. f(x) = cosx + Xsenx; (-3, 3)
25. f(x) = 2 tanx - tan2x;
26. f(x) = (1 - 2 senx)2;

(0,

(0, 2)

1)

20. f(x) = cos4x; (0, 4)

21. f(x) = tan2x; (-1, 1)
22. f(x) = tan3x; (-1, 1)

1.f(x)x2-4x+ 5 2.f(x)=6x -x2
3.f(x)=x3-3x2+5 4.f(x)=x3-3x+ 5

f(x) - 3x2 + 3x + 5
f(x) = 2x3 + 3x2 - 36x + 17
f(x) = 10 + 60x + 9x2 - 2x3
f(x) = 27 - x3 9. f(x) = x4 - 2x2

10.f(x)=3x5-5x3 11.f(x)=x+!



Determine el punto (x, y) de la recta 2x +y=3 más cercano
a! punto (3, 2).

Usted debe construir una caja rectangular cerrada con
volumen 576 pulgadas ct'ibicas y cuyo fondo sea el doble de
largo que de ancho (figura 4.4.24). Determine las dimensiones
de la caja que minimizarán el area total de su superficie.

2x

Figura 4.4.24 La caja del problema 30

Repita el problema 30, pero use una caja sin tapa con un
volumen de 972 pulgadas cábicas.

Un recipiente cilindrico sin tapa debe tener un volumen
de 125 pulgadas ciibicas. tQué dimensiones minimizarán la
cantidad total de material utilizado al hacer el recipiente
(figura 4.4.25)? Desprecie el espesor del material y el posible
desperdicio.

Aiapa

2rh/
Figura 4.4.25 El cilindro de los problemas 32, 33, 38 y 39

Un recipiente cilindrico sin tapa debe tener un volumen
de 250 cm3 (figura4.4.25). El material del fondo del recipiente
cuesta 4 centavos el centimetro cuadrado; el del lado cur-
vo duesta 2 centavos el centimetro cuadrado. ,Que dimensio-
nes minimizarán el costo total del recipiente?

Determine el punto (x, y) de Ia parabola y = 4 - x2 que
esté más cerca del punto (3, 4). [Sugerencia: La ecuación
ciThica que obtendrá tien un entero pequefio como una de sus
raices. Sugerencia: Minimice el cuadrado de la distancia.]

Muestre que el rectángulo con area 100 y perimetro
minimo es un cuadrado.

Muestre que el sólido rectangular con base cuadrada,
volumen 1000 y que minimiza el area total de Ia superficie es
un cubo.

Una caja con base cuadrada y sin tapa debe tener un
volumen de 6.25 pulgada.s cübicas. Desprecie el espesor del
material utilizado para crear Ia caja, y determine las dimen-
siones que minimizarán Ia cantidad de material utilizado.

Usted necesita una lata de aluminio con Ia forma de un
cilindro circular recta de volumen 1 óir cm3 (figura 4.4.25).

Sección 4.4 / El criterio de la primera derivada

(,Qué radio r y altura h minimizarian el area total de su
superficie (incluyendo el fondo y la tapa)?

El metal utilizado para formar la tapa y el fondo de una
lata cilindrica (figura 4.4.25) cuesta 4 centavos por pulgada
cuadrada; el metal utilizado para el lado cuesta 2 centavos la
pulgada cuadrada. El volumen de Ia lata debe ser exactamente
100 pulgadas cübicas. 4,Que dimensiones de la lata minimizan
su costa total?

Cada págma de un libro contiene 30 pulgad.as cuadradas
de impresión, y cada página debe tener un margen de dos
pulgadas en la parte superior e inferior y márgenes de una pul-
gada a cada lado. ,Cuál es el area minima posible en dicha
página?

4,Cuál(es) punto(s) de la curvay =x2 están más cerca del
punto (0, 2)? [Sugerencia: El cuadrado de una distancia se
minimiza exactamente cuando la misma distancia se mi-
nimiza.]

6Cuál es la longitud del segmento de recta más corto
completamente coritenido en el primer cuadrante, con extre-
mos en los ejes de coordenadas y tangente a Ia gráfica de
y = l/x?

Un rectángulo tiene area 64cm2. Se desea trazar una Ilnea
recta de tma esquina del rectángulo a! purito medio de uno de
los dos lados más distantes. 6Cuál es la longitud minima
posible de dicha recta?

Una lata de aceite debe tener m volumen de 1000 pulga-
das cábicas y Ia forma de un cilindro con fondo piano pero
cubierto por una semiesfera (figura 4.4.26). Desprecie el
espesor del material de !a lata y determine las dimensiones
que minimizarán Ia cantidad de material necesario para fabri-
carla.

A = 2irr2/

Figura 4.4.26 La lata de aceite del problema 44

Determine Ia longitud L de la varilla más larga que puede
pasar horizontalmente una esquina en un corredor de 2 metros
de ancho, hacia otro de 4 metros de ancho. Hagalo minimi-
zando la longitud de Ia varilla de !a figura 4.4.27, minimizan-
do el cuadrado de esa longitud como función de x.

2--

4

Figura 4.4.27 Cargando una varilla a! doblar Ia esquina
(problema 45)
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Determine la longitud de Ia escalera más corta que Ilega
desde el piso, sobre un muro de 8 pies de altura, hasta una pared
de un edificio, a un pie de distancia del muro. Es decir, minimice
Ia longitud L = + L2 que aparece en Ia figura 4.4.28.

Figura 4.4.28 La escalera del problema 46

Figura 4.4.29 La sección transversal por el centro de Ia
esfera y la pirámide del problema 47

Una esfera con radio fijo a está inscrita en una pirámide
con base cuadrada, de modo que la esfera toca la base de Ia
pirámide y a cada uno de sus cuatro lados. Muestre que ci
volumen minimo posible de la pirámide es 8/r veces

4.4 Proyecto

Figura 4.4.31 Una caja con
base cuadrada

el volumen de Ia esfera. [Sugerencia: Use los dos triángulos
rectángulos en la figura 4.4.29 para mostrar que el volumen
de Ia pirámide es

4a2 2
V = V(y)

= - 2a)

Esto se puede hacer fácilmente con Ia ayuda del ángulo 0 y
sin Ia formula para tan(9/2).] No olvide determinar el domi-
nio de V(y).

Dos ruidosas discotecas, una de ellas cuatro veces más
ruidosa que Ia otra, están situadas en lados opuestos de una
calle de 1000 pies de largo. 6Cuál es el punto más tranquilo
de la calle entre las dos discotecas? La intensidad del ruido
en un punto a cierta distancia de Ia fuente es proporcionai al
ruido e inversarnente proporcional al cuadrado de Ia distancia
a Ia fuente.

Suponga que desea fabricar una tienda de campaña con
un volumen fijo V con Ia forma de una pirámide con base
cuadrada y lados congruentes (figura 4.4.30). Cuál altura y
y lado 2x minimizarlan el area total de su superficie (inclu-
yendo ci piso)?

y

Figura 4.4.30 La tienda del problema 49

Suponga que Ia distancia del edificio a Ia pared del
problema 46 es a y que la altura de Ia pared es b. Muestre que
Ia longitud minima de Ia escalera es

Lmin = (a2t3 + b213)312.

Los problemas en este proyecto requieren el uso de una calculadora gráfica o una
computadora con una utilerla de graficación.

La figura 4.4.31 muestra una caja rectangular con base cuadrada. Suponga que
su volumen V = x2y debe ser 1000 pulgadas cObicas. Queremos fabricar esta caja con
un costo minirno. Cada una de las seis caras cuesta a centavos por pulgath cirnIrada
y el pegado de cada una de las 12 aristas cuesta b centavos por pulgada.

1. Muestre prirnero que el costo total Cestá dado como una función dcx mediante

4000a 4000b
C(x) = 2ax2 + 8bx + +

x x2
(5)
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4.5
GraficaciOn sencilla
de curvas

Suponga que a = b = 1. Determine las dimensiones de la caja de costo mInimo
haciendo una aproximación a la solución adecuada de C(x) = 0.

Repita el problema 2, con a y b como los ültimos dos dIgitos distintos de cero
en su dave de alumno.

Después de hacer los problemas 2 y 3, le parecerá que algo huele mal. Es
posible que la forma de Ia caja optima no dependa de los valores de a yb? Muestre
que la ecuación C'(x) = 0 conduce a la ecuación de cuarto grado

ax4 + 2bx3 - l000ax - 2000b = 0. (6)

Despejex de esta ecuación usando un sistema de algebra simbOlica, como Derive,
Maple o Mathematica, si puede utilizar alguno de éstos. En caso contrario, podrá
resolver Ia ecuaciOn (6) a mano; si comienza factorizando x3 de los dos primeros
términos y 1000 de los (iltimos dos.

Suponga que el fondo y Ia tapa de Ia caja de Ia figura 4.4.31 cuestanp centavos
por pulgada cuadrada y que los cuatro lados cuestan q centavos por pulgada
cuadrada (las 12 aristas siguen costando b centavos por pulgada). Por ejemplo,
sean p, q y b los ültimos tres dIgitos distintos de cero en su dave de alumno.
Determine entonces gráficamente las dimensiones de Ia caja con volumen 1000
pulgadas ciibicas y costo minimo.

Podemos construir una gráfica con una precision razonable de la función polino-
mial

f(x) = ax" + a-1x1 + + a2x + a1x + ao (1)

reuniendo Ia siguiente información.

Los puntos crIticos def; es decir, los puntos de la gráfica donde Ia recta
tangente es horizontal, de modo quef'(x) = 0.
El comportamiento creciente/decreciente de f; es decir, los intervalos en
dondefes creciente y aquellos dondefes decreciente.
El comportamiento def"en" infinito (es decir, el comportamiento def(x)
cuando x -* y cuando x -3 -°°.

La misma información es con frecuencia la dave pam comprender la estructura
de una gráfica que ha sido graficada mediante una calculadora o una computadora.

Para realizar Ia tarea del punto 3, escribimosf(x) en la forma

f(x) = x(a +
a-1

+ + +

AsI, concluimos que el comportamiento def(x) cuandox -* ± 00 es casi el mismo
que el de su término principal a,x', pues todos los términos que tienen potencias
de x en el denominador tienden a cero cuando x -* ± 00 - En particular, si a> 0,
entonces

limf(x) = 00, (2)

lo que significa quef(x) aumenta sin limite cuando x - -Foo. Además,

+co
urn f(x) = -00

si n es par
Si n es impar.

(3)

Si a, <0, solo invierta los signos de los lados derechos en las ecuaciones (2) y (3).
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)f)f )( )f )(

C1 C2 C3 C_ C1<

Figura 4.5.1 Las ralces def'(x)
separan el eje x en intervalo
dondef'(x) no cambia de signo

Todo polinomio, comof(x) en Ia ecuación (I), es derivable en todo punto.
AsI, los puntos criticos def(x) son las raIces de la ecuación polinomialf'(x) = 0;
es decir, soluciones de

nax + (n l)a_1x2 + + 2ax + a1 = 0. (4)

A veces podemos determinar todas las soluciones (reales) de tat ecuación mediante
factorización, pero otras veces debemos recurrir a métodos numéricos con el apoyo
de una cal culadora o una computadora.

Pero supongamos que hemos determinado de alguna forma todas las solucio-
nes (reales) c1, c2, . . . , C de la ecuación (4). Entonces, estas soluciones son los
pi.mtos criticos def Si los ordenamos en forma creciente, como en la figura 4.5.1,
éstos dividen el eje x en el niirnero finito de intervalos abiertos

(cc, ci), (c1, C2), (C2, c3).....(Ck_l, ck), (Ck, +cc)

que también aparecen en la figura. La propiedad del valor intermedio aplicada
af'(x) nos dice quef'(x) solo puede cambiar de signo en los puntos criticos def
por lo quef'(x) solo tiene un signo en cada uno de estos intervalos abiertos. Es
tIpico quef'(x) sea negativa en algunos intervalos y positiva en otros. Además, es
más fácil determinar ci signo def'(x) en cualquiera de estos intervalos I: solo
necesitarnos sustituir cua]quier nOmero conveniente de Ienf'(x).

Una vez que conocernos el signo def'(x) en cada uno de estos intervalos,
sabernos dOnde es creciente f y dOnde es decreciente. Aplicamos entonces el
criterio de Ia primera derivada para determinar cuáles de los valores criticos son
rnáxirnos locales, cuáles son minimos locales y cuáles no son ni unos ni otros
(puntos donde Ia recta tangente es horizontal). Con esta información, el conoci-
miento del comportamiento defcuando x ±oo y el hecho de quef sea continua,
podemos trazar su gráfica. Localizamos los puntos crIticos (ci, f(c1)) y los unimos
mediante una curva suave que sea consistente con nuestros demás datos.

También puede ser Oti] localizar la intersecciOn con el eje y (0,f(0)) y las
intersecciones con el eje x que sean fáciles de determinar. Pero le recomendamos
(hasta ver los puntos de inflexión que presentamos en Ia sección 4.6) que solo
localice estos puntos (puntos criticos e intersecciones con los ejes) y se base en ci
comportarniento creciente y decreciente def

EJEMPLO 1 Trace la grafica def(x) = - 27x.

Solución Como el término principal es x3, vernos que

urn f(x) = cc y urn f(x) =

fix)>O
x=-3

f(x) creciente
f(-3)=54

f'(x)<O
x=3 f(x)>O

f(x) decreciente f(x) creciente
f(3)=-54

Figura 4.5.2 Los tres intervalos abiertos del ejemplo 1
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Adernás, corno
f'(x) = 3x2 27 = 3(x + 3)(x 3), (5)

vemos que los puntos criticos dondef'(x) = 0 son x 3 y x 3. Los puntos
correspondientes sobre Ia gráfica defson (-3, 54) y (3, 54). Los puntos criticos
separan al eje x en los tres intervalos abiertos (Woo, 3), (-3, 3) y (3, +oo) (figura



Figura 4.5.3 Gráfica de Ia
función del ejemplo I

(_3'/, 0)
intersección con el ejex

4.5.2). Para determinar el comportamiento creciente o decreciente de f en estos
intervalos, sustituimos un niimero de cada intervalo en la derivada de la ecuación (5):

Localizarnos los puntos crIticos y las intersecciones con Los ejes (0, 0), (3T3, 0)
y (-iR3, 0). Utilizamos después Ia información del comportamiento creciente o
decreciente defpara unirlos mediante una curva suave. Recordemos que existen
tangentes horizontales en los dos puntos crIticos pam obtener la gráfica que se
muestra en la f'igura 4.5.3.

En Ia figura usamos los signos más y menos para indicar el signo def'(x) en
cada intervalo. Esto permite ver claramente que (-3, 54) es un máximo local y que
(3, 54) es un minimo local. Los lImites que determinamos al principlo muestran
que ninguno de ellos es global.

EJEMPLO 2 Trace la gráfica def(x) = 8x5 5x4 20x3.

So/u ción Corno

f'(x) = 40x4 - 20x3 - 60x2 = 20x2(x + 1)(2x - 3), (6)

los punto crIticos dondef'(x) = 0 son x = 1, x =0 yx = . Estos tres puntos crIticos
separan el ejex en los cuatro intervalos abiertos que se muestran en la figura 4.5.4.
Esta vez, vamos a determinar el comportamiento creciente o decreciente de f

x=-1 x=0 =4

f'(x)>O f'(x)<O f'(x)<O f'(x)>O

f(x) creciente

(-3, 54)
Máximo local

+ + -- - - - - + + -1

(0,0)
intersección con ci 25

ejexy el ejey

=x3 27x
50

f(x) decrecien e f(x) decreciente

(3, 54)
Minirno iocai

f(x) creciente

(3,0)
intersección con ci eje x

En (cc, 3): f'(-4) = (3)(-1)(-7) = 21 >0; jescreciente;

En (-3, 3): f'(0) = (3)(3)(-3) = 27 <0; fesdecreciente;

En (3, +co): f'(4) = (3)(7)(1) = +21 > 0; fes creciente.

f(i)=7 f(0)=0 f(=_32.06
Figura 4.5.4 Los cuatro
intervalos abiertos del ejemplo 2

Sección 4.5 I Graficación sencilla de curvas 221



Figura 4.5.5 La gráfica de Ia
función del ejemplo 2
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(-1,7)
Máximo local

++++++.l-+++ +

-2 / -1
(-1.30,0)

20

-10

-20

-30

y
y = 8x5 - 5x4 - 20x

(1.5, -32.06)

Minirno local

registrando los signos de los factores en Ia ecuación (6) en cada uno de los
subintervalos que se muestran en la figura 4.5.4. Dc esta forma, obtenemos Ia
siguiente tabla:

Los puntos de Ia gráfica que corresponden a los puntos crIticos son ( - 1, 7),
(0, 0) y (1.5, 32.0625).

Escribimosf(x) en la forma

f(x) = x3(8x2 - 5x - 20)
para usar la formula cuadrática y detenninar las intersecciones con el eje x; éstas
son (-1.30, 0), (1.92,0) (las abscisas sOlo son aproximaciones) y el ongen (0, 0).
Este t'iltimo es tamblén Ia intersección con el eje y. Aplicamos el criterio de Ia
primera derivada para ci comportamiento creciente o decreciente que se muestra
en la tabla. Se sigue que (-1, 7) es un máximo local (1.5, 32.0625) es un mInimo
local y (0, 0) no es máximo ni mInimo. La gráfica se parece a la que se muestra
en la figura 4.5.5.

En el ejemplo 3, Ia funciOn no es tin polinomio. Sin embargo, los métodos de
esta sección son suficientes para obtener la gráfica.

Capitulo 4 I Aplicaciones adicionales de Ia derivada

Intervalo x + I 20x2 2x - 3 f'(x) f
(°, - 1) Neg. Pos. Neg. Pos. Creciente
(-1, 0) Pos. Pos. Neg. Neg. Decreciente
(0, ) Pos. Pos. Neg. Neg. Decreciente

(, +oc) Pos. Pos. Pos. Pos. Creciente

Tangente

10
horizontal
(0,0)

(1.92,0)

+++

2 x



Figura 4.5.6 Los cuatro
intervalos abiertos del ejemplo 3

EJEMPLO 3 Trace Ia gráfica de

f(x) = x213(x2 2x 6) = 2x513 6x213.

Solución La derivada defes

f'(x) = x2I3 = x_v3(4x2 5x

2(4x + 3)(x 2)
3x1/3

La recta tangente es horizontal en los dos puritos crIticos x = y x = 2, donde el
numerador de Ia ñltirna fracción de la ecuación (7) se anula (y el denominador no).
Además, debido a Ia presencia del término x'3 en el denominador, f' (x) *+oo
cuando x - 0. Asj, x =0 (un punto critico puesfno es derivable en él) es un punto
donde Ia recta tangente es vertical. Estos tres puntos crIticos separan al eje x en
los cuatro intervalos abiertos que se muestran en Ia figura 4.5.6. Determinamos el
comportarniento creciente o decreciente de f sustituyendo un nümero de cada
intervalo en la ecuación (7).

= x=0 x = 2

f(x)<0 f(x) >0 f(x)<0 f'(x > 0

f(x) dcciccicnle
CrcCiCnte

f(-) 3.25 f(0) = 0

f(x) dccrcdeiite

f(2) 9.52

1(x) creciente

2 (-1)(-3)
En (_co, - ): f'( 1) < 0; fes decreciente;

3 (-1)

)
2 (+1)()

En L > 0; fes creciente;'
'.,1. 3 . (!)1/32

2 . (+7)(-1)
En (0, 2): f'(l) < 0; fes decreciente;3.(+1)

2 (+15)(+1)
>0; fescreciente.En (2, +): f'(3)

3 (±3)1/3

Los tres puntos crIticos x = , x = 0, y x = 2 dan los puntos (-0.75, 3.25),
(0, 0) y (2, 9.52) sobre Ia gráfica (usando aproximaciones en los casos adecua-
dos).

El criterio de Ia primera derivada nos muestra ahora minimos locales en
(-0.75, 3.25) y (2, 9.52), asi como un máximo local en (0, 0). Aunquef'(0)no
existe,fes continua en x = 0, por lo que es continua en todo punto.

Usamos Ia formula cuadrática para determinar las intersecciones cone! ejex.
Además del origen, éstos aparecen cuando x2 - 2x 6 = 0, por lo que estn
localizados en (I T7 0) y en (I + [J 0). Después localizamos las aproxima-
ciones (- 1.65, 0) y (3.65, 0). Por ültimo, observamos quef(x) - +00 cuando x -
± AsI, Ia gráfica tiene la forma que se muestra en Ia figura 4.5.7.

Sección 4.5 I GraficaciOn sencilla de curvas 223
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Figura 4.5.7 La técnica es
eficaz para las funciones no
polinomiales, como en el
ejemplo 3

6

4

>2

0

-2

Figura 4.5.8
y = x3 - 3x + 1

6

4

>2

0

-2

Figura 4.5.9
= x3 - 3x +2
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-4 -2 2

-4 -2 0
x

2 4

2/
(-1.65,0)

(-0.75. 3.25)
Minirno local

y

(0, 0)

Máximo local,
tangente vertical

y=x2'3(x2Zx-6)

10

TRAZO DE CURVAS Y SOLUCION DE ECUACIONES

Una aplicación importante de las técnicas para el tra.zo de curvas es la solución de
una ecuación de Ia forma

f(x)0. (8)

Las soluciones reales (en contraposición a las soluciones complejas) de esta
ecuación son sirnplemente las intersecciones de la gráfica dey =f(x) con el ejex.
Por tanto, al trazar esta gráfica con una precision razonable (ya sea "a mano" o
con una calculadora o una computadora) podemos extraer la información acerca
del námero de soluciones reales de la ecuación (8) asI como de su posiciOn
aproximada.

Por ejemplo, las figuras 4.5.8 a 4.5.10 que aparecen en el lado izquierdo
muestran las gráficas de los polinomios cábicos de las ecuaciones

x3-3x+1=0, (9)

x3-3x+2=0, (10)

x3-3x+3=0. (11)

Observe que los polinomios sOlo difieren en sus términos constantes.
Es evidente en Ia figura 4.5.8 que la ecuación (9) tiene tres soluciones reales,

una en cada uno de los intervalos [-2, 1], [0, 1] y [1, 2]. Estas soluciones se
podrIan aproximar gráficamente mediante una aproximación sucesiva o de manera
analitica mediante el método de Newton. (Incluso existen formulas, las formulas
de Cardan, para obtener Ia soluciOn exacta de una ecuaciOn cObica arbitraria, pero
son muy complicadas y rara vez se utilizan.)

En Ia ligura 4.5.9 se aprecia que la ecuación (10) tiene dos soluciones reales,
x = 1 yx = 2. Una vez que verificamos quex = 1 es una soluciOn, el teorema del
factor de algebra implica que x - 1 es un factor de x3 - 3x + 2. El otro factor se
puede determinar mediante t.ma divisiOn:

4 x

(3.65,0)

2x + 2
2x + 2

0

CapItulo 4 I Aplicaciones adicionales de Ia derivada

+ x-2
x3 - x2

3x+2
- 3x
- x

x2
x24-4 -2 0 2

x

Figura 4.5.10
y = x3 - 3x

6

4

>.2

0

-2



4.5 Problemas

En los problemas 1 a 4, use el comportamienlo 'a! injinito "para
relacionar lafunción dada con su gráJica en lafigura 4.5.11.

1. f(x) x3 - 5x + 2
2.f(x) = x4 - 3x2 + x -2
3.f(x) = -x5 - 3x2 + 3x + 2
4.f(x) = -x6 + 2x5 - 3x4 + x + 5

-4

-8

(a)

8

4

-4

-8

I'll
-4 -2 0

x

AsI, vemos que

x3_3x+2=(x_1)(x2+x_2)=(x_1)2(x+2).
En consecuencia, x = 1 es una "raiz doble" y x = - 2 es una "raIz simple" de la
ecuación (10), obteniendo entonces las tres soluciones que ma ecuación cübica
"deberIa tener".

En la figura 4.5.10 vemos que la ecuación (11) solo tiene una solución real,
dada aproximadamente por x -2.1038. En el problema 45 le pedimos que divida
x3 - 3x + 3 entre x + 2.1038 pam obtener una factorización de la forma

x-3x+3(x+2.1038)(x2+bx+c). (12)

La ecuación cuadrática x2 + bx + c =0 tiene dos soluciones complejas conjugadas,
que son las otras dos soluciones de la ecuación (11).

f(x) = 2x3 + 3x2 - 12x
f(x) = x3 - 6x2 + 9x
f(x) = x3 + 6x2 + 9x
f(x) = x3 + 3x2 + 9x
f(x) = x3 - 27x
1(x) = (x - 1)2(x + 2)2

26.f(x) = x3 - 3x2 + 3x - 1
f(x) 3x4 - 4x3 - 12x2 + 8
f(x) = x4 - 2x2 + 1
f(x) = 3x5 - 20x3
f(x) = 3x5 - 25x3 + 60x
f(x) = 2x3 + 3x2 + 6x
f(x) x4 - 4x3
f(x) = 8x4 - x8

f(x) I - x1"3
f(x) x3(4 - x)

225

(b)

14. f(x) = (x - 2)2(2x + 3)2
15. f(x) = 3V - xVx
16. f(x) = x2"3(5 - x)
17. f(x) = 3x5 - 5x3
18. f(x) = x4 + 4x3
19. f(x) = x4 - 8x2 + 7

20. f(x) = 1

21. f(x) = 2x2 - 3x - 9
22. f(x) = 6 - 5x - 6x2
23. f(x) = 2x3 + 3x2 - 12x
24. f(x) = x3 + 4x
25. f(x) = 50x3 - 105x2 + 72x

8

4

-4

-8

-4 -2 0 2 4
x

8

4

-4

-8

-4 -2 0 2 -4 -2 0 2 4
(C) x (d) x

Figura 4.5.11 Problemas 1 a 4

En los problernas 5 a 38, determine los iniervalos en
donde la función f es crecienle y aquellos donde es
decreciente. Trace la grafica de y f(x) y etiquete los
máximos y mIniinos locales.

f(x) = 3x2 - 6x + 5
f(x) = 5 - 8x - 2x2
f(x) = x3 - 12x

Sección 4.5 I Gralicación sencilla dc curvas

8

4



f(x) = x2/3(x2 - 16)

f(x) = x(x - 1)2/3

f(x) = x"3(2 - x)213

En los problemas 39 a 44, se dan los valores de lafuncion
f (x) en sus puntos crz'ticos, jun10 con Ia gráfica y f'(x) de
su derivada. Use esta informacionpara construir la gráfi-
cay =f(x) de lafuncion.

f(-3) = 78,f(2) = 47; Fig. 4.5.12

40.f(-2) = 106,f(4) = 110; Fig.4.5.13

60

40

20

-20

-40

-60

Figura 4.5.12 y =f'(x) Figura 4.5.13 y =f' (x)
del problema 39 del problerna 40

41. f(-3) = 66,f(2) = 59; Fig. 4.5.14

42.f(-3) = 130,f(0) = 5,f(1) = 2; Fig.4.5.15
60

40

20

>.0 I

-20

-40

60

60

40

20

>0
-20

-40

60

100

5°

-50

-100

100

5°

-50

-100

6

4

0

-2

Figura 4.5.18 La gráfica
y[x(x I)(2x )J2
en una escala "razonable"
(problema 47)

>

2000

-2000

-4 -2 0 2 -4 -2 0 2
x x

Figura 4.5.16 y =f'(x) Figura 4.5.17 y f'(x)
del problema 43 del problema 44

(a) Verifique Ia solución aproximada x 2.1038 de Ia
ecuación (11). (b) Divida x3 - 3x + 3entre x + 2.1038 para
obtener Ia factorización de Ia ecuación (12). (c) Use el cocien-
te de Ia parte (b) para determinar (aproximadamente) Ia pareja
de complejos conjugados de soluciones de Ia ecuación (11).

Explique por qué las figiiras 4.5.8 y 4.5.9 implican que Ia
ecuación cbica x3 - 3x + q = 0 tiene exactamente una solución
real si I q > 2 pero tiene tres soluciones reales distintas si
Iqi < 2.Quéocunesiq=-2?

La gráfica generada por computadora de Ia figura 4.5.18
muestra Ia apariencia de Ia curva y = [.xx I )(2r - 1)]2 en alguna
escala "razonable" con unidades enteras de medida en el
eje y. Use los métodos de esta sección para mostrar que, en
realidad, Ia gráfica tiene Ia apariencia de Ia figura 4.5.19 (los
valores en el ejey están en rnilésimos), con puntos criticos en

±I)y I.

yf(x

4.5 Proyectos

Estos proyectos requieren el uso de una calculadora gráfica o una computadora con una
utileiia de graficación.

PROYECTO A Muestre prirnero que, en una escala "razonable" con unidades
enteras de medida en el ejey, Ia gráfica del polinomio
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-4 -2 0 2 4

Figura 4.5.14 y f'(x) Figura 4.5.15 y f' (x)
del problema 41 del problerna 42

f(-2) = 107,f(i) = 82.f(3) = 18; Fig. 4.5.16

f(-3) 5336,f(0) = 17,f(2) = 961,f(4) = 495;
Fig. 4.5.17

-4 -2 0 2 4 2 0
x

-0.5 0 0.5 15

Figura 4.5.19 La gráfica
y[x(x 1)(2x 1)12
en una escala rnás fina:
0.005 yO.Ol5
(problerna 47)

0 1

x
2

4-4 -2 0 2

x



4.6/
Derivadas de orden
superior y concavidad

En Ia sección 4.3 vimos que el signo de Ia primera denvadaf' indica si la gráfica
de Ia funcionfasciende o desciende. Aqul veremos que el signo de la segunda
derivada def, la derivada def', indica de qué forma se dobla la curvay =f(x),
hacia arriba o hacia abajo.

DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

La segunda derivada defse denota conf" y su valor en x es

f"(x) - D(f'(x)) = D(Df(x)) = D2f(x).
(El superindice 2 no es un exponente, sino solo una indicación de que la derivada
es Ia segunda.) La derivada def" es Ia tercera derivadaf" def, con

f"(x) = D(f"(x)) = D(D2f(x)) = D3f(x).
La tercera derivada también se denota con [(3). De manera general, el resultado
de cornenzar con Ia funciónfy derivar n veces sucesivas es lan - ésima derivada
f() def conf "(x) = LY'f(x).

Si y = f (x), entonces las primeras n derivadas se escriben en notaciOn de
operadores como

D y, D2 y, D3 y.....D' y,
en notaciOn de variables dependientes e independientes como

y'(x), y"(x), y"(x), . . . , y(x),
o en notación diferencial como

dy d2y d3y dy
dx' dx2' dx3' 'df

La historia del curioso uso de los superindices en la notación diferencial para las
derivadas de orden superior está relacionada con la metamorfosis

dx \dxJ dx dx (dx)2 dx2
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f(x) = [x(9x - 5)(x
se parece mucho ala figu.ra 4.5.18, con una sección aparentemente plana. Obtenga
después una imagen que revele la verdadera estructura de la grafica, como en la
figura 4.5.19. Por áltimo, determine (de manera gráfica u otra) las coordenadas
aproximadas de los puntos máximos y mInimos locales de la gráficay =f(x).

PROYECTO B Las ecuaciones cuárticas (de cuarto grado)

f(x) = x4 - 55x3 + 500x2 + 11,000x - 110,000 = 0 (13)

y
g(x) = x4 - 55x3 + 550x2 + 11,000x - 110,000 = 0 (14)

solo difieren en un dIgito en el coeficiente de x2. Sin embargo, por más pequefia
que parezca esta diferencia, muestre de manera gráfica que la ecuaciOn (13) tiene
cuatro soluciones reales distinta.s, pero que la ecuación (14) sOlo tiene dos.
Determine (de manera aproximada) los puntos máximos y minimos locales de cada
gráfica.



EJEMPLO 1 Determinar las primeras cuatro derivadas de

f(x) = 2x3 + + 16x712.

Solución Escribimos

f(x) = 2x3 + x2 + 16x712. Entonces

f'(x) = 6x2 2x3 + 56x512 = 6x2 - + 56x512,

f"(x) = 12x + 6x4 + 140x312 = 12x + + 140x312,
x4

24f"(x) 12 - 24x5 + 210x2 = 12 + 210V
x5

f4(x) = 120x6 + 105x112 120 105---+.
y

El ejemplo 2 muestra Ia forma de determinar las derivadas de orden superior
de las funciones definidas de manera implicita.

EJEMPLO 2 Determinar Ia segunda derivada y"(x) de la función y = y(x)
definida de manera impilcita por Ia ecuación

x2 - xy + y2 = 9.
Soluciôn Una pnrnera derivación implIcita de la ecuación dada con respecto dex
da como resultado

2x - y x + 2y = 0,

de modo que

dy y - 2x
dx 2yx

Obtenemos d2y/dx2 derivando de manera implIcita, de nuevo con respecto dex,
usando Ia regla del cociente. Después de esto, sustituimos la expresión recién
determinada para dy/dx:

( - 2(2y - x) - (y - 2x)(2 - i)d2y ( - 2x) \dx / \ dx- = D
dx 2yx (2yx)2

dy3 y-2x
3Xd ' 3x

x 2yx

Asi

(2y - x)2 (2y - x)

d2y 6(x2 - xy + y2)

dx2 (2y - x)
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Figura 4.6.5 Significado del
signo def "(x) en un intervalo

Sccción 4.6 / Denvadas de ordcn superior y concavidad

Ahora sustituimos la ecuación original, x2 - xy + y2 = 9, para muestra simplifica-
ción final:

54

dx2 (2yx)3

EL CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA

Ahora estudiarernos el significado del signo de la segunda denvada. Sif"(x) > 0
en el intervalo I, entonces la primera derivadaf' es una función creciente en I,
porque su derivadaf"(x) es positiva. AsI, al recorrer Ia gráflcay =f(x) de izquierda
a derecha, vemos que Ia recta tangente gira en sentido contrario a las manecillas
del reloj (figura 4.6.1). Describimos esta situación diciendo que la curvay =f(x)
se dobla hacia arriba, Observe que una curva se puede doblar hacia arriba sin
ascender, como en Ia figura 4.6.2.

Figura 4.6.1 La gráfica se dobla
hacia arriba (cóncava hacia arriba)

Si f"(x) <0 en el intervalo I, entonces Ia prirnera derivadaf' es decreciente en I,
entonces la recta tangente gira en el sentido de las manecillas del reloj conforme
x crece. En este caso, decimos que Ia curva y =f(x) se dobla hacia abajo. Las
figuras 4.6.3 y 4.6.4 muestran dos formas en que esto ocurre.

Figura 4.6.3 Una gráfica que se
dobla hacia abajo (cóncava hacia
abajo)

y

Los dos casos se resumen en Ia tabla de Ia figura 4.6.5.

Figura 4.6.2 Otra gráfica que se
dobla hacia arriba (cóncava hacia
arriba)

Figura 4.6.4 Otra gráfica que se
dobla hacia abajo (cóncava hacia
abajo)
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Negativo
Positivo

Se dobla hacia abajo
Se dobla hacia arriba



x

Figura 4.6.6 La gráfica de
yx3-3x2+3 (ejemplo 3)

Figura 4.6.7 Aunquef'(0) = 0,
f (0) no es un extremo

EJEMPLO 3 La figura 4.6.6 muestra la gráfica de la función

f(x) = x3 - 3x2 + 3.
Como

f'(4=3x2-6x f"(x)=6x-6=6(x-1),
vemos que

f"(x) < 0 para x < 1,

f"(x) > 0 para x > I.

Observe en Ia figura que Ia curva se dobla hacia abajo en (00, 1) pero se dobla
hacia arriba en (1, oo), lo que es consistente con las correspondencias en la figura
4.6.5.

y

y=f(x)

Por Ia sección 3.5, sabernos que un extremo local de una función diferenciable
fpuede aparecer solamente en un punto critico c, dondef'(c) = 0, de modo que la
recta tailgente en el punto (c,f(c)) sobre Ia curva y =f(x) es horizontal. Pero el
ejernplof(x) = x3, para el que x = 0 es un punto critico pero no un extremo (figura
4.6.7), muestra que la condición necesariaf'(c) = 0 no es una condición suficiente
para concluir quef(c) es un valor extremo de la funcionf

Supongamos ahora que no sólof'(c) = 0, sino que también la curvay =f(x)
se dobla hacia arriba en algiin intervalo abierto que contiene al punto critico
x = c. La figura 4.6.8 (a) sugiere quef(c) es un valor minimo local. De manera
analoga,f(c) es un valor máximo local sif'(c) = 0 yy =f(x) se dobla hacia abajo
en algñn intervalo abierto en torno de c [Figura 4.6.8 (b)]. Pero el signo de la
segunda derivadaf"(x) nos dice si y =f(x) se dobla hacia arriba o hacia abajo y
por tanto nos proporciona una condición suficiente para un extremo local.

Teorema 1 Criterio de Ia segunda derivada
Suponga que Ia funciónfes dos veces derivable en el intervalo abierto I
que contiene al punto critico c en el cualf'(c) = 0. Entonces

Sif"(x) > 0 en I, entoncesf(c) es el valor mInimo def(x) en I.
Sif"(x) <0 en I, entoncesf(c) es el valor máximo def(x) en I.

C
x

(a) (b)

Figura 4.6.8 El criterio de Ia segunda derivada (teorema 1). (a)f"(x) > 0; Ia tangente
gira en sentido contrario al de las rnanecillas del reloj; la grãlica es cóncava hacia
arriba; un minimo local en c. (b)f"(x) <0; Ia tangente gira en el sentido de las
manecillas del re]oj; Ia gráfica es cóncava hacia abajo; un máximo local en c

230 Capitulo 4 / Aplicaciones adicionales de Ia derivada



Figura 4.6.9 Significado del
signo def"(x) en un intervalo que
contiene al punto critico C

I
I

y

y

f(x)=x4

x

[(0) = 0- un mInirno local

yf"(0) = 0- un máximo local OBSERVACION 4 Supongamos que queremos maximizar o minimizar la funciOnfen el intervalo abierto ly quef solo tiene un punto crItico en I, an nOmero c en
el quef'(c) = 0. Sif"(x) tiene el mismo signo en todos los puntos de I, entonces el

f(x)=-x4 teorema 1 implica quef(c) es un extremo absoluto defen I: un minimo si
Y / - f"(x)> 0 y un máximo sif"(x) <0. Esta interpretación absoluta del criterio de Ia

f(x) - X
segunda derivada es til en los problemas de aplicación de máximos y mInimos
en un intervalo abierto.

f"(0) = 0- ni máximo
ni minimo

EJEMPLO 3 continuación Consideremos de nuevo la funcionf(x) = x3 - 3x2
+ 3 para la cual

Figura 4.6.10 No existe una
conclusiOn sif' (c) = 0 f"(c)

Den,oslración Solo demostraremos la parte 1. Sif"(x)> 0 en I, esto implica
que Ia primera denvadaf' es una función creciente en I. Comof(c) =0, conclui-
mos quef'(x) < 0 para x <c en Iy quef'(x) > 0 para x > c en I. En consecuencia,
el criterio de la pnmera denvada de Ia secciOn 4.4 implica quef(c) es el valor
mInimo def(x) en I.

OBSERVACION 1 En vez de memorizar textualmente las condiciones en las partes
1 y2 del teorema I (resumidas en la figura 4.6.9), es más fácil y confiable recordar
el criterio de Ia segimda derivada visualizando las rectas tangentes que giran de
manera continua (figura 4.6.8).

OBSERVACION 2 El teorema I implica que la funciónftiene un mInimo local en
el punto crItico c sif"(x) >0 en algOn intervalo abierto en tomo de c y un máximo
local sif"(x) <0 cerca dec. Pero la hipótesis sobref"(x) en el teorema I esgiobal,
en el sentido de que se supone quef"(x) tiene el mismo signo en todo punto del
intervalo abierto Ique contiene a] punto crItico c. Existe una version estrictamente
local del criterio de Ia segunda derivada que utiliza solamente el signo def"(c)
en el punto crItico c (en vez de todo el intervalo abierto). Segñn el problema 80,
sif'(c) = 0, entoncesf(c) es an valor minimo local defsif"(c) > 0, y un máximo
local sif"(c) <0.

OBSERVACION 3 El criterio de Ia segi.mda derivada no dice nada de lo que ocurre
sif"(c) = 0 en el punto critico c. Consideremos las tres funcionesf(x) = x4, f(x) = -
yf(x) = x3. Para cada una,f'(0) = 0 yf"(0) = 0. Pero sus gráficas, que se muestran
en Ia figura 4.6.10, demuestran que puede ocurrircw2lquier cosa en tal punto.

f'(x) = 3x(x - 2) y f"(x) = 6(x - 1).
Entoncesftiene dos puntos crIticos, x = 0 y x = 2, como se indica en Ia figura
4.6.6. Dado quef"(x) < 0 para x cercano a 0, el criterio de Ia segunda derivada
implica quef(0) = 3 es un valor máximo local defy comof"(x) >0 parax cercano
a 2, esto implica quef(2) = 1 es an valor mInimo local.

EJEMPLO 4 Una caja rectangular sin tapa con base cuadrada tiene an volumen
de 500 cm3. Determine las dimensiones que minimizan el area total A de su base
y sus cuatro lados.
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Positivo
Negativo

MInimo
Máximo



(a)

(b)

y

(a, f(a))

a

y

Figura 4.6.12 (a) En x = a,fes
cóncava hacia arriba. (b) En x = a,
fes cóncava hacia abajo

Soluciôn Sea x Ia longitud del lado de la base cuadrada y y la altura de la caja
(figura 4.6.11). El volumen la caja es

V=x2y=500, (1)

y el area total de su base y sus cuatro lados es

A=x2+4xy. (2)

Cuando despejamos en la ecuación (1 )y = 500/x2 y sustituimos esto en la ecuación
(2), obtenemos la función area

2000A(x)=x2+, O<x<+0.
x

El dominio de A es el intervalo abierto no acotado (0, +oo) pues x puede asumir
cualquier valor positivo; para que Ia caja tenga volumen 500, simplemente
elegimos y = 500/x2. Pero X 110 puede ser negativo o 0.

La primera derivada de A(x) e

A'(x) = 2x
2000 2(x3 1000)

- x2
(3)

La ecuación A'(x) = 0 implica que = 1000, por lo que el inico punto crItico de
A en (0,+oo) es x = 10. Pam estudiar este punto crItico, calculamos la segunda
derivada,

4000A"(x) = 2 + i.
x

Como es claro que A"(x) > 0 en (0, +oo), el criterio de La segunda derivada y Ia
observación 4 implican que A(10) = 300 es el valor minimo absoluto de A(x) en (0,
+oo). Por ñltimo, comoy = 500/x2,y =5 cuando x = 10. Por tanto, este mInimo absoluto
corresponde a una caja con una base de 10 por 10 cm y una altura de 5 cm.

CONCAVIDAD Y TRAZO DE CURVAS

y =f(x) Una comparación de la figura 4.6.1 con la figura 4.6.3 sugiere que la cuestión de
si Ia curva y = f (x) se dobla hacia arriba o hacia abajo está estrechamente
relacionada con la cuestión de si está arriba o abajo de su recta tangente. Esta
ñltima cuestión se refiere a la importante propiedad de conca vi dad.

(4)

Definición Concavidad
Suponga que Ia funcionfes derivable en el punto a y que L es la recta
tangente a La gráfica y =f(x) en el punto (a,f(a)). Entonces la funcionf
(o su grãfica) es

Cóncava hacia arriba en a si, en algán intervalo abierto que contiene
a a, la gráfica defesta arriba deL;
Cóncava hacia abajo en a si, en algin intervalo abierto que contiene
a a, Ia gráfica defesta abajo de L.

La figura 4.6.12 (a) muestra una gráfica que es cóncava hacia arriba en (a,f(a)). La
figura 4.6.12 (b) muestra una gráfica que es cóncava hacia abajo en (a, f(a)).
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Figura 4.6.11 La caja sin tapa
del ejemplo 4



El teorema 2 establece Ia conexión entre Ia concavidad ye! signo de Ia segunda
y derivada. Esa conexión es Ia sugerida por nuestro análisis del doblamiento.

Figura 4.6.13 f'(x) > O,f
creciente; f"(x) > 0,! concava
hacia arriba

y

Figura 4.6.14 f'(x)> 0,!
creciente; f"(x) <O,fcóncava
hacia abajo

Figura 4.6.15 f'(x) <0,f
decreciente; f"(x) > 0,fcóncava
haciaarriba

y

Figura 4.6.16 f'(x) <0,f
decreciente; f"(x) < 0,fconcava
hacia abajo

x

Sección 4.6 / Derivadas de orden superior y concavidad

Teorema 2 Crilerio de concavidad
Supóngase que la funciónfes dos veces derivable en el mtervalo abierto I.

Sif"(x) > 0 en I, entoncesfes cóncava hacia arriba en cada punto del.
Sif"(x) <0 en I, entoncesfes cóncava hacia abajo en cada punto del.

Al final de esta sección daremos una demostración del teorema 2 con base en el
criterio de la segunda derivada.

NOTA: El significado del signo de laprimera derivada no debe confimdirse con
el significado del signo de la segunda derivada. Las posibilidades que se ilustran
en las figuras 4.6.13 a 4.6.16 muestran que los signos def'yf' son independientes
entre si.

EJEMPLO 3 continuación nuevamente Para la funcionf(x) = x3 - 3x2 + 3, Ia
. segunda derivada

f"(x) = 6(x - 1)

cambia de signo, de positiva a negativa, en el punto x = 1. Observe en la figura
4.6.6 que el punto correspondiente (1, 1) sobre la gráfica defes donde la curva
cambia de doblarse hacia abajo a doblarse hacia arriba.

Observe que el criterio de concavidad en el teorema 2 no dice nada del caso
f"(x) = 0. Un punto donde la segunda derivada se anulapuede o no ser un punto
donde la función cambia, de cóncava hacia arriba, en un lado, a cóncava hacia
abajo en el otro. Pero un punto como (1, 1) en la figura 4.6.6, donde la concavidad
si cambia de esta forma, es un punto de inflexión de la gráflca de j: Más
precisarnente, el punto x = a dondefes continua, es un punto de inflexión de la
funciónf sifes cóncava hacia arriba en un lado de x = a y cóncava hacia abajo
en el otro lado. También decimos que (a, f(a)) es un punto de inflexión sobre la
gráfica def

x

Teorema 3 Criterio delpunto de infiexión
Suponga que Ia funcionfes continua en un intervalo abierto que contiene
al punto a. Entonces, a es un punto de inflexión defsif"(x) <0 en un
lado de a yf"(x) > 0 del otro lado.

El hecho de que un punto donde La segunda derivada cambia de signo sea un
punto de inflexión es consecuencia del teorema 2 y de Ia definición de un punto
de inflexión.

OBSERVACION En el propio punto de inflexión,

IJ f"(a) = Q, 0

U f"(a) no existe
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1.5

0.5

0

0.5o

Figura 4.6.18 y = sen2(x)
(ejemplo 5)

x

Tangente
vertical

pnfr, 1

f"(a)=0 y
f (a) = 0

/

f (a) = 0,
f'(a)

Esquina que también es un
punto de inflexión

Figura 4.6.17 Algunos puntos
de inflexión

Asi, determinamos los puntos de inflexión defanalizando los puntos crIticos def'.
Algunas de las posibilidades aparecen en Ia figura 4.6.17. Marcamos los intervalos
de concavidad hacia arriba y concavidad hacia abajo mediante pequeñas figuras
que se abren hacia amba y hacia abajo, respectivamente.

EJEMPLO 5 La figura 4.6.18 muestra la gráfica def(x) = sen2 x en [0, ir].
Sefialamos dos puntos de inflexión evidentes. Determine sus coordenadas.

Solución Calculamos

f' (x) = 2 senx cos

y

f"(x) = 2 cos2x - 2sen2x = 2 cos2x.

Entonces

f"(x) = 2 cos2x = 0

en x = rI4 y en x = 3ir/4 en el intervalo [0, it]. Ahora,

f"(x)=2cos2x>0si0<x<, asI0<2x<;
ir 3ir ir 3irf"(x)2cos2x<O si asi

f"(x) = 2 cos 2x > 0 Si < x < ir, asI <2x <2ir.

Esto implica quef(x) = sen2(x) tiene puntos de inflexión en x = i4 y x = 3iz14.

Los puntos correspondientes marcados en la gráfica de la figura 4.6.18 son (ir/4, -)

y (3,u4, ).

Seafuna función dos veces derivable para todax. AsI como los puntos crIticos
dondef'(x) = 0 separan el eje x en intervalos abiertos dondef'(x) no cambia de
signo, losposibles puntos de inflexión dondef'(x) = 0 separan el ejex en intervalos
abiertos dondef"(x) no cambia de signo. En cada uno de estos intervalos, la curva
y =f(x) se dobla hacia abajo [f"(x) <0] o se dobla hacia arriba [f"(x) > 0]. Pode-
mos determinar el signo def"(x) en cualquiera de estos intervalos de dos formas:
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Figura 4.6.19 Intervalos de
concavidad del ejemplo 6 Se dobla

hacia abajo

Evaluamosf"(x) en un punto tIpico de cada intervalo. El signo def"(x) en ese
punto particular es el signo def"(x) en todo ese intervalo.

Construimos una tabla de signos de los factores def"(x). Entonces el signo de
f"(x) en cada intervalo se puede deducir de la tabla.

Estos son los mismos dos métodos que usamos en las secciones 4.4. y 4.5 para
deterrninarel signo def'(x). Usamos el primer método en el ejemplo 6y el segundo
en el ejemplo 7.

EJEMPLO 6 Trazar la gráfica def(x) = 8x5 - 5x4 - 20x3, indicando los extremos
locales, los puntos de inflexión y Ia concavidad.

Solución Trazamos esta curva en el ejemplo 2 de la sección 4.5; véase Ia figura
4.5.5. En ese ejemplo, determinamos que la primera derivada era

f'(x) = 40x4 - 20x3 - 60x2 = 20x2(x + 1)(2x - 3),
de modo que los puntos criticos son x = 1, x = 0 y x = . La segtmda derivada es

f"(x) = 160x3 - 60x2 - 120x = 20x(8x2 - 3x - 6).
Cuando calculamosf"(x) en cada punto crItico, tenemos que

f"(l) = 100<0, f"(0) 0 y = 225 >0.
La continuidad def" garantiza quef"(x) <0 cerca del punto critico x = 1 y que
f"(x)> 0 cerca del punto critico x = . Por tanto, el criterio de la segunda derivada
nos dice queftiene un máximo local en x = 1 y un minimo local en x = . El
criterio de Ia segunda derivada no nos permite determinar el comportamiento de
fenx=0.

Comof"(x) existe para todo punto, los posibles puntos de inflexión son las
soluciones de la ecuación

f"(x) = 0; es decir, 20x(8x2 - 3x - 6) = 0.
Es claro que una solución es x = 0. Para determinar las otras dos, usamos la formula
cuadrática para resolver la ecuación

8x2 - 3x - 6 = 0.
Esto implica

x = (3 ± V2o1),

de modo que x 1 .07 y x 0.70 son los posibles puntos de inflexión, junto con
x = 0.

Estos tres posibles puntos de inflexiOn separan el eje x en los intervalos
indicados en Ia figura 4.6.19. Verificamos el signo def"(x) en cada uno.

En (_oo, 0.70): f"(l) = 100<0; fescOncavahaciaabajo;
En (-0.70, 0): f"(- ) = 25 > 0; fes cóncava hacia arriba;

En (0, 1.07): f"(l) = 20<0; fesconcavahaciaabajo;
En (1.07, +): f"(2) = 800>0; fescOncavahaciaarriba.

= -0.70 = 0 .v = 1.07

f'(x) < 0 f"(x)>0

Se dobla
hacia arriba

Se dobla
hacia abajo

Se dobla
hacia arriba
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2
(-1.3,0)

20

Punto de inflexión
(-0.70,4.30)

10

20

y = 8x5 - 5x4 - 20x3

Tangente horizontal,
punto de inflexión
(0,0)

(1.92,0)

/

Punto de30
inflexión Minirno local
(1.07, 19.98) (1.5, 32.06)

Figura 4.6.20 La gráfica de Ia
función del ejemplo 6

AsI, vemos que Ia direcciôn de concavidad defcambia en cada uno de los
puntos x 0.70, x = 0 y x 1.07. Estos tres puntos son, en real idad, puntos de
inflexión. Esta información aparece en la gráfica defde Ia figura 4.6.20.

EJEMPLO 7 Trazar la gráfica def(x) = 4x' + x413. Indique los extremos locales,
los puntos de inflexión y Ia concavidad.

Solución En primer lugar,

f'(x) = x_2I3 +
4(x±l)

de modo que los puntos crIticos son x = 1 (donde Ia recta tangente es horizontal)
y x = 0 (donde es vertical). A continuación,

f"(x) = - + x_2I3 = 4X32),

de modo que los posibles puntos de inflexión son x = 2 (dondef"(x) = 0) y x = 0
(dondef"(x) no existe).

Para determinar donde es crecieritefy donde es decreciente, construimos la
siguiente tabla.

x

Intervalo x + 1 x2"3 f'(x) f

(cc, 1) Neg. Pos. Neg. Decreciente
(-1, 0) Pos. Pos. Pos. Creciente
(0, +co) Pos. Pos. Pos. Creciente
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Figura 4.6.23 La giáfica de Ia
función del ejemplo 7

y = 4x"3 + x413

(-1, 3)
Minimo local

x=0
f(x) <0 f(x)>0 f'(x)>O

(O,0)+ + + +

Tangenle vertical
Intersección con
los ejes x yy

Se dobla hacia arriba Se dobla hacia abajo Se dobla hacia amba

Figura 4.6.22 Intervalos de concavidad del ejemplo 7

Asi,fes decreciente cuando x < 1 y creciente cuando x > 1 (figura 4.6.2 1).
Para determinar Ia concavidad def construimos una tabla para determinar el

signo def"(x) en cada uno de los intervalos, separados por sus raIces.

La tabla muestra quefes cóncava hacia abajo en (0, 2) y cóncava hacia arriba para
x<0 yx>2(figura4.6.22).

Observamos quef(x) - +oo como x ±00 y marcamos con signos más los
intervalos sobre el eje x dondefes creciente, con signos menos donde es decre-
ciente, con copas que se abren hacia arriba dondefes cóncava hacia arriba y con
copas que se abren hacia abajo dondefes cóncava hacia abajo. Localizamos
(aproxirnadarnente) los puntos de la gráfica defcorrespondientes a las raIces y las
discontinuidades def' yf"; éstas son (-1, 3), (0, 0) y (2, 6'f). Por áltimo, usamos
toda esta información para trazar La curva suave que se muestra en Ia figura 4.6.23.

(2,7.6)
Punto de inflexión

+

Intervalo x3 x - 2 f'(x) f
(co, 0)
(0, 2)

(2, +oo)

Neg.
Pos.
Pos.

Neg.
Neg.
Pos.

Pos.
Neg.
Pos.

Cóncava hacia arriba
Cóncava hacia abajo
Cóncava hacia arriba

fdecrecicnte fcreciente f creciente

Figura 4.6.21 Intervalos donde
la función del ejemplo 7 es
creciente y decreciente

x=0 x=2

Demostración del teorerna 2 Solamente demostraremos la parte 1; la demos-
tración de la parte 2 es similar. Dado un punto fijo a del intervalo abierto I
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Figura 4.6.24 Ilustración de Ia
demostracjón del teorema 2

4.6 Problema.s

Calcule las primeras ti-es derivadas de lasfunciones dadas
en losproblemas I a 15.

l.f(x)=2x4-3x3+6x-17

f(x) = 2x5 + x312 -
2x

2
f(x) = 4. g(t) = t2 + Vt + 1(2x - 1)2

5. g(t) = (3t - 2)' 6. f(x) = xVx + I

7. h(y) 8.f(x) = (1 +y+ 1
1

0 h(z) Z9.g(t) 1
2V 1t Z2+4

11. f(x) = sen3x 12. f(x) = cos2 2x
13. f(x) = senx cos x 14. f(x) = cos x

sen xf(x) = -
x

En los problemas 16 a 22, calcule dy/dx y d2y/ds,
suponiendo que y se define de manera impilcita como
unafunción de x mediante Ia ecuación dada.

x2 + y2 = 4
18. x" + y"3 = 1

20. - + - =
x y

22. sen2x + cos2y = I

En los pro blemas 23 a 30, determine las coordenadas exactas
de los punlos de inflexion y los pun los crIlicos señalados en
Ia grafica dada.
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dondef"(x) > 0 , queremos mostrar que Ia gráfica y =f(x) está por arriba de la
recta tangente en (a,f(a)). La recta tangente en cuestión tiene la ecuación

y = T(x) = f(a) + f'(a)(x - a). (5)

Consideremos la función auxiliar

g(x) = f(x) - T(x) (6)

que se ilustra en la figura 4.6.24. Observe primero que g(a) = g'(a) =0, de modo que
x = a es un punto crItico de g. Además, la ecuación (5) implica que T'(x)
f'(a) y que T"(x) 0, de modo que

g"(x) = f"(x) - T"(x) = f"(x) > 0
en cada punto de I. Por tanto, el criterio de la segunda derivada implica que
g(a) = 0 es el valor mmnimo de g(x) f(x) - T(x) en I. Esto implica que la curva
y =f(x)está por arriba de la recta tangentey = 71:x). D

17. .r2 + xy + y2 = 3
19. y3 + x2 + x = 5

21. seny = xy

200

100

0

-100

.200

800

400

> 0

-800

-10 -5

di
1

0
x

5 10
x

Figura 4.6.27 La gráfica de Figura 4.6.28 La gráfica de
f(x) =4x3-6x2 189x + 137 f(x) =40x3 171x2 + 2550x
(problema 25) + 4150 (problema 26)
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Figura 4.6.25 La gráfica de Figura 4.6.26 La gráfica de
f(x) =x3-3x2-45x f(x) 2x3-9x2 108x+ 200
(prob]ema 23) (problema24)

La gráfica de f(x) = x3 - 3x2 - 45x (Fig. 4.6.25)
Lagráficade f(x) = 2x3 - 9x2 - 108x + 200

(Fig. 4.6.26)

Lagraficade f(x) = 4x3 - 6x2 - 189x + 137
(Fig. 4.6.27)

Lagráficade f(x) = 40x3 - 171x2 + 2550x
+ 4150 (Fig. 4.6.28)

x iO4



Lagráficade f(x) = - 54x2 + 237
(Fig. 4.6.29)

Lagráficade f(x) = - lOx3 - 250
(Fig. 4.6.30)

Lagráficade f(x) = 3x5 - 20x4 + 1000
(Fig. 4.6.3 1)

La gráfica de f(x) = 3x5 - 160x3 (Fig. 4.6.32)

>,

-10 -5 0 5 10
x

Figura 4.6.31 La gráfica de
f(x) = is5 - 20x4+ 1000
(problema 29)

Aplique el criierio de Ia segunda derivada pal-a deierniinar
los máxi,nos y ,n,ninws locales de lasfunciones dadas en los
pro blemas 31 a 50)' aplique el crilerio delpunto de inJlexión
para dei'erminar todos los pun/os de inJlexión.

31. f(x) = - 4x + 3 32. f(x) = 5 - 6x - x2
33. f(x) = x3 - 3x + 1 34. f(x) = - 3x2
35. f(x) = 36. f(x) = x4
37. f(x) = x3 + 2x 38. f(x) = x4 - 8x2
39. f(x) = x2(x - 1)2 40. f(x) = x3(x + 2)2
41. f(x) = sen x en (0, 2i,)

42.f(x) = cosxen (-ir/2,3ir/2)
43.f(x) = tanxen (-IT/2,IT/2)

f(x) = secx en (-ir/2,ii-/2)
f(x) = cos2x en (-ir/2, 3ir/2)
f(x) =sen3x en (-ir,)
f(x) = sen x + cos x en (0, 2ir)

Sección 4.6 / Derivadas de orden superior y concavidad

1000

-1000

x
10 15

Figura 4.6.30 La gráfica de
f(x)=x4-10x3- 250
(problema 28)

x

Figura 4.6.32 La gráfica de
f(x)=3x5- 160x3
(problerna 30)

f(x) = cos x - senx en (0, 2ir)
f(x) senx + 2 cos x en (0, 2ir)
f(x) = 3 senx - 4 cos x en (0, 2i-)

En los problemas 51 a 62, vuelva a resolver el problema
indicado de Ia sección 4.4, utilizando ahora el criterio de Ia
segunda derivada para verificar que ha encontrado el valor
niáximo o mmnimo absoluto deseado.

Problema 27 52. Problema 28

53. Problema 29 54. Problema 30

55. Problema 31 56. Problema 32

57. Problema 33 58. Problema 36

59. Prob]ema 37 60. Problema 38

61. Problema 39 62. Problema 40

Trace las graficas de lasfunciones en los problemas 63 a 76,
indicando todos los pun/os crIticos y los pun tos de inflexión.
Aplique el criterio de la segunda derivada en cada punto
critico. Muestre Ia concavidad correcta en sus grajicas e
indique el comportamiento def(x) cuando x -* ±00.

f(x)
f(x)
f(x)
f(x)
f(x)
f(x)
f(x)
f(x)
f(x)
f(x)
f(x)

75. f(x)

= 2x - 3x2 - 12x + 3
= 3x4 - 4x3 - 5
= 6 + 8x2 -
= 3x5 - 5x3
= 3x4 - 4x3 - 12x2 - I
= 3x5 - 25x3 + 60x
= x3(1 - x)4
= (x - 1)2(x + 2)
= I + x/3
= 2 - (x 3)1/3

En los problemas 77 a 82, se muestra la gráJica de una
función f(x). Relacione ésta "on la gráfica de su segunda
derivadaJ"(x) en lafigura 4.6.33.

Véase Ia figura 4.6.34

Véase Ia figura 4.6.35

Véase Ia figura 4.6.36

Véase Ia figura 4.6.37

Véase Ia figura 4.6.38

Véase Ia figura 4.6.39

(a) Primero, muestre que la n - ésima derivada def(x) =
x'esf(")(x)n!'=n-(n-1).(n-2)...3 2 1.(b)Concluya
que sif(x) es un polinomio de grado n, entoncesf(k)(x)
0 si k>n.
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(x + 3)V 74. f(x) = x2"3 (5 - 2x)
= (4 - x) \/1 76. f(x) = x3 (6 -

400

-400

-10 -5 0 5 JO

Figura 4.6.29 La gráfica de
f(x)=x4-54x2+ 237
(problerna 27)

2000
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-2000



(a)

-8

-8

-10
(e) x

Figura 4.6.33

8

4

-4

-8

-10

8

4

-4

-8

-10

Figura 4.6.36
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-5 0
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U'
-5 0

x

10

I0
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(b)

8

8

-8

8

4

>0
-4

-8

-10 -5

Figura 4.6.37

0

-8

/ n2a\
+ --) (V - nb) = nRT,

donde a, b y R son constantes empiricas. Realizamos el
siguiente experimento para determinar los valores de estas
constantes.

Comprimimos una mole de CO2 a Ia temperatura cons-
tante T = 304 K. Los datos medidos de presión y volumen
(p i") Se localizaron en el piano, como en la figura 4.6.40,
donde Ia curva p V muestra un punto de inflexión horizontal
en V= 128.1 ,p = 72.8. Use esta información para calcular a,b
yR. [Sugerencia: Despejep en la ecuación de van der Waals
y calcule entonces dp/dVy d2p/dV2.J

Figura 4.6.40 Un problema
relacionado con Ia
ecuación de
van der Waals

Capitulo 4 I Aplicaciones adicionales de Ia derivada
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x

Figura 4.6.38 Figura 4.6.39

(a) Calcule las primeras cuatro derivaths def(x) = sen(x).
(b) Si n es un entero positivo, concluya que D4 sen x =

senx.
Suponga que z = g(y) y quey =f(x). Muestre que

d2z(dy\2 dz d2y
dx2 dy2kdx) dydx

Demuestre que la gráfica de un polinomio cuadrático no
tiene puntos de inflexión.

Demuestre que La gráfica de un polinomio cübico tiene
exactamente un punto de inflexión.

Demuestre que Ia gráfica de una función polinomial de
grado 4 no tiene puntos de inflexión o tiene exactamente dos
puntos de inflexión.

Suponga que la presión p (en atmósferas), el volumen V
(en centImetros cábicos) y Ia temperatura T (en grados Kel-
vin) de n moles de bióxido de carbono (CO2) satisfacen la
ecuación de van der Waals

-10 I0
(f)

-10 - 10 -10 - 10

10 -10
(d)

10

I050

Figura 4.6.34 Figura 4.6.35

p

(128.1, 72.8)

V



90. Suponga que Ia funcionfes diferenciable en tin intervalo
abierto que contiene a! punto c para el quef'(c) = 0 y que Ia
segunda derivada

f"(c) = urn
f'(c + h) - f'(c)

= urn
f(c + h)

h h-.O h

4.6 Proyectos

x

Figura 4.6.41 La gráfica de
y f(x) del proyecto C

Los proyectos A yB requieren el uso de una calculadora grafica o una computadora
con una utilerla de graflcación. Para cada proyecto, elija de antemano un entero n
entre 0 y 9. Por ejemplo, n podrIa ser el ültimo niimero de su dave de estudiante.
El proyecto C requiere también uria computadora con un sistema de algebra
simbólica.

PROYECTO A Si los coeficientes a, b y c se definen como

a = 30,011 + 2n,

b30,022+4n y

c = 10,010 + 2n,
entonces la curva

y=10,000x3ax2+bx+c

Sección 4.6 / Derivadas de orden supenor y concavidad

existe. (a) Suponga primero quef"(c) >0 . Argumente que si
h es suficientemente pequena,f '(c + h) y h tienen el mis-
mo signo. Aplique el criterio de Ia primera derivada pam
mostrar en este caso quef(c) es un valor mInirno local def
(b) Do manera análoga, muestre que sif"(c) < 0 ,f(c) es un
valor máximo local def

tiene dos bonitas "ondulaciones", como cualquier cübica deberla tener. DetermI-
nelas. En particular, determine los puntos máximo y mInimo locales y el (los)
punto(s) de inflexión en esta curva. Dé las coordenadas de cada uno de estos puntos
con una precision de cinco cifras decimales. Puede usar la tecla

N [ Solve [ f [xl 0, x I

para la solución numérica de una ecuaciOn. Produzca una gráfica que exhiba estos
puntos (puede marcar los puntos a mano). Al ampliar Ia figura, necesitará controlar
con cuidado las sucesivas ventanas de vision.

PROYECTO B Su tarea es analizar la estructura de la curva

y = x7 + 5x6 - 11x5 - 21x4 + 31x3 - 57x2
- (101 + 2n)x + (89 - 3n).

Proporcione la misma informaciOn dada en el proyecto A. Es probable que necesite
producir gráficas separadas con diferentes escalas, mostrando diferentes partes de
la curva. Al final, use toda Ia informaciOn acumulada para producir una gráfica
cuidadosamente hecha a mano (no a escala), exhibiendo todos los puntos máximos,
mInimos y de inflexiOn sobre Ia curva, con sus coordenadas (aproximadas).

PROYECTO C Sea

f(x) = [x(1 - x)(2x - 1)(4 - 9X)]2.

La gráfica defse muestra en Ia figura 4.6.41. Aseguramos queftiene al menos
cuatro minimos locales, tres máximos locales y seis puntos de inflexión en [0, 1].
Determine las coordenadas aproximadas de los 13 puntos, y muestre la gráflca de
f a una escala que muestre todos esos puntos.

[SOLVE)
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4.7
Trazo de curvas y
asintotas

Ahora querernos extender el concepto de lImite para incluir los lImites infinitos y
los ilmites en infinito. Esta extension afIadirá un arma poderosa a nuestro arsenal
de técnicas para el trazo de curvas, el concepto de asIntota a una curva, una ilnea
recta a Ia que Ia curva tiende a acercarse, en un sentido que precisaremos más
adelante.

Recuerde de Ia sección 2.3 quef(x) crece sin lImite, o se hace infinita, cuando
x tiende a a, y lo escribimos

limf(x) = -I-cc, (1)
X-a

Si f(x) se puede hacer arbitranamente grande eligiendo x suficientemente cerca
(pero no igual) a a. La afirmación de quef(x) decrece sin cota, o se hace
infinitamente negativa, cuando x * a, lo que escribimos

limf(x) = cc, (2)

tiene una definición aná]oga.

EJEMPLO 1 Es evidente que

lim = +cxD
x--2 (x + 2)2

puesto que, cuando x 2, (x + 2)2 es positivo y tiende a cero. En contraste,

x
Jim =
-'-2 (x + 2)2

ya que, cuando x * 2, el denominador (x + 2)2 sigue siendo positivo y tiende a
cero, pero el numerador x es negativo. AsI, cuarido x está muy cerca de 2,
tenemos en x/(x + 2)2un nümero negativo cercano a 2 dividido entre un nñmero
positivo muy pequeflo. Por tanto, el cociente se convierte en un nñrnero negativo
de magnitud grande.

Las versiones laterales de las ecuaciones (1) y (2) también son válidas. Por
ejemplo, si n es un entero positivo impar, entonces se ye que

= cc I
yque lim = +oc,

x_2* (x 2)

pues (x - 2) es negativo cuando x está a la izquierda de 2 y positivo cuando está
a Ia derecha de 2.

ASINTOTAS VERTICALES

La rectax = a es una asIntota vertical de la curvay f(x) si

lim f(x) = ±co (3a)
0

limf(x) = ±cc (3b)

o ambos. Por lo general, arnbos limites laterales, no solamente uno, son infinitos.
En tal caso, escribimos

Lf(x) = (3c)
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y

Figura 4.7.1 La gráfica de
y 1 /(x-1)

Figura 4.7.4 El comportamiento
de Ia gráfica a su izquierda
produce Ia asintota vertical

Figura 4.7.2 La gráfica de
y 1 /(x 1)2

LIMITES EN INFINITO

Figura 4.7.3 Una asintota
vertical de un solo lado, ci derecho

La geometrIa de una asintota vertical se ilustra mediante las gráficas de y =

1/(x l)yy l/(x 1)2(figuras4.7.1 y4.7.2). Enamboscasos,cuandox* 1 y
f(x) ±oo, el punto (x, f(x)) sobre Ia curia tiende a Ia asIntota vertical x = 1 y la
forma y la dirección de Ia curia son cada vez mejor aproximadas por Ia asIritota.

La figura 4.7.3 muestra la grãfica de una función cuyo ilmite por Ia izquierda
se anula en x = 1. Pero el lImite por Ia derecha es +oo, io que explica por qué
Ia lInea x = I es también una asintota vertical para esta gráfica. El IImite por Ia
derecha en la figura 4.7.4 ni siquiera existe, pero debido a que el ilmite por
Ia izquierda en x = 1 es co, Ia recta vertical en x = I es de nuevo una asIntota
vertical.

Por lo general, una asintota vertical aparece en ci caso de una función racional
f(x) = p(x)/q(x) en un punto x = a donde q(a) = 0 pero p(a) 0. (Véanse los
ejemplos 4, 5 y 6.)

En la sección 4.5 mencionamos los lImites infinitos en infinito en conexión con
el comportamiento de un polinornio cuando x ±00. También existe algo como
un iImite Jmnito en infinito. Decimos que f(x) tiende al nñmero L cuando x
aumenta sin IImite y escribimos

urn f(x) = L (4)

si I f(x) - L se puede hacer arbitrariarnente pequeño (cercano a cero) simple-
mente eligiendo x suficientemente grande; es decir, dado e> 0 existeM> 0 tal
que

x>Mimplicaque If(x)-LI <c (5)

La afirrnación

f(x) = L

tiene una definición de forma similar; solo hay que reemplazar Ia condición
x> M por Ia condición x < - M.

Todos los análogos de las propiedades de los limites de Ia secciOn 2.2 para ci
caso de los limites en infinito son válidos, incluyendo en particular las propiedades
de Ia suma, producto y cociente. Adernás, no es dificil mostrar que si
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= L y urn g(x) =
i-. +

entonces
f(x)

lim =0.
x-.+c g(x)

De este resultado se sigue que

urn = 0
x

para cualquier eJección del nñmero racional positivo k.
Podemos usar Ia ecuación (6) y las propiedades de los lImites para evaluar

con facilidad lImites en irifinito de las funciones racionales. El método general es
éste: primero dividimos cada término en el numerador y el denominador entre la
maxima potencia de x que aparezca en cualquiera de los términos. Después
aplicamos las propiedades de los Ilmites.

EJEMPLO 2 Determine urn f(x) si f(x) = 3 22x +7x 4
Soluciôn Comenzamos dividiendo cada término en el numerador y el denomi-
nador entre x3:

3x3x
urn = lim2x3 + 7x2 - 4 7 42+---

x x3

urn ( -\ x / 3 0 3

7 4\2+0-02
lim I 2 +

X x
El mismo cálculo, pero con x - o, también da el resultado

3hrnf(x) =

EJEMPLO 3 Determine (\/x + a

Solución Usamos Ia técnica familiar de "multiplicar y dividir":

+ a +1im(Vx+aV)= urn (Vx+aV)
Vx + a +

+
= 0.

ASINTOTAS HORIZONTALES

En términos geométricos, Ia afirmacióri

urn f(x) = L

3-

±

(6)

3x3
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Asintota
horizontal
y= I

y

Figura 4.7.6 La gráfica del
ejemplo 4

Asintota vertical
x=2

Sección 4.7 / Trazo de curvas y asintotas

y=L

y=f(x)

T
I

y=4E

M

Figura 4.7.5 Geometria de Ia definición de asIntota horizontal

significa que el punto (x,f(x)) sobre Ia curvay =f(x) tiende a la recta horizontal
y = L cuando x - +00. En particular, con los mimeros My ede Ia condición de la
ecuación (5), Ia parte de la curva para la que x > M está entre las rectas
horizontales y = L - e y y = L + e(figura 4.7.5). Por tanto, decimos que la recta
y = L es una asIntota horizontal de Ia curvay =f(x) si

lim f(x) = L o urn f(x) = L.

EJEMPLO 4 Trace Ia gráfica def(x) = x/(x - 2). Indique cualquier asintota
horizontal o vertical.

Soluciôn Observemos primero que x =2 es una asIntota vertical pues [1(x) I +00

cuando x - 2. Además,

y=L+e

x . 1 1

hm hm = 1.x-x-2 2 10
x

AsI, la rectay = 1 es una asIntota horizontal. Las primeras dos derivadas
1 def son

2 4f'(x) = - (x - 2)2 Y f"(x) (x - 2)

f'(x) yf'(x) no se anulan, de modo que la funcionf no tiene puntos criticos ni
puntos de inflexión. Comof'(x) <0 para x 2, vemos quef(x) es decreciente en
los intervalos abiertos (_oo, 2) y (2, +00). Y comof"(x) <0 para x <2, mientras
quef "(x) >0 para x> 2, la gráfica defes cóncava hacia abajo en (oo, 2) y cónca-
va hacia arriba en (2, +00). La gráfIca defaparece en la figura 4.7.6.

Las técnicas para el trazo de curvas de las secciones 4.5 y 4.6, junto con las
de esta sección, se pueden resumir mediante una serie de pasos. Si sigue estas
instrucciones de manera relajada, no rIgida, obtendrá un esquerna cualitativamente
preciso de La gráfica de una funciónf
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Resuelva Ia ecuaciónf'(x) = 0 y determine también los puntos dondef'(x) no
exista. Esto nos da los puntos crIticos de J Observe si la recta tangente es
vertical, horizontal, o no existe en cada punto crItico.
Determine los intervalos en los quefes creciente y aquellos donde es deere-
ciente.
Resuelva la ecuacionf"(x) = 0 y determine también los puntos dondef"(x) no
existe. Estos son losposibles puntos de inflexión de la grafica.
Determine los intervalos en los que la gráfica defes cóncava hacia arriba y
aquellos en donde es cóncava hacia abajo.
Determine (si existen) las intersecciones de Ia gráfica con los ejes.
Localice y etiquete los puntos crIticos, los posibles puntos de inflexión y las
intersecciones con los ejes.
Determine las asIntotas (si existen), las discontinuidades (si existen) y parti-
cularmente el comportamiento def(x) yf'(x) cerca de las discontinuidades de
f Determine también el comportamiento def(x) cuando x - +00 y x -*
Por iiltimo, una los puntos localizados, mediante una curva que sea consistente
con Ia información recolectada. Recuerde que las esquinas son raras y que las
secciones recta.s de una gráfica son aün más raras.

Puede seguir estos pasos con un orden conveniente y omitir todos los que
presenten dificultades de cálculo. Muchos problemas requieren menos de los ocho
pasos; véase el ejemplo 4. Pero el ejemplo 5 requiere de todos los pasos.

EJEMPLO 5 Trace la gráfica de

2 + x - x2f(x) = (x - 1)2

Solución Observamos de inmediato que

limf(x) = +00,

pues el numerador tiende a 2 cuando x -* 1, mientras que el denominador tiende
a cero con valorespositivos. AsI, Ia rectax = I es una asIntota vertical. Además,

22+xx
= lim

12(x - 1)2 x-- (i -

de modo que la recta y = - 1 es una asintota horizontal.
A continuación, aplicamos Ia regla del cociente y simplificamos para deter-

minar que

x-5f'(x) - (x -

Asi, el iinico punto critico en el dominio defes x = 5, y localizamos el punto
(5, f(5)) = (5, 1.125) en un piano de coordenadas adecuado y seflalamos ahi la
tangente horizontal. Para determinar el comportamiento creciente o decreciente
def, usamos el punto critico x = 5 y el punto x = 1 (dondef' no está definida) para
separar el ejex en intervalos abiertos. He aqul los resultados.

- 1,
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Figura 4.7.7 Graficación de Ia
función del ejemplo 5

Después de algunas simplificaciones, determinamos Ia segunda derivada

2(7x)
f (x) = (x - 1)

El ñnico punto de inflexión posible está en x = 7, correspondiente a! punto
(7, if) en la gráfica. Usamos x = 7 y x = 1 (dondef" no está definida) para separar
ci ejex en intervalos abiertos. La estructura de concavidad de la gráfica se puede
deducir con Ia ayuda de la siguiente tabla.

La intersección defcon el ejey es (0, 2) y la ecuación 2 + x x2 = 0 proporciona
las intersecciones con el ejex (-1, 0) y (2, 0). Localizamos estas intersecciones,
trazamos las asIntotas y por ñltimo graficamos con Ia ayuda de ambas tablas; su
información aparece ahora en ci eje x de Ia figura 4.7.7.

y

2 + x - x2
(xi)2

(0,2)
Intersección con el ejey

(-1,0)
Intersección con el eje x

+ + + +

x= 1:
Asintota
vertical

(2. 0
Intersección con ci eje x

'5 9
8

Miniino
local y
global

+ + + + + + + + + x
y = 1: Asintota horizontal

7 _iP

Punto dc
inflexión

Algunas asIntotas están inclinadas: no todas las asIntotas son horizontaies o
verticales. La recta no verticaly = nix + b es una asIntota para la curvay f!x) Si
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Irttervalo (x - x 5 f'(x) f
(°, 1) Neg. Neg. Pos. Creciente

(1, 5) Pos. Neg. Neg. Decreciente
(5, +) Pos. Pos. Pos. Creciente

Intervalo (x 7 x f"(x) f
(-, 1) Pos. Pos. Pos. Cóncava hacia arriba

(1, 7) Pos. Pos. Pos. Cóncava hacia arriba
(7, o) Pos. Neg. Neg. Cóncava hacia abajo



(0, 1)

Máximo local,
intersección con
el ejey

y

x 1
Figura 4.7.8 Una función con
asIntotay = x + 2 (ejemplo 6)
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0

,' y=x+2:
,,,' Asintota

x = 1: AsIntota vertical

x

Asi,

y

urn [f(x) (mx + b)] = 0 (7b)

(o ambos). Estas condiciones significan que cuando x +00 ox 00 (o ambos),
la distancia vertical entre el punto (x,f(x)) sobre la curva y el punto (x, mx + b)
sobre la recta tiende a cero.

Supongamos quef(x) =p(x)/q(x) es ima función racional pam la que el grado
dep es mayor en una unidad que el grado de q. Entonces, a! dividirp(x) entre q(x),
obtenemos quef(x) tiene Ia forma

f(x) = mx + b + g(x),

donde

lim g(x) = 0.

AsI, la recta no vertical y = mx + b es una asIntota de la gráfica de y =f(x). Ta!
asintota es una asIntota oblicua.

EJEMPLO 6 Trace !a gráfica de

x2 + x - 1
f(x) x 1

Solución La division sugerida antes toma !a forma

x+2
x_1)x2+ x1

x

2

f(x) = x + 2 + x - 1
Por tanto, y = x + 2 es una asintota de !a curva. Además,

,' '(2,5)
Minimo local

urn I f(x) I = +co,
x-+I/

de modo que x = I es una asIntota vertical. Las dos primeras derivadas def
son

1 _x(x-2)f'(x) =
(x )2 - (x - 1)2

f"(x)
= (x - l)

Esto imp!ica queftiene puntos crIticos enx = 0 y enx = 2 pero no tiene puntos de
inflexión. E! signo def' nos indica quefes creciente en 0) y en (2, +oo), es
decreciente en (0, 1) yen (1,2). El anàlisis def"(x) reve!a quefes cóncava hacia
abajo en (_oo, 1) y cóncava hacia arriba en (1, +00). En particu!ar,f(0) = I es un
va!or máximo local, yf(2) = 5 es un valor mInimo local. La gráfica defse parece
a La de Ia figura 4.7.8.

Capitulo 4 / Aplicaciones adicionales de Ia derivada

[f(x) - (mx + b)] = 0 (7a)

,/



4.7 Problemas

Analice los Ilmites de losproblemas I a 16.

7. urn
x2 + 2x + 1

8.
5x3 - 2x + 1

-' (x + 1)2 7x3 + 4x2 2

x-4 2x+1
9 lim 10 urn

4 - 2 x - x

2x2-17
11. Jim 12. }o3 - 2x + 272+x

8x + 114x2_x
13. Jim i

-.1- V x2 + 9

15. tim (Vx2 + 2x - x) 16. urn (2x - V4x2 5x)

Aplique sus conoci,nienlos de Ilinites y asintotas para
relacionar cada función en los problemas 17 a 28 con
su gráfica con asmntotas en algunos de los doce incisos
de lafigura 4.7.9.

17. f(x)
1

19. f(x) =
(x - 1)2

21. f(x) = - 1

23. f(x)
= x2 - 1

25. f(x)
=

27. f(x) x 1

4

-4

x

18. f(x)
= 1 - xx-1

1

20. f(x)
= (1 - x)2

22. f(x)
=

24. f(x)
= 1 -

x2
26. f(x)

= - 1

J
-4 4

x2+1
2.

x2 - 1

x2 - x - 2
4. tim

i-.' x-1
x2+3x

6. urn
5

14. urn
3x-4

28. f(x) =

4

2

>o
-2

-4

Sección 4.7 I Trazo de curvas y asIntotas

- 1

1
-4 -2 0 2

-4 -2 0
(c) x

4

-4

(e)

4

2

-2

-4

(g)

(I)

4

2

-2

-4

4

2

2

-4

4

-4

(k)

V

II

'F
Lu

-Ii

-4 -2 0 2 4

V

-4 0 4

(d)

4

2

-2

-4

4

2

S0

(j)

(I)

-2

-4

ii
ii
Lu

-4

4
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Trace Ia grajIca de cada una de lasfunciones en los pro bi e-
mas 29 a 54. Identfiquey etiquete todos los extremos, puntos
de inflexion, intersecciones con los ejes y asmntotas. Muestre
Ia estructura de concavidad con claridad, asI como el corn-
portamiento de Ia grajIca para I x I grande y para x cerca de
las discontinuidades de lafuncion.

1

41. f(x) = x + -
x

43. f(x) = x- 1

45. f(x) - (x - 1)2

CapItulo 4 Repaso:

Use Ia siguienle usia como una gula para los con ceptos
que Ia! vez necesite repasar.

Incremento ty
Diferencial dy
La formula de Ia aproximación lineal
Reglas de derivación en forma diferencial
Funciones crecientes y funciones decrecientes
Significado del signo de Ia primera derivada
El teorema de Rolle
El teorema del valor medio
Consecuencias del teorema del valor medio
Criterio de la pnmera derivada
Problemas de máximos y mInimos en intervalos

abiertos

42. f(x) = 2x + -

2x3 - 5x2 + 4x
44.f(x) x2-2x+I
46. f(x) -

2x -4
DEFIMCIONES, CONCEPTOS, RESULTADOS

CapItulo 4 Problemas diversos

En los problenias 1 a 6, escriba dy en térnzinos de x y dx.

1. y = (4x - x2)312 2. y = 8x3Vx2 + 9

- x - 2
1

f(x)
- (x - 1)(x + 1)2

- 4
f(x)

= x
52. f(x) - -

53. f(x) =
3

Supongaque

f(x) = x2 +

Observe que

urn [f(x) - x2] 0,

de modo que Ia curvay =f(x) tiende ala parábolay x2 cuando
x -* ±00. Use esta observación para realizar un trazo preciso
de Ia gráfica def

Use ci niétodo del problema 55 para obtener un trazo
preciso de Ia gráfica de

f(x) =

x+ 1
= x - 1

48. f(x) -
1 (x+1)3
I

x

1

Gráficas de polinomios
Cãlculo de derivadas de orden superior
Funciones cOncavas hacia arriba y cOncavas hacia

abajo
Criterio de concavidad
Criterio de la segunda derivada
Puntos de inflexión
Criterio del punto de inflexión
LImites infinitos
Asintotas verticales
LImites cuandox -4±00
AsIntotas horizontales
Asintotas oblicuas
Técnicas para ci trazo de curvas

4. y =senx

250 Capitulo 4 / Aplicaciones adicionales de Ia derivada

29. f(x)
=

30. -x - 3 - x

31. f(x)
= (x + 2)2

32. f(x)
= (3 x)2

x+ 1
33. f(x)

=
34. f(x) =

(2x 3)3 x- 1
2x

35. f(x)
=

36. f(x) =2 + x2 + 1
x

37. f(x) - 38. f(x) -- 9 - x2

2x2 + 1
39. f(x)

=
40. f(x)

=2 + x-6 x2 - 2x

47. f(x)

49. f(x) -

12

x - I



iniervalos en donde es crecienle o decrecienie. Muestre Ia
esiruciura de concavidad de Ia graJIca e idenlifique todos los
puntos de inflexión.

f(x) = x2 - 6x + 4
f(s) = 2x3 - 32 - 36x
f(x) = 3x5 - 5x3 + 60x
f(x) = (3 - x)V

33.f(x) (1 - x) x

Muestre que Ia ecuaciónx5 +x = 5 tiene exactamente una
solución real.

Calcule las primeras tres derivadas de lasfunciones en los
problemas35a 44.

En los problemas 45 a 52, calcule dy/dx y d2y/dr2 bajo Ia
hipótesis de quey esiá definida de manera implicita como una
función de x medianie Ia ecuación dada.

45 x"3 + l/3 = 1 46. 2x2 - 3xy + 5y2 = 25
47. y5 - 4y + 1 = vi 48. senxy = xy
49. x2 + y2 = 5xy + 5 50. x5 +xy4 = 1
51. y3 - y = x2y 52. (x2 - y2)2 = 4xy

Trace las ,grãficas de lasfunciones en los problemas 53 a 72,
indicando todos los puntos crIticos, puntos de inflexión y
asIntotas. Muestre claramente Ia estructura de concavidad.

53. f(x) = x4 - 32x 54. f(x) 18x2 - x4
55. f(x) x6 - 2x4 56. f(s) = xVx - 3

57. f(x) = x '/4 - x 58. f(x) X - 1
x+2

x2+1 x59. f(x) = 60. f(x) -x2 - 4 - x - 2
2x2 x3

61. f(x) 62. f(x)- x - 2 - I
63. f(x) = 3x4 - 4x3 64. f(s) = x4 - 2x2

65. f(x) = 66. f(s) = x3 - 12x- 1
67. f(x) = -10 + 6x2 -

251

35. f(x) = x3 - 2x 36. f(x) = (x + 1)'°°

37. g(t) =

=39. f(i)

I I- - 38. h(y)

40.

\/3y - 1
t 21+1

2i 3/2 - 3t' g(x)
= 2 + 9

t+2 341. h(i) - 42.f(z) = +t-2
43. g(x) = 44. g(t) =

8- 4x (3 - 1)3/2

5.y=x2cosV
Sen 2x

x

En losproblemas 7a 16, estime el nthnero dado media nie una
aproximación lineal.

V6401 (Note que 802= 6400.)

1

1.000007

(2.0003)'° (Observe que2'°= 1024.)
Y999 (Observe que i0 = 1000.)
/ioo5 12. 13. 263/2

14. is. '/ii 16. Vi000

En los problemas 17 a 22, estime el cambio en Ia cantidad
indicada mediante una aproximación lineal.

El volumen V= s3 de un cubo, si Ia longitud de su arista
s aumenta de 5 a 5.1 pulgadas.

El area A = irr2 de Un cIrculo, si SU radio r disminuye de
10 a 9.8 cm.

El volumen V= Jtr de una esfera, si su radio r aumenta
deS a 5.1 cm.

El volumen V= 1000/p pulgadas cibicas de un gas, si Ia
presión desciende de 100 a 99 libras/pulgada cuadrada.

El periodo de oscilación T= 2,rILi de un péndulo, si
su longitud L aumenta de 2 pies a 25 pulgadas. (El tiempo T
eStá en segundos.)

El tiempo de vida L = 1030/E'3 horas de una lárnpara con
un voltaje aplicado deE voltios (V), si el voltaje aumenta de
110 Va 111 V. Compare su resultado con el descenso real del
tiempo de vida.

Si el teorema del valor medio se aplica a Ia funcion f en el
iniervalo [a, b], esto garantiza Ia existencia de una solución
c en el intervalo (a, b) de la ecuación

f'(c) I
En los probl emas 23 a 28, se dan unafunciónfy un iniervalo
[a, bJ. VerJique quefsatisface las hipóiesis del leorema del
valor medio en [a, bJ. Use enlonces la ecuación dada para
determinar el valor del nimero c.

23.f(x) = x _!; [1,3]

24.f(x)=x3+x-4; [-2,3]
f(x) = x3; [-1,2]
f(x) x3; [-2, 1]
f(x) = x5; [-1, 2]
f(x) = V; [0, 4]

Trace las gráficas de lasfunciones en los probl em as 29 a 33.
Indique el máxi,no y el minimo local de cadafunción y los

CapItulo 4 / Problemas diversos



J(x) =

y que

f(x) =
f(x) =

f(x) =

73. La función

f(x) =

252

x
1 +2 observeque

(x-1)(x+1)
f'(x) - (x2+1)2

2x(x2 - 3)
f"(x) = (x2 + 1)

x3 - 3x 70. f(x) = x4 - 12x2

x3 + x2 - 5x + 3
1 1-+-
x

x2 + 2x + 2
tiene un valor máximo, y solo uno. DetermInelo.

Usted necesita un recipiente cilindrico, sin tapa, con un
volumen de un pie cObico. La parte cilindrica del recipiente
se fabrica con aluminio y el fondo de cobre. El cobre es cinco
veces más caro que el aluminio. ,Qué dimensiones minimi-
zarlan ci costo total del recipiente?

Una caja rectangular sin tapa debe tener un volumen de
4500 cm3. Si su fondo es un rectánguio cuyo largo es el doble
de su ancho, (,qué dimensiones minimizarlan el area total del
fondo y los cuatro lados de Ia caja?

Una pequeña caja rectangular debe tener un volumen de
324 pulgadas cObicas. Su fondo es cuadrado y cuesta el doble
(por pulgada cuadrada) que la tapa y los cuatro lados. .Qué
dimensiones minimizarian el costo total del material necesa-
rio para hacer Ia caja?

Usted debe fabricar una pequeña caja rectangular con un
volumen de 400 pulgadas cObicas. El fondo es un rectángulo
cuyo largo es ci doble del ancho. El fondo cuesta 7 centavos
Ia pulgada cuadrada; Ia tapa y los cuatro lados de Ia caja
cuestan 5 centavos Ia pulgada cuadrada. fQué dimensiones
minimizarian ci costo de Ia caja?

Suponga quef(x) es un polinomio cObico con exacta-
mente tres raices reales distintas. Demuestre que las dos raices
def'(x) son reales y distintas.

Suponga que cuesta I + (0.0003)v dOlares por milia
operar un carniOn a v millas por hora. Si existe un costo
adicional (como ci salario del conductor) de $lO/hora, 1,qué
velocidad minimizaria el costo total de un viaje de 1000
millas?

Los nOmeros a1, a2.....a,, están fijos. Determine una
fOrmula sencilla para ci nOmero x tal que Ia suma de los
cuadrados de las distancias de x a los n niimeros dados sea lo
más pequeña posible.

Trace Ia curva y2 = x(x - I )(x - 2), indicando que consta
de dos partes, una acotada y Ia otra no acotada, y que tiene
dos rectas tangentes horizontales, tres rectas tangentes verti-
cales y dos puntos de inflexión. [Sugerencia: Observe que Ia
curva es simétrica con respecto del eje x y comience determi-
nando los intervalos donde el producto x(x - 1)(x - 2) es

positivo. Calcule dy/dx y d2y/dx2 mediante derivación impll-
cita.]
82. Una granjera quiere cercar un terreno rectangular con Un
area de 2400 pies cuadrados. También quiere utilizar algo de
cerca para construir una division interna paralela a dos de las
secciones del borde (figura 4.PD.1). 4,Cual es la longitud
minima total de cerca que requiere este proyecto? Verifique
que su respuesta es el mInimo global.

Figura 4.PD.1 La cerca del problema 82

Otro granjero desea cercar un terreno rectangular con un
area de 1800 pies cuadrados. También desea utilizar algo de
cerca para construir dos cercas internas de divisiOn, ambas
paralelas a las mismas secciones exteriores del borde (figura
4.PD.2). CuáI es la longitud mInima total de cerca que
requiere este proyecto? Verifique que su respuesta es ci
minimo global.

Figura 4.PD.2 La cerca del problema 83

Una tercera granjera desea cercar un terreno rectangular
de area 2250 m2. Ella también desea usar una cerca adicional
para construir tres cercas intemas de division, todas ellas
paralelas a las mismas secciones exteriores del borde. Cuá1
es Ia longitud minima total que requiere este proyecto? Veri-
fique que su respuesta es ci minimo global.

Un Oltimo granjero desea cercar un terreno rectangular de
area A pies cuadrados. También desea usar una cerca adicio-
nal para construir n (un entero fijo positivo no especificado)
cercas internas de division, todas ellas paralelas a las mismas
secciones exteriores del borde. Cuál es la longitud minima
total que requiere este proyecto? Verifique que su respuesta
es el mInimo global.

LCuál es Ia longitud del segmento de recta más cort.o que
esta contenido en ci primer cuadrante, con sus extremos en
los ejes y que es tarigente a la gráfica dey = 1/x2? Verifique
que su respuesta es ci minimo global.

Un triangulo rectángulo Se forma en ci primer cuadrante
med iante un segmento de recta que es tangente a la gráfica de

CapItulo 4 / Aplicaciones adicionales de la derivada



y = l/x2 y cuyos extremos están en los ejes. ,Existe un area
maxima posible para tales triángulos? ,Existe un minimo?
Explique sus respuesta.s.

Se forma un triángulo rectángulo en el primer duadrante,
con un segmento de recta tangente a Ia grãfica de y = 1/x y
cuyos extremos están sobre los ejes. Existe un area maxima
posible para dicho triángulo? Existe un minimo? Explique
sus respuestas.

Una caja rectangular (con tapa) debe tener un volumen
de 288 pulgadas cübicas y el largo de su base debe medir
exactamente el triple de su ancho. ,Cuál es el area superficial
minima posible de dicha caja? Verifique que su respuesta es
el minimo global.

Una caja rectangular (con tapa) debe tener arì volumen
de 800 pulgadas ci:ibicas y el largo de su base debe medic
exactamente cuatro veces su ancho. Cuál es el area superfi-
cial minima posible de dicha caja? Verifique que su respuesta
es el mInimo global.

Una caja rectangular (con tapa) debe tener un volumen
de 225 pulgadas cübicas y el largo de su base debe medir
exactamente cinco veces su ancho. ,Cuál es el area superficial
minima posible de dicha caja? Verifique que su respuesta es
el mInimo global.

Una caja rectangular (con tapa) debe tenerun volumen V
y el largo de su base debe niedir exactamente n veces su ancho
(n es un entero positivo fijo). ,CuáI es eF area superficial
minima posible de dicha caja? Verifique que su respuesta es
el mInimo global.

La gráfica def(x) =x1'3 (1 x)213 se muestra en Ia figura
4.PD.3. Recuerde (sección 4.7) que esta gráfica tiene una

asintota oblicua con Ia ecuacióny = mx + b si

lirn [f(x) - (mx + b)] = 0 o bien

urn [f(x) - (mx + b)] = 0.

(Los valores de m y b pueden ser distintos en los dos casos
X +00 y x - _oo.) La gráfica parece tener dicha asIntota
cuando x ,+oo Determine m evaluando

f(x)
lim

x

Determine a continuación b evaluando

lim [f(x) - mx].

Por tiltimo, determine m y b para el caso x -

Figura 4.PD.3 La gráfica dey =f(x) del problema 93
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CAPITULO

La integral

U ArquImedes de Siracusa fue el
más grande matemático de la era
antigua desde el siglo v a.C. hasta el
siglo II d.C., cuando se sembró la
semilla de las matemáticas moder-
nas, en las comunidades griegas ubi-
cadas principalmente a orillas del
mar Mediterráneo. Fue famoso en su
tiempo por sus inventos mecánicos:
el/ ilamado tomillo arquimediano,
para bombear agua, dispositivos de
palanca y polea ("dadme un punto
de apoyo y moveré al mundo"), un
planetario que duplicó los movi-
mientos de los cuerpos celestes de
manera tan precisa que mostraba los
eclipses del sol y de la luna, y las
máquinas de guerra que aterraron a
los soldados romanos en la batalla
de Siracusa, durante la cual fue
muerto ArquImedes. Pero se decla
que para el mismo ArquImedes, es-
tos inventos eran simplemente una
"distracción de la geometrIa en jue-
go"; sus obras se dedicaban a las
investigaciones matemáticas.

U ArquImedes llevó a cabo mu-
chos de los cálculos de area y volu-
men que ahorausan cálculo integral:
desde areas de cIrculos, esferas y
segmentos de secciones cónicas
hasta vohunenes de conos, esferas,
elipsoides y paraboloides. Se habia
demostrado con anterioridad, en los
Eleinentos de Euclides, que el area

A de un cIrculo es proporcional al
cuadrado de su radio r, de modo que
A = .irr2 para alguna constante de
proporcionalidad ir. Pero fue ArquI-
medes quien aproximó con precision
el valor nurnérico de ir, mostrando
que su valor está entre el 3 memo-
rizado por los nijios de las escuelas
de educación elemental y Ia cota
inferior 3.. Euclides también de-
mostró que el volumen V de una
esfera de radio r esta dado por V =
r3 (jlconstante), pero fue ArquIme-

des quien descubriO (y demostrO)
que u = 4irr/3. También descubrió
las fórniulas de volumen ahora tan
familiares V= irr2h y V= irr2h para
Un cilindro y un cono, respectivamen-
te, con base de radio r y altura h.

U Se sospechO por mucho tiempo
que Arquimedes no habla descu-
bierto originalmente sus formulas
de areas y voh.'imenes por medlo de
los argumentos basados en lImites
que empleó para estab]ecerlos rigu-
rosamente. En 1906 fue redescu-
bierto, virtualmente por accidente,
un tratado arquimediano titulado El
Método, perdido desde Ia antigue-
dad. En él, ArquImedes describla un
"método de descubrimiento" basado
en un empleo de los infinitesimales
muy parecido al utilizado durante Ia
invención y exploración del cálculo
en los siglos XVIIy XVIII

U Como conmemoraciOn de sus
formulas de la esfera y el cilindro,
ArquImedes pidió que en su lápida
se grabara una esfera inscrita en un
cilindro circular. Si Ia altura del
cilindro es h = 2r, puede verificar
que las areas totales de la superficie
A y AE del cilindro y Ia esfera y
sus voliimenes Vy VE, se relacio-
nan mediante las formulas de Ar-
qulmedes

AE=Ac y VE=Vc?

AsI, los volOmenes y areas de las
superficies de Ia esfera y el cilindro
tienen la misma razOn 2:3.

II



5.1 ______
IntroducciOn

Figura 5.1.1 El problema de la
recta tangente motiva el cáiculo
diferencial

y

a b

Figura 5.1.2 El probiema del
area motiva el cálculo integral

x

F'(x) = f(x). (2)

Asi, necesitamos "derivar en orden inverso". Por consiguiente, comenzamos en la
sección 5.2 con ci estudio de la aniiderivación.

5.2
Antiderivadas o
primitivas y
problemas con
condiciones iniciales

Los capItulos I a 4 tratan ci cálculo diferencial, una de las dos partes estrecha-
mente relacionadas del cáiculo. El càlculo diferencial se centra en el concepto de
derivada. Recordemos que la motivación original para la derivada fue el problema
de definir las rectas tangentes a las gráficas de las funciones y el cálculo de las
pendientes de dichas rectas (figura 5.1.1). Sin embargo, la importancia de la
derivada se basa en su aplicación a diversos problemas que parecen tener poca
conexión con las rectas tangentes a las graficas en una primera inspección.

El cálculo integral se basa en el concepto de la integral. La definición de la
integral es motivada por el problema de definir y calcular ci area de la region que
se encuentra entre la gráfica de una función de valores positivosfy el ejex en un
intervalo cerrado [a, b]. El area de la region R de la figura 5.1.2 está dada por la
integral defde a a b, denotada por ci sImbolo

f(x) dx. (1)

Figura 5.2.1 La ley de enfriamiento de Newton,
ecuaciOn (1), describe el enfriamiento de una roca caliente
en agua frla
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El lenguaje del cambio es el lenguaje natural para establecerlas leyes yprincipios
cientIficos. Por ejemplo, Ia ley de enfriamiento de Newton dice que la razón de
canibio de la temperatura Tde tin cuerpo es proporcionai a la diferencia entre Ty
Ia temperatura del medio ambiente (figura 5.2.1). Es decir,

= k(T - A), (1)

donde k es una constante positiva y A, que normalmente se considera constante,
es Ia temperatura ambiente. Dc manera analoga, Ia razón de cambio de una
población P con tasas constantes de natalidad y mortalidad es proporcional al
tamaño de Ia poblacion:



Figura 5.2.2 La ley d.c
Torricelli, ecuación (3), describe
el desagiie d.c un tanque de agua

2x
x3

cos x
sen 2x

x
x2144x

sen x
cos 2x

Figura 5.2.3 Algunas primitivas

'flT iti'J2

Ant nwAfl

Figura 5.2.4 La derivaciôn y la
antiderivación son opuestas

= kP (k constante) (2)
dt

La icy de Torricelli (figura 5.2.2) dice que Ia razón de cambio del volumen Vde
agua en un tanque que se vacla es proporcional ala raIz cuadrada de la profimdidad
y del agua; es decir,

dV = k Vy (k constante) (3)

Los modelos matemáticos de las situaciones del mundo real implican con frecuen-
cia ecuaciones con derivadas de las funciones desconocids. Estas ecuaciones,
incluyendo las ecuaciones (1) a (3), son ecuaciones diferenciales.

El tipo más sencillo de una ecuación diferencial tiene Ia forma

dx
= f(x), (4)

dondefes una función dada (conocida) y la funciony(x) es desconocida. El proceso
de determinar una función a partir de su derivada es opuesto a la derivación y por
ello se llama antiderivación. Si podemos determinar una función y(x) cuya
derivada seaf(x),

y'(x) f(x),

entonces decimos quey(x) es unaprimitiva (o antiderivada) def(x).

Defin icióri Antiderivada o prirnitiva
Una antiderivada o primitiva de Ia funcionfes una función Ftal que

F1(x) f(x)

siempre y cuandof(x) esté definida.

La tabla d.c la figura 5.2.3 muestra algunos ejemplos de funciones, cada uno
con sus primitivas. La figura 5.2.4 ilustra las operaciones d.c derivación y antide-
rivación, comenzando con Ia misma función f(x) y siguiendo en direcciones
opuestas. La figura 5.2.5 ilustra que la derivación "anula" el resultado de la
antiderivación, la derivada d.c la primitiva def(x) es Ia función originalf(x).
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t
Antiderivaciórt Derivación

I Figura 5.2.5 La derivación
anula el resultado de la
antiderivación

EJEMPLO 1 Dada Ia funcionf (x) = 3x2, entonces F(x) = x3 es una primitiva
def(x) = 3x2, como también lo son las flmciones

Función Primitiva
f(x) F (x)
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Figura 5.2.6 Gráfica dey =x2 + C
para distintos valores de C
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Figura 5.2.7 Gráficadey=x3+ C
para distintos valores de C

Figura 5.2.8 Gráfica de
y = sen x + C para distintos
valores de C

1 2

G(x)=x3+17, H(x)=x3+ir y K(x)=x\[2.
En real idad, J(x) = x3 + C es una primitiva def(x) 3x para cualquier elección
de la constante C.

AsI, una sola función tiene muchas primitivas, mientras que uria función solo
puede tener una derivada. Si F(x) es una primitiva def(x), también lo es F(x) +
C para cualquier elección de la constante C. El recIproco de esta proposición es
más sutil: si F(x) es una primitiva def(x) en el intervalo I, entonces toda primitiva
def(x) en Ies de la forma F(x) + C. Esto es una consecuencia directa del coroiario
2 del teorema del valor medio de la sección 4.3, seg(in el cual dos funciones con
la misma derivada en un intervalo difieren solamente por una constante en ese
intervalo.

AsI las gráficas de dos primitivas F(x) + C1 y F(x) + C2 de la misma fimción
f(x) en el mismo intervalo I son "paralelas", en el sentido ilustrado en las figuras
5.2.6 a 5.2.8. Aqui vemos que la constante C es la distancia vertical entre las curvas
y = F(x) y y = F(x) + C pam cada x en I. Esta es la interpretación geométrica del
teorema 1.

Teorema 1 La prinhitiva más general
Si Px) = fx) en cada punto del intervalo abierto I, entonces cada
primitiva G def en I tiene Ia forma

G(x)F(x)+C, (5)

donde C es una constante.

AsI, si Fes cualquier pnmitiva defen el intervalo I, entonces la primitiva más
general def en I tiene la forma F(x) + C, como en la ecuación (5). La colección
de todas las primitivas de la funciónf(x) es conocida como la integral indefinida
def con respecto de x y se denota

ff(x) dx.

Con base en el teorema 1, escribimos

Jf(x) dx = F(x) + C, (6)

donde F(x) es una primitiva particular def(x). Por tanto,

Jf(x) dx = F(x) + C si y solo si F'(x) = f(x).

El sImbolo de Ia integral J es como una S mayuiscula alargada. En real idad, es
una S medieval, utilizada por Leibniz como una abreviación de Ia palabra latina
summa ("suma"). Pensamos Ia combinación J . . dx corno un solo sImbolo;
colocamos en el "espacio" Ia formula de Ia función cuya primitiva estamos
buscando. Podemos considerar la diferencial dx como algo que especifica Ia
variable independiente x tanto en la funcionf(x) como en sus primitivas.
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EJEMPLO 2 Las entradas en Ia figura 5.2.3 nos lievan a las integrales indefmidas

Ji dx = x + C,

J2x dx = x2 + C,

fx3 dx = + C,

Jcosxdx=senx+C

fsen 2x dx = - cos 2x + C.
Puede verificar cada una de las formulas derivando el lado derecho. Ciertamente,
ésta es Ia manera segura de verificar cualquier antiderivación: para verificar que
F(x) es una primitiva def(x), calculamos F"(x) pam ver si obtenemosf(x). Por
ejemplo, la derivación

D(cos2x + C) = (-2sen2x) + 0 = sen2x
es suficiente pam verificar la quinta formula de este ejemplo.

La diferencial dx de Ia ecuación (6) especifica que la variable independiente
es x. Pero podemos describir una antiderivaciOn especIf'ica en términos de cual-
quier variable independiente conveniente. Por ejemplo, las integrales indefinidas

f3t2dt =t3 + C, f3y2dy =y3+ C J3u2du=u3 + C

significan exactamente lo mismo que

J3x2 dx = x3 + C.

Cada formula de denvación produce inmediatarnente, por "inversion" de la
derivación, una formula integral indelinida correspondiente. Las, ahora familiares,
derivadas de las funciones potencia y las funciones trigonométricas conducen a
las formulas integrales establecidas en el teorema 2.

Teorema 2 Algunasfórnzulas integrales

k s-I

Ixkdx=X +Ck+i

5
cos k dx = sen /o + C,

$
sen dx = - cos - + C,

$
sec2kdx=tan k+C,

(si k-1),
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$ csc2 kxdx = - cot kx + C,

Jsecicxtankxdx=seckx+C

$ csc kx cot ladx=csc kx+ C.

OBSERVACJON Asegórese de verificar por qué aparece un signo menos en la
ecuación (9) pero no en Ia ecuación (8)!

Recuerde que Ia operación de derivación es lineal, lo que significa

D [cF(x)] = cF'(x) (donde c es una con stante)

y

D[F(x) ± G(x)] F '(x) ± G '(x).

En la notación de antiderivación, esto implica que

f cf(x) dx = cjf(x) dx (c es una constante) (14)

y

x'4.--+C
= + 2x\[x + + C.

Sección 5.2 I Antiderivadas o primitivas y problemas con condiciones iniciales

f[f(x)
± g(x)] dx = f f(x)dx ± Jg(x)dx. (15)

Podemos resuinir estas dos ecuaciones diciendo que Ia antiderivación es lineal.
En esencia, entonces, antiderivamos una suma de funciones antiderivando cada
función individualmente. Esto es una antiderivaciôn término a término. Además,
un coeficiente constante en cualquiera de los términos es simplemente "acarreado
por" Ia antiderivación.

EJEMPLO 3 Deterrninar

f(x3 + 3 - )dx.

Soluciôn Como en Ia derivación, preparamos la antiderivación escribiendo las
ralces y los recIprocos como potencias con exponentes fraccionarios o negativos.
AsI,

x3 + 3 - )dx = f(x3 + 3x'12 - 4x2)dx

= f xdx + 3f x2dx - 4f x2dx [usando las ecuaciones (14) y (15)]
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Existe solo una "+C" ya que la via segura de verificaciOn implica que
+ 2x + 4x' es una primitiva particular. Por tanto, cualquier otra primitiva

difiere de ésta solamente por una (inica) constante C.

EJEMPLO 4

J(2 cos 3t + 5 sen 4t)

= 2 f cos 3t di + 5 f sen4t dt [usando las ecuaciones (14) y (15)]

= 2( sen 3t) + 5( cos 4t) + C [usando las ecuaciones (8) y (9)]
= sen 3t - cos 4t + C.

La ecuación (7) es Ia regia de la potencia "en sentido inverso". La regla de Ia
potencia generalizada en sentido inverso es

J ukdu
Ukfl

= + C (si k 1), (16)k+1
donde

u = g(x) y du = g'(x) dx.

EJEMPLO 5 Si u = x + 5 (de modo que du = dx), Ia ecuaciOn (16) implica

f(x + 5)'°dx = (x + 5)H + C.

EJEMPLO 6 Queremos determinar

1 20

J(4 - 5x)3
dx.

Planeamos usar Ia ecuación (16) con u = 4 - 5x. Pero antes debemos obtener Ia
derivada du = 5 dx. La "regla de multiplicación por una constante" de la ecuación
(14) nos perrnite hacer esto:

1 (4 5x)3 dx = 20 J (4 - 5x)3 dx

5 J(4 - 5x)3(Sdx)

= 4 J u3 du (u = 4 - 5x, du = 5 dx)

= 4. + C [Ecuación(7)conk=-3].
AsI,

C 20 2
dx +C.

J (4 - 5x)3 (4 - 5x)2

El paso dave está en la ecuación (17). AhI multiplicamos por la constante 5
dentro de la integral y compensamos eso al dividir entre 5 fuera de Ia integral.

Capitulo 5 / La integral
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Esto era necesario para reemplazar u por 4 5x y expresar la primitiva en términos
de Ia variable independiente original x.

ECUACIONES DIFERENCIALES MUY SENCILLAS

La técnica de antiderivación se puede usar con frecuencia para resolver una
ecuación diferencial de Ia forma particular

= f(x) (18)

donde la variable dependiente y no aparece en el lado derecho. Resolver la
ecuación diferencial en Ia ecuación (18) consiste simplemente en encontrar una
función y(x) que satisfaga la ecuación (18); es decir, una función cuya denvada
sea Ia función dadaf(x). Por tanto, la solución general de la ecuación (18) es la
integral indefinida

y(x)
=

f f(x)dx + C (19)

de Ia funcionf(x).

EJEMPLO 7 La solución general de Ia ecuación diferencial

dy 2= 3x
dx

está dada por

y(x)
=

J 3x2dx = x3 + C.

Una ecuación diferencial de la forma de Ia ecuación (18) puede aparecerjunto
con una condición inicial de Ia forma

y(xo) = yo. (20)

Esta condición especifica el valory =Yo que la función solucióny(x) debe tener
en x = x0. Una vez que hemos determinado Ia solución general de Ia ecuación (19),
podernos encontrar el valor de Ia constante C sustituyendo y = Yo cuando x = x0.
Con este valor especifico de C, Ia ecuación (19) da Ia solución particular de la
ecuación diferencial en Ia ecuación (18) que satisface la condición inicial en
Ia ecuación (20). La combinación

- f(x), y(xo) = Yodx
dy

(21)

de una ecuación diferencial con una condición inicial es liamada un problema
con condición(es) inicial(cs).

EJEMPLO 8 Resuelva el problema con condición inicial

dy
= 2x + 3, y(l) = 2. (22)

Sccción 5.2 I Antiderivadas o primitivas y problernas con condiciones iniciales 261



262

Solución Por la ecuación (19), Ia solución general de la ecuación diferencial
dy/dx = 2x + 3 está dada por

y(x) (2x + 3)dx = x2 + 3x + C.

La figura 5.2.9 muestra la gráfica y = x2 + 3x + C pam distintos valores de C. La
soiución particular que buscarrios corresponde a Ia curva de la figura 5.2.9 que
pasa por el purto (1, 2), que satisface la condición inicial

y(l) = (1)2 + 3.(1) + C = 2.
Esto implica que 4 + C = 2, por lo que C = 2. AsI, Ia solución particular deseada
es

y(x) = x2 + 3x - 2.

0BsERvAcION El método del ejemplo 8 puede describirse como "integrar ambos
lados de una ecuación diferencial" con respecto de x:

J()dx
=

J (2x + 3)dx;

y(x) = x2 + 3x + C.

MOVIMIENTO RECTILINEO

La antiderivación nos permite, en muchos casos importantes, analizar el movi-
miento de una partIcula (o "masa puntual") en térrninos de las fuerzas que actiian
sobre ésta. Si Ia particula se niueve con movimiento rectilIneo, a lo largo de i.ma
lInea recta (el eje x, por ejemplo), bajo Ia influencia de una fuerza dada (posible-
mente variable), entonces (como en Ia sección 3. 1) ci movimiento de la partIcula
queda descrito por su fuución de posición

= a(t), v(0) vo (27)
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x = x(t), (23)

que da su coordenadax en el tiempo I (figura 5.2.10). La velocidad dela partIcula
v(I) es Ia derivada, con respecto al tiempo, de su función de posición,

dx
v(t) = -, (24)

y su aceleración a(t) es Ia derivada de su velocidad con respecto del tiempo:

dv d2x
=

x

Figura

x(t)
Posición en
el instante

5.2.10 La función de a(t) -- (25)
posición x(t) de una particula que
se mueve a lo largo del eje x En una sitiiación tIpica, se tiene Ia siguiente inforrnacjón (figura 5.2.11):

a(t) Ia aceleración de Ia particula;

x(0)=x0 su posición inicial;
(26)

tO) = su velocidad in/cial.
x

x(0)=x0 Tieinpot= 0;
0 velocidad x'(0) =

Figura 5.2.11 Datos iniciales
para ci movimiento rectilIneo

En principio, podemos proceder como sigue para determinar Ia fu.nción de posición
de Ia partIcuia x(1). Primero resolvernos el problerna con condición inicial

-4 0 4
x

Figura 5.2.9 Solución general
y = x2 + 3x + C de la ecuación
diferencial en la ecuación (22)
(ejemplo 8)

4

0

-4

-8



correspondiente a Ia función velocidad Lt). Conociendo tt), entonces podemos
resolver el problerna con condición inicial

= v(t), x(0) = (28)

para Ia fuición de posición x(t) de la partIcula. AsI, determinamos x(t) a partir de
los datos iniciales y de la aceleración, dados en la ecuación (26), resolviendo dos
problemas sucesivos con condiciones iniciales.

ACELERACION CONSTANTE

La solución de los problemas con condiciones iniciales en las ecuaciones (27) y
(28) es más sencilla cuando Ia aceleración a es constanle. Partimos de

dv = a (a es una constante) (29)
dt

y antiderivamos:

v(t)
= f adi. (30)

De modo que
v(t) = at + C1. (31)

Para evaluar la constante C1, sustituirnos el dato inicial i0) = v0, lo que implica

vo = a0 + Ci C.
En consecuencia, la ecuación (31) se convierte en

v(t) = at + vo. (32)

Corno x'(l) = it), una segunda antiderivación implica

x(t)
= f v(t) di (33)

= f (at + V) dt;

x(t) = at2 + vot + C2.

Al sustituir el dato inicial x(0) = x0 obtenernos

xo = a(0)2 + v.(0) + C2 = C2.

AsI, Ia función de posición de Ia partIcula es

x(t) = at2 + v0t + xo. (34)

AI)VER1'ENCIA Las ecuaciones (32) y (34) solarnente son válidas en el caso de
acelcración a conslante. No se aplican cuando Ia aceleración varla.

EJ EM PLO 9 Las niarcas de denape de unos neumáticos indican que se han
aplicado los frenos durante una distancia de 160 pies antes de detenerse el
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automóvil. Supongamos que el automóvil en cuestión tiene una desaceleración
constante de 20 pies/seg2 bajo las condiciones del derrape. A qué velocidad
viajaba el auto cuando se comenzó a frenar?

Solución Con frecuencia, la introducción de un sistema de coordenadas conve-
niente es crucial para resolver con éxito un problema fisico. En este caso,
consideramos el eje x orientado positivamente en la dirección de movimiento del
auto. Elegimos el orden de modo quex0 = 0 cuando t = 0 (figura 5.2.12). En este
sistema de coordenadas, la velocidad del auto tt) es una función decreciente
del tiempo t (en segundos), de modo que su aceleración es a = 20 (pies/seg2) y
no a = +20. Por tanto, comenzamos con Ia ecuación de aceleración constante

= 20.

Antiderivamos, como en Ia ecuación (30), pam obtener

V(t)
=

f (-20)dt = 20t + C1.

Aunque la velocidad inicial no se conoce, los datos iniciales I = 0, v= u, implican
que C1 = u. AsI, Ia función de velocidad del automóvil es

v(t) = 20t + Vo. (35)

Una segunda antiderivación, como en la ecuación (33), implica

x(t)
=

f (-20t + Vo) dt = _1012 +vt + C2.

Al sustituir los datos iniciales I = 0, x = 0 obtenemos C2 = 0, por lo que Ia función
de posición del automóvil es

x(t) = l0t2 + Vol. (36)

El hecho de que las marcas de derrape tengan una longitud de 160 pies nos
dice que x = 160 cuando el auto se detiene; es decir,

x160 Si v0.
Al sustituir estos valores en las ecuaciones de velocidad y posición [ecuaciones
(35) y (36)], obtenemos las dos ecuaciones simultáneas

20t + v0 = 0, _lOt2 + vot = 160.
Despejarnos u3 yt pam deterrnmar Ia velocidad inicial t y la duración (del derrape.
Si multiplicamos Ia primera ecuación por - ty sumamos el resultado a Ia segunda
ecuación, tenemos que 1012 160, por lo que 1=4 cuando el auto se detiene. Esto
implica que la velocidad del auto era

= 20t = 20.4 = 80 (pies/seg),

o cerca de 55 millas/hora, cuando se aplicaron los frenos por primera vez.

MOVIMIENTO VERTICAL CON ACELERACION
GRAVITACIONAL CONSTANTE

Una aplicación comñn de las ecuaciones (32) y (34) está relacionada con el
movimiento vertical cerca de Ia superficie de la Tierra. Una partIcula con este mo-
vimiento está sujeta a una aceleración a hacia abajo, que casi es constante si solo
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160 pies (ejemplo 9)



se utilizan distancias verticales pequeflas. La magnitud de esta constante se denota
con g, aproximadamente igual a 32 pies/seg2 o 9.8 m/seg2. (Si necesita un valor
más preciso de g, puede usar 32.174 pies/seg2 en el sistema inglés o 9.80665 rnlseg2
en ci sistema mks.)

Si despreciarnos La resistencia del aire, podemos suponer que esta aceieración
debida a Ia gravedad es la ünica influencia externa sobre la partIcula en movimiento.
Como aqui trabajamos con el movimiento vertical, es natural elegir el eje y como el
sistema de coordenadas para la posición de la partIcula (figura 5.2.13). Si elegimos la
dirección hacia arriba como Ia dirección positiva, entonces el efecto de la gravedad
sobre la partIcula consiste en disminuir su altura, y también disminuir su velocidad
v = dy/dt. Entonces, la aceleración de la partIcula es

dva = = g = 32 pies/seg2.

Las ecuaciones (32) y (34) son, en este caso,

v(t) = 32t + V (37)
y

y(t) = 16t2 + v0t + yo. (38)

AquI, y es Ia aitura iniciai de Ia partIcuia, en pies, V0 es su veiocidad iniciai en
pies/segundo, y s ci tiempo en segundos.

EJEMPLO 10 Suponga que se dispara una flecha en sentido vertical mediante
una poderosa baliesta, desde ci piso, y que vuelve a tocar el suelo 48 segundos
después. Si podemos despreciar Ia resistencia dci aire, determinar la velocidad
inicial de Ia flecha y la aitura maxima que alcanza.

Soluciôn Establecemos ci sistema de coordenadas que se ilustra en la figura
5.2.14, donde ci nivei dci suelo corresponde ay = 0, Ia flecha se lanza en ci instante
t = 0 (en segundos) y con Ia dirección positiva hacia arriba. Las unidades en el eje
y están en pies.

Tenemos que y = 0 cuando I = 48 y carecemos de información acerca de ia
velocidad inicial u. Pero podemos utilizar las ecuaciones (37) y (38) pues
establecimos un sistema de coordenadas en donde Ia aceleración debida a la
gravedad actüa en dirección negativa. AsI,

y(t) = 16t2 + Vol + yo = 16t2 + vot
y

v(t) = 32t + vo.
Utiiizamos Ja información quey = 0 cuando t = 48 en ia primera ecuación:

0 = - 16.482 + 48vo, y asI Vo = 16.48 = 768 pies/seg.

Para determinar Ia altura maxima de Ia flecha, maximizamosy(t) encontrando el
valor de t para ci cual la derivada se anula. En otras palabras, Ia flecha aicanza su
altura maxima cuando su velocidad se anuia:

32t + v = 0,
de modo que en una altura maxima, t = v0/32 = 24. En ese instante, Ia flecha ha
alcanzado su altura maxima de

Ymax = y(24) = _16.242 + 768.24 = 9216 pies,

casi dos millas.
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5.2 Problemas

Evaláe las integrales indefinidas en losproblemas I a 30.

1. f (3x2 + 2x + 1)dx

3. 1(1 - 2x2 + 3x3)dx

. + 2x312 - 1)dx

J(x5/2 - - - V) dx

J(th/ + 7)dt

9.f(?+)dx
f(2xv - )dx

J
(4x3 - 4x + 6)dx 12.

13. 7dx 14.

15. f (x + 1)4dx 16.

17.
1 (x 10)

dx 18.

19.
f

V(1 - x)2dx 20.

21.
f

2x4 +
dx 22.

23.
f
(9r + 11) di 24.

25. .1 (x +77)2 dx 26.

f(5 cos lOx - 10 sen5x)dx

1(2 cos x + 3sen

f
(3 cos t + cos 3t) di

J
(4sen2irt - 2 sen4in)dt
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El resultado parece contradecir la experiencia. Debemos concluir que la resistencia
del aire no siempre se puede despreciar, particularmente en los problemas de
trayectos largos con alta velocidad.

2. f (3t + St - 6)dt

4. f(-)dt

8
f(2 3\

dx
x314 - 7)

I
(!t5 -
\4 t2/

I
(4

5\
dx

+ 1)'°dt

J
Vz + 1

J
(x +

I

(3x + 4)2
dx

1 1

J (3z + 10)
1 3

dx
J V(x - l)

Verifique mediante una derivación que las formulas in-
tegrales J sen x cos x dr = sen x + C1 y S sen x cos x dx =
- cos2 x + C2 son válidas. Reconcilie estos resultados
aparentemente diferentes. t,Cuál es Ia relaciOn entre las constan-
tes C1 y C2?

Muestre que las funciones claramente distintas

Fi(x) 1 -x

1 - cos 2x
sen x -

y F2(x) -

son ambas primitivas defx) = 1/(1 -x)2. uá1 es la relaciOn
entre F(x) y F2(x)?
33. Use las identidades

1 + cos 2x
2

cos2x=
2

para determinar las priniitivas J sen x ds y S cos2 x dx.

34. (a) Explique por qué S sec2 x dx = tan x -s- C.

(b) Use entonces Ia identidad I + tan2x = sec2x para determinar
Ia primitiva Stan2 x dx.

Resuelva los pro blemas con condiciones iniciales de 35 a 46.

38.=-; y(l)=5
dx x

39.= ; y(2)=-1
dx Vx+2

40.=Vx+9; y(-4)=0

41.z=3x3+; y(1)==1

42.=x4_3x+±; y(I) -1

43. = (x - i); y(0) = 2
dx
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36.

35.=2x+1;

37.=V;

y(0)=3

x
= (x - 2); y(2) = 1

y(4)=:0

x

I -x



=

44.=Vx+5; y(4)=-3dx

dx \/x-13
(2x + 3)3/2; y(3) 100

dx

Los problemas 47 a 63 tratan del rnovi,niento vertical cerca
de la superficie de la Tierra (despreciando la resisiencia del
aire). Useg = 32pies/seg2 como Ia magnitudde Ia aceleración
gravitacional.

Usted arroja una pelota hacia arriba, desde el suelo, con
una velocidad inicial de 97 pies/segundo. ,A qué altura sube
la pe]ota, y por cuánto tiempo permanece en e] aire?

Cuando Alejandro arroja una piedra hacia arriba, desde
el suelo, con su resortera, Ia piedra alcanza una altura maxima
de 400 pies. ,Cuá1 era Ia velocidad inicial de Ia piedra?

Laura suelta i.ma piedra a un pozo; ésta Ilega a! fondo 3
segundos después. LCuál es Ia profundidad del pozo?

Francisco arroja una piedra hacia arriba, al lado de un
árbol (figura 5.2.15). La roca sube hasta alcanzar Ia altura
del árbol y después cae al suelo; permanece en el aire durante
cuatro segundos. ,Cuá1 es Ia altura del árbol?

ou

o

Figura 5.2.15 El árbol Figura 5.2.16 El edificio
del problema 50 del problema 51

Miguel arroja una pclota hacia arriba, con una velocidad
inicia! de 48 pies/segundo, desde Ia parte superior de un
edilicio de altura 160 pies. La pelota cae a! suelo en la base
dcl edilicio (figura 5.2.16). ,Cuñnto tiempo permanece Ia
pelota en el aire, y con qué velocidad golpea al suelo?

Una pelota se alToja desde Ia parte superior de un editicio
con 576 pies de altura. Con qué velocidad debe arrojarse una
segunda pelota hacia abajo tres segundos después para que
ambas toquen el suelo a! mismo tiempo?

Se suelta una pelota desde lo más alto del Empire State
Building, a 960 pies de altura sobre Ia calle 34. ,Cuánto
tiempo tarda Ia pelota en Ilegar a Ia calle, y con qué velocidad
la golpea?

Linda dispara una flecha hacia arriba, desde el suelo, con
una velocidad inicial de 320 pies/segundo. (a) A qué altura
se encuentra la flecha después de tres segundos? (b) ,En qué
momento se encuentra Ia flecha a 1200 pies sobre el suelo?
(c) 1,Cuántos segundos transcurren desde su lanzamiento has-
ta tocar de nuevo el suelo?

Guillermo arroja una piedra hacia arriba, desde el suelo.
La piedra alcanza una altura maxima de 225 pies. ,Ci.tál era
su velocidad inicial?

Santiago suelta una roca a un pozo, donde Ia superficie
del agua está a 98 metros debajo del nivel del suelo. 1,Cuánto
tarda la roca en tocar Ia superficie del agua? ,A qué velocidad
Se mueve Ia roca cuando toca Ia superficie del agua?

Gloria arroja una pelota de tenis hacia arriba, desde Ia
parte superior de un edificio de 400 pies de altura. i,Cuánto
tiempo tarda Ia pelota en liegar al suelo? tCon qué velocidad
golpea al suelo?

Sebastian arroja unapelota de béisbol hacia arriba, desde
Ia parte superior de un edificio alto. La velocidad inicial de la
pelota es 25 pies/segundo y golpea el suelo con una velocidad
de 153 pies/segundo. .Qué altura tiene el edificio?

Se arroja una pelota hacia arriba, desde el suelo, con una
velocidad inicial de 160 pies/segundo. ,Cuál es Ia altura
maxima que alcanza Ia pelota?

Carolina suelta un saco de arena desde lo alto de un
edificio de h pies de altura. Al mismo tiempo, Juan arroja una
pelota hacia arriba, desde el suelo, de tin punto directamente
debajo del saco de arena. i,Cuál debe ser Ia velocidad de Ia
pelota de modo que choque con el saco a Ia mitad del camino,
donde ambos tengan una altura h/2?

Cecilia arroja una pelota de béisbol hacia abajo, con una
velocidad inicial de 40 pies/segundo, desde 1 alto del monu-
mento a Washington, de 555 pies de altura. 1,Cuánto tarda Ia
pelota en llegar al suelo, y con qué velocidad lo golpea?

Se suelta una roca desde una altura inicial de h pies sobre
Ia superficie de Ia Tierra. Muestre que Ia velocidad con
que Ia roca golpea Ia Tierra es

Se suelta una bomba desde un globo a una altura de
800 pies. Directamente debajo del globo, se lanza un proyectil
hacia arriba, hacia Ia bon1ba, exactamente dos segundos des-
pués del Ianzamiento de Ia bomba. Con qué velocidad inicial
debe dispararse eI proyectil para que choque con Ia bomba a
una altura exacta de 400 pies?

Los frenos de un automóvil se accionan cuando éste se
mueve a 60 millas/hora (exactamente 88 pies/segundo). Los
frenos proporcionan una desaceleración constante de
40 pies/segundo2. Qué distancia recorre el auto antes de dete-
nerse?

Un auto que viaja a 60 millas/hora (exactamente
88 pies/segundo) se desplaza 176 pies después de aplicar sus
frenos. La desaceleración que proporcionan los frenos es
constante. CuâI es el valor de ésta?
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Superlicie de Ia luna

Figura 5.2.17 La nave espacial del problema 66

Una nave espacial está en caida libre hacia Ia superficie
de la Luna, con una velocidad de 1000 mil]as/hora. Sus
cohetes de retropropulsión, al accionarse, proporcionan una
desaceleración de 20,000 millas/hora2. A qué altura sobre Ia
superficie deben accionar los astronautas los cohetes de retro-
propulsion para garantizar un "aterrizaje suave" (v = 0 en el
momento del impacto)? (Véase Ia figura 5.2.17.) Ignore
el efecto del campo gravitacional de la Luna.

(a) (,Que velocidad inicial hacia arriba V0 debe emplear
para arrojaruna pelota hasta una altura maxima de 144 pies?

5.3
Cãlculo de areas
elementales

b

Figura 5.3.1 La fOrmula para el
area del triángulo, A = bh, se
obtiene como consecuencia de
esta figura

Figura 5.3.2 Cada poligono
puede representarse como Ia
union de Iriángulos que no Se
tras Japan
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Las integrales indefinidas de Ia sección 5.2 surgen del concepto de antiderivación. El
tipo más fundamental de integral es el mencionado en Ia sección 5.1, asociado con el
concepto de area. Se llama la integral dejmnida, o simplemente Ia integral. Sorpresi-
vamente, los conceptos un tanto diferentes de area y antiderivación tiene una relación
cercana y profunda. Este hecho, descubierto y explotado por Newton y Leibniz a fines
del siglo xvii, es Ia razón del uso de Ia misma palabra, integral, en ambos contextos.

Tal vez el primer contacto que se tiene con el concepto de area es la formula
A = bh, que proporciona el area A del rectángulo como el producto de su base b y
su altura h. Después aprendernos que el area de un triángulo es Ia mitad del
producto de su base y su altura. Esto es consecuencia del hecho de que cualquier
triángulo puede dividirse en dos triánguios rectángulos, y cada triánguio rectán-
gulo es exactamente la mitad de un rectánguio (figura 5.3.1).

Dada Ia formula A = bh pam el area de un triánguio, podemos, en principio,
determinar el area de cuaiquier ligura poligonal (un conjunto piano acotado por
una "curva" cerrada que consta de un nOmero finito de segmentos de lIneas rectas).
La razón de esto es que cualquier figura poligonal se puede dividir en triángulos
que no se traslapan (figura 5.3.2), y el area de Ia figura poligona] es entonces Ia
suma de las areas de estos triángulos. Este método para calcular el area data de
hace varios miles de afios, de las civilizaciones antiguas de Egipto y l3abilonia.

Los antiguos griegos iniciaron el estudio de areas de figuras con Ilneas curvas
en los siglos iv y v a.C. Dada una region plana R cuya area querlan determinar,
trabajaban con un polIgono P inscrito en R (figura 5.3.3) y con un poilgono Q
cjrcunscri(o fuera de R (figura 5.3.4). Si los poligonos P y Q tenIan un niimero

(b) Suponga ahora que arroja una pelota hacia arriba con
Ia misma velocidad inicial v0, en Ia Luna, donde la acele-
ración gravitacional en la superficie es solamente de 5.2
pies/segundo2. A qué altura subirá, y por cuánto tiempo
permanecerá suspendida?

La obra The Wind from the Sun (1963) de Arthur C.
Clarke describe a Diana, una nave espacial impulsada por un
ilamado viento solar. Sus velas de aluminio de dos millas
cuadradas le proporcionan una aceleraciOn de (0.00l)g =
0.032 pies/segundo2. Si Diana parte del reposo y viaja en linea
recta, calcule su distancia reconida x (en millas) y su velocidad
v (en millas/hora) después de un minuto, una hora y un dIa.

Un conductor iniplicado en un accidente afirma que
circulaba solamente a 25 millas/hora. Cuando Ia policla revisa
su auto, determina que si los frenos se aplicaban a 25 mi-
Ilas/hora, el auto recorrerIa solamente 45 pies antes de dete-
nerse. Las rnarcas de derrape del auto en Ia escena del acci-
dente miden 210 pies. Suponga que Ia desaceleraciOn es
constante y calcule Ia velocidad con Ia que viajaba antes del
acc idente.

Capitulo 5 / La integral

(a) (b)

Figura 5.3.3 (a) Un polIgono P de seis
lados inscrito en R; (b) un poligono
inscnto P de muchos lados, aproxima
bastante bien el area de R

(a) (b)

Figura 5.3.4 (a) Un poilgono de seis
lados Q circunscrito alrededor de R; (b)
un poligono Q de muchos lados
circunscrito, aproxima bastante bien el
area deR



suficientemente grande de lados, de longitud pequeña, entonces parecerIa que sus
areas, a(P) y a(Q), se aproximan a! area de la region R. Además, es posibie
controlar ci error: vemos que

a(P) <a(R) <a(Q) (1)

ya que R contiene a! poilgono P pero está contenido en ci polIgono Q.
Las desigualdades en (1) encierran al area deseada a(R). For ejemplo, supon-

gamos que los cálcul os basados en divisiones triangulares (como en la figura 5.3.2)
implican que a(P) = 7.34 1 y a(Q) = 7.343. Entonces la desigualdad resultante

7.34 1 <a(R) < 7.343

implica que a(R) 7.34, con una precision de dos cifras decimales.
Nuestro objetivo principal es describir una técnica sistemática pam aproximar ci

area de una region curvilInea adecuada utilizando areas poligonales fáciles de calcular.

AREAS BAJO GRAFICAS

Consideremos ci tipo de region determinado por una función continua positivaf
definida en un intervalo cerrado [a, bJ. Supongamos que deseamos caicularel area
A de Ia region R que se encuentra bajo la curvay =f(x) yporarriba del intervalo
[a, bJ en ci eje x (figura 5.3.5). La region R está acotada a Ia izquierda por una
recta vertical x = a y a Ia derecha por una recta vertical x = b.

Dividimos ci intervalo base [a, b] en subintervalos, todos con ia misma
longitud. Arriba de cada subintervalo está una franja vertical (figura 5.3.6) y ci
area A es la suma de las areas de estas franjas.

En cada uno de estos subintervalos base, construimos un rectángulo que
aproxime a la franja vertical correspondiente. Podemos elegir un rectánguo
"inscrito" o uno "circunscrito" (ambas posibilidades se ilustran en la figura 5.3.6)
o inciuso un rectángulo intermedio entre los dos. Estos rectángulos forman
entonces un polIgono que aproxima la region R, y por tanto Ia suma del area de
estos rectángulos aproxilna al area deseada A.

=f(x)

a h X

Figura 5.3.5 El area debajo de
La gráfica de y =f(x) de x a
ax = b

._. y =fC')

I
x=a x=b ejex

Figura 5.3.6 Franjas verticales determinadas por una
division [a, b] en subintervalos de igual iongitud

Sección 5.3 I Cãlculo de areas elernentales 269



Figura 5.3.7 (a) Cinco
poilgonos inscritos y
circunscritos; (b) diez po]igonos 4

inscritos y circunscritos;
(c) veinte poilgonos inscritos y
circunscritos; (d) cuarenta
polIgonos inscritos y circunscritos

270

Por ejemplo, supongamos que queremos aproximar el area A de la region R
que se encuentra bajo Ia parábolay = x2 y por arriba del intervalo [0, 3]. La gráfica
por computadora de Ia figura 5.3.7 muestra sucesivamente

Li 5 rectángulos inscritos y 5 circunscritos;

Li 10 rectángulos inscritos y 10 circunscritos;

Li 20 rectángulos inscritos y 20 circunscritos;

Li 40 rectãngulos inscritos y 40 circunscritos.

Inscritos Circunscritos

3 V

8L

4

4

ly

8L

4

j L

2 3 X

2 3 X
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jx

2 3 X

y

8L

4



Figura 5.3.8 Cinco
subintervalos, cada uno de
longitud (ejemplo 1)

I I I I I I I I I

0 3 6 9 12 15 18 2! 24 27 3
10 0 10 10 0 10 0 0 10

Figura 5.3.9 Diez
subintervalos, cada uno de
longitud (ejemplo 1)

Cath conj unto de rectngu1os inscritos da una subesiimación de A, mientras que cada
conjunto de rectángulos circunscritos da una sobreestimación de A. Los "triángulos
curvilIneos" (que forman la parte de la region R no cubierta por los poligonos
rectangulares de la figura 5.3.7) constituyen los errores de estas estimaciones. Entre
más rectángulos utilicemos, más precisa seth Ia aproximación. AsI, para aproximar
con precision el area de la region R, necesitamos una forma eficaz de calcular y sumar
las areas del conjunto de rectángulos como los de la figura 5.3.7.

EJEMPLO 1 Como en la figura 5.3.7, sea R la region debajo de la gráfica
def(x) = x2 y por arriba del intervalo [0, 3]. Calcularemos la subestimaciOn y la
sobreestimación del area A de R obtenida usando 5 rectángulos, cada uno de ancho

. Después repetimos los cálculos con 10 rectángulos, cada uno de ancho -.

I I

Solución Primero supondremos que se utilizan n = 5 rectángulos. Sean Ia

2 12 3 subestimación y A la sobreestimación obtenida usando 5 rectángulos con base en
5 subintervalos de longitud cada uno (figura 5,3.8). De Ia figura 5.3.7(a), vemos
que las alturas de los 5 rectángulos inscritos (eJ primero de los cuales es degene-
rado, con altura nula) son los valores de Ia funcionf(x) = x2 en los 5 extremos del
lado izquierdo 0, , , y . Como la base de cada rectángulo tiene longitud ,

también vemos que

A = [(0)2 + ()2 + ()2 + (2)2 + (J)2]

3 81 144\ 810- .(o + + + +.) = 6.48.

Las alturas de los 5 rectangulos circunscritos son los valores def(x) = x2 en los 5
extremos del lado derecho , , ,

-
y 3, de modo que la sobreestimación

correspondiente es

7 3 r3\2 f6\2 12\2 j.. (!a\2 (15\2t15 - Lk) + \) )3 (+±'+' 225l485-
25 25 + 11.88.

Estas son aproximaciones burdas al area real de A. SOlo con base en esta sola
inforrnación, nuestra mejor estimación de A podria ser el promedio de la subesti-
macion y Ia sobreestirnaciOn:

A5 + A5 6.48 + 11.88
= 9.18.

2 2

Veamos si duplicando el nOmero de subintervalos a n = 10 se increinenta la
precisiOn de manera significativa. En la figura 5.3.7(b), vemos que las alturas de
los 10 rectángulos inscritos son los valores defçx) = x2 en los 10 puntos extremos
del lado izquierdo 0, , , , , , , , -i- y de los subintervalos de Ia
figura 5.3.9. La base de cada rectángulo tiene longitud -, de modo que Ia
subestimación resultante es

\10/ 'm + (1)2A10 = . .[()2 + (12 ± ()2 + '9\2
(242+ (f)2 + (f)2 + ( +

+ (27)2]

= . (0 + 9 36 + 8! 144 225 ± 441 576 + )l00+l00 +Ø()+Ø( l00±100+100 I00
7695
1000

De manera analoga, Ia suma de las areas de los 10 rectangulos circunscritos en Ia
figura 5.3.7(b) es Ia sobreestirnaciOn
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Figura 5.3.10 Estimación del
áreabajoy=x2en [0,3]

2

NOTACION PARA LA SUMA

Para un cálculo más conveniente de las estimaciones de areas, como en el ejemplo
1, necesitamos una notación mãs concisa para Ia suma de varios nñmeros. El
sImbolo E" a. se utiliza para abreviar la suma de los n mimeros a1, a2, a3,. . .

a, = a+a2+a3++a,,. (2)

El simbolo (la letra griega sigma may(iscula) indica la suma de los términos a,
cuando el Indice i de Ia suma asume valores enteros sucesivos de 1 a n. Por
ejernplo, Ia suma de los cuadrados de los primeros 10 enteros positivos es

j2_12+22+32+42+52+62+72+82+92+1O2

/ 15'2( 6A10 = .[()2 + , + (9)2 + ()2 +
(j\2 .. j.. f\2 .j. f\2 j.. (Q\2\toJ .i0J i01 10) i0)

= = 10.395.
En este momento, nuestra mejor estimación del area real A serla el promedio

A10 + A10 7.695 + 10.395
2

= 9.045.

Utilizamos una computadora para calcular subestimaciones y sobreestimacio-
nes más refinadas del area A bajo la gráfica y = x2 en [0, 3], con 20, 40, 80, 160 y
finalmente 320 rectángulos. Los resultados (redondeados con cuatro cifras deci-
males) aparecen en la figura 5 3.10. Los valores promedio en la colunma final de
la tabla sugieren que A 9.

i= I

= 1+4+9+16+25+36+49+64+81 + 100=385.
El sImbolo particular para el indice de una suma no es importante:

10 10 lO

j2 k2_r2_.385
/c=l

EJEMPLO 2

+ 1) =2+3 +4+5 + 6+7+8= 35,
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Nümero de

rectángulos Subestimación Sobreestimación Promedio

5 6.4800 11.8800 9.1800
10 7.6950 10.3950 9.0450
20 8.3363 9.6863 9.0113
40 8.6653 9.3403 9.0028
80 8.8320 9.1695 9.0007

160 8.9158 9.0846 9.0002
320 8.9579 9.0422 9.0000



6

2=2+4+8+16+32+64=126 y
n I

(l) = 1 - + - + = 0.8386.I

' 2
j=1 3

n(n + 1)
2n2 +

2

n(n + 1)(2n + 1)2 =
1=1 6

n n(n + 1)2 n + n3 + n2.
i=1 4

EJEMPLO 3

= n3 + n2 +

se utiliza de manera comün en el cálculo de areas. Los valores de esta suma para
k = 1, 2, 3 están dados por las formulas siguientes (véanse los problemas 33 y 34):

(2i2_3i)=2i2_3i=2.1O21 31011
605

EJEMPLO 4 Podemos utilizar la ecuaciOn (8) para simplificar Ia evaluación de
Ia suma para A del ejemplo 2, como sigue:
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Es fácil verificar las sencillas reglas para las sumas

ca = c a (3)

y

(a + b)
=

a)
+ (' b) (4)

desarrollando cada suma.
Observe que si a1 = a (una constante) para = 1, 2, .. . , n, entonces la ecuación

(4) implica

n términos

y por tanto

(a + b1) = na + b1. (5)

En particular,

1 = n. (6)
1=1

La suma de las késimas potencias de los primeros n enteros positivos,



Figura 5.3.11 El area bajo
y =f(x) en el intervalo [a, b]
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A10

iiml+2+3+fl=ijm+1)
fl2 fl-rn fl2

n+1 . (1 i\
lim
n- 2n n-co\2 2nJ 2

ya que el término l/(2n) tiende a cero cuando n oo.

SUMA DE AREAS

La figura 5.3.11 muestra la region R que está bajo Ia gráfica de la función crecienle
con va]ores positivos, y por arnba del intervalo [a, b]. Para aproximar el area A

de R, elegimos un entero fijo n y dividimos el intervalo [a, b] en n subintervalos

[x0, x1], [Xi, x2], [x2, X3].....[x_i, x],

F(..2)2 + /32- L Th) + (i%)2 + ... + /27\21Ii) J

- 7.695.
1000 6 1000 =

EJEMPLO 5 Evalüe el Ilmite

l+2+3+...+n
lim

Solución Utilizamos la ecuación (7) para obtener

- 3 /3- m )2[2 + 22 + 32 + . . . + 92]

27 91019 7695

todos con Ia misma longitud

b-a
n

En cada uno de estos subintervalos, levantamos un rectángulo inscrito y un
rectángulo circunscrito.

y=f(x)

(10)

Como se indica en Ia figura 5.3.12, el rectángulo inscrito sobre el i-esimo
subintervalo [x1 - , x,] tiene altura f(x1 - i), mientras que el i-ésimo rectángulo
circunscrito tiene alturaf(x1). Como Ia base de cada rectángulo tiene longitud &,
las areas de estos rectángulos son

f(x-i) Lx y f(x) Lix, (11)

CapItulo 5 ILa integral

a = X2 Xj x, x,, = b x

7' - f(b)-f(a)



Figura 5.3.12 Rectángulos
inscritos y circunscritos en el
I-ésimo subintervalo [x1_1, x]

Sección 5.3 I Cãlculo de areas elementales

respectivarnente. Al sumar las areas de los rectángulos inscritos para i = 1, 2,
3, . . . , n, obtenemos la subestimación

del area real A. De manera análoga, Ia suma de las areas de los rectángulos
circunscritos es Ia sobreestirnación

An = f(x) x. (13)

La desigualdad , A implica que
n

f(x.t) x A f(x1) Lix. (14)

Las desigualdades en (14) se invierten si f(x) fuera decreciente (en vez de
creciente) en [a, b]. (i,Por qué?)

Una ilustración como la de la figura 5.3.7 sugiere que Si el nümero n de
subintervalos es muy grande, de modo que & sea muy pequeño, entonces la
diferencia entre las areas , y A,, de los polIgonos inscritos y circunscritos será
muy pequeña. Por tanto, ambos valores serán cercanos al area real A de la region
R. En realidad, sifes creciente o decreciente en todo el intervalo [a, b], entonces
los pequeños rectangulos de la figura 5.3.11 (que representan la diferencia entre
4,, y A,,) se puede ordenar en una "pila", como se indica a la derecha de la figura.
Esto implica que

An A,j = I f(b) f(a)I x. (15)

Pero Av = (b - a)In - 0 cuando n oo. AsI, Ia diferencia entre las surnas del
lado izquierdo y el derecho de (14) tiende a cero cuando n mientras que A
no cambia cuando -4 =. Esto iniplica que el area de Ia region R está dada por

A =
f(x_) Zx = urn f(x) zx. (16)

El signifcado de estos Ilmites es simple: podernos determinar A con el grado de
precision deseado si calculamos cualquiera de las sumas en la ecuación (16) con
un namero a suficientemente grande de intervalos. Al aplicar Ia ecuación (16),
recordcmos quc

Lx =
ba

n

(12)

(17)
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1 2 3 4 jx
Figura 5.3.13 La region del
ejemplo 7

Observe también que

x=a+iLx (18)

para i = 0, 1, 2, . . . , n, pues x, está a i "pasos" de longitud & a Ia derecha de x0 = a.

EJEMPLO 6 Ahora podemos calcu]ar con exactitud el area que aproximamos
en el ejemplo 1, el area de Ia region bajo la grafica def(x) = en el intervalo
[0, 3]. Si dividimos [0, 3] en n subintervalos, todos de la misma longitud, entonces
las ecuaciones (17) y (18) implican

3Lx= y x=0+i
n n n

parai=0, 1,2,... ,n.Portanto,

f(x) Ix = (x,) =
(3i)2(3) 27

Entonces, Ia ecuación (8) para i2 implica

27(1 1 (1 1 1=27++-
Cuando calculanios el lirnite cuando n * o, con Ia ecuación (16) obtenemos

A=1im27(++=9,
\3 2n 6nj

pues los términos 1/(2n) y l/(6n2) tienden a cero cuando n AsI, nuestra
inferencia anterior a partir de los datos en Ia figura 5.3.10 fue correcta: A = 9
exactamente.

EJEMPLO 7 Determine el area bajo Ia gréfica def(x) = 100 3x2 de x = I
ax=5.

3 3i

SoIi,ción Como se muestra en Ia figiira 5.3.13, Ia suma f(x1) x da el area del
polIgono rectangular inscrito. Con a = I yb = 5, las ecuaciones (l7)y(l8) implican

.4 4ix1 = 1 + i. = I + -.
n n

Por tanto,

f(x) zx = [ioo 3. (i

fl

[
42]()

388 96/1 1 '\ 192/1=n---[n2+nI-----In3+n2+n
n n\2 2j n3\3 2 6

144 32

n n2= 276

276 Capitulo 5 / La integral
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Figura 5.3.14 Estimación de
it mediante poligonos regulares
inscritos y circunscritos y el
cIrculo unitario

n a(P) a(Q,,)

Figura 5.3.15 Datos para la
estimación de it (redondeados con
una precision de seis cifras
decimates)

[Hemos aplicado las ecuaciones (6) a (8)]. En consecuencia, el segundo ilmite de
la ecuación (16) es

A=i(276!)=276
que es el area buscada.

NOTA HISTORICA: EL NUMEROr

Los matemáticos de la antiguedad tendIan a emplear triángulos inscritos y circuns-
critos en vez de rectángulos para aproximar areas. En el siglo III a.C., ArquImedes,
el más grande matemático de la antigüedad, utilizó ese método para obtener la
famosa estimación

223 - ', 10- < < 3! -7_ 7.

Puesto que el area de un cIrculo de radio r es irr2, el nümero ir se puede definir
como el area del cIrculo unitario de radio r = 1. AsI, aproximaremos it si
aproximamos el area del cIrculo unitario.

Sean P y Q polIgonos regulares den lados, donde P está inscrito en el cIrculo
unitario y Q,, está circunscrito fuera de él (figura 5.3.14). Puesto que ambos
po]Igonos son regulares, todos sus lados y angulos son iguales, de modo que solo
necesitamos determinar el area de uno de los triángulos que, como hemos mostra-
do, forman a P,, y de uno de los que forman a Q,,.

Sea a el angulo central subtendido por Ia mitad de uno de los lados. El ángulo
a,, es el mismo si trabajamos con P,, o con Q,,. En grados,

360° 180°= =
2n n

Podemos leer varias dimensiones y proporciones en Ia figura 5.3.14. Por ejemplo,
vemos que el area a(P,,) = , de P,, está dada por

n n /360°sen2a = seni----
2 2 \n

y que el area de Q,, es

- 1 (180°\
A = a(Q) = n2 tan a = n tan___). (20)

Sustituimos algunos valores de n en las ecuaciones ( 19) y (20) para obtener
los datos de Ia tabla de Ia figura 5.3.15. Como iv=<A para toda n, vemos que
,r= 3.14159 hasta cinco cifras decimates. El razonamiento de Arquimedes no era
circular (empleO un método directo pam el cálculo de senos y cosenos en las
ecuaciones (19) y (20) que no dependia del conocimiento a priori del valor de ir.

* Véase el capitulo 2 de C.H. Edwards, Jr., The Historical Development of the Calculus (Nueva York:
Springer-Verlag, 1979).

= a(P) = n .2. sen a cos a = (19)
6

12
2.598076
3.000000

3.464 102
3 .2 15390

24 3. 105829 3. 159660
48 3.132629 3. 146086
96 3.139350 3.142715

180 3.140955 3. 14 1912
360 3. 141433 3. 141672
720 3. 141553 3. 1416 13

1440 3. 141583 3. 141598
2880 3. 141590 3. 14 1594
5760 3. 14 1592 3. 141593
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5.3. Problemas

Escriba las sumas de los probi emas 1 a 8 en la notación para 26. f(x) = 13 - 3x en [0, 3]; n = 6 (figura 5.3.16)
sumas.

8.1
+3

Use las ecuaciones (6) a (9) para determinar las suinas de los
pro blemas 9 a 18.

Use las ecuaciones (6) a (9,) para obtener formulas concisas
en términos den para las sumas de los problemas 21 y 22.

21. (2i - 1) 22. (2i - 1)2

En los problemas 23 a 32, sea R Ia region que estO bajo Ia
gráfica dey =f(x) en el intervalo /0, b] sobre el eje x. Use ci
método del ejemplo ipara calcular una subestimaciOn y
una sobreestimación A,1para ci area A de R, con base en una
division de /a, bJ en n subintervalos, todos con Ia misma
longitud & (b - a)/n.

23. f(x) =x en [0, 1]; n = 5
24.f(x)=xen[1,3]; n5
25.f(x)"2x+3en[0,3]; n6

278

y

-
8

4.

i= 1

y

Figura 5.3.18 Problema 32

33. Obtenga La ecuación (7) sumando las ecuaciones

I

30.f(x) 9-x2en[1,3]; n=8
Use el método del ejeinplo 5 para evaluar los limites en los 31. f(x) = en [0, 1]; n = 10
problemas 19y 20. 32. f(x) = JTen [0, 1]; n = 10 (figura 5.3.18)

2 3 x

Figura 5.3.16 Problema 26

27.f(x)=x2en[0,1]; n'S
28.f(x)=x2en[1,3]; n=5
29.f(x)=9-x2en[0,3]; n=5(figura5.3.17)

34. Escriba las n ecuaciones obtenidas al sustituir los valores
k= 1,2,3.....n en Ia identidad

(k+ 1)3-k3=3k2+3k+1.
Capitulo 5 I La integral

1. 1 + 4 + 9 + 16 + 25
2. 1 - 2 + 3 - 4 + 5 - 6
3. 1 + + + +
4. 1 + + +

1 + 3
5. + + + + 3i +

3

61 I I I
3 9 27 81 243

72 4..L. 8..L 6 L. 32.L
3 9 27 81 243

9.

11.

13.

15.

17.

6

too

(4i-3)

(3i2 + 1)

- 1)(r

- i2)

i2

+ 2)

10.

12.

14.

16.

18.
100

(5 -

(2k

(i3 -

(2k

i3

2j)

- 3k2)

3i + 2)

- 1)2

8

Figura 5.3.17

4-

Problema

I

29

2

19. tim
+ 22 + 32 + . . . + 2

n

i
20. Jim

+ 2 + 33 + . . . + 3

n4



Sunie estas n ecuaciones y utilice esta suma para deducir Ia
ecuación (8) a partir de Ia ecuación (7).

En los problemas 35 a 40, calculeprimero (en térininos den)
Ia suma

para aproximar el area A de la region bajo y f(x) sobre el
interi'alo [a, b]. Determine después A ex.acta,nente (coino en
los ejemplos 6y 7) mediante el lImiie cuando n * o°.

f(x)xen[0, 1]
f(x) =x2en [0,2]
f(x) x3 en [0,3]

f(x) x+2 en [0,2]
f(x)=5-3xen[0, 1]
f(x) = 9 x2 en [0, 3]
Corno en Ia figura 5.3.19, Ia region bajo Ia gráfica de

f(x) = hx/b es un triángulo con base b y altura h. Utilice Ia
ecuación (7) para verificar, con Ia notación de Ia ecuación
(16), que

y

A(b h)

h.xYr
h

b x

Figura 5.3.19 Problema 41

5.4 _________
Sumas de Riemann
y la integral

jim f(x,) Ax = !bh
2 '-*00 jj

lo que coincide con la fOrmula familiar para el area de un
triángulo.

En losproblemas 42y 43, sea A el áreay C Ia circunferencki
de un circulo de radio ry sean A y C,, el area y elperImetro,
respeclivamente, de un poligono regular de n lados, inscrito
en este cIrculo.

La figura 5.3.20 muestra un lado del polIgono den lados
que subtiende un ángulo 2n/n en el centro 0 del cIrculo.
Muestre que

fr\ /r\
= nr2senl - Icosl - I y que C = 2nrsenl - I.

\nJ \,n/

Figura 5.3.20 Problema 42

Dedu.zca que A = rC, obteniendo el IImite de A IC
cuando n oo Entonces, bajo Ia hipótesis A = rr2, deduzca
que C = 2xr. Asi, Ia formula familiar para Ia circunferencia
de un cIrculo es consecuencia de Ia formula familiar para el
area de un cIrculo.

Suponga que .1 as una función positiva creciente definida en un conjunto de
niimeros reales que incluye al intervalo [a, b]. En Ia sección 5.3 utilizarnos
rectitngulos inscritos y circunscritos para estahiecer las surnas

f(x') Ax,

SecciOn 5.4 I Sumas dc Ricniann y a integral

y f(x) Ax (1)

que aproximan el area A bajo la gráfica de y =f(x) de x = a ax = b. Recorde-
mos que la notación de Ia ecuación (1) se basa en i.ma divisiOn del intervalo [a, b]
en n subintervalos, cada uno con la misma longitud Ax = (b - a)/n, y que [x,.1, x.]
denota el iésimo subintervalo.

Las sumas de aproximación en la ecuación () son arnbas de la forma

(2)
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R/

a = x0 x x1 x x2 x' x x = b eje x

Figura 5.4.1 La suma de Riemann en Ia ecuación (2)
como una suma de areas de rectángulos

donde x1" es algiin punto seleccionado en el i-ésimo subintervalo [x1, x,] (figura
5.4.1). Las sumas de Ia forma (2) aparecen como aproximaciones en una amplia
variedad de aplicaciones y forman Ia base pam la definición de Ia integral.
Motivados por nuestro análisis del area, en la sección 5.3, queremos definir la
integral defde a a b mediante algün lImite, cuando tx * 0 de sumas como las
que aparecen en (2). Nuestro objetivo es partir de una función bastante generaif
y defmir un nümero real I (la integral def) que en el caso especialfes continua y
con valor positivo sobre [a, b] será igual al area bajo Ia gráfica dey f(x).

Comenzamos con una funcionfdefinida en [a, b], que no necesariamente es
continua o positiva. Una partición P de [a, b] es una colección de subintervalos

[xo, Xi], [xi, X2], [X2, x3], . . . , [x-i, x]
de [a, b] de modo que

a=xo<X1<x2<x3<.<X_1<X=b.
La norma de Ia partición P es el máximo de las longitudes

Lxx, = X -

de los subintervalos en P y se denota I P I. Para obtener una suma como Ia de
(2), necesitarnos un punto x," en el i-ésirno subintervalo para cada i, I i n. Una
colección de puntos

S= {x', Xi', X' .....x'}
donde x" en [x1_1, x,] (para cada i) es una selección para Ia partición P.

y=f(x)

El matemitico a1ernin G.F.B. Riernann (1 826-1 866) proporcionó una defini-
ción ngurosa de Ia integral. Desde los tiempos de ArquIrnedes, han aparecido

Capitulo 5/La integral

Definición Suma deRk',nann
Seafuna función definida en el intervalo [a, b]. Si P es una partición de
[a, bI y S uina selección pam P, entonces Ia suma de Riemann paraf
determinada por P y S es

R= f(x\x1. (3)

Tarnhién dccirnos que esta stuna de Riernann está asociada con Ia
particiOn P.



2

2 -

2

U:wI
(c)

2

Figura 5.4.3 Ejemplo 1
El caso = X1_1

El caso x = x
El caso 4 =

7

Figura 5.4.2 Sumas de
Riemann paraf(x) = 2x3 6x2 + 5
en [0, 3].

Suma segñn los extremos
izquierdos

Sunia segán Los extremos
derechos

Suma segin los puntos medios

3x

varios tipos particulares de "sumas de Riemann" en el cálculo de areas y voláme-
nes, pero fue Riemann quien estableció la definición anterior con toda generalidad.

El punto x1" en la ecuación (3) es simplemente un punto elegido del iésimo
subintervalo [x..1, x,]. Es decir, puede ser cualquier punto de este subintervalo.
Pero cuando calculamos las sumas de Riemann, por lo general elegimos los puntos
de la selección S de alguna forma sistemática, como se ilustra en la figura 5.4.2.
AhI mostramos diferentes sumas de Riemann pam la funcionf(x) = 2x3 - 6x2 + 5
en el intervalo [0, 3]. La figura 5.4.2(a) muestra los rectángulos asociados con la
suina segtn los extrernos izquierdos

Rizq = f(x1-1)zx, (4)

en donde cada x. se el ige como x_1, el extreino izquierdo del iésimo subintervalo
[x1_1, x.] de longitud & = (b - a)/n. La figura 5.4.2(b) muestra los rectángulos
asociados con la suina segán los extrernos derechos

en donde cada x se elige corno x1, el extrenzo derecho de [x, x1]. En cada figura,
algunos de los rectángulos están inscritos y otros están circunscritos.

La figura 5.4.2(c) muestra los rectángulos asociados con Ia sunia segt,i los
puntos med/os

n

Rn,ed = f(m) zx, (6)
1=1

donde

x*=m=
2

xiI + x

es el pu/ito ,nedio del iésirno subintervalo [x.1, x,]. Las lIneas punteadas de la
flgura 5.4.2(c) representan Ia ordenada def en tales puntos medios.

EJEM1'LO 1 En el ejemplo 1 de Ia sección 5.3 calculamos las surnas segiin los
extremos izquierdos y derechos parafx) x2 en [0, 3] con ii = 10 subintervalos.
Ahora lo haremos de manera rnás concisa mediante Ia notación pam Ia suma,
adcmás de calcular Ia suma análoga iitilizando los puntos medios. La figura 5.4.3

y

Sección 5.4 / Sumas de Rtemann y La integral

y = x2

y

y = x2

x

y

y =

x

281

Rder = f(x1) x, (5)
1=1



x,_1=(i-1) x1=i

Figura 5.4.4 El i-ésimo
subintervalo del ejemplo 1

y

0.8

0.4 -

282

m=(2i-1)

muestra un rectángulo de aproximación tIpico para cada u.na de estas sumas. Con
a = 0, b = 3 y & = (b - a)/n = vemos que el iésimo punto de subdivision es

x, = a + iLx = i.

El iésimo subintervalo, asI como su punto medio

1 1(3i-3 3
\

3m1=(xj+x1)10 +j-i)=(2z_1)
aparecen en la figura 5.4.4. Con x = xfr.1= .(i - 1), obtenemos la suma segün los
extremos izquierdos en la ecuación (4),

n 10

Rizq = f(xl) Lx = [-1(i - 1)]2()

_.(02+12+22+...+92)
1000

= = 7.695 [usando la ecuación (8) de La sección 5.3].

Con x = x, = -j i , obtenernos Ia suma segün los extremos derechos en Ia
ecuación (5),

10
r 3 ''2' 3

Rder = f(x1) tx = Ii' i 'Jo)
1=1 1=!

27_,(12+22+32+...+ 102)
= = 10.395 [usando la ecuación (8) de la sección 5.3].

Por tiltirno, con x,' = = (2i - 1), obtenemos la suma segtn los puntos
medios en ]a ecuación (6),

10

Rmed = ,f(m,) zx = [(2i - 1)]2()
1=1 1=1

4'(1+3+5+'''+17+19) 4000 = 8.9775.

La sm-na segi'in los puntos medios es mucho más cercana, al valor real 9, que
cualquier surna segn los extremos (para el area bajo Ia gráfica dey = x2 en [0, 3])
que calculamos en el ejemplo 6 de Ia sección 5.3.

EJEMPLO 2 La figura 5.4.5 ilustra las sumas de Riemann paraf(x) = sen x en
[0, it] con base en n = 3 subintervalos: [0, i'3], [3, 2n/31 y [2iv'3, it] de longitud
& = ir/3 con puntos medios ir/6, izl2 y 5m'6. La suma seg6n los extremos izquier-
dos es

iT 21T'\
Rizq = (x).(f(xl)) = '

3
sen0+sen +sen__)

\/ \/\ iTV
+ 1= 1.81.

2 2) 3

Es clam de Ia flgura, que Ia suma segt'ln los extrernos derechos tiene el mismo
valor. La surna correspondiente segiin los puntos medios es

Rmed = -. sen - + sen - + sen = - 'I - + 1 +
3 6 2 6 3 \2 2)

iT iT 5ir) it/i 1 = 2.09.

(El area exacta hajo un arco de la curva es 2.)

I I-

CapItulo 5 / La integral

/
I 2 3 :1

(c)
Jr

Figura 5.4.5 Aproximación del
area bajo y = sen x en [0, it]
(ejemplo 2) (a) Suma segñn los
extremos izquierdos (b) Suma
segán los extremos derechos (c)
Suma segün los puntos medios



/ y =f(x)

xi x,,_1 ;=bcI
a=x0 x1 x2

/-L
(x, f(x))

Figura 5.4.6 Una interpretación geométrica de la suma
de Riemann de Ia ecuación (3)

En el caso de una fiincionfque tenga valores positivos y negativos en [a, b], es
necesario considerar los signos indicados en Ia figura 5.4.6 cuando interpretemos
geométricarnente Ia suma de Riemann de Ia ecuación (3). En cada subintervalo
[x1, x,], teriemos un rectángulo con ancho &, y "altura" f(x). Si f (x) > 0,
entonces este rectángulo está arriba del eje x; sif(x) <0, está bajo el eje x. La
suma de Riemann R es entonces la suma de las areas con signo de estos
rectángulos; es decir, la suma de las areas de aquellos rectángulos que están arriba
del eje x menos Ia suma de las areas de aquellos debajo del eje x.

Si los anchos i..x. de estos rectángulos son todos muy pequeflos (es decir, si la
norma P es pequeña), entonces parece que Ia suma de Riemann R aproximará
el area de a a b bajoy =f(x) sobre el ejex, menos el area bajo el ejex. Esto sugiere
que Ia integral defde a a b deba definirse a! obtener el lImite de las sumas de
Riemann cuando la norma P tiende a cero:

1= lim fx) (7)

P1-, 01=1

La definición formal de Ia integral se obtiene al decir con precision lo que significa
que este limite exista. En resurnen, significa que si P es suficientemente
pequefia, entonces sodas las sumas de Riemann asociadas con P están muy cerca
del nOrnero I.

x
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Definición La integral definida
La integral definida de Ia funcionfde a a b es el nimero

I = urn f(x*) x, (8)
IPI-*o i=l

siempre que el Ilmite exista, en cuyo caso decimos quefes integrable en
[a, b]. La ecuación (8) significa que, para cada niimero e> 0, existe un
nOmero 8> 0 tal que

I f(x')zx1

para cada surna de Riemann asociada con una particiOn arbitraria P de
[a. b] para laque P <S



Figura 5.4.7 Origen de Ia
notación de Leibniz para Ia
integral

La notación usual para Ia integral defde a a b, debida alfilósofo y matemático
aiernán G. W. Leibniz, es

dx = urn f(x) x1. (9)
1P1'O

Si consideramos I como el area bajo y =f(x) de a a b, Leibniz pensó primero en una
delgada banda con alturaf(x) y ancho "mfrnitesirnalmente pequello" dx (como en la
figura 5.4.7), de modo que su area era el productof(x) dx. Consideró la integral como
una suma de areas de tales banths y denotó esta surna mediante la letra alargada S (de
suinma) que aparece como el signo de integral en Ia ecuación (9).

Verernos que esta notación integral no solo es altamente sugerente, sino que
tarnbién es ñtil en extremo para el manejo de las integrales. Los nümeros a yb son
el lImite inferior y el lImite superior de la integral, respectivamente; son los
extremos del intervalo de integración. La funcionfx) que aparece entre el signo
de integral y dx es el integrando. El sImbolo dx que va después del integrando de
la ecuación (9) debe pensarse, por el momento, simplemente como una indicación
de lo que es la variable independiente. Como ci Indice de la suma, la variable
independiente x es una "variable muda"; se puede reemp]azar por cualquier otra
variable sin afectar ci significado de Ia ecuación (9). AsI, sifes integrable en
[a, b], podernos escribir

Jf(x) dx = Jf(t) di = Sb du.

La definición dada, de Ia integral definida, se aplica solamente cuando a
pero es conveniente incluir tarnbién los casos a = b y a > b. La integral se define
en estos casos como:

Jf(x) dx =0 (10)

y

-

siempre que exista Ia integral del lado derecho. AsI, el intercambio de los lImites
de integración invierte el signo de Ia integral.

AsI como no todas las funciones son derivables, no toda función es integrable.
Supongamos que c es un punto en [a, b] tal quef(x) * +oo cuando x * c. Si
[xk_l, XkI es el subintervalo de la partición P que contiene a c, entonces la suma de
Riemann en Ia ecuación (3) se puede hacer arbitrariamente grande si elegimos
xr suficientemente cercano a c. Sin embargo, pam nuestros propósitos, solo
necesitamos saber que toda función continua es integrable. El siguiente teorema
se demuestra en ci apénd ice E.

Teorema 1 Existencia de Ia integral
Si la funcionfes continua en [a, b], entoncesfes integrable en [a, b].

284 Capitulo 5 / La integral
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Aunque omitirnos los detalles, no es dificil mostrar que Ia definición de la
integral se puede refonnular en términos de sucesiones de sumas de Riemann,
como sigue.

Teorema 2 La integral con:o lInt ite de una sucesiôn
La funcionfes integrable en [a, b], con integral Isi y solo si

urn R, = I (12)

para cada sucesiOn entra {R,,}' de sumas de Riemann asociadas con una
sucesión de particiones {P,j de [a, b] tales que P I - 0 cuando n + oo.

Esta reformulación de Ia definición de Ia integral tiene Ia ventaja de que es
más sencillo visualizar una sucesión especIfica de sumas de Riemann que visua-
lizar Ia totalidad de surnas de Riemann posibles. En el caso de una función continua
f(que por el teorerna 1 se sabe es integrable), Ia situación se puede simplificar ai:in
rnás, empleando inicarnente sumas de Riernann asociadas con particiones que
constan de subintervalos con Ia misma longitud

Tal particiOn de [a, b] en subintervalos de Ia rnisrna longitud es una partición
regular de [a, b].

Cualquier surna de Riernann asociada con una partición regular se puede
escribir en Ia forma

donde Ia ausencia de un subIndice en & significa ue Ia suma está asociada a una
partición regular. En tal caso, las condiciones I P 0, & - 0 y n +00 n

equivalentes, de modo que Ia integral de una función continua se puede definir de
manera un tanto sencilla:

f(x) dx = f(x) = 1
f(x) x. (14)

Por tanto, corno nuestro interés se centrará principalmente en las integrales de
funciones continitas, en nuestro análisis posterior sOlo utilizaremos particiones
regulares.

E.JEMI'LO 3 Utilice surnas de Riernann para calcular

J
U

donde a <b.

SoI:ición Considcraiiiosf(x) = .v y x = .v,, donde

ba
y x=a+t&.

La suma de Rieniann de hi ecuaciOn (13) es entonces
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5.4 Problemas

En los probleinas 1 a 10, esprese el Ilinite dack' coma una
integral definida en el intervalo indicado [a, b]. S:iponga que
[x_1, xJ denota el iésimo subinte,-valo de una subdivision
de [a, bJ en n subintervalos de igual longitud A = (b a)/n,
y que m, = (x,_1 + x1) es elpunto medio del iésimo subinter-
valo.

1. i (2x, 1) LX en [1, 3]

5.1im\x en [4,9]
para lafunciOn indicaday unaparticiOn regular del iniervalo
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y=x

b x

Figura 5.4.8 Ejemplo 3 con a < 0 <b

f(x1) zx = (a + i.ix) LX = (aLx) 1 + (x)2 i

ba /b_a\2
[utilizando las ecuaciones
(6) y (7) de la sección 5.3]

1 1
= a.(b a) + (b a)2._ +

2 2n

Como 1/(2n) 0 cuando n - +oo, se sigie que

Lb

=(b_a).(a+b_a)=b2_a2. (15)

xdx = a.(b a) + (b a)2

Figura 5.4.9 Ejemplo 3 con 0 <a <b

Las figuras 5.4.8 y 5.4.9 ilustran dos de los casos del ejemplo 3. En cada caso,
ta ecuación (15) coincide con ta suma de las areas con signo indicadas. El signo
menos de Ia figura 5.4.8 representa el hecho de que et area debajo del ejex se mide
con an nirnero negativo.

urn V25 - 4 en [0, 5]

Jim
1

LXx en [3, 8]
Vi + m1

tim (cos 2xi) Lx en [0, ir/2]

lim (sen2irm1) LXx en [0, 1/2]

f(x7) x

y

y = x

ab

/
x

4. Jim (4 3x? + 1) x en [0, 3]

Jim (2 3x,_j) x en [-3,2]
10. urn (tan x,) x en [0, ii/4]

tim (4 + 4) x en [0, 10]
En los problemas 11 a 20, calcule Ia swna de Rie,nann



dado en n subintervalos. Utilice xr = x, ci extremo derecho
del i-ésimo subintervalo [x.,, x1].

x2en[0,1]; n5
x3en[0,1]; n5
!en[1,6]; n=5

14.f(x)=V'xen[0,5]; n5
f(x) = 2x + I en [1, 4]; n = 6

f(x) = x2 + 2x en [1, 4]; n = 6

17.f(x) = x3 - 3xen[l,4]; n 5

f(x) = 1 + 2V en [2, 3]; n 5

f(x) = cosx en [0, ir]; n = 6

f(x) = senirx en [0, 1]; n = 6

21 a 30. Repita los problemas a 20, excepto que x,' = x,1,
es el extremo izquierdo.

31 a 40. Repita los problemas 11 a 20, excepto que
x7 =(x_1 +x1)/2, es ci punto medio del i-ésimo subinter-
valo.

Trabaje el problema 13 conx = (3x1_ + 2x1 ) /5.

Trabaje el probiema 14 con x* = (x, - + 2x, ) /3.

En los pro blemas 43 a 48, evalie Ia integral dada al calcular

para unapartición regular del intervalo de integración.

J
xdx 44. x3dx

JO Jo
C.'

45. I (2x + 1) dx 46.
J

(4 - 3x) dx [Sugerencia: Considere primero ci caso a < b.]
Jo

5.4
Proyectos

47. j (3x + 1) dx 48. (x3 - x) dx
Jo Jo

Muestre mediante el método del ejemplo 3 que

xdx =

sib>O.
Muestre mediante ci método del ejemplo 3 que

10
x3 dx =

sib>0.
Seanf(x) = x y {x0, x1, x2.....x} una partición arbitraria

dci intervalo cerrado [a, b]. Para cada i, (1 n), sea
x = (x,_ + x ) /2. Muestre entonces que

x' x1 - a2.

Explique por qué este cáiculo demuestra quc

b2 - a2
2

Suponga quefes una función continua en [a, b] y que k
es una constante. Utilice sumas de Riemann para demostrar
que

fb
kf(x) dx = k ff(x) dx.

Suponga quef(x) c, una constante. Utilice sumas de
Riemann para demostrar que

I

Estos proyectos requieren ci uso de una calcuiadora programabie o una computa-
dora. En caso contrario, no es práctico caicular las sumas de Riemann con un
ntimero grande de subintervalos.

Los programas para Ia caiculadora TI o en BASIC de ia figura 5.4.10 se pueden
emplear para aproximar ia integral

Lbf dx

por medio de una suma de Riemann correspondiente a una subdivision del
intervalo [a, b] en n subintervaios, cada uno con ia misma longitud h = Lxx.

Para ci prograrna de Ia caiculadora TI, usted debe definir la fimción deseada
f (x) (como Yl) en ci menu "Y=" antes de ejecutar ci programa. Para la version
BASIC, usted define ia funciOn en Ia primera Ilnea del programa. Usted introduce
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Figura 5.4.10 Programas para TI-81/85 y BASIC para el cálculo de
sumas de Riemann

los lImites inferior y superior a y b de Ia integral y el námero deseado de
subintervalos n ditrante Ia ejecución del programa.

La lInea "punto inicial" del programa determina ci tipo de suma de Riemann
calculada:

A X suma segin los extremos izquierdos
A+H X surna seglin los extremos derechos (como arriba)
A+H/2 x suma segin los puntos medios

La mayor parte de los sistemas de algebra computacional incluyen una función
SUM que se puede emplear para caicular sumas de Riemann directamente.
Supongamos que Ia función integrandof(x) ya se ha definido de manera adecuada.
Entonces, las instrucciones de una linea de Ia figura 5.4.11 calculan (en distintos
sisternas) la suma segün los extremos derechos, con n subintervalos. Los cambios
que producen las sumas con los extremos izquierdos o los puntos medios son
evidentes.

Sin importar ci tipo de calculadora o computadora que utilice, Ia lectura y
cornparación de los distintos programas e instrucciones en las figuras 5.4.10
y 5.4.11 pueden dane una mejor idea de los algoritmos computacionales para la
aproximación de integrales.

Sistema Instrucción

Derive SUM( f(a + (b_a)*i/n), j, ],
Maple sum(f(a + (b-a) *i/n), j ] .n)*(b_a)/n
Mathematica Sum[ f[x], {x, a + (b-a)/n, b, (b-a)/n} J*(ba)/n
(X)PLORE SUM(f(x),x=a+(b-a)/ntobstep(b_a)/n)*(b_a)/n

Figura 5.4.11 Instrucciones de sistemas de algebra computacional para Ia
aproximación de Ia integral defdesde x = a hasta x = b con n subintervalos
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TI-81/85 BASIC Comentarios

PRGM1 :RIEMANN DEF FN F(X) = x*x DefinicióndeYl =f(x)
:Disp "A"
Input A Input "A"; A Extremo izquierdo
:Disp "B"
:Input B Input "B"; B Extremoderecho
:Disp "N"
Input N Input "N"; N Nümero de subintervalos
(BA) /N'H H = (B - A) /N Longitud del subintervalo
0-1 Inicialización del contador I
o*s s = 0 Inicialización de Ia suma S
A+HX X = A + H Punto inicial
Lbl 1 FOR I = 1 TO N Inicio del ciclo

:S+H*Y1_*S s = s + H*FNF(X) Sumadelsiguientetérmino
:X+H-*X x = x + H ActualizacióndeX
:I+1-+I NEXT Siguientel
If I<N Fin del ciclo

:Goto 1

:Disp "N=" PRINT "N ";N DesplegarN
:Disp N
:Disp "SUM=" PRINT "Sum= ";S Desplegarlasunia
:Disp S
:End END
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Figura 5.4.12 Proyecto C

5.5
Evaluación de
integrales

y

a

y =f(x)

Figura 5.5.1 La función area
A(x)

V

Sección 5.5 I Evaluación de integrales

PROYECTO A Verifique las aproximaciones a la integral

f x dx
Jo

que se enumeran en la figura 5.3.10. Incluya además una columna de aproxima-
ciones seg(m los puntos medios. ,Cuál parece ser una aproximación más precisa
a esta integral, para un nümero dado de subintervalos: el promedio de las sumas
segün los extremos izquierdos y derechos o la suma seg(in los puntos medios?

PROYECTO B Use ci promedio de las sumas segün los extremos izquierdos y
derechos y Ia suma segün los puntos medios para corroborar la afirmación

senx dx = 2.

4V1 - x2 dx = ir.

La evaluación de integrales mediante sumas de Riemann, como en la sección 5.4,
es tediosa y ocupa mucho tiempo. Por fortuna, pocas veces será necesario evaluar
una integral de esta manera. En 1666, Isaac Newton, siendo aün estudiante en la
universidad de Cambridge, descubrió una forma más eficiente de evaluar una
integral. Unos cuantos años después, Gottfried Wilhelm Leibniz, trabajando con
un método distinto, descubrió este método en forma independiente.

La idea fundamental de Newton fue que para evaluar el námero
Jb

dx,

primero debemos introducir lafuncion A(x) definida como sigue:

A(x)
JX

(1)

La variable independiente x aparece en el Ilmite superior de Ia integral de Ia
ecuación (1); Ia variable mucla I se utiliza en eI integrando solo para evitar
confusiones. Sifes positiva, continua yx> a, entonces A(x) es el area bajo Ia curva
y f(x) en ci intervalo [a, x] (figura 5.5.1).

Es claro de Ia figura 5.5.1 queA(x) aumenta conforme x crece. Cuando x crece
en &, A aumenta pore! area E.A de la estrecha banda de Ia figura 5.5.1 con base
[x, x + i.x]. Si & es muy pequefio, el area de la banda es muy cercana al
areaf(x) & del rectángulo con base [x, x + &] y alturaf(x). AsI,

f(x)&; - f(x). (2)
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7

Flgura 5.5.2 EL rodillo de
longitud ajustable

Además, la figura hace plausible que obtengamos la igualdad en el lImite cuando
Lx *0:

dA .

= = f(x).

Es decir,

A'(x) =f(x), (3)

de modo que Ia derivada de lafuncion area A(x) es lafuncion altura de la curva
f(x). En otras palabras, Ia ecuación (3) implica que A(x) es unaprimitiva def(x).

La ligura 5.5.2 muestra una interpretación fisica de la ecuación (3). Un rodillo
aplica una capa de pintura de 1 mm de espesorpara cubrir Ia region bajo Ia curva
y =f(t). El rodillo tiene una longitud ajustable; conforme rueda con una velocidad
de 1 mrnlseg de izquierda a derecha, un extremo traza ci eje x y el otro extremo
traza Ia curva y =f(t). En un instante t, ci volurnen V de pintura que ha aplicado
ci rodillo es igual al area de Ia region pintada:

V = A(t) (mm3).

Entonces, Ia ecuación (3) implica

= A'(t) = f(t).

AsI, la razón instantánea con la que ci rodillo aplica la pintura es igual a la longitud
actual del rodillo.

EL TEOREMA DE EVALUACION

La ecuación (3) dice que la función area A(x) ilustrada en la figura 5.5.1 es una
primitiva de la función dadaf(x). Supongamos ahora que G(x) es cualquier otra pri-
mitiva de f(x) (tal vez determinada mediante los métodos de la sección 5.2).
Entonces

A(x) = G(x) + C, (4)

pues (por ci segundo corolario del teorema del valor medio) dos primitivas de la
misma función (en un intervalo) solo pueden diferir en una constante. Además,

ra

A(a)
= J

f(t) dt = 0 (5)
a

A(b)
= J

f(t) dt
= J

f(x) dx (6)
a a

por Ia ecuación (1). AsI, esto implica que

f:f(x) dx A(b) - A(a) = [G(b) + C] - [G(a) + C],

y a.sI
jb

d = G(b) - G(a). (7)

Nuestro análisis intuitivo nos ha ilevado al enunciado del teorema 1.

y
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Teorema 1 Evaluación de integraies
Si G es una primitiva de la función continua f en el intervalo [a, b],
entonces

dx = G(b) - G(a). (7)

En la sección 5.6 llenaremos los detalles del análisis anterior, dando una
demostración rigurosa del teorema 1 (que es parte del teorema fundamental del
cálculo). Aqul nos centraremos en las aplicaciones computacionales de este
teorema. La diferencia G(b) - G(a) se abrevia generalmente [G(x)], por lo que
el teorema 1 implica

dx =
[G(x)]:= G(b) - G(a). (8)

si G es cualquier primitiva de la función continuaf en el intervalo [a, b]. AsI, si
podemos determinar una primitiva G def podemos evaluar rápidamente la integral
sin tener que recurrir a Ia parafernalia de los lImites de sumas de Riemann.

Si G'(x) f(x), entonces escribimos (como en la sección 5.2)

f(x) dx = G(x) + C (9)

para la integral indefinida def Con Ia integral indefinida Jf(x) dx en vez de la
primitiva G(x), Ia ecuación (8) adquiere Ia forma

dx = [Jf(x) dx I (10)

Esta es la relaciôn entre Ia integral indefinida y Ia integral definida a la que
aludimos en las primeras secciones del capItulo 5.

EJEMPLO 1 Como

se sigue que

Por ejemplo,
r i

Jx2dx=[x3]=.33_.03=9.0 0

Compare lo inmediato de este restiltado con la complejidad de los cãlculos del
ejemplo 6 en la sección 5.3.

EJEMPLO 2 Corno

cos x dx = senx + C,
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-
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(sin 1),



esto implica que

De manera análoga,

fb
cosxdx = [senxi = senb - sena.

fb
senx dx = [_cos x] cos a - cos b.

Por ejemplo, como mencionamos en el ejemplo 2 de la sección 5.4,
r

Jsenxdx = L_c0s] = (coslr) - (cosO) = (+1) (-1) = 2.
0 0

EJEMPLO 3

con

r 12

J
x5dx=[x6] =-0=3.

0 0

r
J(2x - x'2 - 3) dx = [x2 - 2x'12 - 3x] = 52.

L2x + 1) dx = [(2x
+ 1)4] = (81 - 1) = 10.

Jir/2
sen 2x dx = cos 2x = - (cos ir - cos 0) = 1.

0 L

J ukdu_ + C,k+1
u3x+1, du=3dx.

Esto irnplica

J(3x + 1)1/2 dx = J(3x + 1)1/2(3 dx) = J u2 du

C=(3x+ 1)1/2+ C

para Ia integral indefinida, por lo que Ia ecuación (10) implica que

JV3x + I dx = [(3x + 1)3/2]

= (163/2 43/2) = (43 - 2) =

32

No hemos mostrado los detalles pam determinar las prirnitivas, pero usted puede
(y debe) verificar cada uno de estos resultados mostrando que la derivada de Ia
función dentro de los corchetes de Ia derecha es igual al integrando de la izquierda.
En el ejemplo 4 mostramos los detalles.

EJEMPLO 4 Evaluie f V3x + 1 dx.

Solución Aplicamos Ia forma de la primitiva de Ia generalizacion de la regla de
Ia potencia,

292 CapItulo 5 / La integral
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Si la derivada P(x) de la función F (x) es continua, entonces el teorema de
evaluación, con F'(x) en vez def(x) y F(x) en vez de G(x) implica

He aquí una aplicación inmediata.

EJEMPLO 5 Suponga que una población animal P(t) es inicialmente P(0) =
100 y que su tasa de crecimiento después de t meses está dada por

P'(t) = 10 + t + (0.06)t2.
Cuál es la población después de 10 meses?

Solución Por la ecuación (11), sabemos que
(10 (10

P(10) - P(0)
= J

P'(t) dt
= J

[10 + t + (0.06)t2] dt
0 0

r -110

= [lot + t2 + (0.02)t3] = 170.
0

AsI, P(I0) = 100 + 170 = 270 individuos.

EJEMPLO 6 Evalüe 2ilim-
1=1 fl

reconociendo este lImite como el valor de una integral.

Solución Si escribimos

=i=In =1 fl fl

reconocemos que esto es una suma de Riemann para Ia funcionf(x) = 2 asociada
a una partición del intervalo [0,11, en n subintervalos de igual longitud. El iésimo
punto de subdivision es x, = i/n y Ax = 1/n. AsI, la definición de integral y el teo-
rema de evaluación implican que

n n

urn = lim 2x x = lim f(x1) ix

F' (x) dx
=

[F(x)]:= F(b) - F(a).

Por tanto,

=Jf(x)dx= f'2xdx.
0

Lim = [x2]' = 1.
1=1 fl

0

PROPIEDADES BASICAS DE LAS INTEGRALES

Los problemas 44 a 46 dan el esquema de demostración de las propiedades que
enunciamos a continuación. Suponemos en todo esto quefes integrable en [a, b].
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y=c

Figura 5.5.4 La forma en que
funciona Ia propiedad de Ia union
de intervalos

Figura 5.5.5 El area bajo la
graficadey=21x1
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Integral de una constante

$ cdx

AsI, una constante se puede "sacar" del signo de integral. Por ejemplo,

J2 senx dx = 2 j senx dx = 2[_cos x] = 2.

Propiedad de Ia union de intervalos
Si a <c <b, entonces

Sbf(x) dx = Jf(x) dx + Jf(x) dx

La figura 5.5.4 indica la plausibilidad de la propiedad de la uniOn de intervalos.

EJEMPLO 7 Sif(x) = 2 x , entonces

1-2x six0,f(x)=1
2x six0.

La gráfica defaparece en Ia figura 5.5.5. No es evidente cuál sea una primitiva de
f(x), pero la propiedad de Ia uniOn de intervalos nos permite separar Ia integral en
dos integrales de fácil cálculo:

2x dx = J(_2x) dx
+

L(2x) dx

= [_X2] + [X21 =[0 (-1)] + [9-0] = 10.
'- -'0

,Coincide el resultado con la figura 5.5.5?

Propiedad de comparación
Si m fx) M para toda x en [a, b], entonces

in(b - a) $f(x) dx M(b a).

CapItulo 5 / La integral

b

C

Esta propiedad es intuitivamente obvia, pues el area representada por la
integral es tan solo un rectángulo de base b - a y altura c (figura 5.5.3).

Figura
constante
rectángulo

a b

5.5.3 La integral de una
es el area de un Propiedad del mOltiplo constante

a C b x



y

m

Figura 5.5.6 Plausibilidad de Ia
propiedad de comparación

Sección 5.5 / Evaluación de integrales

La plausibilidad de esta propiedad se indica en la figura 5.5.6. Observe que
my Mno tienen que ser los valores minimo y máximo def(x) en [a, b].

EJEMPLO 8 Si 2 x 3, entonces

5x2+110,
de modo que

m=< 1 1

10 = x2 + 1 = 5
Por tanto, la propiedad de comparación implica

'-31<1 1 dx'10J2x2+1 5'
como se ilustra en Ia figura 5.5.7.

Figura 5.5.7 El area bajo y - (ejemplo 8)

Las propiedades de las integrales aqui enunciadas se utilizan con frecuencia
en el cálculo de las mismas; también lo aplicaremos en la demostración del teorema
fundamental del cálculo en Ia sección 5.6.

5.5 Problemas /
Aplique el teorema de evaluación para evalua.r las integrales
de los problemas 1 a 36.

rt
14. j (7x512 - 5x312) dx

0

16. j (x2 + 1)3dxw

18. (2x ± 3)2 dx

20.1 (i +

22. J dt

. J V dx 10. f dx 23. - dx

(3x2 + 2x + 4) dx 12. J x99 dx 24.
f3

(Obsee la abreviatura de1 du.)
0 2 U
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p1

1. J (3x2 + 2V1 + 3/)dx

x(1 + x)2 dx

p3
62. J dx

4. dx

13.

15. J

17.

i-I
x99 dx

13

(x - 1)5dx

f°(2x + 1) dx

5. fx - x3)dx 6. f(x4 - x3)dx 19.1 x213dx

7. f(x + 1) dx X+
8. dx 21. f(x2 - 3x + 4) dxf

xI. b a .1

a b



' x2 - 1
25. j dx

27.J
V3x+4dx

4

29.
I

senxcosxdx
Jo

31. sen 5x dx
Jo
fr/2

33. cos 3x dx
Jo

35. j cos dx

En los problemas 37 a 42, evalith el Ilinite dado reconociendo
primero Ia suma indicada como twa surna de Riemann aso-
ciada a una partición regular de [0, 1] y evaluando a conti-
nuación Ia integral correspondiente.

37. - 1)

38.lu-
1+2+3+. +n

39. urn

40. urn
n

,,-.
41. urn

42. urn -- sen,,.a1=1fl n

i + 2 + 33 +

5.6
Valores promedio y el
teorema fundamental
del cãlculo

26. j(r2 - 2)V' dt

28. 1 cos2xdx
Jo

30. 1 sen2xcosxdx
Jo

32. J coslTtdt

.

36. 1 sec2 2t dt
Jo

Evakie Ia integral J V25 - x2 dx

interpretándola como el area bajo Ia gráfica de cierta función.
Use sucesiones de sumas de Riemann para establecer la

propiedad del máltiplo constante.
Use sucesiones de sumas de Riemann para establecer

la propiedad de la union de intervalos de Ia integral.
Observe que si R,, y R son sumas de Riemann paraf en
los intervalos [a, c] y [c, b], respectivamente, entonces
R1, = R,, y R,: es una suma de Riemann parafen [a, b].

Utilice sumas de Riemann para establecer Ia propie-
dad de comparación para integrales. Muestre primero que Si
m f(x) M para toda x en [a, b], entonces m(b - a)
M(b - a) para toda suma de Riemann R defen [a, b].

Suponga que un tanque contiene inicialmente 1000 ga-
lones de agua y que Ia razón de cambio de su volumen después
de vaciar el tanque durante t niinutos es V(t) = (0.8)t 40 (en
galones/minuto). 6Cuánta agua contiene el tanque después de
vaciarse durante media hora?

Suponga que la población de Juneau en 1970 era 125 (en
miles) y que su tasa de crecirniento 1 aflos después era P'(t)
8 + (0.5)1 + (0.03)12 (en miles por año). i,Cuál era su población
en 1990?

Determine una cota inferior y superior para

utilizando la propiedad de comparación y una subdivision de
[1,2] en cinco subintervalos de igual longiti.id.

Determine una cota inferior y Superior para

I
I

I dx
J x2 + 1

utilizando Ia propiedad de comparación y una subdivision de
[0, 1] en cinco subintervalos de igual longitud.

Newton y Leibniz reciben generalmente el crédito por la invención del cálculo a
fines del siglo XVIL En realidad, se sabe que anteriormente otras personas hablan
calcuiado areas esencialmente equivalentes a integrales y pendientes de rectas
tangentes esencialmente equivalente a derivadas. El gran logro de Newton y
Leibniz fine descubrir y aprovechar computacionalmente la relación inversa entre
Ia derivación y Ia integración. Esta relación se resume en el teorema fundamental
dcl cálculo. Una parte de este teorema es el teorema de evaluación de la sección
5.5: Para evaluar

a

basta determinar una primitiva defen [a, b]. La otra parte del teorema fundamental
nos dice que hacer esto es posible por lo general, al menos en teorIa: Toda función
continua tiene una primitiva.
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EL VALOR PROMEDIO DE UNA FUNCION

El concepto del valor promedio de una función es ütil para la demostración del
teorema fundamental y tiene numerosas aplicaciones importantes por derecho
propio. El promcdio ordinario (aritmético) de n nümeros a1, a2, , a se define
como

a= a1+a2++a 1= - a,. (1)
n n1=i

Pero una funciónfdefinida en un intervalo, generalmente tiene "una infinidad" de
valoresf(x), por lo que no podemos simplemente dividir la suma de todos estos
valores entre su nümero para determinar el valor promedio def(x). Presentaremos
el concepto adecuado por medio de un análisis de las temperaturas promedio.

EJEMPLO 1 Sea Tla temperatura medida durante un dIa particular (24 horns)
en cierto lugar, dada por Ia función

T=f(t), Ot24
(donde el reloj de 24 horas recorre de t = 0 a medianoche hasta t = 24 a la siguiente
med ianoche). Asi, las temperaturasf(1), f(2), . . . ,f(24) se registrana intervalos
de I horn durante el dIa. PodrIamos definir Ia temperatura promedioTpara el dIa
como el promedio (aritmético ordiriano) de las temperaturas en cada hora:

T= f(i) =f(t1),

donde t, = i. Si separamos el dIa en n subintervalos iguales en vez de 24 intervalos
de 1 horn, obtendriamos un promedio más general

=
fl

Sines cada vez más grande, esperamos que Tse acerque al "verdadero" promedio
de las temperaturas de todo el dIa. Por eRo, es plausible definir la temperatura
promedio verdadera permitiendo que n aumente sin Ilmite. Esto implica

= 1imf(t).

El lado derecho se parece a una suma de Riemann; hacemos de esto una suma
de Riemann mediante el factor

ba=
n

donde a = 0 y b = 24. Entonces

T = lim!. f(t) b - a
= urn

1 f(t) b - a
n-"'n ba=1 n n-.ba1=1 n

1

lim f(t1) zt
1

fb
dt.baJ

Sección 5.6 I Valores proniedio y ci teorema fundamental del cicuio 297



298

Figura 5.6.1 Rect.ngulo que
ilustra el valor promedio de una
función

Figura 5.6.2 La función
temperatura T=f(t) del ejemplo 3

AsI,

= dt (2)

bajo Ia hipótesis de que f es continua, de modo que las sumas de Riemann
convergen a Ia integral cuando n * o.

El resultado final de la ecuación (2) es la integral de lafunción dividida entre
la longitud del intervalo. El ejemplo I motiva Ia siguiente definición.

Definición Valor promedio de unafunción
Suponga que Ia función f es integrable en [a, b]. Entonces el valor
promedio 3 de y =f(x) en [a, b] es

b

pba 'a
(3)

Podemos reescribir Ia ecuación (3) como

dx = (b a). (4)
a

Sifes positiva en [a, hI, entonces la ecuación (4) iriiplica que el area bajo la curva
y f(x) en [a, b] es igual al area de un rectángulo de base b - a y altura (fIgura
5.6.1).

EJEMPLO 2 El valor promedio def(x) = x2 en [0, 2] es

1
(2

2 in 31 4
y x dx ]=

EJEMPLO 3 La temperatura diana promedio en grados Fahrenheit en Athens,
Georgia, t meses después del 15 dejulio es aproximada por

T = 61 + 18 cos - = f(t).irt
6

(5)

Determine Ia temperatura promedio entre el 15 de septiembre (t = 2) y el 15 de
diciembre (1 = 5).

Solución La ecuación (3) da

61t + senI 57°F.1' + 18cos2)dt i[ 6.18
ir 6]2

La figura 5.6.2 muestra las gráficas de T=f(t) y T= 57. i,Puede ver que Ia ecuación
(4) implica que las dos regiones casi triangulares de la figura tienen areas iguales?

El teorema 1 dice que toda función continua en un intervalo cerrado alcanza
su valor promedio en a]g'1n punto del intervalo.

CapItulo 5 / La integral
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y

y =f(x)

f(i)

Figura 5.6.3 La función area F
es una primitiva def

Sección 5.6 / Valores promedio y el teorerna fundamental del cálculo

Teorema 1 Teorenia del valor prom edio
Sifes continua en [a, b], entonces

- b a
jb

dx. (6)

para algün nümero en [a, b].

Den:ostración Sean m =f(c) el valor mInimo y M=f(d) el valor máximo de
f(x) en [a, b]. Entonces, por la propiedad de comparación de Ia sección 5.5,

m = f(c)
= b - a dx f(d) = M.

Comofes continua, podemos aplicar ahora la propiedad del valor intermedio. El
nñmero 3 está entre los dos valores m yM def y en consecuencia, 5 misma debe
ser un valor def EspecIficamente,53 =f() para algin námero entre a yb. Esto
produce Ia ecuaciôn (6). Ci

EJEMPLO 4 Si t.(t) denota la función velocidad de un automóvil de carreras
que acelera durante el intervalo de tiempo a entonces Ia velocidad promedio
del automóvil está dada por

b

t) - b - a J v(t) dt.
a

El teorerna del valor prornedio implica que v= zi)para algtin nürnero I en [a, b].
AsI t es un instante en que Ia velocidad instantãnea del automóvil es igual a su
velocidad promedio en todo el intervalo de tiempo.

EL TEOREMA FUNDAMENTAL

Establecemos el teorema fundamental del cálculo en dos partes. La primera parte
establece que toda funcionf continua en un intervalo Itiene una primitiva en I. En
particular, podemos obtener una primitiva de f al integrar f en cierta forma.
Intuitivamente, en el casof(x) > 0, denotamos con F(x) al area bajo la grafica de
fde un punto fijo a de fax, un punto de I tal que x > a. Demostraremos que F'(x)
= f (x). Mostramos Ja construcción de Ia función F en Ia figura 5.6.3. Más
precisamente, definimós Ia función F como sigue:

donde utilizamos la variable muda ten el integrando para evitar una confusion con
el lImite superiorx. La demostraciOn de que P(x) f(x) será independiente de la
hipótesis x> a.
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brida cuenta arandela

Figura 5.6.4 La cuenta en?
atrapada entre Ia arandela en
x + h y la brida en x

cable

El teorema fundamental del cálculo
Supongamos que la funciónfes continua en el intervalo cerrado [a, b].

Parte 1 Si la función F está definida en [a, b] como

F(x) = If(t) dt, (7)

entonces F es una primitiva del Es decir, F(x) =f(x) para x en (a, b).

Parte 2 Si G es cualquier primitiva defen [a, b], entonces

Sb dx = [G(x)]b= G(b) G(a). (8)

Dernostración de laparte 1 Por la definición de la derivada,

F(x + h) F(x) 1
x+h

= urn urn -(j f(t)dt - Ja
f(t)dt).hO h h.Oh

Pero
jx±h (X (X+fl

f(t) dt
= J

f(t) dt
+ J

f(t) dt
a a x

por la propiedad de Ia union de intervalos de la sección 5.5. AsI

1
(x+h

F'(x) urn - I f(t)dt.
h-.O h j

x

El teorema del valor promedio nos dice que

1
x±h

f(t)dt = f(i)

pam algün nümero en [.; x + h]. Por áltimo, observamos que x cuando h 0.
Asi, comofes continua, vernos que

(x+h

F' (x) = urn L f(t) dt = lim f() = lirn f(i) = f(x).
h*O h i hO

Por tanto Ia ftmción F de Ia ecuación (7) es, en realidad, una primitiva def 0

OBSERVACION La figura 5.6.4 indica por qué t debe tender a x cuando h 0.
Cuando Ia arandela rnóvil en x+ h tiende a Ia bnda fija en x, la cuenta t entre ellos
no puede escapar.

Den:ostraciôn de la pane 2 AquI aplicarnos Ia parte I para proporcionar una
demostración del teorerna de evaluación en Ia sección 5.5. Si G es cualquier
primiti va del entonces (como ésta y la función F de la parte 1 son ambas primitivas
def en el intervaio [a, b]) sabemos que

G(x) = F(x) + C
en [a, b] pam cierta constante C. Pam evaluar C, sustituimos x = a y obtenernos

C = G(a) - F(a) = G(a),
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pues

F(a)
=

f f(t) dt = 0.

Por tanto, G(x) = F(x) + G(a). En otras palabras

F(x) = G(x) - G(a)

para toda x en [a, bJ. Con x = b obtenemos

G(b) - G(a) F(b) = Jf() dx,
a

lo que establece Ia ecuación (8). LI

A veces, el teorema fundamental del cálculo se interpreta diciendo que la
derivación y Ia integración son procesos inversos. La parte 1 se puede escribir en
La forma

sifes continua en un intervalo abierto que contiene a a y ax. Es decir, si primero
integrarnos Ia funcionf(con el Ilmite superiorde integraciónx variable) y después
derivamos con respecto de x, el resultado es de nuevo la función f AsI, la
derivación "cancela" el efecto de integración de las funciones continuas.

Además, Ia parte 2 del teorema fundamental se puede escribir como

$ G' (1) dt = G(x) - (10)

si suponemos que G' es continua. En ese caso, esta ecuación significa que si
primero derivarnos la función G y después integramos el resultado de a a x, el
resultado puede diferir de Ia función original 6, en el peor de los casos en
La constante G(a). Si elegimos a de modo que G(a) = 0, esto significa que la
integraciOn "cancela" el efecto de la derivación.

APLICACIONES COMPUTACIONALES

Los ejemplos I a 4 de Ia sección 5.5 ilustran el uso de la parte 2 del teorema
fundamental para evaluar integrales. Proporcionaremos más ejemplos en los
problemas al final de Ia sección, en esta sección y en Ia sección 5.7. El ejemplo 5
ilustra Ia necesidad de separar una integral, como una suma de integrales, cuando
su integrando tiene primitivas diferentes en intervalos diferentes.

EJEMPLO 5 La figura 5.6.5 muestra la gráfica de la fimcionfdefinida por

f(x)
{cosx six 0,

six 0.

(9)

Determinaremos el area A de Ia region R acotada por arriba por Ia gráfica
de y =f(x) y por debajo por el eje x.
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4

-4

-8

-4 -2 0 2
x

Figura 5.6.6 La gráfica
y=x3x2-6xdel ejemplo 6

Fiura 5.6.7 La gráfica y =
Ixi_x2_6x1 delejemplo6

4

Solución Las intersecciories con el eje x que aparecen en la figura son x = 1
(donde 1 - x2 = 0 y x < 0) y x = m"2 (donde cos x = 0 y x> 0). Por tanto,

(1r/2

A
= J

f(x)dx
= J

(1 - x2)dx +
J

cosxdx
-1 -I 0

[ xl° [ 1' 2 5

= V - + [senx] + 1 =

EJEMPLO 6 La figura 5.6.6 muestra la gráfica de

f(x) = x3 - x2 - 6x.
determinaremos el area A de Ia region R acotada por la gráfica dey =f(x) y por el
eyex.

Solución La region R consta de las dos regiones R1 yR2 y se extiende de x = 2
ax = 3. El area de R1 es

A1
=

J (x - x2 - 6x) dx = [x4 - x3 - 3x21
-2 L

Pero en el intervalo (0, 3), Ia funciónf(x) es negativa, de modo que para obtener
el area (positiva) A2 de R2, debemos integrar el negativo def

C3 rA2=J(_x3+x2+6x)dx=[_x4+x3+3x2j _
0 0

En consecuencia, el area de Ia region completa R es

A=A1 +A2=+=W21.08.
En realidad, hemos integrado el valor absoluto def(x):

A=J If(x)dx=J (x3x2--6x)dx+J(x3+x2+6x)dx
-2 -2 0

Compare Ia gráfica dey = If(x) I en Ia figura 5.6.7 con la dey f(x) en Ia figura
5.6.6.

EJEMPLO 7 Evaftie

Soiución Observamos quex3x0 en [-1,0], quex3x 0 en [0, 1]yquex3
x0 en [1, 2]. AsI, escribimos

Ji x3 - x dx = J(x3 - x) dx + - x3) dx + f(x3 - x) dx

= [x4 - x2] + [x2 - !x4] + [x4 - x2]

2.75.

La parte I del teorema fundamental del cálculo dice que la derivada de una
integral con respecto de su lImite superior es igual a! valor del integrando en el
ilmite superior. Por ejemplo, si
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tx
y(x)

= J
t3sentdt,

0

entonces

dy=x senx.
dx

El ejemplo 8 es un poco más complicado, por ci hecho de que el lImite superior
de Ia integral es una función no trivial de la variable independiente.

EJEMPLO 8 Determine h'(x) dado que
x2

h(x)
= J

t3 sent dt.

Solución Sean y = h(x) y u = x2. Entonces

y = jt3sentdt
de modo que

dy = u senu
du

por ci teorema fundamental del cálcuio. Entonces, con Ia regla de la cadena se
obtiene

h'(x) = = = (u3senu)(2x) = 2x7 senx2.
dx du dx

PROBLEMAS CON CONDICIONES INICIALES

Observe que si
cx

y(x)
= J

f(t)dt, (11)
a

entonces y(a) = 0. Por tanto, y(x) es una solución del problema con condición
inicial

dy
= f(x), y(a) = 0.

dx
Para obtener una solución al problema con condición inicial

dy
= f(x), y(a) = b,

dx

solo necesitamos sumar Ia condiciOn inicial dada:

y(x) = b fa

EJEMPLO 9 Exprese como una integral Ia solución al problema con condición
inicial

dy
= sec x, y(2) = 3. (15)

dx
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5.6 Problemas

En los problemas 1 a 12, determine el valor promedio de Ia
función dada en el intervalo especfIcado.

2. g(x) = V; [1,4]
[0,2]

5. g(x) = 8x; [-4, 4]
7. f(x) = x3; [0, 5]

9.f(x)Vx+1; [0,3]

Evahe las integrales en los problemas 13 a 28.

J dx (En este caso, dx representa 1 dx.)

f (y5 - 1)dy 15.
dx

J1v
16. f(x3±2)2dx 17.

f33t_
th.

18.f dx 19. fsenxco:xdx

20. fixi dx 21. j(t - dt

22. f
x2 '

dx 23. 1 x cos x2 dxJ_x+2
24. jx - \/ dx 25. 112 - i dx

26. 1 sen 3x dx 27. 1 \/x + 2 dx
Jo J2

304

Solución Con a = 2 y b = 3, la ecuación (14) implica
cx

y(x) = 3 +
J

sectdt.
2

Con nuestro conocimiento actual, no podemos calcular la primitiva sect, pero para
un valor particular de x, podemos aproximar la integral de Ia ecuación (16)
mediante sumas de Riemann. Por ejemplo, con x = 4 y una calculadora con una
tecla INTEGRATE] obtenemos

28.

I0

-10

f4

2

sectdt -2.5121.

Por tanto, el valor de la solución en la ecuación (16) en x = 4 es

y(4) 3 - 2.5121 = 0.4879.

'-'U dx

J5 \/x-i
En los problemas 29 a 32, Ia grafica defy el eje x separan al
piano xy en varias regiones, algunas de las cuales están
acotadas. Determine el area total de las regiones acotadas
en cada problema.

f(x) = 1 - x4 Si x 0; f(x) = I - x3 si x 0
(Fig. 5.6.8)

f(x) = (1r/2)2 senx en [0, ir/2]; f(x) = x(ir - x)
en [ir/2, 1?-] (Fig. 5.6.9)

f(x) = x3 - 9x (Fig. 5.6.10)
f(x) = x3 - 2x2 - 15x (Fig. 5.6.11)

3

I.
2

>o
0

0
x

2
0

y = (it/2)2 senx

y = x0t -

2
x

(16)

3

Figura 5.6.8 Problema 29 Figura 5.6.9 Problema 30

20 y=x3-2x2-15x

2011114-

Figura 5.6.10 Problema 31 Figura 5.6.11 Problema 32
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1. f(x) = x4; [0, 2]

3. h(x) = 3x2Vx3 + 1;

4. f(x) = 8x; [0, 4]

6. h(x) = x2; [-4, 4]
8. g(x) = x2; [1, 4]

10. g(x) = sen2x; [0, 17-12]

11. f(x) = sen2x; [0, 17-]

12. g(t) = cos2l7-t; [-,]



Roxana arroja una pelota desde una altura de 400 pies.
Determine la altura promedio y Ia velocidad promedio de la
pelota entre el instante en que se arroja y ci instante en que
golpea el suelo.

Determine el valor promedio de Ia población animal P(i)
= 100 + lOt + (0.02)12 en el intervalo de tiempo [0, 10].

Suponga que un tanque de agua de 5000 litros tarda
10 minutos en vaciarse y que después det minutos, Ia cantidad
de agua que queda en el tanque es V(t) = 50(10 - 1)2 litros.

i,Cuái es Ia cantidad promedio de agua en ci tanque durante
ci tiempo en que se vacla?

Cierto dIa, Ia temperatura t horas después de la mediano-
che era

= 80 + lOsen(-(t - 10)).

,Cuál era Ia temperatura promedio entre ci mediodia y las
6 de Ia tarde?

Suponga que una varilia caiiente está a lo iargo del
intervalo 0 10. Si Ia temperatura en los puntos de lavarilla
está dada por Tl:x) = 4x(l0 - x), j,cuál es La temperatura
promedio de Ia varilia?

La figura 5.6.12 muestra una sección transversai a una
distancia x del centro de una esfera de radio 1. Determine ci
area promedio de esta sección transversal para 0 x 1.

Figura 5.6.12 La esfera dci probiema 38

Figura 5.6.13 El cono del probiema 39

La figura 5.6.13 muestra una sección transversal a una
distancia y del vértice de un cono con radio de Ia base I y
altura 2. Determine al area promedio de esta sección transver-
sai para 0 y 2.

Un automóvil de carreras parte dcl reposo (x = 0, t = 0) y
experimenta una aceieración constante x"(l) = a durante T
segundos. Determine, en términos de a y T, (a) su veiocidad

final y su velocidad promedio y (b) su posición final y su
posición promedio.

En los problenas 41 a 45, aplique el teorema fundamental
del cálculo para determinar la derivada de lafunción dada.

41.f(x)
= f (t + 1)'7d1

g(t)
=

Vx + 25 dx

h(z)
=

1: /T du

A(x) = di 45. f(x) = f°(i
+ ) dt

En los problemas 46 a 49, G(x) es Ia integral de lafunción
dadaf(i) en el inlervalo e.spec/Ico de laforma [a, x,Jx> a.
Aplique Ia pane 1 del seorema fundamental del cálculo para
determinar G '(x).

I
f(t) = ; [2, x]

12 + 1

f(t) = Vt + 4; [0, x]

f(t) = sen3 t; [0, x]

f(t) = Vt3 + 1; [1, x]

En los problemas 50 a 56, derive la funcion, escribiendo
primero f (x) en Ia forma g(u), donde u denota el lImite
superior de integración.

50.f(x)=J V1+tdi

51.f(x) = Jsent2dt
Sen x

52. f(x)
= J

'fF2 di

53.f(x)
= J sentdt

0

sen x

54. f(x)
= j (t2 + i) dt

dtSS.f(x)J -
56. f(x)

=
f Vi + 12 di

Use inlegrales (conio en el ejemplo 9) para resolver los
pro blemas con condiciones iniciales 57 a 60.

y(i)=O
dx x

dy 1

2' Y(i)dx 1+x 4
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= Vi + x2, (5) = 10

= tan x, y(l) = 2
dx

El teorema fundamental del cãlculoparece decir que

1' = 1!1 = 2,j x2 [ xj_

5.7
Integracion por
sustituciOn

Ei teorema fundamental del cálculo en la forma

Lb dx = [ffx dx]

en aparente contradicción con ci hecho de que l/x2 siempre
es positiva. ,Que es lo incorrecto?

Demuestre que Ia razón de cambio promedio

f(b) - f(a)ba
de Ia función derivablef en [a, b] es igual al valor prome-
dio de su derivada en [a, b].

implica que podemos evaluar fácilmente a integral definida de la izquierda si
podemos determinar Ia integral indfinida (es decir, la primitiva) de la derecha.
Analizaremos ahora un método poderoso para calcular la primitiva que equivale
a "la regla de la cadena en orden inverso". Este método es una generaiización de
la "regla de la potencia generalizada en orden inverso",

i±1Jundu=U1+C (n-1), (2)

que presentamos en Ia sección 5.2.
La ecuación (2) es una abreviatura pam la formula

J [g(x)]g'(x) dx +cn+1
que resulta de escribir

u = g(x), du = g'(x) dx.

Asi, para aplicar la ecuación (2) a una integral dada, debemos ver a! integrando
como el producto de una potencia de una funciOn diferenciable g(x) y su derivada
g'(x).

EJEMPLO 1 Con

u2x+i, du2dx,
vemos que

J(2x + 1)5.2dx
=

J u5 du = + C = (2x + 1)6 + C.

EJEMPLO 2

f2xVl + x2dx = f(i +

=
J u'12 du [u = 1 + x2, du 2x dx]

2- 3+C=(1+x2)3/2+C

(1)

(3)
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La ecuación (3) es el caso particularf(u) = u' de Ia formula integral general

If(g(x)).g'(x)dx = ff(u)du. (4)

El lado derecho de Ia ecuaciOn (4) resulta de hacer Ia sustitución formal

u = g(x), du = g'(x) dx

en el lado izquierdo.
AJgo bello de la notación diferencial es que la ecuación (4) no solamente es

plausible, sino que de hecho es verdadera, en el entendido de que u se reemplaza
por g(x) después de realizar la integración indefinida del lado derecho de la
ecuación (4). En realidad, Ia ecuaciOn (4) es solamente una version de la integral
indefinida de Ia regla de Ia cadena, ya que si F'(x) =f(x), entonces

DF(g(x)) = F'(g(x)).g'(x) = f(g(x)).g'(x)
por la regla dC la cadCna, de modo que

ff(g(x))g'(x)dx = f
F'(g(x)).g'(x)dx = F(g(x)) + C

= F(u) + C [u = g(x)]

= Jfudu.
La Ccuación (4) es la base de la poderosa técnica de la integración (indefinida)
por.sustituciOn. Se puedC usar cuando Ia flinciOn integrando se reconozca como
de la forrnaf'(g(x)) . g'(x).

EJEMPLO 3 Determine

f
xVx +

So!ución Observe que x2 es, salvo un factor constante, Ia derivada de x3 +9. Por
tanto, podemos sustituir

ux3+9, du3x2dx. (5)

Podemos proporcionar el factor constante 3 Si compensamos multiplicando Ia
integral por , con lo que obtenemos

JxVx + 9dx = J(x2 + 9)2.3x2dx = Ju2du
3/2 2 2

3
+ C.

Una forma aiternativa dC lievar a cabo la sustitución en (5) es resolver

du = 3x2 dx para x2 dx = du,

y CntoncCs Cscribirnos

J(x3 + 9)h/2 dx
= J u'12. du = f u2 du,

concluyCndo el cálcuio como antes.
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Los siguientes tres pasos en Ia solución del ejemplo 3 son dignos de mención
especial:

U La diferencial dx,junto con el resto del integrando, se "transforma" o reempla-
za, en términos de u y du.

U Una vez realizada la integración, se aflade la constante C de integración.

U Es necesaria una sustitución final para escribir la respuesta en términos de la
variable original x.

SUSTITUCION EN INTEGRALES TRIGONOMETRICAS

Por ahora sabemos que toda formula de derivación produce, al "invertir", una
formula de antiderivaciOn. Las fOrmulas familiares para las derivadas de las seis
funciones trigonométricas proporcionan las siguientes fOrmulas de integrales
indefinidas:

fcos u du = senu + C (6)

sen u du = cos u + C (7)

Jsec2 u du = tan u + C (8)

fcsc u du = cot u + C (9)

fsec u tan u du = sec u + C (10)

fcsc u cot u du = csc u + C (11)

Cualquiera de estas integrales puede aparecer como la integral Sf(u) du que resulta
de una sustitución de u apropiada en una integral dada.

EJEMPLO 4

Jsen(3x+4)dx=J(senu).du (u=3x+4,du=3dx)

=
J

sen u du = - cos u du + C

= cos(3x + 4) + C.

EJEMPLO 5

J3xcos(x2)dx = 3 J(cosx2).xdx
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=3J(cosu).du (u=x2,du=2xdx)

=
I cos u du = senu + C = sen(x2) + C.

EJEMPLO 6

fsec3x dx = f(sec2 u). du (u = 3x, du = 3 dx)

= tanu + C = tan3x + C.
EJEMPLO 7 Evalüe

J 2senx
So!ución Ninguna de las integrales de las ecuaciones (6) a (11) parece "adecua-
da", pero la sustitución

u = sen x, du = cos x dx

produce

J2sen3x cos x dx = 2 f u3 du = 2. + C = !sen4x + C.

SUSTITUCION EN INTEGRALES DEFINIDAS

El método de integración por sustitución se puede usar con integrales definidas a!
igual que con integrales indefinidas. Solo se requiere un paso adicional: Ia
evaluación de Ia primitiva final en los lImites originales de integración.

EJEMPLO 8 La sustitución del ejemplo 3 da

Lx2vx3+9=f.uh72du (u=x3+9,du=3x2dx)
I 3/2 = - (x3 + 9)3/2 (volviendo a

I" [

-'3- U

* Jo sustiir)
= (216 - 27) = 42.

Dejamos los lImites en u sin especificar (usamos asteriscos) ya que no fueron
calculados (no hay necesidad de conocerlos, ya que planeamos volver a sustituir
u en términos de Ia variable original x antes de usar los lImites originales de
integraciOn).

Pero en ciertas ocasiones es más conveniente determinar los lImites de
integración con respecto de la nueva variable u. Con Ia sustitución u = x3 + 9,
vemos que

U u = 9 cuando x = 0 (lImite inferior);

U u = 36 cuando x = 3 (lImite superior).
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El iiso de estos nuevos ilmites en u (en vez de volver a sustituir en términos de x)
implica

El teorema 1 dice que Ia forma "natural" de transformar los lImites de una
integral bajo una sustitución de u, como arriba, es correcta.

Teorema 1 Integral definida por sustitución
Suponga que la función g tiene una derivada continua en [a, hi y quefes
continua en el conjunto g([a, b]). Sea u = g(x). Entonces

b g(b)

$ f(x)) 'g' (x) dx = $ f(u) (12)

OBSERVACION Asi, obtenemos los nuevos iImites en u aplicando Ia funciôn de
sustitución u = g(x) a los limites anteriores de x:

U El nuevo Ilmite inferior es g(a) y

U El nuevo limite superior es g(b),

sin importar si g(b) es mayor que g(a).

De,nostración del teorenia 1 Elegimos una primitiva F def, de modo que
F =f Entonces, por la regla de Ia cadena,

D[F(g(x))] = F'(g(x))g'(x) = f(g(x)).g'(x).
Por consiguiente,

fb
f(g(x)) g'(x) dx

[(g())b
= F(g(b)) - F(g(a))

= [Fu
lg'

] =J
f(u)du.

g(a) g(o)

Utilizamos el teorema fundamental para obtener Ia primera y tiltima desigualdades
en este argurnento. U

El hecho de que sea miis simple aplicar el teorema I y obtener los nuevos
limites en u o volver a sustituir u =g(x)y utilizar los lirnites anteriores enx depende
del problema especIfico. Los ejempios 9 y 10 ilustran Ia técnica de transformación
a los nuevos lImites.

EJEMPLO 9 Evalt'ie

x dx
f5

(30 - x2)2

Solución Observe que 30 x2 no se anula en [3, 5], por lo que el integrando es
continuo. Sustituirnos

u = 30 - x2, dii = 2x dx,

f3x2vx3+9dx=
0

f36
uU2 du - Il5u[2 3/21

36

I

9

=42.
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5.7 Problemas

y observamos que

Evalüe las integrales indefinidas cie los problernas 1 a 30.

1. f(x + l)6dx

:
dx

J V7x + 5

7. fsen(lrx + 1) dx

9. sec29tan2Bd8

11. f xVx - 1 dx

13. fxV2 - 3x2dx

15. f xVx4 + 1 dx

17. fx2c0s2x3dx

f x2dx
19.

j (x3 + 5)4

21. fcos3xsenxdx

23. f tan3 0 sec2 0 dO

Sección 5.7 / lntegración por sustituciOn

2. f (2 - x)5 dx

4. f V2x+ 1 dx

6. 1 (3 - 5x)2

8. f cos dt

10. f csc2 5x dx

12. f 3t(1 - 2t2)'° dt

14
tdt

J Vt + 1
f x2dx

16.
j + I

18. ft sec2(12) dt

20. fy22 - 4y3dy

22. fsen53z cos 3z dz

't. fsecotanocio

Six = 3, entonces u = 21 (lImite inferior);

Six = 5, entonces u = 5 (lImite superior).

Por tanto, con nuestra sustitución obtenemos
r5 r5 i r 15
I

xdx - -1du ii 1

J3 (30 - x2)2 - J21 u2 - 2 [ U]21

EJEMPLO 10 Evahie
nT!4

J 0

Solución Sustituimos

u = sen 21, de modo que du = 2 cos 21 dt.

Entonces u = 0 cuando I = 0 y u = I cuando t = .ir/4. Por tanto,

I 1

j sen32tcos2tdt= f udu=[u -
0 o L 10

-

1(1 i_ 8

25. f coJ/d:x [Sugerencia: u = Ji]

I +

f(x2 + 2x + 1)4(x + 1) dx

(x + 2)dx
29. f(2 + t2)/6t + t3dt

j (x2 + 4x + 3)3

30
2-x2

I (x3 - 6x + 1)
dx

Evalt'ie las inlegrales dejInidas de los probl emas 31 a 44.

31. 12 di

., (t + 1)
4

1 xVx+9dx
Jo

(i +
dx [Sugerencia:

U = 1 +

ftVt + 1 di [Sugerencia:u = 1+ 1.]

1 sen x cos x dx 37. sen 2x cos3 2x dx
Jo Jo
CV

38. tsen-dt
Jo 2

26.

32
f4 dx

Jo V2x + 1
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(r/2

I (1 + 3 sen 0)3/2 cos 0 dO [Sugerencia:
Jo

u = 1 + 3 sen 0.]

1 sec2 dx
2

jxVT dx [Sugerencia: u 4 - x.]

f (cosx)Vdx [Sugerencia:
U = sen x.]

1 tsenn-t4dt
Vx

Utilice las identidades de la mitad de un ángulo

cos2O
1 + cos 20

y sen2O
1 - cos 20

2

para evaluar las integrales de los pro blemas 45 a 48.

45. Jsen2x dx 4. f cos2x dx

47. f sen2 3t dt 48. 1 cos2 ITt dt
Jo Jo

,r2

. r
senV cos- dx

Utilice la identidad 1 tan2 0 = sec2 Opara evaluar las
integrales de los problemas '19y 50.

C
r/I2

49. tan2x dx 50.
I

tan2 3t dt
J Jo

SI. Sustituya sen3x = (sen x)(1 - cos2x) para mostrar que

Jsen3x dx = cos3x - cos x + C.

Evalüe

cos3xdx
Jo

mediante el método del problema 51.
Primero sustituya u = sen Oy después u = cos 0 para

obtener

JsenOcosOdO = sen2O + C1 = cos20 + C2.

Concilie estos resultados. Cuál es Ia relación entre las cons-
tantes C1 y C2?

Primero sustituya u = tan Oy después u = sec Opara
obtener

Jsec2 0 tan 0 dO = tan2 0 + C1 = sec2 0 + C2.

Concilie estos resukados. j,CuáI es Ia relación entre las cons-
tantes C1 y C?
55. (a) Verifique mediante una derivación que

C dx x

J(1 - x)2 = 1 - x
+

Sustituya u = 1 x para mostrar que

I dx 1

j(1 - x)2 = 1 - x + C2.

Concilie los resultados de las partes (a) y (b).

56. (a) Sustituya u = x2 y aplique Ia parte (a) del problema
55 para mostrar que

I xdx x2

J (1 - x2)2 = 2(1 - x2)
+ Cl

(b) Sustituya u = 1 - x2 para mostrar que

f
xdx 1

(1 - x2)2 2(1 - x2)

(c) Concilie Jos resultados de las partes (a) y (b).

Los probi emas 57 a 60 tratan lasfunciones pares e impares.
Unafunción parf es unafunción tal que

f( x) f(x)

para toda x. Esto signfica que Ia gráfica de y = f (x) es
simétrica bajo Ia refle.xion con respecto del eje y (figura
5.7.1). Alunos ejemplos defunciones pares sonf(x) =
cos x, 1, x , x4 y x6. Unafunción imparfes unafuncion La!
que

f( x) = f(x)

para toda x. Esto sign/lca que Ia gráfica de y = f(x) es
simétrica bajo las reflexiones primero con respecto del eje y
y decpués con respecto del eje x (JIgura 5.7.2). Alunos
ejemplos defunciones impares son f(x) = sen x, x, x2 y x5.
Piense las reflexiones indicadas con lafuncion coseno (par;
figura 5.7.3)ylafunción seno (impar;figura 5.7.4).

Figura 5.7.1 La gráfica de la función pary f(x) es
invariante bajo Ia reflexión con respecto del eje y
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Figura 5.7.2 La gráfica de Ia funciön impary f(x) es
invariante bajo reflexiones sucesivas con respecto de
ambos ejes

5.8 ________
Areas de regiones
planas

Figura 5.7.5 fimpar:
las areas se cancelan
(problema 57)

y =f(x)

a

Flgura 5.7.6 fpar
Las areas se suman
(problema 58)

58. Observe la figura 5.7.6. Si Ia función continuafes par,
utilice el método del problema 57 para mostrar que

f/(x) dx = 2f f(x) dx.

59. Explique sin demasiados cálculos por qué es evidente que

Itanx
J_1L

+
(1 + x2)7

x'7 cos x] dx = 0.

57. Observe la figura 5.7.5. Si la función continuafes impar, 60. Explique sin demasiados cálculos por qué es evidente que
sustituya u = x en Ia integral /

- -I
0

I (3x - x'° senx + 5Vi + x) dx = 21 x3 I = 250.
dx para mostrar queJ f(x) dx = 0. L Jo

En Ia sección 5.3 analizamos el area A bajo la gráfica de una función continua
positivafen el intervalo [a, b]. Este análisis motivó nuestra definición (sección
5.4) de la integral defde a a b como el Ilmite de sumas de Riemann. Un resultado
importante fue que

C"

A - J
f(x) dx,

a

por definición.
AquI consideraremos el problema de determinar el area de regiones más

generates del piano. Las regiones como las que se ilustran en la figura 5.8.1 se
pueden acotar mediante las gráficas de dos (o más) funciones diferentes.

(1)

Figura 5.8.1 Regiones planas acotadas por pares de
curvas
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Figura 5.7.3 La función Figura 5.7.4 La función
coseno es par seno es impar

v =f(v)

a U X



y

a

Figura 5.8.2 Una region entre dos gráficas
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Sean fyg funciones continuas tales quef(x) g(x) para todax en ci intervalo
[a, b]. Estamos interesados en el area A de la region R de Ia figura 5.8.2, que se
encuentra entre las gráficas de y =f(x) y y = g(x) para x en [a, b]. De este modo R
está acotada

U Por la curvay =f(x), Ia frontera superior de R,

Li Por la curva y = g(x), la frontera inferior de R,

y por las rectas verticales x = a y x = b (en caso necesario).

y

4 '1

V

y =f(i, JCr) - g(x')iii;
x_1 ,,=b

y=gC)

(I = V0 .V1 .V2

Figura 5.8.3 Una particiOn de [a, b] divide a R en bandas
verticales que aproximamos mediante bandas
rectangulares.

Pam aproximar A, consideramos una partición de [a, b] en n subintervalos,
todos con Ia misma longitud Ax = (b - a)/n. Si M, denota ci area de Ia region entre
las gráficas defyg en el iésimo subintervalo [x_, x] yx es un niimero elegido
en ese subintervalo (todo esto para i = 1, 2, 3, . . . , n), entonces iXA es
aproximadamente igual al area de un rectángulo con alturaf(x) - g (x) y ancho
Ax (figura 5.8.3). Por tanto,

[f(x') - g(x')] Ax;
de modo que

A = Ak [f(x) - g(x)] Ax.

Introducimos la función altura h(x) fx) g(x) y observamos que podemos
aproximar a A mediante una suma de Riernann para h(x) asociada a nuestra
particiOn de [a, b]:

A h(x') AX.

La intuiciOn y ia razón nos sugieren que esta aproximación se puede hacer
arbitrariarnente precisa, eligiendo n suficientemente grande (y por tanto
Ax = (b - a)/n suficienternente peqiiefIo). Por tanto, concluimos que
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Figura 5.8.4 La region del
ejemplo 1

n

A = urn h(x") iXx = I h(x)dx = I [f(x) - g(x)]dx.
1=1 J Ja a

Como nuestro análisis se basa en un concepto intuitivo en vez de una
definición lógica precisa de area, esto no constituye una demostración de esta
fOrmula para el area. Sin embargo, proporciona unajustificación para la siguiente
definición del area en cuestión.

Definición El area en/re dos curvas
Seanfy g continuas tales quef(x) g(x) para x en [a, bJ. Entonces el
area A de Ia region acotada por las curvas y =f(x) yy = g(x) y por las
rectas verticales x = a y x = b es

A=$ [f(x)g(x)]dx. (2)

EJEMPLO 1 Determine el area de Ia region acotada por las rectas y x y x 2
y por ]a curvay = ]/x2 (figura 5.8.4).

Solución Aqul Ia curva superior es y =f(x) = x, Ia curva inferior es y g(x) =
1/x2, a = I y b = 2. La recta vertical x = 2 es "necesaria" (para proporcionar Ia
frontera derecha de Ia region), pero x = I no lo es. La ecuaciOn (2) implica

[1x2 +
112 / i /- -I =(2+I(+u

2 x]i \ 2 \2
)=u.A

f2(
- -)dx =

La ecuación (1) es el caso particular de Ia ecuación (2) donde g(x) es
idénticamente nula en [a, b]. Pero sif(x) 0 y g(x) 0 en [a, b], entonces Ia
ecuaciOn (2) se reduce a

Figura 5.8.5 La integral proporciona el negativo del area
geométrica para una region que se encuentra bajo el ejex.
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A

1b
g(x) dx; es decir g(x) dx = A.

En este caso, Ia region R se encuentra bajo el eje x (figura 5.8.5). Dc este modo,
Ia integral de a a b de una funciOn negativa es el negativo del area de la region
acotada por su gráfica, el eje x y las rectas verticales x = a y x = b.



Figura 5.8.6 La integral calcula
el area por arriba del eje x menos el
area bajo el eje x
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Flgura 5.8.7 Un punto de vista
heuristico (sugerente pero no
riguroso) para establecer las
integrales de area

Flgura 5.8.8 La region R del
ejemplo 2

a

De manera más general, consideremos una función continuafcon una gráfica
que cruza el eje x en un nñmero finito de puntos C1, c2, C3,. . . , C, entre a yb (figura
5.8.6). Escribimos

fb

AsI vemos que

rd

f(x) dx
= j

f(x) dx +
a a

(

r

cc2

Jf(x)dx+.+Cl

lb

J
f(x) dx.

f(x) dx

dA = (YSUPy1flL) dx.

Pensemos ahora en la region sobre [a, b] que se encuentra entre y, =f(x) y
Ymf = g(x) como formada por muchas bandas verticales. Podemos considerar su
area como una suma de areas de tales bandas rectangulares. Si escnbimos .1 para
suma, obtenemos la formula

A
= J

dA = jpYinf) dx.

Este punto de vista heuristico evita Ia notaciOn con subIndices asociada con
las sumas de Riemann. Sin embargo, no es ni debe considerarse coino una
deducción completa de la Oltima formula. Se utiliza más como un medio conve-
niente para mernorización. For ejemplo, en las figuras que acompanan a los
ejemplos, frecuentemente mostramos una banda de ancho dx como ayuda visual
para establecer Ia integral correcta de manera adecuada.

EJEMPLO 2 Determine el area A de la region R acotada por Ia rectay x y por
la parábolay = 6 x2.

Solución La region R se muestra en Ia figura 5.8.8. Podemos utilizar Ia ecuación
(2) y considerarf(x) = 6 - x2 y g(x) = x. Los lImites a y b serán las coordenadas x
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de los dos puntos de intersección de la recta y la parabola; lo primero que debemos
hacer es determinar a y b. Para esto, igualamosf(x) y g(x) y determinamos x en la
ecuación resultante:

x6x2; x2+x-6=O; (x-2)(x+3)O; x=-3,2.
Por tanto a = 3 y b = 2, de modo que la ecuación (2) es

r -12

A=J (6_x2_x)dx=[6x_x3_x2]
-3 -3

= [6.2.2 _.22] - [6(-3) _.(_3)3_

SUBDIVISION DE REGIONES ANTES DE INTEGRAR

El ejemplo 3 muestra que a veces es necesario subdividir una region antes de
aplicar la ecuación (2); por lo general debido a que la formula de la curva de la
frontera superior o inferior (o ambas) cambia en algin punto entre x = a y x = b.

EJEMPLO 3 Determine el area A de la regiOn R acotada por la rectay = y
por Ia parabola y2 = 8 - x.

Solución La region R se muestra en la figura 5.8.9. Los puntos de intersección
(-8, 4) y (4, 2) se encuentran al igualary = y y = ±J 8 x y resolver parax.
La frontera inferior de R está dada pory= -I 8 x en [-8, 8]. Pero la frontera
superior de R está dada por

x en [-8,4], y5= + I 8 x en [4, 8].

Por consiguiente, debemos dividir R en dos regiones R1 y R2, como se indica en la
figura 5.8.9. Entonces Ia ecuación (2) implica

A = f4(x + V8 - x)dx
j8

2V8 - x dx

= [X2 - (8 - x)3/2] + [_8 - x)3/21

Ywi, X

-4)

-
E'16

16' /64 128-
V

(4, 2)

-7
yrnr-'IT

-8 -

Figura 5.8.9 En el ejemplo 3, dividimos Ia regiOn R en
las regiones R, y R2

y=x

1 ( '\21 125
-'JJ 6
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Figura 5.8.10 Determinación de
areas utilizando una integral con
respecto dey

DETERMINACION DE AmA INTEGRANDO
CON RESPECTO DEy

La region del ejemplo 3 parece ser rnás simple si la consideramos acotada por las
gráficas de funciones de y en vez de utilizar funciones de x. La figura 5.8.10
muestra una region R acotada por las curvas x =f(y) y x = g(y), conf(y) g(y)
para y en [c, d] y por las rectas horizontales y = c y y = d. Para aproximar el area
A de R, comenzamos con una partición de [c, d] en n subintervalos, todos con Ia
mismalongitud z\y= (d c)/n. Escogemos un puntoyp en el iésimo subintervalo
[y_,yl para cada i (1 I <n). Aproximamos Ia banda horizontal de R frente
a [y - , y,] mediante un rectángulo con ancho 4y (medido de manera vertical) y
alturaf(y) - g (y7) (medido de manera horizontal). Por tanto

A [f(y) - g(y)] y.

Reconocemos esta surna como una suma de Riemann para la integral

fd[f(y) - g(y)] dy
C

lo cual motiva la siguiente definición.
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Definición El area elitre dos curvas
Seanfy g funciones continuas de y conf(y) g(y) para y en [c, dl.
Entonces el area A de Ia region acotada por las curvas x =f(y) y x = g(y)
y por las rectas horizontalesy = c yy = des

A=5[f)_g(y)] dy. (3)



Figura 5.8.11 Nuevo cálculo
del area del ejemplo 3 (ejemplo 4)

En un curso más avanzado, demostrarlamos que las ecuaciones (2) y (3)
producen la misma area A para una region que puede ser descrita como en la figura
5.8.2 o bien como en Ia figura 5.8.10.

Escribimos

Yder=f(Y) y xjzqg(y)

para las curvas de la frontera derecha e izquierda, respectivamente, de la regiOn
de Ia figura 5.8.10. Entonces la ecuación (3) toma Ia forma

A
Id[Xder_Xi]

dy.

La comparaciOn del ejemplo 3 con el ejemplo 4 ilustra la ventaja de elegir la
variable de integración "correcta": aquella que simplifique los cálculos.

EJIEMPLO 4 Integre con respecto de y para determinar el area de la region R
del ejemplo 3.

Solución En Ia figura 5.8.11 vemos que podemos aplicar la ecuación (3) con

Xder=f(Y)= 8 Y2 YXizq =g(y)= 2yparay en [-4,2]. Esto implica

A=J[(8_y2)_2y]dy=18y_y3_y21 =36.

EJEMPLO 5 Utilice el cálculo para obtener la formula A = lrr2 para el area de
un cIrculo de radio r.

Solución Comenzamos con la definición (en Ia sección 5.3) del nümero rcomo
el area del circulo unitario x2+y2 = 1. Entonces, con in ayuda de la figura 5.8.12,
escribimos

(0, I)

K

4 -'-4

y

v=(l _X2)2

Figura 5.8.12 El niimero ves
cuatro veces el area sombreada
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Figura 5.8.13 Podemos escribir
el area sombreada como una
integral

5.8 Problemas

1. (Véase figura 5.8.14.)

3. (Véase figura 5.8.16.)

5. (Véase figuia 5.8.18.)

7. (Véase figura 5.8.20.)

9. (Véase figura 5.8.22.)

2 X

Figura 5.8.16 Problema 3
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y =
x2

- __7
2 3' Ti 2

= 4-

/

= 4 f Vi - x2 dx, (4)

ya que la integral de la ecuación (4) es, por la ecuación (1), el area del primer
cuadrante del cIrculo. Aplicamos Ia ecuación (1) al primer cuadrante del cIrculo
de radio ren la figura 5.8.13 y determinamos el area total A de ese circulo como

A = 4 f Vr - x2 dx = 4r Vi - (x/r)2 dx

= 4r J Vi - r du (Sustitución: u = dx = r du.)

4r2 f Vi - u2 du.
0

Por tanto, por Ia ecuación (4), A = 2rr2.

Determine las areas de las regiones inostradas en losproble-
mas I a 10.

2. (Véase figura 5.8.15.)

4. (Véase figura 5.8.17.)

6. (Véase figura 5.8.19.)

8. (Véase figura 5.8.2 1.)

10. (Véase figura 5.8.23.)

y

= COSX

4'
(y2 + 1)3(2

Figura 5.8.17 Problema 4

)

(2X
= x2 - 4

V

2

'2

1 2 X

Figura 5.8.18 Problema 5 Figura 5.8.19 Problema 6

Figura 5.8.14 Problerna 1 Figura 5.8.15 Problema 2 Figura 5.8.20 Problenia 7 Figura 5.8.21 Problema 8

(2
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y = Sen3 x cos
y

y= x(1 ,2)I/2

/ I '

/ 2 '

Problema 9 Figura 5.8.23 Problema 10Figura 5.8.22



Determine el area de las regiones descritas en losproblemas
11 a 20.

La region R acotada por debajo por Ia gráficay = x3 y por
amba por Ia gráfica y = x en el intervalo [0, 1]

La region]? entre Ia gráficay = 1I(x + 1)2 y el eje x en el
intervalo [1, 3]

La regiOn R acotada or arriba por Ia gráfica y = y por
abajo por Ia gráficay = x en el intervalo [0, 1]

La regiOn R acotada por arriba por Ia gráfica y =
y por abajo por Ia recta horizontaJ y = 1 en el intervalo
[-1, 2]

La region R acotada por arriba por la gráfica y =
1/(x + i) y por abajo por el eje x en el mtervalo [0,2]

La region R acotada por arriba por Ia gráfica de y =
4xx2y porabajoporelejex

La regiOn R acotada por Ia izquierda por Ia gráfica de
x = y2 y por Ia derecha por Ia recta vertical x = 4

La region R entre las gráficas dey =x4 4 yy = 3x2

La region R entre las gráflcas de x = 8 - y x =
y2 - 8

La regiOn R entre las gráficas de y = x3 y y = x3

2l.yO, y=25x2
22.y=x2, y4
23.yx2, y=8x2
24.x=0, x16y2
25.xy2, x=25
26.x=y2, x=32y2
27.y=x2, y=2x
28.yx2, x=y2
29.y=x2, yx3
30. y = 2x2, y = 5x - 3

31.x=4y2, x+12y+50
32.y=x2, y=3+5xx2
33.x=3y2, x=12yy2-5
34.y=x2, y=4(x-1)2
35.x=y2-2y-2, x4+y-2y2
36.y=x4, y=32x4
37.y=x3, y=32V
38.y=x3, y=2xx2
39.yx2, y="/;

y2 = x, y2 = 2(x - 3)
y = x3, y = 2x3 + x2 - 2x

42.y=x3, x+y0, y=x+6

43. La elipse x2/a2 + y2/b2 = 1 aparece en Ia figura 5.8.24.
Utilice el método del ejemplo 4 para mostrar que el area de la
region que acota es A = b, una agradable generalizaciOn de
Ia formula del area del circulo.

Figura 5.8.24 La elipse del problema 43

V

y = x2

Figura 5.8.25 El segmento parabOlico del problema 44

La figura 5.8.25 muestra un segmentoparabólico aco-
tado por la parabola y = x2 y por la recta y = 1. En el siglo
III aC., ArquImedes mostrO que el area de un segmento para-
bOlico es cuatro tercios del area del triángulo ABC, donde AB
es Ia "base" del segmento parabOlico y C es su vértice (como
en la figura 5.8.25). Verifique esto para el segmento paabó-
lico indicado.

Sean A yB los puntos de intersecciOn de Ia parábolay =
x2 y Ia recta y = x y sea C el punto de la parabola donde
Ia recta tangente es paralela a Ia gráfica dey x + 2. Muestre
que el area del segmento parabOlico obtenido del corte de la
parabola mediante Ia recta (figura 5.8.26) es cuatro tercios del
area del triángulo ABC.

Figura 5.8.26 El segmento parabOlico del problema 45
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C(O,O) x

En los problemas 21 a 42, esquematice las regiones acoladas
por las curvas dadas; determine después su area.



>

20

10

Figura 5.8.29
proyecto A

Figura 5.8.27 La region no acotada del problema 46

Determine el area de Ia regiOn no acotada R sombreada
en Ia figura 5.8.27, considerada conio el limite cuando b - +00

delaregiónacotadapory=1/x2,y=O,x= 1 yx=b> 1.
Determine el area total de las regiones acotadas pore! eje

xyporlacurvay=2x3-2x2 12x.

5.8 Proyectos

Estos problernas requieren el uso de una calculadora o una computadora con la
capacidad de aproximación numérica de ima integral

Lb

donde Ia función integrandof(x) y a y b están dados. La tabla de la figura 5.8.28
enumera las instrucciones adecuadas para una calculadora y sistemas de cOmputo
comunes.

Suponga que Ia función cuadrática

f(x) = px2 + qx + r

nunca es negativa en [a, b]. Muestre que el area bajo Ia gráfica
defde a a b es A = h[f(a) + 4f(m) +f(b)], donde h =
(b - a) /2 y m = (a + b)/2. [Sugerencia: Mediante una trasla-
ción horizontal de esta region, puede suponer que a =
m = 0 yb = h.]

En los probleinas 49 a 51, sedan el area A(u) enire Ia graJIca
de lafuncion continua positivafy el eje x en el intervalo
0 Determinef(x).

A(u) = u5 50. A(u) =
51. A(u) = [f(u)]2

f(x) dx,

Figura 5.8.28 Instrucciones para Ia integraciOn nurnbiica en una calculadora y una
computadoia

Para SUS propias versiones de los proyectos A, B y C, elija un entero fijo n de
I a 9 y Oselo en lo sucesivo. Por ejemplo, n podrIa ser ci "iltimo dIgito distinto
de cero de su dave como estudiante.

PROVECTO A Seanfy g las dos funcioncs dcflnidas como sigue:

f(x) = (5)

g(x) = x(x - n (6)

Como se muestra en la figura 5.8.29 (para ci caso ii = 4), las grOficasy =f(x)
yy =g(x) acotan dos regioncs R1 yR2. Dche dctcrminar Ia suma A de las áreasA1 y
A, de cstas (los rcgioncs.
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y

y=

20 64
x

Las regiones del

Calculadora/Computadora Instrucción para Ia integracion nurnérica

Derive Author f(x) , Calculus. Integrate,
Enter Limits, Simplify

HP-48 .5 (a. b, f(x) . x)

Mathematica Nlntegrate[ f[x] . lx, a, LI I

Maple evalf( Int(f(x), xa. .b)
TI-85 fnlnt(a. b, f(x), x)
X(PLORE) IN(f(x). x=atob)
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5.9 __________
Integración numërica

Primero determine manualmente (es decir, mediante cálculos con papel y
lápiz) las abscisas de los tres puntos de intersección dey =f(x) yy =g(x). Después
emplee su calculadora o computadora para evaluar nurnéricamente las dos inte-
grales necesarias para determinar A. Además, calcule A1 y A2 exactamente (utili-
zando el teorema fundamental del cálculo) y yea si SUS resultados concuerdan.

PROYECTO B Repita el proyecto A, pero reemplace Ia funcionf(x) en la
ecuación (5) por

f(x) = x2. (7)

Como antes, puede determinar manualmente los tres puntos de intersección de
y =f(x) y y = g(x) (que aparecen en Ia figura 5.8.30 para el paso n = 4), pero
seguramente no querrá calcular las areas A1 y A2 de manera manual. En vez de
esto, utilice su calculadora o computadora para evaluar las integrales necesarias
numéricamente.

PROYIECTO C Repita ci proyecto A, pero reemplace Ia funcionf(x) en la
ecuación (5) con

f(x) = (
n)2

(8)

Una vez mas, Ia gráiica (Ia figura 5.8.31 ilustra el caso n = 4) muestrados regiones
R yR, acotadas pory =f(x) yy =g(x). Pero ahora, usted no deberá determinar
de manera manual los tres puritos de intersección que proporcionan los limites
necesarios para las integrales de area. En vez de esto, utilice una solución gráfica,
el método de Newton o Ia instrucción (SOLVE de su calculadora o computadora.
Por ültimo, determine los valores nurnéricos de las areas A1 y A2 y su suma A.

Podemos utilizar ci teorema fundamental del cálculo

fb [ 11

f(x) dx = [G(x)]
a a

para evaluar una integral solamente si encontramos una formula conveniente para
la prirnitiva G def Pero existen funciones sencillas con primitivas que no son
flmciones elementales. Una funciOn elemental es aquella que se puede expresar
en términos de polinornios, funciones trigonométricas, exponenciales y logarItmi-
cas, rnediante combinaciones de sumas, restas, productos, cocientes y composi-
ciOn de estas funciones.

El problema es que las funciones e]ernentales pueden tener derivadas no
elernentales. Por ejemplo, se sabe que Ia funciOn elementalf(x) = (1 +x2)3
no tiene una primitiva elemental. En consecuencia, no podemos utilizar el teorema
fundamental del cálculo para evaivar una integral como

'1

1 (1 + x2)3 dx.
Jo

Aqul analizarnos ci uso de las surnas de Riemann para aproximar numénca-
mente las integrales que no se pueden evaluar con exactitud de manera adecuada,
sin importar que se empleen o no fimciones no elementales. Dada una funciOn
continua fen [a, b], con una integral por aproximar, consideremos una partición

Sección 5.9 / Integracióii nurnérica 323

x

Figura 5.8.30 Las regiones del
proyecto B

0 2 4 6
x

Figura 5.8.31 Las regiones del
proyecto C



a=x0 x1 x2

Figura 5.9.1 Yi f(x,)

x

P de [a, b] en n subintervalos, cada uno con la misma longitud zx = (b - a)/n.
Entonces, el valor de cualquier suma de Riemann de la forma

S = f(x) Lx (1)

se puede considerar como una aproximación al valor de la integral .[f(x) dx.
Con x = x1 y con x = x, en Ia ecuación (1), obtenemos Ia aproximación

mediante los extremos izquierdos L y Ia aproximación mediante los extremos
derechos R a Ia integral definida J f(x) dx asociada con Ia partición de [a, b] en
n subintervalos de igual longitud. AsI,

= f(x-1) x (2)

y

R = f(x) zx. (3)

Podemos simplificar Ia notación de L,, y R,, escribieiido y, en vez def(x1) (figura
5.9.1).

Definición Aproxiniaciones mediante los extrenios
La aproximación mediante los extremos i9uierdos L y la aproxima-
ción mediante los extremos derechos R,, a J, f(x) dx con & = (b - a)/n
son

L,, (AxXyo +Y1 +y2 +. . +y,1) (2')

y
R=(&)(y Y2Y3 +.. . +y,) (3')

En el ejemplo I de Ia sección 5.3 calculamos las aproximaciones mediante los
extremos izquierdos y derechos a la integral

J3 x2 dx = 9
0

(4)

con n = 5 y n = 10. La tabla de la figura 5.9.2 muestra los valores de L yR,, con
valores mayores de n.

La áltima columna de esta tabla proporciona el promedio de las sumas
mediante los extrernos L,, y R,r Se puede ver que (pam un valor dado de n), este
promedio es una aproximación mucho más precisa que cualquiera de las aproxi-
macjones mediante los extremos.
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Figura 5.9.2 Aproximaciones
mediante los extremos izquierdos
y derechos a la integral de la
ecuación (4)

y

f(x,_ )

Figura 5.9.3 El area del
trapecio es

[f(x_) + f(x,)] Lx

Sección 5.9 I Integración numérica

LAS APROXIMACIONES DEL TRAPECIO
Y LOS PUNTOS MEDIOS

El promedio 7',, = (L + R) /2 de las aproximaciones mediante los extremos
izquierdos y derechos es Ia aproximación del Irapecio a J f(x) dx asociada con
la partición de [a, b] en n subintervalos de igual longitud. Escrito en forma
desarrol lada,

T = (L + R) (5)

= [f(x-) + f(x)]
2

= {[f(xo) + f(x)] + [f(xi) + f(x2)] + [f(x2) + f(x3)] +

+ [f(x2) + f(x)] + [f(xi) + f(x)]};
es decir,

T [f(xo) + 2f(xi) + 2f(X2) +

+ 2f(xfl2) + 2f(x) + f(x)].
Observe el patron 1-2-2-. . . -2-2-1 de los coeficientes.

La figura 5.9.3 muestra por qué el nombre de aproximacOn del trapecio T.
Los puntos de la partición x0, x1, x2,. . . , x,, se usan para construir trapecios desde
el eje x hasta Ia gráfica de Ia fiincionf El trapecio sobre el iésimo subintervalo
[x1_1, x,] tiene altura ,.x, y sus bases paralelas tienen un ancho def(x1_1) yf(x).
AsI, su area es

+ f(x)] = + yj).

325

n L,, R

5 6.4800 11.8800 9. 1800
10 7.6950 10.3950 9.0450
20 8.3363 9.6863 9.0 113
40 8.6653 9.3403 9.0028
80 8.8320 9.1695 9.0007

160 8.9258 9.0846 9.0002
320 8.9579 9.0422 9.0000

Definición La aproxirnación del trapecio
La aproximación del trapecio a

ba
Cs

T,=-2- (Yo+2Y1+2Y2+ . (6)



Figura 5.9.4 GeometrIa de la
aproximación del trapecio

Figura 5.9.6 Datos del
ejemplo I
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La comparación de esto con Ia ecuación (6) muestra que T,, es simplemente la suma
de las areas de ios trapecios que se muestran en la figura 5.9.4.

EJEMPLO 1 Calcule la aproximación del trapecio a la integral en la ecuación
(4)conn6yx=O.5.

Solución Los trapecios de Ia figura 5.9.5 indican por qué T6 debe ser una mejor
aproximación que cualquiera de las aproximaciones mediante los extremos L6 y
R6. La tabla de La figura 5.9.6 muestra los valores def(x) = x2 necesarios para
calcular L6 yR6. Los coeficientes 1 2-2 -. . . 2-2 - I aparecen en Ia ültima
columna. Utilizamos Ia ecuación (6) para obtener

T6 = [l.(0) + 2(0.25) + 2(1)

+ 2.(2.25) + 2.(4) + 2(6.25) + 1 .(9)]
= 9.125

4

2

Otra aproximación ñtil a ff(x) dx es Ia aproxirnación ,nediante lospuntos
medios M Es Ia suma de Riemann que se obtiene a! elegir el punto x en [x..1, x]
como el punto medio rn = (x,1 + x1)/2. AsI,

M = f(rn) x = (x)[f(m) + f(rn2) + ... +f(rn)]. (7)

Capitulo 5 / La integral

(compare con el valor real 9).

n x f(x) x Coeficientes

00 0 1

1 0.5 0.25 2 8

21 1 2
3 1.5 2.25 242 4 2 6

5 2.5 6.25 263 9 1

2 3 x

Figura 5.9.5 El area bajoy =x2(ejemplo 1)



n m f(m1) Coeficientes

Figura 5.9.9 Datos para el
ejemplo 2
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Como in1 es el punto medio de [x xi], a veces es conveniente escribiryen VCZ
def(m),y312en vez def (in2), y asI sucesivamente (figura 5.9.7).

Dctinición La aproxinzación niediante los pun/os niedios
La aproximación mediante los puntos medios a

jb
dx

(ba)
con x=

n

6

4

y=f(x)

I'll
a =x0 rn1 x1 rn2 x2 x_ rn x, x,1 rn,,

Figura 5.9.7 Las ordenadas empleadas en la
aproximacion mediante los puntos medios

Figura 5.9.8 Rectángulos basados en los puntos medios
para aproximar el area bajo y x2 (ejeniplo 2)

EJEMPLO 2 La figura 5.9.8 ilustra Ia aproximación mediante los puntos
medios a Ia integral J x2 dx = 9 del ejemplo 1, con n = 6 y & = 0.5, y la tabla de
La ligura 5.9.9 muestra los valores de f(x) = x2 necesarios para calcular M6.
Utilizarnos Ia ecuación (7) para obtener

M6 = (0.5)[1 .(00625) + 1(05625) + I .(j55)

+ 1.(3.0625) + 1.(5.0625) + 1(7.525)]

= 8.9375.
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x

0.5 1.5 2 2.5 3 X

1 0.25 0.0625 1

2 0.75 0.5625 1

3 1.25 1.5625 1

4 1.75 3.0625 1

5 2.25 5.0625 1

6 2.75 7.5625 1

es
M (&)(y1,2+y3+y512+.. . +Y,/)). (7')
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Pero tales integrales son importantes en el diseño de lentes fotográficos de
precision, de modo que esto nos motiva a aproximar su valor numéricamente.

Con n = 10 y & = 0.1, Ia aproximación del trapecio es
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T10 0.94583.

La aproximación mediante los puntos medios correspondientes es

[ sen0.05 senO.1S sen0.25
M10

= °L' 0.05
+

0.15
+

0.25 +

+ 1 senO.85 +
sen 0.951

0.85 0.95

M10 0.94621.

El valor real de Ia integral en Ia ecuaciOn (9) es 1=0.94608 (con una precision
de cinco cifras decimales). AsI, T10 y M10 dan el valor correcto 0.946 si redondea-
mos a tres cifras decimales. Pero

Li T10 subestima len cerca de 0.00025, mientras que

U M0sobreestima len cerca de 0.00013.

AsI, en este ejemplo, Ia aproximación mediante los puntos medios es un poco más
precisa que Ia aproximación del trapecio.

APROXIMACION DE SIMPSON

La aproximación mediante los puntos medios de Ia ecuación (7) se llama a veces
aproximaciOn mediante Ia recta tangente, pues el area del rectángulo con base

EJEMPLO 3 La figura 5.9.10 muestra Ia gráfica de Ia función

f(x) =
sen x

(8)

Recuerde de la sección 2.5 que

senx
urn = 1.
x-.O X

Por tanto, definimos f(0) = 1; entonces no existe dificultad en x = 0, donde el
numerador y el denominador en la ecuación (8) se anulan. La funcionf(x) no tiene
una primitiva elemental, de modo que el teorema fundamental del cálculo no puede
emplearse para calcular el valor de la integral

-10 0 10
x

Figura 5.9.10 La gráfica de

f(x) - (ejemplo 3)
senx

x
I

=
dx. (9)

0



y=f(x)

xi -

Figura 5.9.12 Comparación del
elTor EM de la aproxirnación del
punto medio con ci error ET de Ia
aproximación del trapecio

[x1_1, x.] y alturaf(m) es también el area de otra figura de aproximación. Como
se muestra en la figura 5.9.11, trazamos un segmento tangente a Ia gráfica def,
tangente en ei punto (m1,f(m1)) y utilizarnos ese segmento como un lado de un
trapecio (algo parecido a la aproximación del trapecio). El trapecio y ci rectánguio
ya mencionado tienen Ia misma area, de modo que el valor de M es la suma de
las areas de los trapecios como ci de la figura 5.9.11.

El area del trapecio asociado con la aproximación del punto medio está por
lo general más cerca del verdadero valor de

(Xi

J
f(x) dx

Xi- I

que ci area del trapecio asociado con la aproximación del trapecio, como en ci
caso del ejemplo 3. La figura 5.9.12 también muestra esto, en ci sentido de que
ci error del punto medio EM (sobre Ia curva de Ia figura) es por lo general menor
que ci error del trapecio E (bajo la curva de Ia figura). La figura 5.9.12 indica
también que si y =f(x) es cóncava hacia abajo, entonces M será una sobreestima-
ción y T,, una subestimación de J f(x) dx. Si Ia gráfica es cóncava hacia arriba,
esta situación se invierte.

Estas observaciones motivan la consideración de unpromedioponderado de
M,, y T, de modo que M tenga mayor peso que T, para mcjorar nuestras
estimaciones numéricas de Ia integral definida. El promedio con pesos particular

(10)

es Ia aproxiniación de Simpson a ff(x) dx. La razón del subIndice 2n es quc
asociamos S21, con una partición de [a, b] con un n1mcro par, 2n, de subintervalos
con Ia misma longitud, con los extremos

a=xo<x1<x2<...<x_2<x_1<x=b.

Las aproximaciones del punto medio y del trapecio asociadas con los n subinter-
valos

[xo, X2], [x2, x4], [X4, x6].....[X,,_4, X2,,_2], [xm_2, x7.,,],

todos con Ia misma longitud 2 i\x, se pueden escribir como sigue

M= (Thx)(y1+ y3 + + . + y)
y

2 zxT=---(yo+2y2+2y4+.+2y2fl_2+ym).

Sustituirnos estas formulas para M, y T,, en ia ecuación (10) y vemos, después de
un poco de algebra, que

= (yO + 4y + 2Y2 + 4Y3 + 2Y4 +

+ 2Yzn-2 + 4)'z-t + Y2n).

Para ser consistentes con nuestras dernás fOrmulas de aproximaciOn, volvemos a
escribir Ia ecuaciOn (11) con n en vez de 2n pam denotar ci nárnero de subintervalos
utilizados.
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x_1 rn x

Figura 5.9.11 La aproximación
del punto medio, o tangente



Definición Aproxinzaciôn deSirnpson
La aproximación de Simpson a Sf(x) dx con tx = (b - a)/n, asociada
a una partición de [a, b] en un rn'imero par n de subintervalos de la misma
longitud, es Ia surna S, definida como

5,,r (Yo + 4Y + 2Y2 + + 23)4

+ 2y,,2 + 4y,, + y,,). (12)

OBSERVACION Observe el patron 1-4-2-4-2- -2-4-2-4-1 de los coeficientes
en la aproximación de Simpson. Este patron es simétrico (termina en 2 4 1),
como se muestra, Si y solo si n espar.

EJEMPLO 4 La aproximación de Simpson (con n = 6 y & = 0.5) a la integral

x2 dx = 9
Jo

de los ejemplos 1 y 2 es

S6 = [1.(0) + 4.(05)2 + 2.(1)2 + 4.(1.5)2 + 2.(2)2

+ 4.(2.5)2 + 1.(3)2];

S6 = 9 (exactamente).

El problema 29 explica por qué la aproximación de Simpson a esta integral
particular es exacta en vez de ser solo una buena aproximación.

EJEMPLO 5 La aproximación de Simpson (con n = 10 y ix = 0.1) a la integral

senxI dx
Jo

del ejemplo 3 es

0.1 [ sen 0.1 sen0.2 sen 0.31.1+4 +2. +4 +
0.1 0.2 0.3

sen0.8 sen0.9 senl.01
+ 2.

0.8
+

0.9
+ 1

1.0

S0 0.94608,

que tiene Ia precision de las cinco cifras decimales mostradas.

Los ejemplos 4 y 5 ilustran Ia mayor precision de Ia aproximación de Simpson
en cornparación con las aproximaciones del punto medio y del trapecio.

Aunque hemos definido Ia aproximación de Simpson S, como un promedio
con pesos de las aproximaciones del punto medio y del trapecio, la aproximación
de Simpson tiene una interpretación importante en términos de las aproximacio-
nes parabólicas a Ia curvay =f(x). Comenzamos con la partición de [a, b] en 2n
subintervalos de igual longitud, y definimos Ia función parabólica
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Figura 5.9.14 Gráfica de
velocidad para el submarino del
ejemplo 6

p1(x) = A + B1x + C1x2
en [x2, x] como sigue: elegimos los coeficientes A1, B y C, de modo quep1(x)
coincida conf(x) en los tres puntos x2, x21.1 y x2 (figura 5.9.13). Podemos hacer
esto al resolver las tres ecuaciones

A + B1x21_2 + C(x2_2)2 = f(x2_2),

A1 + B1x_1 + C1(x21_)2 = f(x21_1),

A, + Bx2, + C(x2)2 = f(x2,)

para las tres incógnitas A,B y C,. Un cálculo algebraico rutinario (aunque tedioso)
(véase el problema 48 de la sección 5.8) muestra que

.1

X21 LX
p1(x) dx = (Y2i-2 + 4Y2i-1 +

X2j-2

Ahora aproximamos J f(x) dx reempla.zandof(x) con p, (x) en el intervalo [x1,
x21] para = 1, 2, 3, . . . , n. Esto implica

rb fl 1X23 n

Jf(x) dx =
J

f(x) dx
J

p,(x) dx
a

n

= + 4Y2iI + Y2i)
i=1 3

= (yo + 4yi+ 2y2 + + ... +
+ 22 + + yz,,).

AsI, Ia aproximación parabólica descrita aqul produce la aproximación de Simp-
lbson S211ajf(x) dx.

Los métodos numéricos de esta sección son de particular utilidad para apro-
ximar integrales de funciones que solo están disponibles en forma gráfica o de
tabla. Con frecuencia, éste es el caso con funciones obtenidas mediante datos
empIricos o mediciones experimentales.

EJEMPLO 6 Supongamos que Ia gráfica de Ia figura 5.9.14 muestra la veloci-
dad t.i) registrada por los instrumentos a bordo de un submarino que viaja bajo
Ia capa de hielo polar directamente hacia el Polo Norte. Utilice la aproximaciOn
del trapecio y Ia aproximaciOn de Simpson para estimar la distancia s = S v(t) dt
recorrida por el submarino durante el periodo de 10 horas, de I = 0 a I = 10.

Solución Leemos los siguientes datos de la gráfica.

Utilizamos la aproximación del trapecio con n = 10 y & = I para obtener

S = v(t) dt
0

[12 + 2.(14 + 17 + 22 + 23 + 21 + 15
+ 11 + 11 + 14) + 17]

= 162.5 (mi).

t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 910 h

u 12 14 17 21 22 21 15 11 11 14 17 mi/h
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X2_2 X21_1 x2,

Figura 5.9.13 La aproximación
parabólica y = p(x) a
y = f(x) en [X_2, X2,]



Utilizamos la aproximación de Simpson con 2n = 10 y & = 1 para obtener

sJ v(t)dt
0

[l2 + 4.14 + 2.17 + 4.22 + 2.23 + 4.21
+ 215 + 4.11 + 2.11 + 4.14 + 17]

= 163 (mi)

como estimación de la distancia recorrida por el submarino durante 10 horas.

ESTIMACION DEL ERROR

La aproximación del trapecio y la aproximación de Simpson tienen amplio uso en
Ia integración numénca, y existen esti,naciones del error que se pueden emplear
para predecir el error máximo posible en una aproximación particular El error del
trapecio ET,, y el error de Simpson ES,, se definen mediante las ecuaciones

Jf(x)dx=T,,+ET,,a

f(x) dx = S + ES,, (n par) (14)

y
fb

(13)

respectivamente. Asi, ET,, es La diferencia numénca entre el valor del intervalo
y Ia aproximación del trapecio con n subintervalos, mientras que ES,, es Ia
diferencia numérica entre Ia integral y Ia aproximación de Simpson.

Los teoremas 1 y 2 se demuestran en los textos de análisis numérico.

Teorema 1 Estin:ación del error del trapecio
Supongamos que Ia segunda derivadaf"es continua en [a, b] y que
If" (x) M2 para toda x en [a, b]. Entonces

IETHI
M2(ba)3

1 2,i2

Teorema 2 Eslin,ación del error de Simpson
Supongamos que la cuarta derivadaf4 es continua en [a, b] y que

M,para todax en [a, b]. Si n es par, entonces

IES,J
M4(ba)5

180n4

OBSERVACION El factor n4 de Ia ecuación (16), comparado con en Ia ecuación
(15) explica la mayor precision de Ia aproxirnación de Simpson. Por ejemplo,
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5.9 Problemas

En los problemas 1 a 6, calcule la aproxi;nación T, del
lrapecio a la integral dada y compare T, con el valor exacto
de Ia integral. Utilice el nimero indicado n de subintervalos,
y redondee las respuestas con dos cfras decimales.

1. x dx, n = 4 2. x2 dx, n = 5
Jo

3. I Vi dx, n = 5 4. - dx, n = 4
Jo it X

SecciOn 5.9 / Integración numérica

si n = 10, entonces n2 = 100 pero = 10,000, de modo que el denominador en la
formula para el error de Ia aproximaciOn de Simpson es mucho mayor.

EJEMPLO 7 En el capItulo 7 veremos que el logaritmo natural del námero 2
es el valor de Ia integral

1n2 12.
x

Estime los errores en las aproximaciones del trapecio y de Simpson a esta integral
utilizando n = 10 subintervalos. (El valor real de In 2 es aproximadamente
0.693147.)

Solución Conf(x) = 1/x, calculamos

f'(x) -, f"(x) =
6 24

f"(x) f4(x) =

Los valores máximos de todas estas derivadas en [1, 2] aparecen en x = 1, por lo
que podemos considerar M2 = 2 y M4 = 24 en las ecuaciones (15) y (16). De la
ecuación (15) vemos que

I 'toI = 12.102 0.0016667, (17)

de modo que debemos esperar que Ia aproximación del trapecio T10 tenga una
precision de al menos dos cifras decimales. De la ecuaciOn (16) vemos que

I ES,o :.04 0.000013, (18)

por lo que esperamos que la aproximación de Simpson tenga una precision de al
menos cuatro cifras decimales.

Tenemos entonces que T10 0.69377 1 y que S,0 0.693 150, de modo que los
errores en estas aproximaciones (en comparaciOn con el valor real de Ia integral,
cercano a 0.693 147) son ET,0 0.000624 yES,0 0.000003. Observe que los
errores verdaderos son algo menores que sus estimaciones calculadas en las
ecuaciones (17) y (1 8). Es tipico de la integración numérica que las aproximaciones
del trapecio y de Simpson calculadas en Ia práctica sean un poco más precisas que
las estimaciones del "peor caso" proporcionadas por los teoremas I y 2.

fr/2
cosxdx, n = 3

Jo

1 senxdx, n=4
Jo

7 a 12. Calcule las aproximaciones del punto medio a las
integrates de los problemas 1 a 6, empleando el nümero dado
de subintervalos. En cada caso, compare M con el valor
exacto de Ia integral.
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En los problemas 13 a 20, calcule Ia aproximación del
trapecio T y la aproximación de Simpson S, a la integral
dada. Utilice el námero indicado de subintervalosy redondee
las respuestas hasta cuatro c(fras decimales. En los pro bi e-
mas 13 a 16, compare iambién estas aproximaciones con el
valor exacto de Ia integral.

13.f x2dx, n=4

14.f x3dx, n4

15.f dx, n=4

16.fV1+xdx n4
J Vi + x dx, n = 6

dx, n=6
J0 1 + x4

J /i + x2 dx, n = 8

2O.ftxdx, n= 10

[Nota: Haga que el integrando del probierna 20 sea continuo,
suponiendo que su valor en x = 0 es igual a su Ilmite en el
mismo punto,

tanx
urn = 1.]
-..o x

En los problemas 21 y 22, calcule (a) Ia aproximación del
trapecio y (b) Ia aproxinación de Simpson a

ff(x) dx,

dondefes lafuncion tabulada dada.

23. La figura 5.9.15 muestra Ia tasa rnedida de flujo de agua
(en litros/minuto) en un tanque durante un periodo de 10
minutos. Utihce 10 subintervalos en cada caso y estime Ia
cantidad total de agua que uluye en ci tanque durante este
periodo emplearldo (a) a aproxirnación del trapecio y (b) Ia
aproximación de Simpson.
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Figura 5.9.15 Gráfica del flujo de agua del problema 23

La figura 5.9.16 muestra Ia temperatura diana media
registrada durante el mes de diciembre en Big Frog, Califor-
nia. Utilice 10 subintervalos en cada caso y estime Ia tempe-
ratura promedio durante ese mes, utilizando (a) Ia
aproximación del trapecio y (b) Ia aproximación de Simpson.

I I I I I I

= 0 I 00 200 300 400 500 .v = 600

Figura 5.9.17 El terreno del problema 25

La flgtua 5.9.17 muestra un terreno con las medidas en
pies. Un topógrafo mide su ancho w a intervalos de 50 pies
(los valores de x que se rnuestran en Ia figura), con los
siguientes resultados.

Capitulo 5 / La integral

(x) a 100 125 I 50 .75 2.00 225 2.50 b

f(x) 3.43 2.17 0.38 1.87 2.65 2.31 1.97

a=O I 2 3 4 5 6 7 8 9 10b

J() 23 8 -4 12 35 47 53 50 39 29 5

0 5 10 15 20 25 30

Dias

Figura 5.9.16 Gráfica de Ia temperatura del problema 24

400

0
300

0
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Utilice (a) Ia aproximación del trapecio y (b) Ia aproximación
de Simpson para estimar el area de este terreno en acres.
[Nota: Un acre equivale a 4840 yardas cuadradas.]

La base para los logaritrnos naturales es el ni'imero e. En
el capitulo 7 veremos que

f!dx= 1.
Aproxime las integrales

I

JI X

con Ia precision suficiente para rnostrar que 2.7 <e <2.8.

Los problemas 27y 28 se refieren a Ia integral

ln2= Iidx
x

del ejeniplo 7.

Use La estirnaciOn dci error dci trapccio para dcterminar
ci valor de n de modo que Sc garantice que T;, diste de In 2 cn
a lo niás 0.0005.

5.9 Proyectos

Secciôn 5.9 / integraciOn numérica

y

Use Ia estimación del error de Simpson para determinar
el valor de n de modo que se garantice que S,, diste de In 2 en
a lo rnás 0.000005.

Deduzca lo siguiente de La estimación del error en la
aproximación de Simpson: Si p(x) es un polinomio de grado
menor o igual que 3, entonces Ia aproximación de Simpson
con n = 2 subintervalos, da ci valor exacto de Ia integral

fb

Utilice ci resuitado del probiema 29 para calcular (sin
integrar de manera explicita) ci area de Ia region que se
muestra en la figura 5.9.18. [Respuesta: 133 1/216.]

Figura 5.9.18 La region del problema 30

Estos proyectos requieren el uso de una calculadora programable o una computa-
dora. En los proyectos de Ia sección 5.4 (véanse las figuras 5.4.10 y 5.4.11)
analizamos los programas y las instrucciones de los sistemas de algebra compu-
tacional que se podian emplear para calcular las surnas de Riernann

L,, Ia aproximaciOn mediante los extremos izquierdos,

Ia aproximación mediante los extremos derechos y
Ia aproximación mediante los puntos medios,

con base en una division de [a, b] en n subintervalos de Ia misma longitud, para
aproximar Ia integral

f(x) dx.

Las sumas de Ricmann L,,, R y M,, bastan, a su vez, para calcular las
aproximaciones dcl trapccio y de Simpson de esta sección. En particular, Ia
aproximaciOn dcl trapccio cstó dada en Ia ecuación (5) como

= (L,, + R,).
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x 0 50 100 150 200 250 300

w 0 165 192 146 63 42 84

x 350 400 450 500 550 600

w 155 224 270 267 215 0



Utilice Ia siguiente usia coino una guia pam los conceptos
que tat vez necesite revisar.

Antiderivación y prirnitivas

La primitiva más general de una función

Formulas para integrales

Problemas con condición inicial

Velocidad y aceleración

SoluciOn de problemas relacionados con la aceleraciOn
constante

Si n es un entero par, entonces la ecuación (10) implica que la aproximación de
Simpson con n subintervalos de igual longitud está dada por

Sn = (2M/2 + T12) = (Ln + 4M,2 + R,2).

Usted puede emplear estas formulas para T,, y S, en los siguientes proyectos.

PROYECTO A De acuerdo con el ejemplo 7, el logaritmo natural (correspon-
diente a la tecla LN o, en ocasiones, a Ia tecla [LOG) de la calculadora) del
nümero 2 es el valor de Ia integral

1n2
12d

El valor de ln 2 con una precision de 15 cifras decimales es

ln 2 0.693 1471805 59945.

Vea cuánlas cifras decimales correctas podemos obtener en un periodo razonable,
si empleamos un procedimiento de aproximaciOn de Simpson.

PROYECTO B En el capitulo 8 estudiaremos la funciOn inversa de la tangente
y = arctanx (yes el ángulo entre - .ir/2 y .ir/2 tal que tany =x). AhI veremos que
Ia derivada de y = arctan x es

dy_ 1

dx 1+x2
Esto implica que

r' 1 iidx = larctanxl = arctan 1J01+x2 [
Entonces, e m'imero ires el valor de Ia integral

F
4

1 + x2
El valor de ir con una precision de 15 cifras decimales es

dx.

3.1415926535 89793.

Vea cuántas cifras decimales correctas podemos obtener en un periodo razonable,
si empleamos un procedimiento de aproximaciOn de Simpson.

CapItulo 5 Repaso: DEFINICIONES, CONCEPTOS, RESULTADOS /

Propiedades del area

Notación para Ia suma

El area bajo la gráfica defde a a b

Poligonos regulares inscrif as y circunscritos

Una partición de [a, b]

La norma de una particiOn

Una suma de Riemann asociada con una partición

La integral definida defde a a b
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Existencia de Ia integral de una función continua
La integral como un Ilmite de una sucesión de sumas de

Riemann
Particiones regiilares y

o

Sumas de Riemann
Las propiedades del miltiplo constante, union de inter-

valos y de comparación de las integrales
EvaluaciOn de integrales delinidas mediante las primi-

tivas
El valor promedio def(x) en el intervalo [a, b]
El teorema del valor promedio

CapItulo 5 Problemas diversos

Determine las integrales indefinidas de los problemas 1 a 24.
En los problemas 13 a 24, utilice Ia sustitución indicada.

1.

3.

5.

7.

9.

I x5 - 2x + 5
j

dx

J(i - 3x)9dx

f/9 + 4x dx

fx3(1 + x4)5 dx

fx'/1 - x2dx

J(7 cos 5x - 5 sen 7x) dx

f(5 sen3 4x cos 4x) dx

JxVi+xdx;
Jsen2x cos x dx; u =

f dx;V(i +

f
I

dx;
V1x(1 +

17.f x2 cos 4x3 dx; u = 4x3

18.J x(x + 1)' dx; u = x + 1

Capitulo 5 I Problemas diversos

+

(2x + 3)3

6.f
24

dx
V6x + 7

8. J 3x2 V4 + x3 dx

10. 1
3x

dx
J Vi + 3x2

El teorema fundamental del cálculo
Integrales indefinidas
El método de integración por sustitución
Transformación de los lImites en Ia integración por sus-

titución
El area entrey f(x) yy = g(x) mediante una integraciOn

con respecto de x
El area entre x f(y) y x = g(y) mediante una integración

con respecto de y
Las aproximaciones mediante los extremos izquierdos y

derechos
La aproximación del trapecio
La aproximaciOn del punto medio

La aproximación de Simpson

EstimaciOn del error para Ia aproximaciOn del trapecio y
Ia aproximaciOn de Simpson

19.f x(x2 + 1)' dx;

20.f x3 cos x4 dx;

21.J xV4 - x dx;

( x + 2x3
I dx;

J (x + x2)3

1
2x3

dx;
J Vi + x4

2x+i dx; u=x2+x
J Vx + x

u x2 + I

U = x4

u=4-x

U = x + x2

u = x4

Resuelva los problen2as con condiciones iniciales de los
probleinas 25 a 30.

dy I29.-==; y(l)= 1

30. = I - cos.x; y(0) = 0
dx

337

25.
dx

= 3x2 + 2x; y(0) = 5

26.
dx

= 3V; y(4) = 20

27.
dx

= (2x + I); y(0) = 2

28.= 2 (4)3\/x+5dx



Al aplicar completamente sus frenos, cierto automóvil
tiene una desaceleración constante de 22 pies/seg2. Si su
velocidad inicial es de 90 millas/hora, ,cuánto tarda en dete-
nerse?, cuántos pies recorre durante ese tiempo?

En Ia novela Mission of Gravity de Hal Clement, gran
pane de Ia acción se realiza en las regiones polares del planeta
Mesklin, donde la aceleración de Ia gravedad es 22,500
pies/seg2. Una piedra se suelta cerca del poio norte de Mesklin
desde una altura de 450 pies. tCuánto tiempo permanece en
el aire?, 6con qué velocidad liega al suelo?

Un automóvil viaja a lo largo del eje x en Ia dirección
positiva. En el instante t = 0 Se aplican los frenos completa-
mente, y el auto experimenta una desaceleración constante de
40 pies/seg2 mientras se derrapa. El auto derrapa 180 pies
antes de detenerse. j,Cuál era su velocidad inicial?

Si un auto parte del reposo con una aceleración de
8 pies!seg2, ,qué distancia habrá recorrido cuando alcance una
velocidad de 60 millas/hora?

En el planeta Zorg, una pelota es soltada desde una altura
de 20 pies y Ilega al suelo en 2 segundos. Si Ia pelota Se suelta
desde to alto de un ediuicio de 200 pies en ese planeta, cuánto
tarda en Ilegar at suelo?, e,con qué velocidad Ilega?

Suponga que puede arrojar una pelota desde Ia superficie
de Ia Tierra directamente hacia arriba, hasta una altura máxi-
ma de 144 pies. (a) LQué tan alto podria arrojar Ia pelota en
el planeta del problema 35? (b) ,Qué tan alto poth-ia arrojarla
en las regiones polares de Mesklin (problema 32)?

Suponga que un automóvil derrapa 44 pies si su veloci-
dad era 30 millas/hora al aplicar los frenos por completo.
Suponga Ia misma desaceleracibn constante, qué distancia
recorre al derrapar si su velocidad es 60 millas/hora at aplicar
los frenos por completo?

La gréfica de Ia velocidad de un cohete prototipo lanzado
en el instante t = 0 se muestra en Ia figura 5.PD. 1. (a) i,En qué
momento se terminó el combustible? (b) jEn qué momento
se abrió el paracaldas? (c) En qué momenta alcanzó el cohete
su maxima altura? (d) (,En qué momenta aterrizó? (e) i,Hasta
qué altura llegó? (f) A qué altura estaba el lugar donde
atemzó el cohete?

100

39. 17

Figura 5.PD.1 La gráfica de Ia velocidad del cohete dcl
problema 38

Determine las sumas en los pro blemas 39 a 42.

100

40.(
0=1\k k +

41. (3n - 2)2 42. sen

En los problemas 43 a 45, determine el lImite de la suma de
Riemann dada asociada con unapartición regular del inter-
va/a dado [a, b]. Exprese ésteprimero como una integral de
a a by después evalie dicha integral.

ifl [1,2]

urn [(x7)2 - 3x'] x; [0, 3]

45 jim 2xV1 + (xr)2 x; [0, 1]

Evaliie

1'°+2'°+3'°++n'°
lim

fl'1

expresando este limite corno una integral en [0, 1].
Utilice sumas de Riemann para demostrar que sif(x) c

(una constante), entonces

ff(x)dx = c(b - a).

Utilice sumas de Riernann para demostrar que sifes
continua en [a, b] yf(x) 0 para toda x en [a, b], entonces

Jf(x) dx 0.

Utilice Ia propiedad de cornparación de integrales (see-
ción 5.5) para demostrar que

ff(x) dx > 0

sifes una función continua tal quef(x) > 0 en [a, b].

Evaláe las iniegrales de los problemas 50 a 63.

- x2)3dx

1(1
_/)2

dx

di

10 (3 - 2t)2

52v9 - x3dx

58.
2t + 1

dt
JI Vi + i

sen I
60 di

10 Vcos(

50.

52.

54.

56.

51. J(v L)dx

s3 J4-x3 dx
2x2

55. f cos x dx

57. f - seii- di

59. 1(1 + u'3)3
r4 (i +

61. di
JI
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Determine las areas de las regiones acotadaspor las curvas
dadas en los probleinas 64 a 70.

64.y=x3, x=1, yl
65.yx4, y=x5

y2 = x, = x + 6
y = x4, y = 2 - x2

68.y=x4, y=2x2-1
y = (x - 2)2, y = 10 - 5x
y = x213, y = 2 - x2

EvaIiie Ia integral

interpretãndola corno el area de una region.
EvalOe Ia integral

J
interpretándola como el area de una regiOn.

Determine una ftmcionftal que

= I + j Vi + [f(t)]2 dt

para toda x > 1. [Sugerencia: Derive ambos lados de Ia
ecuación con Ia ayuda del teorema fundamental del cOlculo.]

Muestre que G' (x) f(h(x)) h' (x) si

0(4

G(x)
= f (t) dt.

Utilice las aproximaciones mediante los extremos iz-
quierdos y derechos para estimar

f Vi +

con un error no mayor de 0.05.
Caicule la aproxirnación del trapecio y Ia aproxirnaciOn

de Simpson de

Vi - cos x dx

con seis subintervalos. Como comparación, emplee una
identidad adecuada con un ángulo mitad para calcular el
valor exacto de esta integral.

Capitulo 5 / Problemas diversos

1 rV4x2_1-du 63. I dx
U J x

fV2x x2 dx identidad

77. Calcule la aproximación de los puntos medios y Ia
aproximaciOn del trapecio de

p2
I

dx

Jx + x2

con n = 5 subintervalos. Después explique por qué ei valor
exacto de La integral está entre estas dos aproximaciones.

En los probleinas 78 a 80, sea {x x1,x2, . . . , x,1} una
partición de [a, bJ, donde a <b.

78. Parai=1,2,3,...,n,dadaporx

(x')2 = '[(x)2 + x,-1x1 + (x1)2].

2 Muestre primero que x, < x <x,. Utilice entonces la

(cd)(c2+cd+d2)c3d3
para mostrar que

(x = (b3 - as).

Explique por qué este cálculo demuestra que

x2dx = - a3).

Sea x =[i71parai= 1,2,3.....nysupongaque
0 <a < b. Muestre que

Lxi 1

(x)2 a b

Después explique por qué este cOlculo demuestra que

10d 1 1I =RR=.Jx a b

Suponga que 0 < a < b. Defma x por medio de Ia
ecuaciOn x)112 x1 - x.1) = 2/3 [(x)3a_ (x_,)312]. Muestre que
x.1 <x <x1. Utilice esta selección para la particiOn dada y
demuestre que

fxdx = 4(b312 - a312).

Obtuvimos la ecuación (12) para Ia aproximación de
Simpson en Ia sección 5.9 dando a Ia aproximación del
punto medio ci "peso" 2/3 y a Ia aproximación del trapecio
el peso 1/3. ,Por qué no utilizar otros pesos? Revise el
anOlisis de Ia sección 5.9 acerca de las aproximaciones
parabólicas y después resuelva el problema 48 de la sección
5.8. Esto le dará Ia mayor parte de la respuesta.
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6 Aplicaciones de la integral

f x dt
n:(x) = T::-: = Ji (x)

2 mI

o En su tesis de 1851, Riemarm
presentó lila forma geométrica de

puede factorizar mediante enteros
positivos menores que él. En un fa
moso artículo de 1859, Riemann
analizó la aproximación

Imagen creada en MATLAB,
cortesía de The MathWorks, Inc.,
Natick, MA.

visualizar las funciones "multiva
luadas", como la función raíz cua
drada, con dos valores ± h La
siguiente gráfica ilustra la función
raíz cúbica. Para cada número com
plejo z = x + yi en el disco unitario
J? + y ~ 1, las tres raíces cúbicas
(complejas) de z se trazan directa
mente arriba de z. Cada raíz se gra
fica a una altura igual a su parte real,
de modo que el color queda deter
minado por su parte imaginaria. El
resultado es la "superficie de Rie
mann" de la función raíz cúbica.

10,000,000
664,918
664,579
0.051%

1,000,000,000
50,849,235
50,847,534

0.003%

1,000,000
78,628
78,498

0.165%

x 100,000,000
li(x) 5,762,209
n (x) 5,761,455
error 0.013%

x
li(x)
n (x)
error

Treinta años después de la muerte de
Riemann, sus ideas condujeron en
última instancia a una demostra
ción de que el porcentaje de error en
la aproximación E(x) a n(x) tiende a
cero cuando x --t oo.

al número n(x) de aquellos primos
menores o iguales que x (donde In x
denota el logaritmo natural de x) .
Existe una correspondencia admira
ble entre los valores de n (x) y la
aproximación li(x) de la " integral
logarítmica":

o Las investigaciones matemáticas
de Riemann fueron tan variadas como
proftmdas, desde los conceptos bási
cos de fimciones e integrales hasta
áreas tales como la geometría (dife
rencial) no euclidianay la distribución
de los níuneros primos. Recordemos
que un entero p >1 es primo si no se

o El concepto general de integra
ción se remonta al cálculo de áreas
y volúmenes en la antigüedad, pero
las integrales utilizadas por Newton
y Leibniz no se definieron con la
suficiente precisión para compren
derlas cabalmente. Al matemático
alemán G. F. Bernhard Riemann de
bemos la definición moderna que
emplea "sumas de Riemann". Hijo
de un ministro protestante, Riemann
estudió teología y filología en la
Universidad de G6ttingen (Alema
nia) hasta que obtuvo el penniso de
su padre para estudiar matemáticas.
Fue transferido a la Universidad de
Berlín, donde obtuvo su doctorado
en 1851. Su trabajo en la década
posterior le aseguró un lugar en la
breve lista de los matemáticos más
profundos y creativos de todos los
tiempos. Pero en 1862 enfennó gra
vemente. Nunca se recuperó del
todo y en 1866 murió de manera
prematura a la edad de 39 años.



6.1
Construcción de
fOrmulas integrales

xI* x2* X3* x,*

1111111 I'I
a=x0 x1 x2 x3 x_1 x-... x,,_1 x,,=b

Figura 6.1.1 Una division
(o particiOn) de [a, b] en n
subintervalos de igual longitud

Figura 6.1.2 AproximaciOn de
un area mediante una suma de
Riemann

Sección 6.1 / Constnicción de fórrnLllas integraics

En la sección 5.4 definimos Ia integral de una funcionfen el intervalo [a, b] como
el lImite de sunias de Riemann. EspecIficamente, dividimos el intervalo [a, b] en
n subintervalos, todos con Ia misma longitud & = (b - a)/n (figura 6.1.1). Después
usia selección de nümeros x, x, . . . , x en estos subintervalos (donde x es un
punto deli ésimo subintervalo [x1_1, x,]) produce una suma de Riemann

(1)

cuyos valores aproximan la integral defen [a, b]. El valor de la integral, es el valor
lImite (si existe) de tales sumas cuando la longitud & del subintervalo tiende a
cero. Es decir,

Sf(x=lim f(x)&.
&-* 0

1=1

(2)

La amplia variedad de aplicaciones de Ia integral definida surge del hecho de que
muchas cantidades geométricas y fisicas se pueden aproximar arbitrariamente
mediante sumas de Riemann. Estas aproximaciones conducen a las formulas
integrales para el cálculo de estas cantidades.

Porejemplo, supongamos quef(x) es positiva en [a, b] y que nuestro objetivo,
como en Ia sección 5.3, es calcular el area A de la region que se encuentra bajo Ia
gráfica de y =f(x) en el intervalo [a, b]. Comenzamos con la subdivision (o
partición) de [a, b] que se indica en la figura 6.1.1; sea M, el area de Ia "banda"
vertical que se encuentra bajo y =f(x) sobre eli - ésimo subintervalo [x,_1, x].
Entonces, como se ilustra en la figura 6.1.2, Ia suma del "area de las bandas"

. .

produce el area total A:

(3)

Pero Ia i - ésirna banda se aproxima mediante un rectangulo con base [x1_1, x] y
alturaf(x), por lo que su area es aproximada por

f(x') Zx. (4)

Después de sustituir Ia ecuación (4) en Ia ecuaciOn (3), se puede ver que el
area total A bajo Ia gráfica defes aproximada por

Af(x7)Zx. (5)

a =

v =(x)

I) v
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Observe que Ia suma de aproximación en el lado derecho es una suma de Riemann
parafen [a, b]. Además,

Es intuitivamente evidente que Ia suma de Riemann en (5) tiende al area real
cuando n - + oo (que fuerza a & - 0);
Por Ia definición de la integral. esta suma de Riemann tiende a

$ :f(x)dx cuando

Estas observacionesjustifican Ia definición del áreaA mediante la formula

A = $ f(x) dx. (6)

OTRAS CANTIDADES COMO INTEGRALES

Nuestra justificación de Ia fOrmula del area de la ecuación (6) ilustra un método
general importante para establecer formulas integrales. Suponga que queremos
çalcular cierta cantidad Q asociada con un intervalo [a, b] de tal forma que los
subintervalos de [a, b] corresponden a porciones especificas de Q (como Ia porciOn
de area que se encuentra por arriba de un subintervalo particular). Entonces una
subdivision de [a, b] en n subintervalos produce porciones

QI,Q2 .....
cuya surna es la cantidad

(7)

Ahora suponga que podemos detenninar una funcionftal que la i - ésima
porción tQ1 es aproxirnada por

Q, f(x') & (8)

(para toda i, I i n) para un punto seleccionado x del i - ésimo subintervalo
[x,.1, x1J de [a, b]. Entonces Ia sustitución de Ia ecuaciOn (8) en Ia ecuación (7)
produce Ia suma de Riemann de aproximación

Q f(x') zx (9)

análoga a Ia aproxirnación en Ia ecuación (5). La surna del lado derecho de la
ecuación (9) es una suma de Riernann que tiende a Ia integral

C"

Jf(x) dx cuando fl
a

También es evidente (por razones geométricas o fisicas, por ejemplo) que esta
surna de Riemann dehe tender a Ia cantidad Q cuando ii - + 00; asI, Ia ecuaciOn
(9) justifica establccer Ia fónnula integral

Q
fbf(x)

dx. (10)
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50-1 litros/segundo

Figura 6.1.3 El tanque del
ejemplo I

Como el lado derecho de Ia ecuación (10) generalmente es fácil de calcular (por
el teorerna fundamental del cálculo), esto nos da una forma práctica de determinar
el valor numénco exacto de la cantidad Q.

Además del area, las siguientes son algunas de las cantidades que pueden
calcularse utilizando las formulas integrales como en Ia ecuaciOn (10). (La variable
x se reemplaza por I donde sea apropiado.)

U La inasa de un varilla delgada que se encuentra en el intervalo a x b;

U La ganancia obtenida por una compañIa entre el instante I = a y el instante
I =

U El nürnero de personas en una ciudad que contraen una cierta enfermedad entre
el instante I = a y el instante I = b;

0 La distancia recorrida por una partIcula durante ci intervalo de tiempo
a t b;

U El voluinen de agua que fluye a un tanque durante ci intervalo de tiempo
y a I b; y

U El trabajo realizado por una fuerza que mueve una partIcula desde el punto
x = a hasta el punto x = b.

En cada caso, es evidente que i.m subintervalo de [a, b] determina unaporción
especIfica iQ de Ia cantidad total Q correspondiente a todo el intervalo [a, b]. La
pregunta es: j,Cuál furiciOnfdebemos integrar de a a b? Los ejemplos] a 3 ilustran
ci proceso para determinar la funciOn necesanafaproximando Ia porción i.Q, de
la cantidad Q que corresponde al subintervalo [x_1, x1]. Una aproximación de la
forma

f(x') Lx (8)

conduce a la formula integral deseada

Q
= J

f(x) dx. (10)
a

La integral de la ecuación (10) resulta de la suma de la ecuación (9) cuando
reemplazarnos lo siguiente:

se conviee en
b

se convierte en x y

iXx se convierte en dx.

EJEMPLO 1 Suponga que se bombea agua hacia el tanque inicialmente vaclo
de la figura 6.1.3. Lavelocidad con que fluye el agua al tanque en elinstante t(en
segundos) es 50 - I litros (L) por segundo. j,Cuánta agua fluye al tanque durante
los primeros 30 segundos?

Solución Queremos calcular la cantidad Q de agua que fluye al tanque durante
el intervalo [0, 30]. Piense en una subdivisiOn de [0, 30] de n subintervalos, todos
con la misma longitud & = 30/n.

Después elija un punto t en el subintervalo [t1_1, ti]. Si este subintervalo es
muy pequei'io, entonces la velocidad con que fluye el agua entre el instante I1 y
ci instante I es aproximadamente 50 - t litros/segundo. AsI, obtenemos una
aproximación de Ia cantidad LQ1 de agua en litros que fluye al tanque durante este
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1X I-
-e---+i-

x=O x, x=20

Figura 6.1.4 La varilla de
20 cm del ejemplo 2

subintervalo de tiempo multiplicando Ia velocidad delfiujo en lilrosporsegundo
por la duración delfiujo en segundos.

[(50 - tr0]
y por tanto

(50 - t')it (litros).

En consecuencia, Ia cantidad total Q que buscamos es aproximada por

Q = (50 t') zt (litros).

Reconocemos que Ia suma de Ia derecha es una suma de Riemann y (lo que es más
importante) vemos que es una suma de Riemann para la fimciónf(t) = 50 t. Por
tanto, concluimos que

Q = lim t) zt
= L3°

(50 t) dt

= [50t - t2] = 1050 (litros).

EJEMPLO 2 La figura 6.1.4 muestra una varilla delgada de 20 cm de largo. Su
densidad (lineal) en el punto x es 15 + 2x gramos de masa por centimetro de
longitud de Ia varilla (g/cm). Entonces, Ia densidad de Ia varilla varia de 15 glcm
en el extremo izquierdo x = 0 a 55 g/cm en el extremo derecho x = 20. Determine
La masa total M de esta varilla.

Solución Piense en una subdivision de [0, 20] con n subintervalos, cada uno de
longitud & = 20/n. La figura 6.1.4 muestra el pedazo de varilla correspondiente
a! i - ésimo subintervalo tIpico [x_1, x1]. Si x es, por ejemplo, el punto medio de
[xe_i, xJ, entonces Ia densidad de este pedazo es cercana a 15 + 2x,' en todo
punto, de modo que obtenemos una aproximación de la masa en gramos de
este fragmento multiplicando su densidad en gramos por centImetro por su
Ion gitud en centImeiros:

[ gramos 1
I(15+2x) I[&cenuinerüs].

cntImetroj
Es decir,

LM (15 + 2x') Lx (gramos).

For consiguiente, Ia masa total M de toda Ia varilla es aproximada por

M=zM.(15 +2x)&.
Reconocemos una surna de Riemaim en el lado derecho, como en el ejemplo 1,
aunque esta vez corresponde a la funcionf(x) = 15 + 2x en el intervalo [0, 20].
Por tanto, concluimos que

n (20

M=lim(15+2x')ix=J (15+2x)dx
i=1 0

r 120

= [15x + x2] = 700 (g).
0
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Figura 6.1.5 El cIrculo dividido
en anillos (ejemplo 3)

2itx

Figura 6.1.6 Un anillo
"rectificado" (ejemplo 3)

EJEMPLO 3 En el ejemplo 5 de Ia sección 5.8 obtuvimos la formula para el
area de un cIrculo, A = ir r2, a partir de la definiciOn del nümero ircomo el area de
un cIrculo de radio 1. Consideraremos ahora un punto de vista diferente y
comenzaremos con Ia formula

C=2irr (11)

para la circunferencur de un cIrculo de radio r.
La figura 6.1.5 muestra un disco circular de radio r dividido en anillos (aran-

delas) mediante cIrculos concéntricos cuyos radios son los puntos x1, x2,.. . , x = r
de una subdivision del intervalo [0, r] del eje en subintervalos de igual longitud n.
El i - ésimo anillo correspondiente al i - ésimo subintervalo [x,_1, x1] está acotado
por los cIrculos de radio x1 y x,. Pam aproximar su area M, pensamos que
cortamos este anillo rectangular fuera del disco circular y lo desdoblamos como
una banda larga de ancho & (figura 6.1.6). Las longitudes de los extremos superior
e inferior de esta banda son simplemnte las circunferencias 2ivx_1 y 27rx1 de los
dos cIrculos que acotan la banda. Esto implica que

2irx zx 2irx1 x,

de modo que

zA1 2irx Lx

para cualquierx en[x1_1, x,]. Al sumar el area de todos los anillos de este tipo que
conforrrian el disco circular, obtenemos la aproximación

A
=

A1 2irx' Lix.

Reconocemos en el lado derecho una suma de Riemann pam f(x) = 2rx y
concluimos que el area de un cIrculo de radio r está dada por

A = lim 2irx ix = 2irx dx
[ITX2]r

= 1T2.

Al establecer las formulas integrales en los ejemplos I a 3, la dave fue
reconocer una suma de Riemann cuando ésta se presente.

EJEMPLO 4 Calcule Q si

Q = urn mV25 - (rn)2 Zx,

donde (j:ara cada i = 1,2,. . ., n) ni, denota el punto medio deli - ésimo subintervalo
[x1_1, x] de una partición del intervalo [3, 4] en n subintervalos, todos con la misma
longitud Lx = 1/n.

Soiución Reconocemos las sumas dadas como una suma de Riemann (con
x,' = in1) para Ia funciOnf(x) = x I 25 - x2. Por tanto,

.4 [
-Q

= J
xV25 - x2 dx = (25 - x2)3/2] = (163I2 93/2) 37

3 3
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DISTANCIA V VELOCDAD

Considere una partIcula que viaja en Ilnea recta (dirigida) con velocidad v=f(t)
en el instante 1. Queremos calcular Ia distancia neta s que recorre entre t = a y
t = es decir, Ia distancia entre su posición inicial en el instante / = a y su posición
final en el instante / = b.

Comenzamos con una division de [a, b] en n subintervalos, todos con Ia
misma longitud zi = (b - a)/n. Si t es un punto arbitrario del i - ésimo
subintervalo [t1_1, ti], entonces, durante este subintervalo detiempo, lavelocidad
de Ia partIcula es aproximadamentef(t ) Por tanto, la distancia tx. recorrida
por Ia partIcula entre t t1_1 y t = i es aproximada por

f(t) zXt.

En consecuencia, Ia distancia neta s es aproximada por
n

s = is, f(t) zt (12)

Reconocemos Ia aproximación del ]ado derecho como una suma de Riemann para
la funcionf(1) en el intervalo [a, b] y podemos inducir que esta aproximación debe
tender a Ia distancia neta real s cuando n * + . AsI, concluimos que

= fft) dt
jb

v dt. (13)

Observe que la distancia ne/a es Ia integral dejInida de la velocidad.
Si la función velocidad v =f(t) tiene valores positivos y negativos para t en

[a, b], entonces se cancelan las distancias hacia adelante y hacia atrás cuando
calculamos la distancia neta s dada por Ia formula integral de Ia ecuación (13).
Podemos determinar Ia distancia total recorrida, sin importar Ia dirección, si
evaluamos Ia integral del valor absoluto de Ia velocidad. Asi, Ia distancia total está
dada por

jb
f(t) dt

= j v dt. (14)

Podernos calcular esta integral haciendo la integraciOn por separado en los
subintervalos donde v es positiva y aquellos donde v es negativa para después
sumar los valores absolutos de los resultados. Este es exactamente el mismo
procedimiento que utilizamos para determinar el area entre Ia gráfica de una
función y el eje x cuando Ia función tiene valores positivos y negativos.

EJEMPLO 5 Suponga que Ia velocidad de una partIcula en movimiento es
v= 30-21 pies/segundo. Determine la distancia neta y Ia distancia total recomda
entre t = 0 y t = 20 segundos.

Solución Para Ia distancia neta, utilizamos la ecuación (10) y determinamos que

Para determinar Ia distancia total recorrida, observamos que v es positiva si
1<15 y negativa si 1>15. Como

I5
F- i'5

J(30 dt = [301 t2] = 225 (pies).
0 0

sJ(20

(30-2t)dt
0

r 120
[30/ _t2] =200 (pies).

0
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6.1 Problemas

En los pro blernas 1 a 10, x denota un punto arbitrario, y rn
elpunto medio, deli - ésimo subiniervalo [x_1, x] de una
partición del intervalo indicado [a, b] en n subintervalos,
coda uno de Ion gitud Ax. Eva/tie ci 1/mite dado calculando el
valor de Ia integral relacionada adecuada.

1. tim 2x' Ax; a = 0, b = 1

2.iim(2; a1,b=2
urn (sin irx) Ax; a = 0, b =

urn [3(x')2 - 1] Ax; a = 1, bfl-*

urn xV(x)2 + 9 Ax; a = 0,b = 4
O0 1=1

urn (x)2 Ax; a = 2, b = 4

7.lim(2m-1)Ax; a-1,b=3

urn V2rn1 + 1 Ax; a = 0, b = 4

jim
m,

Ax; a = 3, b = 0
I V(m) + 16

rn cos(rn)2 Ax; a = 0, b =

La notación en lospioblemas II a 14 es/n inisina que en los
probienias 1 a 10. E.sprese ci iImiie dado como una integral
con lafunciónf

urn 2irx1'f(x7) Ax; a = 1, b = 4

tim Vi + [f(x7)12 Ax; a = 0, b = 10

urn 2im,V1 + [f(m1)12 Ax; a = 2, b = 3

Sccción 6.] / Constnicción de formulas integrates

(20
1 120

J
(30 - 2t) dt = L30t

- t2] = 25 (pies),
15 15

vemos que Ia partIcula recorre 225 pies hacia adelante y después 25 pies hacia
atrás, para una distancia total recorrida de 250 pies.

En los problemas 15 a 18, una van/la que coincide con ci
inter'a/o [a, b] en ci ejex (las unidades están en centImetros)
tiene Ia función de densidad p (x) que da su densidad (en
grarnos par cent/metro) en elpunto x. Determine Ia masa M
de Ia van/la.

15. a = 0, b = 100; p(x) =

19.v=-32; a=0,b=10
20.v=2t+10; a1,b5
21. v =4t 25; a=0,b= 10
22.v2t-5; a0,b=5
23.v=4t3; a-2,b=3
24.v=t--; a0.1,b=1

25.v=sen2t; a=0,b=

26. v =cos2t; a=0,b=
27.v=cosirt; a-1,b=1
28.v=sent+cost; a=0,b=ir
29. Suponga que el disco circular del ejemplo 3 tiene una
densidad de masa p(x) (en gramos por centimetro cuadrado)
a una distancia x del origen. Entonces el aiuillo de las figuras
6.1.5 y 6.1.6 tiene una densidad aproxiniada p(4') en cada pun-
to. Concluya que Ia masa Mde este disco de radio r está dada
por

En los problenias 300 31, utilice ci resultado delprobleina
29para determinar Ia masa de un disco circular con c/radio
ry iafunción de dcnsidadpdados.

30.r10; p(x)=x 31.r=5; p(x)=25x2

347

12. lirn [f(x)]2 Ax; a = 1, b = M = j2xp(x) dx.

a = 0, b = 25; p(x) = 60 - 2x
a = 0, b = 10; p(x) = x(10 - x)

a = 0, b = 10; p(x) = 10sen

En los problemas 19 a 28, ca/cu/c Ia distancia neta y Ia
distancia total recorrida, entre los tiempos I = a y t = b, por

= 3 una particula en movimiento con Ia fun ción de velocidad
dada v =J(t) a /0 largo de una recta.



Si una partIcula Se arroja hacia arriba en linea recta desde
el piso con una velocidad inicial de 160 pies/segundo, enton-
ces su velocidad después de t segundos es v = - 321 + 160
pies/segundos, y alcanza su altura maxima cuando I = 5
segundos (y v = 0). Utilice Ia ecuación (13) para calcular su
altura maxima. Verifique su respuesta mediante los métodos
de Ia sección 5.2.

Suponga que Ia velocidad de flujo del agua a un tanque
inicialrnente vaclo es 100-31 galones/minuto en el instante I
(en minutos). Cuánta agua fluye al tanque durante el inter- valo
de t = 10 a I = 20 minutos?

Suponga que Ia tasa de natalidad en Calgary I años después
de 1970 fue 13 + I miles de nacimientos por aiio. Establezca y
evaláe una integral adecuada pam calcular el nimero total de
nacimientos que ocurrieron entre 1970y 1990.

Suponga que Ia ciudad del problema 34 tiene una tasa anual
de mortalidad de 5 + (1/2) miles t afios después de 1970. Si la
población de Ia ciudad fue de 125,000 en 1970, /,cuál fue
su población en 1990? Considere los nacimientos y las muertes.

El promedio diario de lluvia en Sioux City es r(t) pulga-
das/dIa en el dia 1, 0 I 365. Comience con una partición
del intervalo [0, 365] y obtenga la formula

ç365

R r(t)dt
Jo

para el promedio total anual de Iluvia R.
Considere el promedio diario de Iluvia del problenia 36

como

2i-t
r(t) = a - b cos

365

donde a y b son constantes por determinar. Si el valor de r(I)
el primero de enero (t = 0) es 0.1 pulgadas y su valor de
r(i) el primero dejulio (i = 182.5) es 0.5 pulgadas, ,cuál es el
prornedio total anual de Iluvia en esta localidad?

Suponga que Ia velocidad de flujo del agua a un tanque
es r (r) litros/minuto en el instante I (en niinutos). Utilice el
método del ejemplo 1 para obtener Ia formula

Q
=

J r(t) dt

pam Ia cantidad de agua que fluye al tanque entre t = a y t = b.

6.2
Volümenes por medio
del método de
secciones transversales

EvalOe

hni

determinando primero una funcionf tal que el limite sea igual a

I f(x) dx.
Jo

En este problema, usted obtendrá Ia fOrmula del volumen
V = icr3 de una esfera de radio r, suponiendo conocida Ia
formula s = 4irr2 para el area de Ia superficie de una esfera
de radio r. Suponga que esto implica que el volumen de una
capa esférica delgada de grosor I (figura 6.1.7) es aproximado
por iW S I = 4irr2t. Entonces, divida Ia esfera en capas
esféricas concéntricas, análogas a los anillos concéntricos del
ejemplo 3. Pordtimo, interprete Ia suma de los volOmenes de
estas capas esféricas como una suma de Riemann.

Figura 6.1.7 Una capa esférica delgada de grosor ty
radio interior r (problema 40)

Una esfera tiene radio de 1 pie y, a una distancia x de su
centlo, su densidad es 100(1 + x) libras/pies3. Utilice las
sumas de Riemann para determinar una funciOnf(x) tal que
el peso de la esfera sea

W = I f(x) dx
Jo

(en libras). Después, calcule W evaluando esta integral.
[Sugerencia: Dada una partición 0 = x0 <Xj <. . <x = 1 de
[0, 1], estime el peso tW1 de Ia capa esférica x_1 x x1.]

Uti]izaremos integrales para calcular los volñmenes de ciertos sólidos o regiones
en el espacio. Conienzamos con Ia idea intuitiva de volumen como una medida de
los sólidos, analoga al area como medida de las regiones planas. En particular,
suponernos que toda regiOn sólida acotada R que se puede expresar de manera
sencilla tiene tin volumen dado por tin nOmero no negativo v(R) tal que

U Si R consta de dos piezas que no se traslapan, entonces v(R) es Ia suma de sus
volOrnenes;

U Dos sólidos diferentes tienen el mismo volumen Si tienen el mismo tamaflo y
forma.
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Area A

h

Area A

b"

Figura 6.2.1 R es la sección
transversal de R en el piano
perpendicular a! eje x, en el
punto x

Area A

/
h

Figura 6.2.2 Todo cilindro de
aitura h y area de base A tiene
volumen V= Ah

Figura 6.2.3 Los pianos que
pasan por los puntos de partición
x0, x1 , x2,. . . , x, dividen al sólido
R en rebanadc R1, R2.....R

R,

\

Sección 6.2 / Voliimenes por niedio dei método de secciones transversales

V = zW,.
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Ei método de las secciones transversales es una forma de calcular el
volumen de un sólido descrito en términos de sus secciones transversales (o
"rebanadas") en pianos perpendiculares a una Imnea de referencia fija (como el

/ ejex o el ejey). Por ejemplo, la figura 6.2.1 muestra un sólido R con volumen
V = v (R) situado a lo largo del intervalo [a, b] en el eje x. Es decir, un piano
perpendicular a! eje x interseca a! sóIido si y solo si este piano corta al eje x en
un punto de [a, b]. Sea R la intersección de R con el piano perpendicular que
corta al ejex en el puntox de [a, b]. R es la sección transversal (plana) del sOlido
R en x.

Esta situación es particularmente simple si todas las secciones transversales
de R son congruentes entre si y son traslaciones paralelas de las demás. En este
caso, el sólido R es un cilindro con bases Ra y Rb y altura h = b - a. Si R0 y Rb

son discos circulares, entonces R es el conocido cilindro circular. Recuerde que
la formula para el volumen de un cilindro circular de altura h y base circular de
radio r y area A = Jrr2 es

V = rrr2h = Ah.

La figura 6.2.2 muestra varios cilindros (generales) con bases de varias
formas. El método de secciones transversales se basa en el hecho de que el volumen
Vde cualquier cilindro, circular o no, es igual al producto de la altura del cilindro
por el area de su base:

V Ah (volumen de un cilindro). (1)

Podemos aproximar el volamen de un sOlido más general, como la figura
6.2.1, utilizando cilindros. Para cada x en [a, b], sea A(x) el area de Ia sección
transversal R del sOlido R:

A(x) = a(R). (2)

Supondremos que Ia forma de R es lo bastante sencilla como para que esta función
area de una sección transversal A sea continua (y por tanto integrable).

Para establecer una formula integral para V= v(R), comenzamos con una divi-
siOn de [a, b] en n subintervalos, todos con Ia misma longitud L,x = (ba)/n.
SeaR la rodaja o rebanada del sOlido R colocada a lo largo del iésimo subintervalo
[x1_1, xl (figura 6.2.3). Denotamos el volumen de esta iésima rebanada de R por

V1= v(R,),demodoque

a xi -



Figura 6.2.4 La rebanada R es
aproximada por el cilindrb CV,. de
volumen A(x' ) Ax
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h

Figura 6.2.5 La pirámide de
base cuadrada del ejeniplo 1

a x, /1'

Para aproximar A V, elegimos un punto tIpico x1" en [x1_1, x1] y consideramos
el cilindro C, cuya altura es Ax y cuya base es Ia sección transversal R de R en
x. La figura 6.2.4 sugiere que si Ax es pequeña, entonces v(C,) es una buena
aproximación a Ar', = v(R1):

AV, v(C1) a(R') Ax = A(x') Ax,
que es consecuencia de la ecuación (1) con A =A (x) y h = Ax.

Entonces surnarnos los vohtmenes de estos cilindros de aproximación para
i=1,2,3,.. .,n.Tenemosque

V = AV, A(x') Ax.

Reconocernos Ia suma de aproximación de Ia derecha como una surna de Riemanri
que tiende a J, A (x) dx cuando n - + oo. Estojustifica Ia siguiente definición del
volumen de un sólido R en términos de su función de area de las secciones
transversales A(x).

La ecuación (3) se conoce corno el principio de Cavalieri, en honor del
matemático italiano Bonaventura Cavalieri (1598 1647), quien utilizó demanera
sistemitica el hecho de que el volumen de un sólido queda determinado por las
areas de sus secciones transversales perpendiculares a una lInea de referencia
dada.

EJEMPLO 1 La figura 6.2.5(a) muestra una pirárnide de base cuadrada orientada
de forma que su altu.ra h corresponde al intervalo [0, h] en ci eje x. Su base es un
cuadrado de lado b y cada sección transversal perpendicular al eje x, también es
un cuadrado. Para determinar el area A(x) de Ia sección transversal s en x, iguala-
mos las razones alturallongitud en los triángulos semejantes de Ia figura 6.2.5(b):

sb b- = -, demodoque s = x.
x h h
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Definición Volunien por secciones Iransversales
Si el sólido R se encuentra a lo largo del intervalo [a, b] en el ejex y tiene
una función de area de las secciones transversales Ax), entonces su
volumen V= v(R) es

V = A (x) dx. (3)



Figura 6.2.6 A(y) es el area de Ia
sección transversal R en el piano
perpendicular al ejey en el puntoy

Figura 6.2.7 (a) Una region a
partir de Ia cuai podemos
determinar el volunien de un
(b) sólido de revolución en torno
del ejex

Por tanto,

A(x) = s2 =

y Ia ecuación (3), con [0, h] como el intervalo de integración, implica

V
=

A(x) dx
fh

x2 dx
=

= b2h.

0

Si A = b2 es el area de la base, nuestro resultado toma la forma

V = Ah

para ei volumen de una pirámide.

SECCIONES TRANSVERSALES PERPENDICULARES AL EJEy

En el caso de un sóiido R que se encuentra a lo largo del intervalo [c, d] en el eje
y, denotarnos A(y) ai area de Ia sección transversal del sólido R5 en el piano
perpendicular ai ejey en el puntoy de [c, d] (figura 6.2.6). Un análisis similar al- Sección transversal anterior, con una partición de [c, d], produce Ia formula

R de area A(y)/
R

V A(y)dy. (4)
/

I
/

SOLIDOS DE REVOLUCION, DISCOS Y ARANDELAS

Un caso particular in-Iportante de Ia ecuación (3) proporciona el volumen de un
sólido de revolución. Por ejemplo, consideremos el sOlido R obtenido al girar en
torno del eje x, Ia region bajo Ia gráfica de y =f(x) sobre el intervalo [a, b], donde
f(x) 0. Esta regiOn y el sOlido resultante se muestran en Ia figura 6.2.7.

Como el sólido R se obtiene por revoluciOn, cada secciOn transversal de R en
x es un disco circular de radiof(x). La fiinciOn area de Ia sección transversal es
entonces A(x) = ir[f(x)]2, de modo que con Ia ecuación (3) se obtiene

1b 1b

V
= J

iry2dx
= J

ir[f(x)]2 dx (5)
a a

para el vohimen de un sOlido de revoluciOn en tomb del eje x.

SecciOn 6.2 / Volirnenes por medio dci método do secciones transversaies

a

= = o[JxI2
(b)
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a x b

(a)



d

x=g(y)

y

Figura 6.2.11 Determinación
del radio x de Ia sección
transversal circular del ejemplo 3

NOTA En la expresión xj/dx, la diferencial dx indica que la variable inde-
pendiente es x. Debemos expresar y (y cualquier otra variable dependiente) en
términos de x para realizar Ia integración indicada.

Por un argumento similar, si la region acotada por la curva x = g(y), el ejey,
ylas rectas horizontalesy = c yy = d se gira en torno del ejey, entonces el volumen
del sólido de revolución resultante (figura 6.2.8) es

V
= J

irx2dy
= J

i[g(y)]2 dy. (6)
C C

Debernos expresar x (y cualquier otra variable dependiente) en términos de Ia
variable independientey antes de realizar el cálculo en Ia ecuación (6).

V

dx

(a) (b)

Figura 6.2.9 (a) Una region semicircular que giramos (b) para generar una esfera
(ejemplo 2)

EJEMPLO 2 Utilice el método de secciones transversales para verificar la
conocida fómmla V = irR3 para el volumen de una esfera de radio R.

Solució,, Pensemos la esfera como ci sólido de revolución obtenido al girar Ia
regiOn plana semicircular de Ia figura 6.2.9 en torno del eje x. Esta es la region
acotada por arriba por el semicIrculo y = i R2 - x2 (R x R) y por debajo por
el intervalo [R, R] en el eje x. Para emplear Ia ecuación (5), consideramos
f(x)=IR2_x2,a=_R yb=R.Estoimplica

fR CR

v=J rr(VR2_x2)2dx=lrJ (R2x2)dx
-R
r

=lr[R2x - x3] = 1TR3.

-R

EJEMPLO 3 Utilice ci método de secciones transversales para verificar Ia
conocida fOrmula V = jrr2h para ci volumen de un cono circular recto con radio
de Ia base r y altura h.

Solución La figura 6.2.10 representa a! cono como el sOlido de revoluciOn que
se obtiene al girar en torno del ejey el triángulo con vertices (0, 0), (0, h) y (r, h).
Los triángulos semejantes de Ia figura 6.2.11 implican la ecuación x/y = nh, de
modo que el radio de Ia sección transversal circular perpendicular a! eje y en el
punto y es x = ry/h. Entonces, de la ecuaciOn (6), con g(y) = ry/h, se obtiene
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(rh)

h dv

\
Figura 6.2.10 Generación de un
cono por rotación (ejemplo 3)

A(y) = itx = it[gcyfl2

x

Figura 6.2.8 Sólido de
revolución en torno del eje y



y

Figura 6.2.13 La region plana
del ejemplo 4

Figura 6.2.14 Giro en torno del
eje x (ejemplo 4)

V= IA(y)dY=jx2dY=
1h r 2

a

dy

2

=
-j-J y2 dy = irr2h = Ah,

donde A = Jrr2 es el area de Ia base del cono.

=f

f(s)

y=g(

a x b

(a) (b)

Figura 6.2.12 (a) La regiOn entre dos gráficas positivas (b) Se gira en torno del eje x.
Las secciones transversales son anilios.

SecciOn 6.2 / Volinienes por niedio dcl método de scccioncs transvcrsa]es

GIRO DE UNA REGION ENTRE DOS CURVAS

A veces necesitamos calcular ci volumen de un sóiido generado al girar una region
plana acotada entre dos curvas dadas. Suponga quef(x) > g (x) 0 para x en el
intervalo [a, b] y que generamos el sOlido R al girar la region entre y f(x)
y y = g(x) en tomo del eje x. Entonces la sección transversal en x es un anillo (o
arandela) acotada por dos cIrculos (figura 6.2.12). El anillo tiene un radio interior

x r11 = g(x) y un radio exterior rext =f(x), por lo que Ia fOrmula del area de la secciOn
transversal de R en x es

A(x) = 2r(rex)2 )2 = [()')2 (,)2] = { [1(x)]2 - [g(x)]2},

donde escnbimos =f(x) y y = g(x) para las curvas superior e inferior de Ia
regiOn plana. For tanto, Ia ecuaciOn (3) irnplica

= if[(Y) 2] dx
=

if {[f(x)] - [g(x)]2} dx (7)

como ci volumen Vdei só]ido.
Dc manera anOioga, sif(y) g(y) > 0, para c y d, entonces ci volurnen

dcl sólido obtenido al girar en torno del ejey, Ia region entre Xde, =f(y) y x,,, = g(y) es

v=J if[(Xder)2(Xiz2] dy=$ if{V2_ f.)]2} dy. (8)

EJEMPLO 4 Considere Ia region plana que se muestra en Ia figura 6.2.13,
acotada por las curvas y2 = x y y = x3 que se intersecan en los puntos (0, 0) y
(1, 1). Si esta region se gira en tomo del eje x (figura 6.2.14), entonces Ia ecuación
(7), con

ysup= ynf=x3
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Figura 6.2.16 El anillo del

v

1 +y"3

Yim =' Y2

ejemplo 5

-v =

(
Xder =

Figura 6.2.15 Giro en torno del
ejey (ejemplo 4)

implica
I

V
= f

[(x)2 - (x3)2]dx
= f (x - x6) dx

=[X2_x7]'=
como el volurnen de revolución.

Si Ia misma region se gira en torno del ejey (figura 6.2.15), entonces cada
sección transversal perpendicular a] ejey es un anillo con radio exterior
y radio interior Xizq = y2. Por tanto, Ia ecuación (8) proporciona el volumen de
revolución generado por esta region corno

V
= f [(y3)2 - (y2)2] dy = f (y213 - y4) dy

=

- =
EJEMPLO 5 Suponga que Ia region plana del ejemplo 4 (figura 6.2.13) se gira
en torno de Ia recta vertical x = 1 (figura 6.2.16). Entonces cada sección trans-
versal del sólido resultante es un anillo con radio exterior

rexi = 1 + Xder = 1 ± y113

y radio interior

r1= I +xizq= 1 +y2.

El area de esta secciOn transversal es

A(y) = (1 + y3)2 - (l + y2)2 = (2y + y213 - 2y2 - y4),
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Figura 6.2.17 La cufla y el
cilindro del ejemplo 6

Figura 6.2.18 Una sección
transversal de la cufla: un
triángulo isósceles (ejemplo 6)

Figura 6.2.19 La base del
cilindro del ejemplo 6

de modo que el volurnen del sôlido de revolución resultante es

V
= j (2y3 + y213 - - y4) dy

= + y513 - y3 y5] = ir.
0

EJEMPLO 6 Determine el volumen de la cuña que se corta a partir de un
cilindro circular de radio 1 y altura 1 con un pIano que pasa por un diámetro de la
base del cilindro y por un punto de la circunferencia de su tapa.

Solución El cilindro y la cuña se muestran en la figura 6.2.17. Pam formar esta
curia, Ilene un vaso cilindrico con jugo de fruta y después beba lentamente hasta
exponer Ia mitad del fondo del vaso; el jugo restante forma la cuña.

Elegimos como Ia recta de referencia y eje x la IInea que pasa por la "orilla de
la cufia", el diámetro original de la base del cilindro. Podemos verificar mediante
triángulos semejantes que cada sección transversal de la cufla perpendicular al
diámetro es un triangulo rectángulo isósceles. Uno de estos triángulos se muestra
en Ia figura 6.2.18. Denotamos comoy a la base y la altura iguales de este triángulo.

Para determinar Ia función area de la sección transversal A(x), debemos
expresary en términos de x. La figura 6.2.19 muestra la base circular unitaria del
cilindro original. Aplicamos el teorema de Pitágoras a! triángulo recténgulo en
esta figura y deterrninamos que y = '11 - x2. For tanto,

A(x) = y2 = - x2),

por lo que la ecuación (3) implica

V
=

f A(x) dx = 2 f A(x) dx (por simetrIa)

2f (l - x2) dx [ - x3] =

para el volumen de Ia cuña.

Es muy i:itil habituarse a verificar que las respuestas sean plausibles cuando
sea conveniente. Por ejemplo, podemos comparar un sólido dado con uno cuyo
volumen sea conocido. Como el volurnen del cilindro original en el ejemplo 6 es
it; hemos determinado que Ia cuila ocupa la fracción

a

VcilindrO IT
21%

del volumen del cilindro. Un vistazo a Ia figura 6.2.17 indica que esto es plausible.
Un error en nuestros cálculos podrIa proporcionar una respuesta increIble.

La cufia del ejemplo 6 tiene una historia antigua. Su volumen fue calculado
por vez primera en el siglo III a.C. por ArquImedes, quien también obtuvo Ia
formula V= 4/3irr3 para el volumen de una esfera de radio r. Su trabajo sobre
la cufia se encuentra en un manuscrito descubierto en 1906, después de estar
perdido durante siglos. ArquImedes utilizó un método exhaustivo para volOmenes,
similar al analizado para las areas en la sección 5.3.

Sección 6.2 / Volñmenes por medio del método de secciones transvcrsales 355
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6.2 Probiemas

En los problem as I a 24, determine el volumen del sólido
generado, al girar en torn o del eje indicado la region plana
acotada por las curvas dadas.

l.y=x2,y=0,x=1; elejex
2.y=V,y=0,x=4; elejex
3. y = x2, y = 4, x = 0 (solo el primer cuadrante);

el ejey (figura 62.20)

y

Figura 6.2.20 Probiema 3 Figura 6.2.21 Problema 4

y = 1/x,y = O,x = O.1,x = 1: elejex(figura
6.2.21)

y=senxen[0,4y=0;eiejex
6.y9x2,y=0; elejex
7. y = x = y2; ci eje x(figura 6.2.22)

Figura 6.2.22 Probiema 7 Figura 6.2.23 Problema 8

8. y = x2, y = 4x; la recta x = 5 (figura 6.2.23)
9.y=x2,y=8x2; elejex

lO.x=y2,x=y+6; eiejey
11. y = I - x2, y = 0; ci eje x (figura 6.2.24)

Figura 6.2.24 Problema 11 I
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Figura 6.2.25 Probiema 12

Figura 6.2.26 Probiema 15

y = 1 - x2, y = 0; iarectavertjcaix=2
y = x - x3,y = 0(0 x 1); iarecta

horizontal y = 1
y = 4,x = O,y = x2; eiejex
y = 4, x = 0, y = x2; ci ejey
x 16 y2,x = O,y = 0; eiejex(figura

6.2.27)

Figura 6.2.27 Problema 20

1

y = x2, x = y2; Ia rectay = 2
y = x2, y = 8 - x2; Ia rectay = 1
y = x2,x = y2; iarectax=3
y = x2,y = 8 - x2; Iarectax=4
La regiOn R que se muestra en La figura 6.2.28, está

acotada por las paráboiasy2 =x yy2 = 2(x 3). Determine ci
volumen del sóiido generado al girar R en torno del eje x.

CapituFo 6 / Aplicaciones de La integral

l2.y=xx3,y=0(0x1); eiejex(figura
6.2.25)

13. y = 1 - x2, y = 0; ci ejey
l4.y=6x2,y=2, elejex

= 15. y = 6 x2,y = 2; elejey(figura6.2.26)
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Figura 6.2.30 La regiOn piana no acorada del problema 28

29. Un obscrvatorio (figura 6.2.31) tiene Ia forma de un
sOlido cuya base es un disco circular con diámetro AB de
longitud 2a (figura 6.2.32). Determine el volumen de este
sóiido si cada sección transversal perpendicular a AS es un
cuadrado.

- -

Figura 6.2.31 El observatorio del problema 29

Figura 6.2.34 La esfera con agujero del problema 36
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Figura 6.2.32 La base circular
del observatorio (problema 29)

La base de cierto sólido es un disco circular con diámetro
AB de longitud 2a. Determine ci volumen del sóiido si cada
secciOn transversal perpendicular a AB es un semicirculo.

La base de cierto sólido es un disco circular con diámetro
AB de longitud 2a. Determine ci volumen del sóiido si cada
sección transversal perpendicular a AB es un triángulo equi-
látero.

La base de un sólido es Ia regiOn en ci piano xy acotada
por las parábolasy=x2 yx =y2. Determine ci volumen de este
sólido si cada sección transversal perpendicular al eje x es un
cuadrado cuya base est en ci piano xy.

El paraboloide generado al girar en torno del eje x Ia
region bajo Ia parabola y2 = 2px, 0 x h se muestra en
Ia figura 6.2.33. Muestre que ci volumen del paraboloide es Ia
mitad dci volumen del cilindro circunscrito que también
aparece en Ia figura.

y2 2px

B

/

Figura 6.2.33 El paraboloide y el cilindro del problema 33

Una pirámidc tienc altura h y base rectangular con area
A. Muestre que su volumen es V= Ah. [Sugerencia: Observe
que cada sección transversal paraicla a la base es un rectn-
gulo.]

Repita ci problcma 34, cxcepto que Ia base es ahora un
triángulo con area A.

Determine ci volumen que queda después de perforar un
agujero de radio 3, por ci centro de una esfera sólida de radio
5 (figura 6.2.34).

Figura 6.2.28 La region Figura 6.2.29 La elipse de
del problema 25 los probiemas 26 y 27

Determine el volumen del elipsoide generado al girar en
torno del eje x ]a region acotada por Ia elipse con ecuación

(x2
+ (Y =1

\a) \bJ
(figura 6.2.29).

Repita el problerna 26, pero gire Ia region eliptica en torno
del ejey.

Determine el volumen del sOiido no acotado generado al
girar Ia region no acotada de Ia figura 6.2.30 en tomb del eje
x. Esta es la region entre Ia grálica dey = l/x2 y el eje x para
x 1. [Método: Calcule el volumen de x = 1 ax = b, donde
b> 1. Después, determine ci iImite de este volumen cuando
b + oo]



Figura 6.2.35 Los cilindros que Se intersecan del
problema 37

0T
x

Figura 6.2.36 El sóiido de intersección (problema 37)

Dos cilindros circulares rectos tienen radio a y sus ejes
se intersecan en ánguio recto. Determine ci volumen de su
sóiido de intersección (figuras 6.2.35 y 6.2.36, donde a = 1).
,Le parece clara que cada sección transversal horizontal del
sólido es un cuadrado?

La figiira 6.2.37 muestra un "segmento esférico" de
altura h que se corta de una esfera de radio r, mediante un
piano horizontal. Muestre que su volumen es

V = rrh(3r - h).

h

/

El tonel de vino de Newton. Considere un tonel con ia
forma dci sóiido generado al girar en tomb dci eje x Ia region
bajo Ia parabola

y=Rkx2, hxh
(figtua 6.2.39). (a) Muestre que ci radio de cada extremo del
tonel es r = R - ö donde 48= kh2. (b) Muestre a continuaciOn
que ci volumen del tonci es

V = wh(2R2 + r2 - 282)

Figura 6.2.39 La region del problema 41

42. La clepsidra, o reloj de agua. Considere un tanque de
agua cuya superficie lateral es generada al girar Ia curva
y = kx4 en torno del eje y (k es una constante positiva). (a)
Caicuie V(y), ci voiumen de agua en ci tanque, como una
funciOn de Ia profundidad y. (b) Suponga que ci agua sale

h 0 25 50 75 100

r 60 55 50 35 0
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Figura 6.2.38 El toro del problema 39

Un sóiido en forma de dona, Ilamado toro (figiira 6.2.38)
se genera ai girar en torno del eje y ci disco circular (x - b)2
+y2 a2 con centro en ci punto (b, 0), donde 0< a <b. Muestre
que ci voiumen de este toro es V = 2jr2a2b. [Sugerencia:
Muestre que cada sección transversal perpendicular al eje y
es un anillo, y recuerde que

10

Va2 - y2 dy = krra2

pues Ia integral representa ci area de un cuarto de circulo de
radio a.]

La cirna de una coiina está a 100 pies de altura con
respecto del terreno circundante, y cada sección transversal
horizontai de la colina es circular. La siguiente tabla da ci
radio r (en pies) para aigunos valores de ia aitura h (en pies)
sobre ci terreno circundante. Utilice una aproximación de
Simpson para estimar el volumen de ia coiiria.

I
Figura 6.2.37 Un segmento esféiico (problema 38)



del tanque a través de un pequeflo agujero en el fondo. Utilice
Ia regla de Ia cadena y Ia ley de Torricelli [ecuación (3) de la
sección 5.2] para mostrar que el five! del agua en este tanque
desciende a razón constante. Cónio Sc podrIa utilizar este
tanque como reloj?

Un contratista desea participar en Ia tarea de nivelar una
colina de 60 pies. El costo por eliminar el material de Ia colina
será de $3.30 Ia yarda cábica. La siguienie tabla, basada en
medidas topográficas, muestra el area de las secciones trans-
versales horizontales de Ia colina, a intervalos de 10 pies de
altura. Utilice (a) Ia aproximación del trapecio y (b) Ia apro-
ximación de Simpson para estimar el costo del proyecto.
Redondee cada respuesta a cientos de dólares.

El agua se evapora de un tazón abierto a razón propor-
cional al area de la superficie del agua. Muestre que inde-

6.2 Proyecto

Podernos obtener Ia formula del volumen

, .' ,v

El

Ill

'I

Figura 6.2.41 Uso de cilindros
para aproximar un sólido de
revolución

- I) .R)1)

/

f(v)/

Figura 6.2.42 Uso de conos
trimcados para aproximar un
sólido de revolución

Sección 6.2 / Volámenes por medio del método de secciones transversales

pendientemente de Ia forma del tazón, ci nivel del agua
desciende a razOn constante.

Figura 6.2.40 El cono truncado (problema 45)

Un cono circular recto truncado tiene altura h y volumen
V. Su base es Ufl disco circular de radio R, y su parte superior
es un disco circular de radio r (figura 6.2.40). Aplique ci
método de secciones transversales para mostrar que

V = rrh(r2 + rR + R2).

La base de un sólido es Ia region en el primer cuadrante
acotada por las gráficas de y = x y y = x2. Cada sección
transversal perpendicular a Ia recta y = x es un cuadrado.
Determine el volumen del sólido.

V
= J

rr[f(x)]2 dx (5)
a

de esta secciOn mediante cilindros circulares, para aproximar el volumen del sOlido
generado al girar en torno del eje x Ia region que está bajo la curvay f(x) en el
intervalo [a, b]. Por ejemplo, en Ia aproximación mediante los extremos derechos

R = 7r[f(x)]2 Lix,
i= I

donde Lix = (b - a)/n, eli - ésimo término r[f(x1)]2 es ci volumen del cilindro de
radio r =f(x1) y altura h = Lix que aproxima la rebanada del sOlido correspondiente
al subintervalo [x1_1, x] (figura 6.2.41).

En el siglo iii a.C., ArquImedes consideró la esfera de radio r como un sólido
de revoluciOn al obtener su famosa fOrmula de volumen V = vr3. Una de las
principales diferencias entre su método y el nuestro es que él utilizó conos
truncados en vez de cilindros. La figura 6.2.42 muestra el sólido de aproximación,
obtenido al girar en torno del eje x el arco poligonal P0P1P2. . . F,,, donde P, denota
el punto (x1,f(x,)) de la curva y =f(x). La rebanada de aproximación correspon-
diente a! i - ésimo subintervalo [x1_1, x1] es el cono truncado resaltado en la figura
6.2.42. Tiene como radios de las bases R =f(x1_1) y r =f(x1) y altura h = Lix.
Ernpleamos La formula de volumen del problema 45 para obtener la "aproximación
med iante conos truncados"

= {[f(xi)] + f(x) f(x) + [f(x)]2} Lix

a Ia integral de volumen de la ecuaciOn (5).
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Alturax(pies) 0 10 20 30 40 50 60

Area (pies2) 1513 882 381 265 151 50 0



En los problemas 1 a 4, utilice una calculadora programable, una compu-
tadora 0 Ufl sistema de algebra computacional (como en los proyectos de las
secciones 5.4 y 5.9) para calcular las aproximaciones mediante los extremos
izquierdos y derechos R y L, Ia aproximación del trapecio T = (R + L) y la
aproximación mediante conos truncados F a! volurnen dado por la integral de
Ia ecuación (5). En cada caso, compare Ia precision de estas aproximaciones
para n = 10, 20,.. . subintervalos.

Seaf(x) = xen [0, 1], de modo que V = ir/3. (j,Por qué?)

Seaf(x) = i I x2 en [0, 1]. Explique por qué Ves entonces el volumen 2ir/3
del hemisferio de radio 1.

Seaf(x) = sen x en [0, in. Utilice la identidad sen2 x = 1/2(1 - cos 2x) para
mostrar que V= 1/2ir2.

Seaf(x) = sec x en [0, rc/4], de modo que V = i (Por qué?)

El método de secciones transversales de la sección 6.2 es una técnica de aproxi-
macion de un sólido mediante una pila de delgadas rodajas o rebanadas. En el caso
de un sólido de revolución, estas rebanadas son discos circulares o anillos. Una
segunda forma para calcular volñmenes de sólidos de revolución es el método de
capas cilIndricas. Es una técnica de aproximación de m sólido mediante una
colección de delgadas capas cilIndricas, y que con frecuencia conduce a cálculos
más sencillos que el método de secciones transversales.

Una capa cilIndrica es una region acotada por dos cilindros circulares
concéntricos de igual altura h. Si, como en la figura 6.3.1, el cilindro interior tiene
radio r1 y el exterior tiene radio r2, entonces = (r + r2)/2 es el radio promedio
de Ia capa cilindrica y t = r2 - r1 es su espesor. Entonces, obtenemos el volumen de
la capa cilIndrica at restar el volurnen del cilindro interior del volumen del cilindro
exterior:

r + r2
V = irr22h - irr12h = 2IT

2
('2 - r1)h = 2iffth.

En palabras, el volumen de la capa es el producto de 2ii su radio promedio, su
espesor y su altura: el volumen de la capa es aproximado por el producto del area
de su superficie y su espesor.

Supongamos ahora que queremos determinar el volumen V de revoluciOn
generado al girar en torno del eje y la regiOn bajo y =f(x) de x = a a x = b.
Suponemos, como se indica en la figura 6.3.2(a), que 0 a < b y quef(x) es
continua y no negativa en [a, b]. El sólido se parece entonces al que se muestra en
la figura 6.3.2(b).

Para determinar V, primero dividimos [a, b] en n subintervalos, todos con
Ia misma longitud E.x = (b - a)/n, Sea x7 el punto medio del i - ésimo
subintervalo [x1_1, x]. Consideremos el rectángulo del plano xy con base [x,_1, x1]
y aIturaf(x). Cuando el rectángulo se gira en torno del ejey, éste describe
una capa cilIndrica como lade Ia figura 6.3.2(c), con radio promedioxr, espesor
x y alturaf(x). Esta capa cilIndrica aproxima el sólido de volumen iSV, que

se obtiene at girar la region bajo y =f(x) en [x1_1, x], con to que Ia ecuación (1)
implica

2irx'f(x') tx.

(1)
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6.3
Volümenes por el
método de capas
cilindricas

r2

I
Figura 6.3.1 Una capa cilIndrica



S

Figura 6.3.2 Un sólido de
revolución (note el agujero en su
centro) y una forma de
aproximarlo mediante capas
cilIndricas anidadas

(a)

(c)

Sección 6.3 / VoIimenes por el método de capas cilindricas

y=J(x)

N
a b

(b)

(d)

y =f(x)/

)' =f(.v)/

__44-- -

Sumamos los volümenes de las n capas cilIndricas determinadas por la subdivision
de [a, b]. Esta suma debe aproximar a V pues, como lo sugiere Ia figura 6.3.2(d),
la union de estas capas aproxima fisicamente el sólido de revolución. AsI,
obtenemos Ia aproximaciOn

V = LW 21Txf(xr) x.
i=I

Esta aproximación del volumen Ves una suma de Riemann que tiende ala integral

1b

J2irxf(x)
dx

a

cuando tx - 0,

Un análisis completo requiere una demostración de que esta formula da el mismo
volumen que el dejinido por el método de secciones transversales de la sección
6.2 (véase el apéndice F).

Es más confiable aprender a plantear formulas integrales que simplemente
memorizarlas. Una itil via heurIstica (sugerente pero no rigurosa) pam establecer
Ia ecuación (2) es dibujar Ia delgada banda rectangular de area que se muestra
en la figura 6.3.3. Cuando esta banda se gira en torno del ejey, produce una delgada
capa cilindrica de radio x, alturay f(x) y espesor dv (flgura 6.3.4). Asi, su
volumen se denota con dV, y podemos escribir
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Figura 6.3.3 Argumento
heuristico para establecer Ia
ecuación (2)

de modo que el volumen del sólido de revolución está dado por

(2)v=f 2mxf(x)dx.

dx

]
f(x)

Figura 6.3.4 Capa cilIndrica de
espesor infinitesimal



d.v

/

Figura 6.35 Capa cilindrica
infinitesimal, aplanada

Figura 6.3.6 La region del
ejemplo 1; se gira en torno
del ejey
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dV = 2irx f(x) . dx = 2irxf(x) dx.
Esto es fOcil de recordar si visualiza Ia figura 6.3.5.

Pensamos V como una suma de muchos de cstos vohmenes, anidados en
forma concéntrica en torno del eje de revolución, formando al propio sóiido.
Entonces, podemos escribir

1b

V
= J

dV
= J

2irxydx
= J

2'irxf(x)dx.
* a a

No olvide expresar y (y cualquier otra variable dependiente) en términos de la
variable independientex (identificada aqul porla diferencial dx) antes de integrar.

EJEMPLO 1 Determine el volumen del sólido generado al girar en torno del
ejey Ia region bajoy = 3x2x3 dex = 0 ax = 3 (figura 6.3.6).

Solución En este caso, no seria práctico utilizar el método de secciones trans-
versales, pues una secciOn transversal perpendicular al eje y es un anillo y
determinar sus radios extenor e interior implica despejarx en términos dey en la
ecuacióny = 3x2 x3. Prefenmos evitar esta tarea problemática, y la ecuación (2)
nos proporciona una alternativa: consideramosf(x) 3x2 x3, a = 0 yb = 3. Esto
implica de inmediato que

V
= J

2irx(3x2 - x3) dx = 21TJ (3x3 - x4) dx
0 0

= 2[x4 - x5

EJEMPLO 2 Determine el volumen del sólido que queda después de perforar un
agujero circular de radio a por el centro de una esfera sólida de radio b > a (figura 6.3.7).

Solución Pensarnos Ia esfera de radio b corno generada al girar la mitad derecha
del disco circularx2 +y2 = b2 en tomb del ejey, y pensamos ci agujero como vertical,
con su iInea central en el ejey. Entonces, Ia milad superior del sOlido en cuestiOn
es generada al girar en tomb del ejey la region sombreada en la figura 6.3.8. Esta

-J

-i

Figura 6.3.7 La esfera con agujero del ejemplo 2

]3

0

241
= 1.5-7T.

Capitulo 6 I Aplicaciones de Ia integral
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(I

V

Figura 6.3.8 La mitad de
sección transversal de la esfera
con agujero (ejemplo 2)

I

Figura 6.3.9 La region A entre
las gráficas def y g en [a, b] se
va a girar en torno del ejey

r

//

I

(I)

eslaregiónbajolagráficadey=1b2x2(ysobreelejex)dex=a ax=b. El
volumen total de la esfera con agujero es entonces el doble de Ia mitad superior y
Ia ecuación (2) implica

V = 2 2x(b2 - x2)2 dx 4[_(b2 - x2)312],

de modo que

V = - a2)312.

AsI,

Una forma de verificar una respuesta como ésta es probar con algunos casos
extremos. Si a = 0 y b = r, que corresponde a no taladrar un agujero a través
de Ia esfera de radio r, entonces nuestro resultado se reduce a! volumen V
= 'rr3 de Ia esfera completa. Si a = b, lo que corresponde a emplear una broca de
taladro tan grande como La esfera, entonces V = 0; esto también es correcto.

GIRO DE UNA REGION ENTRE DOS CURVAS

Ahora, sea A Ia region entre las curvas y =f(x) y y = g(x) en el intervalo [a, b],
donde 0 a <b y g(x) g(x) para x en [a, b]. Dicha region aparece en la figura
6.3.9. Cuando se gira A en tomo del ejey, genera un sólido de revoluciOn. Suponga
que queremos determinar el volumen Vde este sOlido. Un desarrollo análogo a!
de Ia ecuaciói (2) conduce a Ia aproximación

V 2x [f(x) - g(x)I x,

a partir de lo cual podemos concluir que

V
= J

2irx[f(x) - g(x)I dx.
a

b

V
= j

= 2iry [f(y*) g(y,*)] y
Figura 6.3.10 La region A se va
a girar en torno del eje x Sumamos el volumen de estas capas cilIndricas y asI obtenemos Ia aproximación

SecciOn 6.3 / Vol6mcnes por ci método de capas cilindricas 363

(3)

(3')

/ donde f(x) y =
/=Js) El método de capas cilIndricas es también una via efectiva para calcular

volOmenes de sOlidos de revolución en tomo del ejex. La figura 6.3.10 muestraJ la regiónA, acotadaporlascurvasx=f(y)yx=g(y)parac y dyporlasrectas
horizontalesy = c yy = d. Sea Vel volumen obtenido a! girar la region A en torno
del eje x. Para calcular V, comenzamos con una subdivision de [c, d] en n
subintervalos, todos con La misma longitud iy = (d - c)/n. Sea y" el punto medio
del i - ésimo subintervalo y, y] de la subdivisiOn. Entonces, el volumen de la
capa cilIndrica con radio promedioy, alturaf(y) g(y) y espesor es



Figura 6.3.11 La region del
ejemplo 3

= x

y =

Figura 6.3.12 Giro en tomb del
eje y (ejemplo 3)
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Figura 6.3.13 Giro en tomb del
eje x (ejemplo 3)

AsI,

n

V 2iry [f(y) - g(y)] Ly.

Reconocemos el lado derecho como una suma de Riemann para una integral con
respecto de y de c a d y asI concluimos que el volumen del sólido de revolución
es

v
fd

2y [f(y) - g(y)] dy. (4)
C

V = I 271Y[Xder_Xjzq]dy,
JC

donde Xder =f(Y) y Xizq = g(y).

NOTA Para emplear las ecuaciones (3') y (4'), el integrando debe expresarse en
términos de la variable de integración especificada por Ia diferencial.

EJEMPLO 3 Consideremos la region en el primer cuadrante acotath por las
curvas y2 = x y y = x3 (figura 6.3.11). Utilice el método de capas cilindricas para
calcular el volumen de los sólidos obtenidos al girar esta regiOn primero en tomno
del eje y y después en tomo del eje x.

Solución Pam establecer las integrales adecuadas, es mejor utilizar las capas
cilIndncas, como en las figuras 6.3.12 y 6.3.13, en lugar de formulas memorizadas.
AsI, el volumen de revolución en tomno del ejey (figura 6.3.12) está dado por

V
= f 2x = f 2x( - x3) dx

=
J 2(x2 - x4) dx = 2[x5/2 !x5] =

El volumen de revoiución en tomno del ejex (figura 6.3.13) es

V
=

J 2y (x x dy
=

f 2y(y"3 - y2) dy

=
2(y413 - y3) dy = 2[4y7/3 - =

Por supuesto, estas respuestas son las mismas que las obtenidas mediante el
método de secciones transversales en el ejemplo 4 de la sección 6.2.

EJEMPLO 4 Suponga que Ia region del ejemplo 3 se gira en tomno de Ia recta
vertical x = (figura 6.3.14). Entonces el elemento de area

dA = y d = (V - x3) dx

se gira en torno de un cIrculo de radio r = 1 + x. Por tanto, el volumen de la capa
cii indrica resultante es

dV = 2irr dA = 2ir(1 + x)(x"2 - x3) dx

= 21T(x'12 + x312 - x3 - x4) dx.

(4')

CapItulo 6 / Aplicaciones de Ia integral
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Figura 6.3.14 Giro en tomb de
la recta x = 1 (ejemplo 4)

6.3 Problemas

En los problemas 1 a 28, uiilice el método de capas cilIndricas
para determinar el volumen del só/ido generado al girar en
tomb del eje indicado la region acotadapor las curvas dadas.

1.y=x2,y=O,x=2; elejey
2.xy2,x=4; elejey
3. y = 25 - x2, y = 0; el ejey (figura 6.3.15)

y

Figura 6.3.15 Problema 3

Sección 6.3 / Volümenes por el método de capas cilIndricas

El volumen del sólido de revolución resultante es entonces

V
=J

2(x'12 + x312 - x3 - x4) dx
0

2[x3I2 +
2 5/2 I 4 I 51

X X X I 1T,
jo

como vimos utilizando el método de secciones transversales en el ejemplo 5 de la
seccion 6.2.

Por ültimo, observemos que el método de capas cilIndricas se resume en Ia
formula heurIstica

V 2irrdA,

donde dA denota el area de una banda infinitesimal que se gira en torno de un
cIrculo de radio r para generar una delgada capa cilIndrica. Los asteriscos indican
los limites de integraciOn que usted deberá deterrninar en cada caso.

Figura 6.3.16 Problema 4

y = 2x2, y = 8; el ejey (figura 6.3.16)

y = x2,y = 8 x2; elejey
x = 9 y2,x = 0; elejex
x = y,x + 2y = 3,y = 0; elejex

(figura 6.3.17)

Figura 6.3.17 Problema 7 Figura 6.3.18 Problema 11

365
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8.

11.

y = x2, y = 2x; Ia rectay = 5

y = 2x,y = 4x; elejex
y = 3x - x2 y = 0; el ejey

y = 4x - x3, y = 0; el ejey (figura 6.3.18)

Figura 6.3.19 Problema 12 Figura 6.3.20 Problema 15

12. x = - x = 0; Ia rectay = 2 (figura
6.3.19)

13.y=xx3,y=0(0x1); elejey
14. x = 16 y2,x = O,y = 0(0 y
el eje x

15.y=xx3,y=0(0x1); Iarectax=2
(figura 6.3.20)

16. y = x3, y = 0, x = 2; el ejey(figura 6.3.21)

Aplique el método a La figura generada a! girar Ia region
triangular con vertices (0, 0), (r, 0) y (0, h) en torno del
eje y.

Utilice el método de capas cilindricas para calcular
el volumen del paraboloide del problema 33 en la sec-
cion 6.2.

Utilice el método de capas cilIndricas para determinar el
volumen del elipsoide obtenido al girar la regiOn eliptica
acotada por La gráfica de Ia ecuación

(x\2 /y\2+ II = I\a/ \b)

en torno del ejey.

Utilice el método de capas cilindrica.s para deducir la
formula dada en el problema 38 de la sección 6.2 para el
volumen de un segmento esférico.

Utilice el método de capas cilindricas para calcular el
volumen del toro del problema 39 de la secciOn 6.2. [Suge-
rencia: Sustituya u en vez de x - b en Ia integral dada en Ia
formula de La ecuación (2).]

(a) Determine el volurnen del sólido generado a! girar la
regiOn acotada par las curvas y = x2 y y = x + 2 en torno de
Ia recta x = 2. (b) Repita Ia parte (a), pero gire la region en
torno de Ia rectax = 3.

Determine el volumen del sOlido generado al girar el disco
circular ,t + a en torno de Ia recta vertical x = a.

(a) Verifique mediante una derivaciOn que

28 2 2.
1 - 1

un agujero vertical de radio 3 centrado a lo largo del ejey.y x , x y , a iectiy - Determine el volumen del sOlido que resta utilizando (a) el
29. Verifique Ia formula para el volurnen de un cilindro método de secciones transversales y (b) el método de capas
circular recta, utilizando el método de capas cilindricas. cilindricas.
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= x = 2 - y2; el eje x (figura 6.3.22)

= y2, x = 2 - y'; larectay 1

4x - x2, y 0; el eje y

4x - x2, y 0; La recta x = 1

-7

H x sen x dx = sen x - x cos x + C.

(b) Determine el volumen del sOlido obtenido al girar en torno
del cjey el area bajoy = sen x dex = 0 ax = it.

Figura 6.3.21 Problema 16 Figura 6.3.22 Problema24 37.Enelejemplo2vimosqueelvolumenquequedadespués
de perforar un agujero de radio a por el centro de una esfe-

17. y = x3,y = 0,x = 2; larectax=3 raderadiob>aes
18.y=x3,y=0,x=2; elejex
19.y=x2,y=0,x=-1,x=1; larectax=2 V = - a2)312.

y x2, y = x (0 x 1); el ejey (a) Exprese el volumen V de esta formula sin emplear el
y = x2, y = x (0 x 1); el eje X radio a del agujero; en su lugar, utilice Ia altura h del
y = x2, y = x (0 x 1); Ia recta)! = 2 agujero. [Sugerencia: Utilice el triángulo rectángulo de Ia

y = x2,y = x (0 x 1); larectax=I figura 6.3.8.] (b) Qué es lo importante de la respuesta
a Ia parte (a)?

38. La region plana R está acotada par arriba a Ia derechay
por Ia gráfica dey = 25 x2, a Ia izquierda por el ejey y
debajo par el eje x. Se genera un paraboloide al girarR en
torno del eje y. Después se perfora a través del paraboloide

x

x

y

y



6.3 Proyecto

Figura 6.3.23 Anillo de
compromiso

-R

Eje de
revolución

Figura 6.3.24 Sección
transversal del anillo de
comprorniso

6.4 __________
Longitud de arco y
area de superficies
de revoluciOn

Sección 6.4 I Longitud de arco y irea de superlicies de revolución

Si planea recorrer Ia ruta de las montañas hacia el mar en Carolina del Norte,
necesitará conocer la longitud de este camino curvo para saber la cantidad de
comida y el equipo que debe Ilevar consigo. En esta sección analizamos cOmo
determinar la longitud de una trayectoria curva y Ia idea Intimamente relacionada
con ésta de determinar el area de una superficie curva.

Un arco suave es la grafica de una funciOn suave definida en un intervalo
cerrado; una función suavefen [a, bJ es una función cuya derivadaf' es continua
en [a, b]. La continuidad def' elimina Ia posibilidad de existencia de puritos
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Este proyecto trata del ani]]o de comprorniso que se muestra en la figura 6.3.23.
Su forma se obtiene al girar Ia regiónA de Ia figura 6.3.24, en torno del eje vertical
que también se muestra. El anillo tiene entonces

Li Radio interior R,

U Espesor mInimo Ty

U Ancho W.

La frontera curva de la region A, es un arco de cIrculo cuyo centro está sobre el
eje de revolución. En un anillo de compromiso tIpico, R podrIa medir de 6 a
l2mm,TdeO.5a1.5mmyWde4al0mm.

Si un cliente pregunta el precio de un anillo de compromiso con las dimen-
siones dadas R, T y W, el joyero debe calcular primero el volumen del anillo
deseado para determinar Ia cantidad de oro necesario para hacerlo. Utilice los
métodos de esta secciOn para mostrar que el voliunen Vestá dado por la fOrmula

V = (W + 12RT + 6T2). (5)

Si estas dirnensiones se niiden en milimetros, entonces VestO dado en milImetros
ci'ibicos. (Existen 1 000 mm3 en 1 cm3.)

Suponga que el joyero planea hacer un cargo a] ci iente de $1000 por onzcz troy
de aleación (90% oro, 10% plata) utilizada para fabricar el anillo. (La ganancia en
Ia yenta, que cubre el tiempo y gastos del joyero durante Ia fabricación del anillo,
es bastante, pues el precio de] oro estO por lo general abajo de $400 la onza y el
de Ia plata debajo de $5 Ia onza.) El radio interiorR del anillo de compromiso se
determina mediante una mediciOn del dedo del cliente (en milimetros; hay exac-
tarnente 25.4 milimetros por pulgada). Supongamos que el joyero fabrica todos
los anillos de compromiso con T = 1 (mm). Entonces, por un costo aceptable C
(en dólares), el cliente desea saber el ancho máximo Wdel anillo de compromiso
que puede pagar.

PROBLEMA Mida su dedo para determinar R (puede medir su circunferencia
C con un hilo y despuás dividir entre 2ir). Elija después un costo C, en el rango
de precios de $100 a $150. Utilice la ecuación (5) con T= I para determinar el
ancho Wde una banda que cueste Cdólares (a $1000 Ia onza). Necesitará saber
que Ia densidad de la aleación oro - p]ata es 18.4 g/cm3 y que una libra contiene
12 onzas troy y 453.59 grarnos. Utilice una calculadora gráfica o una calcu]adora
con ima tecla [SOLVE para resolver Ia ecuación cibica resultante en términos de

w.



Figura 6.4.2 Un arco poligonal
inscrito en Ia curva suave C
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esquina en Ia gráfica def, puntos donde Ia dirección de La recta tangente cambia
drásticamente. Las grãfIcas def(x) = x y g (x) = x aparecen en La figura 6.4.1;
ninguna es suave debido a que cada uria tiene un punto esquina en el origen.

Para analizar la longitud de tin arco suave, comenzaremos con la longitud de
tin segmento de recta, que simplemente es Ia distancia entre sus extremos.
Entonces, dado un arco suave C, planteamos la siguiente cuestión. Si C fuera un
cable delgado y lo rectificáramos sin estirarlo, qué tan largo seria el cable? La
respuesta es lo que liamamos Ia longitud de C.

Para aproximar Ia longitud s del arco suave C, podemos inscribir en C un arco
poligonal (un arco formado por segmentos de recta) y calcular después lalongitud
de este arco poligonal. Procederemos de Ia manera siguiente, bajo Ia hipótesis de
que C es Ia gráfica de una función suavefdefinida en el intervalo cerrado [a, b].
Consideremos una division de [a, b] en n subintervalos, todos ellos con Ia misma
longitud &. Sea P, el punto (x,,f(x1)) sobre el arco correspondiente al i - ésimo
punto de subdivisiOnx1. Nuestro arco poligonal "inscrito en C' es entonces Iaunión
de los segmentos de recta PP1, PP2, P2P3,. . . , P,,1 P,. AsI, una aproximación
a Ia longitud s de C es

S (1)

a suma de las longitudes de estos segmentos de recta (figura 6.4.2).

y

a

La longitud del segmento de recta tipico P_1P, es

I P,-'PI = [(x - x,_j)2 + (f(x) - f(x1_1))2]"2.

Aplicamos el teorema del valor medio a Ia funciOnf en el intervalo [x1_1, x,] y con
ello concluirnos Ia existencia de un punto x7 en este intervalo tal que

f(x) - f(x}) = f'(x) . (x -

Por tanto,

I P-'PI = [
(f(x') -

= Vi + [f'(x)]2 x

donde z\x = - x_1

A continuaciOn, sustituirnos esta expresión para P,_1P, len la ecuación (1) y
obtenernos Ia aproximaciOn

s Vi + [f'(x')]2 zx.

Capitulo 6 / Aplicaciones de Ia integral

xi_I xI x b x

y

t'(x) = lxi

x

y

g(x) = x2/3

x

Figura 6.4.1 Gráficas con
puntos esquina



x=5 x

Figura 6.4.4 La parabola
sernicábica dcl ejemplo I

Sección 6.4 / Longitud de arco y area dc superficics dc rcvolución

Esta suma es una suma de Riemann pam la función I 1 + [f'(x)]2 en [a, b] y en
consecuencia (comof' es continua), tales sumas tienden a la integral

Vi + [f'(x)]2 dx
a

cuando & - 0. Pero nuestra aproximación también deberja tender a la longitud
real s cuando & * 0. Con esta base, dejmnimos Ia longitud s del arco suave C como

s
lb Vi + [f'(x)]2 dx

Jb
i

2

dx. (2)
a

dxJ

En el caso de un arco suave, dado como la gráfica dex =g(y) paray en [c, d],
un anãlisis similar parte de una subdivision de [c, d] para obtener Ia formula

d I

/dx\2
s = I Vi + [g'(y)]2 dy

= j i
+

dy
ic

para su longitud. Podemos calcular Ia longitud de una curva más general, como
un cIrculo, dividiendo en un nñmero finito de arcos suaves y después aplicando a
cada uno de estos arcos Ia ecuaciOn (2) o (3) segán el caso.

Hay una manera simbOlica conveniente de recordar Ia ecuación (2) y Ia (3)

x,y'ds = V(dx)2 + (dy)2 (4)

simultáneamente. Pensernos en dos puritos cercanos P(x, y) y Q(x + dx, x + dy)
Q(x + dx, y + dy) C en el arco suave C y denotemos ds Ia longitud del arco que une P y Q. Imaginemos

ds T

que P y Q se encuentran tan cerca que ds es, pam todos los propOsitos prácticos,
igual a Ia longitud del segmento de recta PQ. Entonces el teorema de Pitágoras
aplicado al triàngiilo rectangulo pequeño de Ia figura 6.4.3 implica

= + (4')
\dxj

P0 \/ fdx\2
= I + dy. (4")

Figura 6.4.3 Desarrollo \dy,i
heurIstico de Ia formula para Ia Pensarnos la longitud total s de C como Ia surna de piezas pequeñas tal como dslongitud de arco

y escribirnos

y

s=fds. (5)

Entonces Ia sustitución formal (simbOlica) de las expresiones en las ecuaciones
y = x312 (4') y (4") para ds en la ecuaciOn (5) implican las ecuaciones (2) y (3); solo falta

determinar los lImites de integración.

EJEMPLO I Determine Ia longitud de Ia Ilarnada parabola semicObica (no es
realmente una paritbola)y = x312 en [0, 5] (figura 6.4.4).

Solución Calcitlamos primero ci integrando de Ia ecuación (2):

(3)

+ = Vi + (x22 = Vl + x = (4 + 9x)"2.
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Por tanto, la longitud del arco y = en el intervalo [0, 5] es
r

s
= J

(4 + 941/2 dx = [(4 + 943/2] = W 12.41.
0 0

Como verificación de Ia plausibilidad de esto, los extremos del arco son (0, 0) y
(5, 5 R), de modo que el segmento de recta que une estos puntos tiene longitud
5 12.25. Esto es, como debe ser, algo menor que Ia longitud del arco calculada.

EJEMPLO 2 Determine Ia longitud s de la curva

xy3+ 1y2.
6 2)"

So!ución En este caso, y es Ia variable independiente natural, por lo que utiliza-
mos Ia fónnula de longitud del arco de Ia ecuación (3). Primero calculamos

1 1 1 (1 1
\2=y4++= Iy2+

4 2 4y4 \\2

Podemos "sacar del radical" en Ia ecuación (3):

d I

/dx\2 2

S
= j Vi +

dy
= f (! 22+ dy

Ii 112 17

=L 3]

EJEMPLO 3 Un fabricante necesita hacer hojas de metal corrugado de 36
pulgadas de ancho con secciones transversales con Ia forma de Ia curva

y=senirx, Ox36
(figura 6.4.5). Qué ancho deben tener las hojas originales extendidas para que el
fabricante produzca estas hojas corrugadas?

-

0 4 34 36

Figura 6.4.5 La hoja corrugada con la forma dey = sen x(ejemplo 3)

Solución Si

f(x) = sen irx, entonces f'(x) = r cos irx.

Por consigulente, Ia ecuación (2) produce Ia longitud de arco de Ia gráfica def
sobre [0, 36]:

s

j36
Vi + ()2 cos2 x dx = 36 Vi + (I)2 cos2 x dx.

Estas integrales no pueden ser evaluadas en términos de funciones elementales.
Por ello, no podemos aplicar el teorema fundamental del cálculo. Estimamos
entonces sus valores con Ia ayuda de Ia aproximación de Simpson (sección 5.9).
Con n = 6 y ii = 12 subintervalos delerminamos que

/dx'\2l+Il (1 1
\2l+Iy2 I

1 1 1

2 2y2/ 4y4\dyJ 4 2
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Figura 6.4.6 Un cono truncado.
La altura inclinada es L

/

Altura inclinada (radio) L

Longitud de arco 2rr

Figura 6.4.7 El area de Ia
superficie de un cono. Cortamos
por L y después desarrollarnos el
cono como Un scctor circular

Figura 6.4.8 Deducción de Ia
ecuación (6)

LVi + (1)2 cos2 x dx 1.46

puigadas. Por tanto, el fabricante debe utilizar hojas extendidas de aproximada-
mente 36. 1.46 52.6 puigadas de ancho.

AREAS DE SUPERFICIES DE REVOLUCION

Una superficie de revoluciOn es aquelia superficie que se obtiene a! girar un arco
de curva en tomo de un eje, que se encuentra en el mismo piano del arco. La
superficie de un cilindro o de una esfera y Ia superficie curva de un cono son
importantes ejempios de superficies de revolución.

Nuestro método básico para determinar el area de esta superficie es ci
siguiente: primero inscribirnos un arco poiigonal en la curva por girar. Después
considerarnos ci area de la superficie generada al girar ei arco poiigonal como una
aproximación de la superficie generada a! girar Ia curva original. Como ia
superficie generada ai girar un arco poiigonal en tomo de un eje consta de conos
truncados (secciones), podernos caicular su area en una forma ra.zonabiemente
sencilla.

Este método pam el cuicuio del area de la superficie proviene de Arquimedes.
Por ejemplo, él utiiizó este método para estabiecer ia fórmuiaA = 4in- para ci area
de Ia superficie de una esfera de radio r.

Necesitarernos Ia formula

A = 2ffL (6)

pam ei area de la superficie curva de un cono con un radio promedio de = (r1 + r2)

y al/ui-a inclinada L (figura 6.4.6). La ecuación (6) es consecuencia de ia fOrmula

A=irrL (7)

para ci area de una superficie cOnica con radio de ia base r y una altura inclinada
L (figura 6.4.7). Es ficii obtener Ia ecuación (7) "desarrollando" ia superficie
cónica corno un sector de un cIrcuio de radio L, ya que ci area de este sector es

2irrA= 'TrL2=1rrL.
2n-L

Para obtener Ia ecuaciOn (6) de ia ecuación (7), pensamos ei cono truncado
como Ia secciOn inferior de un cono con altura inciinada L2 = L + L (figura 6.4.8).
Después de restar ci area de [a sección cOnica superior dci cono compieto
obten cmos

A = = rrr2(L + L) - 7rr1L1 = n(r2 - ri)Li + rrr2L

para ci area dei cono truncado. Pero los triángu!os rectángulos semejantes de la
figura 6.4.8 irnphcan ia proporciOn

r r2 r2

L1 L2 L+L'
de donde determinamos que (12 - r1)L1 = rL. Por tanto ci area dcl cono trtincado
es

A = rrr1L + rrr2L = 2rrfL,

donde = 1/2 (i1 + 12). Asi, hemos verificado Ia ecuaciOn (6).

Sección 6.4 / Longitud de aico y area de superficies de rcvo]ución 371



f(x - f(x)

x,_1 / ,//x, x

X Punto medio

Figura 6.4.9 Aproximación del
area de una superficie de
revoiución mediante Ia superficie
de un cono truncado

Figura 6.4.10 El arco ds puede
girarse en torno del eje x o
del ejey
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Supongarnos ahora que Ia superficie S tiene area A y que se genera a! girar en
torno del ejex el arco suavey =f(x), a x b; suponga también quef(x) nunca
es negativa en [a, b]. Para aproximar A, comenzamos con una division de [a, b]
en n subintervalos, cada uno de longitud &. Como en nuestro análisis de la
longitud del arco que nos condujo a Ia ecuación (2), sea P, el punto (x1,f(x,)) en el
arco. Entonces, como antes, el segmento de recta P_1P tiene longitud

= I PP = Vi + [f'(x)]2 iXx

para algün punto x en eli - ésimo subintervalo [x1_1, xl.
El cono tnmcado obtenido a! girar el segmento P,_1P en torno del eje x tiene

una altura inclinada L. y, como se muestra en la figura 6.4.9, el radio promedio

= [f(x.) +f(x,)].

Como , se encuentra entre los valores def(x1_1) yf(x,), la propiedad del valor
intermedio para funciones continuas (sección 2.4) proporciona un punto x
en [x,_1, x,] tal que =f(x7 *) Por la ecuación (6), el area del cono truncado es

2ir,L, = 21Tf(x*)V1 + [f'(x')]2 zx.

Lb 2f(x)V1 + [f'(x)]2 dx.

Aunque los nirneros x y x * sean distintos por lo general, aim asI tenemos (jor
un resuitado enunciado en ci apéndice F) que nuestra aproximación tiende a la
integral anterior cuando tx 0. Intuitivarnente, esto es fácil de creer: después de
todo, cuando & - 0, la diferencia entre x y x7 también tiende a cero.

Por tanto, definimos ci area A de Ia superficie generada al girar la curva suave
y =f(x), a x b en torno del ejex, mediante Ia fOrmula

A 2f(x)V1 + [f'(x)]2 dx. (8)

Si escrihi mos yen vez def(x) y ds en vez de J I + (dy/dx)2 dx, como en la ecuación

(4'), entonces podemos abreviar Ia ecuación (8) como

A

fb
(ejex). (9)

Podenios recordar esta fónnula si pcnsamos en dA = 2.iryds como el area del cono
tnincado angosto obienido al girar ci pequeno arco ds en torno del eje x en un
circulo de radioy (figura 6.4.10).

Si ci arco suave que se gira en tomb dci eje x está dado por x = g(y), c y d,
entonces ima aproxtrnación hasada en una subdivisiOn de [c, d] conduce a la
formula

A
=

f 2yVl + [g'(y)]2 dy. (10)

Capitulo 6 / Aphcaciones de la integral

x Sitmamos las areas de estos conos tnmcados para = 1, 2, 3, . . . , n. Esto
produce Ia aproxiniación

A 21Tf(x*)Vi + [f'(x)]2 tx.

Si x7 yx7 * fueran ci inisnzo punto del i - ésirno subintervalo [x1_1, x.], entonces
esta aproximación podria ser una surna de Riemann para la integral



y=axb
Descripción de

Ia curva C
x = g(y),cyd

Podemos obtener Ia ecuación (10) si hacemos la siguiente sustitución formal ds =
J 1 + (dx /dy)2 dy de Ia ecuación (4") en la formula abreviada de Ia ecuación

(9) para el area de una superficie de revolución y después reemplazamos a y b por
los Ilmites correctos de integración.

Ahora, consideremos Ia superficie generada al girar un arco suave en torno
del ejey en vez del ejex. En Ia figura 6.4.10 vemos que el radio promedio del cono
truncado angosto obtenido a! girar el arco pequeño ds esx en vez dey. Esto sugiere
Ia formula abreviada

C"
A

= J
2irxds (ejey) (11)

a

para el area de una superficie de revolución en torno del ejey. Si el arco suave
está dado pory =f(x), a x b entonces Ia sustitución simbólica implica ds =
I I + (dy/dx)dr

A 2xV1 + [f'(x)J2 dx. (12)

Pero si el arco suave tiene la forma x = g(y), c y d entonces la sustituciOn
simbólica ds = i I + (dx/dy)2dy en Ia ecuación (11) implica

A 2g(y)V1 + [g'(y)]2 dy. (13)

Podemos veriuicar las ecuaciones (12) y (13) utilizando aproximaciones similares
a Ia que condujo a Ia ecuación (8).

AsI, tenemos cuatro formulas para el area de superficies de revolución,
resumidas en Ia tabla de Ia figura 6.4.11. Decidir cuál de estas formulas es la
adecuada para calcular el area de una superficie dada, depende de dos factores.

Si el arco suave que genera la superficie tiene Ia forma y f(x) o la forma
xg(y),y
Si este arco se gira en torno del ejex o del ejey.

No es necesario memorizar las cuatro fOrmulas de la tabla. En vez de esto, le
sugerimos recordar las fOrmulas abreviada.s de las ecuaciones (9) y (1 1)junto con
la figura 6.4.10 y hacer Ia sustitución

y= ds = +
(\2

dx
\dx)

Eje de revolución
Ejex Ejey

2f(x)Vl + [f'(x)]2 dx (8) 2irxVl + [f'(x)]2 dx (10)

J:2v1 + [g'(y)]2dy (10)
jd2g(y)vl

+ [g'(y)]2dy (13)

Figura 6.4.11 Formulas para el area de superficies de revolución

Sección 6.4 / Longitud de arco y area de superficies de revolución 373



6.4 Problemas

En los problemas 1 a 10, establezcay siniplifique Ia integral
queproporciona Ia longitud del arco suave dado. No evalte
Ia integral.

1.y=x2, Ox1
2.y=x512, 1x3
3.y=2x3-3x2, Ox2
4.y=x4"3, lx1
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Figura 6.4.12 El paraboloide
del ejemplo 4

o la sustitución

(dx\2
I + 1i dy,

\dy /

seg.'in si el arco suave se presenta como función dex o como función dey. También
puede ser iitil observar que cada una de estas cuatro formulas para el area de una
superficie es de la forma

A=j2rds (14)

donde r denota el radio del circulo en tomb del cual se gira el elemento de longitud
de arco ds.

Como en las secciones anteriores, de nuevo le advertimos que identifique la
variab]e independiente examinando la diferencial que exprese cada variable
dependiente en términos de la variable independiente antes de obtener laprimitiva.
Es decir, exprese todo, inciuyendo ds, en términos de x (y dx) o todo en términos
dey (y dy).

EJEMIPLO 4 Determine ci area del paraboloide que se muestra en Ia figura 6.4.12,
que se obtiene al girar el arco parabólicoy =x2, 0 xfen torno del ejey.

Solución Seguimos Ia sugerencia que precede a este ejemplo y obtenemos

A
=

2x ds
1b

2xl + ()2
dx

x'g(y), ds=

=
f 2xVl + (2x)2 dx

0

3/2 13

= L
(l + 4x2)28xdx = [i + 4x2) =

Jo

5.y=ix2, 0x10O
6.x=4yy2,
7.x=y4, 1y2
8.x2=y, Iy4
9.xy=1, 1x2
1O.x2+y2=4, 0x2

La decision de la formula abreviada por utilizar (ecuación (9) u (11)) queda
detenninada por el eje de revoiución. En contraste, Ia decisiOn de que la variable
de integraciOn deba ser x o y se toma con base en ci arco suave dado: como una
funciOn dcx o como funciOn dey. En aigunos problemas, x oy se pueden emplear
como Ia variable de integración, pero por lo general, la integral es mucho más
simple y fácil de evaluar si se hace la elección correcta. La experiencia es muy Otil
en este contexto. En este momento, intente resolver el ejemplo 4 con la variable
independiente y.

Capitulo 6 I Aplicaciones de la iiitegral
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Enlosproblemas 11 a 20, establezcaysimplflquela integral
que da el area de Ia superficie de revolución, generada a!
girar el arco suave dado en tomb del eje especJicado. No
evahe Ia integral.

11.y=x2, 0x4; elejex
12.y=x2, 0x4; elejey
13.y=xx2,0x1; elejex

y = x2, 0 x 1; Iarectay=4
y = x2, 0 x 1; larectax2

16.y=xx3,Ox1;eIejex
17.y=Vi, 1x4; elejex
18.y=V, 1x4; elejey

y = x3"2, 1 x 4; Ia recta x =

y = x512 1 x 4; Ia recta y =

Determine Ia Ion gitud de los arcos suaves en los pro blemas
21 a 28.

y = (x2 + 1)3/2 de x = 0 x = 2

x = - 1)3/2 dey= I ay=5

23.y=x 1+- dexlax3
2x

x = !y4 + dey= 1 ay=2
8 4y

8x2y - 2x6 = 1 de (1, ) a (2, )

l2xy - = 3 de(j, 1)a(,2)
y3 = 8x2 de(1,2)a(8,8)
(y 3)2 = 4(x + 2) de (-1,5) a (2, 19)

En los problen3as 29 a 35, determine el area de Ia superJIcie
de revolución generada al girar Ia CUrVe dada en tomb del
eje indicado.

29.y=V, 0x1; elejex
y = x3, 1 x 2; elejex

= +
1

,
x 2; el ejey

5 12x

32.x=1y+,1y2; elejex
8 4y

33.y3=3x, 0x9; eleyey

y = 2/3x2, 1 x 2; el eje y. [Sugerencia: Haga la
sustitución u = 1 + x.]

y=(2x_x2)mn,0x2;elejex.
Demuestre que Ja longitud de un arco de Ia curva sinu-

soidal y = sen x es igual a Ia mitad de Ia circunferencia de Ia
elipse 2x2 + y2 = 2. [Sugerencia: Sustituya x = cos 9 en Ia
integral de longitud de arco para la elipse.]

Use Ia aproximación de Simpson con n = 6 subintervalos
para estimar Ia longitud del arco del seno del problema 36.

Use Ia aproximación de Simpson con n = 10 subinterva-
los para estimar Ia longitud de Ia parabola y = x2 de x = 0 a x

Verifique Ia ecuación (6) para el area de un tronco cónico.
Piense el cono como generado a] girar en torno del ejey el
segmento de recta de (r1, 0) a (r2, h).

Considere una esfera de radio r como una superficie de
revolución, para obtener la formula A = 4irr2 para el area
de su superficie.

Determine Ia longitud total de Ia astroide que se muestra
en Ia figura 6.4.13. La ecuación de su gráfica esx213 y23 = 1.

Figura 6.4.13 La astroide
del problema 41

Determine el area de la superficie generada a] girar la
astroide del problema 41 en torno del ejey (figura 6.4.14).

Figura 6.4.14 La superficie
del problema 42

6.4 Proyecto /
En pocas ocasiones, las integrales de longitud de arco que aparecen en las
aplicaciones son fáciles de evaluar con exactitud. Este proyecto utiliza técnicas de
integraciOn numérica (como se describiO en los proyectos para las secciones 5.4
y 5.9) para aproximar tales integrales.
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Figura 6.4.15 El cable
parabólico de soporte de un
puente colgante

6.5
Ecuaciones
diferenciales
separables

x

4H2 1/2L2j (1+__x2) dx.

12. Los ingenieros italianos han propuesto un puente de suspension entre el
estrecho de Messina (con un ancho de 8 km) entre Italia y Sicilia. Los pianos
incluyen torres de suspension a 380 m de altura en cada extremo. Utilice la integral
del problema 11 para aproximar Ia longitud L del cable parabólico de suspension
para el puente propuesto. Suponga que las dimensiones dadas son exactas y
aproxime Ia integral con Ia precisiOn suficiente para determinar L redondeada a
metros.

Observamos en Ia sección 5.2 que los modelos matemáticos de los fenOmenos
cambiantes del mundo real implican con frecuencia ecuaciones diferenciales (es
decir, ecuaciones que contienen derivadas de funciones desconocidas). Una
ecuaciOn diferencial de primer orden es una ecuaciOn diferencial que se puede
escribir de Ia forma

dx
= F(x,y), (1)

donde x denota Ia variable independiente y y es la función desconocida. Una
solución de la ecuación (1) es una función y = y(x) tal que y '(x) = F(x, y(x)) para
toda x en algiw intervalo adecuado I.

EJEMPLO 1 Si y = x312, entonces

- = = =
dx 2 2 x 2x

si x> 0. Por tanto, Ia función y(x) = x es una solución (en el intervalo x> 0) de
la ecuación diferencial

dy

dx 2x

Asi, para verificar que y = y(x) es una solución de la ecuación (1), primero
calculamos dy/dx y después mostramos que es igual a F(x, y).

En los problemas 1 a 10, calcule las aproximaciones mediante los puntos
derechos e izquierdos R y L, la aproximación por trapecios T = (R + L,,)/2 o Ia
aproximación de Simpson S, En cada caso, utilice n = 10,20,40, ... subintervalos,
duplicando el námero de subintervalos hasta que esté satisfecho con la precision
obtenida.

1 a 5. Determine las longitudes de arco de las gráficas descritas en los problemas
1 a 5 de esta sección.

6 a 10. Determine las areas de las superficies descritas en los probiemas 11 a 15
de esta sección.

y
11. La figura 6.4.15 muestra un cable de un puente colgante, que tiene la forma
de una parabola con ecuación y = k. El puente colgante tiene una longitud total

I. S S
2Sy la altura del cable (con respecto de su punto más bajo) es Hen cada extremo.

H
-.1

H Muestre qtie Ia longitud total de este cable es
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La ecuación diferencial en (1) es separable si su lado derecho es el producto
de una función de x y una función de y. En tat caso, la ecuación toma Ia forma
particular

= g(x)çb(y). (2)
dx

En este caso, las variables x y y se pueden "separar" (aistar en lados opuestos de
ta ecuación) escribiendo de manera informal Ia ecuación diferenciat

f(y) dy = g(x) dx. (3)

Entendemos ta ecuación (3) como una notación concisa para ta ecuación

f(y) = g(x), (4)

a la que liegamos multipticando cada tado de Ia ecuación (2) porf(y) = 1/0(y).

METODO DE SOLUCION

Una de las aplicaciones más importantes de Ia integración es Ia sotución de
ecuaciones diferenciales. Ahora mostraremos que Ia solución de Ia ecuación
diferencial en (4) se reduce a Ia evaluación de dos integrales. Cuando integramos
ambos lados de Ia ecuación (4) con respecto de x, obtenemos

(y(x))dx
=

J g(x)dx + C, (5)

pues dos primitivas de Ia misma función solo pueden diferir por una constante. Si
sustituimos

ff

yy(x), dy=dx
dx

en el lado izquierdo de ta ecuación (5), obtenemos

Jf(y) dy J g(x) dx + C,

como si integrásemos cada tado def(y)dy = g(x)dx con
variable. Si podemos evaluar las integrales indefinidas

(6)

respecto de su propia

F(y)
=

f f(y) dy y G(x)
=

f g(x) dx (7)

entonces ta ecuación (6) toma Ia forma

F(y) = G(x) + C. (8)

Por Oltimo, podemos tratar de resolver la ecuaciOn (8) para obtener una solución
expilcitay y(x) de Ia ecuación diferencial original. En caso contrario, podrIarnos
tratar de resolver Ia ecuación (8) para x = x(y). Si también esto es imposible, por
to general nos conforrnaremos con Ia solución en Ia fomia de la ecuación (8).
Liamamos a esta forma una solución implIcita de la ecuaciOn diferencial original,
pues Ia ecuación (8) presenta Ia soluciOn en una forma definida de manera
implIcita.

Observe quey(x) invotucra Ia constante arbitraria C. Cuando una solución de
una ecuaciOn diferencial contiene una constante arbitraria, la llamamos una
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Figura 6.5.1 Campo de
pendientes y curvas solución para

dy /- vxy

Para analizar el posible comportamiento de las soluciones de una ecuación
diferencial de Ia forma dy/dx =f(x, y), podemos pensar la ecuación diferencial de
una manera muy geométrica: en varios puntos (x, y) del piano xy, el valor
def(x, y) determina una pendiente dyldK. Una solución de esta ecuación diferencial
es irna función diferenciable cuya gráfica tiene pendiente dy/dx = f(x, y) en cada
punto (x, y). En ocasiones, la gráfica de una solución de una ecuación diferencial
se llama curva solución de la ecuación. En términos geométricos, una curia
solución de la ecuación diferencial dy/dx f(x, y) es una curva en el piano cuya
recta tangente en cada punto (x, y) tiene pendiente m =f(x, y).

Suponga que trazamos un pequeo segmento de recta con pendiente
in =f(x, y) por cada punto de una colección representativa de puntos (x, y) en el
piano y. (Existen programas de computadora para hacer esto sin demasiado
esfuerzo.) El conjunto de todos estos segmentos de recta es un campo de
pendientes o campo de direcciones, para Ia ecuación dy/dx =f(x, y). Podemos
intentar bosquejar (o visualizar) una curia solución que se desplace por ci campo
de pendientes de modo que Ia curva sea tangente a cada uno de los pequeflos
segmentos de recta que interseca.

La figura 6.5.1 muestra un campo de pendientes y las curvas soiución tIpicas
para Ia ecuación diferencial dy/cix = TiJ del ejemplo 2. Como sugiere Ia figma,
estas curvas soiución Ilenan el primer cuadrante delpianoxy. A través de cualquier
punto (x0, yo) del primer cuadrante pasa exactamente una curia soiución, la
correspondiente al valor de Ia constante

C 2(yo)2 -
obtenida al sustituir x = x0 y y = Yo en La segunda ecuación en (10).

Una soiución especifica de una ecuación diferencial, como Ia que se obtiene
cuando se especi fica ci valor de Ia constante C en una solución general, es una
solución particular de Ia ecuación diferencial. Con frecuencia, buscamos una solu-
ción particular que satisfaga una condición inicial de la forma

y(xo) = yo. (12)
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soiución general de la ecuación diferencial. Una solución general describe en
realidad una colección infinita de soluciones diferentes de unaecuación diferencial
dada, pues los distintos valores de la constante C proporcionan diferentes solucio-
nesparticulares (soluciones que no contienen constantes arbitrarias).

EJEMPLO 2 Determine una solución general de Ia ecuación diferencial

dx
= Vxy (x, y > 0). (9)

Solución Cuando separamos las variables e integramos, como en la ecuación
(6), obtenemos

Jy' dy
=

J x' dx + C; 2y"2 = x312 + C. (10)

Ahora, podemos despejar y para obtener la solución general

y(x) = (x312 + C)2

en forma expilcita.

CAMPOS BE PENDIENTES Y CURVAS SOLUCION
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Figura 6.5.2 Las curvas
solución del ejemplo 2

4

En este caso, queremos resolver el problem a con condición inicial

= F(x, y), y(xo) = yo, (13)
dx

que consta de una ecuación diferencial y una condición inicial.
En los textos de ecuaciones diferenciales se demuestra que si F(x, y) es una

ftmción de x y y "bien comportada", entonces el problema con condición inicial
(13) tiene exactamente una solucióny =y(x) parax cercano ax0. Si una ecuación
diferencial es separable, entonces podemos intentardeterminaresta solución como
sigue:

U En primer lugar, separamos las variables e integramos para obtener una solu-
ción general.

U Después imponemos la condición inicialy(x0) =Yo para evaluar la constante C
y con ello determinar Ia solución particular deseada.

EJEMPLO 3 Resuelva el problema con condición inicial

= Vxy, y(0) = 1;
dx

= \/xy, y(2) = 2.
dx

Solución En el ejemplo 2 determinamos la solución implIcita

2y2 = x312 + C (10)

que produce Ia soluciOn general

y(x) = (x312 + C)2

de la ecuación diferencial dy/dx =
Para resolver el problema con condición inicial de Ia parte (a), sustituimos

x = Oyy = I en Ia ecuación (10), para obtener C= 2. Por tanto, Ia solución particular
deseada está dada por

y(x) = (x312 + 1)2 = (x312 + 3)2

Para resolver el problema con condición inicial en Ia parte (b), sustituimos x = 2
yy = 2 en la ecuación (10):

2.23/2 = 223/2 + C = + C.
Esto implica que C = 2/3 por lo que Ia solución particular deseada es

y(x) (x3/'2 + \/)2 = (x3'2 +

Las curvas soluciOn de las partes (a) y (b) se muestran en Ia figura 6.5.2.

CRECIMIENTO DE POBLACIONES

Una ecuación diferencial de Ia forma

= kP' (14)

se utiliza con frecuencia para modelar el crecimiento de una población con P(i)
individuos en el instante t, si podemos considerar Ia función continua P(t) como
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una aproximación suficientemente precisa de la población real discreta. La cons-
tante de proporcionalidad k debe determinarse por lo general mediante experimen-
tación, mientras que ci valor del exponente adepende de las hipótesis acerca de
la forma en que cambia Ia población. Por ejemplo, el caso de tasas de natalidad y
mortalidad constantes corresponde a! valor a = I e implica la ecuación de
crecimiento natural de poblaciones dP/dt = kP. En el ejemplo 4, consideramos
a= 0.5 (principalmente para simplificar los calculos).

EJEMPLO 4 Suponga que inicialmente en un lago existen P(0) = 100 peces y
que Ia población de tales peces P(i) satisface la ecuación diferencial

= kV (kconstante). (15)

Si después de t = 6 meses hay 169 peces en el Jago, ,cuántos habrá después de un
año (es decir, cuando t = 12)?

Solución Utilizamos el dato P(6) = 169 para determinar el valor de k. Pero
pnmero debernos resolver Ia ecuación diferencial. Separamos las variables de la
ecuación (15) e integrarnos:

JP"2 dP = J
k dt + C;

2V = kt + C. (16)

Sabernos que P = 100 cuando t = 0. La sustitución simultánea de estos valores en
la ecuación (16) implica C 2 TiO = 20, de modo que

2V = ki + 20.
A continuación, sustituirnos I = 6 y P = 169 para obtener el valor k = 1, por lo que
2'T = t + 20. En consecuencia, Ia población de peces después de t meses está
dada por

P(t) = (t + 20)2.

Por iultimo, el niirnero de peces en el lago después de un año es

P(12) = .322 = 256.

LEY DE TORRICELLI

Supongarnos que un tanque de agua tiene un agujero de area a en el fondo y que
el agua sale por el agujero. Denotamos y(t) la profundidad (en pies) del agua en eJ
tanque en el instante I (en segundos) y V(t) el volumen de agua (en pies cñbicos)
en el tanque en el mismo instante. Es plausible (y cierto bajo condiciones ideales)
que Ia velocidad del flujo de agua que sale por el agujero es

v = V2gy (g=32pies/s2), (17)

que es Ia velocidad adquiida por una gota de agua en caida libre desde la superficie
del agua hasta el agujero. Esta es Ia ley de Torricelli.

Como lo indica Ia uigura 6.5.3, Ia cantidad de agua que sale pore! agujero del
fondo durante un pequei'io lapso di equivale a un cilindro con area de la base a y
altura v di. Por tanto, el carnbio resultante dV en el volamen de agua en el tanque
está dado por
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Figura 6.5.3 Deducción de Ia
Icy de Torricelli
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Figura 6.5.4 Vaciado de un
tanque serniesférico

dV = av dt = aV2gy dt. (18)

Pero si A(y) denota el area de Ia sección transversal del tanque a una alturay sobre
el agujero, entonces

dV = A(y) dy, (19)

como es usual. Si compararnos las ecuaciones (1 8) y (19), vemos quey(t) satisface
la ecuación diferencial

A(y) = aV2gy. (20)

En algunas aplicaciones, ésta es una forma muy conveniente de Ia ley de Torricelli
(véase Ia sección 5.2). En otras situaciones, será preferible trabajar con Ia ecuación
diferencial en (18) de la forma

dV = a\/2gy

o bien, si se desconoce el area del agujero del fondo, la forma

dV cvy,

donde c = a'.r es una constante positiva.

EJEMPLO 5 Un tanque serniesférico tiene un radio superior de 4 pies y, en el
instante I = 0, está lleno de agua. En ese mornento, se abre u.n agujero circular de
diámetro de I pulgada en el fondo del tanque. Cuánto tiempo tarda en vaciarse
el tanque?

Solución A partir del triángulo rectangulo de Ia figura 6.5.4, vemos que

A(y) = irr2 = - (4 - y)2] = ir(8y - y2).

Si g = 32 piesls2, Ia ecuación (20) torna Ia fornia

2dy /12
(8y - y ) = -) V64y;

J
(8y2 - y3/2) dy = dt + C;

j 72

3/2 2 5/2 = + C.3y 72

Sahemos quey(0) = 4, por lo que

6 424_448
3 iT

El tanque esti vacio cuandoy = 0; es decir, cuando

= 72W 2150 (s),

cerca de 35 minutos y 50 segundos. Asi, el tanque se vacla en poco menos de 36
n-li nut Os.
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Problemas

Determine soluciones generales (implicitas en caso necesa- 22. Demuestre que Ia soiución a! problema con condición
rio, expilcitas cuando esto sea posible) de las ecuaciones inicial
d(ferenciales de los pro blemas 1 a 10.

= kVP, P(0) = P0,

i.=2x\/5 2.=2xy2 di

esta dada por
dy 23 3/23. = X y 4. = (xy) P(t) = (kt +

5. = 2xVy - 1 6. 4x3(y 4)2 23. Suponga que Ia población de Beaverton satisface Ia
.5 X ecuación diferenciai del problema 22. (a) Si P = 100,000 en

dY 1 + Vi
8

x + x3 1970yP=121,000en1980,cuálserálapoblaciónene1ano
dx + dx y + y3 2000? (b) i,Cuándo ilegará Ia pobiación a 200,000?

dy x2 + 1 dy (x3 - i )3 24. Considere una raza de conejos cuya poblacibn P(t satis-

dx = x2(3y2 + 1) dx = x2(2y3 - 3) face ci probiema con condición micial

Resuelva los problemas con condiciones iniciales de los
dP = kP, P(0) = Po,

problemas 11 a 20.

11.=y2, y(0)= 1
dx

12. = V, y(0) = 4
dx

13.=_.!_, Y(0)= 1dx 4y

y(1)=2
dx xy

15. = Vxy, y(U) = 4
dx

y(3)=Sdx y

= -, y(i2) =
dx y

y2 = x2 + 2x + I, y(i) = 2
dx

= 3x2y2 - y2, y(0) =
dx

= 2xy3(2x2 + I), y(i) = I

dx

Suponga que Ia pobiación P(i) de peces en un iago es
atacada por una enfermedad en ci instante / = 0, con ci
resuitado

(k>0)
di

Si inicialmente habia 900 peces en ci lago y quedan 441
después de seis semanas, cuánto tienipo tardan en morir
todos los peces del lago?

382

Figura 6.5.5 El tanque cilIndrico del problenia 27

Stiponga que ci tanque dci problema 27 tiene un radio de 3
pies y que ci agujero del fondo es circular con radio I pulgada.
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donde k es una conslante positiva. Obtenga la soiución

P(t)
1 - kP0t

En ci problema 24, suponga que P0 = 2 y que existen 4
conejos despubs de 3 meses. Qué ocurre en los 3 meses
siguientes?

Suponga que una iancha de motor viaja a v= 40 pies/seg
cuando su motor se apaga en ci instante / = 0. A partir de ese
mornento, su desaceieración debida a ia resistencia del agua
está dada por dv/di = - kv, donde k es una constante
positiva. (a) Resuelva esta ecuación diferencial para mostrar
que Ia vciocidad de ia iancha despubs de t segundos es v =
40/(1 + 40k/) pies/segundo. (b) Si Ia veiocidad de Ia lancha
después de iO segundos es 20 pies/segundo, i,cuánto tienipo
tarda en reduciria a 5 pies/segundo?

Un tanque con lorma de cihndro vertical contiene iniciai-
mente agua con una profundidad de 9 pies (figura 6.5.5). El
tapón dci fondo se retira en el instante t = 0 (t en horas).
Después de una hora, Ia profundidad ha descendido a 4 pies.
Cuánto tiempo tarda en vaciarse ci tanque?



,Qué tanto tiempo le tomará a! agua, inicialmente de 9 pies
de profundidad, drenarse compietamente?
29. Un tanque de agua tiene Ia forma de un cono circular recto
con eje vertical y vértice en el fondo. El tanque tiene una altura
de 16 pies, y el radio de Ia parte superior es de 5 pies. En el
instante i = 0, se retira un tapón en el vértice y el tanque,
inicialmente Ileno, comienza a vaciarse. Después de una hora,
ci agua en el tanque tiene una profundidad de 9 pies. (,En qué
momento se vacla ci tanque (figura 6.5.6)?

6.6/
Fuerza y trabajo

Figura 6.5.6 El tanque cónico del problema 29

Suponga que Un tanque cilindrico (con eje vertical) con-
tiene inicialmente V0 litros de agua y que se vacia por un
agljero en el fondo en Tminutos. Utilice Ia Icy dc Torricelli
para mostrar que ci volumen de agua en ci tanque después de

Tminutos es V(t) = V0[1 (t/7)]2.
La forma de un tanque de agua se obtiene a] girar Ia curva

y = x4 en tomb del eje y (las unidades sobre el eje de
coordenadas están en pies). Se retira un tapón del fondo a las
doce del dia, cuando Ia profundidad dcl tanque es de 12 pies.
A Ia una de Ia tarde, Ia profundidad del agua es de 6 pies. ,En
qué momento se vacIa ci tanque?

La forma de un tanque de agua se obtiene al girar Ia
parábolay = x2 en tomb dcl ejey (las unidades sobre ci eje de
coordenadas están en pies; véase Ia figura 6.5.7). La profun-
didad del agua es de 4 pies a las doce dcl dia; en ese momento,
se retira ci tapón del agujero circular dcl fondo. A Ia una de
la tarde, Ia profundidad del agua es de 1 pie. (a) Determina Ia
profundidad del agua y(t) después de i horas. (b) ,En qué
mornento se vacia completamente ci tanque? (c) CuáI es ci
radio dcl agujero circular del fondo?

Figura 6.5.7 El tanque del problema 32

Un tanque ciiindrico de longitud 5 pies y radio 3 pies estã
situado con su eje horizontal. Si se abre un agujero circular
de radio de 1 puigada en el fondo y el tanque està Ileno inicial-
mente con xiieno, L,cuánto tiempo tarda en vaciarse ci tanque
por completo?

Un tanque esférico de radio 4 pies está lieno de mercurio
cuando se abre un agujero circular con un radio de 1 pulgada
en ci fondo. /,Cuánto tiempo tarda en salir todo el mercunio
del tanque?

La clepsidra o reloj de agua. Un reloj de agua de 12 horas
se va a diseñar con las dimensiones que se muestran en Ia
figura 6.5.8, con Ia forma de la superficie obtenida al girar
Ia curvay =f(x) en torno del ejey. 6Qué ecuación dcbe tener
esta curvay qué radio debe tener ci agujero circular del fondo,
de modo que ci nivel del agua descienda a razón conslante de
4 puigadas/hora?

y

yf(x)

x=gv)

y

I pie

--
4 pies

'I

(2,4)

Figura 6.5.8 La clepsidra del probiema 35

El concepto de trabajo se introduce para medir el efecto acumulado de una fuerza
a] mover un cuerpo de una posición a otra. En ci caso más sencilio, una partIcula
se mueve a lo largo de una ilnea recta por Ia acción de una fuerza constante. El
trabajo realizado por tal fuerza se define como ci producto de Ia fuerza por la
distancia durante Ia cual actiia. Asi, si Ia fuerza constante tiene magnitud F
y Ia particula se mueve a io iargo de Ia distancia d, entonces ci trabajo reaiizado
por Ia fiierza está dado por

W = F.d. (1)
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Por ejemplo, si una fuerza constante horizontal de 50 Newtons (N) se aplica a una
pesada caja para empujarla una distancia de 10 m a lo largo de un piso rugoso
(figura 6.6.1), entonces el trabajo realizado por Ia fuerza es

W= 50. 10 = 500

newtonmetro (N.m). Observe las unidades; debido a la definición de trabajo, las
unidades de trabajo siempre son producto de unidades de fuerza por unidades de
distancia. Otro ejemplo: para levantar un peso de 75 libras una distancia vertical
de 5 pies, debe aplicarse una fuerza constante de 75 libras. El trabajo realizado por
esta fuerza es

W=75 .5=375

pieslibra.
Aqul utilizamos Ia integral para generalizar Ia definición de trabajo al caso en

que una partIcula se mueve a lo largo de una lInea recta por la acción de una fuerza
variable. Dada una función de fuerza F(x) definida en cada punto x del segmento
de recta [a, bJ, querernos definir ci trabajo Wrealizado por esta fuerza variable al
empujar Ia partIcula desde ci punto x = a hasta ci punto x = b (figura 6.6.2).

Comenzamos con Ia division usual del intervalo [a, b] en n subintervalos, cada
uno con Ia misma longitud x = (b - a)/n. Pam cada i = 1, 2, 3,.. . , n, sea x un
punto arbitrano del i - ésimo subintervalo [x,

, x.]. La idea fundamental es
aproximar ci trabajo real realizado por la fuerza variable F(x) al mover la
partIcula de x1_1 a x,, por ci trabajo F (x7) & (fuerza x distancia) realizado al mover
una partIcula una distancia Lix de x1_1 a x, (figura 6.6.3). AsI,

F(x') Lix. (2)

Aproximarnos ci trabajo total Wsurnando de i 1 a i = n:

W = LiW, F(x) Lix. (3)

Pero Ia suma final en (3) es una suma de Riemann para F(x) en ci intervalo [a, b],
y cuando ii - +00 (y & - 0), tales sumas tienden a Ia integral de F(x) dcx = a
ax = b. Por tanto, esto nos motiva a definir ci trabajo Wrealizado por la fuerza
F(x) al mover Ia partIcula dcx = a ax = b como

W = $ F(x) dx. (4)

La siguiente forrna heurIstica de establecer la ecuación (4) es l'iti] para
establecer las integrales para problemas de trabajo. Imaginemos que dx es un
ni'imero tan pequeño que el valor de F(x) no cambia de manera apreciable en ci
pequei'io intervalo de x a x + dx. Entonces, ci trabajo real izado por Ia fuerza al
mover Ia particula de x ax + dx debe ser muy cercano a

dW = F(x) dx.

La propiedad aditiva natural del trabajo irnplica entonces que podriamos obtener
ci trabajo total Wsumando estos pequeflos elementos de trabajo:

= dW F(x) dx.
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Fuerza de 50 N
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Figura 6.6.1 Una fuerza de
50-N realiza un trabajo de
500 Nm al empujar una caja 10 rn
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Figura 6.6.2 Una fuerza
variable que empuja una partIcuia
dea ab
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Figura 6.6.3 La fuerza
constanle F (x ) que actáa en ci
i-ésimo subintervalo



El trabajo en el sentido de la
fisica es diferente del trabajo en el
sentido de Ia fisiologla. En este
momento, el levantador de pesas
no realiza trabajo en el sentido de
la fisica, pues mantiene Ia pesa en
una posición.

Sección 6.6 I Fuerza y trabajo

RESORTES ELASTICOS

*TRABAJO REALIZADO CONTRA LA GRAVEDAD

De acuerdo con Ia ley de la gravitación de Newton, Ia fuerza que se debe ejercer
en un cuerpo para mantenerlo a una distancia r del centro de la Tierra es
inversarnente proporcional a r2 (si r R, el radio de Ia Tierra). En otras palabras,
Si F(r) denota Ia fuerza que lo mantiene, entonces

F(r) =

paraciertaconstantepositiva k. El valor de estafuerza enlasuperficiedelaTierra,
donde r = R 4000 mi (= 6370 km), es el peso del cuerpo.

Dado el peso F(R) de un cuerpo particular, podemos determinar el valor
correspondiente de k utilizando Ia ecuación (6):

385

k

r2
(6)

Considerernos un resorte cuyo extremo izquierdo está fijo y cuyo extremo derecho
es libre de moverse a lo largo del eje x. Suponemos que el extremo derecho está
en el ongen x = 0 cuando el resorte tiene su longitud natural; es decir, cuando el
resorte está en su posición de reposo, sin estar comprimido ni estirado por la acción
de fuerzas externas.

De acuerdo con la ley de Hooke para resortes elásticos, Ia fuerza F(x) que se
debe ejercer sobre el resorte para mantener su extremo derecho en el punto x es
proporcional al desplazamiento x del extremo derecho con respecto de su posición
de reposo. Es decir,

F(x) = kx, (5)

donde k es una constante positiva. La constante k, ilamada constante del resorte
(o constante de elasticidad), es una caracterIstica particular del resorte en
cuestión.

La figura 6.6.4 muestra Ia disposición de tal resorte a lo largo del ejex. El extremo
derecho del resorte se mantiene en Ia posición x sobre el eje x debido a una fuerza
F(x). La figura muestra Ia situación para x > 0, de modo que el resorte está estirado.
La fuerza que ejerce el resorte sobre su extremo derecho está dirigida hacia la
izquierda, de modo que, como muestra Ia figura, la fuerza extema F(x) debe actuar
hacia Ia derecha. La derecha es la posición positiva en este caso, de modo que F(x)
debe ser un n6mero positivo. Como x y F(x) tienen el mismo signo, k también debe
ser positiva. Puede verificar que k es positiva también en el caso x <0.

EJEMPLO 1 Suponga que tin resorte tiene una longitud natural de I pie y que
se necesita una fuerza de 10 libras para tenerlo comprimido a una longitud de
6 pulgadas. Cuánto trabajo se realiza al estirar el resorte desde su longitud natural
hasta una longitud total de 2 pies?

Solución Para mover el extremo libre de x = 0 (la posición de la longitud natural)
ax = 1 (estirado 1 pie), debemos ejercer una fuerza variable F(x) determinada por
Ia ley de Hooke. Tenemos que F = - 10 (libras) cuando x = 0.5 (pies), de modo
que Ia ecuación (5), F= Icy, implica que Ia constante de elasticidad para este resorte
es k = 20 (libras/pie). AsI, F(x) = 20x, y entonces (utilizando Ia ecuación (4))
tenemos que el trabajo realizado al estirar este resorte de Ia manera indicada es

I 1'

W = J20x
dx = [lOx2] = 10 (pies libra).

0 0

x=O

x

Longitud
natural L

x=O

Fuerza impucsta F (x)

Is',,,'' x

Alargamiento x

Figura 6.6.4 El alargarniento x
es proporcional a Ia fuerza
impuesta F.
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Figura 6.6.5 Un satélite en
Orbita a 1000 millas sobre Ia
superficie de la Tierra (ejemplo 2)

Area de Ia
secCión trans-
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Figura 6.6.6 Un tanque sobre el
suelo

k = R2.F(R).

El trabajo que debe realizarse para levantar ci cuerpo en forma vertical desde Ia
superficie hasta una distancia R1> R, desde el centro de ia Tierra, es entonces

w=fdr. (7)

Si Ia distancia se mide en millas y Ia fuerza en libras, entonces esta integral da ei
trabajo en milias - libra. Esta no es uila unidad convencionai de trabajo. Multipii-
camos por 5280 (pics/milla) para convertir este resultado en piesiibra.

EJEMPLO 2 (Lanzainiento de un satélile) Cuánto trabajo debe realizarse para
levantar un satélite de 1000 libras de manera vertical con respecto de la superficie
de Ia Tierra hasta una órbita 1000 millas sobre la superficie? Véase la figura 6.6.5,
y considere R = 4000 milias como ci radio de ia Tierra.

Solución Como F = 1000 (iibras) cuando r = R = 4000 (miilas), tcncmos de la
ecuación (6) que

k = (4000)2(1000) = 16 X iO (miilas2. libras).

Entonces, por la ecuación (7), ci trabajo realizado es

w=f-Li._ [_ 5000

r2 ' - [ r]4000

= (16 X 109)( 8 X 10 (millas.iibras).

Multiplicamos por 5280 (pies/rnilla) y escribimos la respuesta como

4.224 X iO = 4,224,000,000 (pies libras).

Tarnbién podemos cxpresar la respuesta dci ejempio 2 en términos de la
potencia que debe proporcionar ci cohete de lanzamiento. La potencia es Ia razón
con ia quc se real iza ci trabajo. Por ejemplo, un caballo de potencia (hp) se define
como 33,000 pies. libralminuto. Si ci ascenso hasta Ia órbita tarda 15 minutos y SI
solo 2% de Ia potencia gencrada por ci cohete es efectiva para elevar ci satélite (ci
resto se utiliza para elevar ai cohete y su combustible), podemos convertir Ia
respuesta dcl ejemplo 2 a caballos de potencia. La potenciapromedio que debe
producir ci motor del cohete durante el ascenso de 15 minutos es

(50)(4.224 x i0)
P

= (15)(33,000)
- 426,667 (caba]ios de potencia).

El factor 50 en ci numerador provicne dc Ia eficiencia dci 2% dci cohete: La
potcncia total debe multiplicarse por 1/(0.02) = 50.

TRABAJO REALIZAT)O AL LLENAR UN TANQUE

Los cjcrnplos I y 2 son aplicacioncs dc ia ccuación (4) para calcular ci trabajo
rcaiizado por una fuerza variable al mover una partIcula una cierta distancia. Otro
tipo cornin de problema de fuerzatrabajo impiica Ia suma de trabajo realizado
por fuerzas constantes que acti'ian en diversas distancias. Por ejernpio, considere-
mos ci probicrna dc bombear tin fluido dcsde ci nivcl dci sucio hacia arriba a un
tanque por arriba del suelo (figura 6.6.6).
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Es conveniente pensar que el tanque se ilena por capas delgadas y horizontales
del fluido, cada una de las cuales se levanta desde el suelo hasta su posición final
en el tanque. No importa cómo se comporte el fluido mientras se ilena el tanque;
esta sencilla forma de pensar el proceso nos da una forma pam calcular el trabajo
realizado en el proceso de lienado. Pero cuando pensamos que el tanque se llena
de esta forma, debemos permitir que las diferentes capas de fluido se levanten a
distancias diferentes para alcanzar su posición final en el tanque.

Supongamos que el fondo del tanque está a una altura y = a y que su parte
superior está a una altura y = b > a. Sea A(y) el area de la sección transversal del
tanque en la altura y. Consideremos una subdivision de [a, b] en n subintervalos,
todos con la misma longitud iy. Entonces, el volumen de la rebanada horizontal
del tanque correspondiente al i-ésimo subintervalo [y_ yJ es

= J
A(y) dy = A(y) y

yl-

para algin nmero y en [y, y1]; esto es consecuencia del teorema del valor
prornedio para integrales (sección 5.6). Sip es la densidad del fluido (en libras por
pie ciibico, por ejemplo), entonces Ia fuerza necesaria para levantar esta rebanada
desde el suelo hasta su posición final en el tanque es simplemente el peso
(constante) de Ia rebanada:

F1 = p V1 = pA(y') y.

Qué hay de Ia distancia a través de la cual debe actuar esta fuerza? El fluido en
cuestión se levanta desde el nivel del suelo hasta el nivel del subintervalo [y- y],
de modo que cada partIcula del fluido se levanta al menos la distanciay1_1 y a lo
más Ia distancia y. For tanto, el trabajo tW1 necesario para levantar esta i-ésima
rebanada de fluido satisface las desigualdades

F1y1-i tW1 F1y1;

es decir,

py_iA(y,'') /y py,A(y') y.

Surnarnos ahora estas desigualdades para i = 1,2, 3, . . . , ny vemos entonces
que e] trahajo total W= Wi satisface las desigualdades

py-iA(y) y W py1A(y) y.

Si los tres puntosy_1, y yy de [y,-1, y,] fueran el mismo, entonces las dos iltimas
sumas serian surnas de Riernann para Ia funciónf(y) = pyA(y) en [a, b]. Aunque
los tres puntos no son iguales, si se tiene (por un resultado establecido en el
apéndice F) que ambas sumas tienden a

JpyA(y)
dy cuando iXy - 0.

U

La ley del sandwich para lIrnites implica la formula

A() dy. (8)

Esie es el trabajo W realizado al bombear unfluido de densidad p desde el suelo
hasia un tan que que tiene Un area de sección transversal My) y que se localiza
en Ire las alturas y = a y y = b sabre el suelo.
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La gran pirámide de Khufu

y

500)
4

J

4

Figura 6.6.7 Sección
transversal vertical de Ia pirámide
de Khufu

Una rápida forma heuristica de establecer Ia ecuación (8) y muchas variantes
de ella, es pensar en una delgada rebanada horizontal de fluido con volurnen
dV=A(y)dy y peso pdV=pA (y)dy. El trabajo necesario para levantar esta rebanada
una distancia y es

dW = yp dV = pyA(y) dy,
de modo que el trabajo total necesario para Ilenar el tanque es

W
= f dW =

J pyA(y) dy,

pues las rebanadas horizontales están entrey = a yy = b.

E.JEMPLO 3 Supongamos que Ia construcción de Ia gran pirámide de Khufu en
Gizeh, Egipto, tardó 20 afios. Esta pirámide tiene 500 pies de altura y una base
cuadrada cuyo lado mide 750 pies. Supongamos también que Ia pirárnide está hecha
de roca con densidad p = 120 libras/pie c6bico. Por iiltimo, supongamos que cada
trabajador realiza un trabajo de 160 pies. libra/hora al levantar las rocas desde el nivel
del suelo hasta su posición lina] en la pirárnide y trabajó 12 horas diarias durante 330
diaslaño. ,Cuántos trabajadores se necesitaron para construir Ia pirárnide?

Solución Suponernos una fuerza de trabajo constante a lo largo del periodo de
20 años de construcción. Pensarnos Ia pirAmide formada por delgadas láminas
horizontales de roca, cada una de las cuales se levantó (como una rebanada de
lIquido) desde el nivel del suelo hasta su altura final. Por tanto, podemos utilizar
Ia ecuación (8) para calcular el trabajo Wnecesario.

La figura 6.6.7 rnuestra una sección transversal vertical de la pirámide. La
sección transversal horizontal a una altura y es un cuadrado de lado s. Por los
triingulos sernejantes de Ia figura 6.6.7, tenemos que

s SOOy 3= , de modo que s = (500 - y).
750 500 2

En consecuencia, el area de Ia sección transversal a Ia altura y es

A(y) = (500 - y)2.

Por tanlo, la ecuación (8) implica

w=J500
I20y(500y)2dy

p500

= 270J (2So,000Y - I000y2 + y3) dy
0

- 501)
001) 5= 270[125,000y2 - y + vj

0

dernodoquc W= l.406x 1012 pies libra.
Corno cada trahajador rcaliza

1601233020 1.267 X l0 pieslibra

de trabajo, Ia constnicciór dc la pir!imide (ajo nucstras hipótcsis) habria necesitado

1.406 x I0
1.267 >< l0'

o cerca de 111 ,00() trahajadores.
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Figura 6.6.8 Bombeo de un
lIquido de un tanque a un five!
superior

VACIABO DE UN TANQIJE

Supongamos ahora que el tanque que se muestra en Ia figura 6.6.8 está completa-
mente ileno con un liquido de densidad p libras/pie ciibico y que queremos
bombeartodo ese ]iquido desde el tanque hacia arriba, a! nively = h sobre laparte
superior del tanque. Irnaginamos una delgada rebanada horizontal de lIquido a una
altura y. Si su espesor es dy, entonces su volumen es dV = A(y) dy, de modo que
su peso es p dV= pA(y)dy. Esta rebanada debe levantarse una altura h y, de
modo que el trabajo realizado para levantar la rebanada es

dW = (h - y) p dV = p(h - y)A(y) dy.

Por tanto, Ia cantidad total de trabajo realizado en todo el lIquido que originalmente
estaba en el tanque es

w p(h - y)A(y) dy. (9)

Elproblema 14 le pide que utilice sunias de Riemann para establecer esta integral.

EJEMPLO 4 Un tanque cilindrico de radio 3 pies y longitud 10 pies reposa
sobre su lado en el suelo. Si este tanque está inicialmente ileno de gasolina con un
peso de 40 libras/pie cübico, L,cuánto trabajo se realiza al bombear toda esa
gasolina hasta un punto a 5 pies sobre Ia parte superior del tanque?

SoluciOn La figura 6.6.9 muestra una vista del tanque. Para aprovechar la

r 8 simetria circular, elegimos y = 0 en el centro de Ia sección vertical circular, de
modo que el tanque está entrey = 3 yy = 3. Una sección transversal horizontal

8 y del tanque que corta a! eje y en y es un rectángulo con un largo de 10 pies y ancho
w. Por el triángulo rectángulo de Ia figura 6.6.9, tenemos que

I .....fr 2\I/2
T y SW - - y ,

1] Y de modo que el /irea de esta sección transversal es

A(y) = lOw = 20(9 - y2).
Esta sección transversal debe levantarse desde su posición inicial y hasta suSueto: y=-3

- posición final 5 + 3 = 8, de modo que debe levantarse Ia distancia 8 y, AsI, Ia
Figura 6.6.9 Vista del tanque ecuación (9) con p = 40, a = 3 y b = 3 implica
cilIndrico del ejeniplo 4 3

W
=

J 40(8 - y).20.(9 - y2)"2dy
-3

6400
J

(9 - y2)U2 dy - 800J y(9 2)a dy.
-3 -3

Resolvernos las dos integrales por separado. En primer lugar,
J3

y(9 - y2) dy
=

(9 y2)3/21 = 0.

En segundo,
-3 -

f3
(9 y2)'dy I.32 =

pues Ia integral no es más que el area de un semicIrculo de radio3. Por tanto,

W = 6400 .-ir = 28,800ir,
aproxirnadamente 90,478 pies. libra.
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Figura 6.6.11 Vista de un
extremo del tanque del ejemplo 5

Como en el ejemplo 4, en los problemas puede utilizar la siguiente integral
en caso necesario:

ra

J(a - x2) dx -
0

que corresponde al area de un cuarto de cIrculo de radio a.

FUFRZA EJERCIDA POR UN LIQUIDO

La presión p a profundidad h en un lIquido es Ia fuerza por unidad de area ejercida
por el lIquido a esa profundidad. La presión está dada por

pph, (11)

donde p es Ia densidad (peso) del lIquido. Por ejemplo, a una profundidad de
10 pies en el agua, para la cual p= 62.4 libras/pie ci'ibico, la presión es 62.4. 10 =
624 libras/pie cuadrado. Por tanto, SI se suspende una delgada placa de area 5 pies
cuadrados en posición hoizontal a una profundidad de 10 pies en el agua, entonces
el agua ejerce una fuerza hacia abajo de 624.5 = 3120 libras en Ia cara superior
de Ia placa y una fuerza idéntica hacia arriba en Ia cara inferior.

Es un hecho importante que a una profundidad dada en un liquido, Ia presión
es la misma en todas las direcciones. Pero si una delgada placa se sumerge en

y = C: supetficie del liquido ... .

posicion vertical en el hquido, entonces Ia presion sobre Ia cam de Ia placa no es
constante, pues, por Ia ecuación (11), iapresión aurnenta con Ia profundidad. En

.
consecuencia, Ia fuerza total ejercida sobre una placa vertical debe deterrninarse
mediante una integración.

Consideremos una delgada placa vertical sumergida en un lIquido de densidad
p(figura 6.6.10). La superficie del lIquido est en Ia rectay = c, y Ia placa está a
lo largo dcl iritervalo a y <b. El ancho de a placa en Ia profundidad c es
alguna funciôn dey, que denotarnos porw(y).

Para calcular Ia fuerza total F ejercida por el lIquido en cualquiera de las caras
Flgura 6.6.10 Unaplaca de esta placa, comenzamos con una division de [a, b] en a subintervalos, todos
delgada suspendida de manera con Ia rnisma longitud y y denotarnos y7 al punto rnedio del subintervalo [y,, y,J.
vertical en un lIquido

La banda horizontal de Ia placa frente a este iésimo suhintervalo está aproximada
por an rectOngulo de ancho w(y ) y altura y, y su profundidad promedio en el
liquido es c - v. Por tanto, Ia fuerza s.F, ejercida por el liquido a esta banda
horizontal está aproximada por

_ p(c - y)w(y) y. (12)

La fuerza total sobre la placa complcta estt aproximada por

(10)

F = F1 p(c - y)w(y) '.

Obtenemos el valor exacto de F mediante el limite de tales sumas de Riemann
cuando Av - 0:

=
L p(c - y)w(y) dy. (13)

EJEM PLO 5 Un tanquc cilmndrico con 8 pies de di!irnetro reposa sobre su lado
y está Ileno hasta Ia mitaci con pctróleo de densidad p = 75 libras/pie cObico.
Determine Ia fucrza total F ejercida por el petróleo en un extremo del tanque.

Soliición Colocamos el ejey como se indica en Ia ligura 6.6.11 de modo que Ia
superficie dcl petrOleo esté en el nively = 0. El petrOlco está a lo largo del intervalo
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6.6 Problemas

En los probi emas 1 a 5, determine el trabajo realizadopor Ia
fuerza dada F(x) a! mover una partIcula a lo largo del eje x
de x = a ax = b.

1. F(x) 10; a = 2, b = 1
2.F(9=3x-1; a=1,b=5
3.F(x)"-; a=1,b=10
4.F(x)=-3V; a=0,b=4

F(x) =senlTx; a = 1,b = 1

Un resorte tiene una longitud natural de I metro y se necesita
una fuerza de 10 N para estirarlo hasta una longitud total de
2 metros. Cuánto trabajo se realiza pam comprimir este resorte
desde su longitud natural hasta una longitud de 60 cm?

Un resorte tiene una longitud natural de 2 pies y se necesita
una fuerza de 15 libras pam comprimirlo hasta una longitud de
18 pulgadas. Cuãnto trabajo se realiza para estirar este resorte
desde su longitud natural hasta una longitud de 3 pies?

Aplique Ia ecuación (4) para calcular a cantidad de
trabajo realizado al levantar un peso de 100 libras a una altura
de 10 pies, suponiendo que este trabajo se realiza contra Ia
fuerza constante de gravedad.

Calcule Ia cantidad de trabajo (en pieslibras) realizado
al Ilevar un peso de 1000 libras, desde una órbita a 1000 millas
sobre Ia superficie de la Tierra a otra órbita a 2000 millas sobre
la superficie. Utilice el valor de k dado en el ejemplo 2.

Un tanque cilIndrico con un radio de 5 pies y altura 10
pies reposa sobre el suelo con su eje vertical. Utilice Ia ecuación
(8) pam calcular Ia cairtidad de trabajo realizada al llenar este
tanque con agua bombeada desde el nivel del suelo. (Utilice p
= 62.4 libras/pie cfibico como Ia densidad del agua.)

Un tanque cónico reposa sobre su base, que está al nivel
del suelo, y su eje es vertical. El tanque tiene un radio de 5
pies y una altura de 10 pies (figura 6.6.12). Calcule el trabajo
realizado al llenar este tanque con agua (p= 62.4 libras/pie
ci.ibico) bombeada desde el nivel del suelo.

Repita el problema 11, excepto que ahora el tanque está
boca arriba: su vértice está en el nivel del suelo y su base
estã a 10 pies sobre el suelo (pero su eje sigue siendo vertical).

Un tanque cuyo punto mininlo está a 10 pies sobre el
suelo tiene una forma de un tazón, obtenida al girar Ia parabola

Sección 6.6 / Fuerza y trabajo

4 y 0. Por el triangulo rectángulo de la figura, vemos que el ancho del petróleo
en la profundidad (y por tanto, en Ia posiciony) es

w(y) = 2(16 - y2)"2.

Portanto, Ia ecuación (13) implica

4--
I0

4
Suelo

Figura 6.6.14 El tanque
de gasolina del problema 16

x C
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F
= J

75(y)[2(16
4

- y2)"2] dy = 75[(16
[ 1

y2)3/2j = 3200 (libras).
-4

Figura 6.6.12 El tanque Figura 6.6.13 El tanque
cónico del problema 11 con forma de tazón del

problema 13

= Sy, 5 x 5, en torno del ejex (figura 6.6.13).
Las unidades en los ejes de coordenadas están en pies. tCuán-
to trabajo se realiza al Ilenar este tanque con petróleo de
densidad 50 libras/pie ciibico, si el petróleo se bombea desde
el nivel del suelo?

Suponga que el tanque de Ia figura 6.6.8 se llena con un
fluido de densidad p y que todo este fluido debe bombe&se
del tanque hasta el nivel y = h sobre Ia parte superior del
tanque. Utilice sunias de Riemann, como en Ia deducción de
Ia ecuación (8), pam obtener Ia formula W= J,p(hy)A(y) dy
como el trabajo necesario para hacer esto.

Utilice Ia formula del problema 14 para determinar Ia
cantidad de trabajo realizado al bombear el agua en el tanque
del problerna 10 hasta una altura de 5 pies sobre Ia parte
superior del tanque.

La gasolina de una estaciOn de servicio Se guarda en un
tanque cilIndrico enterrado a un lado de la estación, de modo
que Ia parte más alta del tanque está a 5 pies debajo de Ia



superficie. El tanque tiene 6 pies de diãmetro y 10 pies de largo.
La densidad de Ia gasolina es 45 iibras/pie cbico. Suponga que
Ia entrada del depósito de gasolina de cada autonióvi I está a 2
pies sobre el suelo (figura 6.6.14). (a) ,Cuánto trabajo se
realiza a! vaciar toda Ia gasoliria de este tanque, inicialmente
Ileno, a todos los automóviles? (b) Recuerde que I hp (caballo
de fuerza) es equivalente a 33,000 pies libralrninuto. Pam las
conversiones eléctricas, 1 kW (1000 W) es lo mismo que
1.341 hp. El costo del uso de electric idad generada por una
compa1Ia es por lo general de 7.2 centavos/kWh. Suponga que
ci motor eléctrico en la bomba de gasolina de Ia estación tiene
una eficiencia de 30%. ,Cuinto cuesta bombear Ia gasolina de
este tanque en los automóviles?
17. Considere un tanque esférico para agua cuyo radio es
10 pies y cuyo centro está a 50 pies sobre el suelo. Cuánto
trabajo se necesita para ilenar este tanque bombeando agua
desde ei nivel del suelo? [Sugerencia: puede simp]ificar los
cálculos si hacey = 0 en el centro dcl tanque y piensa en Ia
distancia que debe levantarse cada rebanada de agua.]

Figura 6.6.15 El tanque semiesférico del problenia 18

Un tanque semiesférico de radio 10 pies está colocado de
modo que su lado piano reposa sobre una tone de 60 pies de
aitura (figwa 6.6.15). (,Cuánto trabajo se necesita pam Ilenar este
tanque con petróleo de densidad 50 libras/pie ciThico si el petróieo
debe bombearse al tanque desde el nivel del suelo?

Se extrae agua de un pozo de 100 pies de profundidad,
utilizando un cubo que extrae 100 libras de agua. El cubo se
sube a razón de 2 pies/segundo, pero tiene un agujero en
fondo, por el que se derrama el agua a razón de 0.5 libras/se-
gundo. Cuánto trabajo se reaiiza aljalar ci cubo hasta la parte
superior del pozo? Desprecie ei peso del cubo, el peso de Ia
cuerda y el trabajo realizado por la fricción. [Sugerencia:
considere quey = 0 en ci nivel de agua del pozo, de modo que
y = 100 al nivei del sueio. Sea {y0, y .Y2.....y,j una
subdivision de [0, 100] en n subintervalos de igual longitud.
Estime Ia cantidad de trabajo tW1 necesaria para elevar el
cubo dey,_1 ay,. A continuación establezca Ia suma W= A W,
y proceda a Ia integral adecuada haciendo n +00.]

Una cuerda de 100 pies de largo y que pesa 0.25 libras
por pie lineal cueiga de ia oriiia de un edificio muy alto.
j,Cuánto trabajo se necesita para jalar Ia cuerda hasta Ia parte
superior del edificio?
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Supongamos que tapamos el agujero del cubo que se
derrama, en ci problema 19. Ci.iánto trabajo realizamos al
levantar dicho cubo, Ileno de agua, hasta Ia superficie, utili-
zando Ia cuerda del probiema 20? Ignore Ia fricción y el peso
del cubo, pero considere ci peso de la cuerda.

Considere el volumen Vde un gas en un cilindro cerrado
con un piston en un extremo, donde la presiOn p del gas es
una funciónp( de su volumen (figura 6.6.16). Sea A ci area
de la cara del pistOn. Entonces, Ia fuerza ejercida sobre ci
pistOn por el gas en ci cilindro es F =pA. Suponga que el gas
se expande del volumen V1 a! volumen V2. Muestre que ci
trabajo reaiizado por Ia fuerza F es entonces

w=Jp(V)dV.V1

[Sugerencia: sixes Ia longitud del ciIindro (desde su extremo
fljo hasta Ia cara del pistOn), entonces F = A p(Ax). Aplique
Ia ecuaciOn (4) y sustituya V= Ax en Ia integral resultante.]

0 ()
Figura 6.6.16 Un cilindro cerrado con un piston
(probiema 22)

La presiOn p y voiumen V del vapor en una pequefia
máquina de vapor satisface Ia condiciónp V' = c (donde c es
una constante). En un ciclo, ci vapor se expande de un
volurnen V1 = 50 puigadas cObicas hasta V2 = 500 pulgadas
cObicas, con una presiOn inicial de 200 libras/pulgada cua-
drada. Utilice Ia formula del probiema 22 para caicular ci
trabajo, en picslibra, realizado por Ia máquina en cada ciclo.

Un tanque con Ia forma de un hemisferio de radio 60 pies
reposa sobre su base plana, con Ia parte curva hacia arriba. Se
liena con alcohol de densidad 40 libras/pie cObico. Cuánto
trabajo se realiza al bombear todo ci alcohol hasta Ia parte
superior dcl tanque?

Un tanque tiene Ia forma de Ia superficie generada al girar
en tomb del ejey la gráflca dey = x4, 0 x I. El tanque
está inicialmente Ileno con petrOleo de densidad 60 libras/pie
cObico. Las unidades de los ejes de coordenadas están en pies.
,Cuãnto trabajo se realiza para bombear todo ci petrOico hasta
Ia parte superior del tanquc?

Un tanque cilindrico con un radio de 3 pies y Iongitud de
20 pies reposa sobre su iado en ci suelo. Cierta gasohna que
pesa 40 libras/pie cOhico está en ci nivei del suelo y debe
bornhcarsc hacia ci tanque. Determine ci trabajo necesario
para lienar ci tanque.

La base de Un tanque de almacenamiento esférico de
radio 12 pies está en ci nivcI del suelo. Determine Ia cantidad
de trabajo necesaria para lienar ci tanque con petróleo de
densidad 50 libras/pie cObico si todo ci petróleo se encuentra
iniciairncnte a nivel dcl suelo.

Un mono de 20 libras se ata a una cadena de 50 pies que
pesa 0.5 iibras por pie (lineal). El otro extremo de Ia caden0

Capitulo 6 / Aphcaciones de ia integral
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Figura 6.6.17 El mono del probiema 28

se une al techo de lajaula del mono, a 40 pies de aitura (figura
6.6.17). Determine Ia cantidad de trabajo que realiza el mono
al utilizar Ia cadena para subir hasta ci techo.

Tomás está volando una cometa a una altura de 500 pies
sobre el suelo. Suponga que Ia cuerda de la cometa pesa 1/16
onzas por pie (lineal) y que su cuerda est.á estirada en linea
recta, con un ángulo de 450 respecto de Ia horizontal. ,Cuánto
trabajo realiza el viento al levantar Ia cuerda desde el nivel del
suelo hasta la posición descrita?

El centro de un tanque esférico de radio R está a una
distanciaH> R sobre el suelo. Un lIquido de densidad (peso)
pestá al nivel del suelo. Muestre que ci trabajo necesario para
bombear y lienar el tanque con este lIquido es igual al trabajo
necesario para levantar el tanque lieno una distancia H.

Un canal de agua de 10 pies de largo tiene una sección
transversal cuadrada con un ancho de 2 pies. Si el canal está
Ileno (p= 62.4 libras/pie cübico), determine Ia fuerza ejercida
por ci agua en un extremo del canal.

Repita ci problema 31, para un canal con una sección
transversal dada por un triángulo equilátero con lados de
longitud igual a 3 pies.

Repita el problema 31, para un canal cuya sección trans-
versal es un trapecio con una altura de 3 pies, un ancho de 2
pies en Ia parte inferior y un ancho de 4 pies en Ia parte
superior.

U/i/ice la siguienic usia coma iina gufa de los concepios que
ia/icE cleba revisor.

1. El método general para establecer una formula integral
para una cantidad, aproxirnãndoia y reconociendo después Ia
aproximación corno twa sunia de Ricrnann correspondiente a
Ia integral deseada: si ci intervalo [a, b] se divide en ii
subintervalos dc igual iongitud Av = (b - a)/n y si .v denota
un punto en eli - esimo subintervalo, cntonccs

f(x) x = jf(x) dx.

Capilulo 6 / Repaso

Determine Ia fuerza en un extremo del tanque cilIndrico
del ejeniplo 5 si el tanque está ileno de petróleo con densidad
50 libraS/pie ci'ibico. Recuerde que

I(a2 - y2)'12 dy =
Jo

pues Ia integral representa el area de un cuarto de cIrculo de
radio a.

En los problemas 35 a 38, se describe una compuerta en Ia
cara vertical de unapresa. Determine lafuerza total del agua
sabre es/a compuerta, si Ia parte superior está a 10 pies
debajo de Ia superJIcie del agua.

Un cuadrado de lado igual a 5 pies, cuya parte superior
es paralela a Ia superficie del agua.

Un circulo de radio 3 pies.
Un triángulo isbsceles de 5 pies de altura y 8 pies de

ancho en Ia base.
Un semicirculo de radio 4 pies cuya orilla superior es su

diámetro (paralelo a Ia superficie del agua).
Suponga que Ia presa de Ia figura 6.6.18 tiene L = 200

pies de largo y T= 30 pies de ancho en su base. Determine Ia
fuerza del agua sobre Ia presa si el agua tiene una profundidad
dc 100 pies y ci extremo inclinado de la presa da Ia cara al
agua.

D

100

Figura 6.6.18 Vista de un modelo de una presa
(problema 39)

CapItulo 6 Repaso: DEFINICIONES, CONCEPTOS, RESULTADOS /
La distancia neta recorrida como Ia integral de Ia velocidad:

= J v(t) di.

El método de SeccioneS transversales para el cáiculo de
vo lOni enCs:

V
= f A(x) dx,

donde A(x) denota ci area de una rebanada con un espesor
InfiniteSimal dx.
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Determinar el volumen de un sólido de revolución me-
diante ei método de secciones transversaies, donde las seccio-
nes transversales son discos o anilios.

Determinar el volumen de an sólido de revolución me-
diante el método de las capas cilindricas:

donde r denota el radio del circulo en torno dci cual se gira el
elemento de area dA.

La longitud de arco de un arco suave descrito en la forma
y =f(x), a o en la formax =g(y), c

S

=
ds (ds = V(dx)2 + (dy)2),

ds = Vi + [f'(x)]2 dx para y =

ds = Vi + [g'(y)]2 dy para x = g(y).

Determinar ci area de Ia superficie de revolución gene-
rada al girar un arco suave, dado en Ia formay f(x) o en Ia
forrna x = g(y), ya sea en tomb del eje x o del eje y:

A=f 27rrds,

donde r denota ci radio del circulo en tomb dci cuai se gira ci
elemento de longitud de arco ds.

El trabajo realizado por una función fuerza al mover una
partIcuia a lo largo de un segrnento de recta:

CapItulo 6 Problemas diversos

En los problemas I a 3, determine Ia distancia neta y Ia
distancia total recorrida entre t = a y t = b por una par/icula
que se mueve a lo largo de una linea recta con lafuncion de
velocidad dada V =f(t).

1.v=t2t-2; a=0,b3
2.v=(t2-4; a= l,b4
3.v=n-senr(2t-1); a0,b1.5

En los problernas 4 a 8, un sdlido se extiende a lo largo del
eje x de x = a a x = by el area de su sección transversal en x
es A(x). Determine su volumen.
4.A(x)= x3; a0,b 1

5.A(x)=V; a=1,b=4
6.A(x)x3; a1,b2
7.A(x)=Tr(x2 - x4); a 0,b i

8.A(x)x'°°; a-1,b1
394

W
=

j- F(x) dx

si Ia fucrza F(x) actita de x = a ax = b.
La icy de Hooke y ci trabajo realizado al estirar o

comprimir un resorte eiástico.
El trabajo real izado contra la fuerza variable de Ia grave-

dad.
El trabajo rcalizado ai iicnar an tanque o bombear ci

lIquido en ci tanque a otro nivei:

w
f

ph(y)A(y) dy,

donde h(y) denota Ia distancia vertical ala que debe levantarse
una rcbanada horizontal de fiuido dV= A(y)dy, ala aituray.

La fuerza ejercida por an liquido sobre una cara de una
piaca vertica] sumergida:

dondc h denota Ia profundidad dci elemento de area horizontai
dA debajo de Ia superficie del fluido con densidad (peso) p.
13. Solución de la ecuación diferencial separable

= g(x)(y)
dx

mcdiantc integración:

ff(y) dy = J
g(x) dx + C,

dondef(y) = ilçb(y).

Suponga que Ia liuvia comienza en ci instante t = Oy que
Ia razón después dc t horas cs (t + 6)/12 puigadas/hora.
Cuántas pulgadas de Iluvia caen durante las primeras

12 horas?
La base de cierto sólido es Ia region dci primer cuadrante

acotada por las curvas y = x3 y y = 2x - x2. Determine ci
volumen dcl sOlido, si cada sección transversal perpendicular
al cje x es un cuadrado con an iado en ia base del sóiido.

Determine ci volumen dci sOlido generado a! girar en torno
dcl cjcx Ia region del primer cuadrante dci probiema 10.

Determine ci voiumcn dcl sOlido gcncrado al girar ia
region acotada por y = 2x4 y y = x2 + 1 en tomno dc (a) ci eje
x; (b) ci ejey.

Un cable hecho de cobre (de densidad 8.5 gramos/cm3)
tiene ia forma dc una hélice que forma una espiral en torno
dcl cje x de x = 0 a x = 20. Cada sección transversal de este
cable perpendicular ai eje x es un disco circular de radio
0.25 cm. i,Cuál cs Ia masa total dci cable?

CapItuio 6 I Aplicaciones de Ia integral

donde Frzj phdA,
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Obtenga la formula V = l/3.irh(r,2 + r1r2 + r22) para ci
volumen de un cono truncado de aiffira h y radios de las bases
r1 y r2.

Suponga que ei punto P está en una recta perpendicular
al piano xy en el origeri 0, con OP I = h. Considere el "cono
eliptico" que consta de todos los puntos en los segmentos de
recta de Pa los puntos sobre y dentro de Ia elipse con ecuación

(x2 (2
=1.

\aJ \bJ

Muestre que ci voiurnen de este cono eliptico es V=,rabh.
La figura 6.PD. 1 muestra Ia regiOn R acotada por Ia eiipsc

(x/a)2 + (y/b)2 = I y por Ia recta x = a - h, donde 0 <h <a. El
giro de R en tomo dci ejex genera un "segmento de eiipsoide"
de radio r, aitura h y voiumen V. Muestre que

2
b2(2ah - h2)r = yque V = !r2h3a - h

a2 3 2a-h

2 ?

a2 h2
(a.0)

= a + Ii

1N
Figura 6.PD.1 Un segmento Figura 6.PD.2 La region R
de una elipse (probiema 16) dci problema 17

La figura 6.PD.2 niuestra a regiOn R acotada par Ia
hipérhoia (x/a)2 - (y/b)2 = i y ia recta x = a + h, donde 0 > 0.
El giro de R en tomb dci eje .v genera un "scgmcnto de
hiperboloide" de radio r, aitura Ii y volumen V. Muestre que

2
b2(2ah + 02)

1 3a + hr = yque V = -irr2h
3 2a+h

En los problemas 18 a 20, lafuncionf(x) es no negativa y
continua para x 1. Cuando Ia region baja y =f(x) de x =
ax = t se gira en torno del eje indicado, el volumen del sOlido
resultante es V(t). Determine lafunciOnf(x).

V(t) = (i - ); ci cjcx

V(t) = 7r[( I + 31)2 16]; ci eje x

V(t) = n-[(i + 32)3/2 - 8]; ci cjcy

Utiiice Ia fOrmuia integral en ci probiema 36 de ia
sección 6.3 para determinar ci volumen del sOiido genera-
do at girar en torno dci ejey Ia region dci primer cuadrante
acotada pory = x yy = sen(,rx/2).

Utilice ci método de capas cilIndricas para determinar ci
voiumen dci sóiido generado al girar en tomb de Ia recta
x= -2ia region acotada pory=x2 yy =x+ 2.

Determine ia iongitud de Ia curva y = x3a - x dcx =
1 ax=4.

Determine ci area de Ia superficie generada al girar Ia
curva del problema 23 en tomno de (a) ci ejex; (b) ci ejey.

Determine Ia iongitud de Ia curva y = (y' - 2y213) de y
= 1 ay=8.

Determine ci area de Ia superficie generada ai girar ia
curva del probiema 25 en torno de (a) el ejex; (b) ci ejey.

Determine ci Orea de Ia superficie generada a! girar Ia
curva del problema 23 en torno de la rectax = 1.

Si -r < a < b < r, entonces una "zona esférica" de
"aitura" h = b - a se genera al girar en torno dci eje xci arco
circuiar y = ' r2 - x2, a x b. Muestre que ci area de esta
zona esférica es A = 2iv.h, io mismo que Ia de un cilindro de
radio r y attura h.

Aplique ci resultado del problerna 28 para mostrar que ci
area de Ia superlicie de una esfera de radio r es A = 4,-2.

SeaR ia region acotada par ias curvasy = 2x3 yy2 =
4x. Determine los volOmenes de los sOlidos generados ai
girar ia regiOn R en torno de (a) ci eje x; (b) ci ejey; (c) Ia
rectay = -1; (d) Ia recta x = 2. En cada caso, use ci método
de sccciones transvcrsaies y el método de capas cilindricas.

En los pro blemas 31 a 42, determine Ia soluciOn general de
Ia ecuaciOn dferencial dada. Si se da una condiciOn inicial,
determine la soliiciOn particular correspondiente.

2x + cos x; y(0) = 0
dx

32.3Vx+--; y(i)=1O
dx

33.
dx

dx

\Yxy; y(l) =
dx

= I 38. Vxy I

dx

= y2cosx; y(0) =

= sea x; y(0) = 4

2
dy

37. x y
dx

dv

dx

dx

= (y +1)2

3x2y2; y(0) = 1

34. = vy + I
dx

Capituio 6/ Problemas diversos 395



41
dyy2(1_V)

42
'y(x+1)

dXx2_y) dX(y+ l)
Determine La longitud natural L de un resorte si se nece-

sita cinco veces más trabajo para estirarlo de una longitud de
2 pies a 5 pies que el trabajo necesario para estirarlo de una
longitud de 2 a 3 pies.

Una viga de acero que pesa 1000 libras cuelga de un cable
de 50 pies que pesa 5 libras por pie lineal. Cuánto trabajo se
realiza al izar 25 pies del cable con un torno?

Un tanque esférico de radio R (en pies) está inicialmente
I leno de petróleo con densidad p libras/pie ci'ibico. Determine
el trabajo total realizado al bombear todo ci petróleo de la
esfera a una altura de 2R sobre Ia parte superior del tanque.

tCuánto trabajo realiza una colonia de hormigas para
construir un hormiguero cónico de altura y diámetro iguales
a 1 pulgada, utilizando arena que inicialmente está al nivel del
suelo y con una densidad de 150 libras/pie cijbico?

La atracción gravitacional debajo de la superficie de Ia
Tierra es directamente proporcional a Ia distancia al centro de
Ia Tierra. Suponga que se cava un agujero cilindrico recto de
radio 1 pie desde Ia superficie de la Tierra hasta el centro.

Suponga que la Tierra tiene un radio de 3960 millas y una
densidad wiforme de 350 libras/pie cübico. (,Cuànto trabajo,
en piesI ibra, se realiza al levantar un peso de 1 libra desde
el fondo de este agujero hasta su salida?

Cuánto trabajo se realiza al cavar el agujero del proble-
ma 47; es decir, en levantar ci material que contenla inicial-
mente hasta la superficie de Ia Tierra?

Suponga que una presa tiene La forma de un trapecio con
una aitura de 100 pies, 300 pies de largo en La parte superior
y 200 pies de largo en el fondo. j,Cuál es la fuerza total que
ejerce el agua sobre la presa, cuando el nivel del agua, detrás
de Ia presa, Ilega hasta su parte superior?

Suponga que una presa tiene las mismas longitudes en Ia
parte superior e inferior que Ia presa del problema 49 y

Ia misma altura de 100 pies, pero que su cara hacia ci agua
está inclinada 30° con respecto de ia vertical. Cuái es Ia
fuerza total de presión del agua en esta presa?

Para c> 0, las gráficas de y = c2x2 y y = c acotan una
region plana. Gire esta regiOn en torno de Ia recta horizontal
y = 1/c para formar un sOlido. Para qué valor de c-es el
volumen de este sólido máximo?, ,minimo?
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Funciones exponenciales
y logarItmicas

Li John Napier ftie ci octavo baron
de Merchiston, localidad cercana a
Edinburgo, Escocia. Como terrate-
niente, participó vigorosamente en
los asuntos locales y controió de ma-
nera activa las cosechas y ci ganado
en SU tierra, en torno del castillo de
Merchiston. Sc dice que conside-
raba como su contribución más un-
portante y duradera Ia obra A Plaine
Discovery of the Whole Revelation
of Saint John (1593), donde (entre
otras cosas), predecla que ci fin dcl
mundo serIa en 1786. Pero ci mun-
do, que siguc aqui después de dos
siglos, recuerda a Napier como ci
inventor de los logaritmos. El final
del siglo xvi flue una era de cicu10
numérico, cuando los dcsarrollos en
astronomla y navegación pedian una
mayor precisiOn y grandcs cuiculos
trigonométricos. Con su obra tcoló-
gica dctris, Napier comenzO en
1 594 una labor dc 20 años para rc-
volucionar ci artc práctico dcl dilcu-
lo numérico. El resultado de este
proyccto fcnomcnai flue su obra de
1614 Mirifici Logarithniorwn Ca-
nonis Descriptio (DescripciOn dcl

maravilioso canon de los logarit-
mos), que contenla sus tablas ioga-
rItmicas junto con una breve
introducción y gula para su uso.

Li Los estudiantes actuales apren-
den prirnero que ci logaritmo "co-
mOn" de base 10, log10 x, es ci
exponente al que deben elevar 10
para obtener el niimero x. Como

iog10y= iog10x+Iog,0y

Ia multipiicación de dos nOnieros x
y y se reduce a Ia operación ms
sencilla de siwiar sus logaritmos. El
"logaritmo" Nlog(x) que utilizó Na-
pier era Un tanto diferente. Mientras
que log10 I = 0, Ia definición de Na-
pier impiicaba que Nlog(107) = 0,
donde reemplazarnos Ia regia ante-
rior por una regia de Ia forma
NIog(xy) = Nlog(.v) + Nlog(y) - C.
Por tanto, ci uso de la labia de loga-
ritmos original dc Napier irnplicaria
la suma o resla continua de la cons-
tante particular C = iO x In iO
(donde In dcnota ci logaritmo "natu-
ral" modcrno).

Li En 1615, ci profesor inglés de
matemáticas Henry Briggs visitó a
Napier en Escocia. Sus discusiones
produjeron la construcción por par-
te de Briggs de una tab]a de logarit-
mos "mejorados", aqueiios para los
cuales ei logaritmo de I es 0, y ci
logaritmode lOes 1.Aunadécada
de Ia muerte de Napier, se termi-
naron las tablas con 10 cifras de
estos logaritmos comunes. Estas
tabias jugaron un papel central en
los cálculos cientIficos durante los
tres siglos siguientes.

Li En una regia de cálculo del tipo
utilizado de manera universal por
los estudiantes de cálcuio antes dci
advenimiento de las calculadoras
electrónicas de boisillo en Ia década
de 1970, los nOnieros están inscritos
en las rcgias a disiancias proporcio-
nales a sus logaritmos. En conse-
cucncia, los iogaritrnos de x en ima
escala fija y dey en una regla desli-
zante se suman fOcilmente para de-
tenriinar el prodiicto xy.
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7.1 ________
Exponenciales,
ogaritmos y

tUflCjOflCS inversas

Hasta ahora, nuestro estudio del cálculo se ha concentrado principalmente en las
funciones potencia y trigonométricas, asI como las funciones algebraicas obteni-
das a partir de las funciones potencia mediante combinaciones finitas y composi-
ciones. Dedicamos este capItulo al cálculo de las funciones exponenciales y
logarItmicas. Esta sección de introducción da un panorama breve y un tanto
informal de estas funciones no algebraicas, en parte desde la perspectiva de la
matemática anterior a! cálculo. Además de revisar las leyes de los exponentes y
de los logaritmos, nuestro propósito aqul es proporcionar cierto fundamento
intuitivo para el tratarniento sistemático de las funciones exponenciales y logarIt-
micas que se inicia en la sección 7.2.

FUNCIONES EXPONENCIALES

Unafunción exponencial es una función de la forma

f(x) = ax (1)

donde a> 0. Observe que x es Ia variable; el m'uTlero a, llamado Ia base, es una
constante. AsI,

D Una función exponencialf(x) = a5 es una constante elevada a una potencia
variable, mientras que

U La función potenciap(x) =x'es una variable elevada a una potencia constante.

En el algebra elemental, una potencia racional del nñmero real positivo a se
define en términos de raIces y potencias enteras. AhI aprendimos que sip y q son
enteros (con q > 0), entonces

a = =

Tenemos entonces las siguientes leycs de los exponentes para todos los exponen-
tes racionales r y 5:

ar+5 = a' a5, (a') =

a' = (ab)' = a'b'.

Ademis, recordemos que

a° = I
para todo nñmero real positivo a.

EJEMPLO 1 Un cálculo tipico mediante las leyes de los exponentes es

(2)

(3)

Algunas potencias fraccionarias de 2 son

23/2 = = \/, 2' = =

2° = 27/10 = = Y128 1.6245.

398 CapItulo 7 / Funciones exponenciales y logaritmicas

y
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IT 2"

Fgura 7.1.1 Estudio de 2
(ejemplo 2)

EJEMPLO 2 A veces, las aplicaciones requieren exponentes irracionales y
racionales. Consideremos una población de bacterias P(t) que comienza (en el
instante I = 0) con una poblaciôn inicial

P(0) = 1 (millón)

y se duplica cada hora subsecuente, incrementándose en el mismo factor durante
dos intervalos de tiempo de Ia misma longitud. En 3 horas, P se incrementará
mediante un factor de 2. 2 . 2 = 2, de modo que

P(3) 2 8 (millones)

Si k es el factor con el que P se incrementa en 1/3 hora, entonces en una hora P se
incrernenta por un factor k k k = = 2, de modo que

k = 212 y P() = 2" (millones).

De manera más general, sip y q son enteros positivos, entonces P(1/q) = 2'. En
p/q horas, P se incrernentará mediante un factor de 2' cadap veces, de modo que

(2hI)P 2P/Q.

Asi, Ia pohlación de bacterias (en millones) después de I horas está dada por

P(t) = 21 (4)

sites un niimero racional. Pero como el tiempo no se restringe solamente a valores
racionales, podemos concluir que P(t) = 2' para loda 1> 0.

Pero, qué significa una expresión con un exponente irracional, como 2'o 2"?
Para determinar el valor de 2' debemos trabajar con aproximaciones decimales
finitas (racionales) del niimero irracional ir= 3.1415926 . . . Por ejemplo, una
calculadora darIa

23 = 2"° = ()3l 8.5742.

Los valores aproxiinados que se muestran en Ia tabla de la figura 7.1.1 indican que
Ia población de bacterias después de irhoras es

P(IT) = 2" 8.8250 (millones).

El ejemplo 2 sugiere Ia importancia práctica de las funciones exponenciales
2' debase 2. En este capItulo veremos que, para cualquier base fija a> 0, se puede
definirpara ioda x Ia función exponencialf(x) = a', de modo que

U Las leyes de los exponentes de Ia ecuación (2) sean válidas para exponentes
irracionales y racionales;

U La funciónf(x) = a' sea continua, de hecho derivable.

Comenzaremos estudiando la función f(x) = a' en el caso a > 1. Primero
observamos que aT> 1 si r es un nimero racional positivo. Si r <s, otro niimero
racional, entonces las leyes de los exponentes implican

a' < a' as_v = a5,

de modo quef(r) <f(s) siempre que r < s. Es decir,f(x) = a' es irna función
ciecienle del exponente racional v Si graficamos plintos sobre Ia grMica dey = a'
para valores racionales de .v utilizando tin valor fijo tIpico de a corno a = 2,
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3.1 8.5742
3.14 8 .8 152

3.14 1 8. 82 14
3. 1415 8.8244
3. 14159 8.8250
3. 141592 8. 8250
3. 1415926 8.8250
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Figura 7.1.2 La grafica de
y = ax tiene "agujeros" si solo
Se utilizan los va]ores racionales
de x.

2 4 6

Figura 7.1.4 Estudio de los
valores de m(2) y m(3)

Figura 7.1.3 yaXparaa=2,
3, 5, 10

h
2' - 1

h

3h - 1
h

obtenemos una grafica como lade Ia figura 7.1.2. Esta gráfica aparece como una
curva punteada para sugerir que está densamente poblada con "agujeros" corres-
pondientes a los puntos faltantes (x, y) cuando x es irracional. En la sección 7.4
mostraremos que los agujeros de esta gráfica se pueden rellenar para obtener
Ia gráfica de una funcion creciente y continuafdefinida para todo real x y pam Ia
cualf(r) = ar pam todo nOmero racional r. Por tanto, escribimosf(x) = d para
toda x y ilamamos afla función exponencial con base a.

Como se ilustra en la figura 7.1.3, la funcionf(x) = ax crece rápidamente
six> 0 crece, y las gráficas dey = ax tienen una apariencia cualitativa similar para
diferentes valores de a> 1 como base.

DERIVADAS DE LAS FUNCIONES EXPONENCIALES

Para calcular la derivada de la función exponencialf(x) = ax, comenzamos con la
definición de la derivada y después utilizamos la primera ley de los exponentes en
la ecuaciôn (2) pam simplificar Ia expresión, con lo que obtenemos

f'(x) = Dxax = urn f(x + h) - f(x)
= urn a - ax

h h-.0 h

(por las leyes de
los exponentes)

@ues ax es constante con
respecto de h).

Bajo Ia hipótesis de quef(x) = ax es derivable, esto implica que el ilmite

ah_1
m(a) = lim

h-xO h

existe. Aunque su valor in(a) depende de a, el lIrnite es una constante en lo que
respecta a x. Asi, tenemos que la derivada de ax es un máltiplo conslante de Ia
misma ar:

Dxax = m(a).ax. (6)

Como a0 = 1, por Ia ecuación (6) tenemos que la constante m(a) es la pendiente
de Ia recta tangente a Ia curva y = ax en el punto (0, 1), donde x = 0.

Los datos nurnéricos de Ia figura 7.1.4 sugieren que m(2) 0.693 y que
nz(3) 1 .099. Las rectas tangentes con estas pendientes aparecen en Ia figura 7.1 .5.
AsI, parece que

Dx2' (0.693)2' y Dx3' (1.099).3x. (7)

En Ia medida de lo posible, quisiéramos evitar factores numéricos complica-
dos como los de Ia ecuación (7). Parece plausible que el valor m(a) definido en la
ecuación (5) es una función continua de a. En tal caso, entonces, como m(2) < I y
in(3)> 1, Ia propiedad del valor intermedio implica que m(e) = 1 (exactamente)
para algñn niimero e entre 2 y 3. Si utilizamos este nñmero particular e como base,
entonces Ia ecuación (6) implica que la denvada de la funciOn exponencial
resultantef(x) = ex es

axah - ax
= jim

h'O h

1. ah_1
= axl lim

\h-.o h

D=e'.

(5)

(8)
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0.1 0.718 1.161
0.01 0.696 1.105
0.00 1 0.693 1.099
0.000 1 0.693 1.099

x

y = a (en este caso a = 2)

I 2 3



Figura 7.1.6 La gráficay =

Figura 7.1.7 Estimación
numérica del nárnero e

Figura 7.1.5 Las gráficas (a)y = 2x y (b)y = 3X

AsI, Ia función ex es su propia derivada. Liamamos a f (x) = e' la función
exponencial natural. Su gráfIca aparece en la figura 7.1.6.

En la sección 7.3 veremos que el nñmero e está dado por el ilmite

e=lim(1+!). (9)

Analizaremos este ilmite de manera numérica. Con .ma calculadora obtenemos
los valores de la tabla en Ia figura 7.1.7. La evidencia sugiere (pero no demuestra)
que e 2.718 hasta tres cifras decimales. El niirnero e es uno de los más
importantes nñmeros particulares en matemáticas. Se sabe que es irracional; su
valor hasta 20 cifras decimales es

e 2.71828182845904523536.

EJEMPLO 3
(a) Si y = x2ex, entonces el hecho de que De = ex y la regla del producto implican

= (Dx2)e + x2(Dxex) = (2x)(ex) + (x2)(ex) = (2x + x2)ex.
dx

(b)Si
ex

y=x+
entonces con la regla del cociente se obtiene

dy (De)(x + 1) - (e)D(x + 1) (ex)(x + 1) - (ex)(1)
dx - (x + 1)2 - (x + 1)2

xe

= (x + 1)2

FUNCIONES INVERSAS

y = 2

Pendiente = 0.69 3

y=y

Pendjente .099

x

En cursos anteriores a! cálculo, se presenta la función logaritmo de base a log
como "opuesta" a Ia función exponencialf(x) = f en base a> 1. Es decir, Iog
es el exponente al que debemos elevar a para obtenerx. AsI,

Sección 7.1 I Exponenciales, logaritmos y funciones inversas 401

n (i+)"
10 2.594

100 2.705
1,000 2.717

10,000 2.718
100,000 2.718

(a) (b)



Si y = log, entonceS a = x > 0. De aqul, se sigue que

= x (11 a)
y

1oga(a) = y. (lib)

AsI, las funciones exponenciai y logaritmica de base a son opuestos naturales, en
ci sentido de que cada una revierte ci resultado de la aplicación de la otra. Si
aplicamos ambas de manera sucesiva (en cuaiquier orden), regresamos a! inicio
(figura 7.1.8). El ejemplo 5 muestra otras parejas familiares de funciones que son
inversas entre si.

Figura 7.1.8 Funciones inversasfy g. Cada una revierte el resu]tado de la otra.

EJEMPLO 5 Las siguientes son un par defunciones inversas:

f(x)=x+1 y g(x)x-1.
Sumar I y restar I son operaciones inversas; cualquiera de elias revierte ]a otra.
También, duplicar y dividir a Ia mitad son operaciones inversas:

f(x)=2x y g(x)=.
Una funciOn puede ser su propia inversa:
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y = iogx Si y solo Si a = x (10)

Con a = 10, éste es el logaritmo cornán de base 10 iog,.

EJEMPLO 4

log,o 1000 = 3 pues 1000 = 10;

log1o(0.1) = plies 0.1 = 10;
1og216 = 4 p'ies 16 = 2;

!og39 2 pues 9 32

1..

,f(v)



Figura 7.1.9 La gráfica de
x = Cf es Ia gráfica de Ia furición
inversay = Iog de Ia función
exponencial Cf. Aqui mostramos
elcasoa> l

f(x) y g(x).
Elevar al cuadrado y extraer la raiz cuadrath son operaciones inversas Si solamente
se utilizan nñmeros positivos:

ff: (0,00) (0,00)
ipor f(x) = y

Comof(x) = Cf y g(x) = log0x, cada parfy g de funciones dadas en el ejemplo
5 tiene Ia propiethd de que

f(g(x)) = x y g(f(x)) = x (12)

para todo valor x en los dominios de g yf respectivamente.

Definición Funciones in versus
Las dos funcionesfy g son funciones inversas, o inversa una de otra, si

LI El rango de valores de cada función es el dominio de definición de la
otra, y

LI La.s relaciones (12) Son válidas para toda x en los dominios deg yf
respectivamente.

Debemos tener cuidado al especificar los dominios defy g pam garantizar
que se cumple Ia condición en (12). Por ejemplo, la reglaf(x) = x2 tiene sentido
para todo nürnero real x, pero no es lo mismo que la función

f(x)=x2, x>0,

que es la inversa de g(x) = x> 0. Pero las funciones
3rf(x)xy g(x)vx

son inversas entre si, sin restricción alguna sobre sus dominios naturales.
Como cf> 0 para todax (como se muestra en la figura 7.1.3), esto implica que

log0x está definida solamenie para x> 0. Puesto que el intercambio de x y y en
Cf = x conduce a y = Cf, se siglie de la ecuación (10) que la gráfica dey = log0 x es
la reflexión sobre la recta y = x de la gráfica de y = Cf y por tanto tiene la forma
que se muestra en Ia figura 7.1.9. Puesto que a0 = 1, también tenemos que

log0 1 = 0.

de modo que las intersecciones con los ejes en la figura son independientes de la
elección de a.

Podernos utilizar Ia relación de función inversa entre log0 x y Cf pam deducir,
a partir de las leyes de los exponentes de la ecuación (2), las siguientes leyes de
los logaritmos:

loga xy = loga X + loga y, logo! = Iogax,
(13)

log0 = loga x - loga y, logaf = y logax.

Verificarernos estas leyes de los logaritmos, en la sección 7.2.

f g: (0,00) (0,00)
por g(x) =
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EJEMPLO 6 Un cálculo tIpico mediante las leyes de los logaritmos es

logo() = logio3000 - log1l7 = log1o(3 10) - log1l7

= 1og103 + 3 logo 10 - logo17 0.47712 + 31 - 1.23045;

log1o() 2.24667.

Utilizamos una calculadora pam determinar la aproximación logo
3 0.47712 y 1og1017 1.23045.

PER! VADAS DE LAS FUNCIONES LOGARITMICAS

Nuestro in4erés en las parejas de funciones inversas en este momento surge del
siguiente principio general. Cuando conocemos Ia derivada de cualquiera de dos
funciones inversas entre si, entonces podemos utilizar la relación de función
inversa para descubrir la derivada de la otra fimción. El teorema I se demuestra
por lo general en m curso de cálculo avanzado.

Teorema 1 Derivación de unafunción inversa
Supongarnos que Ia funcionfesta definida en el intervalo abierto Iy que

f'x) > 0 para toda x en I. Entoncesf tiene una función inversa g, la fun-
ción g es derivable y

g'(x)-

para toda x en el dominio de g.

f'(g(x))
(14)

COMENTARJO 1 El teorema es cierto también cuando reemplazamos Ia condi-
ciónf'(x) >0 por Ia condicionf'(x) <0. Suponiendo que g es derivable, Ia formula
de la derivada en Ia ecuación (14) se puede obtener derivando ambos lados de Ia
relaciOn funciOn inversa

fg(x)) = x.

Cuando derivamos cada lado, utilizando el hecho de que esta ecuaciOn sigue siendo
una identidad en cierto intervalo y empleando la regla de la cadena en el lado
izquierdo, el resultado es

f'(g(x))g'(x) 1.

Cuando despejamos en esta ecuación g'(x), el resultado es la ecuación (14).

COMENTARIO 2 La ecuaciOn (14) es fácil de recordar en notaciOn diferencial.
Escribamos x =f(y) y y = g(x). Entonces dy/dx = g'(x) y dx/dy f'(y). AsI, Ia
ecuación (14) se convierte en Ia casi inevitable formula

dy 1

dx dx
dy

(15)
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Al utilizar Ia ecuación (15), es importante recordar que dy/dx se evalña en x,
mientras que dx/dy se evahia en el valor correspondiente de y, a saber, y = g(x).

La función logaritmicag(x) = lo&x de base e es Ia función logaritmo natural.
Se denota comiinmente (por ejemplo, en las teclas de muchas calculadoras)
mediante el sImbolo especial In:

In x = iogx. (16)

La funciôn logaritmo natural es Ia inversa de la función exponencial natural
e', de modo que

eh=x paratodax>O
(1 7a)

y

ln(e.v) = x pam toda x.
(1 7b)

Puesto que D,e1 = e1 > 0 pam toda x, esto implica que la función in x es
derivable. Para determinar Ia derivada de Ia funcion

u= Inx,

seguiremos Ia prescripción del cornentario 1 (después del teorema I) y comenza-
remos con Ia ecuación (17a) en Ia forma

e"=x, donde u=lnx.

Puesto que esta iiltima ecuación en realidad es una identidad (para x > 0), la
derivada del lado izquierdo con respecto de x es también idéntica (para x> 0)
a ia derivada del lado derecho con respecto de x:

D(e") = Dix.

Derivarnos con la ayuda de Ia regla de Ia cadena y vernos que

du(D,e") - = 1.
dx

Pero Ia ecuaciôn (8) implica que D,e" = e, de modo que

du
e' = 1,

dx

y por iltimo,

du i 1 1

dx e" e' x

Por tanto, Ia derivada du/dx de Ia flmción logaritmo natural u = In x está dada por

(18)

AsI, In x es Ia función hasta ahora faltante cuya derivada es 1/x.
Al igual que con las exponenciales, Ia derivada de una función logarItmica en

una base distinta de e implica un factor nurnérico inconveniente. Por ejemplo,
en Ia sección 7.4 veremos que
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7.1 Problemas

Utilice las leyes de los exponentespara sinipl?/icar las expre-
siones de los pro blemas I a 10. Escriba después Ia respuesta
como Un entero.

406

D log1ox
0.4343

(19)

El contraste entre las ecuaciones (18) y (19) i lustra una forma en que los logaritmos
en base e son "naturales".

EJEMPLO 7 Determine Ia derivada de

ln xy=--.
Solución La ecuación (12) y Ia regla del cociente implican

- . x - (in x) 1
dy (D in x)(x) - (in x)(Dx) x I - in x
dx x2 x2

EJEMPLO 8 Para determinar la derivada de h(x) = in x2, podemos aplicar una
ley de los logaritmos pam simplificar antes de derivar; es decir,

h(x) = in x2 = 2 in x,
y por tanto

h'(x) = 2D(ln x) =

3. (22)3

6. 100. 10_b

En nuestro anáiisis preliminar de esta sección presentamos de manera
informal

Li El nümero e - 2.71828,

Li La función exponencial natural cx,

Li La función logaritmo natural In x.

Nuestro estudio de las derivadas de ? y lnx, dadas en las eduaciones (8) y (18),
deben considerarse como provisionales hasta tener un análisis mâs completo de
estas nuevas funciones en las secciones 7.2 y 7.3. En todo caso, esta breve
introducción a Ia relación entre las funciones exponenciales y las funciones
logaritmicas deberá ayudarle a comprender mejorel desarrollo sistemático de estas
dos secciones.

En las siguientes secciones de este capItulo veremos que las funciones cx y in
xjuegan un papel vital en el análisis cuantitativo de una amplia gama de fenómenos
naturales, que incluyen el crecimiento de poblaciones, el decaimiento radiactivo,
Ia difusión de epidemias, el crecimiento de inversiones, difusión de contaminantes
y movimiento tomando en cuenta Ia resistencia.

Observe que log,0 100 = log,0 102 = 2 log,0 10 = 2. Utilice
una técnica similar para simpl/Icar y evaluar (sin emplear
una calculadora) las expresiones de los problemas 11 a 16.
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1. 22 2. 3233

4. 2(23) 5 3.3_

7. (212)1/3 8. (36)1/2 9. 45.26 10. 63



11. logS 16 12. 1og327 13. log5 125

14. 1og749 15. iogi, 1000 16. logl2 144

Utilice las leyes de los logaritmos para expresar los logarit-
mos naturales de los problemas 17 a 26 en términos de los
tres ntmeros In 2, In 3y In 5.

17. in 8
21. in 72
25. In

CuáI es mayor, o (2)?
Evaiie log05 16.
Por inspección, determine dos valores de x tales que

Muestre que el nárnero log2 3 es irracional. [Sugerencia:
Suponga Io contrario, que log2 3 =p/q, dondep y q son enteros
positivos, y exprese entonces Ia consecuencia de esta suposi-
ción en forma exponencial. ,Bajo qué condiciones puede una
potencia entera de 2 ser igual a usia potencia entera de 3?]

En los probleinas 31 a 40, determine x sin emplear una
calculadora.

2x = 64 32. 10 = 0.001

33. l0 = 100 34. (312 = 81

x' = x (Determine todas las soluciones.)

log., 16 = 2 37. Iogx = 4
38. e5 = 7 39. 3e = 3

2e' = 5

En los problemas 41 a 54, del ermine dy/dx

y = xe' 42. y = x3e

43.y=\Txe

45.y= 46.y=---
v1

7.1 Proyecto

Usted puede analizar desde el punto de vista nurnérico el Ilmite

a"1
m(a) = lim

h-'O h

en Ia ecuación (5) utilizando una calculadora o computadora con ia que se pueda
definir y calcular rápidamente Ia función

(h)_ah
(con a fijo) para valores cada vez rnis pequeños de h.
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y = In x[Esto significa ln(x3).]
y=in'ix
Utilice Ia regia de Ia cadena para deducir de D/ = ? que

Dx(eIc) = ke'°, si k es una constante.

Aplique Ia formula del problemna 55 para determinar las
derivadas de lasfunciones en los problemas 56 a 58.

f(x) = e3
f(x) = e"1°
f(x) e'°
Sustituya 2 = e2 en P(t) = 2'; aplique entonces Ia regla

de Ia cadena para niostrar que P'(t) = 2'ln 2.

Utilice el mnétodo delproblema 59para determinar las den-
vadas de lasfunciones en los problemnas 60 a 63.

P(t) = 10' 61. P(t) = 3'
62. P(t) = 2' 63. P(t) = 2'
64. Una población P(t) de bacterias (en miilones) en ei
instante t (en horas) es iniclaimente (en el instante I = 0) de
1 (rniilón). Si Ia pobiación se duplica cada hora, entonces Ia
población en el instante I 0 está dada por P(t) = 2'. Utilice
el resuitado dci problema 59 para determinar Ia razón instan-
tánea de crecimiento (en miiiones de bacterias por hora) de
esta pobiación (a) en ei instante I = 0; (b) después de 4 horas
(es decir, en el instante I = 4). [Nota: El logaritmo natural de
2 es In 2 0.693 15.]

65. Repita el probiema 64 bajo Ia hipótesis de que Ia
población de bacterias P(I) se tniplica cada hora, de modo que
P(t) = 3' (millones) en ci instante I 0. [Nota: El logaritmo
natural de 3 es In 3 1.09861.]

18. ln 9 19. ln 6 20. ln 15

22. In 200 23. In 24. In

26. In

47. y = x In x 48. y = x2 in x

49. y = V in x 50. y =
In x

51. y = 52. y = e in x



Figura 7.1.10 Acercamiento a!
nimero e

7.2
El logaritmo natural

408

Por ejemplo, calculamos 0(h) con a = 2y con a = 3 para h = 0.1, 0.01, 0.001,
y concluimos que

0.6931 < 1,

mientras que

1.0986> 1.

Esto implica que el misterioso niimero e para el que

m(e) = 1

está en aigiin punto entre 2 y 3.
De hecho, la interpolación entre los valores m(2) 0.693 1 y m(3) 1.0986

sugiere que e 2.7 o e 2.8. Analice los valores m(2.7) y m(2.8) para verificar los
datos que se muestran en la figura 7.1.10.

Contináe de esta manera pam acercarse al niimero e. No concluya hasta
convencerse de que e 2.718 con una precision de tres cifras decimales.

La sección 7.1 fue un panorama informal de las funciones exponenciales y
logarItmicas. Ahora presentamos un desarrollo más sistemático de las propiedades
de estas funciones.

Es rnás sencillo hacerque Ia definición del logaritmo natural sea nuestro punto
de partida. Giiiados por los resultados de Ia sección 7.1, queremos definir in x para
x> 0 de modo que

lnl=0 y D,lnx=-'- (1)

Para esto, recordemos ia parte 1 del teorema fundamental del cálculo (sección 5.5),
de acuerdo con la cuai

D L f(t) dt = f(x)

sifes corninua en un intervalo que contiene a a y x. Para que In x satisfaga las
ecuaciones en (1), consideramos a = I yf(t) = lit.

Delinición El logaritino natural
El logaritmo natural In x del nimero positivo x se define como

(2)

Observe que In x no está definida para x 0. Geométricamente, in x es el area
bajo Ia grifica dey = lit de t I a t x Six> 1 (figura 7.2.1), el negativo de esta
area si 0 <x < 1 y 0 si x = 1. El hecho de que D In x = 11 x es una consecuencia
inmediata del teorema fundamental del cálculo. Pore! teorema 3 de la secciOn 2.4,
el hecho de que Ia función ln x sea derivable para x> 0 implica que es continua
para x> 0.
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a m(a)

2 0.6931

2.7 0.9933

e 1.0000

2.8 1.0296

3 1.0986

y

'K
Fgura 7.2.1 La función
logaritmo natural definida
por medio de una integral



Figura 7.2.2 La gráfica de Ia
función logarirmo natural

LAGRAFICAy=Inx

Puesto que D, in x = i/x> 0 para x> 0, vemos que in x debe ser una función
creciente. Además, puesto que la segunda derivada

D2 in x = =

es negativa para x> 0, el teorema 2 de Ia sección 4.6 impiica que Ia gráfica de
y = in x es cóncava hacia abajo en todo punto. Más adelante, en esta sección
utilizaremos las ieyes de los iogaritmos para mostrar que

urn in x = -00 (3)
x -*

y que

in x = +00. (4)

Al reuriir todos estos hechos, vernos que Ia gráfica de la ecuación y = in x tiene ia
forma que se muestra en Ia ligura 7.2.2.

DERIVADAS E INTEGRALES QUE
INVOLUCRAN LOGARITMOS

Cuando combinamos Ia formula D1 mx= lIx con Ia regla de ia cadena, obtenemos
Ia formula de derivación

Du 1 duDlnu= =-.-. (5)
U udx

En este caso, ii = ti(x) denota una función derivable positiva de x.

EJEMPLO 1 Si y = ln(x2 + I), entonces Ia ecuaciOn (5), con u = x2 + I impiica

dyD(x2+i) 2x
dx x2+1 x2+1

Si y = In fx2 + 1, entonces, con u = fx2 + 1, obtenemos

dyDVx2+1 1 x x

dx Vx2+i Vx2+1 Vx2+1 x2 + 1'

Estas dos derivadas son congruentes con el hecho de que

in Vx2 + 1 = ln(x2 + 1).

EJEMPLO 2 Para derivarf(x) = (In x)2, podemos utilizar ia regla de la cadena
con u = In x. Esto irnplica

du 2
f'(x) = D,(ln 42 = D(u2) = 2u - = 2(ln x) D In x = - in x.

dx x

La tiinciónf(x) = In x1 está delinida para toda x 0. Six> 0, entonces
=x y, en este caso,
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f'(x) = D in x = -.
x

Pero six < 0, entonces = x, de modo que

f'(x) = D ln(x) = = i.

[En el segundo cálculo, utilizamos la ecuación (5) con u = x.] AsI, hemos
mostrado que

IDinIx (xO)x

sin importar que x sea positivo o negativo.
Cuando combinamos la ecuación (6) con la regla de la cadena, obtenemos la

formula

Du lduDlnu ==--,
u udx

que es válida siempre que la función u = u(x) sea derivable y distinta de cero.
La ecuación (7) es equivalente a Ia fOrmula integral

0 simplemente I
g'(x) dx=1ng(x)I +C,
g(x)

r du
I = Inu + C.Ju

EJEMPLO 3 Six>0, entonces Ia ecuaciOn (8), con u = 4x +3, du = 4 dx implica

f dx if 4dx ifdu
J 4x+3 4J 4x+3 4J

=1nu + C=ln4x+3 +C=!ln(4x+3)+C.

EJEMPLO 4 Con u = cos x, Ia ecuación (7) implica

Dcosx senx
D in I cos x = = tan x.

coSx cosx

EJEMPLO 5 Con ii = x2 - 1, Ia ecuación (8) implica

C 2x 11n(x2 - 1) + C si xI > 1;J- dx = lnI x2 - 1 + C
= lin(1 - x2) + C si x <

Observe Ia dependencia de Ia fOrmula de los casos x > 1 o x < 1. Por ejemplo,

L4 x2 1

dx = [1nx2 - I)] = in 15 - In 3 = in 5,

mientras que

2x

[

13/4
7 8 63

dx = ln(i - x2) I = in - in =
128- 1 jI/3

(8)
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Ahora empleamos nuestra capacidad de derivación de los logaritmos para
establecer de manera rigurosa las leyes de los logaritmos.

En Ia sección 7.4 elirninaremos Ia restricción de que r sea racional.

De,noslración de Ia ecuación (9) Por ci momento fijamos y, de modo que, en
lo sucesivo, podernos considerar x como la variable independiente y y como una
constante. Entonces

D(xy) y 1Dinxy= ===D1nx.
xy xy x

Por tanto, in xy y In x tienen Ia misma derivada con respecto de x. Integramos
ambos lados y concluimos que

in xy = in x + C
para aiguna constante C. Para evaluar C, sustituimos x = 1 en ambos lados de ia
ültirna ecuación. El hecho de que In I = 0 implica entonces que C = in y, lo cual
establece Ia ecuación (9). U

Dernostración de Ia ecuación (10) Derivamos in(l/x):

D(in
)

= = D(ln x).

x

AsI, In(1/x) y In x tienen Ia misma derivada. Por tanto, ima integración implica

in(!) = in x + c,

donde C es una constante. Sustituimos x = I en Ia i'iltima ecuación. Como In 1 0,
esto implica que C = 0, io que demuestra Ia ecuación (10). U

Den:ostración de ía ecuación (11) Como x/y = x (1 /y), Ia ecuación (11) es una
consecuencia inmediata de las ecuaciones (9) y (10). U

Deinostración de ía ecuación (12) Sabernos que Dx r = rf si r es racional,
por Jo que

D(ln Xr) =

Sección 7.2 / El logaritmo natural

rx r
= - = D(r In x).

x

411

Teorema 1 Leyes de los logaritmos
Si x y y son nümeros positivos y r es un nümero racional, entonces

lnxylnx+lny; (9)

(10)

InJ=1nx_ln; (11)

ln(x')=rinx. (12)



Figura 7.2.3' Uso de
rectánguios para estimar In 2

Una integración implica entonces

lfl(Xr) = r in x + C

para cierta constante C. Como antes Ia sustitución de x = 1 muestra que C = 0, io
que demuestra la ecuación (12). En ia sección 7.4 mostraremos que Ia ecuación
(12) es válida sin importar que r sea racional o no. 0

Las demostraciones de las ecuaciones (9), (10) y (12) son muy similares:
derivamos ei lado izquierdo, aplicamos el hecho de que dos funciones con la
misma derivada (en un intervalo) difieren en una constante C (en ese intervalo) y
evaluamos Cutilizando el hecho de que in I = 0.

Las ieyes de los logaritmos se pueden utilizar con frecuencia para simplificar
una expresión antes de derivarla, como en los ejemplos 6 y 7.

EJEMPLO 6 Sif(x) = In(3x + j)17 entonces

3 51
f'(x) = D ln(3x + 1)17 = D[17 in(3x + 1)1 = 17 3x + 1 = 3x + 1

EJEMPLO 7 Determine dy/dx, dado

Vx2 + 1
y ln

+ 1

Soluciôn La derivación inmediata requiere el uso de la regia del cociente y Ia
regla de la cadena (varias veces), trabajando todo el tiempo con una fracción
complicada. Nuestro trabajo se facilita si utilizamos primero las leyes de los
logaritmos pam simplificar Ia formula dey:

y = ln[(x2 + 1)'2] - ln[(x3 + 1)1/3] = ln(x2 + 1) - ln(x3 + 1).

Ahora, no es problema determinar dy/dx:

dy i( 2x 1 ( 3x '\ x x2

dX2\\x2+ 1) 3\\x+ 1) x2+ 1 x3+

LIMITES QUE IMPLICAN In x

Ahora estableceremos los Ilmites de In x cuando x *0k y cuando x - + oo, como
lo establecen las ecuaciones (3) y (4). Puesto que In 2 es el area bajo y = I/x
de x = 1 ax = 2, podemos inscribir y circunscribir un par de rectángulos (figura
7.2.3) y concluir que

<in 2 < 1.

Dado un nuimero positivo grande x, sean el máximo entero tat que x> 2'. Entonces,
debido a que In x es una función creciente, Ia ley de los logaritmos en Ia ecuación

X (12) implica

nlnx>ln(2") =nln2>.
2
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x

Figura 7.2.7 Aqul se expresa
gráficarnente ci hecho de que
in e = 1

Sección 7.2 I El iogaritnio natural

>.'

Figura 7.2.4 y = In x para x 10 Figura 7.2.5 y = In x para x 1000 Figura 7.2.6 y = In x para x 1,000,000

Puesto que n - °° cuando x * oo, se sigue que podemos hacer in x tan grande
como queramos, si simplemente elegimos x suficientemente grande. Esto demues-
tra Ia ecuación (4):

urn lnx= +.
x -* +=

Para demostrar Ia ecuación (3), utilizamos ia icy de los logaritmos en ia ecuación
(10) para escribir

urn mx = - urn 1n( = urn my =
-.o+ \xJ y-.+=

haciendo y = i/x y aplicando ci resultado de ia ecuación (4).
Las gráficas de la fiinción logaritmo natural que aparecen en ias figuras 7.2.4

a 7.2.6 indican que, aunque in x - + 00 cuando x * + oc, ci logaritmo de x
aurnenta ,nuy ientarnente. For ejempio,

in(1000) 6.908,
in(1,000,000) 13.812 y in(1,000,000,000) 20.723.

Dc hecho, ia función in x crece rnás lento que cuaiquier potencia entera dcx. Pero
esto signi flea que

-

} = 0 (13)

si ii es un entero positivo fijo. Para demostrar esto, observemos primero que

in x
= j f -

= 2(x"2 - 1),

pues 1/i i/t' sit 1. For tanto, Six> 1, entonces

mx mx 2 20<r7--.x" x x x

La ñltima expresión de la derecha tiende a cero cuando x * +oc. La ecuación (1 3)
es una consecuencia de ia Icy del sandwich para lirnites. Además, este argumento
muestra que ci entero positivo n de Ia ecuación (13) se puede reempiazar por
cualquier niimero racional k 1.

Como In x es una función creciente, ia propiedad dci valor intermedio implica
que ia curvay = in x corta ia recta horizontal y = 1 precisamente una vez. La abscisa
dci punto de intersecciOn es ci importante niimero e 2.7 1828 mencionado en Ia
seeción 7.1 (véase figura 7.2.7).
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Definición de e
El nümero e es el iinico nuimero real tal que

lne=1. (14)

La letra e ha sido utilizada para denotar el nümero cuyo logaritmo es 1, desde
la primera vez que se empleó dicho nimero, por parte del matemático suizo
Leonhard Euler (1707 1783), quien utilizó e de "exponencial".

EJEMPLO 8 Bosqueje Ia gráfica de

in xf(x) =
x

Solución Primero calculamos Ia derivada

f"(x) =

x>0.

1.x - (in x)1
x 1lnx

f'(x) - -
AsI, el iinico punto crItico aparece cuando In x = 1; es decir, cuando x = e. Como
f'(x)> Osix<e(cuandolnx< 1)yf'(x)<O six>e(cuandolnx> 1), vemosque
f es creciente si x < e y decreciente si x> e. Por tanto,ftiene un máximo local en
x = e.

La segunda derivada defes

_L2 - (1 - lnx).2x
x 2lnx-3

de modo que el imnico punto de inflexión de la gráfica es donde In x = es decir,
enx = e3= 4.48.

Como

mx . lnx
urn =- y lirn =0

x_*O* X x* X

(consecuencias de las ecuaciones (3) y(l3), respectivamente), concluimos que la
gráfica deftiene Ia apariencia de Ia figura 7.2.8.

y

(e, -): rnáximo local

Punto de inflexión
Lox

y =

e312

Figura 7.2.8 La gráfica del
ejemplo 8

x
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y- Ordenada a! origen Ink

1. f(x) ln(3x - 1)
3. f(x) mV! + 2x
5. f(x) = ln'x - x
7. f(x) = cos(ln x)

9.f(x)= 1

In x

11. f(x) = In(xVx2 + 1)

Pendiente m

Valores de In x

Figura 7.2.9 La localización de
los logaritmos de los datos puede
revelar una relación oculta

Derive lasfunciones dadas en losprobleinas I a 18.

Ciertos datos empIricos se pueden explicar suponiendo que la variable dependiente
observada es una función potencia de la variable independiente x. En otras
palabras,y queda descrita mediante un modelo matemático de la forma

y= kxm,

donde k y m son constantes. En tal caso, las ieyes de los logaritmos implican que

in y = ln k + m ln x.

Entonces, un experimentador puede graficar los valores de my contra los valores
de in x. Si es válido el modelo de la función potencia, los puntos resultantes de los
datos estarán en una iInea recta de pendiente m y ordenada al origen in k (figura
7.2.9). Esta técnica facilita ver silos datos están sobre una lInea recta o no. En
caso afirrnativo, esta técnica también facilita leer la pendiente y la ordenada ai
origen y con ello determinar los valores de k y m.

EJEMPLO 9 (Movirniento de los plane/as) La tabia de la figura 7.2.10 da ei
periodo de revoiución Ty el semieje mayor a de la órbita elIptica de cada uno de
los primeros seis pianetas en torno del Sol, junto con los logaritmos de estos
nürneros. Si graficamos T contra in a, se puede ver de inmediato que los puntos
resuitantes están en una lInea recta de pendiente m = . Por tanto, Ty a satisfacen
una ecuación de ia forma T = ka, de modo que

T2 = Ca3.

Esto significa que el cuadrado del periodo Tes proporcionai al cubo del semieje
mayor a. Esta es Ia tercera ley de Kepler para el movimiento de los planetas, Ia
cual fue descubierta de manera empIrica por Johanries Kepler (1571-1 630) en
i6i9.

2. f(x) = in(4 - x2)
4. f(x) = ln[(i + x)]
6. f(x) = ln(sen2x)
8. f(x) = (ln x)

10. f(x) in(ln x)

12. g(1) = t312 ln(t + i)

13. f(x) = in(cos x)
15. f(t) 2 ln(cos t)

17. g(t) = tOn t)2

14.f(x) = In(2senx)
16. f(x) = sen(ln 2x)

18. g(t) = V [cos(ln t)]2

En los problemas 19 a 28, aplique las leyes de los logaritmos
para simplfIcar lasfunciones dadas; escriba a continuación
su derivada.

f(x) = ln[(2x + l)3(x2 4)4]

'l-x /4_x2
f(x) = in \I + 21. f(x) = in \19 + x2

Planeta T(en dIas) a (en lO6km) in T in a

Mercurio 87.97 58 4.48 4.06
Venus 224.70 108 5.41 4.68
Tierra 365.26 149 5.90 5.00
Marte 686.98 228 6.53 5.43
Ji'ipiter 4332.59 778 8.37 6.66

Figura 7.2.10 Datos del
ejemplo 9

Saturno 10,759.20 1426 9.28 7.26

7.2 Problemas

Valores de my LOGARITMOS Y DATOS EXPERIMENTALES
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V4x - 722. f(x) = in (3x - 2)
I24. f(x) = x2 In 2x + 1

vx + 126 f(x) = in i)(x-
senx28. f(x) = In

En los problemas 29 a 32, determine dy/dx medianie deriva-
ción iinplIcita.

29. y = x in y 30. y = (in x)(in y)
31. xy = in(seny)

Evahie las integrales indejinidas en los pro blemas 33 a 50.

f
dx

f
dx

35. f dx 36. f 4 -x3 dx

I x+I I
J 2x2 + 4x + 1 dx 38.

J i + sen dx

39. 1 -(1n x)2 dx 40. 1
1

dxix jxinx

41. J 1
dx 42.f

1

x
2

dx

45. f dx 46. f
ln(x)

dx

fsen 2x
dx 48. 1

dx
2j I -cos2x j x(Inx)

x2-2x49.i dxJ x3 - 3x2 + 1

50. j. [Sugerencia: Sea u = 1 +

Aplique la ecuación (13) para evaluar los Ilmites de los
pro blemas 51 a 56.

inV
51. lim

x

mx
lim [Sugerencia: Sustituya x = u2.]

lirn x in x [Sugerencia: Sustituya x = 1/u.]

(in x)2urn Vi in x 56. urn
x-. X

COS x

23. f(x) in
x + 1

25. g(t) = in 12 + I

27. f(x) = in SCflX

32. xy + x2(in y)2 = 4 Figura 7.2.11 Datos del poblema 59

In(x3'
52. urn

Demuestre que six 1, entonces

in(x + Vx2 - 1) = -in(x - Vx2 - i)
Determine una formula paraf"(x), dadaf(x) = in x.
Se miden el ritmo cardiaco R (en latidos por minuto) y ei

peso W (en libras) de varios mamIferos, con los resultados
que Se muestran en Ia figura 7.2.11. Utilice ei método del
ejemplo 9 para determinar una relación entre ambas cantida-
des, de Ia forma R = kwm.

60. Durante Ia expansiOn adiabática de cierto gas diatómico,
su volumen V(en litros) y presiOnp (en atniósferas) se miden,
con los resultados que aparecen en ia figura 7.2.12. Utiiice el
método del ejemplo 9 para determinar una relación entre Vy
p de Ia formap = kVtm.

Figura 7.2.12 Los datos del probiema 60

Sustituya y = x' y después aplique Ia ecuaciOn (13) para
demostrar que

mxIim-=0 siO<p<i.

Deduzca del resultado del problema 61 que

(inx)k
lim 0 sik>0.

x

Sustituya y = 1/x y después aplique Ia ecuaciOn (13) para
mostrar que

urn x in x = 0 si k> 0.

Utilice los lImites de los problemas 61 a 63 como ayuda para
bosquejar las gráficas, para x> 0, de lasfunciones dadas en
los problemas 64 a 67.

y = x in x 65. y = x2 in x

66.y=Viinx 67inx
68. Ei problema 26 de Ia sección 5.9 ie pide que muestre
mediante integración numérica que

I -<1<1 -.27 dx (2.8 dx

j, x it X

Expiique con cuidado por qué este resuitado muestra que
2.7 <e< 2.8.

W 25 67 127 175 240 975

R 131 103 88 81 75 53

V 1.46 2.50 3.51 5.73 7.26

p 28.3 13.3 8.3 4.2 3.0

43.1I 2x+1
dx I x+I

44.1 dxJx2+x+i Jx2+2x+3
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Si n moles de un gas ideal se expande a teniperatura
constante T, entonces Ia presión y el volumen satisfacen Ia
ecuación del gas idealpV= nRT(n yR son constantes). Con
la ayuda del problema 22 de Ia sección 6.6, muestre que el
trabajo Wrealizado por el gas a! expandirse del voiumen V1
al volumen V2 es

W = nRTln-.

El "cuerno de Gabriel" Se obtiene al girar en torno del eje
x Ia curvay = 1/x, x 1 (figura 7.2.13). Sea Abel area de su

y

Figura 7.2.13 El cuerno de Gabriel (problema 70)

7.2 Proyecto

Sección 7.2 I El logaritmo natural

superficie, dex = 1 ax= b> 1. Muestre queA22rin b, de
modo que, en consecuencia, Ab - + co cuando b -* + oo.
AsI, el area de Ia superficie del cuerno de Gabriel es infinita.

su volumen finito o mfinito?

De acuerdo con el teorema de los niimeros primos, con-
jeturado por vez primera pot el gran matemático alemán Carl
Friedrich Gauss en 1792 (a la edad de 15 años) pero demos-
trado hasta 1896 (de manera independiente por Jacques Ha-
damard y C. J. de Ia Vallée Poussin), Ia cantidad de námeros
primos entre los enteros positivos grandes a y b (a < b) es
aproximada de forma muy cercana por la integral- dx.

J0 ln x

Las aproxirnaciones mediante los puntos medios ye! trapecio
con n = I subintervalo proporcionan una subestimación y una
sobreestimación del valor de esta integral ((,Por qué?) Calcule
estas estimaciones, con a = 90,000 yb = 100,000. La verda-
dera cantidad de nümeros primos en este rango es 879.

dx

JI x
(16)

sea lo más cercano posible a! valor deseado 1.
Puede utilizar toda Ia tecnologIa de cómputo a su alcance. Por ejemplo, con

b 2 y n = 50, i.m programa de aproximación de Simpson darIa la suma 0.693 1;
con b = 3 y n = 50, se obtiene la suma 1.0986. Estos resultados muestran que b =
2 es demasiado pequefio y que b = 3 es demasiado grande, para obtener el valor 1
de Ia integral en Ia ecuación (16). AsI, 2 < e < 3.

La interpolación entre 0.6931 y 1.0986 sugiere que intente con los lImites
superiores b 2.6, b = 2.7 y posiblemente b = 2.8. De hecho, debe obtener las
sumas 0.993 3 y 1.0296, respectivamente, a! emplear b = 2.7 y b = 2.8 (y n = 100).
AsI, esto implica quc 2.7 <e < 2.8.

Al encerrar cada vez más a e, necesitará aumentar el nümero de cifras
decimales desplegadas ye! nümero de subintervalos utilizados en Ia aproximaciOn
de Simpson para mantener la precisiOn, que cada vez es mayor. ContinOe hasta
encerrar e entre dos aproximaciones de siete cifras decimales, de modo que ambas
se redondeen a 2.71828.
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El hecho de que el námero e satisfaga (por definición) Ia ecuación

fec!
(15)

sugiere Ia posibilidad de utilizar Ia integración numérica para estudiar el valor de
e. Puede verificar que

e=2.71828.

El objetivo de este proyecto es encerrar al nñmero e entre aproximaciones nu-
méricas cada vez más cercanas, intentando determinar el limite superior b de modo
que el valor de Ia integral



7.3
La funciOn
exponencial

Figura 7.3.1 Para obtener x =
exp y, se taza una recta
horizontal desde el ejey a Ia
gráfica y = In x; entonces se traza
una recta vertical hacia abajo (o
hacia arriba) al eje x

En la sección 7.2 vimos que la función logaritmo natural in x es continua y
creciente para x > 0 y que alcanza nümeros positivos y námeros negativos
arbitrariamente grandes [debido a los ilmites de las ecuaciones (3) y (4) de la
sección 7.2]. Esto implica que in x tiene una función inversa definida para todax.
Para ver esto, seay un niimero real (fijo) cuaiquiera. Si a yb son námeros positivos
tales que In a < y < in b, entonces, por Ia propiedad del valor intermedio existe
un námero x> 0 con x entre a y b, tal que in x = y. Como in x es una función
creciente, existe solamente un nümero x tal que in x =y (figura 7.3.1). Comoy
determina precisarnente un valor x, vemos que x es unafuncion de y.

Esta función x de y es la función inversa de la función logaritmo natural, y se
le llama la funcion exponencial natural. Se denota comñnmente por exp (de
exponencial), de modo que

x = exp y siempre que y in x.

Intercambiamos x yy para obtener la siguiente definición.

Defin ición Lafuncion eponencial natural
La función exponencial natural exp está definida para toda x como
sigue:

expx=y Si ysólosi lny=x. (1)

AsI, exp x es simplernente aquel ni'irnero (positivo) cuyo logaritmo natural es
x. IJna consecuencia inmediata de la ecuación (1) es que

y que

ln(exp x) = x para toda x

(3)

Corno en el caso de las gráficas de y = a y y = log. x analizadas de manera
informal en Ia sección 7.1, el hecho de que exp x y in x sean funciones inversas
implica que las grificas de y = exp x y y = in x sean reflex jones una de otra con
respecto de Ia recta y = x (ligura 7.3.2). Por tanto, la gráfica de Ia función
exponencial es corno Ia que se muestra en la figura 7.3.3. En particular, exp x es
positiva para toda x, y

exp 0 = I, (4)

Urn exp x = +, y (5)

urn expx=0. (6)

Estos hechos son consecuencia de Ia ecuación ln I = 0 y de los lImites de las
ecuaciones (3) y (4) de Ia sección 7.2.

Recordernos de Ia sección 7.2 que definimos al nunero e 2.71828 como el
ni.'irnero cuyo ]ogaritmo natural es 1. Si r es cualquier rnirnero racional, esto irn-
plica que

ln(e) = r In e = r.
Pero Ia ecuación (1) implica que ln(er) = r si y solo si

exp r = e'.

(2)
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exp(lny) =y para today> 0.

y y=e

y=x
4./

I/I
4.
I 4.

y = in x
4.

(0, 1) 4.
4.

4.II/
4.

(1,0) x
II'.//

4.

Figura 7.3.2 Las gráficasy =
y y = In x son reflexiones una de
otra con respecto de Ia recta de
45°yx



x
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Por tanto, exp x es igual a e' (e elevado a Ia potenciax) sixes un nñmero racional.
Por tanto, dejmnimos ex para valores irracionales y valores racionales de x como

= exp x. (7)

Este es nuestro primer ejemplo de potencias con exponentes irracionales.
La ecuación (7) es la razón por Ia que se le llama exp a Ia función exponencial

natural. Con esta notación, las ecuaciones (1) a (3) Son

e=y siysólosi iny=x,
ln(é') = x para toda x, y

e=x paratodax>0.
Figura 7.3.3 La gráfica de Ia
función exponencia], exp Para justificar Ia ecuación (7), debemos mostrar ngurosamente que las potencias

de e satisfacen las leyes de los exponentes. Podemos hacer esto inmediatamente.

Deniostración Las leyes de los logaritmos y Ia ecuación (9) implican

ln(exeY) = ln(e) + ln(e) = x + y = 1n(e).
AsI, Ia ecuación (II) es consecuencia del hecho de que ln es una función creciente
y por tanto es inyectiva (six1 entonces ln x1 In x2). De manera análoga,

ln([ex]r) = r ln(e) = rx = ln(ex).

Dc modo que Ia ecuación (13) se obtiene de la misma forma. La demostración de
la ecuación (12) es casi idéntica. En la sección 7.4 veremos que Ia restricción
de que r sea racional en Ia ecuación (13) es innecesaria; es decir,

=

para todos los ni.'imeros reales x yy. U

DERIVADAS E INTEGRALES DE EXPONENCIALES

Como e' es Ia inversa de la función derivable y creciente in x, el teorema 1 de la
secciOn 7.1 implica que e es derivable, y por tanto, también es continua. AsI,
podemos derivar ambos lados de la ecuación (en realidad, la identidad)

ln(ex) = x

con respecto de x. Sea u = e. Entonces esta ecuaciOn se convierte en

in u =

419

Teorema 1 Leyes de los exponentes
Si x y y son nirneros reales y r es racional, entonces

e e' = e

e=-4-- , y (12)

(e X) r = e (13)



y las derivadas también deben ser iguales:

1 du

--- = 1 (porqueu>O).

AsI,

du = u = ex;
dx

es decir, = ex, (14)

como indicamos en la sección 7.1
Si u denota una función derivable de x, entonces la ecuación (14) y la regla

de la cadena implican

, duDe =e'-d.

La formula correspondiente de integración es

$ e'du = e' + C.

El caso especial de Ia ecuación (15) con u = kx (k constante) es importante:

D e = keb.

Por ejemplo, Deiv = 5eSx

EJEMPLO 1 Determine dy/dx, dado y = e

Solución Con u = Ia ecuación (15) implica

e"= eD() = e(xhI2) -
dx

EJEMPLO 2 Si y = x2 e2 ", entonces la ecuación (15) y la regla del producto
implican

dy
(D 2 -2 2xe_23 + x2e_2x3Dx(_2x3)- x)e +x2D(e )dx

= 2xe_23 + x2e2x3(_6x2).

Por tanto,

dy = (2x - 6x4)e_23.
dx

EJEMPLO 3 Determine f xe2 dx.

Solución Sustituimos u = 3x2, de modo que du = 6x d. Entonces tenemos
x dx = - du, y en consecuencia obtenemos

fxe2 dx = - f eu du = _eu + C = + C.
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Figura 7.3.4 Ordenes de
magnitud de x5 y e'

ORDEN DE MAGNITUD

La función exponencial es importante por su rapidez de crecimiento al aumentar
x. De hecho, cuando x * + 00, er crece más rápidamente que cualquier potencia
fija de x. En el lenguaje de lImites,

urn - = 0 paracualquierk>Ofijo. (17)
e

De manera alternativa,

urn - = +co
x -.

Puesto que ain no hemos definido xk para valores irracionales de k, demostramos
Ia ecuación (17) para el caso en que k es racional. Una vez que sepamos que (para
x> 1) la función potencia 1k es una función creciente de k para toda k, entonces
podrernos obtener el caso general.

Comenzamos obteniendo los logaritmos. Tenemos que

ln() x - k In x
= (--_ - k)In x.

Como deducimos [de Ia ecuación (13) de la sección 7.2] quex/(lnx) +oo cuando
x + 00 esto permite ver que

hm ml - I = +00.
\x6J

Por tanto, ex/x)( + 00 cuando x + 00, demodoquehemosdemostradola
ecuación (17)yla (17'). La tabla de la figura 7.3.4 ilustra el limite en la ecuación
(17)parael casok= 5.

pam cualquier k> 0 fijo. (17')

(0. 1)

y

y=e

Aunquex5 - +00 ye1* +00 cuandox* +oo,vemosquee'(Ialiebre)crece
más rápido que x5 (Ia tortuga), de modo que x5/e - 0.

Si escribimos Ja ecuación (17) en Ia forma

elim i = 0,
1/x

vemos que no solo e_x tiende a cero cuando x + 00 (figura 7.3.5), sino que lo
hace más rápido que cualquier potencia recIproca 1/x".x

Podemos usar las ecuaciones (17) y (17') para evaluar ciertos lImites con las

Figura 7.3.5 La gráfica de
y = e_X tiene el eje positivo x

propiedades de éstos. Por ejemplo,

2e-3x 23xe 2-0 2
hm =lirn =como uiia asintota x3ex+x3 xc3+x3e 3+0 3

x x5 x5/e

10 1.00 X l0 2.20 X 10 4.54 X 100
20 3.20 x 106 4.85 X 10 6.60 X i0-
30 2.43 X i0 1.07 X 103 2.27 X 106
40 1.02 x 108 2.35 X l0' 4.35 X iO-'0
50 3.13 x 108 5.18 X i0 6.03 x 10-'
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(1, e): máxirno
(2, -2)

punto de inflexión

y = xe

Figura 7.3.6 Gráfica de Ia
función del ejeniplo 4

7.3 Problemas

Derive lasfunciones de losproblernas I a 30.

1. f(x) = e2 2. f(x) = e3'
2 2 4_33. f(x) = e exp(x ) 4. f(x) = e

422

EJIEMPLO 4 Trace la gráfica def(x) = xe.

Solución La ecuación (17) implica quef(x) - 0 cuando x + o° mientras que
f(x)*oo cuandox *oo. Como

f'(x) = e - xe = e(1 -
el ünico purito crItico defes x = I, dondey = e1 0.37. Además,

f"(x) = e(1 - x) + e_x(_1) = e_x(x - 2),
por lo que el inico punto de inf1exón aparece en x =2, donde y = 2e2 0.27. Por
tanto, Ia gráfica defse asemeja a Ia figura 7.3.6.

EL NUMERO e COMO UN L'MITE

Podemos estabiecer ahora Ia siguiente expresión lirnite para Ia función exponen-
cial.

Comenzamos derivando In t, utilizando la definiciôn de Ia derivadajunto con el
hecho de que ya sabernos que Ia derivada es lit. AsI,

1 ln(t+h)lnt . 1 (t+
= D, in t = lim = urn - ml

t h-oO h /,-oh \ t

[ (
=Iimln 1+I

h-O t/ j
h\"'l

In lim 1+I I

[hO( tI j

(por las leyes de
los logaritmos)

(jor Ia continuidad
de Ia función)

La sustitución n = 1/h nos permite escribir

1 [. ( i"
- = !n[llm L\ + -

07 -* 00

Entonces con Ia sustitución x = lit obtenernos

x = ln[ !im(1
+

Con esto obtenemos Ia ecuación (18), pues x = In y implica que e7 = y. Si x = 1,
obtenernos tanibién la siguiente expresión importante de e como un lIrnite:

= L(1 +
(19)

nt

h)

5. f(x) = e ,2 6. f(x) = x2e3

7. g(t) = te'1 8. g(t) (e2' + e3')7

9. g(t) = (t2 - 1)e' 10. g(t) = Ve' - e'

(18)

Capitulo 7 / Funciones exponenciales y logaritmicas
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54. urn (i -

56. u(i
+

Sección 7.3 I La función exponencial

55. +

57. hm(1 + h)'tm

58. urn (I + 2h)" [Sugerencia: sustituyak=2h.]
h-*O

Evaláe los lIrnites en los problemas 59 a 62 aplicando el
hechoiimx"e = 0.

t -*

e59. urn -
-.00

e"61. urn -
x

Figura 7.3.8 La superficie
del problema 70

-

60. urn

62. lirnx2e

En los problemas 63 a 65, trace la grafica de Ia ecuación
dada. Muestre y etiquete todos los pun los extrewos, los
puntos de inflexión y las asmntotas; muestre clarainenle los ii-
pos de conca.vidad.

63. y = x2e 64. y = x3e'
y = exp(-x2)

Detemiineeláreabajo iagráficadey=?dex=Oax= 1.
Determine el volumen generado al girar Ia region del

probiema 66 en torno del eje x.
Sea R Ia figura plana acotada por abajo por el eje x, por

arriba por Ia gráfica dey = exp(-x2) y a sus lados por las Ilneas
verticales x = 0 y x = 1 (figura 7.3.7). Determine el volumen
generado al girarR en tomo del ejey.

Figura 7.3.7 La region del probienia 68

Determine Ia longitud deJa curvay = (ex + e)/2 de
x=Oax=1.

Determine el area de la superficie generada al girar en
torno del ejex Ia curva del problerna 69 (figura 7.3.8.
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11. g(t) = 12. f(x) = xe
13. f(x) = cos(1 - e) 14. f(x) =sen2(e)
15. f(x) = In(x + e) 16. f(x) = e cos 2x
17. f(x) = e2sen3x 18. g(t) = ln(te'2)
19. g(t) = 3(e' - in t)5 20. g(t) =sen(e') cos(e')

21. 1(x)
2 +3x

22. g(t) = i-e
1 + e'

23. g(t)
=

I - et 24. f(x) = e'

25. f(x) 1 - X 26. f(x) = e" + e"

28. f(x) = Ve2 + e227. f(x) = e
29. f(x) =sen(2e) 30. f(x) = cos(e + e)
En los problemas 31 a 35, determine dy/dx inediante deriva
Ción implIcita.

31. xe = y 32. sen (e) = x
33. e + e = e 34. x = ye

e = xy

Del ermine laspriinilivas que se indican en los pro bleinas 36
a 53.

f e3 dx 37. fex
38. f xe2 dx 39. f dx

40. j\rxewdx 41. f e2
dx

J 1 + e2

42. f(cos x)e' dx 43. dx

44. f(e + e)2 dx x + e
dx

J x2 + e2x

46. f e + dx 47 J dt

48. J x2e13 dx 49. f dx

50. f -- dt 51. f e
dx

J 1 + e

52. f exp(x + e) dx 53. JexP(_)dx
Aplique la ecuación (18) para evaluar (en lérminos de Ia
función exponencial) los Iuinites en los probleinas 54 a 58.



Demuestre que Ia ecuación e_X = x - 1 tiene una ánica
solución. (La figura 7.3.9 puede ser átil.) Después utilice el
método de Newton para determinar Ia solución con una
precision de tres cifras decimales.

Figura 7.3.9 La solución de Ia ecuaciOn e_x = x -1
(problema 71)

Si una planta quiniica despide una cantidad A de contami-
nantes en un canal en el instante I = 0, entonces Ia concentraciOn
resultante de contaminante en el agua del canal de un pueblo a
una distancia x0 rio abajo de Ia planta en el instante t es

A f' x02
C(t) =

donde k es una constante. Muestre que Ia concentraciOn
maxima en ci pueblo es

A 2
Cmax =

x0 V ire

Trace la gráfica def(x) = e_X para x 0 (n es un entero
positivo fijo, pero arbitrai-io). En particular, muestre que el
valor máximo def(x) esf(n) = n"e".

Aproxime el nOmero e como sigue. Primero aplique la
aproximación de Simpson con n = 2 subintervalos ala integral

101 e dx = e 1

para obtener Ia aproximación Se 44- 7 = 0. Despeje e de
esta ecuación.

Suponga quef(x) = xte_X, donde n es un entero positivo
fijo, pero arbitrario. Concluya del problema 73 que los mmie-
rosf(n 1) yf(n + 1) son menores que f(n) n"e". Deduzca
de esto que

(i + <e < (

Sustituya n = 1024 para mostrar que 2.716 < e < 2.720.
Observe que 1024 = 210, de modo que a'°24 se puede calcular
fácilmente con casi cualquier calculadora introduciendo a y
después elevando al cuadrado diez veces en sucesión.

Suponga que Ia ecuación cuadrática am2 + bm + c 0

tiene dos raices reales m1 y m2 y suponga que C1 y C2 son
constantes arbitrarias. Muestre que la funciOn

y = y(x) = Ciemx + C2e

satisface la ecuación diferencial ay" + by' + c = 0.
Utilice ci resultado del problema 76 para determinar una

soluciOn y = y(x) de la ecuación diferencial y" + y ' 2y = 0
tal quey(0) = S yy'(0) = 2.

7.3 Proyecto /

En este breve proyecto de calculadora, usted utilizará el Ilmite

e lim(1 +!) (20)
,,-"o\ fl

para estudiar numéricamente el nOmero e. Suponiendo que el lImite existe, puede
"acelerar" la convergencia a! limite caicularido Ia cantidad (1 + 1/n) iinicamente
para cada potencia n = 2k de 2 en vez de calcularla para cada entero positivo n. Es
decir, consideremos Ia sucesión n 1, 2,4 ,8,. . 2k, . en vez de la sucesión
n = 1, 2, 3, 4, . . . de todos los enteros positivos:

/ 1\k
e = lLrn(\1 + . (21)

Este método tiene Ia ventaja de que los términos

Sk = (i +
)2k

(22)

que tienden a e pueden calcularse "elevando a! cuadrado de manera sucesiva", ya que

(x2)2 = x4, (x4)2 = x8, (x8)2 = x 16,
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7.4/ /
Funciones
exponenciales y
logarItmicas generales

La función exponencial natural ex y Ia función logaritmo natural in x se Ilaman
generalmente la exponencial y el logaritmo de base e. Definimos ahora las
funciones exponencial y logaritmo generates, cr' y log, x, cuya base es un mimero
positivo a 1. Pero ahora es conveniente invertir el orden de la exposiciOn con
respecto a] de las secciones 7.2 y 7.3, por Jo que primero consideramos la fimción
exponencial general.

Si r es un nárnero racional, entonces una de las leyes de exponentes [ecuaciOn
(13) de la sección 7.3] proporciona

a' = (eta)r = enm*a

Por tanto, definirnos las potencias arbitrarias (racionales e irracionales) del nUrnero
positivo a de esta forma:

ax = e" (1)

para toda x. Entoncesf(x) = ax es Ia función exponencial en base a. Observe que
ax> 0 para toda xy que a° = e° = Ipara toda a> 0.

Las leyes de los exponentes para las exponenciales generales son consecuencia
casi inmediata de Ia definición de Ia ecuación (l)y de las Ieyes de los exponentes
para Ia funciOn exponencial natural:

axaY = a,
= I

ax

y asI sucesivamente. AsI, para calcular Ia (2k) - ésima potencia x (2*)
del námero

x, solo necesitamos introducirx y presionar la tecla x2 ] k veces sucesivamente.
(En al:unas calculadoras, como Ia TI-81, primero sedebe deoprimir x2 ) y

cada vez.)
En consecuencia, usted puede calcular el nümero

2'

= ( +

mediante los siguientes pasos elementales:

Calcular 2k (sin calcular aqui el cuadrado).

Calcular el recIproco de 1/2".

Sumar 1 para obtener la suma I + (1/2").

Elevar el cuadrado del resultado k veces sucesivamente.

Utilice Ia calculadora para hacer esto con k = 2, 4, 6, 8,. . . ,18, 20. Construya una
tabla que muestre cada resultado s con cinco cifras decimales de precision.
Cuando termine, habrá verificado que e 2.7 1828. Feiicidades!

(22)

(ax)Y = a' (4)

para toda x y y. Para demostrar la ecuaciOn (2), escribimos

axaY = e InaeYlna = e(b0)+*4 =

Para obtenerla ecuación (4), observe en Ia (1) que In ax x In a. Entonces

(ax)Y = ey" = = axY.

Sección 7.4 / Funciones exponenciales y logaritmicas generates 425

(2)

y (3)



Figura 7.4.2 La gráfica de
y = aX es decreciente y cóncava
hacia aruba si 0 < a < 1.

Esto se cumple para todos los nürneros reales x yy, de modo que hemos eliminado
la restricción de que r sea racional en Ia formula (ex'y = e [yea la ecuación (13)
de Ia sección 7.3].

Si a> 1, de modo que in a > 0, entonces ias ecuaci ones (5) y (6) de Ia sección
7.3 nos proporcionan inmediatamente los resultados

limax = + y lirnax = 0. (5)

Los valores de estos dos Ilmites se intercambian si 0 <a < 1, ya que entonces in
a<0.

Como

Dxax = Dxex = ax in a (6)

es positivo para toda x si a> 1, vemos que, en este caSo, axes una función creciente
dex. Si a> 1, entonces Ia gráfIca dey = ax se asemeja ala def(x) = cx. Por ejemplo,
examinemos la gráfica dey = 2x que se muestra en Ia figura 7.4.1. Pero si 0< a < 1,
entonces in a <0, y Ia ecuaciOn (6) implica que ax es una funcion decreciente. En
este caso, Ia gráfica dey = ax es como lade la figura 7.4.2.

Si u = u(x) es irna función derivable dex, entonces Ia ecuación (6) combinada
con Ia regla de la cadena implica

Da' = (a" in a) (7)

La formula integral correspondiente Cs

$ a" du = + C. (8)

Pero en vez de usar estas formulas generales, por lo comñn Cs más simple basarse
soiamente en Ia definición de Ia ecuación (1), como en los ejempios I y 2.

EJEMPLO 1 Para derivarf(x) = 3' primero debemos escribir

I 2e"
du

j in 10
(

2e" 2+C 10
inlO inlO

= in 10, du
in 10

dx
2V

Sin importar que el exponente r sea racional o no, definimos Ia función
potencia generalf(x) = xr para x> 0 como
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Entonces
3x2 = (etn3)x2 = e213.

Dx3x2 = Dxex2mn3 = ex2I3 Dx(X2 ln 3) = 3x2(in 3)(2x).

11OV
EJEMPLO 2 Determine

J dx.JV
Solución Primero escribimos 10 (e = e''" Entonces

I io
dx



=

Ahora podemos demostrar Ia regla de derivación de una potencia para un expo-
nente (constante) arbitrario, como sigue:

Dxxx = Dx(ex) = erDx(r in x) = Xr._ = rx'.

For ejemplo, sabemos ahora que

DxXZ = rx (3.14159)x2'4159.

Si a > 1, entonces Ia función exponencial general ax es continua y creciente
para toda x y asume todos los valores positivos [mediante un argumento similar
a] del primer párrafo de Ia sección 7.3, utilizando Ia ecuación (6) y los lImites en
Ia ecuación (5)]. Por tanto, tiene una función inversa definida para todax>0. Esta
función inversa de ax es la función logaritmo en base a y se denota log. AsI,

y=log0x siysólo six a. (9)

Estas formulas son válidas para cualquier base positiva a y para todos los
valores positivos dex yy; en Ia ecuaciOn (12), el valor dey puede ser negativo o
cero.

Los logaritmos en una base están relacionados con los logaritmos con otra
base, y las relaciones entre el]os se expresan fácilmente mediante la fOrmula

(logab)(logbc) = logac. (13)

Esta fOrmula es válida para todos los valores de a, by c para los que tenga sentido
(las bases a y b son nOmeros positivos distintos de I y c es positivo). La de-
mostración de esta formula se esquematiza en el problema 53. La ecuaciOn (13)
debe ser fácil de recordar; es como si se aplicara alguna ley de cancelación secreta.

Si considerarnos c = a en Ia ecuaciOn (13), obtenemos

(logOb)(logba) = 1, (14)

lo que a su vez, con b = e, implica

In a -
loga e

Si reemplazainos a con e, b con a y c con x en Ia ecuaciOn (13), tenemos

(loga)(log0x) = logex,

de modo que

logax
logex In x

logxa ma
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La función logaritmo en base e es la función logaritmo natural: logx= mx.
Las siguientes leyes de los logaritmos son fáciles de obtener a partir de las

leyes de exponentes en las ecuaciones (2) a (4).

loga xy = loga x + loga y,

iogaQ) = logax,

iogax = y logax.

(10)

(11)

(12)



Por ejemplo,

En Ia mayoria de las calculadoras, la tecla [log] denota los logaritmos comunes
(base 10): log x = log1. Pore! contrario, en muchos lenguajes de programaciOn,
como BASIC y algunos programas de algebra simbOlica, como Mathematica,
solo aparecen explicitamente los logaritmos naturales, como LOG [X] (en
BASIC) y como Log [xl (en Mathematica). Para obtener log10x, escribimos
LOG (X) / LOG (10) y Log [10, x], respectivamente.

Al derivar ambos lados de Ia ecuación (16) tenemos

1 logae
Dxlogax= =xlna x

log1oe 0.4343
D log1ox =

x x

Si razonamos ahora como lo hicimos para obtener Ia ecuación (6) de la secciOn
7.2, obteremos de la regla de Ia cadena Ia formula general

1 du logae du
D logal uI = - - (u 0) (18)ulnadx u dx

si u es una función derivable de x. Por ejemplo,

1 1 logze (1.4427)x
D log2 VX2 + I = log2(x2 + I) = + 1

2x
2 + 1

Aqul utilizamos el hecho de que log2 e = 1/(ln 2) por la ecuación (15).

DERIVACION LOGARITMICA

Las derivadas de ciertas funciones se detenTninan de manera más conveniente
derivando primero sus logaritmos. Este proceso, Ilamado derivación logarItmica,
tiene los pasos siguientes para determinarf'(x):

Dado: y f(x).
Obtener los logaritmos nalurales;
simplificar después, utilizando lny = lnf(x).
las leyes de los logaritmos:

Derivar con respecto de x: dx
= D[lnf(x)].

Multiplicar ambos lados pory =f(x) dx
f(x) D[1nf(x)].

OBSERVACION Sif(x) no es positiva en todo punto, los pasos 1 y 2 se deben
reemplazar pory = f(x) y my = In If(x) respectivamente. La derivaciOn del
paso 3 conduce entonces al resultado dy/dx =f(x) D [In f(x) ] en el paso 4. En
Ia práctica, no debemos preocuparnos de antemano por el signo def(x), pues Ia
aparición de lo que parecerIa el logaritmo de una cantidad negativa indicará el
hecho de que deban utilizarse valores absolutos.

EJEMPLO 3 Determine dy/dx, dado que

V(x2 + 1)

/(x + 1)

(17)

428 CapItulo 7 I Funciones exponenciales y logaritmicas



7.4 Problemas

En losprobleinas I a 24, del ermine Ia derivada de lafunción
dadaf(x).

1. f(x) = 10'

3.f(x) =

5. f(x) = 7COS

7. f(x) = 2
9. f(x) = 2"

11. f(x) = l7
13. f(x) = lO
15. f(x) = 22

17. f(x) = log3 V2 + 4
19. f(x) = log3(2)

f(x) = log2(Iog3x)

f(x) = + x +
f(x) = exp(Iogiox)

Soiución Las leyes de los logaritmos implican

(x2 + 1)3'2 3 4
in y = in (x3 + 1)' = in(x2 + 1) - in(x3 + 1).

AsI, la derivación con respecto dex implica

1 dy 3 2x 4 3x2 3x 4x2

ydx2x2+1 3x3+1x2+l x3+1
Por iiltimo, para despejar dy/d*.-, multiplicamos ambos lados por

(x2 + 1)3/'2

= (x3 + i)''

dy - ( 3x 4x2 (x2 + 1)3/2
dx - x2 + 1 x3 + 1)(x + U43

EJEMPLO 4 Determine dy/dx, dadoy =x.

Solución Siy=x'', entonces

my = in(x) = (x + 1)inx,

= (1)(ln x) + (x + i)(!) = 1 + i + in x.

Al multiplicar pory = 'obtenemos

dy / i-= (i +-+inxjf'.
dx \ x /

y obtenemos

2. f(x) = 22

4. f(x) = iog,o cOS x

6. f(x) = 232

8. f(x) = iogtoo(1O)
10. f(x) = 78

12. f(x) = 2
14. f(x) 3V1_2

16. f(x) = iog2x
18. f(x) = log o(e)
20. f(x) = iog,o(iogox)

24. f(x) =

Sección 7.4 / Funciones exponenciales y logaritmicas generaTes

Ei'al,e las inlegrales de los pro ble,nas 25 a 32.

25. f 32 dx

27. f dx

29. J X273+1 dx

31. J- dx

26. fx.i02dx

28. f10
'_-dx

30.f dx
x iog,ox

32. f(232 dx

En los proble.nas 33 a 52, delermine dy/dx medianie una
derivación logaritmnica.

33. y = V(x2 - 4)V2x + i
(3 - x2)'12

- (x + 1)"
35. y = 2 36. y =
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37.y=x' 38.y=(1+x)
[(x + i)(x + 2) 1"

39. y = (x2 + 1)(x2 + 2)

40.y=Vx+ 1x+2x+3
41. y = (In x)' 42. y = (3 + 2

43.
(1 + x2)312

= (1 + x3)473
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7.4 Proyecto

Este proyecto estudia Ia ecuación

2 = x'°. (19)

Las gráficas dey = 2' yy =x'° (figura 7.4.3) sugieren que Ia ecuación (19) tiene

dos soluciones: una positiva y la otra negativa. Si dispone de una calculadora

gráfica o una computadora, determine estas dos soluciones (con una precision de

tres o culitro cifras decirnales) mediante aproxirnaciones sucesivas (el método del

"acercamiento").
La figura 7.4.4 parece indicar que x deja atrás a 2X cuando x -3 + oc Sin

embargo, Ia ecuación (19) tiene las mismas soluciones positivas que ia ecuaciOn

x

= x'o

J

Figura 7.4.3 y = 2x y y = x10

para-2 x2

44. y = (x + 1)x

(La inferencia es que n es un entero positivo.) Verifique esta
conclusiOn introduciendo aigOn nOmero positivo en su calcu-
iadora y oprirniendo a continuación la tecia de raIz cuadrada

varias veces. Haga una tabla de los resultados de ambos

experimentos.
Muestre que urn n11"= 1 mostrando que lim,x&=

1. (La inferencia es que x es un ndmero real arbitrario positi-
vo, mientras que n es un entero positivo.) Utilice ci método
del probiema 55.

Analice ln(x"/e) y muestre que

urn - = +co.'-°°

Asi, f aumenta aOn rnás rápido que ia función exponenciai

e'cuandox-+ +00.
Considere la función

f(x)- i paraxO.
1+2 "

Muestre que Los lirnites por Ia izquierda y por Ia derecha
defx) en x = 0 existen pero son distintos.

Determine dy/dx si y = log2.

Suponga que y = uvw/pqr, donde u,v,w,p,q y r son
funciones derivabies dex, distintas de cero. Muestremediante
una derivaciOn logaritmica que

dy (ldu ldv ldw ldp ldq ldr= y.I -.- + -.- + -.- - -.- - -.- -
dx \u dx v dx w dx p dx q dx r dx

(,Es obvia la generación de esto, para un nOmero frnito arbi-
trario de factores en ci nurnerador y ci denominador?

in x In 2
10

Por tanto, con base en Ia gráfica de y = (In x)/x (ejemplo 8 de ia sección 7.2)

concluya que Ia ecuación (19) tiene precisamente dos soiuciones positivas.

3. Haga una tabla de valores de 2' y para x = 10, 20, 30, 40, 50 y 60 para

verificarque Ia solución positiva faltante está en algin punto entrex = 50 yx = 60

Capitulo 7 / Funciones exponenciales y logaritmicas

45. y = (x + 1)2 46. y = ( +

47. y = (V) 48. y = senx

49. y = 50. y = (in x""
51. y = x 52. y = (cos x)'

Demuestre la ecuación (13). [Sugerencia: seanx = log0b,

y = logc y z = logc. Después muestre que a2 = a', y
concluya que z = xy.]

Suponga que u y v son funciones derivables de x. Muestre
mediante una derivación logarItmica que

du dv
D(uu) = v(u0) - + (U0 In u) -.

dx dx

Interprete los dos términos de Ia derecha en relaciOn con los
casos particulares (a) u constante; (b) v constante.

Suponga que 0 > 0. Malice ln(a) y muestre que

urn a" = 1.

Esto implica que

lima" = 1.

= 2"y

20
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decaimiento naturales

Sección 7.5 / Crccirniento y decaimiento naturales

x

Figura 7.4.4 y = 2x yy = x'°para
Ox3O

x

Figura 7.4.5 y = 2x yy = x'°para
3Ox7O

(figura 7.4.5). Si intenta localizar esta solución med iante aproximaciones sucesi-
vas, tal vez Ilegue adonde nadie ha Ilegado antes!
4. Utilice el método de Newton para aproximar (con una precision de cuatro
cifras) las tres soluciones de Ia ecuación (19).

En esta sección, utilizaremos la función exponencial natural para modelar el
"crecimiento natural" de las poblaciones. Consideremos una población con una
cantidad de P(t) personas u otros animales, bacterias, dólares o moléculas (o
cualquier entidad) en el instante t. Suponemos que esta población tiene una tasa
de natalidad/iconstante y una tasa de mortalidad Sconstante. De manera vaga,
esto significa que durante el penodo de un año, ocurren /3P nacimientos y SP
muertes.

Puesto que P se modifica durante el curso de un año, debemos tomar en
consideración los cambios en el rn'irnero de nacimientos y muertes. Pensemos en
un pequeño intervalo de tiempo de I a t +t. Pam valores muy pequeños de &, el
valor de P = P(t) cambia en una razón tan pequea durante el intervalo de tiempo
[t, t + 'I que podemos considerar P(t) casi como constante. Requerimos que el
mirnero de nacimientos y muertes durante este intervalo de tiempo esté dado con
Ia precision suficiente por las aproximaciones

Nirmero de nacimientos: aproximadamente /IP(t) &;

Nñrnero de muertes: aproximadamente SP(t) it.

Más precisamente, suponemos que Ia razón del error para & en cada una de estas
aproximaciones tiende a cero cuando t - 0.

Con esta base, queremos deducir Ia forma de Ia función P(t) que describe Ia
población en cuestión. Niiestra estrategia comienza al determinar Ia razón de
cambio con respecto dcl tiempo de P(t). Por tanto, consideramos el incremento

= P(t + zt) - P(t)
de P durante ci intervalo de tiempo [1, 1 + st]. Corno ttP es simpiemente el niirnero de
nacimientos menos el nuiiero de muertes, tenemos de Ia ecuación (1) que

= P(t +z) - P(t)
f3P(t) t - 6P(t) t

(1)

(el mimero de nacimientos
menos ci niimero de muertes).
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Por consiguiente,

PP(t+zt)P(t)

El cociente del lado izquierdo tiende a la derivada P'(t) cuando & -* 0 y, por
la hipótesis después de (1), tiende también a! lado derecho, S)P(t). Por tanto,
cuando consideramos el ilmite cuando Lxt *0, obtenemos la ecuación diferencial

es decir, = (/3 - 6)P(t);

dP
= kP, dondek=f3-6. (2)

Esta ecuación diferencial se puede considerar como un modelo matemático de la
población cambiante.

LA ECUACION DE CRECIMIENTO NATURAL

Con x(t) en vez de P(i) en Ia ecuación (2), tenemos la ecuación diferencial

dx
di =

(3)

que sirve como el modelo rnatemático de una gama extraordinariamente amplia
de fenómenos naturales. Se puede resolver con facilidad si primero "separamos
Las variables" y después integramos:

= k di;

=
f k di;

ln x = kt + C.
Aplicamos Ia función exponencial a ambos lados de la ñltirna ecuación para
despejar x:

x = e' = ekt = eeC = Ae.

En este caso, A = eC es una constante que falta determinar. Pero vemos que A es
tan solo el valor x0 = x(0) de x(t) cuando t = 0, con lo que A = x0.

Teorema 1 La ecuación de creci,niento natural
La soluciOn a! problema con condición inicial

dx--=kx, x(0)=x0

es

x (1) = x0 e (5)

(4)
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xo

>ekt
(k>O)

La población del mundo crece
rápidaniente, pero, qué tan
rápidamente?

Sccciôn 7.5 / Crccirnicnto y dccaimicnto nattirales

Como consecuencia, la ecuación (3) recibe el nombre general de ecuación de
crecimiento exponencial, o ecuación de crecimiento natural. Por la ecuación
(5) vemos que, con x0> 0, la solución x(1) es una fimción creciente si k> 0 y una
función decreciente si k <0. (La situación k <0 a veces se denomina decaimiento
exponencial.) Estos dos casos aparecen en las figuras 7.5.1 y 7.5.2, respectiva-
mente. El resto de esta sección se ocupa de ejemplos de fenómenos naturales para
los que esta ecuación diferencial sirve como modelo matemático.

CRECIMIENTO DE POBLACIONES

Al comparar las ecuaciones (2), (3) y (5) vemos que una población P(t) con tasa
de natalidad fly tasa de mortalidad öestá dada por

P(t) = Poekl, (6)

donde P0 = P(0) y k = /3- Si I se mide en años, entonces k es la tasa de
crecimiento anual, que puede ser positiva, negativa o cero. Su valor se da con
frecuencia como un porcentaje (su valor decimal multiplicado por 100). Si k es
cercana a cero, su va]or es muy cercano al incremento (o decremento) porcentual
de Ia población cada aflo.

EJEMPLO 1 De acuerdo con los datos de la agencia Prensa Asociada de marzo
de 1987, Ia población mundial habla llegado a 5 mil millones de personas y
aumentaba a razón de 380,000 personas cada dIa. Supongamos que las tasas de
natal idad y mortandad son constantes. Queremos responder estas preguntas:

1. ,Cuál es Ia tasa anual de crecimiento k?

,Cuál serfi Ia población mundial en el afio 2000?

,Cuánto tiempo tardará en duplicarse la poblaciOn mundial?

Cuándo será Ia población mundial de 50 mu millones (cantidad que los
demografos piensan es Ia maxima para Ia que el planeta puede proporcionar
al imento)?

Soli,ció,i Medimos Ia poblacion mundial P(i) en miles de millones y el tiempo
t en aflos. Consideremos I = 0 en 1987, de modo que P0 = 5. El hecho de que P
aumente en 380,000, o 0.00038 miles de millones, de personas al dIa en el instante

= 0 significa que

P'(0) (0.00038)(365.25) 0.1388

miles de millones de personas por aflo. A partir de la ecuación (2), obtenemos

11 dPi P'(0) 0.1388 - 00278k
- L dtj,=o - P(0) 5

Asi, en 1987, Ia población mundial crecia a razón de 2.78% anual, aproximada-
mente.

Utilizarenios este valor de k para concluir que Ia población del mundo en el
instanle / debe ser

P(t) = 5e°°278'.

Por ejemplo, con I = 13 se obtiene que la población en el aiio 2000 serIa

P(13) = 5e°°278°3= 7.17 (miles de millones).
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Figura 7.5.1 Solución de Ia
eduación de crecimiento
exponencial para k> 0

x

x = x0 elU

(k <0)

Figura 7.5.2 Solución de Ia
ecuación de crecimiento
exponencial (en realidad, una
ecuación de decaimiento) para
k<O



Para determinar cuándo Ia población se duplicará a 10 mu millones, resolve-
mos Ia ecuación

10 = 5e°°278'.

Primero debemos obtener el logaritmo natural de cada lado y después despejar

In 2

= 0.0278
25 (año),

lo que corresponde a! año 2012. Por iiltimo, bajo las hipótesis consideradas, la
población mundial a]canzará los 50 mu millones cuando

es decir, en el a?io 2070.

DECAIMIENTO RADIACTIVO

Consideremos una muestra de material que contiene N(t) átomos de cierto isótopo
radiactivo en el instante t. Muchos experimentos han confirmado que una fracción
constante de estos átomos radiactivos decaen de manera espontánea (Se convierten
en átomos de otro eiemento o de otro isótopo del mismo elemento) en cada
intervalo de tiempo. En consecuencia, Ia muestra se comporta igual que una
pob]ación con una tasa de mortandad constante, sin que ocurran nacimientos.
Para escribir un modelo de N(t), uti]izarnos la ecuación (2) con N en vez de P, k> 0
en vez de Sy /3= 0. Asi, obtenemos Ia ecuación diferencial

dN = kN. (7)

Por Ia solución (ecuación (5) de Ia ecuaciôn (3) con ken vez de - k, concluimos
que

N(t) = Noe_Lt, (8)

donde N0 = N(0), el nimero de átomos radiactivos del isótopo original presentes
en Ia muestra en el instante I = 0.

El valor de Ia cons/ante de decaimiento k depende del isótopo particular en
cuestión. Si k es grande, entonces el isótopo decae rápidamente. Si k es cercano a
cero, el isótopo decae muy lentamente y por tanto puede ser un factor relativamente
persistente en su ambiente. La constante de decaimiento k se especifica con
frecuencia en términos de otro parámetro empIrico más conveniente, la vida media
del isótopo. La vida media de una muestra de un isótopo radiactivo es el tiempo
necesario para que Ia mi/ad de esa muestra decaiga. Para determinar Ia relación
entre k y r, hacemos

1T y N=N0
en Ia ecuación (8), de modo que

N = N0e''.

Cuando despejamos r, tenernos quc

50 5e°°278';
in 10

= 0.0278
83

In 2

434 Capitulo 7 I Funciones exponenciales y logarItmicas



Observe que el concepto de vida media es signifIcativo: el valor de rsó10 depende
de k y por tanto solo depende del isótopo radiactivo en cuestión. No depende de
la cantidad de isótopo presente.

El método defechado con radiocarbono se basa en el hecho de que el isótopo
radiactivo del carbono '4C tiene aria vida media conocida de cerca de 5700 años.
La materia orgánica viva mantiene un nivel constante de NC al "respirar" aire (o
consumir materia orgOnica que "respira"). Pero ci aire contiene '4C junto con el
isótopo estable '2C, más comün, Ia mayor parte en el gas CO2. AsI, todos los
organismos vivos mantienen el mismo porcentaje de '4C que el existente en el aire,
puesto que los procesos orgánicos parecen no hacer distinción alguna entre los dos
isótopos. Pero al morir un organismo, éste deja de metabolizar carbono, y ci
proceso de decaimiento radiactivo comienza a agotar su contenido de '4C. La
fracción de 4C en el aire sigue siendo casi constante, debido a que se generan
nuevas cantidades del mismo por el bombardeo de átomos de nitrOgeno en Ia parte
superior de Ia atmósfera por los rayos cósmicos, y esta generaciOn está en un
equilibrio estacionario con Ia pérdida de '4C a través del decaimiento radiactivo.

EJEMPLO 2 Un espécimen de carbon de lena encontrado en Stonehenge
contiene el 63% de '4C con respecto de una muestra de carbon actual. ,Cuá1 es la
edad de la muestra?

Soluciôn Considerernos t = 0 (en años) como ci instante de la muerte del árbol
de donde se hizo ci carbon. Por Ia ecuación (9) sabemos que

I - ,u 5700kjyo -
de modo que

k =
ln2

- 0.0001216.

Tenemos que N = (0.63)/V0 en ci momento actual, por lo que resolvemos Ia
ecuaciOn

(0.63)N0 = Noe_kt

con este valor de k. Tenernos entonces que

ln(0.63)
= 0.0001216

3800 (anos).

En consecuencia, Ia muestra tiene una antigüedad aproximada de 3800 aios. Si
está relacionada de alguna manera con Los constructores de Stonehenge, nuestros
ciIcuios sugieren que este observatorio, monumento o ternplo data aproximada-
mente del año 1 800 a.C.

EJEMPLO 3 Dc acuerdo con una teoria cosmológica, habla igual cantidad de
los isótopos de uranio 235U y 238U en ci mornento de Ia creaciOn del universo, Ia
"gran explosion" (o "big bang"). En Ia actualidad existen 137.7 átomos de 238U
por cada itomo de 235U. Silas vidas medias de estos isótopos son

4.51 miles de miliones de años para 238U

0.71 miles de millones de años para 235U,

calcule La edad del universo.

Solució,, Sean N(') y N5(i) ci nñmero de tomos de 238U y 235U, respectivamente,
en ci instanle t, en miles de millones de años desde Ia creación del universo. Entonces
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N8(t) = Noe' y N5(t) = Noe_di,

donde N0 es el noimero inicial de átomos de cada isótopo. Ademas,

k
1n2
4.51

que es consecuencia de Ia ecuación (10). Dividimos Ia ecuación pam N8 entre la
ecuación para N5 y vemos que cuando t tiene el valor correspondiente a "Ia
actualidad",

137.7 = =

Por iltimo, despejamos I en esta ecuación:

ln(137.7)
99t_/

1 1 \
0.71

- _j)1n 2

AsI, estimamos la edad del uriiverso como 6 mu millones de aflos, que es casi el
mismo orden de magnitud para las estimaciones más recientes de 15 mu niillones
de afios.

INTERES COMPUESTO CONTINUO

Consideremos una cuenta de ahorro que se abre con un depósito inicial de A0
dólares y que percibe un interés con una tasa anual r. Si existen A(t) dólares en la
cuenta en el instante I y el interés es compuesto en el instante I + &, esto significa
que se suman rA(t)txi dôlares de interés a Ia cuenta en ese instante. Asi,

A(t + t) = A(t) + rA(t) t,
por lo que

A(t + t) - A(t)
= rA(t). /

Lt

El interés compuesto continuo surge de considerar el Ilmite cuando it 0, de
modo que

dA
= rA.

Esta esuna ecuación de crecimiento exponencial que tiene la solución

A(t) = Aoe". (12)

EJEMPLO 4 Si se invierten A0 = $1000 con una tasa de interés anual de 6%
compuesto continuo, entonces r = 0.06, y Ia ecuación (12) implica que

A(1) = 1000e = $1061.84

es el valor de Ia inversion después de un aflo. Mi, la tasa de interés anual efectiva es
6.184%. Si el interés se compone con mayor frecuencia, más rápido aumentan los
ahorros, pero los anuncios bancarios tienden a exagerar esta ventaja. Por ejemplo,
un interés compuesto nensua1rnente de 6% multiplica su inversion por

In 2
y
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1

96
= 1.005

al final de cada mes, por lo que una inversion inicial de $1000 aumentará en
un año a

(1000)(1.005)12 = $1061.68,

solo $0.16 menos que lo que dana un interés compuesto continuamente.

*ELIMINACION DE SUSTANCLAS

La cantidad AQ) de una cierta sustancia en el torrente sanguineo del cuerpo
humano, medida como el exceso sobre el nivel natural de la sustancia en la sangre,
disrninuye generalmente de manera proporcional a dicho exceso. Es decir,

= AA, demodoque A(t) = Aoe'. (13)

El parãmetro .Zes Ia constante de eliminación de Ia sustancia y T 1/A.es el tiempo
de eiiminación.

EJEMPLO 5 El tiempo de eliminación del alcohol, varIa de una persona a otra.
Si el tiempo de recuperación de una persona T= 1/A'es 2.5 horas, !,cuánto tiempo
tardará en reducirse Ia concentración del exceso de alcohol en la sangre de 0.10%
a 0.02%?

Solución Suponemos qiie Ia concentración normal de alcohol en la sangre es 0,
por lo que cualquier cantidad es una cantidad en exceso. En este problema, tenemos
..%= 1/2.5 = 0.4, por lo que Ia ecuación (13) implica

Asi,
0.02 = (0.10)eHO4)t.

_o
4.02 (h).

DE VENTAS

Dc acuerdo con estudios de mercado, si se deja de anunciar un producto particular
y se mantienen sin modificación otras condiciones del mercado (como el nñmero y
Ia promociOn de Ia competencia, sus precios, etcetera), entonces las ventas del
producto no anunciado disrninuye proporcionalmente a las ventas actuales S en
cualquier instante 1. Es decir,

dt
= AS, de modo que S(t) = Soe'. (14)

Aqul S0 denota el valor inicial de las ventas, considerando las ventas en el Oltimo
mes de promoción. Si las unidades de t son los meses, entonces S(t) nos da el
rn'imero de ventas / meses después de haberse suspendido Ia promoción y A.podrIa
Ilamarse Ia constante de dis,ninución de yen/as.
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7.5 Problemas

1. Interés compuesto continuo Supongamos que Se depo-
sitan $1000 en una cuenta de ahorros que paga un interés
compuesto continuo anual de 8%. Con qué tasa (en $/año)
gana interés después de 5 aios? ,Después de 20 años?

2. Crecimiento depoblaciones Coopersville tenla una po-
blación de 25,000 en 1970 y una población de 30,000 en 1980.
Suponga que su población contináa creciendo de manera
exponencial a razón constante. i,Qué población esperan los
planificadores de Ia ciudad de Coopersville en el año 2010?

3. Crecimiento depoblaciones En cierto cultivo de bacte-
rias, el námero de bacteria.s aumenta 6 veces en 10 horas.
Suponiendo un crecirniento natural, Lcuánto tiempo tardó en
dupl icarse?

4. Fechado con radiocarbono El carbono extraido de un
antiguo cráneo recién desenterrado contiene solarnente una
sexta parte del carbono radiactivo 4C del carbono extraldo de
un hueso actual. i,Qué antiguedad tiene el cráneo?

5. Fechado con radiocarbono El carbono tornado de una
reliquia con una fecha propuesta de 30 d.C. contiene 4.6 x
1010 ãtomos de 14C por grarno. El carbono extraido de un
espécimen actual de Ia misma sustancia contenIa 5.0 x 1010
átomos de '4C por grarno. Calcule Ia edad aproxirnada de Ia
reliquia. ,Cuál es su opinion acerca de su autenticidad?

6. Interés compuesto continuo Se invierte una cantidad A
de dinero durante t años con una tasa de interés anual r
compuesta n veces durante estos aiios a intervalos iguales.

Explique por qué Ia cantidad acumulada después de I aOos
es

Ar=A(1

Concluya del lirnite de Ia ecuaciOn (18) de Ia sección 7.3
que

lim A,,, = Aert,

de acuerdo con Ia ecuación (12) de esta sección.
7. Interés compuesto continuo Si una inversiOn de A0 do-

lares regresaA1 dólares después de un año, Ia tasa de inheres
anual efectiva r se define mediante Ia ecuación
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A1 = (I + r)Ao.

Los bancos anuncian con frecuencia que aumentan las tasas
efectivas para las cuentas de ahorro de sus clientes aumentan-
do la frecuencia de composición. Calcule Ia tasa de mterés
anual efectiva si una tasa de interés anual del 9% se compone
(a) trirnestralmente; (b) mensualmente; (c) semanalmente; (d)
diariarnente; (e) continuamente.

Interés compuesto conlinuo Al nacer su primer hijo,
una pareja deposita $5,000 en una cuenta de ahorros que paga
un interés anual compuesto continuo del 6%, con acumula-
ción de intereses. ,Cuánto dinero habrO en La cuenta cuando
el hijo vaya a Ia universidad a los 18 ailos?

Interés coinpuesto continua Usted descubre en su ático
un libro vencido de una biblioteca por el que su tatarabuelo
debe una multa de 30 centavos exactamente hace 100 aflos.
Si una multa vencida crece de manera exponencial a una tasa
de interés cornpuesta continua anual del 5%. ,CuOnto tendria
que pagar si regresara el libro el dIa de hoy?

Eliminación de sustancias Suponga que el pentobarbi-
tol de sodio anestesiarO a im perro cuando su sangre contenga
al menos 45 miligramos de pentobarbitol de sodio por cada
kilogramo de peso. Suponga tarnbién que eI pentobarbitol de
sodio Se elimina de rnanera exponencial de Ia sangre de un
perro, con una vida media de 5 horas. Qué dosis debe
administrarse para anestesiar a un perro de 50 kilos durante
una hora?

Disminución de ventas Moonbeam Motors ha dejado
de anunciar su caniioneta. La compañIa planea volver a
anunciarla cuando las ventas hayan disminuido al 75% de su
tasa inicial. Si después de una semana sin promoción, las
ventas han disminuido a 95% de su tasa original, cuOndo
esperarIa Ia cornpañia volver a anunciarla?

LingüIstica El idioma inglés evoluciona de tal forma
que 77% de todas las palabras desaparecen (o son reemplaza-
das) cada 1000 años. De una lista básica de palabras utilizadas
por Chaucer en 1400 d.C, ,qué porcentaje esperariamos
utilizar todavia en Ia actualidad?
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*LINGUISTICA

Consideremos una lista básica de N0 palabras en uso en un lenguaje en el instante
= 0. Sea N(s) el nOmero de estas palabras que se encuentran aün en el instante t,

aquellas que no han desaparecido del lenguaje ni han sido reempla.zadas. De
acuerdo a una teorla de linguIstica, la tasa de disminución de N es proporcional a
N. Es decir,

dt
= AN, de modo que N(t) = Noe'. (15)

Si I se mide en milenios (estándar en linguIstica), entonces k e es la fracción
de palabras en ]a lista original que sobreviven durante 1000 años.



Decaimiento radiactivo La vida media del cobalto
radiactivo es 5.27 años. Suponga que un accidente nuclear
deja el nivel de radiación de cobalto en cierta region en 100
veces el five! aceptable para Ia habitaciOn humana. ,Dentro
de cuOnto tiempo volverá a ser habitable Ia regiOn? (Ignore Ia
probable presencia de otras sustancias radiactivas.)

Decaimiento radiactivo Suponga que un depósito de
cierto mineral raro formado en un antiguo cataclismo (como
Ia colisión de un meteorito con Ia Tierra) contenia original-
mente al isOtopo de uranio 238U (que tiene una vida media de
4.51 x i09 anos) pero noel isótopo de plomo 207Pb, que es el
producto final del decaimiento radiactivo de 238U. Si Ia pro-
porción actual entre los átomos de 238U y 207Pb es 0.9, cuándo
ocurriO el cataclismo?

Decaitniento radicictivo Cierta roca lunar contiene el
mismo nOmero de Otomos de potasio y átomos de argon.
Suponga que todo el argOn estápresente debido al decaimien-
to radiactivo del potasio (su vida media es aproximadamente
1.28 x I 9 altos) y que uno de cada nueve desintegraciones de
un Otomo de potasio produce un átomo de argon. Cuii1 es Ia
edad de Ia roca, medida desde el instante en que solo contenia
potasio?

Si un cuerpo se enfria en tin niedio con temperatura
constanteA, entonces (de acuerdo con Ia ley de enfriamiento
de Newton, sección 7.6) Ia razOn de carnbio de Ia temperatura
del cuerpo T es proporcional a T - A. Queremos enfriar tm
frasco con mantequilla que inicialmente está a 25°C colocán-
dolo en el exterior, donde Ia temperatura es 0°C. Si Ia tempe-
ratura de Ia mantequilla desciende a 15°C después de 20
minutos, ,a qué hora estará a 5°C?

*7.6
Ecuaciones
diferenciales lineales
de primer orden y
aplicaciones

Cuando Se disuelve azOcar en agua, Ia cantidad A de
azOcar sin disolver después de I minutos satisface Ia ecuaciOn
diferencial dA/di = kA (k> 0). Si 25% del azOcar Se disuelve
en un minuto, 6cuánto tiempo tarda en disolverse Ia mitad del
azOcar?

La intensidad ide Ia luz a una profundidad de x metros
bajo Ia superficie de un lago satisface Ia ecuaciOn diferencial
dI/dx = (1.4)!. (a) i,A qué profundidad es Ia intensidad igual
a Ia mitad de Ia intensidad 4 en Ia superficie (donde x = 0)?
(b) ,Cuál es Ia mtensidad a una profundidad de 10 metros
(como fracciOn de Ia)? (c) ,A qué profundidad será Ia inten-
sidad 1% de su valor en Ia superuicie?

La presiOn barométricap (en pulgadas de mercurio) a una
altitud dex millas sobre el nivel del mar satisface Ia ecuaciOn
diferencial dp/dx = - (O.2)p; p(0) = 29.92. (a) Calcule Ia
presiOn barométrica a 10,000 pies y de nuevo a 30,000 pies.
(b) Sin un acondicionamiento previo, pocas personas pueden
sobrevivir cuando Ia presiOn disminuye a menos de 15 pulga-
das de mercurio. Qué tan alto es esto?

Un accidente en una planta nuclear ha contaminado el
area circundante con un elemento radiactivo que decae de
manera proporcional a su cantidad actual A(t). El nivel inicial
de radiaciOn es 10 veces Ia cantidad maxima S que es segura
y 100 dias después sigue siendo 7 veces esa cantidad. (a)
Establezca y resuelva una ecuaciOn diferencial para determi-
nar A(t). (b) ,Cuãnto tiempo (redondeado a dias después del
accidente original) pasarã, antes de que sea seguro para las
personas el regreso al area?

Una ecuaciOn diferencial de primer orden es aquella en la que solo aparece Ia
primera derivada de Ia variable dependiente (y no las derivadas de orden superior).
Es una ecuación diferencial de primer orden lineal, si se puede escribir en la forma

dx--=ax+b, (1)

donde a y b denotan funciones de la variable independiente t. En este caso,
analizamos aplicaciones en el caso particular en que los coeficientes a y b son
conslantes.

La ecuación (1) es separable, de modo que podemos separar las variables
como en la secciOn 6.5 e integrar de inmediato. Si ax + b> 0, obtenemos

ln(ax + b) = at + C.J-J adt;I adx I
ax + b

Entonces, la aplicación de !a función exponericial natural a ambos lados implica

ax + b = Ke°',

donde K = eC. Cuando sustituimos t = 0 y denotamos el valor resultante de x como
x0, tenemos que K ax0 + b, por lo que

ax + b = (axo + b)e''.
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Por ültimo, resolvemos esta ecuación para determinar la solución x = x(t) de la
ecuación (1):

x(t) = (Xo +
1

(2)

AquI hemos supuesto que ax + b > 0, pero la ecuación (2) también proporciona Ia
solución correcta en el caso ax + b <0 (véase el problema 17). En el problema 21
bosquejamos un método para resolver la ecuación (1) cuando los coeficientes a y
b son funciones de t en vez de constantes. Sin embargo, la solución en la ecuación
(2) para el caso de coeficientes constantes, seth suficiente en las siguientes
aplicaciones.

CRECIMIENTO DE POBLACIONES CON INMIGRACION

Consideremos una población P(t) con tasas de natalidad y mortandad constantes
(fly respectivamente), como en Ia sección 7.5, pero además con una tasa de
inrnigración constante de I personas por año que entran al pals. Para tomar en
cuenta Ia inmigración, debemos corregir nuestra deducción de la ecuación (2)
en la sección 7.5 como sigue:

P(t + &) P(t) = {nacimientos} - {muertes} + {inmigrantes}

13P(t) Lt - 6P(t) t + I t,

de modo que

P(t + t) - P(t)
- 6)P(t) + I.

calculamos los limites cuando & -40 para asi obtener Ia ecuación diferencial lineal
de primer orden

= kP + I (3)

con coeficientes constantes k = 8 e I. De acuerdo con Ia ecuación (2), Ia solu-
ción de Ia ecuación (3) es

P(t) = PoekI + f(ekt - 1). (4)

El primer término del lado derecho es el efecto de crecimiento natural de la
población y el segundo término es el efecto de Ia inrnigración.

EJEMPLO 1 Consideremos La población de Estados Unidos, con P0 = 249
millones en 1990 (t = 0). Queremos determinar el efecto de permitir Ia inmigración
a razón de I = 0.5 millones de personas por aflo durante los próximos 20 aflos,
suponiendo una tasa anual de crecimiento de 1% anual, de modo que k = 0.01.
Entonces

Poe/a = 249e°°'20 304.1 (millones)

- - = (e°°2o - 1) 11.1 (millones).1)
0.5

0.01

Asi, el efecto de la inmigración será el incrementar Ia población de Estados Unidos
en el año 2010 de 304.1 millones a 315.2 millones.

y
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CUENTAS DE AHORROS CON DEPOSITOS CONTINUOS

Consideremos la cuenta de ahorros de la sección 7.5 que contiene A0 dOlares
inicialmente y que percibe intereses a una tasa anual r compuesta de manera
continua. Supongamos ahora que los depósitos se suman a esta cuenta a razón de
Q dólares por aflo. Para simplificar ci modelo matemático, suponemos que estos
depósitos se realizan de manera continua, en vez de (por ejemplo) mensualmente.
Entonces, podemos considerar Ia cantidad A(t) en la cuenta en el instante tcomo
una "población" de dólares, con una tasa de crecimiento natural (anual) r y
con una "inmigración" (depósitos) a razón de Q dólares anualmente. Entonces, si
simplemente cambiamos la notación de las ecuaciones (3) y (4), obtenemos la
ecuación diferencial

dA
- rA + Q, (5)

que tiene Ia solución

A(t) = Aoer( + - 1). (6)

EJEMPLO 2 Suponga que ai nacer su hija, usted pretende que elia disponga de
$80,000 para sus gastos en Ia universidad cuando ella tenga 18 afios. Pianea
iogrario al hacer depósitos frecuentes y pequeños (esencialmente continuos) en
un fondo, a razón de Q dólares por afio. Este fondo acumulará un interés anual de
9% compuesto de manera continua. Cuái debe ser ci valor de Q para lograr su
objetivo?

Solución Con A0 = 0 y r = 0.09, queremos que ci valor de Q sea tai que con la
ecuación (6) se obtenga

A(18) = 80,000.

Es decir, debemos determinar Q de modo que

80,000 = (e(009)(18) - 1).

Cuando resolvemos esta ecuación, tenemos que Q 1776.42. AsI, usted deberá
depositar $1776.42 por afio, o cerca de $148.04 por mes, para tener $80,000 en ci
fondo después de 18 años. Usted puede verificar que ci total de depósitos será
$31,975.60 y que ci interés total acumuiado seth $48,024.40.

ENFRIAMIENTO V CALENTAMIENTO

Dc acuerdo con Ia Icy de enfriamiento de Newton (o de calentamiento), la razón
de cambio de Ia temperatura Tde m cuerpo con respecto del tiempo es proporcio-
nal a Ia diferencia entre Ty Ia temperatura A de su entorno. Supondremos que A
es constante. Podemos traducir esta icy ai lenguaje de las ecuaciones diferenciales
si escribimos

k(TA). (7)
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En este caso, k es una constante positiva; necesitamos el signo menos para que
T '(1) sea negativa cuando T sea mayor que A y para que T '(t) sea positiva si A
excede a T.

A partir de Ia ecuación (2), obtenemos Ia solución de la ecuación (7):

T(t) = A + (T0 - A)e_kt, (8)

donde T0 = T(0).

EJEMPLO 3 Un asado de 5 libras que inicialmente está a 50°F se coloca en un
horno a 375°F cuando I = 0. La temperatura 7'(t) del asado es de 125°F cuando I =
75 (minutos). En qué momento eStará el asado a término medio, a una temperatura
de 150°F?

Solución Aunque bastaba sustituir A = 375 y T0 = 50 en Ia ecuación (8),
resolveremos expi icitamente la ecuación diferencial

dT
k(T - 375) = k(375 - T)

dt

que obtuvirnos de la ecuación (7). Separamos las variables e integramos para
obtener

f375 T -
J k dt; ln(375 - T) = kt + C.

Cuando 1 0, T T0 = 50. La Sustitución de esta información produce el valor
C=In 325, de modo que

ln(375 - T) = kt - in 325; 375 - T = 325e_kt,
y por tanto

T = T(t) = 375 - 325e_kt.
Tarnbién sabemos que T= 125 cuando 1=75. Esto implica que

k = in 0.0035.

AsI, lo ünico que debernos hacer es resolver Ia ecuación

150 = 375 - 325e'.
Tenemos que I es aproximadamente 105, de modo que el asado debe permanecer
en el horno durante 30 minutos aproximadamente.

DIFUSION DE INFORMACION Y PROPAGACION
DE UNA ENFERMEDAD

Sea N(S) el nümero de personas (en una población fija P) quienes en el instante I
han escuchado cierta noticia difundida por los medios masivos. Bajo ciertas
condiciones comunes, la razón de incremento de N con respecto del tiempo será
proporcional al nümero de personas que ann no han escuchado las noticias. AsI,

dN k(P - N).
dt

Si N(0) = 0, Ia solución de Ia ecuación (9) es

N(t) = P. (1 - e''). (10)

Si conocemos P y algñn valor posterior N(s1), podemos despejar k y por tanto
determinar N(S) para toda I. El problema 15 ilustra esta situación.

(9)
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.0

0
0

8000 millones
de pies cñbicos

de agila = .0000
00x(t) millones de

pies cübicos de
0.05% de contaminantes
contarninantes

Figura 7.6.1 El lago
contarninado del ejemplo 4; los
voltrnenes están dados en
millones de pies cibicos

Las diferentes enferrnedades infecciosas se propagan de manera distinta.
Podemos construir un modelo sencillo suponiendo que varias enfemiedades
infecciosas se propagan como Ia información: en una población fijaP, larazón de
incremento del nümero N(t) de las personas infectadas con la enfermedad es
proporcional at rnrnero P - N de personas no infectadas afln. Entonces, N satisface
Ia cuación diferencial en (9). Véanse los problemas 24y25 para más aplicaciones.

ELIMINACION DE CONTAMINANTES

En el ejemplo 4 vimos un lago contaminado, probablemente por fábricas que
operan en su ori]la. Supongamos que la contaminación ha sido detenida, tat vez
por una orden legal o una mejor tecnologIa. Nos preguntamos en cuánto tiempo
los procesos naturales pueden reducir Ia concentración de contaminantes en el lago
hasta un nivel aceptable.

EJEMPLO 4 Consideremos un lago con un volumen de 8,000 millones de pies
cbicos y una concentración inicial de contammantes de 0.25%. Un rio que desemboca
en el lago deposita 500 millones de pies cübicos de agua con una concentración (baja)
de contaminantes de 0.05% y un rio que sate del lago elimina 500 millones de pies
ci'ibicos de agua del lago diariamente (figi.ira 7.6.1). Establecemos la hipótesis de
simplificación de que el agua en el lago, incluyendo Ia eliminada por el segundo rio,
èstá perfectamente mezclada en todo instante. En tal caso, z,en cuánto tiempo se reduce
Ia concentración de contaminantes en el lago a 0.10%?

Solución Sea x(t) Ia cantidad de contaminantes en el lago después de t dIas,
medida en millones de pies cübicos. El volumen del ]ago es 8,000 millones de pies
cóbicos y Ia cantidad inicial x(0) de contaminantes es

xo = (0.25 %)(8000) = (0.0025)(8000) = 20 (millones de pies ciibicos).
Q ueremos saber cuando

x(t) = (0.10%)(8000) = (0.0010)(8000) = 8 (millones de pies cibicos).
Construimos un modeio matemático de esta situación estimando el incremen-

to tx en x durante un breve intervalo de tiempo de duración t dIas. En ese
irItervalo, 5,000 t millones de pies ctibicos fluyen hacia afuera del lago. Asi,

= {contaminantes que entran} - (contaminantes que salen)

Asi,
(0.0005)(500) zt - o

500 zt = - -Lt.

Lx I x

zt 4 16
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Esto implica que
dx 1 x

dt - 4 16

Con x0 = 20 y Ia ecuación (2) se obtiene la solución

x(t) = 4 + 16e'6.

Podemos determinar el valor de I para el que x(I) = 8 resolviendo Ia ecuación
8 = 4 + l6e'6. Esto implica

= 16 ln 4 22.2 (djas).



7.6 Problemas

En los problemas 1 a 10, utilice el método de derivación de
Ia ecuación (2), en vez de Ia misma ecuación, para determinar
la solución del problema con condiciones iniciales dadas.

1.=y+1; y(0)l

Zembla tenia una población de 1.5 millones en 1990.
Suponga que Ia población de este pals crece continuamente a
una tasa anual del 4% y que Zembi a red be 50,000 inmigrantes
por año. jCuá1 seth su población en el año 2010?

Cuando se saca un pastel del horno, Ia temperatura del
pastel es de 2 10°F. Se deja enfriar a temperatura del cuarto,
que es de 70°F. Después de 30 minutos Ia temperatura del
pastel es de 140°F. ,Cuãndo estará a 100°F?

Se hacen pagos continuamente sobre una hipoteca (prés-
tamo original) deP0 dólares a una tasa constante de c dólares
por mes. Sea P(t) el balance (lo que a6n se debe) después de
I meses y sea r Ia tasa de interés mensual que paga el usuario
de Ia hipoteca. (Por ejemplo, si Ia tasa de interés anual es 6%,
r = 0.06/12= 0.005.) Deduzca Ia eduación diferencial

=rP-c, P(0)P0.

Sn primo debe pagar un préstamo para automóvil de
$3,600 de manera continua, durante un periodo de 36 meses.
Aplque el resultado del problema 13 para determinar el pago
mensual requerido si la tasa de interés anual es de (a) 12%;
(b)18%.

Un rumor acerca de Ia existencia de tiotimolina en el agua
potable comienza a difundirse un dia en una ciudad con una
población de 100,000 personas. Después de una seniana,

10,000 han oldo el rumor. Suponiendo que Ia tasa de incre-
mento del námero de personas que han oIdo el rumor es
proporcional al nimero de personas que no lo han escuchado
todavia, cuánto tiempo pasará hasta que Ia mitad de la
población de Ia ciudad haya escuchado el rumor?

Un tanque contiene 1,000 L de una solución que consta
de 50 kg de sal disuelta en agua. Se bombea agua pura hacia
el tanque, a razón de 5 litros/segundo y Ia mezcla (que Se
mantiene uniforme aJ revolverla) se bombea hacia afuera con
Ia misma razón. Después de cuántos segundos quedarán
solamente 10 kg de sal en el tanque?

Deduzca Ia solución de la ecuación (2) a partir de Ia
ecuación (1), suponiendo que ax + b <0.

Suponga que un cuerpo se mueve a través de un medio
resistente con resistencia proporcional a su velocidad v, de
modo que dz/dt = -kv. (a) Muestre que su velocidad tt) y
posición x(t) en ci instante t están dadas

v(t) = uoek y x(t) = xo + (1 - e").

(b) Concluya que el cuerpo recorre solamene una distancia
Jmnita v)/k.

Una lancha de motor se mueve a 40 pies/segundo, cuando
su motor se detiene s6bitamente; 10 segundos después, Ia
lancha ha reducido su velocidad a 20 pies/segundo. Como en
el problema 1 8, suponga que Ia resistencia que encuentra es
proporcional a su velocidad. tQué distancia recorrerá La
lancha?

La aceleración de un Lamborghini es proporcional a Ia
diferencia entre 250 km/h y Ia velocidad de este auto deporti-
vo. Si este auto puede acelerar desde el reposo hasta 100 km/h
en 10 segundos, cuánto tiempo tardará eI automóvil en acelerar
del reposo a 200 km/h?

Considere Ia ecuación diferencial lineal de primer orden

dx- + p(t)x(t) = q(t)
di

con coeficientes variables. Sea P(t) una primitiva de p(t).
Multiplique ambos lados de La ecuación dada por e"', y
observe que el lado izquierdo de Ia ecuación resultante es
D,[e'x(t)]. Concluya mediante una integración que

x(t) = e_t)[fe q(t) dt + c].

Utilice el método del problema 21 pam deducir la solución

e' -
x(t) = x0e"' + b a+c

de Ia ecuación diferencial dx/dt + ax = bect (bajo Ia hipótesis
a + c 0).
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2.=2-y; y(0)3
dx

3.=2y-3; y(0)2
dx

4.=--; y(0)=20
x(0)0

6.=2-3x; x(0)4

7.=5(x+2); x(0)25

8. -3 - 4x; x(0) = -5

9. = 10(10 - v); v(0) 0

10. = -5(10 - v); v(0) '= -10



23. Una ingeniero de 30 aflos de edad acepta un puesto con
un salario iniciai de $30,000/aflo. Su salario S Se incrementa
de manera exponencial, con

S(t) = 30e°°5'

miles de dólares después de I años. Mientras tanto, ci 12% de
su salario se deposita de manera continua en una cuenta de
retiro, que acumula un interés a una tasa anual de 6% corn-
puesta de manera continua. (a) Estime i\A en términos de /.\t
para deducir esta ecuación para Ia cantidad A(t) de su cuenta
de retiro en el instante I:

- (0.06)A = (3.6)e°°5'.

(b) Aplique ci resultado del probierna 22 para calcular A(40),
Ia cantidad disponible para su retiro a Ia edad de 70 aflos.

CapItulo 7 Repaso: DEFINICIONES, CONCEPTOS, RESULTADOS

Usilice esta usia conw una gula de los con ceptos que ía! vez
necesite revisar.

Las leyes de los exponentes
Las leyes de los logaritmos
La definición de la función logaritmo natural
Lagráficadey=lnx
La definición del nümero e
La deflnición de Ia función exponencial natural
La relación de Ia función inversa entre in x y e
Lasgráflcasdey=?yy=e
Derivación de in u y e", donde u es una función diferen-

ciable dcx
La orden de magnitud de (In x)Ixk y xk/ex cuando

X -* +00

1.f(x)=ln2V
3. f(x) = ln(x - e)
5. f(x) = 1n(2)
7.f(x) = xe2
9. f(x) = (in x)[ln(ln x)] 10. f(x)

11. f(x) = 2h 12. f(x)

13. f(x) = e(4Ir -
14.f(x) = in(Vi + x/2 + x2)

/ x - 1
15. f(x) = ln(\3 - 4X2) 16. f(x) =sen(ln x)

CapItulo 7 / Problemas diversos

= exp(l0)
(e + e

in I\e e

Pottstown tiene una población fija de 10,000 personas.
El primero de enero, 1000 personas enferman de gripe; el
primero de abril, 2000 personas están enfermas. Suponga que
la tasa de incremento del nümero N(i) de personas enfermas
de gripe es proporcional al námero de personas que no lo
están. LCuántas personas están enfermas ci primero de octu-
bre?

Sea x(i) ci nUmero de personas en Athens, Georgia (con
una población de 100,000) que tienen la gripe de Tokio. La
razón de cambio dex(t) es proporcional al nümero depersonas
en Athens que no tienen aün Ia enfermedad. Suponga que
20,000 tienen gripe ci primero de marzo y que 60,000 están
enfermos ci 16 de marzo. (a) Establezca y resuelva una
ecuación diferencial para determinar x(t). (b) En qué fecha
serán 80,000 las personas infectadas con Ia enfermedad? (c)
/,Qué ocurre a iargo plazo?

El nimero e como un lImitc
La definición de las funciories exponenciales y iogarIt-

micas generales
Dcrivadadea"ylog,u
Derivada logarItmica
Soiución de Ia ccuación diferencial dridt = kv
La ccuación de crecirniento natural
Decaimicnto radiactivo y fechado con radiocarbono
Solución de una ecuación diferencial lineal de primer

orden con coeficientes constantes
Solución de ecuaciones diferenciales separables de pri-

mer orden
Evaluación de la constante de integración en un problema

con condiciones iniciales

CapILulo 7 Problemas diversos

Derive lasfunciones dadas en losproblemas I a 24.

Evaláe las integrales indefinidas en los pro blemas 25 a 36.

I

dx

1 - 2x

27J
3-x

dx1+6x-x2

dx
291 2 + cos x

25.
rv

26. I dx
j 1 + x312

28. IeedX
J ex + e

30. fe
I

-i-- dx

445

2.f(x) e
18. f(x) x17.f(x)= exp(Vi +sen2x)

(In x)2

4. f(x) = 19.f(x) = ln(3senx) 20. f(x) = (in x)

6. f(x) = log1o(senx) 21.f(x) = 22. f(x) =

8.1(x) = x(in x)2 23. f(x) = (In x)" 24. f(x) = (sen X)C0



Resuelva los problemas con condiciones iniciales en los
probleinas 37 a 44.

= x212; x(0) = -i

xcost;

de Ia población. Cada prueba cuesta $5, por to que costaria
$5000 yen ficar todas las muestras individuales. Sin embargo,
suponga que se forman "lotes" con x muestras cada una a!
combinar la mitad de las muestras individuales y que pnmero
se verifican estos lotes (a $5 cada uno). Solo en el caso de que
el tote sea positivo (Ia probabilidad de que suceda esto es
I - (0.99)') lasx muestras de este tote se verifican individual-
mente.
(a) Dernuestre que el nOmero total esperado de pruebas es

Muestre que el valor de x que minimizaf(x) es una raiz
de Ia ecuación

(0.99)_/2
x

[l(100/99)II/2
Como el denominador es aproximadamente 0.1, seria ma
conveniente resolver Ia ecuaciOn mOs sencilla x = 10 (0.99)_2.

Con los resultados de las partes (a) y (b), calcule el costo
del uso de este método por lotes para verificar las 1000
muestras originales.

Deduzca del problema 63 en Ia sección 7.2 que

limf= 1.
Muestre que

ln(l+x)
urn =1
-'O x

considerando el valor de D1 n x para x = 1. Por tanto, muestre
que ln(I + x) x six es muy cercana a cero.

(a) Deniuestre que

a" -
urn lna
h-.O h

considerando Ia definición de Ia derivada de a' en x = 0. (b)
Sustituya h = I/n para obtener

In a = lim n(a" - I).

(c) Aproxirne In 2 considerando n = 1024 = 210y utilizando
solarnente Ia tecla de raiz cuadrada (10 veces) en una calcu-
ladora de bolsillo.

Suponga que Ia poblaciOn de peces P(t) en un lago, es
atacada por una enfermedad en el instante I = 0, con el
resultado de que

= -3\/
di

de alli en adelant.e. El tiempo t se mide en semanas. Inicial-
mente, hay P0 = 900 peces en el lago. Cuánto tiempo tardarán
en morir todos los peces?

dx
37.

di
2i; x(0) = 17

dx
38.

di
2x; x(0) = 17

dx
39.

di
e'; x(0) = 2

31
10v

dx f32.
1

34. J
!

36. f

2dx

33. f eVi + e dx

35. f 23 dx

+ in x dx

dx
x3(1 + x213)

1000
f(x) = [(i)(0.99) + (x + 1)(1 - (0.99))]

x

1000
= 1000 1000 six2.+ -

x
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40.=e; x(0)=2

41.3x-2; x(0)=3
dx
dt

dx

di

44.=V; x(1)=O

Grafique las ecuaciones dadas en los probleinas 45 a 49.

45. y = eV 46. y = x - In x
47.y=Vi-Inx 48.y=x(Inx)2

y =

Determine Ia longitud dela curvay=x2- ftixdex= I
ax = e.

Un alrnacén de granos tiene B bushels de grano, que
se deteriora de tal forma que solamente se podrán vender
B 2l2 bushels después del meses. Mientras tanto, el precio
del grano en el mercado se incrementa linealmente: Despnés
del meses será de 2 + (1/12) dólares por bushel. Desptiés de
cuántos meses debe venderse el grano para maxirnizar los
ingresos obtenidos?

Usted ha pedido un préstamo de $1000 a 10% de interés
compuesto continno anual, para plantar madera en una exten-
sión de tierra. Su acuerdo es reponer el préstarno, más los
intereses, cuando Ia madera se haya cortado y vendido. Si Ia
madera cortada puede venderse después de i años por 800
exp(! i7) dólares, ,cuándo debe cortarlo y venderlo para
maximizar Ia ganancia?

Se estudian muestras de sangre de 1000 estudiantes para
verificar si tienen cierta enfermedad que se presenta en et 1%



Un auto de carreras que Se desliza por una superficie es
desacelerado por fuerzas de fricción proporcionales a su
velocidad. Suponga que la desaceleración inicial es 2 me-
tros/seg2 y que el auto recorre una distancia total de 1800 m.
,Cuál era su velocidad inicial? Véase el problema 18 de Ia
sección 7.6.

Un préstamo hipotecario de $120,000 se paga continua-
mente en Un perIodo de 25 anos. Aplique el resultado del pro-
blema 13 en la sección 7.6 para deterrninar el monto del pago
mensual si la tasa de interés compuesto continuo anual es de
(a) 8%; (b) 12%.

Una lancha de motor pesa 32,000 libras y su motor
proporciona un empuje de 5000 libras. Suponga que Ia
resistencia del agua es de 100 libras por cada pie por segundo
de Ia velocidad del bote. Entonces Ia velocidad t(t) (en
pies/segundo) del bote en el instante i (en segundos) satisface
la ecuaciôn diferencial

1000 = 5000 - lOOv.

Determine Ia velocidad maxima que puede alcanzar ci bote
si parte del reposo.

La temperatura dentro de mi congeiador es 16°C y Ia
teniperatura del cuarto es constante e igual a 20°C. A las 11
P.M. Se interrumpe Ia corriente eléctrica durante una tormenta
de nieve. A las 6 AM. de la mañana siguiente veo que Ia
temperatura del congelador Se elevó a 10°C. ,A qué hora
alcanzará la ternperatura en el congelador el valor critico 0°C
Si ai'in no hay corriente eléctrica?

Suponga que Ia acción de los fluorocarbonos disminuye
Ia capa de ozono en Ia atmósfera en 0.25% anualniente, de
niodo que Ia cantidad A de ozono en la atmósfera satisface Ia
ecuación diferencial

dA_ 'A
di' 400

(a) ,Qué porcentaje de Ia cantidad original A0 de ozono
atmosférico perrnanecerá dentro de 25 años? (b) ,CLIânto
tiempo tardará en reducirse a Ia mitad de su cantidad original
el ozono en Ia atniósfera?

Un automóvil parte del reposo y viaja por una carretera
recta. Su motor proporciona una aceleración constante dc a
pies por segundo por segundo. La resistencia del aire y Ia
fricción de Ia carretera causan una desacelcración de p pies
por segundo por segundo por cada pie por segundo de Ia

(ten años).

velocidad del automóvil. (a) Muestre que Ia velocidad del
automóvil después de t segundos es

v(t) = (1 -
p

(b) Si a = 17.6 pieS/seg2 y p = 0.1, determine v cuando
= 10 segundos y determine también Ia velocidad Ilmite

cuando t -4-co Dé cada respuesta en mil/aspor hora y en
pies por segundo.

Inmediatamente después de un accidente en una planta
nuclear, el nivel de radiación fue de 10 veces el limite de
seguridad. Después de 6 meses baja a 9 veces el limite
de seguridad. Suponiendo un decaimiento exponencial,

cuánto tardará Ia radiación (en años después del accidente)
en regresar al Ilmite de seguridad?

La figura 7.PD. 1 muestra las gráficas def(x) = x, g(x)
= lox y h(x) = x113 en el intervalo[0.2, 10]. Puede ver que Ia
gráfica de f permanece por arriba de Ia gráf'ica de hi x,
mientras que Ia gráfica de h está debajo de La gráfica de in x.
Pero como In x crece menos rápido que cualquier potencia
positiva de x, la gráfica de h debe cruzar Ia gráfica de In x y
elevarse por arriba de ésta. Finalmente, usted puede creer
fácilmente que, para una elección adecuada dep entre 2 y 3,
Ia grafica dej(x) = x' no estará por debajo de Ia grática
de In x pero será tangente a Ia gráfica de In x en cierto punto.
(a) Muestre quef(x)> in x para toda x > 0 determinando ei
valor minimo global def(x) - In x en el intervalo (0, oo). (b)
Utilice ci método de Newton para determinar ci valor de x
donde h(x) cruza Ia gráfica de In x y se eleva por arriba de
ésta (ci valor dex no dado en Ia figura 7.PD. I). (c) Determine
el valor dep donde Ia gráfica dej(x) es tangente a Ia gráfica
de In x en el punto (q, In q).

y

g(x) = In x

J(x)=xhT2

h(x) =x'13

Figura 7.PD.1 Las tres funciones del prohlerna 65
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CAPITULO

Más acerca del cálculo de las
funciones trascendentes

O En el siglo XVII!, la notable fa-
milia suiza Bernoulli fue para las
matemáticas lo que Ia familia Bach
fue pam la müsica. Ocho distintos
Bernoulli fueron to bastante impor-
tantes pam que dos siglos más tar-
de fueran considerados en el Dic-
tionary of Scientific Biography.
Los hermanos James (1654-1705) y
John Bernoulli jugaron un papel cm-
cial en los primeros desarrollos de Ia
version de Leibniz del cálculo, basa-
da en diferenciales infinitamente pe-
quefias; esta version predominó en
Ia ciencia del continente europeo so-
bre Ia version de Newton, basada
más expilcitamente en limites de ra-
zones. Fue James Bernoulli quien
introdujo la palabra "integral" al su-
gerir el nombre de cáiculo integral
(en vez del calculus summatorius on-
grnal de Leibniz) para el tema inverso
a! calculus dfferentialis.

0 John Bernoulli estudió por pri-
mera vez las matemáticas con su
hermano mayor James en la univer-
sidad de Basilea, Suiza, pero pronto
la comprensión de las matemáticas
de ambos se equiparó. En 1691,
John Bernoulli visitO Paris y cono-
ció a! joven marques de l'Hopital
(1661 - 1704), quien estaba ansioso
por aprender los secretos del nuevo
cálculo infinitesimal. En respuesta a

un generoso apoyo mensual, Ber-
noulli estuvo de acuerdo en trabajar
como tutor del poderoso marques y
continuó Jas lecciones (al igual que
el arreglo financiero) por correo
después de regresar a Basel. El re-
sultado de esta correspondencia fue
el primer libro de texto del càlculo
diferencial, publicado por l'HOpital
en 1696. Este texto se recuerda prin-
cipalmente por incluir un resultado
de Bernoulli conocido como la "re-
gla de l'Hôpital". Este resultado se
refiere al Ilmite cuando x -* a de un
cocientef (x)/g(x) cuyo numerador
y denominador tienden a 0 cuando
x -* a, por lo que Ia simple sustitu-
ción del valor x = a dana Ia "forma
irideterminada" 0/0. La definición

Cuiil es la fonna de un cable colgante?

de la derivada implica tal lImite, de
modo que las formas indeterrnina-
das invaden todo el cálculo.

O James y John Bernoulli trabaja-
ron en (y resolvieron) el problema
de la catenaria, que consiste en de-
terrninar la forma de un cable col-
gante suspendido entre dos puntos
fijos, suponiendo que no es elástico
(no se puede estirar) pero es perfec-
tamente flexible. Los Bernoulli
mostraron que, en términos de fun-
ciones hiperbólicas, dicho cable
colgante asume la forma de una cur-
va del tipo

y = a cosh(x/a).



8 1 __________________
La fiincionfes una función aigebraica siy =f(x) satisface una ecuación de Ia
forma

IntroducdOn
a(x)y + an-i(x)y' + . . + a(x)y + ao(x) = 0,

8.2
Funciones
trigonométricas
inversas

donde los coeficientes a0(x), a1(x),. . , a(x) son polinomios en x. Por ejemplo,
como la ecuación y2 - p(x) = 0 tiene la forma anterior, la raIz cuadrada del
polinomiop(x) (es decir,f(x) = I) es una función algebraica. La ecuación
q(x)yp(x) = 0 también tiene la forma necesaria, de modo que una función racional
[un cociente de polinomios; en este caso, y = p(x)/q(x)J también es una funcion
algebraica.

Una función que no es algebraica es trascendente. La fimción logaritmo
natural ]n x y Ia función exponencial natural ex son funciones trascendentes, a!
igual que las seis funciones trigonométricas familjares. En este capItulo estudia-
remos las restantes funciones trascendentes de carácter elemental: las funciones
trigonométricas inversas y las funciones hiperbólicas. Estas funciones tienen
amplias aplicaciones cientIficas y proporcionan la base para ciertos métodos de
integración importantes (como se analiza en el capItulo 9). En las secciones 8.3 y
8.4 también estudiaremos ciertas expresiones de limite ("formas indeterminadas")
relacionadas por lo general con funciones trascendentes.

Si la funcionfes inyectiva en su dominio de definición, entonces tiene una función
inversa f'. Esta función inversa se define por el hecho de que

['(x)=y siysólosi f(y)=x. (1)

Por ejemplo, desde ci capItulo 7 nos familiarizamos con el par de funciones
inversas

f(x) = ex y f(x) = ln x.

Desde un punto de vista geométnco, Ia ecuación (1) implica que las gráficas y
f (x) yy =f'(x) son reflexiones a lo largo de la recta de 45°, y = x, al igual que las
conocidas gráficas dey = ex yy = mx de la figura 8.2.1.

TI!
Figura 8.2.1 Las gráficas de
y = ? yy = ln x son reflexiones a
lolargo delarectay=x

LA FUNCION SENO INVERSO

Aqul queremos definir las inversas de las funciones trigonométricas; comenzare-
mos con Ia función seno inverso. Sin embargo, debemos enfrentar el hecho de que
las funciones trigonométricas no son inyectivas, pues el periodo de cada una de
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4
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Figura 8.2.2 Multiples valores
de x tales que sen x =

8

4

-4

-8

Figura 8.2.3 Existen muchas
opciones posibles para
y = sen'()

-5 5

Figura 8.2.4 La gráfica de
y = senx = arcsen x

ellas es ro 2,r. Por ejemplo, sen x = 1/2 Six es ir/6 más cualquier mi1tiplo de 2ir
o 5ir/6 más cualquier máltiplo de 2ir. Todos estos valores de x, todos con el seno
igual a 1/2, corresponden a los multiples puntos de intersección de Ia gráfica
y = sen x y Ia recta horizontaly = 1/2 en Ia figura 8.2.2.

La figura 8.2.3 es la reflexión de Ia figura 8.2.2 con respecto de la recta de
450 y = x. Las multiples intersecciones de x = sen y y la recta vertical x = indican
que debemos hacer una elección para deflnir sen(). Es decir, nopodemos defInir
y = sen'x, la inversa de Ia función seno, diciendo simplemente quey es el nñmero
tal que sen y = x. Existen muchos valores de y, y debemos especificar cuál valor
particular de éstos vamos a utilizar.

Hacemos esto restringiendo de manera adecuada el dominio de Ia función
seno. Puesto que Ia función sen x es creciente en [w'2, id2] y su rango de valores
es [-1, 1], para cada x en [-1, 1] existe un nñmeroy en [ir/2, ir/2] tal que
sen y = x. Esta observación conduce a Ia siguiente definición de Ia función seno
inverso (o arco seno), que se denota senx o arcsen x.

Definición Lafunción seno inverso
La función seno inverso (o arco seno) se define como sigue:

y=sen'x siysólosi seny=x, (2)

donde-1x1 y id2yir/2.

AsI, six está entre y +1 (inclusive), entonces senx es ese nñmeroy entre
iil2 y jv'2 tal que sen y = x. De manera aün más breve, arcsen x es el ángulo (en
radianes) más cercano a cero cuyo seno es x. Por ejemplo,

IT
sen 1 = -, senO = 0, sen'(l) = -

y sen' 2 no existe.
Si intercambiamos x y y en Ia ecuación sen y = x obtenemos y = sen x, por lo

que la ecuación (2) implica que la gráfica dey = sen'x es la reflexión de la gráfica
dey = sen x, ir/2 x .ir/2, con respecto de la rectay = x (figura 8.2.4).

La ecuación (2) también implica que

sen(sen'x) = x si 1 x 1 y (3a)

sen(senx) = x si IT/2 x IT/2. (3b)

Puesto que Ia derivada de sen x es positiva para d2 < x < m'2, el teorema I de
la sección 7. 1 implica que senx es derivable en (-1, 1). Por tanto, podemos derivar
ambos lados de la identidad en (3a), pero cornenzaremos escribiéndola de la forma

seny = x,

dondey = sen' x. Después, al derivar con respecto de x, obtenemos

dy(cosy)= 1,
dx

§ El slinbolo en Ia notaciOn sen x noes Un exponente, no sii1ica (sen xv'.
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Figura 8.2.5 La funciOn cosx
es decreciente en [0, m].

Figura 8.2.6 La grafica de
y = cos'x = arc cos x

de modo que

dy I I

dxcosy Vi sen2y Vi x2

Es correcto considerar Ia raiz cuadrada positiva en este cáiculo, pues cos y > 0
para.iv'2 <y < i2.AsI,

D sen x -
I 1-

si 1 < x < I. Cuando combinamos este resultado con la regla de la cadena,
obtenernos

I duD sen u - .j12 dx

si u es una función derivable con valores en el intervalo (-1, 1).

EJEMPLO 1 Si y = serc'x2, de la ecuación (5), con u = x2, se obtiene

dy
2

2x

dxVj_(x2)2 X_V4
La definición de Ia función coseno inverso es similar a la de la función seno

inverso, excepto que ahora restringirnos la fwición coseno al intervalo [0, it],
donde es una fi.mción decreciente (figura 8.2.5). AsI, la función coseno inverso
(o arco coseno) se define por rnedio de la regla

y = cos'x Si y solo si cos y = x, (6)

donde 1 x I y 0 y it. AsI, coc'x es el ánguio en [0, it] cuyo coseno es x.
Por ejemplo,

cos 1 = 0, cos0 = , cos(I) = r.

Podernos calciilar Ia derivada de cos'x, que también se escribe como
arc cos x, derivando ambos lados de Ia identidad

cos(cosx) = x (-1 < x < 1).
Los cálculos son similares a los de D sen x y conducen a! resultado

Dcos1x =
Vi -

Y Si U denota una función derivable con valores en (-1, 1), la regla de la cadena
implica entonces

Dcos'u = -
Vi - u2 dx

1 du
(7)

La figura 8.2.6 muestra Ia gráfica dey = cos'x como Ia reflexiOn de Ia gráfica de
y = cos x, 0 x it, con respecto de Ia recta y = x.
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y = tan x

Figura 8.2.8 La función tangente
inversa tiene conio dominjo a
todos los rn'irneros reales x

LA FUJ'4CION TANGENTE IN VERSA

Observemos en Ia ligura 8.2.7 que Ia función tangente es creciente en el intervalo
abierto (iv'2, v'2) y que su rango de valores es toda la recta real. Por tanto,
podemos definir Ia función langenle inversa (o arco langente), que se denota por
tan'x o por arc tan x, como la inversa de y = tan x, iu'2 < x < ,'2.

Definición Lafunción tangente inversa
La función tangente inversa (o arco tangente) se define como sigue:

y = tanx si y solo si tan y = x, (8)

donde x es cualquier niimero real y ,'2 < y < iv'2.

Corno Ia función tangente toma todos los valores reales, tanx está definida
para todo nt'imero real x; tan'x es ese ntmero y, entre .w'2 y 2, cuya tangente
es x. La gráfica de y = tan'x es la reflexión de la gráfica de y = tan x, iv'2 < x
< i2, con respecto de Ia rectay =x (uigura 8.2.8).

La ecuaciOn (8) implica que

tan(tan'x) = x paratodax y (9a)

tan'(tan x) = x si ir/2 < x < IT/2. (9b)

Como la derivada de tan x es positiva para toda x en el intervalo (iv'2, iv'2), el
teorema I de Ia sección 7.1 implica que tanx es derivable pam toda x. Por tanto,
podemos derivar ambos lados de Ia identidad en Ia ecuación (9a), pero primero la
escribimos de Ia forma

tany=x

dondey = tan. Entonces

(sec2y) = 1;
dx

La definición de Ia función cotangente inversa es similar a Ia de la funciOn
tangente inversa, excepto que ahora restringimos Ia función cotangente al intervalo
(0, .ir), donde es una función decreciente que asusne todos los valores reales. AsI,
Ia función cotangente inversa (o arco cotangente) se define como

ycor'x siysólosi cotyx, (12)

dy_
dx

Asi,

1 1 1

sec2 y 1 + tan2 y - 1 + x2

(10)D tan'x= 1

1 +x2

y si u es una funciOn diferenciable de x, entonces

1 du
(11)Dtan u-

1+u2 dx
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16,2

J
Figura 8.2.9 La roca que cae del
ejemplo 2

Sección 8.2 /Funciones trigonométricas inversas

donde x es cualquier nümero real yO <y < ir Entonces, al derivar ambos lados de
Ia identidad cot(coc'x) = x obtenemos, como en la deducción de la ecuación (10),

DcoL'x=
1 + x2

Si u es irna función diferenciable de x, entonces Ia regla de la cadena implica

1 duDcoL' u = - 1+u2 dx

EJEMPLO 2 Un montañista a la orilla de un profundo cañon de 800 pies de
ancho ye que una gran roca cae desde la orilla opuesta en el instante t =0. Cuando
él observa a Ia roca caer hacia abajo, sus ojos se mueven primero lentamente,
después más rápido y después lentamente de nuevo. Sea a el ángulo de depresión
de su linea de vision debajo de la horizontal. LCon qué ángulo aparece que la
roca se mueve más rOpido? Es decir, ,cuándo es maxima da/dt?

Solución Por nuestro estudio de Ia aceleración constante de Ia secciOn 5.2,
sabemos que Ia roca caerá 1 6t2 pies en los primeros t segundos. Nos referimos a
Ia figura 8.2.9 y vemos que el valor de a en el instante t será

/16t2\ (t2a = a(t) = tanjo-) = tanL\

Por tanto,

da 1 2t lOOt

di (t2\2 50t+25001+)
Para determinar cuOndo dalds es maxima, deterrninamos cuándo su derivada se
anula:

d (dc 100(t4 + 2500) - lOOt (4t3) 100(2500 - 3t4)
- (t4 + 2500)2 - (t4 + 2500)2

Dc modo que d2a/dt2 se anula cuando 3t4 = 2500; es decir, cuando

/200
5.37 (seg).

Este es el valor de I para el que da/dt es mOxima, yen ese instante tenemos j2

50/Ti. Asi, el ángu]o en ese instante es

(1 50\ (1 ir
a = arctanI,jo

.

= arctanI\) = -

La velocidad aparente de Ia roca es mayor cuando Ia Ilnea de vision del montañista
está 30° debajo de Ia horizontal. La velocidad real de Ia roca es entonces 32t, con
= 5.37 segundos, por lo que aproximadamente es 172 pies/segundo.

LA FUNCION SECANTE IN VERSA

La ligura 8.2.10 muestra que Ia función secante es creciente en cada uno de los
intervalos [0, .iii2) y (d2, it]. En la uniOn de estos dos intervalos, Ia fiinción secante
torna todos los valores y tales que y 1. Por tanto, podemos definir la función

(13)
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secante inversa, denotada por sec'x o por arc sec x, restringiendo la función
secante a la union de los dos intervalos [0, ir/2) y (,r/2, ,r].

Defin iciOn Lafunción secante in versa
La función secante inversa (o arco secante) se define como sigue:

y=sec'x siysólosi secy=x, (14)

donde 1 y 0yirz

OBSERVACION Los libros de texto antigilos ofrecen definiciones alternativas de
Ia secante inversa con base en diferentes intervalos de definición de sec x. Sin
embargo, Ia definiciOn dada aqui satisface la condición

sec'x = cos' 1 (six > 1),

que es conveniente para cálculos con calculadora o computadora (véase el proble-
ma 57).

La gráfica de secx es Ia reflexión de Ia gráfica de y = sec x, restringida de
manera adecuada a los intervalos 0 x < ir/2 y ir/2 <x con respecto de la
recta y = x (figura 8.2.11). De Ia definición de Ia secante inversa se sigue que

sec(sec'x) = x si x 1, (iSa)

sec'(sec x) x paraxen [0, ii/2) U ir/2, ir]. (15b)

Seguimos el mismo patrOn, y determinarnos Dsecx derivando ambos lados de
Ia ecuación (iSa) de la forma

sec y = x,

dondey = sec1x. Esto conduce a

(secy tany)
dx

de modo que

1 1

dx secy tany ±xVx2 - I

puestany=±Jsec2y_ 1 =±Jx2_1.
Para obtener Ia elección correcta de signo, observemos lo que ocurre en los

casosx > lyx < 1.Enelprimercaso,0 <y < ,r/2ytany > 0,porloque
elegimoselsignomas. Six <-1, entonces,r/2 <y < ir ytany < 0,porloquecon-
sideramos el signo menos. AsI,

(16)

Si U es una funciOn diferenciable de x, con valores de magnitud mayor que I,
entonces, por Ia regla de Ia cadena
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1 du
D, sec u = ______

Iuhiu2_1 dx

EJEMPLO 3 La función sec-1e está definida si x > 0, pues entonces er > 1.
Entonces, por Ia ecuación (17),

D, sec' ex = =
I

e\/ex - 1 \/e2x - 1

pues e'I =e'paratodax.

La función cosecante inversa (o arco cosecante) es la inversa de la función
y = csc x, donde x está restringida a Ia union de los intervalos [ir/2, 0) y (0, ,r/2].
AsI,

y = csc'x Si y solo si cScy x (18)

donde 1x I 1 y r/2 < y < ir/2. La formula de su derivada, que se deduce de
manera similar a Ia derivada de la funciOn secante inversa, es

D csc' u =

RESUMEN

1 du

uIVu2 - i dx

(17)

(19)

La siguiente tabla resume los dominios, rangos y derivadas de las seis funciones
trigonometricas inversas.

Es importante observar que

D sen'x y tan'x comparten el rango ir/2 a .ir/2, mientras que

D cos1.v y secx comparten el rango 0 a ir.

Observe también Ia "diferencia ünicaniente en el signo" de las derivadas de los
pares funciOn/cofunción de funciones inversas.
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Función
Dominio de
definición

Rango de
valores Derivada

sen'x

COSIx

tanx

cot'x

sec'x

csc' x

ix1
1x1
c<x<+Oo

co<x<+cx

lxli
lxi I

ir/2y/2
0yir

i,-/2 <y <IT/2

Vi -

Vi -

1 + x2

I + x2

lxlVx2 -

lxIVx2 -



INTEGRALES RELACIONADAS CON
LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

Las derivadas de las seis funciones trigonometricas inversas son todas funciones
algebraicas simples. Como consecuencia, las funciones trigonométricas inversas
aparecen por lo general cuando integramos funciones algebraicas. Además, como
ya hemos mencionado, las derivadas de cos'x, cor1x y csc'x solo difieren en
signo de las derivadas de sus respectivas cofunciones. Por esta razón, sOlo
necesitamos las funciones arco seno, arco tangente y arco secante para la integra-
ción y sOlo estas tres son de uso comin. Es decir, usted solo necesita aprender de
memoria las formulas integrales de estas ültimas tres funciones, las cuales son
consecuencia inmediata de las ecuaciones (5), (11) y (17) y que podemos escribir
de las formas siguientes:

r
J Vi - u2

- sen U + C, (20)

du
j i+2=tau+C (21)

r
i - - sec'IuI + C. (22)

Es fácil verificar que el valor absoluto en el lado derecho de la ecuación (22)
es consecuencia del valor absoluto en la ecuación (17). Recuerde que, como
sec I u I no está definida a menos que I u 1, Ia integral definida

du

Ja uVu2 - 1

solo tiene sentido cuando los lirnites a y b son ambos a! menos 1 o ambos a lo
más 1.

EJEMPLO 4 Una consecuencia inmediata de Ia ecuación (21) es

dx
= [tan_'xj = tan' 1 - tan' 0 =

1 + x2

EJEM PLO 5 La sustituciôn u = 3x, du = 3 dx implica

+ (3x)2
dx

du 1

+ 2
tan u + C = tan' 3x + C.

EJEMPLO 6 La sustitución u = 1/2 x, c/u = 1/2 dx implica

r dxI dx
J V4 - x J 2V1 - (x/2)2

du = arcsen u + C = arcsen( + c.
VI - u2=1
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EJEMPLO 7 La sustituciOn u = x du = d implica

2

V2x
dx

= \/u'2
du

2
1 -1

=

[s:iui] = sec' 2 - sec

8.2 Problemas

Determine los va/ores indicados en los probiemas 1 a 4.
17

sen - 'x + sen y -;
1. (a) sen_1() 2. (a) cos()

S L ) 29. (senx)lsen'ysen'(- ) (b) Co ) - _. P( \/,sen( \/) (C) cos( V)
517.2sen'(- \7) (d) cos(- V) 30. (senx)2 + (sen'y)2 = P(,

3. (a) tan 0 4. (a) sec' I
Evaláe o integre, segán el ca.so, en los probl emas 31 a 55.tan1 1 (b) sec(-1)

dx p1/2 dxtan(-i) (C) sec 2
31. 32.tan\ (d) sec'(-V') j 1 + x2 Jo Vi -

dxDerive Ins funciones en los problemas 5 a 26. dx

5. f(x) = sen(x'°°) 6. f(x) = arCtan(e) - 1 J_2 xVx - 1
7. f(x) = seC'(ln x) 8. f(x) = 1n(tan x) dx

36.
dx

9. f(x) = arcsen(tanx) 10. f(x) = x arCtan x J0 9 + x2 Jo V16 - x2
11. f(x) = sent ex 12. f(x) = arctan V

f
dx

38. 1 dx

f(x) = cosx + sec'( Vi - 4x2 J 9x2 + 4
\xJ

39I
dx 4Øf dx

f(x) = cot() 15. f(x) = csc'x2 xVx - 25 J xV4x - 9
er

Jx616. f(x) = arCCos( 17. f(x)
1 41. f dx 42. dx1+e2 +25

arCtan x

f
dx

f
V

18. f(x) = (arcsenK)2 19. f(x) = tan(inx) . 44. dx
xVx6 25 1 + x3

f(x) = arcsecVx2 + i dx
f(x) = tane + cOt_I er

I Vx(i - x) 46. f
SeCx tanx

dx
+ sec2 x

f(x) = exp(arCsen x) 23. f(x) = sen(arctan x)
x49

arCtanx + xioodx 48. IV
x4

dx
24. f(x) = seC(sec e') 25. f(x) I x'°(I + x2)2

arCtan x
dxf(x) = sen' 2x2)2

I x[1 + (Inx)2]
dx 50. J + x2

En los problemas 27 a 30, determine dy/dx medianie deriva- I

ción iinplicita. Determine a continuación Ia recta tangente a 51. 1
1

Ia grca de Ia ecuación en elpunto indicado P. Jo 1 + (2x 2
J0 1 + xI)

dx 52 dx

dx f2 dx
tan'x + tan'y = P(i, 1) I xVi - (In 42 Ji xVx2 -
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f dx

Ji 2(1 + x)
[Sugerencia: sea u =

Concluya de Ia formula D cos x = Dsen' x que sen
x+cosx=ir/2si0 x 1.

Muestre que D sec x = D cos( 1/x) siX 1 y concluya
que sec'x = cos'(1/x) ix 1. Este hecho Se puede utilizar
para determinar arcos secantes en una calculadora que tenga
una tecla para Ia función arco coseno, que generalmente Se
escribe [ mv ( cos ) o [cosJ.

(a) Deduzca de Ia formula de la suma para tangentes
(problema 28 del apéndice A) que

8.3 /
Formas
indeterminaclas y
regla de 1'Hôpitai

x+y
arctan x + arctan y = arctan

1 - xy

si y < 1. (b) Aplique Ia parte (a) para mostrar que cada uno de
los siguientes nOrneros es igiial a ir/4: (i) arctan (1/2) + arc-
tan( 1/3); (ii) 2 arctan (1/3) + arctan (1/7); (iii) arctan( 120/119)
- arctan (1/239); (iv) arctan(1/5) - arctan(i/239).

Se desea construir i.ma cartelera paralela a una via
rápida, con una altura de 12 metros y tal que su parte inferior
quede a 4 metros por arriba de los ojos del automovilista
promedio. A qué distancia de Ia via rOpida debe colocarse
Ia carteiera para maximizar ci ángulo vertical que subtiende
desde los ojos del conductor?

Utilice funciones trigonométricas inversas para demos-
trar que ci ángulo subtendido por una pintura rectangular en
un muro es mayor cuando Ia pintura se cuelga con el centro
al nivel de los ojos del observador.

Muestre que Ia circunferencia de un circulo de radio a es
2va, determinando Ia longitud del arco circular

= Va2 -

de x = 0 ax = a/'[y niultiplicando después por 8.
Determine ci volumen gerierado al girar en tomb dcl eje

xci area bajoy= l/(1 +x4)dex=Oax= 1.

63. La region R no acotada, está acotada a Ia izquierda por ci
ejey, por debajo por ci eje x, y por arriba por la gráfica de
y = 1/(1 + x2). Muestre que el area de R es finita, evaluando

f dxhmi
-' Jo 1 + x2

Un edificio de 250 pies de altura está equipado con un
elevador extemo. En ci instante I = 0, ci eievador comienza a
funcionar desde la parte superior y desciende con veiocidad
constante de 25 pies/segundo. Usted observa ci elevador
desde una ventana a 100 pies sobre ci sueio, en un edificio a
50 pies del elevador. A qué altura parece moverse más rápido
ci elevador?

Suponga que Ia funciOnfestá definida para todo real x
tal que Ix I > 1 y tiene Ia propiedad de que

xVx2 1

para tales x. (a) Explique por qué existen dos constantes A y
B tales que

f(x) = arcsecx + A six>1;

f(x) = -arcsec x + B six <-1

(b) Determine los valores de A y B de modo quef(2)
=f(-2). Después grafique y =f(x).

El arco tangente es Ia Onica función trigonométrica in-
versa que se incluye en algunas versiones de BASIC y FOR-
TRAN, por lo que es necesario para programación expresar
senx y sec'x en términos del arco tangente. Muestre io
siguiente: (a) Si 1x1 < 1, entonces

f'(x)
1

senx = arctan(
x

)Vi -
(b) Si x > 1, entonces sec' x = arctan (I x2 - 1). (c) Si
x < I, entonces sec1 x = Jr arctan (./x2_ 1)

Unaforina indeier,ninada es un cierto tipo de expresión con an limite que no es
evidente por inspección. Existen varios tipos de formas indeterminadas. Si

limf(x) = 0 = urn g(x),
x-*a x-*a

entonces decirnos que ci cocientef(x)/g(x) tiene Ia forma indeterminada 0/0 en
x = a. Por ejemplo, para derivar las funciones trigonométricas (sección 3.7)
necesitObarnos saber que

senx
lim = 1. (1)
x-0 X

En este caso,f(.) = sen x y g(x) = x. Como sen x y x tienden ambas a cero cuando
x -* 0, el cociente (sen x)/x tiene Ia formna indeterminada 0/0 en x = 0. En
consecuencia, tuvirnos que titilizar un argumento geométrico particular para
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determinar el limite de la ecuación (1); véase la sección 2.3. En realidad, algo de
este tipo ocurre siempre que calculamos una derivada, pues el cociente

f(x) f(a)xa
cuyo limite cuando x a es Ia denvadaf'(a), tiene Ia forma indeterminada 0/0
en x = a.

A veces podemos determinar el lImite de una forma indeterminada realizando
un manejo o construcción algebraica particular, como en nuestros cálculos ante-
riores de derivadas. Sin embargo, con frecuencia es más conveniente aplicar una
regla que apareció en el primer texto de cãlculo de la histona, realizado por el
marques de l'Hôpital en 1696. L'Hôpital era un noble frances que contrató al
matemitico suizo John Bernoulli como su tutor de cálculo, y la "regla de l'Hôpital"
es en realidad un trabäjo de Bernoulli.

Teorema 1 Regla de I'Hôpital
Suponga que las funciones f y g son diferenciables en una vecindad
perforada del punto a y que g'x) es distinta de cero en esa vecindad.
Suponga tarnbién que

limf(x) = 0 = limg(x).
x-*O

Entonces
lim' = hmf'(X),

g(x) .g'(x)
(2)

siempre que el Ilmite del lado derecho exista (como nümero real finito)
o sea + o

En esencia, la regla de l'Hôpital dice que sif(x)/g(x) tiene la forma indeter-
minada 0/0 en x = a, entonces (con unas cuantas restricciones) este cociente tiene
el mismo lirnite en x = a que el cociente de las den vadasf' (x)/g'(x). La demostra-
ción de Ia regla de I'Hopital se analiza al final de esta sección.

EJEMPLO I Determine lim
e 1

-o sen 2x

Solución La fracción cuyo ilmite queremos deterrninar tiene la forma indeter-
minada 0/0 en x = 0. El numerador y el denominador son claramente diferenciables
en alguna vecindad perforada de x = 0, y la derivada del denorninador ciertamente
es distinta de cero si Ia vecindad es suficientemente pequeña (especIficamente, si
0 < x <r/4). AsI, podemos aplicar Ia regla de l'Hôpital, y

ex_ 1 ex
urn lim

sen 2x x-'O 2 cos 2x 2

Si el cocientef'(x)/g'(x) tarnbién es indeterminado, entonces podemos aplicar
a regla de l'HOpital por segunda vez (o tercera, . . .), como en el ejemplo 2. Sin

embargo, cuando la regla se aplica varias veces, debemos verificar las condiciones
para aplicarla en cada paso.
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I - x + in xEJEMPLO 2 Determine urn 1 + cosirx

So/u ción

1x+inx - x
Jim = Jim
x-*I 1 + COS1TX x-1 -1TSfl7TX

(aiin es Ia forma 0/0)

(sirnplificación a]gebraica)

= iim - (de nuevo Ia regla
i IT sen irx + IT2X COS ITX de i'Hôpitai)

(por inspección)

Puesto que el limite final existe, también todos los anteriores; ia existencia del
ilmite final en Ia ecuación (2) implica ia existencia del prirnero.

Cuando necesite aplicar Ia regla de i'Hôpital varias veces de esta manera, solo
debe derivar una y otra vez el numerador y el denominador por separado hasta que
alguno de ellos tenga un lIrnite finito distinto de cero. En ese mornento, usted podrá
reconocer el limite del cociente por inspección, como en ei paso final del ejemplo 2,

EJEMPLO 3 Determine urn
sen X

x-.0x + x

So/ución Si simpiernente aplicamos la regla de l'Hôpitai dos veces, el resultado
es el cãlcuio incorreclo

sen x
urn
x-0 X + x2

cosx
= urn

x-0 1 + 2x

= - 0. (Incorrecto!)

Esta respuesta es incorrecta pues (cos x)/(1 + 2x) no es una forma indeterminada.
AsI, la regla de l'Hôpital no puede aplicárseie. El cálcuio correcto es

urn cos xsenx CO5x
urn - urn = 1.
,-0 X + x2 x-.0 i + 2x urn (1 + 2x) 1

-.0

El ejemplo 3 sirve para hacer Ia siguiente advertencia: verifique las hipótesis
de Ia regla de l'Hôpital aiites de aplicarla. Es muy simpuista pensar que Ia regia de
l'Hôpitai funciona cuando uno Ia necesita y no funciona en caso contrario, aunque
si hay algo de cierto en esta afirmación.

FORMAS INDETERiMINADAS RELACIONADAS CON

La regla de I'Hôpita! tiene muchas variantes. Adernás del hecho de que ei ilmite
en Ia ecuación (2) puede ser infinito, el nirnero real a en la regla de i'Hôpitai
también se piiede reemplazar por + 00 o por - Por ejeniplo,

460 CapItulo 8 / Más acerca del cálculo de las funciones trascendentes

= urn
x 1

x-.' Irx sen iTx



urn = urn (3)
x-** g(x) x- g (x)

siempre que se satisfagan las demás condiciones. [Una vecindad perforada de +
es un intervalo de Ia fornIa (c, + 00).] En particular, para utilizar la ecuación (3),
primero debemos verificar que

urn f(x) = 0 = urn g(x)

y que el IImite del lado derecho de la ecuación (3) existe. La demostración de esta
version de Ia regla de 1'Hôpital se bosqueja en el problema 50.

La regla de l'Hôpital tarnbién se puede utilizar cuandof(x)/g(x) tiene la forma
indeterminada oWoo. Esto significa que

urn f(x)es+000oo
.1 -*0

y

urn g(x)es+000oo.
.1 -I 0

La demostración de esta extension de Ia regla es dificil y la omitiremos.'

EJEMPLO4 Determine Jim 2e
x-*ooX +X

Solución Ambos cocientes e'7(x2 +x) y e/(2x + 1) tienen Ia forma indeterminada
oc,/oo de modo que con dos aplicaciones de Ia regla de l'Hôpital se obtiene

ex e ex
urn = Jim = urn - = +.

X2 + x x-* 2x + 1 x- 2
Recuerde que Ia regla de l'Hôpital tarnbién "permite" que el resultado final sea un
Ilmite infinito.

EJEMPLO 5

mx x 2
lirn = lim -1/2 - urn = 0.

x-.ro
5: X x-*

DEMOSTRACION DE LA REGLA DE L'HOPITAL

Supongarnos que las funcionesfyg del teorema I no solarnente son diferenciables
sino que tienen derivadas continuas cerca de x = a y que g'(a) 0. Entonces

urn
lirnf'(x) f(a)

(4)
x-*a g (x) lirn g (x) g (a)

por Ia ley del ilmite de cocientes. En este caso, la regla de l'Hôpital en la ecuación
(2) se reduce al lirnite

Jim
f'(a)

x-*ag(x) g'(a)'
(5)

que es una forrna débil de Ia regla. En realidad, esta forma débil es la que se aplica
por Jo general en las aplicaci ones con un solo paso de la regla de 1'Hôpital.

* Para Ia dernostiación, véase (por ejemplo) A. E. Taylor y W. R. Mann, Advanced Calculus. 3a. edición
(Nueva York: John Wiley, 1983), pág. 107.
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8.3 Problemas

Determine los lImites de los problernas 1 a 48. senx2
5. urn

r-O X

x- 1

7. urn-' senx
- x - 12x2-1 e-1 .lim3. urn 4 urn 9

-. 5x + 3x -.o x

1. urn
1

462

x-1 3x-4
2. urn

2x - 5

EJEMPLO 6 En el ejemplo 1 tenIamos

f(x) = ex - 1, g(x) = sen2x,

de modo que

f'(x) = e', g'(x) = 2 cos 2x,

y g'(0) = 2 0. Con a = 0, Ia ecuación (5) imp] ica entonces
ex 1 . f(x) f'(0) e0 1

urn =lim= =
-'o sen2x -o g(x) g (0) 2 cos 0 2

Teorema 2 Regla de /'Hôpifal (fornia débil)
Suponga que las funcionesfy g son diferenciables en x = a, que

f(a)=O=g(a)

y que g'(a) 0. Entonces

urn
f(x) f(a)

-* g(x) g'(a)
(4)

Dernostraciôn Comenzarnos cone! lado derecho de Ia ecuación (4) y trabajamos
hacia el lado izquierdo:

f(x) f(a)
Jimf'(a)x-.a x-a

(Ia definición de Ia derivada)g'(a) - g(x) g(a)
urn
-'a x-a

f(x) - f(a)

g(x) - g(a)
(Ia ley del cociente para ilmites)

f(x) - f(a)
g(x) - g(a) (simphficación algebraica)

= 1m [puesf(a)=0=g(a)]. D

El apéndice G contiene una dernostración de la version fuerte de !a reg!a de
l'Hôpita! enunciada en e! teorema 1.

1

6. urn
x

1 cos x
8. lirn

.-+o x

1+cos2z
10. limz-r/2 I sen2z

Capitulo 8 / Más acerca del cálculo de las funciones trascendentes



u arctan u x - arctan x 2x - senl7-x arctan 2x11. urn 12. urn 38. urn 39 timu-.o 1 - cos u -o x3 1/2 4x2 - I -.o arctan 3x
x er arctan 2x e1 - 113. urn 14. urn 40. tim 41. tim(r + 1) arctan 3x -o x - sen x

in(x-9) t2+1 Vl+3x-1 /I+4x-115 tim 16 tim 42. urn 43 urn-io x - 10 r- tint x xe+e-2 tanx V3+2x-V3+x17. tim 18 tim 44. timx-.O x senx -.(/2)- ln(cos 4 x
sen3x e-e

19. tim 20. urn 45. Jim-o tan 5x -o x x
- 1 - 8 1 - tan x tn(1 + x2)21 urn 22 tim 46. tim 47. tim-2x4-16 -r/4 4x-i- -°e-cosx

x+senx Vx2+4 x5-5x2-1223 tim 24. tim 48. tim
3x + COS X X -.2 x'° - 500x - 24

- 1 2x
49. Suponga quefes una función dos veces diferenciabie.25. tim 26. Jim -

x-.O 3 - 1 3 Utilice Ia regia de l'Hopitai para demostrar estos dos resulta-
Vx2-i dos:

27 urn 28 limxV4x2_x xV2x3_4 f(X+h)_f(X_h)=f(x);(a) tim
29. Jim

in(1 + x)
30.

in(tn x) h-.O 2htim
-.O X xinx

2e-x2-2x-2
h2

= f"(x).
31. tim

senx - tan x 2 - e -3. Jim
x-.O -o 2x2

34. Jim
e3 - e_3x 2x -

-*o 2x
35. Jim

tan 2x

-2

senxFigura 8.3.1
,

tiende a 1
cuando x -* 0?

50. Establezca la version 0/0 de ta regta de l'Hôpital para ci
caso a = oo. [Sugerencia: sean F(t) f(1/t) y G(t) = g(J/t).
Muestre entonces que

f(x) F(t) F'(t) . f'(x)lim - = Jim = tim = tim
g(x) '_.0* G(t) t-.o' G'(t) x- g'(x)

utilizando ia regla de I'Hôpitai para el caso a = 0.1

8.3 Proyecto /
Este proyecto implica ci uso de una calculadora gráfica 0 Ufl programa de
graiicación por computadora para anaiizar timites de formas indeterminadas.

Consideremos ci Ilmite trigonométrico básico 1im0 (sen x)/x. Parece claro,
de Ia gráfica dey = (sen x)/x, (figura 8.3.1) que si ci nñmero x es cercano a cero,
entonces ci punto (x, y) sobre Ia curva está cerca del punto (0, 1). Esta observación
confirma ci hecho de que

senxJim-= 1. (5)
x-'O X

Queremos exptorar gráficamente ci significado de que un niimero o punto esté
"cerca" de otro nñmero o punto. Recordemos de Ia sección 2.2 Ia definición formai
de IImite. Decimos que
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Jimf(x) = L (6)

si dado e> 0, cxiste un nümero 8> 0 tat que

0 < I x - a < 5 impiica que
I
f(x) - L I < (7)

-10 10

36. tim
sec x

37. urn
x-2coslTx

tan x - 4



2

-2

0.8

y=0.5

x = -1

y= 1.5

y=(senx)/x

x=1

x = -0.5

y = 1.1

x = 0.5

y=(senx)/x

y = 0.9

8.4/
Formas
indeterminadas
adicionales

El significado geométrico de la implicación en (7) es el siguiente:

Suponga que trazamos las dos rectas honzontalesy = L - e yy = L + e arriba
y abajo del punto (a, L). Entonces es posible trazar dos rectas verticales x = a
- x = a + Sa cada lado de (a, L) de modo que la parte de la gráficay =f
(x) (con x a) que está entre las dos rectas verticales está también entre las
dos rectas horizontales.

La cuestión es Ia siguiente. Dado un valor especIfico de c > 0, ,qué valor de
S > 0 produce lo anterior? Con una calculadora gráfica o un programa de
graficación por computadora, podemos trazar primero las rectas horizontales y =
L - cyy = L + e y después experimentar con diferentes posiciones de las rectas
verticales x = a - S y x = a + Spara determinar un valor de S que "funcione" con
el valor dado de

AsI, en Ia figura 8.3.2 vemos que todo punto dey = (sen x)/x entre las rectas
verticales x = -1 yx = +1 también está entre las dos rectas horizontalesy = 0.5 y
y = 1.5. Asi, para el ilmite en Ia ecuación (5) [para el cual a = 0 y L = I en (7)], si
c= 1/2, entonces podemos elegir 8 = 1.

Mientras más pequeño sea el valor de e > 0, es de esperar que el valor 8>
0 sea rnás pequeño. En Ia figura 8.3.3 vernos que si t= 1/10, entonces podemos elegir
8= 1/2.

En los problemas 1 a 6, se th un Ilmite limx_,af(x). Inspeccione primero la
grafica y =f(x) cerca de x = a para determinar el valor aparente L del Ilmite.
Después experimente con rectas horizontales y verticales para deteminar valores
de S > 0 que satisfagan la definición del lImite para los valores indicados de
e> 0. Por ültimo, aplique Ia regla de l'Hôpital pam verificar que limxaf(x) = L.

ex - 1

1. urn ; E = 1, 0.5, 0.1

X

6.
1sen'x tanx

= 0.25, 0.1, 0.05

En Ia sección 8.3 vimos que la regla de l'Hôpital se puede aplicar a las formas
indeterminadas 0/0 y oWoo. Existen otras formas indeterminadas; aunque la regla
de YHôpital no se puede aplicar directamente a ellas, es posible convertirlas a la
forma 0/0 o a la forma 000 En tal caso, se puede aplicar la regla de l'Hôpital.

Supongarnos que

iimf(x) = 0 y lirng(x) =

Entonces decimos que el productof(x). g(x) tiene la forma indeterminada 0.
en x = a. Para determinar el lIrnite def(x) . g(x) en x = a, podemos cambiar el
problema a una de las formas 0/0 o oo/oo de esta forma:

x-O X

2. urn
1 COs X;

= 0.25, 0.1, 0.05

3. urn
Vi +X - 1;

= 0.25,

0.05,

0.1,

0.01

0.05

4. urn
_2;

= 0.1,e
x-.4 x - 4

tan X senx;
= 0.25, 0.1, 0.055. lim
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-10 -5 0 5 10

x

Figura 8.3.2 El valor 8= 1
"flinciona" si e =

-0.5 05

Figura 8.3.3 El valor 8=
"funciona" Si e =



f(x) g(x)
f(x) .g(x) = 1/g(x) = 1/f(x)

Ahora podemos apJicar Ia regla de l'Hôpital si se satisfacen las demás condiciones,
como se muestra en el ejemplo 1.

EJEMPLO 1 Determine urn x -
x- \X+1

Solución Estamos trabajando con la forma indeterminada 0 oo, por lo que
escribimos

- 1
/ ml(x-1\ . \x+1

lim x lni I = lim
x- \x + 1J x- I

x

El lImite del lado derecho tiene la forrna 0/0, por lo que podemos aplicar la regla
de L'Hôpital. Primero observamos que

(xi'\ 2
DlnI 1=\x+1/ x2-1

AsI,

Si

limf(x) = +cc = urn g(x),
x-.a

entonces decimos quef(x) - g(x) tiene la forma indeterminada 00 - oo Para
evaluar

urn [f(x) - g(x)],

intentamos una manipulación algebraica para convertirf(x) - g(x) en una forma
de tipo 0/0 o 00/00 de modo que se pueda aplicar la regla de lHôpital. Sif(x) o g(x)
se expresa como una fracción, a veces podernos hacer esto determinando un comün
denominador. Sin embargo, en Ia mayorIa de los casos, se necesitan métodos más
sutiles, El ejemplo 2 ilustra Ia técnica de determinar un comün denominador,
mientras que el ejemplo 3 demuestra una técnica de factorización que puede ser
efectiva.

EJEMPLO 2

urn
(1 ______"

= urn
(senx) - X

(f 0/0)
x-O \x senx) x-0 xsenx

(cos x) - 1
= lirn (todavia 0/0)

x-.O senx + x cos x

senx=hm 0.
x-*O 2 cos x - x sen x
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2

(x-1'\ x2-1 . 2
urn x mi I = lim = hm\x + 1J x- 1 1

'

= 2.



466

EJEMPLO 3

lim(Vx2 + 3x - x) = limx(\Jl + - - 1

LAS FORMAS INDETERMINADAS o0, 0 y i°°

Supongamos que necesitamos determinar el ilmite de una cantidad

y=
donde los limites defyg cuandox *a son tales que se obtiene una de las formas
indeterminadas 0, o 1. Primero calculamos el logaritmo natural

ln y = 1n([f(x)]8) = g(x)lnf(x).

Para cada uno de los tres casos indeterminados mencionados, g(x)lnf(x) tiene la
forma 0 00, de modo que podemos utilizar nuestros métodos anteriores para
determinar L = Jim In y. Entonces

urn [f(x)] = y = Jim exp(ln y) = exP(lLrn ln y) =

pues Ia función exponencial es continua. AsI, tenemos los siguientes cuatro pasos
para determinar el lImite de [f/(x)] cuando x -+ a:

Sea y = [f(x)].
Simplifique In y = g(x) lnf(x).
Evahie L = lim ln y.
Concluya que Jim [f(x)] = e".

a

EJEMPLO 4 Determine urn (cos x)"2.

Solución En este caso tenemos la forma indeterminada Si hacemos y
(cos x), entonces

ln cos xln y = ln [(cos x)] -

= urn
x cc

I

x

( 3\I/2(3)- 1+I
xJ

Jim
1

3

21+-
x

forma (00. 0)

(ahora forma 0/0)

CapItulo 8 / Más acerca del cálculo de las funciones trascendentes



8.4 Probiemas

Determine los lImites de losproblemas I a 34._/i1. Jim x cot x

1 /'7x+83. urn-mi\4x+8
5. limx2csc22x

7. Iimx(e' - 1)
/1 1

urn I4-.2\X-2 ln(x-1)
x In x 10. lim (tan x)(cos 3x)

11. urn (x - IT) CSC x 12. jim e2(x - sen x)

Sección 8.4 / Formas indeterminadas adicionales

Cuando x -*0, cos x -* 1 y in cos x -*0; ahora tenemos Ia forma indeterminada
0/0. Por tanto, con dos aplicaciones de Ia regla de i'Hôpital se obtiene

in cos x -tan x
lim in y = lim 2 = urn
x.0 x-.O X x-o 2x

-sec2x=hm
x-.O 2 2

En consecuencia,

1
urn (cos X)t = e'12 =

EJEMPLO 5 Determine jim x'.
X -0 +

Solución Esto tiene ia forma indeterminada 0°. Si y = xx, entonces

in xmy = (tanx)(inx) =
cot x

Ahora tenernos Ia forma indeterminada oWoo y la regia de I'Hôpital implica

1

mx x sen2x
urn in y = urn = urn = - urn

x-o cot x x-.O -csc2 x -o- x

= U(Se1)() = (-1)-(0) = 0.

Portanto, iim4.o+ tar4 = e° = 1.

(forma 0/0)

' (senx)(ln senx)

6. 1imeinx

Aunque a0 = 1 para cualquier constante a dislinta de cero, Ia forma0° es
indeterrninada: ci lImite no necesariamente es 1 (véase problema 37). Pero la forma
0 no es indeterminada; su ilmite es cero. Por ejempio,

urn XlX = 0.

/1 ___' 14.iim(113. Jim
senx/ -.° \x e4 -

(
x

urn 2+ x-2 x-1)4=1 X

(vT - V) 17. urn
(1

=0 \x in(1 +
Jim (Vx2 + x - Vx2 -

+ 2x + 5- x)
Jim f 21. jim XS

22. tim (m
1)4

23. Jim (In )"

467



24.hm(1

26. urn (1 + 2x)"34

28. urn (sen )SeC

30. Jim (tan x - sec x)
a -. ,r/2

urn (x
I +

Jim (vX2 - 4
Jim (/x - 3x4 + 17 - x)

Utilice Ia regla de I'Hôpital para establecer estos dos
lirnites:

(a)lirn(1 +hx) =ea;(b)uim(1 +) =e.

Grafiquey = XI/X, x > 0.

Seanf(x) = exp(-1/x2) y g(x) = cos x - 1, de modo que
[f (x)]) es de Ia forma indeterminada 0° cuando x - 0.
Muestre que [f(x)]8) * 'f cuando x *0.

Sea n un entero positivo fijo y sea p(x) ci polinomio

p(x) = x" + a1x' + a2x2 + + a,,..1x + a,,;

donde los nümeros a1, a2,..., a,, son reales fijos. Demuestre
que

i ([p(x)]1" - x) =

Como veremos en el problema 50 de Ia sección 9.6, el
area de Ia superficie del elipsoide obtenido al girar Ia elipse

x2 ,2

a2 b2
+= 1 (a > b > 0)

x-2

25. urn
a'O \ x /

/ i\'
27. urn cos -)

29. lirn(x + senx)a

31. urn x"4

8.5
Funciones
hiperbOlicas y
funciones hiperbOlicas
inversas

en torno del eje x es

A 2lrabb a c= - + sen
[a c (au

donde c = I a2 - b2. Utilice Ia regla de IHôpital para
mostrar que

urn A = 4ira2,
b-. a

ci area de Ia superficie de una esfera de radio a.
Considere una varilla larga y deigada que tiene una

difusividad dci calor k y que se encuentra sobre ci eje x.
Suponga que en el instante S = 0 la temperatura en x es A/2e
sie x e yqueseanulasi FxI >Entonceslatempera
tura T(x, t) de Ia varilla en ci punto x en ci instante I > 0 está
dada por

T(x, t) -
A

f exp(
(x - u)2\

V4kt 0 4kt )
du.

Utilice Ia regla de l'Hôpital para mostrar que

urn T(x, t)
A exp(-- -

V4,-kt \ 4kt

Esta es Ia temperatura resultante de un "punto de caientamien-
to" inicial en ci origen.

Explique pot qué Ilin (In x)' 0.

Sea a un nümero real fljo. (a) Evalüe (en términos de a)
Ia forma indeterminada 0°

[exp()].
(Observe que no es necesaria ia regla de I'Ilôpital.) Asi, Ia
forma indeterminada 00 podria tcncr como iimitc cuaiquier
nimero real positivo. Expiique por qué. (b) ,,J'ucde este ilmite
ser cero, negativo o infinito? Expliquc.

El coseno hiperbólico y ci seno hiperhólico del n(imero reai x se denotan con
cosh x y senh x y se deli nen corno

e + e
cosh x =

Estas combinaciones particuiares de exponenciales famiiiares SOfl itiles en ciertas
aplicaciones del cáicuio y también son eficaces para evaluarciertas integrales. Las
otras cuatro funciones hiperbólicas: Ia tangente, cotangente, secante y cosecante
hiperbólicas, se delinen en términos de cosh x y scnh x en analogIa con Ia
trigonometrIa.

2

468 CapItulo 8 / Más acerca del cáiculo de las funciones trascendentes

senh x -
e' - e

(1)



y

Figura 8.5.1 Relación del seno
y ci coseno hiperbólicos con Ia

hipérbolax2y2= 1

senhx ex - e_x
tanhx =

cosh x ex + e_x'

cosh x
cothx= -

senh x

sechx= =
cosh x

ex + e_x

ex - e_x

2

ex + e_x

(x 0); (2)

1 2
csch x - = (x 0). (3)

senh x ex - e'

La terminologla y notación trigonométrica para estas funciones hiperbólicas
surge del hecho de que estas funciones satisfacen una lista de identidades, que
fuera de una diferencia ocasional en el signo, recuerdan las conocidas identidades
trigonométricas:

Las identidades en las ecuaciones (4), (7) y (8) son consecuencia directa de las
definiciones de cosh x y senh x. Por ejemplo,

cosh2x - senh2x = (e + e)2 - (ex - e)2
=(e2x+2+e_2)_(e2_2+e_2x)=1.

Las demás identidades enumeradas aqul se pueden deducir de las ecuaciones (4),

(cosh 0, seth 0) (7) y (8) de manera análoga a las deducciones de Jas identidades tngonométricas
correspondientes.

Las funciones tngonométricas reciben con frecuencia el nombre de funciones
circulares, debido a que el punto (cos 0, sen 0) está en el cIrculo x2 + = I para
toda 9. De manera análoga, Ia identidad de Ia ecuación (4) nos dice que el punto
(cosh 0, senh 9) está en Ia hipérbola x2 y2 = 1; de ahI surge el nombre de función

hiperbólica (figura 8.5.1).

Las gráfIcas dey = cosh x yy = senh x son fáciles de construir. Sumamos (para
cosh) o restamos (para senh) las ordenadas de las gráficas de y = ? y y = ex.
Las gráficas de las demás funciones hiperbólicas sepueden construir al dividir las
ordenadas. Las gr5ficas de las seis funciones aparecen en Ia figura 8.5.2.

Estas gráficas muestran una diferencia importante entre las funciones hiper-
bólicas y las funciones trigonométricas ordinarias: Ninguna de las funciones
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cosh2xsenh2x = 1; (4)

I tanh2x= sech2x; (5)

coth2x 1 = csch2x; (6)

senh(x + y) = senh x cosh y + cosh x senh y; (7)

cosh(x + y) = cosh x cosh y + senh x senh y; (8)

senh2x= 2senhxcoshx; (9)

cosh2x= cosh2x+senh2x; (10)

cosh2x= 1/2(cosh2x+1); (Ii)

senh2x= 1/2(cosh2x-1). (12)



Figura 8.5.2 Grálicas de las
seis funciones hiperbólicas

470

y = seth x
(a)

1

y

K
x

y = cosh x

(b)

y=cothx y=sechx
(d) (e)

y = tanh x

(c)

y = csch x

(0

hiperbólicas es periódica. Sin embargo, tienen La propiedad de ser pares o impares,
como las funciones circulares. Las dos funciones cosh y sech son pares, pues

cosh(x) = cosh x y sech(x) = sech x
para todax. Las dernás funciones hiperbólicas son impares:

senh(x) = senh x, tanh(x) = tanh x,
etcetera.

DERIVADAS E INTEGRALES DE LAS
FUNCIONES IIIPERBOLICAS

Las formulas para las derivadas de las funciones hiperbOlicas se asemejan a las
formulas para las funciones tigonométricas, con algunas diferencias de signos.
Por ejemplo,

D cosh x = D(ex + e) = - = senhx.

La regla de La cadena implica entonces

du
D cosh u = (senhu) -

dx

si u es una función diferenciable dcx. Las otras cinco formulas de derivación son

(13)
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duDsenh u = (cosh u) -, (14)
dx

du
D tanh u (sech2u) -, (15)dx

Dcothu = (_csch2u), (16)
dx

Dsech u = (sech u tanh u) (17)
dx

Dcschu = (cschucothu). (18)
dx

La ecuación (]4)se obtiene de la misma forma que la ecuación (13). Entonces, las
ecuaciones (15) a (18) son consecuencia de las ecuaciones (13) y (14) con Ia ayuda
de la regla del cociente y las identidades de las ecuaciones (5) y (6).

Como indicamos en ci ejemplo 1, la derivación de las fi.mciones hiperbólicas
utilizando las ecuaciones (13) a (18) es muy similar ala derivación de las funciones
trigonométricas.

EJEMPLO 1 (a) D cosh 2x = 2 senh 2x.
D senh2 x = 2 senh x cosh x.
D (x tanh x) = tanh x + x sech2 x.
D sech(x2) = 2x sech(x2) tanh(x2)

Las versiones para prirnitivas de [as formulas de derivaciOn en Las ecuaciones
(13) a (18) son las siguientes fOrmulas integrales:

fsenhudu = coshu + C, (19)

fcosh u du = senh u + C, (20)

fsech2
u du = tanh u + C, (21)

fcsch
u du = coth u + C, (22)

fsech u tanh u du = sech u + C, (23)

fcsch u coth u du = csch u + C. (24)

Las integrales en ci ejeinpio 2 ilustran el hecho de que las integrales hiperbO-
licas sencillas se pueden analizarde Ia misma forma que las integrales trigonomé-
tricas sencillas.

EJEMPLO 2 (a) Con u = 3x, tenemos que

Jcosh 3xdx = J'(cosh u)(du) = senhu + C senh 3x + C.
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Con u = senh x, ten cmos

fsenh x cosh x dx
=

u du = u2 + C = senh2x + C.

Utilizamos Ia ecuación (12) para obtener

Jsenh2x dx =
f (cosh 2x - 1) dx = senh 2x - x + C.

Por ültimo, utilizamos Ia ecuación (5) pam tener

11 [ ii
tanh2xdx

= J
(1 sech2x)dx = x - tanhxl = 1 tanhi

Jo 0 Jo

ee 2
= 1 - - - 0.238406.e+e1 e2+1

FUNCIONES HIPERBOLICAS INVERSAS

La figura 8.5.2 muestra que

U Las funciones senh x y tanh x son crecientes para toth x;
U Las funciones coth x y csch x son decrecientes y están definidas paratoda x 0;

U La función cosh x es creciente en la semirrecta x 0; y
U La función sech x es decreciente en la semirrecta x 0.

Esto implica que cada una de las seis funciones hiperbóiicas se puede "invertir"
en ci dominio indicado donde sea creciente o decreciente. Las funciones hiperbó-
licas inversas resuitantes y sus dominios de definición se enumeran en Ia tabla
siguiente y aparecen en Ia figura 8.5.3.

EJEMPLO 3 Determine ci valor numérico de tanh).

Sohición Si y = tanh(), entonces
tanh y =

- e

e + e - [por la ecuación (2)];

2e - 2e = e + e;z
e = 3e; e2 = 3;

y = in 3 0.5493.
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Función hiperbólica inversa: Definida para:

senh' x para toda x
cosh' x x1
tanh' x lxi <1
coth' x lxi > 1

sech' x O<x1
csch x xO



y

x

x

x

x

y

x

x

y = senh x y = cosh' x y = tanh-' x
Dorninio: todax Doininio:x 1 Dominio: lxl . I

(a) (b) (c)

y = coth x y = sech x y = csch' x
Dorninio: lxi > 1 Doininio: 0< x Dominio: lxi >0

(d) (e) (1)

Figura 8.5.3 Las funciones hiperbólicas inversas

Las calculadoras cientIficas se utilizan generalmente pam determinar los
valores de las funciones hiperbólicas e hiperbólicas inversas. Muchas calculadoras
solo dan los valores de senh, cosh y tanh* Los valores de las otras tres funciones
hiperbólicas se pueden determinar mediante las identidades

sech x = cosh(!), (25)

csch' x = sech(!) y (26)

coth x = tanh(i). (27)

Por ejemplo,

coth 2 = tanh() 0.5493.

DERIVADAS DE LAS FUNCIONES IHPERBOLICAS INVERSAS

Aqul dainos las derivadas de las seis funciones hiperbólicas inversas:

D senb x =
\/x2 + 1

(28)
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de modo que

AsI,

1Dcosh'x - (29)
Vx2 - 1

1Dtanh'x - (30)1 - x2

1Dcoth'x = (31)1 - x2

1
D sech'x (32)xvi - x2'

Dcsch'x 1

(33)lxIVl - x2.

Podemos deducir estas formulas por el método estándar de determinar la
derivada de irna función inversa, dada Ia derivada de la propia función. El tinico
requisito es que se sepa de antemano que la funciOn inversa es derivable. Por
ejemplo, para derivar tanhx, comenzamos con La relaciOn pam la función inversa

tanh(tanh x) = x

y sustituimos u = tanh' x. Entonces, como la ecuación es en realidad una identidad,

D tanh u = D x = 1,

du
(sech2 u) - = 1.

dx

dii 1Dtanhx== =
dx sech2 ii 1 - tanh2 u

1 1

= 1 - tanh2(tanh' x) = 1 - x2

Esto establece la ecuación (30). Podemos utilizar métodos similares para verificar
las formulas para las derivadas de ls otras funciones hiperbOlicas inversas.

Las funciones hiperbOlicas se definen en términos de Ia funciOn exponencial
natural e, por lo que no debe sorprendernos que sus inversas se puedan expresar
en términos de In x. De hecho,

senlf' x = ln(x + Vx2 + 1) para toda x; (34)

coshx = ln(x + Vx2 - 1) paratodax1; (35)

1 /1 + X
para lxi < 1; (36)tanhx = ln(1 - xJ

1 /x+i)cothx = - ln( para lxi> 1, (37)
2 \x-1

/1 + Vi -sechx = ln(\
)

Si 0< x 1; (38)

cschx = ln(! +
Vi + x2

xl )
six 0. (39)
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Cada una de estas identidades se puede establecer mostrando que ambos lados
tienen Ia misma derivada y además que ambos lados coinciden para a! menos un
valor de x en cada intervalo de su dominio respectivo. Por ejemplo,

Dxln(x+Vx2+1)= Vx2+1_ 1

x + Vx2 + 1 Vx2 + 1 = Dsenh'x.
1+ x

AsI,

senh'x = ln(x + \/x2 + 1) + C.
Pero senh1(0) = 0 = ln(0 + V 0 + 1). Esto implica que C = 0 y esto establece Ia
ecuación (34). No es tan fácil demostrar que C = 0 en las demostraciones de las
ecuaciones (37) y (39); véanse los problemas 64 y 65.

Las ecuaciones (34) a (39) se pueden utilizar para calcular los valores de las
funciones hiperbólicas inversas. Esto es conveniente si usted dispone de una
calculadora cuyo repertorio no incluye las funciones hiperbólicas inversas o si está
programando en un lenguaje como BASIC, donde Ia mayor parte de sus formas
no incluyen estas funciones.

INTEGRALES RELACIONADAS CON LAS
ETJNCIONES HIPERBOLICAS INVERSAS

Las principales aplicaciones de las funciones hiperbólicas inversas son para la
evaluación de integrales algebraicas. Las formulas de derivaciOn en las ecuaciones
(28) a (33) pueden escribirse, como es usual, como las siguientes fOrmulas
integrales:

f=senh u + C,
+1

du =coshu+C,\/u2 - 1

I
I

f du Jtanh u + C Si u < 1;
J I - u2 coth u + C si u > 1;

du = sechIu! + C,
u\/1 -

du

u\/1 + u2

= In
1+u1u + C,

= csch1lul + C.

La distinciOn entre los dos casos u < 1 y I u > I en la ecuaciOn (42) surge del
hecho de que Ia tangente hiperbólica inversa está definida para x <I, mientras
que Ia cotangente hiperbOlica está definida pam Ix I > I.

EJEMPLO 4 La sustituciOn u = 2x, dx = 1/2 du implica

C dx l du

JVX+ 1 2J Vu2+ 1
=senh2x

Sección 8.5 / Funciones hiperbOlicas y funciones hiperbOlicas inversas 475



8.5 Problemas

Determine las derivadas de lasfunciones en los pro blemas 1
a 14.

1. f(x) = cosh(3x - 2)

3. f(x) = x tanh(!)

5. f(x) = coth3 4x
7. f(x) =
9. f(x) = sen(senhx)

11. f(x) = senhx4

13. f(x)
x + tanh x

14. f(x) = cosh2x - senh2x

Evalte las integrales de los probi emas 15 a 28.

15. Jxsenhx2dx

17. J tanh2 3x dx

I sechVx tanh V
18.1 dxv

19. f senh2 2x cosh 2x dx

I senhx
21.1 dx

J cosh3x

23. f coth x csch2x dx

I senhx
25.1 dx

j 1 + coshx

27. dx
J (e + e)2

476

EJEMPLO 5
1/2

dx
1 - x2

EJEMPLO 6

(

J2 1

2. f(x) = senh V

4. f(x) = sech e2

6. f(x) = in senh3x
8. f(x) = cosh in x

10. f(x) = tan(tanh x)

12. f(x) = senh4x

16. f cosh2 3u du

20. tanh 3x dx

22. Jsenh4x dx

24. J sech x dx

26. Jsenhlnxd

28. :1: dx

r 11/2

= [tanh_1 x]
0

i[ 1+x
= - I in

2L 1-x ]1/2

1=1n30.5493.
0

Determine las derivadas de lasfunciones en los pro blemas
29 a 38.

f(x) = senh 2x

f(x) = cosh(x2 + 1)
f(x) = tanh \/

f(x) = coth Vx2 + 1 33. f(x) = sech1(!)

34. f(x) = csch e 35. f(x) = (senh' x)312
36. f(x) = senh(1n x) 37. f(x) = in(tanhx)

38. f(x)
1

tanh 3x

Utilice lasfunciones hiperbólicas inversas para evaluar las
integrales de los problemas 39 a 48.

f dx
40 f dy

JVx2+9 JV4y2_9

41. 1
dx

42. 1
dx

J1124-x2 J5 4-x
43.1 dx 44.1 dx

J xV4 - 9x2 J xVx + 25

45.1 e
dx 46.1 X

dxJ Ve+i J Vx-1
47. 1 dx 48. 1

cosx
dx

J Vi - e2 J Vi +sen2x
Aplique las definiciones de Ia ecuación (1) para demos-

tsar Ia identidad de Ia ecuación (7).
Deduzca las identidades de las ecuaciones (5) y (6) a

partir de Ia identidad en Ia ecuación (4).
Deduzca las identidades de las ecuaciones (10) y (ii) a

partir de Ia identidad en Ia ecuación (8).
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dx [ 1 i[ 1+x= Icoth'xI =-Iln- x2 1-xL 12 2L

= [in() - in 3] = - in 2 -0.3466.



Suponga que A y B son constantes. Muestre que Ia fun-
ción x(t) = A cosh ki + B senh kt es una solución de Ia
ecuación diferencial

d2x
= k2x(t).

Determine Ia longitud de Ia curva y = cosh x en el
intervalo [0, a].

Determine el volumen del sólido que se obtiene a! girar
en tomb del eje x el area bajoy = senh x de x = 0 ax = r.

Muestre que el area A(8) del sector sombreado en La
figura 8.5.1 es 8/2. Esto corresponde al hecho de que el area
del sector del circulo unitario entre el eje x positivo y el radio
a! punto (cos 8, sen 8) es 8/2. [Sugerencia: observe primero
que

cosh 9

A(0) = coshO senhO - f Vx - 1 dx.

Después utilice el teorema fundamental del cálculo para mos-
trar que A'(8) = para toda 8.]

Eval(ic los siguientes limites: (a) lim
senh x

.0 0 x
coshx

(b) tim tanh x; (c) lim
x= e

Utilice el método del ejemplo 3 para determinar el valor
numérico de senlH I.

Figura 8.5.4 La curva centroide
del arco de San Luis, Missouri.

Aplique las ecuaciones (34) y (39) para verificar Ia
identidad

cschx = senh_l() six0.

Establezca Ia formula para D0senh'x en Ia ecuación (28).
Establezca Ia formula para Dsech' x en Ia ecuación (32).
Demuestre Ia ecuación (36) derivando ambos lados de la

ecuación.
Establezca Ia ecuación (34) despejandoy en términos de

x en la ecuaciOn

-
x = senh y =

2

Establezca Ia eduación (37) despejandoy en términos de
x en Ia ecuaciOn

e + e
x = cothy = -

(a) Derive ambos lados de Ia ecuación (37) para mostrar
que difieren por una constante C. (b) Después demuestre que
C= 0 utilizando Ia definiciOn de coth x para mostrar que coth 2 =

In 3.
(a) Derive ambos lados de Ia ecuación (39) para mostrar

que difieren por una constante C. (b) Después demuestre que
C = 0 utilizando Ia definiciOn de csch x para mostrar que
csch' 1 = ln(1 +T)

8.5 Proyecto /
La constnicciOn del arco de San Luis, Missouri, concluyO en octubre de 1965. Con
un diseño de acero inoxidable hueco, su curva ceniroide (o curva central) queda
descrita, con una rnuy buena aproxirnación, por la ecuación

y = 693.86 - (68.767)cosh
299

(1)

En este caso, y denota Ia altura sobre el suelo (en pies) y x denota Ia distancia
horizontal (en pies) desde el eje vertical de simetrIa del arco. Comience graficando
Ia ecuación (1) para verificar que Ia curva centroide tiene Ia apariencia de Ia figura
8.5.4. Los problemas 1 a 5 estin relacionados con aspectos matemOticos del arco
y de su curia centroide.

Deduzca de Ia ecuación (1) que Ia altura H del punto mOs alto de Ia curia
centroide estO aproximadarnente a 625 pies y que el ancho Wde Ia base del arco
es ligeramente menor que 600 pies.

Determine Ia longitud de arco de a curia centroide del arco. Puede realizar una
integración numérica, como en los proyectos de las secciones 5.4 y 5.9.

El arco es hueco con secciones transversales variables. Cada sección trans-
versal normal a Ia curva centroide es un triOngulo equilatero. El area (en pies2) de
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El arco de San Luis, Missouri.

Use In siguiente lista corno una guIa de los con ceptos que lal
vez necesite revisar.

Las definiciones de las seis funciones trigononiétricas
inversas.

Las derivadas de las funciones trigonométricas inversas.
Las formulas integrales correspondientes a las derivadas

de las funciones seno inverso, tangente inversa y secante
inversa.

ds 1

ds = - dx = 1 + -) dx.
dx \dx

5. Explique (de manera no rigurosa) la formula

V
=

A ds

para el volurnen V de un tubo en térrninos del area A de su sección transversal y
Ia longitud de arco s a lo largo de su curva centroide. Aplique entonces de manera
adecuada la formula para determinar el volumen total comprendido dentro de la
superficie exterior del arco de San Luis.

No/a: La mayor parte de este proyecto se tornó de "The Mathematics and Architecture of the Saint Louis Arch", por William V. Thayer, St. Louis
Community College at Merarnec, 1988, y de otros materiales de ui curso de matemáticas relativos al arco.

CapItulo 8 Repaso: DEFINICJONES Y FORMULAS /

La regla de l'HOpital y las formas thdeterminadas 0/0,
oc/oo, 0 . oo, 00- 00, 0°, 10.

Las deflmciones y derivaclns de las fimciones hiperbólicas.
Las definiciones y derivadas de las funciones hiperbólicas

inversas.
El uso de las funciones hiperbOlicas inversas para evaluar

ciertas tntegrales algebraicas.
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Capitulo 8 Problemas diversos

Derive lasfunciones de los

1. f(x) sen' 3x

probleinas I a 20.

2. f(x) = tan7x
9. f(x) = sen' () /110. f(x) = tanI -

3. g(t) = sec 2 4. g(t) = tane' 11.f(x) = arcsen 12. f(x) = x secx2

5. f(x) = sen (cos x) 6. f(x) = senht 2x 13.f(x) tan(1 + x2)
14. f(x) = sen Vi -

7. g(t) = cosh' 101 8. h(u) = tanh_t(-) 15.f(x) ex senh e 16. f(x) in cosh x

la sección transversal que interseca Ia curia centroide en el punto (x, y) es

A = 1262.67 - (l.8l98)y. (2)

Muestre que Ia longitud del lado 1 de Ia sección transversal triangular del arco
varia desde casi 54 pies en Ia base hasta cerca de 17 pies en la parte superior.

El perimetro de una sección transversal triangular de longitud I es P = 3!.
Explique (de manera no rigurosa) Ia formula

I L.

s=f Pds

que da el area de la superficie S de un tubo en términos del perImetro de su sección
transversal P y Ia longitud de arco s a lo largo de su curia centroide. Entonces,
aplique esta formula de manera adecuada para aproximar numéricamente el area
(exterior) de Ia superficie del arco. Puede comenzar expresando el perImetro como
una función P(x) y escribiendo



f(x) = tanh23x + sech23x
f(x) = senh Vx2 - 1
f(x) = cosh' V2 + 1
f(x) = tanh'(l - x2)

Evaláe las integrales de los pro blemas 21 a 40.

21.f dx
22.

dx

V1_4x J 1+4x2

23.f dx
24.

dx

J

25.
e

dx 26. 1
X

4dxJV1_e2 J 1+x

27.
1

dx 28. f +4x2
dx

. - 4x2
2 cosx

29 dx 30.1 dxf1+x j 1+sen2x

31.1 dx 32.1 dx
JxV4x2_1 JxVx-i

33. dx 34. x2coshx3dxJVe-i J

dx 36. f sech2(3x - 2) dx

arctan x
dx 38. f

1

dxJ 1+x2 JV4x2_1
391 1

dx 40.
i V4X2+9 J

dx
x4 + 1

Determine los Ilmites de los problemas 41 a 55.

41. urn
x - 2

42. 1

sen2x
im

.-.2 x2 - 4 x-0 x

43. urn1 +COSX
F

x-senx
imx-,. (x -.0 x3

arctan t - sen t
4$. urn

t3

ln(ln x)
46. urn

mx

48. urn (e - 1) tan x

47. Jim (cotx) ln(1 + x)

(1 1

49. urn I - --.o \x2 1 - cosx

/ x2 x3 '\
50.1irn X2+3)

urn (Vx2 - x + 1 - V)
urn x'1' 53. Iim(e - 2x)1'

54. urn [1 - exp(-x2)]"2

ss. urn x[ (i +!) - e] [Sugerencia: sea u = lIx y con-

sidere el IImite cuando u -*Ot]
56. De acuerdo con el problema 51 de Ia sección 9.6, el urea
de Ia superficie del elipsoide obtenido al girar en torno del eje
x Ia elipse con ecuación

(x2 + (2 =1 (0 < a < b)\a/ \bJ

b a /b+c\l
[a c \ a Jj

A 2irab +-lnj------II,

donde c = J b2 - a2. Utilice Ia regla de 1'Hôpital para mostrar
que

lim A = 4ira2,

el area de la superficie de una esfera de radio a.
57. Determine el volumen generado a! girar en tomo del eje
ylaregión bajoy= dex = 0 ax = ii[.
58. Determine el volumen_generado al girar en torno del eje
ylaregiónbajoy=Ix+ 1,dex=Oax= 1.
59. Utilice las ecuaciones (35) a (38) cle Ia sección 8.5 para
mostrar que

(a) cothx = tanh_I(!); (b) sech'x = cosh_1Q).

60. Muestre que x"(t) = k2x(t) Si

x(t) = A cosh kt + B senhkt,

donde A yB son con stantes. Determine A y B si (a) x(0) = 1,
x'(0) = 0; (b)x(0) = 0, x'(0) = 1.
61. Utilice el método de Newton para determinar Ia minima
solución positiva de Ia ecuación cos x cosh x = 1. Comience
trazando las gráficas de y = cos x y y = sech x.
62. (a) Verifique mediante una derivación que

f sec x dx = senh (tan x) + C.

(b) De manera análoga, muestre que

f sech x dx = tan(senhx) + C.

es
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Técnicas de integración

U El matemático más prolIfico de
toda Ia historia fue Leonhard Euler
(se pronuricia "oiler"), quien nació
el año de 1707 en Basel, Suiza, casa
de la familia de maternáticos Ber-
noulli. Su padre preferla una carrera
teológica para su hijo, pero el joven
Euler aprendió matemáticas de John
Bernoulli y con ello encontró su ver-
dadera vocación. Durante su vida,
Euler publicó mãs de 500 libros y
aitIculos. Su obra continuó incluso
después de perder Ia vista en 1766.
Al momento de su muerte en 1783,
dejó más de 300 manuscritos adicio-
nales cuya publicacion se realizó de
manera continua durante otro medio
siglo. Sus obras completas ocupan
aproximadamente 75 grandes vol
men es.

U Ningi'in matemático del pasado
ha influido de manera tan directa a
los estudiantes de rnaternáticas de Ia
actualidad, pues en gran medida fue

Euler quien dio forma a Ia notación
y terrninologIa que se utiliza actual-
mente para Ia enseflanza de álge-
bra de bachillerato, trigonometria y
cálculo. Su Introductio in Analysin
Jifiniloruin (Introducción al análisis
infinitesimal) es uno de los primeros
libros de texto de matemáticas cuya
exposición seria (en una traducciOn
del original en latin) accesible a un
estudiante moderno. He aqui algu-
nas de las ahora familiares notacio-
nes cuyo uso fue popularizado y
estandarizado por Euler:

e pam la base de los logarit-
mos naturales;
pam los lados de un trián-
gulo ABC;
para Ia raiz cuadrada de 1;
como simbolo de suma;
para Ia notación funcional;
para el area del cIrculo
unitario;

ylas abreviaturas trigonométricas sen,
cos, tang, cot, sec y cosec, que son
bastante parecidas a sus formas actua-
les. Lalntroductio deEulerfue lacausa
de que el cálculo se basara desde en-
tonces y pam siempre en el concepto
de función. Sus tratados de cálculo de
1755 y 1768 proporcionan la fuente
original pam gran parte del contenido
y métodos de los cursos y textos mo-
demos de cálculo.

U Euler descubrió originalrnente
tantas de las formulas e identidades
estándar de las matemáticas, que se
acostumbra atribuir una fOrmula al
primer matemático que Ia redescu-
brió después de Euler. Pero la identi-
dad e = cos x + i sen x que relaciona
las funciones exponencial y trigo-
nométricas si se conoce como Ia fOr-
mula de Euler. La sustitución de
x = it produce la relación eT + I = 0,
que relaciona cinco de las constantes
más iniportantes de matemáticas.

CAP ITULO
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9.1 _____
Introducción

9.2
Tablas de integrales y
sustituciones simples

En los ñltimos tres capitulos hemos visto que muchas magnitudes geométricas y
fisicas se pueden expresar como integrales definidas. El teorema fundamental del
cálculo reduce el problema de calcular Ia integral definida

f(x) dx
a

al de encontrar la primitiva G(x) def(x); cuando esto se ha logrado, entonces

S:fx [G(x)]: = G(b)G(a).

Pero hasta ahora hemos confiado, en gran parte, en métodos de ensayo y error
para encontrar Ia primitiva requerida G(x). A veces, el conocimiento de las
formulas elementales de derivación, quiza combinadas con Ia sustitución simple,
han permitido integrar una función dada. Sin embargo, este método puede ser
ineficaz y consurnir tiempo, en especial por la circunstancia del siguiente hecho
sorprendente: existen integrales de apariencia simple, tales como

fe2 dx, J
__X

dx y f Vi + x4 dx,

que no pueden ser evaluadas en términos de combinaciones finitas de las funciones
algebraicas y de las funciones trascendentes elementales familiares. Por ejemplo,
la primitiva

H(x)
= f e dt

de e no tiene una expresiOn finita en términos de funciones elementales.
Cualquier intento de encontrar dicha expresión estará condenado al fracaso en
forma inevitable.

La presencia de tales ejemplos indica que no puede esperarse que la integra-
ción se reduzca a un proceso rutinario, corno lo es Ia derivación. En realidad,
encontrar prirnitivas es un arte que depende de Ia experiencia y de la práctica. No
obstante, existen ciertas técnicas cuyo uso sistemático puede reducir sustancial-
niente nuestra dependencia en Ia casualidad y en Ia sola intuición. Este capItulo se
refiere a algunas de esas técnicas sistemiticas de integraciOn.

La integración seria una cuestión por completo simple si contáramos con una lista de
formulas de integración, una labia de inlegrales en la que pudiésemos localizar
cualquier integral que necesitsernos calcular. Pero Ia diversidad de integrales que
encontramos en Ia práctica es demasiado grande para que esté contenida en una tabla
de integrales. Es niis razonable imprirnir o memorizar, una corta tabla de integración
del tipo que aparece con mayor frecuencia y aprender técnicas mediante las cuales se
pnedc ampliar el rango de aplicaciOn de esta tabla corta. Podemos empezar con Ia lista
de integrales de Ia figura 9.2.1, que son familiares por los capItulos anteiores; cada
ima es equivalente a alguna de las formulas básicas de derivación.

En los forros de este libro aparece una tabla de 113 formulas integrales. Es
ficil disponer de tahias de integrales ain más extensas. Por ejeniplo, el volumen
de Standard Mathematical Tables and Formulas, editado por William H. Beyer
y publicado por CRC Press, Inc. (Boca Raton, Florida), contiene más de 700
fOrmulas integrales. Pero aun una tabla tan grande solo puede incluir una pequefla
fracciOn de las integrales que pueda ser necesario evaluar. Asi, es necesario
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I

I

I

I

fudu=+C [n-1](1)

f= Inlul + C (2)

Jedu=e"+c (3)

cos u du = sen u + C (4)

Jsenu du = cos u + C (5)

s& u du = tan u + C (6)

fcsc2u du = cot u + C (7)

secutanudu=secu+C (8)

cscucotudu = cscu + C (9)

du sen 'u + C (10)Vi -

1
u2 - tanu + C (11)

f du

J UV2 - 1

- secIuI + C (12)

Figura 9.2.1 Una pequcña tabla
de integrales

aprender técnicas para deducir nuevas formulas y para transformar una integral
dada en una ya conocida o que aparezca en una tabla accesible.

La principal técnica de este tipo es el mélodo de sustitución, que ya conside-
ramos en la secciOn 5.7. Recuérdese que si

ff(u) du = F(u) + C,

entonces,

ff(g(x))g'(x) dx = F(g(x)) + C.

AsI, la sustitución

u = g(x), du = g'(x) dx

transfonrna Ia integral Ifg(x)) . g'(x) dx en la integral más sencilla Sf(u) du. La
dave para hacer esta simplificación descansa en descubrir la composiciónf(g(x))
en el integrando dado. Para convertir este integrando en una función de u
imnicamente, el factor restante debe ser un mOltiplo constante de la derivadag'(x)
de la funciOn interior g(x). En este caso, reemplazamosf(g(x)) porf(u) y g'(x) dx
por dii. Los capItuios 6 al 8 contienen numerosas ilustraciones de este método de
sustitución, y los problemas al final de esta sección proporcionan Ia oportunidad
de repasarlo.

EJEMPLO 1 Determine f (1 + ln x)5 dx.

Solución Se necesita distinguir laiito Ia función interior g(x) corno su derivada
g'(x). Si se escoge g(x) = 1 + in x, entonces g'(x) = l/x. Por tanto, la integral
dada es de la forma analizada anteriormente, conf(u) = u5, u 1 + In x y dii
dv/x. En consecuencia,

Ji(1 +lnx)5dx=fu5du=1u6+ C=(l + lnx)6+ C.

EJEMPLO 2 Determine I X
dx.

J I + x
Solución AquI no es claro cuOl es Ia función interior. Pero si revisamos la
fOrmula integral en Ia ecuación (11) (figura 9.2.1), intentaremos con la sustitución
u = x2, du = 2x dx. Aprovechamos el factor x dx = du disponible en el inte-
grando y calculamos:

C x

-1I
du

Ji+4dx_ l+u2=tan_Iu+C=tanlx2+C.

Observe que la sustitución u = x2 hubiese sido de poco provecho si el integrando
fuese 17(1 +x4)obienx2/(l +x4).

El ejemplo 2 ilustra Ia forma de hacer una sustitución para convertir una
integral dada en una conocida. Con frecuencia se puede transforrnar una integral
que no aparezea en alguna tabla de integrales en otra que si esté, usando las técnicas
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9.2 Problemas ____________________

Evahie las iniegrales de los pro blemas 1 a 30.

1. f(2 - 3x)4 dx 2. f
1

dx
(1 + 2x)2

Si3. J xV2x - 4 dx
1 + 2i di

3x

2x +
dx 6. J x sec2x2 dx

J
COt CSC

dy 8. fsen (2x + I) dx7.

sen 2x
9. f(i + sen 9)5 cos 0 dO 10. f + cos 2x

dx

e11. f e°' csc2x dx 12. f Vx + 4
dx

di
I

(in 1)10

13. di
i

14.f Vi - 912

151 di 16.f dxV1_912 1 + e2

f e2
17 dx 18J i+x2"J 1 + e

de este capItulo. En el ejemplo 3 se emplea una sustitución apropiada para
"reconciliar" Ia integral dada con Ia formula integral estándar

Iu2 du=sen(_Va2_u2+C, (13)J Va-u 2 \aJ 2

que es la fórn-iula (56) (forros).

r
EJEMPLO 3 Determine I dx.

J 's/25 - 16x2
Solución Para que 25- 16x2 sea igual a a2- u2 en Ia ecuación (13), sean a = 5 y
u = 4x. Entonces du = 4 dx, de modo que dx = du. Esto implica

I x2 I (u) 1 if u2dxJ du-I duJ \/25 - i6x2 J \/25 - u2 4 64 J \/25 - u2

= [sen-i() - V25 - u2] + c

= jsei_t() - v'25 - 16x + C.

En Ia sección 9.6 veremos córno deducir las formulas integrales, como la de Ia
ecuaciOn (13).

19. 1
3x

dx 20. fsen3 2x cos 2x dxJ Vi -
21. f tan4 3x sec2 3x dx 22. fi 412

di

cosO
23.

J + sen2
dO 24. f

sec2 0
dO

1 + tan 0

25. 1(1
+ )4

dx 26. J t-l/3V12/3 - 1 di

27. di 28.
sec 2x tan 2x

J (1 + 12) arctan i J (1 + sec 2x)312
dx

29. 1 dx 30. dx
I

x

j Ve - 1 Vexp(2x2) - 1

En los pro blenias 31 a 35, haga Ia susiiiución indicadapara
evaluar Ia integral dada.

31.Jx2Vx_2dx; u=x-2

32. 1 dx; u=x+3
J Vx + 3
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X
dx; u = 2x + 3 44. f xV4 - x4 dx; FóuIa (54)

j V2x + 3

34. fx"/x - 1 dx; u = x - 1 45. JeV9 + e2dx; Fórmula(44)

35 f
X

dx; u = x + 1 46.
COS x

Vx + 1 J senx)V1 +
dx; Formula (50)

2sen x

primero una sustitución que la transforine a unaforma están-
En los problemas 36 a 50, eva/tie Ia integral dada. Realice dx; Formula (47)

dar. Las formas estdndar con el ntiinero defórinula dada 48. J
e3

aparecen en losforros de este libro. V25 + i6e2

f
\/x' - 1

x

dx; Fórmuia(49)

36. 1100 + 9x2
dx; FOrmula (17) 49. f Vi + (in x)2 dx; FOrmula (48)

(in x)2

x

Loo1
dx; FOrmula (18) 50. f xV4x - 1 dx; FOrmula (48)

- 9x2

J V9 - 4x2 dx; FOrmula (54) 51. La sustituciOn u = x2, x = dx = du/(2T) parece
con ducir a este resultado:

J V4 + 9x2 dx; FOrmula(44)
I x2 dx = I du = 0.
i_I JI

1
1

dx; Formula (45)
J Vi6x + 9 i,Cree usted que éste sea ei resuitado? 0 si flo, /,por qué no?

I x
dx; FOrmula

52. Use ei hecho de quex2 + 4x + 5 = 1x + 2)2 + 1 para evaivar

J Vi6x+9
1x2+4x+Sdx

I x
dx; Fórmuia(49)

J V25 + 16x2 53. Useeihechodeque 1 (x 1)2 = 2xx2paraevaluar

xV25 - 16x2 dx; FOrmula (57) f V
dx.

2x - x2

9.2 Proyecto

De acuerdo con Ia fórniuia (44) de los forros de este libro,

donde
I

(14)

G(x) = Vx2 + 1 + in(x + Vx2 + 1). (15)

De acuerdo con el libro First Course in Calculus de Serge Lang (5a. edición,
Nueva York: SpringerVerlag, 1991, pág 376), esta misma integral indefinida está
dada por

JVx + 1 dx = H(x) + C, (16)

donde

H(x) =
[(x + Vx2 + 1)2 + 4 ln(x + Vx2 + 1) - (x + Vx2 + 1)2]. (17)
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9.3
Integrales
trigonomëtricas

En este proyecto, su misión es determinar si las funciones G(x) y H(x) de las
ecuaciones (15)y (17) son, en realidad, primitivas def(x) = Ix2 + 1 Enumeramos
algunas de las posibles formas de analizar Ia relación entre las funcionesf(x), G(x)
y H(x). Usted deberá analizar varios métodos diferentes.

Si tiene una calculadora gráfica o una computadora con una utilerla de grafi-
cación, grafique y = G(x) y y = H(x). Si las funciones G(x) y H(x) son primitivas
def(x), cómo deben relacionarse sus gráficas?

Si su calculadora o computadora pueden graficar la derivada de una función
delinida pore! usuario, trace las gráficas def(x) y las derivadas G'(x) y H'(x). ,La
evidencia visual lo convence de que G'(x) = I-!(x) =f(x)?

Aunque su calculadora o computadora no pueda graficar las derivadas de
manera directa, puede graficarf(x) y los cocientes

G(x+h)G(xh) H(x+h)H(xh)
2h " 2h

los cuales (con h = 0.001) deben ser aproximaciones cercanas a las derivadas G'(x)
y H'x), respectivamente. (Por qué?)

Con una calculadora o computadora que pueda aprbximar integrales de manera
numérica (con una tecla de función adecuada o con programas como los de los
proyectos de Ia sección 5.9) usted puede determinar si

C"

J
f(x) dx = G(b) - G(a) = H(b) - H(a),

a

como implicarIa el teorema fundamental del cálculo si G' = H' =f Seré bastante
convincente si puede verificar la ecuación (18) de manera numérica con varios
pares diferentes de limites, como a = 1, b = 5 y a = 7, b = 11.

Incluso sin una calculadora gráfica, usted puede calcular los valores numéricos
de G(x), H(x), G '(x), H '(x) y f (x) para varios valores de x. ,Estos resultados
numéricos implican que G(x) = H(x) o que G'(x) = H'(x) =f(x)?

Con un sistema de algebra computacional, como Derive, Maple o Maihematica,
usted puede calcular las derivadas G'(x) yH'(x) de manera simbólica para deter-
minar si son iguales o no af(x). Ta! vez, incluso pueda hacerlo ala antigua (usando
papel y Iápiz). De Ia misma manera podrIa analizar si G(x) = H(x).

En esta sección se analizan y evahian integrales en las que el integrando es una
potencia de una función trigonométrica o el producto de dos potencias.

Para evaluar las integrales

2sen 0= (1 - cos 20),

cos2 O=..(l +cos20),

de las ecuaciones (10) y (11) del apéndice A.
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EJEMPLO 1 Determine f sen2 3x dx.

Solución La identidad de Ia ecuación (1) (con 3x en vez de x) implica

fsen3x dx
=

f (1 - cos 6x) dx

= (x - sen 6x) + C = (6x - sen 6x) + C.

486 Capituto 9 / Técnicas de integración

Para integrar tan2x y cot2x, utilizamos las identidades

1 + tan2x = sec2x, I + cot2x = csc2x. (3)

La primera de ellas es consecuencia de Ia identidad fundamental sen2x + cos2x = I a!
dividir ambos lados entre cos2x. Para obtener la segunda formula en (3), dividirnos
ambos lados de Ia identidad fundamental entre sen2x.

EJEMPLO 2 Calcule Ia primitiva f cot2 3x dx.

Solución Utilizamos la segunda identidad en (3), pam obtener

Jcot23x dx = J(csc23x - 1) dx

= J(csc2u - 1)(du) (u = 3x)

=(cotuu)+C= cot3xx+C.

INTEGRALES DE PRODUCTOS DE SENOS Y COSENOS

La sustitución u = sen x, du = cos x dx implica

sen3x cosx dx
=

f u3 du = u4 + C = sen4x + C.

Esta sustitución, o Ia sustitución similar u = cos x, du = sen x dx, se pueden utilizar
para evaluar una integral de Ia forma

senmxcos"xdx (4)

en el primero de los dos casos siguientes:

U Caso 1: Por lo menos uno de los nñmeros in y n es un enlero positivo impar.
De ser asi, el otro puede ser cualquier nümero real.

U Caso 2: Tanto in corno n son enteros pares no negativos.

Por ejemplo, supongamos que in = 2k + 1 es un entero positivo impar.
Entonces, separarnos un factor sen x y utilizamos Ia identithd sen2x = I - cos2x
para expresar el factor restante sen" 'x en términos de cos x, como en el siguiente
ej empl 0:



fsenmx cosx dx = Jsenm_ix cosx senx dx f(sen2x)k cosx senx dx

= f(i - cos2x)k cosx senx dx.

Ahora, Ia sustitución u = cos x, du = sen x dx implica

fsenmx cosx dx = _f(i - u2)k u du.

El exponente k = (m - 1)/2 es un entero no negativo, pues m es un entero positivo
impar. Por tanto, el factor (1 - u del integrando es un polinomio en la variable
u, por to que su producto con es fácil de integrar.

En esencia, este método consiste en desprender una copia de sen x (si m es
impar) y después convertir los senos restantes en cosenos. Si n es impar, se puede
separar una copia de cos x y convertir en senos los cosenos restantes.

EJEMPLO 3

fsen3x cos2x dx = J(i - cos2x) cos2x senx dx

= f(u4 - u2) du (u = cos x)

= u5 - u3 + C = cos5x - cos3x + C.

f cos5x dx = f(i senx)2 cosx dx

= f1 - u2)2 du (u = senx)

=J(1_2u2+u4)du=u_u3+u5+c

= senx - senx + sen5x + C.

En el caso 2 de la integral de senos y cosenos en la ecuación (4), en el que
tanto m corno n son enteros pares no negativos, utilizamos las formulas de
serniángulo en las ecuaciones (1) y (2) para calcular la mitad de los exponentes
pares de sen x y cos x. Dc ser necesario, la repetición de este proceso con los
exponentes resultantes de cos 2x conducirá a integrales que contengan potencias
impares, y ya hemos visto cOmo manejar esto en ci caso 1.

EJEMPLO 4 El uso de las ecuaciones (1) y (2) implica

Jsenx
cos2x dx

=
f (1 - cos 2x) (1 + cos 2x) dx

= f(i - cos22x) dx
=

[1 - (1 + cos 4x)] dx

= J(i - cos 4x) dx = x - sen 4x + C.

En el tercer paso utilizamos Ia ecuación (2) con 0= 2x.
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EJEMPLO 5 Aqui aplicamos Ia ecuación (2), pnmero con 0= 3x, y después
con 0= 6x.

Jcos3x dx
=

f (1 + cos 6x)2 dx

= fi + 2 cos 6x + cos2 6x) dx

= J( + 2 cos 6x + cos 12x) dx

= x + sen 6x + sen 12x + C.

INTEGRALES DE PRODUCTOS DE TANGENTES
Y SECANTES

Para integrar tan x, la sustitución

u = cos x, du senx dx
imp] ica

I tanxdx f
senx 1

cosx fu= dx = - du = lnIuI + C,

y entonces

ftanxdx = ]ncosx + C = 1nIsecx + C. (5)

Ln Ia ecuacion (5) utilizamos ci hecho sec x = 1/ cos x
Dc nnanera analoga,

fcotx dx = InIsenx + C = 1ncsc xl + C. (6)

La primera persona quc intcgró sec x pudo haber invertido mucho tiempo.
Aqui tenernos varios métodos. Primero, "preparamos" Ia función para integrarla:

1 cosx cosx
sec x =

A ho ra

cosx cos2x 1 sen2x

1 1 2
+1+z 1z 1z2

De rnanera ani]oga, trabajando hacia atrás, tenemos

2cosx cosx
+

cosx
I - senx I + senx I - senx

En consecuencia,
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1 i (1 cosx cosxI secxdx= Ii + ldx
J 2 j \1 + senx 1 - senx/

(in 1 + senx - inj 1 - senx) + C.
Se acostumbra realizar ciertas simplificaciones aigebraicas de este ühimo resulta-
do:

1 1

Jsec
x dx = in

= in
(1 + sen42

cos2 x

= in sec x + tan x + C.
Después de verificar mediante una derivación que

sec x dx = in
I
sec x + tan x + C, (7)

siempre podemos "deducir" este resuitado mediante un truco:If tanx±secx
sec x dx = I (sec x) dx

J secx+tanx
sec x tan x + sec2 x

sec x + tan x

Una integral de ia forma

tantm x secx dx (9)

se evaii'ia en forma rutinaria en cuaiquiera de los dos casos siguientes.

D Caso 1: in es un entero posilivo ilnpar.

U Caso 2: n es un entero posilivopar.

En ei caso i, separamos el factor sec x tan x para formar,junto con dx, ia diferenciai
sec x tan x dx de sec x. Utiiizamos entonces Ia identidad tan2x = sec2x - 1 para
convertir Ia potencia par restante de tan x en potencias de sec x. Esto prepara al
integrando para Ia sustitución u = sec x.
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+ C = in

1/2

+ C = in

(1 + senx)2
21 - sen x

I + senx +c
cos x

dx = in sec x + tan x + C.

Con una técnica similar se obtiene

fcscxdx = injcscx + cot xl + C. (8)

EJEMPLO 6 La sustitución u = x, du = - dx impiica

rir/2 j,r/4
x

sec - dx = 2
I

sec u du
J0 L

ir/4

= 2[inlsec u + tan ul] = 2 In(I + V) 1.76275.

1 + senx
1 - senx



EJEMPLO 7

Jtanx sec3x dx = J(sec2 x - 1) sec2x secx tanx dx

= J(u4 - u2) du (u = sec x)

Para evaluar la integral en la ecuación (9) para el caso 2, separamos sec2 x

para formar, junto con dx, Ia diferencial de tan x. Utilizamos entonces la identidad
sec2 x = 1 + tan2 x para convertir la potencia restante de sec x en potencias de tan
x. Esto prepara al integrando para la sustitución u = tan x.

EJEMPLO 8

Métodos sirnilares son efectivos con integrales de la forma

cscmx cot"x dx.

El método del caso I tiene éxito con la integral Stan" x dx solo cuando n es un
entero positivo impar, pero hay otro método que funciona igualmente bien cuando

n es par o impar. Se separa el factor tan2x y se reemplaza por sec2x - 1:

Jtanx dx = J(tann_2x)(sec2x - 1) dx

=
J tanx sec2x dx - J tan2x dx.

Integramos lo que se pueda para encontrar que

ftanx dx = ni J tan2x dx. (10)

La ecuación (10) es nuestro primer ejemplo de formula de reducción. Su uso
reduce ci exponente original nan 2. Si aplicamos la ecuación (10) varias veces,
obtenemos en algm momento
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I sec6 2x dx
= J

(1 + tan2 2x)2 sec2 2x dx

= J(i + tan2 2x)2(2 sec22x) dx

= fi + u2)2 du (u = tan 2x)

=J(1+2u2+u4)du=+3+u5+C
= tan 2x + tan3 2x + tan5 2x + C.



0

Jtanxdx = f(sec2x - 1) dx = tanx - x + C

I

senx
tanx dx = I dx = -inicos xl + C = inisec x + C.J cosx

EJEMPLO 9 Dos aplicaciones de la ecuación (10) dan

ftan6x dx = tan5x - f
tanx dx

= tan5x - tan3x - J
tan2x dx)

= tanx - tan3x + tan x - x + C.

Por iltirno, en el caso de una integral con una mezc]a poco usual de funciones
trigonométnca (tangentes y cosecantes, por ejemplo), un procedimiento eficaz
consiste en expresar el integrando en términos de senos y cosenos. La simplifica-
cion pudiera producir entonces una expresiOn fácil de integrar.

dx tan3 t
J cscx 10. fsen2x cot2x dx

1 J
dxdi 34

cos4 2x

11. f serx dx 12. fsen4x dx 35. f -- dO 36. fsen23a cos23a dcrcsc 0

13.
f

sen2 0 cos3 0 dO 14.
f

sen3 I cos3 t di 37.
J

cos3 5t di 38. f tan4x dx

151
(sent

cos5xdx 16. -di 39
.

f cot43t di 40. f tan22t sec42t di

( senx17. dx 18. fsen33 cos43 d 41. Jsen52t cos3t22t di 42. f cot3csc312dx

19. Jsen52z cos22z dz 20. fsen3/2x cos3x dx
f

tan x + sen x

f
cot x + csc x

dx 44. dxsecx senx

f
sen3 4x

dx 22. J cos6 40 dO 45f cot x + csc2 x21.
cos24x 1 - cos2x
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9.3 Problemas

Evaláe las integrales de los pro blernas 1 a 45. 23. f sec4 t di 24. f tan3x dx

1. fsen22x dx 2. f cos25x dx 25. f cot32x dx 26. f tanO sec4 U dO

3. J sec dx 4.
f

tan2 dx 27.
f

tan52x sec22x dx 28. f cot3x csc2x dx

5. f tan 3x dx 6.
f

cot 4x dx 29.
f

csc6 2t di 30.
sec4 t

di
tan2

7. J sec 3x dx 8. f csc 2x dx 31. f
tan

dO
cot x

32. f csc2xsec4 0
dx



Deduzca una formula de reducciOn análoga a Ia de Ia
ecuación (10), para J cot' x dx.

Determine J tan x sec4 x dx de dos formas diferentes.
Después dernuestre que sus dos resultados son equivalentes.

Determine J cotx dx de dos maneras diferentes. Después
demuestre que sus dos resultados son equivalentes.

Los problemas 49 a 52 son aplicaciones de las identidades
Irigonométricas

senA senB =[cos(A B)cos(A + B)],

senA cosB=[sen(AB)+sen(A +B)],

cosAcosB=[cos(AB)+cos(A +B)J

52. Suponga que m y n son enteros positivos, con m
Muestre que

I sen mx sen nx dx = 0;
Jo

I cos mx sennx dx = 0;
Jo

(c) J cos mx cos nx dx = 0.

Sustiruya sec x csc x = (sec2 x) /(tan x) para deducr Ia
fórrnulajsecxcscxdx=ln tanxl +C.

Muestre que

csc x =
2 sen(x/2) cos(x/2)

y después aplique el resultado del problema 53 para deducir
Ia fOrmula .Icscxdx=ln Itan(x/2)I +C.

Sustituyax = (zv'2) - u en Ia fOrmula integral del problerna
54 para demostrar que

9.4
IntegraciOn por partes

sec x dx = ln

Utilice las identidades trigonométricas adecuadas para
deducir a partir del resultado del problema 55 que

fsec x dx = In sec x + tan x + C.

La regiOn entre las curvas y = tan2x y y = sec2x de x = 0

ax = i/4 aparece en Ia figura 9.3.1. Determine su area.

2

(IT X
cot -

SeaR Ia region entre Ia gráfica dey = sec x y el eje x, en

a. el intervalo [0, il4]. Determine el vo]umen generado me-
diante Ia rotaciOn de R en tomo del eje x.

La region S entre Ia gráfica dey = thn(ir2/4) y el eje x
en el intervalo [0, 1] aparece en la figura 9.3.2. Determine
el volumen generado mediante Ia rotación deS en tomb del
ejey.

Flgura 9.3.2 La region del problema 59

60. Determine Ia longitud de la gráfica de y = in (cos x) de
x0 ax= '4.

+ C.

Una razón para transfoniar una integral en otra es la de producir una integral que
sea más fOcii de evaluar. Hay dos formas generales de lograr dicha transformación;
la primera es Ia integración por sustituciOn y la segunda es la inlegración por
panes.

La fOrmula de Ia integración por partes es una consecuencia sencilia de ]a
regia del producto para derivadas:

49. Determine

50. Determine

51. Determine

sen 3x cos 5x dx.

sen 2x sen 4x dx.

cos x cos 4x dx.

Figura 9.3.1

0

La

y = tan2 x

0 0.4 0.8
x

region del problema 57
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du dvD(uv) = v - + u -.
dx dx

Si escribirnos esta formula en Ia forma

u(x)iJ(x) = D[u(x)tx)] - (1)

entonces al integrar obtenemos

Ju(x)v'(x) dx = u(x)v(x) - f v(x)u'(x) dx. (2)

Esta es la fOrmula de Ia integraciOn por partes. Con du = u'(x) dx y dx = v'(x)dx,
Ia ecuación (2) se transforma en

5 udvuv_fvdu. (3)

Para aplicar la integracion porpartes auna integral dada, primero factorizamos
su integrando en dos "partes ',u y dv, tales que la ültima incluya la diferencial dx.
Intentamos elegir esas partes de acuerdo con dos principios:

La primitiva v = .1 dv debe ser fácil de determinar.

La nueva integral .1 v du debe ser más fácil de calcular que la integral original
.Iudv.

Una estrategia eficaz consiste en elegir dv como el factor más complicado que
se pueda integrar fácilmente. Entonces derivamos la otra parte, u, pam encontrar dii.

Comenzamos con dos ejemplos en los que tenemos poca flexibilidad de
eiecciOn de escoger las partes u y dv.

EJEMPLO 1 Determine in x dx.

Solución Aqui hay pocas alternativas a Ia elección natural ii = in x y dv = dx. Es
Otil sisternatizar el procedimiento de integraciOn por partes, escribiendo u, dv, du
y v en Un arreglo rectangular conio el siguiente:

Sean u= lnx y dv = dx.

Entonces du = dx y v = x.

La primera linea del arreglo especifica una elección de u y dv; la segunda se calcula
a partir de la primera. Entonces, Ia ecuación (3) implica

lnxdx=xlnx dx=xlnxx+C.

COMENTARIO 1 La constante de integración aparece solo en el iltimo paso.
Sabernos que una vez que se ha encontrado una prirnitiva, cualquier otra se puede
obtener surnando una constante C a la que se encontrO.

COMENTARIO 2 Al calcular v = I dv, por lo general consideramos Ia constante
de integración como 0. De haber escrito v = x + C en el ejemplo 1, el resultado
habria sido
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finxdx=(x+C)1nx_f(1+)dx
=xlflx+Cilnx(x+Cjlnx)+C=xlnx_x+C

como antes, por lo que no hay diferencia al introducir la constante adicional C1.

EJEMPLO 2 Determine arcsen x dx.

Solución De nuevo, solo existe una elección real de u y dv

Sean u = arcsen dv= dx

Entonces du
dx

=
Vi -

Entonces, la ecuación (3) implica

f arcsen x dx = xarcsen x - f X
dx

.1 Vi - x2

=xarcsenx+Vi x2+C.

EJEMPLO 3 Determine xe_x dx.

Solución Aqul hay alguna flexibilidad. Supongarnos que

por tanto
u=e_x, dvxdx

du = e dx, v = x2.

Entonces, la integración por partes implica

fxex dx = x2e_x + f dx.

La nueva integral de la derecha se ye más dificil que aquella con Ia que
comenzamos! Empecemos de nuevo con:

Sean u = x, dv = e dx.

Entonces du = dx, v = e.
La integración por partes ahora da

Jxe dx = xe + J e dx = xe - e + C.

La integraciOn por partes tarnbién se puede aplicar a las integrales definidas.
Integramos La ecuación (1) dcx = a a x = b y aplicamos el teorema fi.mdamental
del cMculo. Esto implica

fb
u(x)v'(x) dx

= J
D[u(x)v(x)] dx - J

v(x)u'(x) dx
a a

[ ]b b

= [u(x)v(x)j
- J

v(x)u'(x) dx.
a a
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En la notación de Ia ecuación (3), esta ecuación se escribirla

(.x=b 1x=b (xb

J
udv=[uv] -J vdu,

xa x0 xa
(4)

aunque no debemos olvidar que u y V son funciones de x. Por ejemplo, con u = x
y dv = e_xdx, como en ci ejemplo 3, se obtiene

101 xe_x dx = [_xe_x] + e dx = e' + [_e_x] = 1 -

EJEMPLO 4 Determine f xe dx.

Solución Si elegimos u = x2, entonces du = 2x dx, asI es que reducimos el
exponente de x con esta elección:

Sean u= x2, dv=e_xdx.

Entonces du 2x dx, V = e.

La integración por partes da

fx2e
dx = _x2e_x + 2 f xe dx.

Aplicarnos Ia integración por partes ima segunda vez a Ia integral del lado derecho
y obtenemos el resuitado

xedx = _xe_x - e_x

del ejemplo 3. Con una sustitución se obtiene entonces

fx2ex dx = _xZe_x - 2xe - 2e_x + C

= (x2 + 2x + 2)e_x + C.
En efecto, hernos anitlado el factor original x2 a! integrar por partes dos veces.

EJEMPLO 5 Determine f e2xsen3x dx.

Soliición Este es otro ejemplo en ci que tiene éxito Ia integración por partes
repetida, pero con un giro diferente:

Sean u=sen3x, dv=edx
Entonces du = 3cos 3x dx, v =

Por consiguiente,

Jesen3x dx = e2xsen3x - J e2xcos 3x dx.

En principio, parecerla que se ha logrado poco progreso, ya que Ia integral de la
derecha parece igua! de dificil de integrar que Ia de Ia izquierda. Ignoremos esta
objeción y continuemos, aplicando Ia integración por partes a Ia nueva integral:
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= sec"2x tan x - (n - 2)1 (sec"2x)(sec2x - 1) dx.

Por tanto,

Jsecx dx = sec2x tan x - (n - 2)j secx dx + (n - 2)J sec2x dx.

Dcspejamos en Ia iltima ecuación Ia integral deseada y vemos que

I sec"2x tan x n - 2 I -
I sec"x dx = + I sec 2x dx. (5)

J ni n-1j
Esta es Ia formula dc reducción huscada. Por ejemplo, si n = 3 en esta fOrmula,
se tiene que

Jsec3 x dx = sec x tan x + J sec x dx

= sec x tan x + In
I

sec x + tan x + C. (6)
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Sean u = cos 3x, dv = e2x dx.

Entonces du = 3 sen 3x dx, V =

Ahora vemos que

fe2xcos 3x dx = ecos 3x + J e2xsen3x dx.

Cuando sustituimos esta información en Ia ecuación anterior, vemos que

esen3x dx = e2xsen3x - e2xcos 3x - J e2xsen3x dx.

AsI, hemos ilegado a donde comenzamos. no es asI? En realidad, no es asI, ya
que podemos despejar Ia integral deseada en Ia iltima ecuación. Sumamos la
integral del segundo miembro a ambos lados de lä ñltima ecuación; esto implica

Je2xsen3x dx = e2x(2 sen3x - 3 cos 3x) + C1,

y entonces

fe2sen3x dx = e2x(2 sen3x - 3 cos 3x) + C.

EJEMPLO 6 Determine una fórnmla de reducción para f secx dx.

SoI,,ción La idea es que ii es un entero positivo (grande) y que queremos expresar
Ia integral dada en términos de Ia integral de uria potencia menor de sec x. La
potencia de sec x rns fácil de integrar es sec2x, asI es que procedernos como sigue:

Sean u = sec'2x, dv = sec2x dx.

Entonces du = (n - 2) sec"2x tan x dx, v = tan x.

Esto implica

I sec"x dx = sec"2x tan x - (n - 2)J sec2x tan2x dx



9.4 Problemas

(hi/ice la integración par paies pam ca/cu/ar las iniegrales
de losproblenias I a 35.

1. f xe2 dx 2. f x2e2 dx

3. ft sent di 4. f t2seni di

5. x cos 3x dx 6. x In x dx

7. f x3 In x dx 8. f e3z cos 3z dz

9. f arctan x dx 10. J dx

11. f In y dy 12. f x sec2x dx

13. f(ln 1)2 di 14. f t(In 1)2 di

15. fxvx 16. f x3Vi -x2dx

17. f xVx + 1 dx 18. fsen2 0 dO

19. f csc3 0 dO 20. J sen(in t) dt

21. f x2arctanx dx 22. f in(1 + x2) dx

Sección 9.4 /]ntegi'ación par partes

En el iiltimo paso utilizamos Ia ecuación (7) de la sección 9.3:

fsec x dx = in I see x + tan x + C.

La razón para usar la formula de reducción ec. (5) consiste en que su aplicaciOn
repetida debe conducir a una de las dos integrales elementales .1 sec x dx y J sec2 x dx.
Por ejemplo, con n = 4 se obtiene

fsecx dx = sec2x tan x + J sec2x dx

= sec2x tan x + tan x + C, (7)

y con n = 5 se obtiene

Jsec5x dx = sec3x tan x + Jsec3x dx

= sec3 x tan x + sec x tan x + in sec x + tan x + C, (8)

en el i.iltimo paso usando Ia ecuación (6).

23.Jsec1dx 24. Jxtandx
25.JtanIdx 26. Jx2cos4xdx

27. J x csc2x dx 28. f x arctan x dx

29. J x3cos x2 dx 30. f e_3x sen 4x dx

31. J --r dx 32. J (1
dx

33. J x cosh x dx 34. f ex cosh x dx

f x2senh x dx

Utilice el método de las capas cilIndricas para determi-
,nar el volumen generado por Ia rotaciOn del area bajo la curva
y = cos x, donde 0 x .ir/2, airededor del eje de lasy.

Determine el volumen del sólido generado por Ia rotaciOn
del area limitada por Ia gráfica dey = In x, el eje x y Ia recta
vertical x = e, airededor del eje de las x.

Utilice Ia integración por partes para evaluar

2x arctan x dx,

con dv = 2x cLv, pero sea v = x2 + 1 en vez de v = x2. Existe
alguna razón par Ia que no debamos elegir vde esta manera?
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Utilice la integración por partes para evaluar J xc" cos x dx.
Utilice Ia integración por partes para evaluar J sen 3x

cos x dx.

Deduzca las formulas de reducciOn dadas en los pro blemas
41 a 46.

f x"e dx = x"e - n J x"'e dx

1 2 1 2 nif 2

J
x"e dx = +

2 J
x"2e dx

f(ln x)" dx = x(ln x)" - n J(in x)" dx

f x"cos x dx = x"senx - n J x"' senx dx

n-
Jsennxdx= SCfl xcosx+

n
iJ_2d

ni
J cos"x dx

cos"x senx
+ f cos"x dx

Utilice las formulas de reducciOn adecuadas de Ia usia pre-
cedentepara evaluar las integi-ales de los pro b/cmos 47 a 49.

f x3e" dx 48. f xe2 dx 49. f (in x)3 dx

Aplique Ia formula de reducciOn del probiema 45 para
mostrar que, para todo entero positivo ii,

p,il2
I iT 1 35 2ni
Jsenxdx=---- 2n

y

L
2 4 6 8 2n

Deduzca Ia formula

fin(x + 10) dx = (x + 10) ln(x + 10) - x + C

de tres maneras diferentes: (a) sustituyendo u = x + 10 y
apiicando ci resuitado del ejempio 1; (b) integrando por partes
con u = ln(x + 10) y dv= dx, observando que

x 10

x+iO' x+10'

y (c) integrando 01 partes con u = ln(x + 10) y dv = dx, pero

con V=x+ 10.
Deduzca Ia formula

fxtan'xdx = (x4 - 1) tan'x - x3 + x + C

integrando por partes con u = tan x y v = (x4 - I).
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53. Sea J
=

$ x"e" dx para cada entero n 0. (a) Muestre
que

Jo=i-- yque
e

= nJ -
para n 1. (b) Deduzca mediante inducciOn matemática que

n! c 1

J = n!
e k=O

para cada entero n 0. (c) Expi ique por qué f, 0 cuando
n +oo. (d) Concluya que

e = urn
k=O

Sean m y n enteros positivos. Deduzca Ia fOrmula de
reducciOn

J
xm

Jx'"on x)" dx.x"(ln 9" dx = (in 4"m+l m+1
De acuerdo con un anuncio reciente de un programa de

algebra simbólica, un ingeniero habla trabajado por más
de tres sernanas con Ia integral

In x - 2x1 + 3x2 + b)4 dx,

Ia que trata de Ia turbuiencia en una apiicación aeroespacial.
El anuncio decla que ci ingeniero nunca obtuvo ia misma
respuesta dos veces durante las tres semanas. Explique cómo
podria utilizar Ia fOrmula de reducciOn dci probiema 54 para
determinar ia integral del ingeniero (pero no Ia determine).
6Puede encontrar alguna razón para que tome tres semanas?

La figura 9.4.1 muestra Ia regiOn acotada por ci eje x y
por Ia grOfica dey = x2 sen x, 0 x j Utilice las fOrmulas
(42) y (43) de los forros (que se obtienen mediante integraciOn
por partes) para determinar (a) el area de esta regiOn; (b) el
volumen que Se obtiene ai girar esta region en torno dci ejey.

0 I 2

Y=2seny\

3

Figura 9.4.1 La regiOn dci Figura 9.4.2 El trompo dcl
problerna 56 problema 57

El trompo que se muestra en Ia figura 9.4.2 tiene Ia forma
dcl sOlido obtenido ai girar Ia region del problema 56 en tor-
no del eje x. Determine ci volurnen de este trompo.
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9.5 __________
Funciones racionales
y fracciones parciales

En esta sección mostrareinos que toda función racional se puede integrar en
térrninos de funciones elementales. Recuerde que una función racional R(x) es
aquella que se expresa como cociente de dos polinomios. Es decir,

R(x) = (1)
Q(x)

donde P(x) y Q(x) son polinomios. El método de fracciones parciales es una
técnica algebraica que descompone R(x) en una suma de términos:

R(x) = = p(x) + F1(x) + F2(x) + + Fk(x), (2)

donde p(x) es un polinomio y cada expresión F,(x) es una fracción que puede
integrarse con poca dificultad.

Por ejemplo, se puede verificar (encontrando un corniin denominador en el
lado derecho) que

x3-1 1 x-1=1--+x3+x x x2+1
Esto implica que(xi 1/ 1 x 1 \

J
3+dx_J

= x - mlxi + 1n(x2 + 1) - tan'x + C.
La dave de esta sencilla integración está en encontrar la descomposición dada
en la ecuación (3). La existencia de dicha descomposición y la técnica para
encontrarla conciernen a] método de fracciones parciales.

De acuerdo con un teorema que se demuestra en algebra avanzada, toda
función racional se puede escribir en Ia forma de Ia ecuación (2), donde cada F(x)
es una fracciOn de Ia fonna

A

(ax + b)"

o de Ia forma

(3)

Bx + C
(ax2 + bx + c)"

En este caso, el polinomio cuadrático ax2 + bx + C Cs irreducible: no es un producto
de factores lineales con coeficientes reales. Esto equivale a decir que Ia ecuación
ax2 + bx + c = 0 no tiene ralces reales, y Ia formula cuadrática nos dice que éste es
el caso cuando el discriminante es negativo: b2 - 4ac <0.

Las fracciones de las formas en las ecuaciones (4) y (5) son fracciones
parciales y Ia suma en Ia ecuaciOn (2) se llama descomposición en fraccio-
nes parciales de R(x). AsI, la ecuación (3) es Ia descomposición en fracciones
parciales de (x3 - l)/(x3 +x). Una fracción parcial de la forma dada en Ia ecuación
(4) se puede integrar de inrnediato y en la sección 9.7 veremos cómo integrar una
de la forma dada en Ia ecuación (5).

El primer paso para encontrar Ia descomposición en fracciones parciales de
R(x) consiste en determinar el polinomiop(x) en Ia ecuación (2). Se ye entonces
quep(x) 0 con Ia condiciOn de que el grado del numerador P(x) sea menor que
el grado del denominador Q(x); en este caso, se dice que la fracción racional R(x)
= P(x)/Q(x) es propia. Si R(x) no es propia, puede encontrarsep(x) mediante una
division de P(x) entre Q(x), como en el ejemplo 1.
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C x3 + x2 + x - 1
EJEMPLO 1 Determine

J 2 + 2x + 2 dx.

Solución La division del numerador entree! denominador se realiza como sigue:

fx

x2+2x+2)x3+ x2+ x-1
x3 + 2x2 + 2x

x2 x-1
- 2x - 2

x + 1 - r(x) (residuo)

Como en aritmética,

"fiacción = cociente + (residuo/divisor)".

Por consiguiente,

x3+x2+x-1 x+1- (x 1) +x2+2x+2 x2+2x+2
y por tanto

+ x2 + x - 1
2 dxx + 2x + 2 = f(x - 1 + dx

x2 + 2x + 2

x2 - x +ln(x2 + 2x + 2) + C.

Si se usa !a division como en el ejernp!o 1, puede escribirse cualquier función
raciona! R(x) corno una surna de unpolinomiop(x) y una fracción racional propia

r(x)
R(x) = p(x) +

En consecuencia, para ver cómo se integra una función racional arbitraria solo se
necesita determinar Ia descomposición en fracciones parciales de una función
racional propia.

Para obtener dicha dcscomposición, prirnero se debe factorizar el denomina-
dor Q(x) corno un producto de factores lineales (de Ia forma ax + b) y factores
cuadráticos irreducibles (de Ia foniia ax2 + bx + c, con b2 - 4ac <0). Esto siempre
es posible en principlo, pero quiza dificil en Ia práctica. Una vez que se ha
encontrado esta factorización de Q(x), podemos obtener Ia descomposición en
fracciones parciales mediante métodos algebraicos rutinanos (descritos a conti-
nuaciOn). Cada factor lineal o cuadrático irreducible de Q(x) conduce a una 0 más
fracciones parciales de las formas dadas en las ecuaciones (4) y (5).

FACTORES LINEALES

Sea R(x) = P(x)/Q(x) una fracción racional propia y supóngase que e! factor lineal
ax + b se presenta n veces en la factorización de Q(x). Es decir, (ax + b)4 es la
maxima potencia de ax + b que divide a Q(x) sin dejar residuo. En este caso, n es
Ia multiplicidad dcl factor ax + b.

CapItulo 9 I Técnicas de integraciOn
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Regia 1 Fracciones parciales con ftwtores lineales
La parte de la descomposición en fracciones parciales de R(x) correspon-
diente a! factor lineal ax + b de multiplicidad n es una suma den fracciones
parciales de la forma

A1 A2 A
+ + +

ax + b (ax + b)2 (ax + b)"

donde A1, A2, . . . , A1, son constantes.

(6)

Si todos los factores de Q(x) son lineales, la descomposición en fracciones
parciales de R(x) es la suma de expresiones como lade la ecuación (6). La situación
es particularmente sencilla si ninguno de esos factores se repite (es decir, si cada
uno tiene multiplicidad n = 1). En este cao, la expresión en la ecuación (6) se
reduce a su primer térrnino y la descomposición en fracciones parciales deR(x) es
Ia suma de tales términos. Las soluciones de los ejemplos 2 y 3 indican cómo
determinar los numeradores constantes.

EJEMPLO 2 Determine 1 dx.J (2x + l)(x - 2)
Solución Los factores lineales del denominador son distintos, por lo que busca-
remos una descomposición en fracciones parciales de la forma

5 A B

(2x+l)(x-2) 2x+1+x_2
Para deterrninar las constantes A y B, multiplicamos ambos miembros de esta
idenlidad por el denominador (comiin) del lado izquierdo (2.x + l)(x - 2). El
resultado es

5=A(x-2)+B(2x+1)=(A+2B)x+(-2A+B).
A continuación, igualamos los coeficientes de x y de I en ambos miembros je esta
ecuación. Esto produce las ecuaciones simultáneas

A + 2B = 0,

2A+ B=5,

de donde obtenemos con facilidad A = 2, B = I. Entonces

5 2 1

(2x+1)(x-2) 2x+1+x_2
y por tanto

r

J (2x + 1)(x - 2)
dx = ln2x + I + lnx - 21 + C

2x + 1
x-2 +c.

C 4x - 3x - 4
EJEMPLO 3 Determine

J x3 + x2 - 2x
dx.
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Solución La función racional por integrar es propia, por lo que procedemos de
inmediato a factorizar el denominador.

x3+x2_2x=x(x2+x2)=x(x_1)(x+2).
Tenemos tres factores lineales no repetidos, por lo que la descomposición en
fracciones parciales es de la forma

4x2-3x-4 A B C=+ +x3 + x2 - 2x x x - 1 x + 2
Para determinar las constantes A, B y C, multiplicamos ambos miembros de esta
ecuaciôn por el denominador comiin x(x - 1 )(x + 2) y tenemos que

4x23x-4=A(x-1)(x+2)+Bx(x+2)+Cx(x-1) (7)

Entonces, agrupamos los coeficientes de las potencias iguales de x en el lado
derecho:

4x23x4=(A+B+C)x2+(A+2BC)x+(_2A)
Como dos polinomios son (idénticamente) iguales solo silos coeficientes de las
potencias correspondientes de x son iguales, concluimos que

A+ B+C= 4,
A + 2B - C = 3,

2A =-4.
Resolvemos estas ecuaciones simultáneas y determinamos que A = 2, B = 1
y C= 3.

Existe una alternativa para encontrar A, B y C que es especialmente eficazen
el caso de factores lineales no repetidos. Sustitiiimos los valores x = 0, x = 1 yx
2 (las ralces de los factores lineales del denominador) en la ecuación (7). La
sustituciOn de x = 0 en Ia ecuación (7) implica de inmediato 4 = 2A, por lo que
A = 2. La sustitución de x = 1 en la ecuaciOn (7) implica 3 = 3B, por lo que B =
1. Y Ia sustituciOnx = 2 implica 18 = 6C, de modo que C= 3.

Con los valores A = 2, B = 1, C = 3, como quiera que se hayan obtenido,
tenemos que

14x2_3x_4 ((2 1 3 \
I dx=ii + idxJx3+x2-2x J\x x-1 x+2J

=2lnIxl -
Las leyes de los logaritmos nos permiten escribir esta primitiva en la forma más
compacta

I 4x - 3x - 4
J x3+x2 - 2x

mix - 1 + 3 lnx + 21 + C.

x2(x + 2)
x 1 + C.

EJEMPLO 4 Determine
x - 4x

-
1

dx.
J x(x-1)

Solución AquI tenemos un factor lineal de multiplicidad n = 3. De acuerdo con
Ia regla 1, Ia descomposiciOn del integrando en fracciones parciales tiene la forma

x3-4x-1A B C D
x(x - 1) - + x - 1 + (x - 1)2 +

( - 1)
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Para encontrar las constantes A, B, C y D multiplicamos ambos miembros de esta
ecuación por x(x - 1) y obtenemos

x3-4xl=A(xi)3+Bx(x-1)2+Cx(x-1)±Dx.
Desarrollamos y después agruparnos coeficientes de las potencias iguales de x en
el lado derecho. Esto implica

x3-4x-1=(A+B)x3+(-3A-2B+C)x2
+ (3A + B - C + D)x - A.

Después igualamos los coeficientes de las potencias iguales de x en ambos lados
de esta ecuación. Obtenemos las cuatro ecuaciones simultáneas

A+ B = 1,

3A - 2B + C = 0,

3A + B - C + D = 4,
A =-1.

La iiltirna ecuación implica A = 1 y después la primera ecuación implica B = 0.
A continuación, Ia segunda ecuación implica C = 3. Cuando sustituimos estos
valores en Ia tercera ecuación, obtenemos D = 4. Por tanto,

Cx-4x-1 C/i 3 4 '\
I dx J(-+ 2 3)dx
j x(x - 1) J \x (x - 1) (x - 1)

=lnIxI +
2 2+c.x-1 (x-1)

FACTORES CUADRATICOS

Supóngase que R(x) = P(x)/Q(x) es una fracción racional propia y que el factor
cuadrático irreducible ax2 + bx + c aparece n veces en La factorización de Q(x).
Es decir, (ax2 + bx + c)' es la maxima potencia de ax2 + bx + c que divide sin
residuo a Q(x). Como antes, decimos que n es Ia mull iplicidad del factor cuadrático

+ bx + c.

Regla 2 Fracciones parciales con fiwlores cuadrálicos
La parte de Ia descomposición en fracciones parciales de R(x) correspon-
diente al factor cuadrático irreducible ax2 + bx + c de multiplicidad n es
una suma de ii fracciones parciales de la forma

B1x+C1 B2x+C2 B,,x+C,,
+ + +

ax2+bx+c (ax2+bx+c)2 (ax2+bx+c)'

donde B1, B2,. . . , B y C1, C2,. . . ,C,, son constantes.

(8)

Si Q(x) tiene factores lineales y factores cuadráticos irreducibles, Ia descom-
posición en fracciones parciales de R(x) es simplemente la suma de las expresiones
de Ia forma dada en Ia ecuación (6) correspondientes a los factores lineales más
Ia suma de las expresiones de la forma dada en la ecuaciôn (8) correspondientes
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a los factores cuadráticos. En el caso de un factor cuadrático irreducible de
multiplicidad n = 1, Ia expresión en la ecuación (8) se reduce a su primer término.

El caso más importante es el de un factor cuadrático no repetido de la forma
suma de cuadrados x2 + Ic2 (donde k es una constante positiva). La fracción parcial
correspondiente (Bx + C)/(x2 + Ic2) se integra rápidamente mediante las integrales
conocidas

Idx = ln(x2 + k2) + C,

1 1 xJ+ dx = arctan + C.

En Ia sección 9.7 analizaremos la integración de fracciones parciales más general
relacionadas con factores ciiadráticos irreducibles.

EJEMPLO 5 Determine f 5x3 - 3x2 + 2x - 1
dx.

J x4+x2
Solución El denominador x4 + x2 x2 (x2 + 1) tiene un factor cuadrático y un
factor lineal repetido. La descomposición en factores lineales toma Ia forma

5x3-3x2+2x-1A B Cx+D
x4 + x2 - + +

x2 + 1

Al multiplicar ambos miembros por x4 + x2 se obtiene

5x3 - 3x2 + 2x - 1 = Ax(x2 + 1) + B(x2 + 1) + (Cx + D)x2

= (A + C)x3 + (B + D)x2 + Ax + B.

Como antes, igualamos los coeficientes de potencias iguales dex para obtener las
cuatro ecuaciones simultáneas

A +C = 5,

B +D=-3,A= 2,
B =-1.

Resolvemos fácilmente estas ecuaciones, obteniendo A = 2, B = 1, C = 3
y D = 2. Por tanto,

JC5x3_3x2+2x_ld
/2 1 3X_2)dx

x+x2 =J;+x2+1
1 32xdx dx

= 2 1nIx + - +
J x2 + i x2 + i

13=2lnIxI++ln(x2+1)-2tanx+C.
x 2

*APLICACIONES A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

El ejemplo 6 ilustra el uso de las fracciones parciales para resolver ciertos tipos
de ecuaciones diferenciales separables.

504 Cap Itulo 9 / Técnicas de integración



EJEMPLO 6 Supongamos que en el instante t = 0, la mitad de una poblacion
de 100,000 personas ha escuchado .m rumor y que el mimero P(t) de personas que
lo han escuchado crece a razón de 1000 personas por dIa. Si P(i) satisface la
ecuación diferencial

= kP(100 - P) (9)

(con P en miles de personas yt en dIas), determine el nümero de personas que han
escuchado el rumor después de t 30 dIas.

Solución La ecuación diferencial de (9) es el modelo pam una hipótesis sencilla
pero bastante utilizada: la razón de difusión del rumor es proporcional al nümero
de contactos entre aquellas personas que ya escucharon el rumor y aquellas
personas que no lo han escuchado, es decir, dP/dt es proporcional tanto a P como
a 100 - P; asI dP/dt es proporcional al producto de P y 100 P.

Para determinar la constante de proporcionalidad k, sustituimos los valores
dados P(0) = 50 y P'(0) = I en Ia ecuación (9). Esto produce Ia ecuación

1 = k.50.(100 - 50).
Esto implica que k = 0.0004, de modo que la ecuación diferencial en (9) adquiere
Ia forma

= (0.0004).P.(100 - P). (10)

La separación de variables conduce a

r dP

J P(100 - P) = 1
0.0004 dt.

Después, Ia descomposición en fracciones parciales

100 _1P(100P)P 100P
imp lica

f(! + dP
= f 0.04 dt;

lnP - ln(100 - P) = (0.04)t + C. (11)
La sustitución de los datos iniciales P = 50 cuando I = 0 implica entonces

C = 0, de modo que Ia ecuación (11) adquiere la forma

P
in

100 -
- (0.04)t, de modo que

P
100 - P -

Resoiveinos esta ültima ecuaciOn para obtener Ia soiución

1 00e°'°4'
P(t) - 1 + e(°°"' (12)

Por tanto, el niimero de personas que han escuchado el rumor después de 30 dIas
es P(30) 76.85 miles de personas.

Podemos utilizar el método del ejempio 6 para resolver cualquier ecuación
diferencial de Ia forma
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9.5 Problemas

Determine las integrales de losproblemas I a 35.

I x2 I x31.1 dx 2.1 dxJx+1 J 2x-1
3.1 1

dx 4.1 X
dxjx2-3x Jx2+4x

I x35.J 2+6dx 6.J2+6dx
71 1

dx 8. dx
J x + 4x I (x + 1)(x2 + 1)

J(

x
dx 10. 1 (x2 + 1)(x2 + 4)

dx
x2 + 4
x-1 12x3-1

11 dx 12 I dxJx+1 J x2+1
Ix2+2x 12x-4

13. I dx 14.
2

dxJ(x+1)2 Jx -x
15. 1 dx 16.

f x4

ix -4 Jx2+4x+4dx
1 x+1O I x+1

17.
J 2x2 + 5x - dx 18.

J 3 2
dxjx -x

I x2+1
J

x2+x
19.

J x + 2x2 + dx 20.
x2

dx
x x - -2x

I 4x-7x 1 2x2+3
21.

J x - 5x2 +
dx 22.

J - 2x2 + 1 dx

23.
x2

dx 24.
x2 + x

dxj (x + 2) J (x - 4)(x + 4)

25.
1

dx 26.
6x3 - 18x

J x + x J (x2 - 1)(x2 - 4)
dx

27.1 x+4 dx 28.
I4x4+x+1

Jx +4x J x5+x

29. 1 (x + 1)(x2
dx 30. f

x2 + 2
+1) (x2+l)2dx

1 x2-10 x2

+4 Jx-131.
J 2x4 + 9x2

dx 32. dx

1 x3 + x2 + 2x + 3
x+5x dx+6

2

x2+4
dxJ (x + 1)2(x2+2)
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dx = k(x - a)(x - b),
dt

donde a, b y k son constantes. Como indican los problemas 49 a 54, esta
ecuación diferencial sirve como un modelo matemático de una amplia variedad
de problemas.

f x + 3x2 - 4x +
dx

I (x-1) (x2+1)

En los problemas 36 a 39, haga una sustitución preliminar
antes de usar el m.étodo defracciones parciales.

e4'cos 0
sen2O_senO_6d6 37 J(e'_ 1)3dt

dt 39. di
sec2t

f
1 +lnt

tan3t + tan2t t(3 + 2 in t)2

La region plana R que se muestra en Ia figura 9.5.1 está
acotada por la curva

1 -x
y2= x2 0x1.1 +x

Determine el volumen generado al girarR en torno del ejex.

Figura 9.5.1 La regiOn del
problema 40

La figura 9.5.2 muestra Ia region acotada por la curva

2
(1-x)2

= (1 + x)2X

Determine el volumen generado al girar R en torno del eje x.

0.2

-0.2

-0.4

-0.2
Figura 9.5.2 La region de los
problemas 41 y 42

0 x 1.

(13)

= [(1 - x)2/(1 + x)2]x4
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0.4 y2[(I -x)/(1 +x)]x2

36. f

38. f



42. Determine el volumen generado a] girar Ia region del
problema 4] en torno del eje y.

51. Cuando Ia sal KNO3 se disuelve en metanol, el nOmero
x(t) de gramos de sal en Ia soluciOn después de i segundos
satisface la ecuaciOn diferencial

= (0.8)x - (0.004)x2.

(a) Si x = 50 cuando i = 0, cuánto tiempo tardarán otros
50 gramos de sal en disolverse? (b) CuáJ es Ia cantidad
maxima de sal que se podrá disolver en el metanol?

Una poblaciOn P(i) (t en meses) de ardillas satisface Ia
ecuaciOn diferericial

dP
= (0.001)P2 - kP (k constante).

Si P(0) = 100 y P'(0) = 8, cuánto tiempo tardará Ia población
en duplicarse (200 ardillas)?

Considere una poblaciOn animal P(t) (i en años) que
satisface Ia ecuación diferencial

dP
= kP2 - (0.01)P (kconstante).dt

Suponga también que P(0) = 200 y que P'(0) =2. (a) En qué
momento P = 1000? (b) Cuándo llegará el dIa del juicio para
esta poblaciOn?

Suponga que el nOmero x(i) (i en meses) de lagartos en
un pantano satisface Ia ecuación diferencial

= (0.0001)x - (0.01)x.
dt

(a) Si en un principio hay 25 lagartos, resuelva esta ecuación
para determinar lo que odurre a esta población de lagartos a
largo plazo. (b) Repita la parte (a), pero utilice 150 lagartos
en un principio.

9.5 Proyecto

La ecuación diferencial en (9) del ejemplo 6 es una ecuación logIstica, una
ecuación de Ia forma

= kP(M P) (k, Mconstantes). (14)

La ecuación logistica modela muchas poblaciones animales (incluyendo las hu-
manas) con más precision que Ia ecuación de crecimiento natural dP/dt = kP que
estudiamos en Ia sección 7.5. Por ejemplo, pensemos en un ambiente que puede
soportar a lo más una población de M individuos. PodrIamos pensar entonces
a M - P como el potencial de mayor desarrollo cuando la poblacion es P. La
hipótesis de que la tasa de cambio dP/dt es proporcional a M - P y a P mismo
implica la ecuación (14) con Ia constante de proporcionalidad k. El ejemplo clásico
de tal situación de ambiente limitado es una población de Ia mosca de Ia fruta en
un recipiente ceii-ado.

SecciOn 9.5 / Funciones racionales y fracciones parciales 507

Resuelva losproblemas con condiciones iniciales en 43 a 48.

= x - x2; x(0) = 2
dt

= lOx - x2; x(0) = 1
di

= 1 - x2; x(0) 3
di.

= 9 - 4x; x(0) = 0di

= x2+5x+6; x(0)=5
di

48.2x2+x_15; x(0)=10
di

Suponga que Ia población P(i) (en millones) de Ruritania
satisface Ia ecuación diferencial

dP
= k.P(200 - P) (kconstante).

Su población en 1940 era de 100 millones y eritonces aumen-
taba a razón de 1 millón por aio. Pronostique Ia población de
este pals para el aflo 2000.

Suponga que una comunidad tiene 15,000 personas sus-
ceptibles a] sindrome de Michaud, una enfermedad contagio-
sa. En el instante t = 0, el nOrnero N(i) de personas que han
contraldo el smndrome de Michaud es 5000 y aumenta en ese
momento a razón de 500 por dia. Suponga que N '(i) es pro-
porcional al producto del nOmero de personas que no han
contraido la enfermedad por el nOmero de personas que si
han enfermado. i,Cuánto tiempo tardan otras 5000 en contraer
el sindrome de Michaud?



200

150

o. 100

50

Figura 9.5.3 Soluciones tipicas
de Ia ecuación logistica

9.6
SustituciOn
trigonométrica

El objetivo de este proyecto es analizar el comportamiento de las poblaciones
que se pueden modelar mediante Ia ecuación logIstica.

Separe primero las variables de Ia ecuación (14) y después utilice las fracciones
parciales, corno en el ejemplo 6, pam deducir la solución

MP0
P(t)

= Po + (M - Po)e_cMt (15)

que satisface Ia condición inicial P(0) = P0. Si k y M son constantes positivas,
entonces

limP(t) = M. (16)

Por tanto, M es Ia población Ilinite.
Durante el periodo de 1790 a 1930, Ia población de Estados Unidos P(t) (ten

años) aumentó de 3.9 millones a 123.2 millones. En este periodo, P(t) era cercana
a Ia solución del problema con condición inicia!

= (0.03135)P - (0.0001589)P2, P(0) = 3.9.

Sigue model ando esta ecuación diferencial la población de Estados Unidos con
precision después de 1930? En tat caso, cuá1 es Ia población lImite de los Estados
Unidos?'

Para su propia ecuación logIstica, elija enteros distintos de cero r y s (por
ejempto, los ittirnos dos dIgitos distintos de cero en su niimero de matrIcula
estudiantil) y considere entonces

M10r, S

en La ecuación (14). Grafique entonces Ia solución correspondiente en Ia ecuación
(15) con varios valores diferentes de La pob!ación iniciat P0. Qué determina que
ta grãfica de P = P(t) se yea como la curva superior o ta curva inferior de Ia figura
9.5.3?

Ahora, con el mismo valor fijo de Ia población lImite M como en el problema
3, grafique las curvas solución con val ores cada vez mayores y cada vez menores
de k. Cuál parece ser Ia relación entree! tamaño de k y Ia razón con Ia que la curva
solución tiende a su asintota horizontal P = lvi?

A menudo es efectivo el método de sustitución trigononiétrica a! trabajar con
integrates que contienen en sus integrandos ciertas expresiones algebraicas tales
como (a2 - u2), (u2 - a2)312y 1/(a2 + u2)2. Hay tres sustituciones trigonométricas
básicas:

Este problema se basa en un cãicuio del deniOafo belga Verhuist, quien en 1845 utilizó los datos de
poblaciOn de Estados Unidos de 1790 a 1840 para predecir con plecisión Ia población de Estados Unidos

hasta ci año de 1930.

Si Ia integral
contiene

Entonces
se sustituye

Y se utiliza
Ia identidad

a2 -
a2 + u2
u2 - a2

u = a senO
u = a tan 6
u = a sec 0

1 sen2 0 = cos2O
1 + tan2 0 = sec2 0
sec2 0 - 1 = tan2 0
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a2- u2

Figura 9.6.1 El triángulo de
referencia para Ia sustitución
U = a sen e

La sustitución u = a sen9significa, en términos más precisos, la sustitución
trigonométrica inversa

donde I u a. Por ejemplo, supóngase que una integral contiene la expresión
(a2 - u2)"2. Entonces, Ia sustitución implica

(a2 - u2)2 = (a2 - a2sen2 0)1/2 = (a2cos2 0)2 = a cos 0.

Elegimos la raIz cuadrada no negativa en el áltimo paso, pues cos 0 0 para
d2 0 .ir/2. Asi, el factor problemático (a2 - u2)"2 se convierte en a cos a mien-
tras que du = a cos OdO. Si Ia integral trigonometrica que resulta de esta sustitucióu
puede ser evaluada con los métodos de la sección 9.3, el resultado, por lo general,
contendrá 0 = sen'(u/a) y funciones trigonornétricas de 0 El paso final consiste
en expresar Ia respuesta en términos de Ia variable original. Para esto, los valores
de las diversas funciones trigonométricas se pueden leer en el triánguio rectanguio
de Ia figura 9.6.1 que contiene un ángulo Otal que sen 0= u/a (si u es negativo,
entonces Oserá negativo).

EJEMPLO 1 Evai6e I X dx, donde xI < 1.J Vi - x2

SoIiició,i En este caso, a = 1 y u = x, por lo que sustituimos

x=senO, dx=cos8dO.
Esto implica

x3

J

sen3OcosO
dx =

J Vi - x2 Vi

= f
sen3O dO = f(seno)(1 - cos2O) dO

= cos3 0 - cos 0 + C.

Y conio cos 0 = (1 - sen2 9)1/2 = j I x2, nuestra respuesta final es

Idx = (i - x2)312 - Vi - x2 + C.

I
\/a2 - u2

1u
0 sen -,

a
_ir0ir

2 2'

dO

El ejcmplo 2 ilustra ci uso de Ia sustitución trigonométrica para determinar
integraies como las de las fOrmulas (44) a (62) en los forros de este libro.

EJEI\'IPLO 2 Determine Va2 - u2 du,
I

u < a.

SoI,ición La siistitución U = a sen 0, du = a cos OdO

du
=

f Va - a2sen2 0 (a cos 0) dO

= f
acos 0 dO = a2 f(i + cos 20) dO

= a2(0 + sen2O) + C = a2(0 + sen 0 cos 0) + C.
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a

Figura 9.6.2 El triángulo de
referencia para la sustitución
u a tan 9

3

2x = 3 tan &

Figura 9.6.3 El triángttlo de
referencia para el ejemplo 3

(En el ültimo paso utilizamos Ia identidad sen 20 = 2sen Ocos 0.) Ahora, por la
figura 9.6.1, tenemos que

U \/a2_u2sen0= y cos0=
a a

Por tanto,

I
\/a2 2

1 / u U \/a2 -2\ a a a )
- du = a2isen' + + C

u a2 u= _Va2 - u2 + sen - + C.
2 2 a

AsI, hemos obtenido Ia formula (54) del forro de este libro.

La sustitución u = a tan Oen una integral que contiene a a2 + u2 significa Ia
SuStjtución

IT IT0 = tan --<0<.
a 2 2

En este caso,

\/a2 + u2 = \/a2 + a2tan2O = \/a2sec20 = a sec 0,
bajo Ia hipótesis a > 0. Consideramos la raIz cuadrada positiva en el iltimo paso,
pues sec 0> 0 para ,r/2 < 0 < jr/2. Los valores de las diversas funciones
trigonométricas de 9 bajo esta sustituciOn se pueden leer en el triángulo rectángulo
de la figura 9.6.2, ci cual muestra un ángulo agudo [positivo o negativo] 0 tal que
tan 0= u/a.

EJEMPLO 3 Determine f I

dx.
J

(4x2 + 9)2

Solución El factor 4x2 + 9 corresponde a u2 + a2, con u = 2x y a = 3. Por tanto,
Ia sustitución u = a tan 0 equivale a

Por tanto,

= cos2 0 dO = ffl(0 + senO cos 0) + C.

(La IntegraciOn del t'iltirno paso es Ia niisma que la del ejemplo 2.) Ahora bien,
0= tan (2x/3), y ci tthingiilo de Ia figura 9.6.3 implica

2x 3sen 9
- V4x2 +

cos 0
= V4x2 + 9

510 CapItulo 9 I Técnicas de integraciOn

2x = 3 tan 0, x = 4 tan 0, dx = 4 sec2 0 dO.

Esto implica

I (4x2 ± 9)2 dx
= f

dO
(9 tan2 0 + 9)2

3 sec2o 1

= 2 J (9 sec2 0)2
dO =

I
dO

sec 0



Figura 9.6.4 El triángulo de
referencia para Ia sustitución
U = a sec 0

1r (2x\ 2x 3 1

I (4x2+ 9)2dx = Lta\) + V4x2 + 9 VX + ] +

1 (2x\ x
= j-

tan3 +
18(4x2 + 9)

+ C

La sustitución u = a sec6 en una integral que contenga u2 - a2 significa la
sustitución

O=sec, 00ir,
a

donde u a > 0 (debido al dominio y contradominio de Ia función secante
inversa). Entonces,

V'u2 - a2 = Va2sec2O - a2 = Va2tan2O = ±a tan 0.
Aqui debernos considerar el signo positivo si u > a, de modo que 0 < 6< ,v2 y
tan 0 >0. Si ii <a, entonces r/2 < 0< iry tan 0<0, consideramos el signo
negativo. En cualquier caso, los valores de las diversas funciones tngonométricas
de 0 se pueden leer en el triángulo rectángulo de Ia figura 9.6.4.

I\/x2_25
EJEMPLO 4 Determine dx, x> 5.

x

Solución Sustituimos x = 5 sec 0, cfr = 5 sec 6 tan 6 dO. Por consiguiente,

\/x2 25 = \/25(sec20 - 1) = Stan 0,
pties x > 5 implica 0 < 0< ir/2, de modo qiie tan 0> 0. En consecuencia, esta
sustitución implica

J
\/x - 2SdJStanO(S)

x 5sec0

= 5 J tan2 0 dO = sf (sec2 0 - 1) dO

=5tanO_5O+C=Vx2_25_5Sec1()+C.

Las sustituciones hiperbólicas se usan de manera semejante (y con el mismo
efecto) que las trigonométricas. Las tres sustituciones hiperbólicas básicas (que
no se acostuiiihra rnemorizar) se enumeran aquI como referencia.

EJEMPLO 5 Determine I dx, x> 1.
J VX - 1
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Si Ia integral
contiene

Entonces
se sustituye

Y se utiliza
Ia identidad

a2 - u2
a2 + u2

- a2

u = a tanh 9
u = a serth 9
u = a cosh 9

1 - tanh2 0 = sech2 0
1 + senh2 0 = cosh2 0
cosh2 0 - 1 = senh2 0



9.6 Problemas

Utilice sustiluciones trigononétricas para evaluar las in/c-
grales de los probieinas 1 a 36.

1.1 dx 2.1 1
dxJ Vi6-x2 J V4-9x

3.1 1
dx 4.1 dx

J xV4 - x2 J xVx - 25
i' x2 r x2

5. I dx 6. I dxJ ViX J V9-4x

1(9 - 6x2)3/2
dx 8. 1(25 + 16x2)312

dx

9.J21dx 1O.fx3V4_x2dx

11. xV9 + 4x2 dx 12.
X

dx
J J Vx+25
(Vi -4x2 I I

13. I dx 14. I dx
J x JVI+x2
f dx 16. 1 Vi + ix2 dx
J V9+4x J

I x I x3
17. I dx 18. I dx

J V25-x J V25-.
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Solución Con ci objeto cle que se comparen, se evaiña esta integral medianteuna
sustitución trigonornétnca y una hiperbóiica. La sustitución trigonométrica

x = sec 0, dx = sec 0 tan 0 dO, tan 0 = \/x2 - 1
da

J v' dx f sec 0 tan
dO

=
f sec 0 dO

1 J tan0

= in
I
sec 0 + tan 0 + C [ecuación (7),

= mix + Vx2 - II + .
sección9.3]

Si ahora utiiizamos Ia sustitución hiperbólica x = cosh O dx = senh edo,
obtenemos

Vx2 - 1 = Vcosh20 - 1 =senh 0.
Aqul consideramos Ia raIz cuadrada positiva, pues x> 1 implica que 9 = cosh x
> 0 y por tanto, senh 0> 0. En consecuencia,

f 1 dx= 1S0do= I 1d00+ C=cosh'x+ C.J Vx-i Jsenh0 J

Nuestros resultados parecen diferentes, pero Ia ecuación (35) de ia sección 8.5
muestra que son equivalentes.

19. fx2 dx 20.
x3

dxV1+x2 J Vi+x
21. f

x
dx 22. f(i - x2)312dx

V4 + 9x2

23.j (1 + x2)312
dx 24.

x2)2
dx

25. 1
2)3 dx 26. f (4x2 ± 9)1

dx
J (4 - x

27. f V9 + 16x2 dx 28. f(9 + 16x2)V2 dx

6

f
Vx-25 V9x2_

dx29. dx 30. Ix
31. I x2Vx2 - I dx 32. dxf V4x2 - 9

I (4x J)3/2 dx 34. f dx
J xV4x - 9

I
Vx2

2
dx 36. f(4x2 5)3/2 dx

x

U/i/ice susliluciones h,crbólicas para eva/tiar las in/egrales
en /osproblemas 37a 41.
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1
dx 38. 1 Vi + x2 dx

i V25+x .1

Vx2 -
dx 40. 1

1

dx
J x2 JV1+9x2

J 2Vi + x2 dx

Calcule la longitud de arco de la parabola y = x2 en el
intervalo [0,1].

Calcule el area de Ia superficie obtenida a! girar el arco
parabólico del problema 42 en tomb del eje x.

Demuestre que Ia longitud de un arco de Ia curvay = sen
x es igual a la mitad del perimetro de Ia elipse x2 + (y2/2) = I.
[Sugerencia: sustituya x = cos 0 en Ia integral de Ia longitud
de arco paa Ia elipse.] Véase Ia figura 9.6.5.

-2

Figura 9.6.6 El toro del problema 47

Determine el area bajo Ia curva y = en el intervalo

[0,41.
Determine el area de Ia superficic obtenida al girar la

curva y = sen x, 0 iren tomb dcl eje x (véase Ia figura
9.6.7).

Sección 9.6 I Sustitución trigonornétnca

Figura 9.6.7 La pelota de flitbol
puntiaguda del problema 49

Se obtiene un elipsoide de revolución at girar la e]ipse
x2/a2 +y2/b2 = 1 en torno del ejex. Suporiga que a> b. Muestre
que el area de Ia superficie de ese elipsoide es

A = 27rab[ +

donde c = 'I a2 - b2. Suponga que a b, de modo que c 0 y
sen1(c/a) = c/a. Concluya que A 4yra2.

Suponga que b > a en el elipsoide de revolución del
problema 50. Demuestre que el area de su superficie es
entonces

donde c = Ja2 - b2. Utilice el hecho de que ln(l +x) =x
six 0 y concluya de ello que A 4jra2 si a b.

Se va a construir una carretera del punto (2, 1) at punto
(5, 3), siguiendo Ia trayectoria de Ia parabola

y = + 2Vx - 1.

Caicule Ia longitud de Ia carretera (las uriidades ei el eje de
coordenadas son millas). [Sugerencia: sustituya x = sec2 0
en Ia integra] de longitud de arco.]

Suponga que ci costo de Ia carretera del probtema anterior
es de millones de dólares por milla. Calcule su costo total.

Un cometa vuela a una altura de 500 pies y una distancia
horizontal de 100 pies de la persona que Jo sostiene desde el
suelo. La cuerda del papalote pesa 1/16 onzas/pie y cuelga en
forma de Ia parabola y = x2/20 que une a Ia persona en (0, 0)
con el cometa, en (100, 500) (figura 9.6.8). Calcule el trabajo
realizado (en pielibras) al elevar Ia cuerda desde ci suelo
hasta su posición actual.

L I 1fl

Figura 9.6.8 La cuerda del cometa del problema 54
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500 pies

=A 2irab
a+ln(

La c a 1]

0 2
x

Figura 9.6.5 Dos arcos con Ia misma longitud
(prohlema 44)

Calcule Ia longitud de arco de Ia curva y = In x en el
intervalo [1, 2].

Calcule el area de Ia superficic obtcnida at girar Ia curva
del problema 45 en torno dcl ejcy.

Un toro (véase a figura 9.6.6) Sc ohiicne a! giraren tomb
dcl ejey, el circulo

(x - b)2 + y2 = a2 (0 < a b).

Muestre quc ci area de Sn SupemliciC es 4jv2ab.



9.7 __________
Integrales que
contienen
polinomios
cuadrãticos

Muchas integrales que contienen una raIz cuadrada o una potencia negativa de tin
polinomio cuadrático ax2 + bx + c se pueden simplificar mediante el proceso de
completar el cuadraclo. Por ejemplo,

x2 + 2x + 2 = (x + 1)2 + 1,
y por tanto, con Ia sustitución u = x + 1, du = dx, se obtiene

x2 + 2x + 2 dx= I du=tanu+C=tan(x+1)+CI 2 .. 1

En general, el objetivo es convertir ax2 + bx + c en una suma o en uria diferencia
de cuadrados (u2 ± a2 o a2 - u2) para que se pueda usar el método de sustitución
trigonornétrica. Para ver cómo funciona esto en la práctica, supóngase primero que
a = 1, de modo que Ia función cuadrática en cuestión es de Ia forma x2 + bx + c. La
suma x2 + bx de los dos primeros términos se puede completar como un cuadrado
perfecto surnando b214, el cuadrado de Ia mitad del coeficiente de x y restando a
su vez b2/4 a] ténilino constante c. Esto implica

/ b2\ / b2\x2+bx+c=(x2+bx+)+çc___)
/ bçx+)2+(c_

).
Con u = x + b, este resultado es de Ia forma u2 + A2 o u2A2 (segin el signo de c- b2). Si el coeliciente a de x2 no es I, primero lo factorizamos y procedemos
como antes:

ax2 + bx + C = a(x2 + x +

EJEMPLO I Determine
J 92 dx.6x + 5

Solucwn El primer paso es compictar ci cuadrado:

9x2+6x+5=9(x2+4x)+5=9(x2+x+)_l+5
= 9(x + )2 + 4 = (3x + 1)2 + 22.

Fri Consecuencia,

9x2 + 6x + 5 dx
= (3x + 1)2 + dx

I

I

duu2+4

I=- (u)2+ du

I

1

dv
v2 + 1

(u = 3x + I)

(V=u)
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= tanv + c = tan'() + c

1 /3x+1\=tan
2

)+C.

EJEMPLO 2 Determine f
1

dx.
j V9 + 16x - 4x2

Soliición Primero se completa el cuadrado:

9+16x_4x2=9_4(x2_44=9_4(x2_4x+4)+16
= 25 - 4(x - 2)2.

Por tanto,

dx=1dxV9 + 16x - 4x2 J V25 - 4(x - 2)2

Idx

2(x - 2)\=Ivi du (=
5-

senu + 1 12(x 2)=sen +C.

Un método altemativo consiste en hacer Ia sustitución trigonométrica

2(x-2)=SsenO, 2d=5cosOdO
dcspnés de compictar el cuadrado. Esto implica

r 1 ( I
I dxI dx

J + 16x - 4x2 \/25 - 4(x - 2)2

= f cos6
dOJ 'J25 - 25sen2O

= Ji dO = 0 + C

I 2(x-2)= - arcsen + C.

Algunas integrales que contienen una expresión cuadrática se pueden separar
en dos integrales mis senciIas. Los ejemplos 3 y 4 ilustran esta técnica.

EJEMPLO 3 Determine f 2x + 3
dx.J 9x2 + 6x + 5

SoI,ició,z Dado quc D(9x2 + 6x + 5) = I 8x + 6, ésta serla una integral más sencilla
si el nurnerador 2.i + 3 fitese un niiiltiplo constante de I 8x + 6. Nuestra estrategia
ser5 escribir

Sección 9.7 I Integrales que contienen polinomios cuadiáticos 515



2x + 3 = A(18x + 6) + B

para poder separar la integral dada en una suma de dos integrales, una de las cuales
tendrá como numerador 18x + 6 en su integrando. Al igualar los coeficientes en

2x+318Ax+(6A+B),
tenemos que A = yB = . Por tanto,

I 2x+3 ii 18x+6 71 1dx-I dx+-j dx.J 9x2+6x+5 9j 9x2+6x+5 3j 9x2+6x+5
La prirnera integral de Ia derecha es un logaritmo y Ia segunda está dada por el
ejemplo 1. Asi,

I 2x+3 1 7 (3x+1\
I dx=ln(9x2+6x+5)+--tan j+C.j 9x2+6x+5 9 18 \ 2 j

Corno alternativa, se puede completar prirnero el cuadrado del denominador. La
sustitución u = 3x + 1, x = (u - 1), dx = dii implica entonces

2x+3 (u 1).+3 1
(3x+l)2+4dxf u2+4 3du

i1 2u 7C I

=J 2+4du+J 2+4du

1 7= ln(u2 + 4) + tan + C

13x + 1= ln(9x2 + 6x + 5) + tan
2

I 2+6x
EJEMPLO 4 DetermineJ

(3 + 2x - x2)2
dxdado que x - 1

I
<2.

Soliición Corno D(3 + 2x - x2) = 2 - 2x, prirnero escribirnos

f 2+6x
J (3 + 2x - x2)2

2-2x
f

1

=_3J(3+2X_X2)2+8 (3+2X_X2)2dx

Entonces, sea u = 3 + 2.- - x2, dii = (2 - 2x) dv en Ia priincra integral para obtener

2-2x 1du 3 3
+ CI.

(3 + 2x
2)2dx -

J 2 = - + C1
= + 2x - x2jU U

Por tanto,

I 2+6x 3 1 1

J(3 + 2x - x2)2
dx

= + 2x - x2 + 8 j (3 + 2x - x2)2
dx. (1)

(Podcrnos eliminar Ia constantc C1 pues puede ser absorhida por Ia constante C
que obtendremos al evaluar Ia otra integral.) Para determinar Ia integral restante,
completamos ci cuadrado:

3+2xx2=4(x2---2x+I)=4(xl)2.

I

-3f

dx

+ C.
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4 -(x- 1)2 = 3 +2x-x2

Figura 9.7.1 El triángulo de
referencia del ejemplo 4

Como x - 1 <2, esto sugiere la sustituciOn

x - 1 = 2 sen 0, dx = 2 cos 0 dO,

por lo que

3 + 2x - x2 = 4 4sen2O = 4 cos0.
Esta sustitución implica

1 2cosO
(3 + 2x - x2)2

dx
= 8J (4 cos2O)2

dO = Jsec3 0 dO8f

= secOtanO + Jsecode

= sec 0 tan 0 + 1n sec 0 + tan 0 + C

x-1 1 x+1
= +ln3+2xx2 2

En el ültimo paso, hemos leido los valores de sec 8y de tan 8 en términos de x, en
ci triángulo rectángulo de Ia figura 9.7.1. Cuando sustituirnos Ia ecuación (2) en
Ia ecuación (I), obtenernos finalmente el resultado

1 2+6x
J(3 + 2x x2)2dx

Podemos utilizar ci método del ejemplo 4 para evaluar una integral general
de la forma

I Ax+B
I dx 3
j (ax2 + bx + c)"

donde n es un entero positivo. Al separar dicha integral en dos integrales más
sencillas y completar ci cuadrado en Ia expresión cuadrática del denominador, el
problema de evaluar Ia integral en Ia ecuación (3) se reduce al de calcular

I
du.

1

(a2 ± u2)"

Si el signo del denorninador en la ecuación (4) es positivo, entonces Ia
sustitución u a tan 0 transforma Ia integral en Ia forma

fcostm 0 dO

(véase el Problerna 35). Esta integral se puede manejar mediante los métodos de
la sección 9.3 o con Ia formula de reducción

fcoskodo=cosbosene+k;1fcos2odo

del problerna 46 de Ia sección 9.4.
Si el signo en el denominador de Ia ecuación (4) es negativo, entonces ]a

sustitucion u = a sen 0 convierte Ia integral en Ia forma
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V3 + 2x - x2

[por Ia ecuación (6)
de Ia sección 9.4]

+c. (2)

(4)

x+2
=

+
1 x+1

ln + C.3 + 2x - x2 + 2x - x2
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fsectm 0 dO

(véase el problema 36). Esta integral se evalüa con la ayuda de la formula de
reducciOn

JseckOdO
= k

sec26 tan 0 +

[EcuaciOn (5) de Ia Sección 9.4.]

9.7 Problemas

Evalde las primitivas de los problernas 1 a 34.

27. 1 (x2 4)2 dx 28. f (x - x2)3 dx

3.J

1.12+dx 2.
2x+5 x+1

dx 30.4x+5 J x2+4x+5 29.
J x3+x2+x J (x2+

1 5-3x x+1
dx 31.1 2x2+3x2+x+5x (x2+4x+5)2 J x-2x2+ 1dx

I V3

1

dx 6. f
X +

dx 32.
x2 + 4

- 2x - x2 J V3 - 2x - x2 J (x2 + 1)2(x2 + 2)
dx

1 3x + 1
2

dx 34. 1
x3 - 2x7.fxV3_2x_x2dx 8.f423dx (x2+2x+5) Jx2+2x+2dx

C 3x+2
J4x2 + 4x

dx 10. f V4x2 + 4x - 3 dx
Demuestre que Ia sustitución u = a tan 0 implica

I x2 + 4
dx 12. 1

1

dx
f (a + u2)

du = f cos2 0 do.

x+13 JV2x_x2
36. Demuestre que la sustitución u = a sen 9 implica

13. I +
21 dx 14. f xV8 + 2x - x2 dx

I (a2 - u2)
du - f sec Ode.x - x2

I 2x-5 I 2x-
Jx2 + 2x + 2 dx 16. J 4x2 + 4x - 15

dx
37. Se va a constmir una canetera que una los puntos (0, 0)

17. j1

x
dx

y (3, 2) siguiendo Ia trayectoria de la circunferencia con

V5 + 12x - 9x2 ecuación (4x + 4)2 + (4y - 19)2 = 377. Determine Ia longitud
de esta carretera. (Las unidades en los ejes de coordenadas se
miden en niillas.)f(3x - 2)V9x2 + 12x + 8 dx 38. Suponga que la carretera del problema 37 cuesta
10/(1 + x) millones de dólares por milla. (a) Calcule su costa

J(7 - 2x)V9 + 16x - 4x2 dx total. (b) Con el mismo costo por milla, calcule el costo total
de una carretera recta de (0, 0) a (3, 2). Debe determinar que

z + 3
dx

es mis cara que Ia carretera circular, más larga!

Vx2 + 2x + 5
En los probi emas 39 a 41,factorice el denominador, buscan-

x + 4
1 (x2 1)2

dx
dopriniero rnedia;ue inspección una raiz rdeldenominador

J (6x - x2)312
dx 22.

y utilizando después la division entre x - r. For dltimo, utilice
el método defracciones parciales para determinar la primi-

23.
(4x2 + 12+ 13)2

dx .
1(1 -x2)4

dx tiva

I 3x+2
dx 401 1

dx25.1 3x-1 dx I(x2±x dx 39Jx3+x2_2 Jx+8
+ 1)2J x2 + x + 1
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41. fx4+2x2d

42. (a) Determine constantes a y b tales que

x4 + 1 = (x2 + ax + 1)(x2 + bx + 1).
(b) Demuestre que

f'x2+1 17

x4 +
dx =

9.8 __________
Integrales impropias

x= 1

Figura 9.8.1 El area sombreada
no Se puede medir con nuestras
técnicas anteriores

Figura 9.8.2 Otra area que debe
niedirse mediante una integral
inipropia

Sección 9.8 I Integrales impropias

x

[Sugerencia: Si u y v son nümeros positivos y uv = 1,
entonces

arctan u + arctan v =

43. Factorice x4 + x2 + 1 con Ia ayuda de las ideas sugeridas
en el problema 42. Después evah:ie

f dx.
x4 + x2 + 1

Pam mostrar Ia existencia de Ia integral definida, nos hemos basado hasta ci
momento en ci teorema de existencia enunciado en la sección 5.4. Este es
el teorema que garantiza Ia existencia de la integral definida 1 f(x) dx si la función
f es Continua en ci intervalo cerrado y acotado [a, b]. Sin embargo, ciertas
aplicaciones del cálcuio conducen de manera natural a la forrnulación de integrales
en las que

El intervalo de integración no es acotado; tiene alguna de las formas

[a, + oo), (_oo, a] o (_oo, +oo), o bicn

El integrando tienc una discontinuidad infinita en a1gin punto C:

urn f(x) = ±co.
x -. C

Un ejemplo del caso 1 es Ia integral

fdx.
Una interpretación geornétrica de csta integral cs ci area dc Ia region no acotada
(sombreada en Ia flgura 9.8.1) que está entre la curva y = 1/x2 y ci eje x y a Ia
derecha de la recta vertical x = 1. Un ejemplo del caso 2 es la integral

La integral se puede interpretar como ci area de Ia region no acotada (sombreada
en Ia figura 9.8.2)quc está bajo Ia curvay= i/'Tdex = 0 ax = I.

Tales integrales son integrales impropias. La interpretaciOn natural de una
integral impropia es Ia del area de i.ma region no acotada. Tal vez Ic sorprenda que
tal area realmente puede ser finita, y aqul mostraremos cómo dcterrninar tales
areas; es decir, cOmo evaluar integrales impropias.

Para ver por qué las integrales impropias necesitan de un cuidado particular,
consideremos Ia integral

' i
I dx.

J_I

Esta integral es impropia, pues su integrandof(x) = 1/x2 no es acotado cuando
x *O, por lo cualfno es continua en x = 0. Si aplicamos sin reflcxión ci tcorema
fundamental dcl cálculo, obtendriamos
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J
-

IJ
= - = 2.dx -

Es claro que Ia respuesta negativa es incorrecta, pues el area que se muestra en Ia
figura 9.8.3 está por arriba del ejex y por tanto no puede ser negativa. Este sencillo
ejemplo enfatiza el hecho de que no podemos ignorar las hipótesis del teorema
fundamental del cálculo: función continua e intervalo cerrado y acotado.

LIMITES INFINITOS DE INTEGRACION

Supongamos que Ia funciônfes continua y no negativa en el intervalo no acotado
[a, +oo). Entonces, para cada 1> a fijo, el area A(s) de Ia region bajo y =f(x)
de x = a a x t (sombreada en Ia figura 9.8.4) está dada por la integral definida
(ordinaria)

A(s) = jf(x)dx.

Supongarnos ahora que hacemos - + oo y que determinamos que existe el
ilmite deA(t). Entonces podrIamos considerar este lImite como el area de la region
no acotada que está bajoy f(x) y sobre [a, + oo). Por tanto, paraf continua en [a,
+oo) definimos

L f(x) dx = urn
$

f(x) (1)

si este lImite existe (corno un nimero finito). Si este limite existe, decimos que la
integral impropia del lado izquierdo converge; si el lIrnite no existe, decimos que
Ia integral impropia diverge. Sif(x) es no negativa en [a, +oo), entonces el lImite
en Ia ecuación (1) existe o es infinito; en este iiltimo caso escribimos

ff(x)dx=+
y decimos que la integral impropia diverge a infinito.

Si Ia funcionftiene valores positivos y negativos en [a, +oo), entonces Ia
integral Impropia puede ser divergente por oscilación; es decir, sin que sea
divergente a infinito. Esto ocurre con J'°sen x dx, pues es fácil verificar que
fsen x dx se anula sit es un mñltiplo par de rpero es 2 sit es un mültiplo
impar de iz Asi, f sen x dx oscila entre 0 y 2 cuando t - -4-cc, de modo que el
Ilmite de Ia ecuación (1) no existe.

Considerarernos el caso de un lImite inferior infinito de manera análoga:
definimos

I' f(x) dx = t
f(x) dx

si el ]irnite existe. Si Ia funcionfes continua en toda Ia recta real, definimos

Jf(x) dx f(x) dx
+

f(x) dx (3)
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Figura 9.83 El area bajo
y 11x2,-1 1

y

=f(x)

x=a x=f x

Figura 9.8.4 El area sombreada
A(s) existe sifes continua



y=

y

Figura 9.8.5 La region no
acotada representada por Ia
integral impropia del ejemplo
1(b)

y =

x

pam cualquier elección conveniente de c, silas dos integrales irnpropias del lado
derecho convergen. Observe que J... f(x) d no necesariamente es igual a

urn ff(x) dx

(véase problema 28).
No hay diferencia alguna al elegir el valor de c, en la ecuación (3), pues si

c <d, entonces

IC
f(x) dx

+ J
f(x) dx

= J
f(x) dx

+ J
f(x) dx

+ J
f(x) dx

C - C d

C'

= J
f(x) dx

+ J
f(x) dx,

- d

bajo la hipótesis de que todos los lImites implicados existen.

EJEMPLO 1 Analice las integrales impropias (a) I - dx y
0

dx.(b)
J Vi- - x

So/ución

j - dx = lirn j - dx = urn [- ] = lim (- i + 1) = 1.

(0. U AsI, esta integral impropia converge, y es el area de la region sombreada en la
figiira 9.8.1.

- 1 ° i r 10

f dx = urn I dx = urn I 2V1 - x Ii_Vi - t-=j, Vi - x L

EJEMPLO 2 Analice la integral impropia

Solución La eleccióri c = 0 en Ia ecuación (3) da

r
I dx

J 1 + x2

integral del ejemplo 2.
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= lim (2V1 - t - 2) = +o.

AsI, Ia segunda integral impropia del ejemplo diverge a +oo (figura 9.8.5).

f
1 + x2 dx.

S Jo1-5= [

1

dx+J
1

1+x2 dx
1 + x2

0

urn ° dx+ lims_J1+x2 z=Ii+x2dx
S 0

-iO r it
lirn [tan x] + lirn I tan' x

IT IThrn (tan's) + hrn (tan 1t) = + =

Figura 9.8.6 E area medida por La region sombreada en Ia figura 9.8.6 es iwa interpretación geométrica de la
Ia integral del ejemplo 2

Sección 9.8 / integrates irnpropias
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Figura 9.8.7 Una integral
inipropia del segundo tipo:
f (x) - cuando x b

INTEGRANDOS INFINITOS

Supongamos que la funcionfes continua y no negativa en [a,b], pero que
f(x) + o cuando x -4 b. La gráfica de tal función aparece en Ia figura 9.8.7.
El area A(s) de la region, que está bajo y r=fx) de x = a ax = I < b, es el valor de
Ia integral definida (ordinaria)

A(t)
= f f(x) dx.

a

Si el litnite de A(s) existe cuando I -4 b, entonces este lImite se puede considerar
como el area de Ia region (no acotada) bajoy =f(x) de x = a ax = b. Paraf continua
en [a,b), definirnos entonces

$:f(x)dx=lim ff(x)dx, (4)
r -, b

si este lImite exiSte (corno un nl'Irnero finito), en cuyo caso decimos que Ia integral
impropia de Ia izquierda converge; si el lImite no existe, decimos que diverge. Si

fb

a a

f(x) dx = urn I f(x) dx =t-.b J

entonces decimos que Ia integral impropia diverge a infinito.
Sifes continua en (a,b] pero el lImite def(x) cuando x a es infinito,

entonces definiinos

fb
f(x) dx = lim

lb
() dx, (5)

si e] ]Imite existe. Sifes continua en cada punto de [a, b] excepto el punto c en
(a, b) y uno o ambos limites laterales def en c son infinitos, entonces definimos

(C

J
f(x) dx

= J
f(x) dx

+ J
f(x) dx (6)

a a C

si convergen las dos integrales impropias del lado derecho.
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Figura 9.8.8 La region no
acotada representada por Ia
integral inipropia del ejemplo
3(b)

2

Figura 9.8.9 La region del
ejemplo 4

Sección 9.8 / Integrales impropias

x

y

EJEMPLO 3 Analice las integrales impropias

(a)
f

dx y (b)
j2

(x - 2)2 dx.

2

I '

dx = urn(x - 2)2

lim
I -. 2

r 1

J1 (x - 2)2 dx

[1 1'

Lx-2i1= - t - 2) -
Por tanto, esta integral impropia diverge a infinito (figura 9,8.8). Esto implica que
la integral impropia

(3
1

(2
1

(3
1Ji(x_2)2dxJi(x_2)2dx+J2x_2)2

tarnbién diverge, pues ninguna de las integrales impropias del lado derecho
converge. (Usted puede verificar que Ia segunda integral también diverge a +oo.)

EJEMPLO 4 Analice Ia integral impropia

(2x - 1)2/3 dx.

Solució,z Esta integral impropia corresponde a la region sombreada en la figura
9.8.9. El integrando tiene una discontinuidad infinita en el punto c = dentro del
intervalo de integración, por 10 que escribimos

Jo2
(2x - 1)2/3 dx

1/2

(2x - 1)2/3 dx +
11/2

(2x - 1)2/3 dx

y analizamos por separado las dos integrales impropias de Ia derecha. Vemos
entonces que

L (2x

1

1)2/3
dx = urn

L (2x - 1)2/3 dx

1/2 1

- I -. (1/2y

= lim [(2x 1)h/3]
I - (1/2)

0

3
= lim _[(2t - 1)1/3 - (_i)h/3] -I-.(I/2) 2

dx

523

x=2

+
[v]' = lirn2(1 - v) = 2.

AsI, el area de Ia region no acotada que se muestra en Ia figura 9.8.2 es 2.
(b) En este caso, el integrando tiende a infinito cuandox tiende al extremo derecho,
de modo que

y- (x -

(1, fl

2)2

Solución
El integrando 1/Utiende a infinito cuando x -+ O, de modo que

y

Ldx=,*L =dx

3

2'
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2
1 jf2 1

L/2 (2x 1)2/3
dx = urn- t (I/2) (2x - 1)2/3

dx

= urn [(2x - 1)1/3]
t -. (1/2)

= urn 3[31/3 - (2t - 1)"] =f.(I/2)* 2

Por tanto, 2
1

+
L (2x - 1)2/3 dx

= 2

Con frecuencia, las ftrnciones especiales en matemáticas avanzadas se definen
mediante integrales impropias. Un ejemplo importante es Ia función gama F(t)
que introdujo el prolifico matemático suizo Leonhard Euler (1707-1783) para
"interpolar" la función factorial n! La función gama está definida para todo mimero
real I > 0 como sigue:

F(t)
=

L xI_le_xdx. (7)

Esta definiciOn produce una función continua de t tal que

F(n + 1) = n! (8)

siii es un entero no negativo (véanse los problemas 29 y 30).

EJEMPLO 5 Determine el volurnen V del sólido no acotado que se obtiene al
girar en torno del ejey la region bajo la curvay = exp(x2), x 0.

Solución La region en cuestiOn aparece en Ia figura 9.8.10. Sea V, el volumen
generado al girar la parte sombreada de esta region entrex = 0 yx = I > 0. Entonces,
con el método de las capas cilIndricas se obtiene

V1

=
2x exp(x2) dx.

0

Obtenemos el volumen completo Vhaciendo t * +00:

V = lim V1 = I 2ix exp(x2) dx = urn [IT exp(_x2)l =
L J0

*VELOCIDAD DE ESCAPE

En la sección 6.6 vimos cómo calcular el trabajo W necesario para levantar un
cuerpo de masa m desde Ia superficie de un planeta de masa M y radio R a una
distancia r> R del centro del planeta. De acuerdo con la ecuación (7) en esa
sección, Ia respuesta es

Wr J'm= 2 dx.
R

x

AsI, el trabajo necesario para mover Ia masa m "infmitamente lejos" del planeta es

GMm
dx = urn GMm1' GMmW=limWrJ

x2 r.00[ X R

Cap Itulo 9 / Técnicas de integración
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v=exp(.v)

=

Figura 9.8.10 Toda Ia region
bajo Ia gráfica se gira en torno del
eje y; esto produce un sólido no
acotado (ejemplo 5)



9.8 Problemas

Determine Si las integrales impropias de los problenias I a
24 convergeii o divergen. Evahe las qite converge/i.

1.jdx

5. f dxJl X + I

Sección 9.8 / Integrales impropias

Supongarnos que la masa se Ianza con velocidad inicial v directamente hacia
arriba de Ia superficie del planeta, como en Ia novela de Julio Verne De Ia Tierra
a la Luna (1865), en Ia que una nave espacial fue disparada mediante un enorme
caflon. Entonces, se dispone de Ia energIa cinética inicial mv2 para proporcionar
este trabajo, al convertirse en energIa potencial. Por Ia ecuación

2 GMm
mv

= R

tenemos que

2GM

R

La sustitución de los valores numéricos adecuados para las constantes G, My R
produce el valor v= 11,175 metros/segundo 25,000 millas/hora para la velocidad
de escape de la Tierra.

*VALOR PRESENTE DE UNA ANUALIDAD PERPETUA

Consideremos una anualidad perpetua, con la que usted y sus herederos (y los
herederos de éstos, ad infinitum) recibirán A dólares anualmente. La pregunta es:
/,Cuál es el valor de niercadojusto para tal anualidad? Cuánto debe pagarse por
adquirirla?

Si Ia tasa de interés anual r se compone de manera continua, entonces un dOlar
depositado en una cuenta de ahorros aumentarIa a e1tdólares en t años. Por tanto,
e' dOlares depositados ahora producirIan 1 dólar después del afios. En consecuen-
cia, el valor presente de Ia cantidad que usted (y sus herederos) recibirán entre el
tiempo t = 0 (el presente) y el tiempo t = T> 0 se define como

= LTA1dt

Asi, A = i-P. Por ejernplo, con una tasa de interés anual de 8% (r = 0.08), usted
podrIa adquirir por P = ($50,000)/(0.08) = $625,000 una perpetuidad que le pague
a usted y sus herederos una suma anual de $50,000.

2.jdx
.

J
, dx

6.1 dx
J3 Vx+l

3/2 dx 8. 1 I

dxj3 (xl) JoV4x

J9

1

dx
o

(9x)3/2 Jo (x 3)2

ii. r I
dx 12.

10
dxJ-r(x+1) J-V4x

13.J81

4

--dx 14.
- J- (x

+14)2/3 dx
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Por tanto, el valor presente total de Ia anualidad perpetua es

I 1T
AP = urn T = I Aedt = lim I e' I = -.T-. T-.[ r r



15. 12 Vx- 1

dx

17.1 dx
Joo x2 + 4

19. J dx

21.f
1

dxxinx

23. J xe dx

Los probleinas 25 a 27 se rejIeren a! cuerno de Gabriel, la
superficie obtenida a! girar la curva y = 1/x, x 1, en lorno
del ejex (Jigura 9.8.11).

Figura 9.8.11 Cuerno de Gabriel (problernas 25 a 27)

Muestre que ci area bajo Ia curvay = 1/x, x 1 es infinita.
Muestre que el volumen de revolución encerrado pOr el

cuemo de Gabriel es finito, y calcuielo.
Muestre que el area de Ia superficie del cuerno de Gabriel

es infinita. [Sugerencia: sea A, el area de Ia superficie de
x = I ax = 1> 1. Demuestre que A,> 2irin 1.] En todo caso,
la impiicación es que podriamos lienar ci cuerno de Gabriel
con una cantidad finita de pintura (probiema 26), pero ninguna
cantidad finita alcanza para pintar Ia superficie.

Muestre que

I + x
J1+x2 dx

diverge, pero que

I 1+x
urn I dxir.J, 1 + x2

Sea x un nimero positivo fijo. Comience con la integral
de Ia ecuación (7), aquella donde se define Ia función gama e
integre por partes para demostrar que F(x + 1) = xF(x).

(a) Demuestre que F(1) = 1. (b) Utilice los resultados de
Ia parte (a) del problema 29 para demostrar mediante induc-
ción matemática que F (n + 1) = n si n es un entero positivo.

16.
x

dxJ. (x + 4)3/2

18. f" e' dx
Jo

'-2

20. I
x

1dxx -
22. 1 sen2x dx

Jo

24. 1esenxdx
Jo

Utilice Ia sustitución x = e y ci hecho de que F (n + 1)
= n! para demostrar que si m y n son enteros positivos fijos
pero arbitrarios, entonces

(I n! (-1)
I x(lnx)dx

Jo (m + I)
Considere una anualidad perpetua con Ia que usted y sus

herederos recibirán un pago a razón de 10 + (miles de dólares
por aflo I afios después. AsI, usted recibirá $20,000 después
de 10 años, sus herederos recibirán $110,000 dentro de 100
años, etcetera. Suponga que Ia tasa de interés anual es cons-
tante e igual a 10%; muestre que el valor presente de esta
perpetuidad es

P = 1(10 + t)e"°dt,
Jo

y eva1ie entonces esta integral impropia.
Una varilla uniforme "serniinfinita" ocupa el eje x no

negativo (x 0) y tiene una densidad lineal p-, es decir, un
segmento de longitud dx tiene densidad pdx. Muestre que Ia
fuerza de atracción gravitacional que Ia varilla ejerce sobre
una masa puntual in en (a, 0) es

f Gmp GmpF= I dx=.
Jo (a+x)2 a

Una varilla de densidad lineal p ocupa todo e] ejey. Una
rnasa in puntual se localiza en (a, 0) sobre el eje x, como se
indica en Ia figura 9.8.12. Muestre que Ia atracciOn gravit.a-
cional (horizontal) total que ejerce la varilia sobre m es

F=

donde r2 = a2 +y2 y cos 9 = air.

Gmp cos 9 2Gmpdy -
r2 a

Figura 9.8.12 Atracción gravitacional ejercida sobre una
masa puntual por una varilla infinita (problema 34)

35. Dado que

e dx = V IT.

deduzca que F() =
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(b) Suponga que n es un entero positivo. Demuestre que

10 x"exp(x2) dx =
/ l'\ 135 (2n - 1) .

n + -) = V'. 38. Suponga que gana Ia lotena en Florida y decide utilizar
2 parte de sus ganancias para adquirir una anualidad perpetua

37. (a) Suponga que k> 1. Utilice la integración por partes que le pagará a usted y sus herederos $10,000 al afio (por
para mostrar que siempre). Suponiendo que Ia tasa de interés anual es de 6%,

k - 1 ,cuál será un preciojusto que deberá cobrar una compafiIa de

jxkexp(x2) dx = 2
x2 exp(x2) dx. segurosportalanualidad?

9.8 Proyecto /

La integral impropia f0°e2dx es importante en aplicaciones que van de Ia
probabiJidad y Ia estadIstica (sondeos politicos, por ej emplo) hasta el flujo del
tráfico y Ia teoria del calor. Puesto que Ia funcionf(x) = eno tiene una pri-
rnitiva elemental dada en términos de una combinación lineal de funciones
familiares, no es posible evaluar de manera sencilla y directa el lImite

je2 dx = urn e2dx (9)

mediante el teorema fundamental del cálculo. Pero el hecho de que e e para
x I implica que Ia integral impropia en Ia ecuación (9) converge (y no diverge a
infinito) (PodrIa explicar por qué?)

En Ia sección 15.4 veremos que el valor exacto de la integral en Ia ecuación
(9) está dado por

e dx = 0.88622 693.
2

36. Recuerde que F(x + 1) = x F (x) six> 0. Suponga que n

es un entero positivo. Utilice el problema 35 para establecer
que

Figura 9.8.13 Verilicación del
valor numérico en Ia ccuación
(I 0)

i'ara veriricar numencamente este valor, unuzamos ia tecia en
una calculadora HP-48SX para calcular los valores de Ia integral fe_x2 dx con
valores cada vez mayores pam el limite superior b. Los resultados aparecen en Ia
ligura 9.8.13.

Conio una alternativa a Ia tecla (integrate) en una calculadora cien-
tifica, podria utilizar los métodos de integración numérica descritos en elproyecto
de Ia sección 5.4. Si utiliza un método como Ia aproximación de Simpson, es una
buena idea el aurnentar la precision duplicando, por decir algo, el nñmero de
suhintervalos con cada incremento en el valor b del limite superior.

Utilice alguna de las técnicas ya indicadas para verificar numéricarnente los
valores dados en los problemas 1 a 5.

i.f x5edx = 120
Jo

1senx iT2.i dx=-
Jo x 2

x2 + 2
dx -

4. e2cos 2x dx iT

Jo 2e

1 - e3 in 10
5 dxJox 2

integrate]

(10)

b
rb

I
e2dx

Jo

1 0.74682413
2 0.88208139
3 0.88620735
4 0.88622691
5 0.88622693

10 0.88622 693
100 0.88622 693
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CapItulo 9 Resumen

Al enfrentar el problema de evaluar una integral particular, primero debe decidir
cuál de los diversos métodos de este capItulo debe utilizar. Solo existen dos
métodos generales de integración:

U Integración por sustituciOn (sección 9.2) e

U Integración por partes (sección 9.4).

Estos son los análogos para Ia integración de Ia regla de la cadena y la regla del
producto de Ia derivación, respectivamente.

Observe primero la integral para ver si puede realizar una sustitución que Ia
transforme en una integral elemental o conocida o una que tal vez se encuentre en
una tabla de integrales. En el caso de una integral Jf(x) q(x) dx, cuyo integrando
sea un producto poco familiar de dos funciones, una de las cuales se pueda derivar
con facilidad y Ia otra integrar con facilidad, entonces es adecuado intentar una
integración por partes.

Más aliá de estos dos métodos generales, el capitulo se refiere a varios
métodos especiales. En ci caso de una integral que obviamente sea trigonométrica,
.1 trig(x) dx, los sencillos métodos de separación de la sección 9.3 pueden tener
éxito. Recuerde que dispone de las fOrmulas de reducción [como la ecuación (5)
y los probiemas 45 y 46 de Ja secciOn 9.4] para integrar una potencia entera de una
sola función trigonométrica.

Cualquier integral de una función racional (es decir, una integral de la forma
J (p(x)/q(x)) dx, donde el integrando es un cociente de polinomios) se puede evaluar
mediante ci método de fracciones parciales (sección 9.5). Si ci grado del numera-
dor no es menor que ci del denominador (es decir, si la funciôn racional no es
propia), utilice pnmero la divisiOn para expresarlo como la suma de un poiinomio
(que se puede integrar fácilmente) y una fracción racionat adecuada. Después,
descomponga esta ñltima en fracciones parciales. Las fracciones parciales co-
rrespondientes a factores lineales se integran fácilmente, mientras que las corres-
pondientes a factores cuadráticos irreducibles se pueden integrar al completar ci
cuadrado y hacer una SustituciOn trigonométrica en caso necesario. Como expli-
camos en Ia sección 9.7, las integrales trigonométricas resultantes siempre se
pueden evaluar.

En el caso de una integral con Ia expresión J ax2 + bx + c, complete primero
ci cuadrado (sección 9.7) y después racionalice la integral haciendo una sustitución
trigonornétrica adecuada (secciOn 9.6). Esto Ic dará una integral trigonométrica.

En los probienias diversos siguientes presentarnos algunas sustituciones
especiales adicionaics. Dc ellas destaca Ia sustitución

0U = tan,

quc transfonna la integral .1 R(scn 0, cos 0) dOde una función racional de sen Oy
cos 0 en una integral de una funciOn racional de u. La iiltima integral se puede
cvaIuar entonces mediante ci método de fracciones parciales.

Un dtimo comentario: los sistemas de algebra computacional se utilizan cada
vez más para evaluar integrales como las estudiadas en este capItulo. Sin embargo,
ci hecho de disponcr de dichos sistemas no es una panacea. Por ejemplo, cs
probable que tales sistemas de cómputo tcngan problemas con la integral
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Evaláe las iniegrales de los pro blernas 1 a 100.

f (i + x)
dx

f sec2t
di

J 1 + tant

4.
J 1 + cscx

6. f csc4x dx

8. Jx2cos2xdx

10. 1
1

dx
J Vx + 4

12. J(cos x)V4 - sen2x dx

14. JVx2 + x + 1 dx

I 4 +
16. I dx

J x + 2

18. I dx [Sugerencia: sea x = u2.]
j 1+x

19.
cosx

dx
J V -sen2x

21.
tanx

dx
J ln(cos x)

23. f In(i + x) dx

25. J Vx2 + 9 dx

27. J V2x - x2 dx

29. f x2- 2 dx

J(1 + in x)V1 + (x in x)2 dx.

Pero tarnbién es probable que usted observe que Ia sustitución

uxlnx, du=(l+lnx)dx
transforrna esta integral en Ia integral J i 1 + u2 du, que se puede resolver como
una integral trigonmétrica (y se encuentra en cualquier tabla de integrales). AsI,
el factor humano sigue siendo (afortunadamente) esencial.

CapIttilo 9 Problemas diversos

[Sugerencia: sea x = u2.]

fsenxsecxtix

tanO

J cos2O

7. J x tan2x dx

9. f xV2 - x3 dx

x2
dx

i V25 + x2

13. 1 dxJ x2 - x + 1

15. f 5x+3i
dx

J 3x2 - 4x + 11

17. J Vx + x7 dx

20.
cos 2x

dx
J

22.1 x7
dxJVl-x

24. fxsecxdx

26.1 x2
dxJ V -

28. 14x-2dix -x
30. 1

sec x tan x
dx

J sec x + sec2x

1 (x + + 2)2
dx

x 1/3

f 112 + 114
dx

33.1 dO
J 1 + cos2O

35. f secx tan3x dx

37. f x(ln x)3 dx

39. J eVi + e2 dx

41. 1
1

dx
J xVx - 9
I 4x2 + x + 1

43.1 dx
j 4x3+x

45. f tan2x sec x dx

47. 1x4+2x+2d
J x3+x4

J3x5
- x4 + 2x3

(x

50. f x + 4x2 + 8 dx

i (1 + x2"3)312
52.

J x'
dx

f(arcsenx)2 dx
J Vi - x2

Ix312(i + x3) dx

55. Jtan3zdz

f xe2
dx

J I +

Sugerencia: sea x= u'2.]

dx34 Jsecxtan x

36. Jx2tan_lxdx

38. 1
1

dx
J xVl + x2

40.1 dx
j V4x - x2

42. dx
J (7x + 1)'

4x3 - x + 1
44 dxx3+i

I x + 2x + 246.1 dx
J (x+1)

dx48J 8x2-4x+7
(x2 + 1)(4x + 1)

i2x2 - 2x + 1
dx

1)2

51. J(in x)6 dx

[Stigerencia: sea x = u3.]

[Sugerencia: sea x = u6.]

56. Jsen2wcos4wdw

f cos3x
dx

58.J
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59.f xe dx

61. f
arcsenx

dx

:::z;2dx
dx

4x2 + 4x + I

661
2x2-5x-

67.1
:2::

68. 1j sen2x - 3 senx

12x3+3x2+4d
J (x+i)

sec2x
dx

J tan2x + 2 tan x + 2

fx3+x2+2x+ld
J x4+2x2+1

72. f sen x cos 3x dx

74. f ln(x2 + 2x) dx

76. Ix2/3(i + x213)

78.
f

Vi + cos t dt

80. 1
sec2 I

dt
j I - tan2t

82. J esen (es) dx

84. 1
2

dx
J Vx - 25

86. 1
1

dx
J xV6x - x2

88. fx3/2inxdx

I
J (sec x)Vsen x

92. f x2e2 dx

Jin(i + x) dx

90. dx

dx+2

dx+2

60. Jsen\/ dx

62. J Vx2 - 9 dx

64. f xV2x - x2 dx

xVx - 1 dx

Vi +senx
J secx

f senx
77.1 dx

J sen2x

79. JV1 +sentdt

81. f in(x2 + + i)dx

arctan

85. f (x2+ i)2
dx

I 3x+2
87.

J
(x2 + 4)3/2 dx

89. fVi
+senx

sec x csc x

91. fxesenxdx

93.

2x+3
dx

J V3 + 6x - 9x2

83.
X

dx

96. 1 dx
J Ve - 1

.

98. x3/2tan_IVi dx 99. f arcsecV dx

JJ Xdx

Determine el area de Ia superficie generada al girar la
curvay = coshx, 0x 1 en tomb dci ejex.

Determine Ia longitud de Ia curva y = e, 0 x 1.

(a) Determine el area Aide Ia superficie generada al girar
Ia curva y = e_x, 0 x t, en torno del eje x. (b) Determine
tim ,A,.

(a) Determine el áreaA,de Ia superficie generada al girar
Ia curva y = 1/x, i x t en torno del eje x. (b) Determine
1im,A,.

Determine el area de la superficie generada al girar Ia
curvay ='[i, 1 x2 en torno del ejex.

(a) Deduzca Ia formula de reducción

JxQn x) dx

n

rn +
1xm±I(ln x)

m + 1
f x(1n x) dx.

(b) EvalOe f x3(In x)3 dx.

Deduzca Ia fOrmula de reducción

1 senx cosx dx sen"'x
j m+n

rn-il+ I sen' 2x cosx dx.m+nJ
Utilice las formulas de reducciOn del problema 107 y

del problen3a 46 de Ia secciOn 9.4 para evaluar

j
sen6x cos5x dx.

Jo

Determine el area acotada por Ia curvay2 =x5(2 -x),
0 x 2. [Sugerencia: sustituya x = 2 sen2O; utilice entonces
el resultado dcl problema 50 dc Ia sección 9.4.]

Muestre que

0< 1' t(i -
Jo 1+12

y que

II
'U (:I 22dt = - - IT.I+t2 7

[Sugerencia: sea u = x - 1.]
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111. Evaliie
J

t4(1 j)4 dt; aplique después los resul-

tados del problema 110 para concluir que
22 I _- <22 I

7 630 7 260

Asi, 3.1412< )'t< 3.1421.
112. Determine Ia longitud de Ia curvay = 0 x 1.

113. Determine la longitud de Ia curvay = x314, 1 x 4.
114. Un tanque de agua, inicialmente vacio, tiene Ia forma
de un cono con eje vertical. Su vértice está en Ia pane inferior;
el cono tiene una profundidad de 9 pies y tiene un radio
superior de 4.5 pies. A partir del instante = 0, se vierte agua
al tanque a razón de 50 pies cábicos por minuto. Mientras
tanto, el agua sale por un agujero en Ia parte inferior a razón
de 10J pies cübicos por minuto, dondey es Ia profundidad
del agua en el tanque. (Esto es consistente con Ia ley de
Torricelli.) j,Cuánto tiempo tarda en Ilenarse el tanque?

115. (a)Evaláe
1

dx.
j 1 + e + e

(b) Explique por qué su sustitución en la parte (a) baste para
integrar cualquier función racional de e.
116. (a) La ecuación x3 + x + 1 = 0 tiene una raiz real r. Utilice
el método de Newton para determinarla, con una precision
minima de dos cifras decimales. (b) Utilice Ia division de
polinomios para deterrninar (de nianera aproxirnada) el factor
cuadrtico irreducible dex3 +x + 1 (c) Utilice Ia factorización
obtenida en Ia pane (b) para evaluar (de nianera aproxirnada)

I dx.
J0 x3 + x + I

117. EvalOe 11 er dx.

118. La integral

f x + 2x3dxl dx
x5( I + x2)3 J (x ± x2)3

necesitaria que usted resolviese 11 ecuaciones con 11 incóg-
nitas si utilizara el método de fracciones parciales pala eva-
maria. Utilice la sustiruciOn a = x4 + x2 para evaluarla de
nianera mãs sencilla.

119. EvaIOe Van e. [Sugeiencia: sustituya primero

u = tan 9. Después sustituya u = x2. Por Oltimo, utilice el
método de fracciones parciales; véase el problema 42 de Ia
sección 9.7.]
120. Demuestre que Si p(x) es un polinomio, entorices Ia
sustitución (ax + b)/(cx + d) transforma la integral

ax + b\'
I dxcx + dj

en Ia integral de una función racional de u. (La sustituciOn
indicada es una sustitución de racionalización; su nombre
proviene del hecho de que convierte el integrando en una
función racional de u.)

En los problemas 121 a 129, utilice Ia sustitución de racio-
nalización indicada en elproblema 120.

121.

123.

125.

127.

129.

fxV3x - 2 dx

I(x2 -l)'
dx

x5
dx

J Vx + 1
/1 + x

f I - x dx

f \/x + 1
dx

J x

Sustituya x = u2 para deteiminar
f

Vi + dx.

Sustituya u2 = 1 + e para determinar
J

Vi + e2 dx.

Determine el area A de Ia superficie obtenida al girar Ia
curva y = x, 3 x 8, en torno del eje x. [Sugerencia:
sustituya x = u2 en Ia integral del area de Ia superficie. Nota:
A 732.39.]

Determine el area acotada por un ciclo de la curva

y2x2(l-x), 0xl.
Determine el area acotada por un ciclo de Ia curva

2 2(1 -xy = x + x 0 x 1.

INTEGRALES TRIGONOMETRICAS MAS GENERALES

Como Oltimo recurso, cualquier integral trigonométrica se puede transformar en
una integral

JR(sen0, cos 0) dO (1)

de senos y cosenos. Si el integrando de Ia ecuación (1) es un cociente de polinomios
en las variables sen Oy cos 9, entonces Ia sustituciOn especial

0
u = tan (2)

basta para su evaluaciOn.

Capitulo 9 / Problcmas diversos 531

122.
f

+ I dx

124. x2(x - 1)3/2 dx

126.
J

+ I dx

128.
IVx+ 1

dx
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0
U = tan -

especial de racionaiización
= - sen2 2 - 1 + u2

1

dO
J I + cos 0

f 1

dO
J 1 + senO

JsenO + cos dO

2 + send) + cos

141. 12
sen0

dO 142.
J

sen0 - COSOdO
+ cos 0 sen0 + cos 0

143. (a) Sustituya u = tan(6/2) para mostrar que

sec 0 dO = in

136I
1

dO
5 + 4 cos 0

138IdO(1 cosO)2

dd)

6
1 + tan

0- tan

Para efectuar la sustitución indicada en Ia ecuación (2), debemos expresar senO,
cos 0 y dO en términos de u y du. Observe primero que

0=2tariu, demodoque d0
1 + u2

Vemos del triángulo de Ia figura 9.PD.1 que

0 u 0 1
sen

= + u' COS
2 = Vi + u2

0 0 2usen0=2sencos= 1+u2'
Figura 9.PD.1 La sustitución

6 1 -

Estas sustituciones convertirán Ia integral de la ecuación (1) en una integral
de una función racional de u, Ia cual se puede evaluar mediante los métodos de la
sección 9.5.

EJEMPLO 1

I +; dO=j 1 2du
cosO 5+3.1u2 1+u2

1 + 2

1 2

J 8+2u2duI4± du
U2

1 U 1= tan' + c - tan_'( tan + c.

En los problemas 135 a 142, utilice la sustitución de i-acio- (b) Utilice Ia identidad trigonornétrica
nalización dada en las ecuaciones (2) a (5,).

Por tanto,

+ C.

2 du

de Ia palle (a).

0 /1 cosO
tan = \/ 1 + cos 0

para deducir nuestra formula anterior

fsec 0 dO = Inj sec 0 + tan O + C

de a soluciOn de Ia parte (a).
144. (a) Utilice el método del problema 143 para mostrar que

csc 0 dO = In
0

tan - + C.

(b) Emplee identidades trigonometricas para obtener la fOr-
mula

JcscOdO = lncsc0 - cot0j + C

Capitulo 9 / Técnicas de integraciOn

135.

137.
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Apéndice A
Repaso de
trigonometrIa

ady

Figura A.1 Los lados y ángulo
de un triángulo rectángulo

Ap éndices

En trigonometrIa elemental, las seis funciones trigonométricas básicas de un
ángulo agudo 0, en un triángulo rectángulo se definen como razones entre pares
de lados del triángulo. Como en Ia figura A. 1 donde "ady" representa "adyacente",
"op" "opuesto" e "hip" "hipotenusa".

ady
cos 0 =

hip

hip hip adysec 0 = csc 0 = cot 0 =
ady op op

Generalizamos estas definiciones pam ángulos dirigidos de tamafo arbitrario de
la siguiente forma. Supongamos que el lado inicial del ángulo 0 es el eje x positivo,
de modo que su vértice esté en el origen. El ángulo es dirigido si se especifica una
dirección de rotación de su lado inicial a su lado terminal. 0 es un ángulo positivo
si esta rotación es en sentido contrario a] de las manecillas del reloj y un ángulo
negativo si es en el sentido de las manecillas del reloj.

Sea P(x, y) el punto donde el lado terminal de 9 interseca al cIrculo unilario
x2 + y2 = 1. Entonces delinimos

cos0=x, senO=y, tan

I xsecO= cscO= cot 0=.x y, y
Suponemos quex en el caso de tan 61y sec Oy quey en el caso de cot Oy
csc 0. Si el ángulo Oes positivo y agudo, entonces la figura A.2 muestra que las

(cos 0, sen ) definiciones de las ecuaciones (2) coinciden con las def'iniciones del triángulo
rectángulo de las ecuaciones (I) en términos de las coordenadas de P. Un vistazo
a Ia figura miiestra tarnbién cuáles de estas funciones son positivas para ángulos

sen 9 en cada uno de los cuatro cuadrantes. La figura A.3 resume esta información.
Trabajaremos ahora principalmente con las dos funciones trigonométricas

(1,0) x rnás importantes, el seno y el coseno. De las ecuaciones (2) vemos inmediatamente
que las otras cuatro funciones trigonométricas se definen en términos de sen 0 y
cos Opor

P(cos(-0),sen(-9)) tan 9
senO

sec
1

cosO cosO
Figura A.2 Uso del circulo
unitario para deuinir las funciones
trigonornétricas

cot 0 =

op
sen 0 =

hip

cos 0
sen 0'

op
tan 0 = -

ady

csc 0 =
sen 0

(1)

(2)

(3)

Apéridice A A-I



Figura A.4 El efecto de
reemplazar 9 por 9 en las
funciones seno y coseno

Figura A.5 La medida de tin
ángulo en radianes

A-2

Ahora, comparemos los ángulos 9 y -e de la figura A.4. Vemos que

cos(-0) = cos 0 y sen(O) = sen 0. (4)

Como x = cos 0 y y = sen 9 en las ecuaciones (2), la ecuación x2 + = 1 del
circulo unitano se traduce inmediatamente en la i,entidad fundamental de Ia
trigonometrIa,

Al dividir cada término de esta identiclad fundamental entre cos2 0 obtenemos Ia
identidad

1 + tan2 0 = sec2 0. (5')

De manera análoga, a! dividir cada térrnino en la ecuación (5) entre sen20
obtenemos la identidad

1 + cot2 0 = csc20. (5")

(Véase el problenia 9 de este apéndice.)
En los problemas 15 y 16 mostramos Ia forma de obtener las formulas para la

suma
sen(a + f3) = sen a cos /3 + cos a sen/3, (6)

cos(a + f3) = cosacos/3 - senaseni3. (7)

donde las ecuaciones (9a) y (9b) se obtienen de la ecuación (9) mediante la
identidad fundamental de Ia ecuación (5).

Si despejamos cos29 en Ia ecuación (9a) y sen20 en Ia ecuación (9b),
obtenemos las formulas del angulo mitad

cos2 0 = (l + cos 20), (10)

sen2 0 = (1 - cos 20). (11)

Las ecuaciones (10) y (11) son especialmente importantes en el cálculo integral.

MEDIDA EN RADIANES

En las matemáticas elementales, los ángulos se miden con frecuencia en grados,
donde 360° corresponden a una vuelta completa. En cálculo es más conveniente (y a
menudo esencial) medir ángulos en radianes. La med ida en radiaries de un ángulo
es'la longitud del arco que subtiende en (es decir, el arco que forma en) el cIrcu-
lo unitario cuando el venice del ángulo está en el centro del cIrculo (figura A.5).

Recordernos que el area A y Ia circunferencia C de un cIrculo de radio r están
dadas por las formulas

A = irr2y C=2irr,

donde el nOmero irracional in es aproximadamente 3.14159. Como la circunferen-
cia del cIrculo unitario es 2ir y su ángulo central es 360°, esto implica que

2irrad = 360°; 180° = lTrad 3.14159 rad. (12)

Apéndices

Con a = 9 = en las ecuaciones (6) y (7), obtenemos las fOrmulas del ángulo
doble

sen 20 = 2 sen 0 cos 0, (8)

cos 20 = cos2 0 sen2 0 (9)

= 2cos20 1 (9a)

= 1 - 2sen2 0, (9b)

Seno Todas
Cosecante

x

Tangene Coseno
Colangente Secante

Positivas en los cuadrantes
indicados

Figura A.3 Los signos de las
funciones trigonométricas

cos20 +sen2O = 1. (5)



Figura A.6 Algunas
conversiones entre radianes y
grados

= r6

Figura A.7 El area de un sector
y Ia longitud de arco de un circulo

Mediante Ia ecuación (12), podemos realizar fácilmente las conversiones entre
radianes y grados, en ambos sentidos:

180°
I rad = 57° 17' 44.8", (12a)

IT

1° = io rad 0.01745 rad. (12b)

La figura A.6 muestra las conversiones entre radianes y grados para algunos
ángulos comunes.

Ahora consideremos un ángulo de 0 radianes en el centro de un cIrculo de
radio r (figura A.7). Sean s Ia longitud del arco subtendido por 0 y A el area del
sector del cIrculo acotado por este ángulo. Entonces con las proporcionessAO

27rr irr2 2ir
se obtienen las formulas

s = rO (0 en radianes) (13)

y A = r2O (B en radianes) (14)

Las definiciones en las ecuaciones (2) se refieren a las funciones trigonomé-
tricas de ángulos en vez de funciones trigonométricas de námeros. Supongamos
que I es un nümero real. Entonces el niimero sen t es,por definición, el seno de un
ángulo del radianes, recordando que un ángulo positivo está dirigido en el sentido
contrario al de las manecillas del reloj a partir del eje x positivo, mientras que un
ángulo negativo está dirigido en el sentido de las manecillas del reloj. Brevemente,
sen i es el seno de un ángulo de I radianes. Las otras funciones trigonométricas
del niimero I tienen definiciones similares. Por tanto, cuando escribamos sen I, cos
t, etcetera, con t un niimero real, siempre será en referencia a un ángulo de
radianes.

Cuando necesitemos hacer referencia a! seno de un ángulo de t grados, en lo
sucesivo escribiremos sen 10. El punto es que sen ty sen 10 son funciones, un poco
diferentes, de la variable 1. Por ejemplo, obtendrIamos

sen 1°"0.0175ysen30°=0.5000

en una calculadora en modo de grados. Pero en modo de radianes, una calculadora
dana

sen 1 0.8415 y sen 30 0.9880.

Las relaciones entre las funciones sen t y sen 10 es

sent° =sen(-j) (15)

Esta distinción se extiende también a los lenguajes de programaciOn. En FOR-
TRAN, Ia función SIN es Ia función seno en radianes, y deberemos escnibir sen
1° en Ia forma SIND (T) . En BASIC se debe escnibir SIN (PI*T/180) para
obtener el valor correcto del seno de un ángulo de I grados.

Un ángulo de 2ir radianes corresponde a una vuelta airededor del cIrculo
unitario. Esto implica que las funciones seno y coseno tienen perIodo 2 lo que
signiflca que

sen(t + 2ir) = sen t,

cos(t + 2ir) = cos t. (16)

Las ecuaciones (16) implican que

Radianes Grados

0 0

IT/6 30

45

IT/3 60

ir/2 90
2ii-/3 120

3ir/4 135

5ir/6 150
IT 180

3IT/2 270

360
41T 720
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Figura A.8 Periodicidad de las
funciones seno y coseno

Figura A.11 Triángulos
rectangulos familiares

Figura A.9 Las gráficas de (a)
la función tangente y (b) Ia
función cotangente

sen(t + 2nir) = sen t y cos(t + 2niT) = cos t (17)

para cualquier entero n. Esta periodicidad de las funciones seno y coseno es
evidente en sus gráficas (figura A.8). De las ecuaciones (3), las otras cuatro
funciones trigonométricas también deben ser periódicas, como muestran sus
grãficas en las figuras A.9 y A.10.

y

y =senz

y

2ir x

A-4 Apéndices

(a) (b)

Figura A.1O Las gráfIcas de (a) Ia función secante y (b) Ia función cosecante

Vemos de las ecuaciones (2) que

sen 0 = 0, sen-= 1, sen = 0,
(18)

COS 0 = 1, COS = 0, COS IT = 1.

Las funciones trigonométricas de ir/6, ir/4 y ir/3 (los equivalentes en radianes de
300, 450 y 60°, respectivamente) son fáciles de leer a partir de los triángulos bien
conocidos de Ia figura A. 11. Por ejemplo,

IT IT 1 Vi
sen - = cos - = =

IT IT 1 \/
sen4cos4V__ y (19)

IT IT Vi

Para determinar los valores de las funciones trigonométricas para ángulos mayores
que .ir/2, podemos utilizar su periodicidad y Jas identidades

sen(Ir ± 0) = sen0,

cos(IT ± 0) = cos 0 y (20)

tan(ir ± 0) = ±tan 0



LAS RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS DEL APENDICE APA-
RECEN AL FINAL DE LAS RESPUESTAS PARA LOS PROBLEMAS

CON NUMERACION IMPAR.

Exprese en radianes los ángulos en los probleinas 1 a 5.

En losproble,nas 6a 10, exprese en grados los ngulos dados
en radianes.

(Problema 14) asI como identidades similares para las funciones cosecante,
secante y cotangente.
EJEMPLO 1

57r ( ir'\ iTsen-i- senn- +
)

=-sen = --i--;

2ir / IT'\ IT 1COS -- = cosyr - = -cos - = -

3ir / IT\ ITtan = tan r - -) = -tan -- = -1;

7ir / r\ IT 1sen-i- =senyT + -) = -sen- =

5ir / ir\ ( IT\ ITcos -- = cos2IT
- --)

= cos = cos - =

17ir / 5ir\ SITsen--- = sen2ir + = sen-

= sen(ir
IT 1

-&
=sen-=-.

EJEMPLO 2 Determine las soluciones (si existen) de la ecuación

sen2x - 3 cos2x + 2 = 0
en el intervalo [0, it].

Solución Utilizamos la identidad fundamental de Ia ecuación (5) y sustituimos
cos2x = 1sen2x en las ecuaciones dadas para obtener

sen2x - 3(1 -sen2x) + 2 = 0;

4sen2x - 1 = 0;

senx=±.
Como x 0 para x en [0, it], sen x - es imposible. Pero sen x = para x = iz/6
y para x = it irJ6 = 5id6. Estas son las soluciones de Ia ecuación dada en [0, iT].

Apéndice A Problemas /

IT
6.

10

IT11. x = --
1. 40° 2. -270° 3. 315° 4. 210° 5. -150° 3

13. x =

23ir
7. 8. 3ir 10.

60

En los probleinas 11 a 14, evalie las seis funciones
trigonométricas de x en los va/ores dados.

71T Sir-- 14.x=--

Apéndice A A-5

12. x =
3ir

4



Determine todas las soluciones, x, de cada ecuación en los
problemas 15 a 23.

Suponga que tan x = y que sen x < 0. Determine los
valores de las otras cinco funciones trigonométricas de x.

Suponga que csc x = - y que cos x> 0. Determine los
valores de las otras cinco funciones trigonométricas de x.

Deduzca las identidades en losproblemas 26y27 a partir de
Ia identidad fundamental

cos2 0 + sen2 0 =

y de las definiciones de las otras cuatrofunciones trigonomé-
tricas.

1 + tan2 0 = sec2 0 27. 1 + cot2 0 = csc2 0

28. Deduzca de las formulas para el seno y el coseno de una
suma Ia fOrmula para la tangente de una suma:

tan x + tan y
tan(x + y)

= - tan x tan y

En los problemas 29 a 36, utilice el método del ejemplo I para
determinar los valores indicados.

51T
29. sen

1 97T
32. cos

6

51T35. sen-

37. Aplique las formulas para las funciones seno, coseno y
tangente de una suma (la Oltima aparece en el problema 28)
para mostrar que si 0 < 0 <2, entonces

cos( - e) = sen 0;

sen( - = cos 0;

cot( - e) = tan 0.

El prefijo co-es una abreviatura para el adjetivo complenien-
lario, que describe a dos ángu!os cuya suma es i12. Por

ejeniplo, i16 y 7d3 son ángulos complementarios, de modo
que pore! inciso (a) se tiene que cos rJ6 = sen iv'3.

Suponga que 0 < 9 < iU2. Deduzca las identidades en los
pro blemas 38 a 40.

38. sen(ir ± 0) = senO

39. cos(ir ± 0) = -cos 0

7im
30. cos --

2ir33. sen -

1 07T
36. cos

llir31. sen---

4'ir34. cos -

tan (IT ± 0) = ±tan 0
Los puntosA(cos 0,-sen 9), B(1, 0), C(cos sen 0') y

D(cos(9 + 0') sen(O + 0') se muestran en Ia figura A.12; todos
son puntos en el cIrculo unitario. Deduzca del hecho de que
los segmentos de recta AC y BD tienen Ia misma longitud (ya
que subtienden el mismo ángulo 9 + 0') que

cos(O + 0') = cos 0 cos 0'- sen 0 sen 0'.

Figura A.12 Deducción de la formula para el
coseno de una suma (problema 41)

42. (a) Utilice los triángulos de Ia figura A.13 para deducir
que

sen(0 + = cos o y cos(0 + = -sen 0.

(b) Utilice los resultados del problema 41 y Ia parte (a) para
deducir Ia formula para el seno de una suma.

Figura A. 13 Deducción para el problenia 42

En los probleinas 43 a 48, determine todas las soluciones de
las ecuaciones dados que estén en el intervalo [0, ij.

43. 3sen2x - cos2x = 2 44. sen2x = cos2x

2 cos2x + 3sen2x 3

2sen2x + cos x = 2
8sen2x cos2x = 1

cos 20 - 3 cos 0 = -2

15. senx = 0 16. senx = 1 17. senx = -1
18. cos x = 0 19. cos x = 1 20. cos x = -1
21. tan x = 0 22. tan x = 1 23. tan x = - I

A-6 Apéndices



Apéndice B ____
Demostradones de las
propiedades dcl Ilmite

Recordemos la definición de lImite:

urn F(x) = L

si dado e> 0 existe un nimero 8> 0 tal que

0 < x a <8 implica que F(x) LI (1)

Observe que el niimero e se da primero y después debe determinarse un valor
8> 0 para establecer Ia imp] icación en (1). Para dernostrar que F(x) L cuando
x a, usted debe poder detener a la primera persona que yea y pedirle que elija
un nümero positivo e al azar. Después, usted siempre debe estar listo para
responder con un rnimero positivo 8. Este rnimero 8 debe tener la propiedad de
que la irnplicación (1) sea válida para su nümero 8y el nñmero dado e. La ánica
restricción en x es que

0<lxal <6,
como en (1).

Para hacer todo esto, por ]o general necesitará dar un método expilcito (una
receta o formula) para producir un valor de Sque funcione para cada valor de e.
Corno muestran los ejemplos 1 a 3, el método dependerá de la función particular
F en cuestión, asI como de los valores a y L.

EJEMPLO 1 Demuestre que urn (2x 1) = 5.

Solución Dado e>0, debemos determinar 8>0 tal que

(2x 1) < Si 0< Ix <8.
Ahora,

I(2x 1) SI = 12x 6 = 21x 31,

de modo que
E0<lx-31 <-
2 implica que

Por tanto, dado 6> 0, es suficiente elegir 5 = e/2. Esto ilustra la observación de
que el rnimero pedido Ses generalmente una función del nOmero dado e.

EJEMPLO 2 Demuestre que urn (3x2 + 5) = 17.
x-.2

Solución Dado e> 0, debemos determinar 5> 0 tal que

0 < x 21 < 8 implica que
I
(3x2 + 5) 17 I <

Ahora,

I(3x2 + 5) 171 = 3x2 121 = 3 Ix + 21. Ix 21.

For tanto, nuestro problema es mostrar que Ix + 21 . Ix 21 puede hacerse tan
pequeno como queramos haciendo x 2 suficienternente pequefio. La idea es que

+ 21 no puede ser demasiado grande si x 2 I es bastante pequeño. Por ejemplo, si
<1, entonces

= - 2) + 41 Ix 21 + 4<5.

Por tanto,

0< Ix 21 < 1 implicaque (3x2 + 5) 171 < 15 Ix 21.

Apéndice B A-7

I(2x 1) 51 <2 =



En consecuencia, elegimos 8 como el mInimo de los dos niimeros 1 y e/15.
Entonces

0< x 2 <6 implicaque(3x2 + 5) 17 <15 . =

como se querIa.

EJEMPLO 3 Demuestre que

.1 1

urn - = -
x.aX a

Solución Para simplificar nuestra exposición, consideraremos ánicamente el
caso a > 0 (el caso a < 0 es similar).

Supongamos que e> 0 está dado. Debemos determinar un mImero 8 tal que

0 < x - a < 6 implica que

si a0.

0 < x - a < 6 implica que

Por tanto,

1 1

x a

lim= si a0,ax a

como se querIa.

2 a2e
. = C.

a2 2

Estarnos listos para dar las dernostraciones de las propiedades del lImite
establecidas en Ia sección 2.2.

Propiedad de Ia constante
Sif(x) C, una constante, entonces

limf(x) = urn c = C.
x*a x.a

A-8 Apéndices

Ahora,

11 ax Ixal
x a ax axI

La idea es que 1/xI no puede ser muy grande si Ix - al es bastante pequeflo. Por
ejemplo, six - a <a/2, entonces a/2 <x < 3a/2. Por tanto,

Ix >, demodoque --<.
2 x! a

En este caso, obtendrIamos que

1 1 2

x a a2

si - al <a/2. AsI, si elegimos öcorno ci mInimo de los dos niimeros a/2 y a2d2,
entonceS

1 1
< E.

x a
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De,nostración Como ICCl = 0, simplemente elegimos 8= 1, sin importar
ci valor de e> 0 dado previamente. Entonces, si 0 < Ix - aI < 8, es automático
queiCCI<e. U

Propiedad de Ia sama
Si urn F (x) = L y urn G (x) = M, entonces

x+a x+a

urn [F (x) + G (x)] =L + M.
a

Den:ostración Sea g> 0. Como L es el ilmite de F(x) cuando x -* a, existe un
niimero 5 > 0 tal que

o < Ix aI <5 implica que I F(x) - L

Como M es ci Ilmite de G(x) cuando x - a, existe un nümero 82> 0 tal que

o < - aI <82 implica que I G(x) - M I <.

Sea 8= min{61, 82}. Entonces

o < - aI < 6implica que (F(x) G(x)) - (L + M)

IF(x)LI+IG(x)MI<+=.
Por tanto,

+ G(x)] = L + M,

como se querla. U

Propiedad dcl producto
Si urn F(x) = L y urn G(x) = M, entonces

x,a

urn [F (x) G (x)] = L M.

Dcmostración Dado e> 0, debemos determinar un nümero 8> 0 tal que

0<kaI<8 implique F(x). G(x)L.Ml<&

Pero en primer lugar, la desigualdad del triángulo implica

F(x) . G(x) - L M I = I F(x) G(x) - L G(x) + L G(x) - L M I

G(x)HF(x) - LI + ILLIG(x) - MI. (2)

Como urn F(x) = L, existe 6 > 0 tal que
x a

0 < xa <8 implica que F(x) - L
< 2(1 MI + iy

(3)
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Y como urn G (x) = M, existe 62> 0 tal que
a -* a

o < - al < 63 implica que G(x) Mj
< 2( L

E

+ iy (4)

Adernás, existe un tercer nñrnero 63> 0 tal que

0 < - aI < 63 implica que IG(x) Al] < 1,

lo que a su vez implica que

G(x) <M + 1. (5)

Elegimos 8 = min{ö, 63, 63}. Entonces sustituimos (3), (4) y (5) en (2) y,
finalmente, vemos que 0 < - aI < Sirnplica

EF(x)G(x) - LM <(M + 1). + LI.2(IM + 1) 2(L + 1)
<+= C22

como se querla. El uso de IM] + 1 y ILl + I en los denominadores evita la dificultad
técnica que surge si L o M se anulan. U

Propiedad de sustitución
Si lirn g (x) = L y urn f(x) =f(L), entonces

x*a

urn f(g (x)) =f(L).
a a

Propiedad dcl recIproco
Silim g(x)=L y L0,entonces,

a -* a

lirn
a*a g(x) L
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Demostración Sea e> 0. Debernos determinar un niirnero 8> 0 tal que

o < - aI < 8 implica que If(g(x)) f(L)I <e.

Como lim.Lf(y) = f(L), existe ô > 0 tal que

0<[yLI< implicaque f(y) f(L) <. (6)

También, como lim0 g(x) = L, podemos determinar 8> 0 tal que

0 < - al < 8 implica que Ig(x) - <Si,

es decir, tal que

donde y = g(x). De (6), vemos que

O<IxaI< Sirnplicaque f(g(x)) - f(L)I = f() - f(L)I
corno se querIa. U



Den:ostración Seaf(x) = 1/x. Entonces, como vimos en el ejemplo 3,

iimf(x)
= xa =

= f(L).

Por tanto, la propiedad de sustitución implica ci resultado

urn -- = limf(g(x)) = f(L) =
x-.ag(x) x-a L

como se querla. U

Propiedad del cociente
Si urn F (x) = L y jim G (x) = M 0, entonces

x-*a x-9a

F(x) L
urn
x- G(x)

Demostración Una consecuencia inmediata de las propiedades del producto y
recIproco es que

F(x) 1 /, '\f. 1 '\ 1 L
lim = lim F(x) = 1im F(x))I1irn-) = L - = -,

G(x) x-.a G(x) x-a x-a G(x) M M
como se querIa. U

Ley del sandwich
Suponga quef(x) g (x) h (x) en alguna vecindad perforada de a y que

urn f(x) = L = urn h(x)
x-a x-)a

Entonces

urn g(x)=L.

Den,ostraciôn Dado e> 0, elegimos b > 0 y 82> 0 tal que

0 < - al < 5 implica que If(x) - LI <

y

0 < - al < 82 implica que Ih(x) - LI <e.

Sea 8= min{5, 82}. Entonces 8> 0. Además, si 0 <x - al < 8, entoncesf(x) y
h(x) son puntos del intervalo abierto (L - L + e). Asi,

L - e< f(x) g(x)h(x)< L + .
Entonces

0< aI< 8implicaqueig(x)LI<c,

como se querla. U
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Apéndice B Problemas

En losproblemas I a 10, aplique Ia definicion deilImilepara
establecer Ia igualdad dada.

1. 1i x = a
3. lim(x + 3) = 5

5. urn x2 =

7. lirn(2x - 1) = 1

1 1

x2 + 1 - a2 + 1

iim3= si a >0

Suponga que tim. f(x) = L y que lim. f(x) = M.
Aplique Ia definición del Ilmite para mostrar que L = M. Asi,
el limite de una función CS lfliCO, Si existe.

Suponga que C es constante y que 1im. f (x) = L.
Aplique Ia delinición de limite para mostrar que

urn C .f(x) = C. L.

Suponga que L y que lim a f(x) = L. Utilice el
método del ejemplo 3 y Ia definiciôn del limite para mostrar
directamente que

Apëndice C _____
La completitud dcl
sistema de nUmeros
reales

A-12

2. urn 3x = 6

4. iirn(2x + 1) = 5
6. urn x2 = a2

.1 18. tim - = -
-.aX a

Si a 0

14. Utilice Ia identidad algebraica

f -
= (x - a)(xa_l + x2a + + xa"2 + a")

para mostrar directamente de la definición del lImite que
tim X) a X1 = a Si n es Un entero positivo.

Aplique Ia identidad

para moStrar directamente de Ia definición de limite que
urn xa'1= fsi a >0.

Suponga que Jim f(x) =f(a) > 0. Demuestre que
existe una vecindad de a dondef(x) > 0; es decir, demuestre
que existe 8 > 0 tal que

- a < 8 implica quef(x) > 0.

Aqul, presentamos un tratamiento autocontenido de aquellas consecuencias de Ia
completitud del sistema de námeros reales que son importantes en este texto.
Nuestro objetivo principal es demostrar el teorema del valor interrnedio y el
teorema del valor máximo. Comenzamos con Ia propiedad de Ia minima cota
superior de los niimeros reales, que consideramos como un axioma.

Definición Cola superiory cola inferior
El conjunto S de námeros reales está acotado superiormente si existe
un ni'imero b tal que x b para cada nirnero x en S, y el nrnero b es una
cota superior de S. De manera analoga, si existe un niimero a tal que
x a para cada niimero x en 5, entonces se dice que S está acotado
inferiormente y a es una cota inferior de S.

Definiciôn Minima cola superiory má.xinza cola inferior
El niimero A. es una minima cota superior para el conjunto S de nómeros
reales Si

A. es una cota superior de S, y
Sib es una cota superior deS, entonces A. b.

De manera analoga, el nümero y es una maxima cota inferior para Ssi
y es una cota inferior para S y y a para toda cota inferior a de S.
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EJERCICIO Demuestre que si el conjunto S tiene una minima cota superior ,%,
entonces ésta es ünica. Es decir, demuestre que si .Z y /i son mInimas cotas
superiores de S, entonces ,% u.

Es fácil mostrar también que si existe Ia maxima cota inferior yde un conjunto
S, ésta es ánica. En este punto, usted deberá construir ejemplos que muestren que
un conjunto con una minima cota superior )l. puede o no contener a ). y que una
afirmación similar es verdadera para Ia maxima cota inferior de un conjunto.

Establecemos ahora el axioma de complelitud del sistema de nñmeros reales.

Axioma de Ia minima cota superior
Si un conjunto no vacIo, S, de nñmeros reales tiene una cota superior,
entonces tiene una minima cota superior.

Trabajando con el conjunto Tque conSta de los námeros x, donde x está en
S, no es dificil mostrar la siguiente consecuencia del axioma de la minima cota
superior: si el conjunto no vacIo-S de ntimeros reales está acotado inferiormente,
entonces S tiene una maxima cota inferior. Debido a esta simetria, solo necesita-
mos un axioma y no dos; los resultados para las mInimas cotas superiores también
son vãlidos para las máximas cotas inferiores, siempre que se preste cierta atención
a! sentido de las desigualdades.

La restricciOn de que S sea no vacIo, es molesta pero necesaria. Si S es el
conjunto "vacio" de nOrneros reales, entonces 15 es una cota superior de S, pero
Sno tiene una minima cota superior, pues 14, 13, 12, . . '0,i, 2,. . . también
son cotas superiores de S.

Defin ición Sucesio,zes nzonôtonas, crecientes y decrecienies
La sucesión infinita x1, x2, x3,. .. Xk,. . . es no decreciente si x,, x,, para
toda n 1. Esta sucesiOn es no creciente si x x,,1 para toda n 1. Si Ia
sucesión {x,,} es no creciente o no decreciente, entonces es monótona.

El teorema I da Ia propiedad de Ia sucesión monótona acotada del conjurito
de ni:imeros reales. (Recuerde que un conjunto S de nirneros reales es acotado si
está contenido en un intervalo de Ia forma [a, b].)

Teorema 1 Sucesiones ,nonôtonas acotadas
Toda sucesión monOtona acotada de ni'imeros reales converge.

De,nosrración Suponga que la sucesiOn

S = {x} = {xL, x2, x3.....x.....}
esta acotada y es no decreciente. Por el axioma de la minima cota superior, S tiene
una minima cota superior 2. Afirmamos que 2 es el ilmite de Ia sucesiOn {x}.
Consideremos un intervalo abierto con centro en 2; es decir, un intervalo de Ia
forma I = (2 - e, 2 + ), donde e> 0. Algunos términos de Ia sucesión deben
encontrarse dentro de 1, o de otro modo, 2 e serIa una cota superior de S menor
que su minima cola superior 2. Pero si XN está dentro de I, entonces, por tratarse
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de una sucesión no decreciente, Xk también debe encontrarse en I para toda k N.
Como Ees un nñmero positivo arbitrario, ,% es por definición (problema 39 de la
sección 11.2) ci limite de Ia sucesión {x}. Es decir, una sucesión no decreciente
acotada converge. Se puede construir una demostración similar para sucesiones
no crecientes pero trabajando con la maxima cota inferior. D

Por tanto, ci axioma de Ia minima cota superior implica la propiedad de Ia
sucesión monótona acotada de los nitmeros reales. Con un poco de esfuerzo, usted
puede demostrar que las dos son lógicamente equivalentes: si considera la propie-
dad de Ia sucesión monótona acotada como un axioma, entonces la propiedad de
Ia minima cota superior es un teorema. La propiedad de los intervalos anidados
del teorema 2 también es equivalente a Ia propiedad de la minima cota superior,
pero solo demostraremos que es una consecuencia de la propiedad de la minima
cota superior, ya que hemos elegido esta ültima como ci axioma fundamental para
ki completitud del sistema de nOmeros reales.

Teorema 2 Propiedad de los inlervalos anidados de los nánzeros
reales
Suponga que I, 4, I3 . , . . es una sucesión de intervalos cerrados
(de modo que I,, es de Ia fonna [a,., b] para todo entero positivo n) tal que

Icontienea1+1 paratodan 1 y
urn (b,, - a,,) = 0.

Entonces existe exactamente un nOmero real c tal que c pertenece a 1,, para
toda n. Asi,

{c} = I '2 4

Denzosiraciôn Es claro de Ia hipótesis (2) del teorerna 2 que a Jo más existe un
nOrnero c de este tipo. La sucesiOn {a,,} de los extrernos izquierdos de los intervalos
es una sucesión no decreciente acotada (por b1) y por tanto tiene un lImite a por
la propiedad de Ia sucesión monOtona acotada. Dc manera análoga, Ia sucesión
{ b,,} tiene un limite b. Como a,, b,, para toda n, esto implica fácilmente que a b.
Es claro que a a b para toda n 1, de modo que a pertenece a todo intervalo
J; to misrno ocurre con b, por tin argumento similar. Pero entonces la propiedad
(2) del teorema 2 iinpiica que a = b, y este valor corniTh (llárnelo c) es ci rnimero
que satisface la conclusiOn del teorema 2. D

Ahora podernos utilizar estos resuitados para dernostrar varios teorernas
importantes utilizados en ci texto.

Teo re ma 3 Propiedad dcl valor in lerni edio de lasfiin clones con tin uas
Si la funcionfes continua en ci intervalo [a, b] yf(a)< K<f(b), entonces
K f(c) para algOn nOmero c en (a, b).

Den:ostración Sea I = [a, b]. Suponga que hemos delinido I para n 1.

Describiremos (inductivarnente) Ia manera de definir 1 + , Jo cual mostrará en
particular Ia fornia de definir I3 etcetera. Sea a, ci extremo izquierdo de /,, b,,
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su extremo derecho y m es su punto medio. Sif(m) > K, entoncesf(a) <K <f
(ma); en este caso, sea a,, = a, m e I+ i = [a+ , b+ ii. Sif(m) <K,
entonces sea a+ = m y b+ = b. AsI, en cada etapa bisecamos 4 e I, es la
mitad de I,, dondefasume los valores por arriba y por abajo de K. Observe que si
f(m,,) es igual a Ken algin momento, simplemente decimos que c= m y paramos.

Es fácil mostrar que la sucesión {I} de intervalos satisface las hipótesis del
teorema 2. Sea c el (iinico) nümero real comán a todos los intervalos I,,. Mostra-
remos quef(c) = Ky esto concluirá la demostración.

La sucesión {b} tiene ilmite c, de modo que por Ia continuidad def, la
sucesión {j'(b)} tiene lImitef(c). Perof(b) > K para toda n, por lo que el ilmite
de {J'(b,j} no puede ser menor que K; es decir,f(c) K. Considerando la sucesión
{a,j, se tiene quef(c) K. Por tanto,f(c) = K. U

Lema 1
Sifes continua en el intervalo cerrado [a, b], entoncesfes acotada ahi.

Den:ostraciôn Supongamos a manera de contradicción quef no está acotada en
= [a, b]. Bisecamos J y sea '2 cualquier mitad dondef no es acotada; sif no es

acotada en ambas mitades, '2 será Ia mitad izquierda de 1. En general, sea 4+i Ia
mitad de I,, dondef no es acotada.

De nuevo, es fácil mostrar que Ia sucesión {I} de intervalos cerrados satisface
las hipótesis del teorema 2. Sea c el nümero comün a todos ellos. Comofes
continua, existe un nimero e> 0 tal quefes acotada en el intervalo (c - e, c + c).
Pero para valores suficientemente grandes de n, I,, es un subconj unto de (c -
c + E). Esta contradicción muestra quefdebe ser acotada en [a, b]. U

Teorema 4 Propiedad dcl valor nzáxirno de lasfunciones continuas
Si Ia funcionfes continua en el intervalo cerrado y acotado [a, b], entonces
existe un nimero c en [a, b] tal quef(x) f(c) para todax en [a, b].

Den,ostración Considere el conjunto S= {f(x) a b}. For el lema 1, este
conjunto es acotado; sea 2 su minima cota superior. Nuestro objetivo es mostrar
que 2 es un valorf(c) def

Con I, = [a, b], bisecamos I como antes. Observe que 2 es Ia minima cota
superior de los valores def en al menos una de las dos mitades de I; sea '2 esa
mitad. Una vez definido I,,, sea I1 Ia mitad de I,, donde 2es la minima cota superior
de los valores def Sea c el nümero comñn de todos estos intervalos. Entonces, la
continuidad defimplica, como en Ia demostración del teorema 3, quef(c) = 2. Y
es claro quef(x) 2 para toda x en [a, bJ. U

La técnica que utilizamos en estas demostraciones es el método de bisección.
Ahora Ia utilizaremos una vez más para establecer la propiedad de Bolzano-
Weie,-strass del sistema de nümeros reales.
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Definición Punto lInziIe
Sea Sun conjunto de niimeros reales, El nñmerop es un punto lImite de
S si cada intervalo abierto que contiene ap también contiene puntos deS
distintos dep.

Teorema 5 Teorenia de Bolzano-Weierstrass
Todo conjunto infinito acotado de nümeros reales tiene un punto lImite.

Den:ostración Sea J un intervalo cerrado que contiene al conjunto infinito
acotado S de niameros reales. Sea l uno de los dos intervalos cerrados que forman
a JoY que contiene una infinidad de puntos de S. Si I,, ha sido determinado, sea

uno de los dos intervalos cerrados del,, que contiene una infinidad de puntos
de S. Una aplicación del teorema 2 proporciona un niimero p comün a todos los
intervalos J, Si Jes un intervalo abierto que contiene ap, entonces Jcontiene a I,,
para algiin valor suficientemente grande de n y entonces contiene una infinidad
de puntos de S. Por tanto,p es un punto lImite de S. U

Nuestro objetivo final está a Ia vista: ahora podemos demostrar que una
sucesión de ni'imeros reales converge si y solo si es una sucesión de Cauchy.

Definición Sucesión de Gauchy
La sucesión {a,,} es una sucesión de Cauchy si, para toda e> 0, existe
un entero NtaI que

Ia,,,a

para toda n N.

Lem a 2 Szicesion es con verge;i tes
Toda sucesiOn acotada de niimeros reales tiene una subsucesión conver-
gente.

Demostraciôn Si {a,,} tiene solamente un nárnero finito de valores, entonces se
obtiene fácilmente Ia conclusion del lema 2. Por tanto, enfocarernos nuestra
atención en el caso donde {a,,} es un conjunto infinito. Es fácil mostrar que este
conjunto también es acotado, y en consecuencia podernos aplicar el teorema de
Bolzano-Weierstrass para obtener un punto lirnite p de {a}. Para todo entero
k sea a,k) un término de ]a sucesión {a} tal que

n(k+ l)>n(k)paraIodakl,y

a,,(k) - P <

Es fácil mostrar que (a(k)} es una sucesiOn convergente (ap) de {a}. U
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Apénclice D ____
DemostradOn de la
regla de la cadena

Teorema 6 Con vergencia de las sucesiones de Cauchy
Una sucesión de niimeros reales converge si y solo si es una sucesión de
Cauchy.

Deniostración La desigualdad del triángulo implica inmediatamente que toda
sucesiOn convergente es una sucesión de Cauchy. Asi, supongamos que la sucesión
{ a} es una sucesiOn de Cauchy.

Sea Ntal que

lam aI < 1

si m, n N. Esto implica que si n N, entonces a está en el intervalo cerrado
[aNi, aN+ 1]. Esto implica que la sucesión {a} está acotada, y entonces, por el lema
2, tiene uirn subsucesiOn convergente {a,4k)}. Seap el limite de esta subsucesiOn.

Afirmamos que Ia propia {a,,} converge ap. Dado > 0, sea Mtal que

Iamanl <-

Si ni, n N. Después e]egimos K tal que n(K) My

afl(K) <

Entonces si n M.

a a(K) I + afl(K) P I < E.

Por tanto, {a,,} converge ap por definiciOn. U

Para demostrar la regla de Ia cadena, necesitamos mostrar que sifes derivable en
a y g es derivable enf(a), entonces

g(f(a + h)) - g(f(a))
urn = g'(f(a)) .f'(a) (1)

h

Si las cantidades h y

k(h) = f(a + h) f(a) (2)

son distintas de cero, entonces podemos escribir el cociente de diferencias del lado
izquierdo de Ia ecuación (1) como

g(f(a + h)) g(f(a)) g(f(a) + k(h)) g(f(a)) k(h)

h k(h) h

Para investigar el primer factor del lado derecho de la ecuaciOn (3), definimos una
nueva función 0 como sigue:

+ k) - g(f(a))

(k)='L
k

g'(f(a))

Si k 0;

Si k = 0.

(3)

(4)
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Apéndice E _____
Existencia de Ia
integral

Por definición de la derivada de g, vemos de la ecuación (4) que 0 es continua en
k 0; es decir,

urn 4(k) = g'(f(a)). (5)

A continuación,

urn k(h) = urn [f(a + h) - f(a)] = 0 (6)
h-.O

ya quefes continua en x = a y 0(0) = g'(f(a)). Por tanto, la ecuación (5) implica
que

urn 4(k(h)) = g'(f(a)). (7)
h-0

Ahora estamos listos para conjuntar toda esta información. Por Ia ecuación
(3), si h 0, entonces

g(f(a + h)) - g(f(a))
= 4(k(h))

f(a + h) - f(a)
(8)

airn cuando k(h) = 0, ya que en este caso ambos lados de Ia ecuación (8) se anulan.
Por esto, Ia regla del producto para limites implica que

g(f(a + h)) - g(f(a)) f(a + h) - f(a)
urn = urn çb(k(h))

hO hh

= g'(f(a)).f'(a),

una consecuencia de Ia ecuación (7) y Ia defInición de la derivada de la funciôn
f. Por tanto, hemos establecido Ia regla de Ia cadena en Ia forma de la ecuación
(I). U

Cuando Newton y Leibniz descubrieron los algoritmos básicos del cálculo en la
segunda mitad del siglo xvu, el rigor lógico caracteristico del método griego de
exhaución flie abandonado por mucho tiempo. Por ejemplo, para calcular el area
bajo Ia curva y =f(x), Newton consideró obvio desde el punto de vista intuitivo
que existIa Ia función area y procedió a calcularla como Ia primitiva de la función
alturaf(x). Leihniz considerO A como una sunia infjnita de elernentos de area
infinitesimales, cada uno de Ia forma c/A =f(x)dv, pero en Ia práctica calculó ci
area

A dx

mediante una integraciôn, como lo hizo Newton; es decir, calculando

b

A = [D'f(x)].

A primera vista, la cuestión de Ia existencia de Ia función area (una de las
condiciones que debe satisfacer la funcionfpara que exista su integral) no parece
ser muy importante. Los matemáticos del siglo xviii se ocuparon pnncipalrnente
de (y quedaron satisfechos con) las impresionantes ap]icaciones del caiculo para
resolver problemas del mundo real y no se concentraron en los principios iógicos
del tema.

El primer intento para tener uiia definición precisa de Ia integral y una
demostración de su existencia para las funciones continuas fue el del maternático
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frances Augustin Louis Cauchy (1789-1857). Curiosamente, Cauchy the prepa-
rado como ingeniero, y realizó gran parte de su investigación matemática en
campos que ahora consideramos como orientados hacia las aplicaciones: hidrodi-
námica, ondas en medios elásticos, vibraciones de membranas elásticas, polariza-
ción de la luz y otras semejantes. Pero fue .m investigador proilfico, y sus obras
abarcan todo el espectro de las matemáticas, con ensayos ocasionales en campos
casi sin relación entre si.

Por 1824, Cauchy definió Ia integral de una función continua de una forma
familiar para nosotros, como un ilmite de aproximaciones mediante extremos
izquierdos:

I f(x) dx = lim f(x11) zx.
,=l

Este es un tipo de IImite más complicado que el que analizamos en el capItulo 2.
Cauchy no tenla completamente clara la naturaleza del proceso de lImite implicado
en esta ecuación, ni el papel preciso quejugaba Ia hipótesis de continuidad def
para demostrar Ia existencia del lIrnite.

Una definición completa de Ia integral, como Ia dada en Ia sección 5.4, the
finalmente producida en 1850 por el matemático a]emán Georg Bernhard Rie-
mann. Riemann flue un estudiante de Gauss; él conoció a Gauss a su Ilegada a
Gottingen, Alernania, con el fin de estudiar teologia, cuando tenIa aproximada-
mente 20 afios de edad y Gauss aproximadamente 70 años. Riemann pronto
decidió estudiar matemáticas y llego a ser considerado como uno de los matemá-
ticos realmente grandes del siglo xix. Como Cauchy, él estaba interesado particu-
larmente en las aplicaciones de las matemáticas al mundo real; su investigación
enfatizó particularmente Ia electricidad, el calor, la luz, Ia aciistica, Ia dinámica de
fluidos y el magnetismo. Esto i.iltimo se puede inferir del hecho de que Wilhelm
Weber (de quien toma el nombre Ia unidad de flujo magnético, el weber) fue una
gran influencia en Ia educación de Riemann. Riemann tarnbién hizo contribuciones
significativas a las propias matemáticas, particularmente en el campo del análisis
coniplejo. Una conjetura importante de Riemann se refiere a la función zeta

c(s) = (1)
n= I

que permanece sin solución actualmente y que tiene consecuencias importantes
en Ia teorIa de Ia distribución de los ni'imeros primos, ya que

(k) = H(i -
donde el producto [1 se realiza sobre todos los primos p. [La función zeta está
definida en la ecuación (1) pam los námeros complejos s a Ia derecha de la recta
vertical x = 1 y se extiende a los demás niimeros complejos pidiendo que sea
derivable.] Riemann murió de tuberculosis poco antes de cumplir cuarenta afios.

Aqul daremos una demostración de la existencia de Ia integral de una función
continua. Seguiremos el método de Riemann. EspecIficamente, supongamos que
Ia funciOnfes continua en el intervalo cerrado y acotado [a, b]. Demostraremos
que Ia integral definida

dx

existe; es decir, demostraremos Ia existencia de un nuiuero I que satisfaga Ia
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siguiente condición: para toda e > 0 existe 2> 0 tal que, pam toda suma de
Riemann R asociada con cualquier partición P con IPI <2,

VRI<e.
(Recuerde que 1 a norma IPI de Ia partición P es la longitud del máximo subintervalo
de Ia partición.) En otras palabras, toda suma de Riemann asociada con cada
partición suficientemente "fina" se acerca al nümero I. Si esto sucede, entonces Ia
integral definida

lb dx

existe e I es su valor.
Comencemos Ia demostración. Supondremos siempre quefes una función

continua en el intervalo cerrado [a, b]. Dado s> 0, necesitamos mostrar la
existencia de un nimero 2> 0 tal que

I - f(x,'') x, < (2)

para toda stirna de Riemann asociada con una partición arbitraria P de [a, b] tal
que P1 < 2.

Dada una partición P de [a, b] en n subintervalos que no necesariamente lienen
Ia misma longitud, seap, un punto en el subintervalo [x1_1, x1] tal quefalcanza su
valor minimof(p,). De manera análoga, seaf(q1) su valor máximo ahI. Estos
niimeros existen para i = 1, 2, 3, . . . , n por la propiedad del valor máximo para
las funciones continuas (teorema 4 del apéndice C).

En lo subsecuente, denotaremos a las sumas de Riemann inferiores y supe-
riores asociadas con P como

L(P) = f(p) x

y

U(P)
=

f(q)

respectivamente. Entonces el lema 1 es obvio.

Lema 1
Para cualquier partición P de [a, b], L(P) U(P).

Necesitamos ahora una definición. La partición P' esun refinamiento de la
partición P si cada subintervalo de P' está contenido en algim subintervalo de P.
Es decir, P' se obtiene de P añadiendo más puntos de subdivision a P.

Lema 2
Suponga que P' es un refinamiento de P. Entonces

L(P) U(P') U(P') U(P). (4)
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Denzoslración La desigualdad L(P') U(P') es una consecuencia del lema 1.
Mostraremos que L(P) L(P'); la demostración de que U(P') U(P) es similar.

El refinamiento P' se obtiene de P añadiendo uno o más puntos de subdivision
a P. AsI, todo lo que necesitamos mostrar es que la surna de Riemann L(P) no
puede decrecer si af'iadimos un solo punto de subdivision; asI, supondremos que
la partición P' seobtienede Pat dividir el késimo intervalo [Xk_I, x1J de Pen dos
subintervalos [Xk_1, z] y [z, XkI mediante el nuevo punto z.

El iinico efecto resultante en Ia suma de Riemann correspondiente es el
reemplazo del término

f(pi) . (Xk -

en L(P) mediante Ia suma de dos términos

f(u) (z - Xk1) + f(v) ( - z),

dondef(u) es el mInimo def en [xk_j, z] yf(v) es el mInimo def en [z, XkI. Pero

f(pk) f(u) y f(pk) f(v).

En consecuencia,

f(u) (z - Xk-) + f(v) . (x - z) f(pk) . (z - Xk-I) + f(pk) . (x - z)

f(pk) . (z - Xk + Xk - z)

=f(pk) . - X-).
AsI, el remplazo def(pk). (Xk-Xk_l) no puede disminuir Ia sumaL(P) en cuestión,
y por tanto L(P) L(P'). Como esto es todo lo que necesitábamos mostrar, hemos
terminado Ia demostraciOn del lema 2. Ii

Para demostrar que todas las sumas de Riemann para particiones suficiente-
mente finas se acercan a algiin nuimero I, debemos dar primero una construcción
del. Hacemos esto en el lema 3.

Lema 3
Sea P,, Ia partición regular de [a, b] en 2" subintervalos de igual longitud.
Entonces el Ilmite (secuencial)

1 tim L(P,,) (5)

existe.

Den,ostración Comenzamos con Ia observación de que cada particiOn P,, + es
un relinaniiento de P,,, de modo que (por el lema 2)

L(P) L(P2) . .. L(P) .

Por tanto, {L(P,,)} es una sucesiOn no decreciente de nOrneros reales. Además,

L(P,,) = f(p,) x, M Zx M(b - a),

donde M es el valor máxirno def en [a, b].
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El teorema 1 del apéndice C garantiza que i.ma sucesión monótona de nümeros
reales debe converger. AsI, ci nümero

I = urn L(P)

existe. Esto establece Ia ecuación (5) y termina la demostración del lema 3. LI

En cálculo avanzado se demuestra que sifes continua en [a, b], entonces, para
cada riümero e> 0, existe un nirnero A.> 0 tal que

f(u) - f(v) <E

para cada dos puntos u y v de [a, b] tales que

IuvVA..

Esta propiedad de una función es Ia continuidad uniforme defen el intervalo
[a, b]. AsI, el teorerna de cálcu]o avanzado que necesitamos utilizar afirma que toda
función continua en i.m intervaio cerrado acotado es uniformernente continua ahi.

NOTA El hecho de quef sea continua en [a, b] significa que pam cada rn'imero u
en el intervalo y cada e> 0, existe A.> 0 tal que Si v es un nümero en ci intervalo
con lu - i <A., entonces If(u) f(v)l <e. Pero Ia continuidad unforme es una
condición rnás estncta. Significa que dada e> 0, no solo podemos determinar un
valor A.1 que "funcione" para u1, un valor de 22 que funcione pam u2, etcetera, sino
que ann rnás: podemos determinar un valor universal de A. que sirva pam todos los
valores de u en el intervalo. Esto no debe ser obvio, si consideramos Ia posibilidad
de que A.1 = 1, 22 = 23 = y asI sucesivarnente. En todo caso, es ciaro que la
continuidad uniforme defen un intervalo implica su continuidad en el mismo.

Recuerde que siempre estamos considerando una función continuafdefinida
en el intervalo cerrado [a, b].

Lema 4
Suponga que e> 0 está dada. Entonces existe un rnimero A.> 0 tal que si
P es una particiórl de [a, bJ con P1 <A. y P' esunrefinarnientode F,
entonces

IR(P)R(P')I < (6)

para cualesquiera dos sumas de Riemann, R(P) asociada con P y R(P')
asociada con P'.

Den:ostración Como f debe ser uniformemente continua en [a, b], existe un
nimero A.> 0 tal que si

- <2, entonces f(u) - f(v)
I < 3(b - a)

Supongamos ahora que P es una partición de [a, b] con IPI <A.. Entonces

U(P) - L(P) = ± f(q,) - f(pi) I xi < LX1
1=I 3(b - a) i=i - 3

E
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R
Esto es válido ya que Lp, - q <2, parap, y q, pertenecientes a! mismo subintervaloR( (

[x11, x1] deP, y P1 <2.
L(P) Ancho total tJ(P) Ahora, como se muestra en Ia figura E. 1, sabemos que L(P) y U(P) difieren

que C en menos de e/3. También sabemos que
flgura E.1 Parte de la
demostración del lema L(P) R(P) U(P)

para toda surna de Riemann R(P) asociada con P. Pero

L(P) L(P') U(P') U(P)

por el lema 2, ya que P es un refinamiento de P; además,

L(P') R(P') U(P')

para toda suma de Riemann R(P') asociada con P.
Como muestra Ia figura E. 1, los nñmeros R(P) y R(P') pertenecen al intervalo

[L(P), U(P)] de longitud menor que e/3, to que implica Ia ecuación (6), como se que-
rIa. Esto concluye Ia demostración del lema 4. U

Teorema 1 Existencia de Ia integral
Sifes continua en el intervalo cerrado y acotado [a, b], entonces Ia integral

Sf(x) dx

existe.

Den:ostración Suponga que e> 0 está dada. Debemos mostrar la existencia de
un nümero 2> 0 tal que, pam cada partición P de [a, b] con IPI <A, tenemos

11R(P)I <

donde Jes el niin-iero dado en el lema 3 y R(P) es una suma de Riemann arbitraria
parafasociada con P.

Elegimos el niimero 2 dado por el lema 4 tal que

IR(P)R(P')I <

Si P1 <2 y P es un refinamiento de P.
Por el lema 3, podemos elegir un entero N de modo que

IPNI <2 y IL(PN)II < (7)
3

Dado una partición arbitraria P tal que P1 <2, sea P un relinamiento comin de
P y PN. Por ejemplo, usted puede obtener esta partición P utilizandotodoslos
puntosdesubdivisiónde P y de PNpara formar los subintervalos de [a, b] que
forman a P.

Como P esunrefinamientode P y de N, y como esta ültima partición tiene
norma menor que 2, el lema 4 implica que

IR(P)R(P')I< y IL(PN)R(P')I <.
3

(8)
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Apéndice F _____
Aproximaciones y
sumas cle Riemann

Aqul, R(P) y R(P') son las surnas de Riemann (arbitrarias) asociadas con P y P',
respectivamente.

Dada una suma de Riemann arbitraria R(P), asociada con la partición P de
norma menor que ..%, vemos que

If - R(P) = I! - L(PN) + L(PN) - R(P') + R(P') - R(P)I

Il - L(P + L(PN) - R(P')I + IR(P') - R(P)I.

En la ñltima suma, los dos i1timos términos son menores que e /3, por las
desigualdades en (8). También sabemos, por (7), que el primer término es menor
que &'3. En consecuencia,

IIR(P)I <.

Esto establece el teorema 1. Li

Concluimos con un ejemplo que muestra que la integrabilidad necesita cierta
hipótesis de continuidad.

EJEMPLO 1 Suponga quefesta definida pam 0 x 1 como sigue:

f(x)
=

si x es irracional;
six es racional.

Entonces en todo puntof no es continua. (L,Por qué?) Dada una partición P de
[0, 1], seap, un punto racional y q, un punto irracional del iésimo subintervalo
de P pam i = 1, 2, 3,. . . , n. Como antes,falcanza su valor mInimo 0 en cada punto
p, y su valor mãximo 1 en cada q. Además,

L(P) = f(p) x, = 0, mientras que U(P) = f(q) = 1.

AsI, si elegimos e = , entonces no existe un nimero I que esté a una distancia
menor que e de L(P) y de U(P), sin importar qué tan pequeña sea Ia norma de P.
Esto implica quefno es Riemann integrable en [0, 1].

En varias partes del capitulo 6, nuestro intento por calcular cierta cantidad Q nos
llevó a Ia siguiente situación. Iniciando con una partición regular de un intervalo
apropiado [a, b] en n subintervalos, cada uno de longitud &, encontramos una
aproximación A a Q de Ia forma

= g(u)h(v) x, (1)

donde u y v, son dos puntos (generalmente diferentes) del iésimo subintervalo
[x1_ , x1J. Por ejemplo, en nuestro análisis del area de la superficie de revolución
anterior a Ia ecuación (8) de la sección 6.4, encontramos la aproximación

2f(u1)V1 + [f'(v]2 x (2)

del area de Ia superficie generada a! girar la curva y =f(x), a x b alrededor del
eje x. (En Ia sección 6.4 escribimos x pam ii, y x para v,.) Observe que la
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expresión en (2) es la misma que Ia del lado derecho de la ecuación (1); tomando
g(x) = 27(x) y h (x) = I I + [f'(x)]2.

En tal situación, observamos que si u, y v, fueran el mismo punto x de [x11,
x,] para cada i (i = 1, 2, 3, . . . , n), entonces Ia aproximación en Ia ecuación (I)
serla una suma de Riemann para Ia función g(x)h(x) en [a, b]. Esto nos ileva a
sospechar que

urn g(u1)h(v) Ax g(x)h(x) dx. (3)

A
=

2f(u1)V1 + [f'(v)]2 Ax = Lb 2f(x)V1 + [f(4]2 dx.

El teorema I garantiza que la ecuación (3) es cierta bajo restricciones poco
rigurosas sobre las funciones g y h.

Teorema 1 Una generalización de las sunias de Rienzann
Suponga que h y g' son continuas en [o, b]. Entonces

tim g (u1)h(u,) x = J g (x)h(x) dx, (3)

donde u, y v, son puntos arbitrarios en el iésimo subintervio de una
partición regular de [a, b] en n subintervalos, cada uno de longitud Ax.

Deniostración Sean M1 y M2 los valores máximos de Ig'(x)I y h(x) en [a, b],
respectivamente. Observe que

g(u,)h(v,) Ax = Rn + Sn, donde R = g(v,)h(t1) Ax

b

es una suma de Riemann que tiende a $ g (x)h(x) dx cuando Ax *0, y

S = [g(u1) - g(v1)] h(v) Ax.

Para demostrar la ecuación (3) basta mostrar que S,, 0 cuando & 0. El
teorema del valor medio implica que

Ig(u) - g(v,)I = Ig'()I lu - [ en(u,,v,)]

M Ax,

ya que tanto U. como v, son puntos en el intervalo [x1_1, x,] de longitud Ax. Entonces

n

Sn I g(ui) - g(vi) I h(v) I Ax (M1 Ax) (M2 Ax)
1=1

= (MM2 Ax) Ax = M1M2(b - a) Ax,

de lo que se sigue que S, - 0 cuando Ax - 0, como se queria. U
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Como una aplicación del teorema 1, daremos una deducción rigurosa de la
ecuación (2) de Ia sección 6.3,

V
= J

2xf(x) dx,
a

para el volumen del sólido generado al girar airededor del eje y la region
bajo y =f(x), a x b. Comenzando con Ia partición regular usual de [a, b],
sean j(x) y f(x?) los valores minimo y máximo defen el i-ésimo subintervalo
[x1_ , x,]. Denotemos con x el punto medio de este subintervalo. De Ia figura F. 1,
vemos que la parte del sOlido generado al girar Ia region bajoy f(x), x1_1 x _x
contiene una capa cilIndrica con radio promedio x , espesor tXx y altura y
está contenida en otra capa cilIndrica con el mismo radio promedio y espesor, pero
con altura f(xO. Por tanto, el volumen LIV, de esta parte del sólido satisface las
desigualdades

2irx'f(x,) zx 2x'f(x,) Lxx.

xi'

Figura F.! Una estimación cuidadosa del volumen de un sólido de revolución
airededor del ejey

Sumamos estas desigualdades para i = 1, 2, 3,. .. , n y encontramos que

n

2irx'f(x;) zx 2-x1'f(xf) x.

Como el teorema I implica que las dos ültimas sumas tienden a Jf(x) dx, la ley
del sandwich para lImites implica entonces Ia ecuación (4).

Ocasionalmente necesitaremos una generalización del teorema 1, que requiera
Ia noción de una funciOn continua F(x, y) de dos variables. Decimos que F es
continua en el punto (x0, Yo) si el valor F(x, y) puede ser arbitrariamente cercano
a F(x0, Yo) at elegir el punto (x, y) suficientemente cercano a (x0, ye). Analizamos
Ia continuidad de las funciones de dos variables en el capItulo 14. Aqul nos bastará
aceptar los siguientes hechos: si g(x) y h(y) son funciones continuas de uria sola
variable x y y, respectivamente, entonces las combinaciones simples como

(4)

g(x) ± h'), g(x)h(y) y V[g(x)]2 + [h(y)12

son funciones continuas de las dos variables x yy.
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En los probiernas I a 7, u, y V1 son pun tos arbitrarios del
i-ésimo subintervalo de una partición regular de [a, b] en n
subintervalos, cada uno de ion gitud As. Exprese los lImites
dados como una integral de a a b y calcule después el valor
de esta integral.

urn u,u, As; a = 0, b = I

urn + 5v,) Ax; a = -1, b = 3

urn uV4 - v Ax; a = 0, b = 2
.0 i=l

urn
' Ax

; a = 0, b = 3Vi + v

Consideremos ahora una partición regular de [a, b] en n subintervalos, cada
uno de longitud Ax, y sean u, y t puntos arbitrarios del i-ésimo subintervalo
[x,1, x]. El teorema 2 (omitimos Ia demostración) nos dice cómo determinar el
ilmite cuando Ax-* 0 de una suma tal como

F(u, v,) Ax.

El teorema 1 es el caso particular F(x, y) = g(x)h(y) del teorema 2. Además,
el integrando F (x, x) del lado derecho de la ecuación (5) es simplemente una
función ordinaria de Ia inica variable x. De una manera formal, la integral
correspondiente a la suma en la ecuación (5) se obtiene al reemplazar el sImbolo
de surna con un signo de integral, cambiando u, y v, por x, reemplazando & por
dx e insertando los ilmites correctos de integración. Por ejemplo, si el intervalo
[a, b] es [0, 4], entonces

n

urn V9u + v Ax
= J

V9x2 + x4 dx
AxO ,=

0

14f4
x(9 + x2)"2 dx = [(9 + x2)312 I

I00

= [(25)3/2 (9)3/2] -3.

Apendice F Problemas

urn sen u, cos v Ax; a = 0, b =
2

urn Vsen2u1 + cos2v Ax; a = 0, b =

lim Vu + v Ax; a 0, b = 2
0=1

Explique córno se aplica el teorerna 1 para mostrar que
Ia ecuación (8) de Ia sección 6.4 es una consecuencia del
análisis que Ia precede en esta sección.

Utilice el teorerna I para deducir Ia ecuación (10) de Ia
sección 6.4.
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Teorema 2 Una generalización adicional
Sea F (x, y) continua para x y y ambas en el intervalo [a, b]. Entonces,
con la notación del párrafo anterior,

a

lim F (u,, ) = $
bF

(x, x) dx. (5)
a

1=1



Apéndice G _____
Regla de l'Hôpital y
teorema del valor medio
de Cauchy

Aqul daremos una demostración de Ia regla de l'Hôpital,

f(x) f'(x)
urn = lirn , , (1)
x-a g(x) xa g (x)

bajo las hipótesis del teorema 1 en Ia sección 8.3. La demostración se basa en una
generalización del teorema del valor rnedio debida al matemático frances Augustin
Louis Cauchy. Cauchy utilizó esta generalizacion a principios del siglo xix para
dar las dernostraciones rigurosas de varios resultados de cálculo no establecidos
finnemente con anterioridad.

El teorema del valor medio de Cauchy
Suponga que las funcionesfy g son continuas en el intervalo cerrado y
acotado [a, b] y derivables en (a, b). Entonces existe un nimero c en
(a, b) tal que

[f(b) f(a)Jg'(c) = [g(b) g(a)]f'(c). (2)

OBSERVACtON 1 Para ver que este teorerna es de hecho una generalización del
teorerna del valor medio (ordinario), sea g(x) = x. Entonces g'(x) 1, y la
conclusion en Ia ecuación (2) se reduce a! hecho

f(b) - f(a) = (b - a)f'(c)
para algin rn'imero c en (a, b).

0BsERvAcION 2 La ecuaciOn (2) tiene una interpretaciOn geométrica parecida
a Ia del teorema del valor rnedio ordinario. Pensemos que las ecuaciones x =
y =f(t) describen el movimiento de un punto P(x, y) a lo largo de una curva C en
el piano xy conforme t aumenta de a a b (figura G.1 .). Es decir, P(x, y) = P(g(t),
f(i)) es el lugar del punto P en el instante 1. Bajo Ia hipOtesis g(b) g(a), Ia
pendiente de Ia recta L que une a los extrernos de Ia curva C es

f(b) - f(a)
m (3)

g(b) - g(a)

y

(g(c), f(c))

- (g(a), f(a))

f'(c)Pendiente:-- g(c)

(x0, y0)

(g(b), f(b)) -- L

Figura G.1 La idea del teorerna del valor niedio de Cauchy

f(b)f(a)
endiente: g(b)g(a)
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Pero si g'(c) 0, entonces la regla de Ia cadena implica que

dy dy/dt f'(c)
dx - dx/dt - g'(c)

es Ia pendiente de Ia recta tangente a la curva C en el punto (g(c),f(c)). Pero si
g(b) g(a) y g'(c) 0, entonces podemos escribir la ecuación (2) como

f(b) - f(a) f'(c)
g(b) - g(a) g'(c)'

de modo que las dos pendientes en las ecuaciones (3) y (4) Son iguales. AsI, el
teorema del valor medio de Cauchy implica que (bajo nuestras hipótesis) exiSte
un punto en Ia curva C donde la recta tangente es paralela a la recta que une los
extremos de C. Esto es exactamente lo que dice el teorema del valor medio
(ordinario) para una curvay f(x) definida de manera explIcita. Esta interpretación
geométrica motiva Ia siguiente demostración del teorema del valor medio de
Cauchy.

Denzostración La recta L que pasa por los extremos en la figura G. 1 tiene una
ecuación punto-pendiente

y - f(a) f(b) - f(a)
[x - g(a)],

g(b) - g(a)

que podemos reescribir en la forrna Ax + By + C = 0, con

A = f(b) - f(a), B = [g(b) - g(a)] y

C = f(a) [g(b) - g(a)] - g(a) [f(b) - f(a)]. (6)

Dc acuerdo con el problema 71 al final del capItulo 3, la distancia (perpendicular)
del punto (x0, Yo) a Ia recta L es

VA2+B2
La figura G.l sugiere que el pinto (g(c),f(c)) maximizará esta distancia dpara
los puntos de Ia curva C.

Por tanto, esto nos motiva a definir Ia función auxiliar

4(t) = Ag(t) + Bf(t) + C, (7)

con las constantes A, B y C definidas en Ia ecuación (6). AsI, iAt) es esencialmente
un m(iltiplo constante de Ia distancia de (g(t),f(t)) a Ia recta L en Ia figura G. 1.

Ahora, 0(a) = 0 = 0(b) Qpor qué?), de modo que el teorema de Rolle(sección
4.3) implica Ia existencia de un niimero c en (a, b) tal que

41(c) Ag'(c) + Bf'(c) = 0. (8)

Sustituimos los valores de A yB de Ia ecuaciôn (6) en (8) y obtenemos la ecuación

[f(b) - f(a)]g'(c) - [g(b) - g(a)]f'(c) = 0.

Esta es Ia misma que Ia ecuación (2) en Ia conclusion del teorema del valor medio
de Cauchy, con lo que concluimos Ia demostración. Li

d I Axo + Byo + Cl
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Apéndice H ____
Demostración cle la
formula de Taylor

NOTA Aunque necesitamos las hipótesis g(b) g(a) y g'(c) para nuestra
interpretación geométrica del teorema, no las utilizamos en Ia demostración; solo
en Ia motivación para el método de demostraciOn.

DEMOSTRACION DE LA REGLA DE L'HOPITAL

Supongamos quef(x)/g(x) tiene Ia forma indeterminada 0/0 en x = a. Podemos
apelar ala continuidad defyg para suponer quef(a) = 0 =g(a). Es decir, podemos
definir simplementef(a) y g(a) = 0 en caso de que sus valores en x = a no estén
dados en un principio.

Ahora restringiremos nuestra atención a valores de x en una vecindad perfo-
rada fija de a dondefy g son derivables. Elegimos uno de estos valores de x y lo
consideramos por el momento constante. Después, aplicamos el teorema del valor
medio de Cauchy en el intervalo [a, x]. (Six < a, utilizamos el intervalo [x, a].)
Vemos que existe un nOmero z entre a y x que se comporta como c en Ia ecuaciOn
(2). For tanto, en virtud de la ecuación (2), obtenemos Ia ecuación

f(x) f(x) - f(a) f'(z)
g(x) g(x) - g(a) g'(z)

Ahora, z depende dex, pero z está atrapada entrex y a, de modo que z debe tender
a a cuando x - a. Concluimos que

f(x) f'(z) f'(x)
lim = hm -- = hrn
xa g(x) z-'a g (z) x-.a g (x)

bajo Ia hipótesis de que el lImite del lado derecho existe. Asi, hemos verificado la
regla de l'HOpital en Ia forrna de Ia ecuación (1). D

Se conocen varias demostraciones diferentes de Ia formula de Taylor (teorema 2
de Ia sección 11.4), pero ninguna de ellas parece estar bien motivada; cada una
requiere cierto "truco" para iniciar Ia dernostraciOn. El truco que utilizaremos aquI,
sugerido por C. R. MacCluer, consiste en iniciar introduciendo una función
auxiliar F(x), definida como sigue:

fx)(b - x)2F(x) = f(b) - f(x) - f'(x)(b - x)
2!

(b - - K(b -

donde Ia constanle K se elige de modo que F(a) = 0. Para ver que en realidad existe
ta] valor de K, podriamos sustituir x = a del lado derecho y F (x) = F(a) = 0 del
lado izquierdo en Ia ecuación (1) y después despejar K de manera rutinaria, pero
no necesitamos hacer esto de manera explicita.

La ecuación (1) permite ver que también F (b) = 0. Por tanto, el teorerna de
Rolle (sección 4.3) implica que

J(x)
(1)

F'(z) = 0 (2)

para algiin punto z del intervalo abierto (a, b) (bajo Ia hipótesis de que a <b).
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Apendice I _____
Unidades de medida y
factores de conversiOn

Para ver to que significa Ia ecuación (2), derivamos ambos lados de la ecuación
(1) y encontramos que

- f"(x)(b - x)]
I- f3(x)(b - x)21
2! ]

x)2 - f(x)(b - x)3]

f(r(h - r' - 1f'(x)(b - XY]

+ (n + 1)K(b -
Con una inspección cuidadosa de este resultado, vemos que todos los términos,
excepto los dos i1timos se cancelan en pares. AsI, con ta suma "tetescópica"
anterior se obtiene

f(fl+ (x)F'(x) = (n + 1)K(b - x) - (b - x). (3)
n.

Por tanto, Ia ecuación (2) significa que

(n+

(n+ 1)K(bz) ''(bz)"=O.
n.

En consecuencia, podemos cancelar (b - z)" y despejamos para obtener

(n+l)

(n + 1)!

Por ltimo, regresarnos a Ia ecuación (1) y sustituirnos x = a, F (x) = 0 y et
valor de K dado en Ia ecuación (4). El resultado es Ia ecuación

0 = f(b) - f(a) - f'(a)(b - a) (b - a)2

f'(z) (b -(b - a)" -
n! (n+t)!

(n - l)! n!

que es equivalente ala formula de Taylor requerida, Ia ecuación (11) de lasección
11.4. Li

UNIDADES CIENT1FICAS MKS

Li Longitud en metros (m), inasa en kitograrnos (kg), tiempo en segundos (s)
Li Fuerza en newtons (N); una fuerza de 1 N imparte una aceleración de 1 mIs2 a

una masa de 1 kg
Li Trabajo enjoules (J); 1 J es el trabajo realizado por una fuerza de 1 N actuando

a través de una distancia de I m
Li Potencia en watts o vatios (W); I W es 1 JIs

UNIDADES BRITANICAS DE INGENIERIA (fps)

Li LOngilud en pies, fuerza en libras (lb), sienipo en segundos (s)
Li Masa en slugs; 1 lb de fuerza imparte una aceleraciOn de I pie/s2 a una masa
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Apéndice J
FOrmulas dc algebra,
geometrIa y
trigonometrIa

de un slug. Una masa de m slugs en Ia superficie de Ia tierra tiene unpeso de
w = mg libras (lb), donde g 32.17 pies/s2

0 Trabajo en pies libra,potencia en pies . librals

FACTORES DE CONVERSION

1 pulgada = 2.54 cm = 0.0254 m, I m 3.2808 pies
I miUa = 5280 pies; 60 mi/h = 88 pies/s
1 lb=4.4482N; 1 slug= 14.594kg
1 caballo de fuerza (hp) = 550 pies libra/s 745.7 W

0 Aceleración gravitacional: g 32.17 pies/s2 9.807 rn/s2
0 Presión atmosferica: 1 atm es Ia presión ejercida por uha columna de mercurio

con 76 cm de alto; 1 atm 14.70 ib/pulgada cuadrada 1.013 x iO N/rn2
0 EnergIa ca1orfera: I Btu 778 pies . lb 252 cal, I cal 4.184 J

PROPIEDADES DE LOS EXPONENTES

ama = (am) = ama, (ab) = amM =

en particular,

Si a 0, entonces

atm
am fl = _

a

a2 = V.

a" 1

y a° = 1.

A-32 Apéndices

FORMULA CUADRATICA

La ecuación cuadrática

ax2+bx+c=0 (a0)
tiene las soluciones

b ± Vb2 - 4acx=
2a

FACTORIZACION

a2b2=(ab)(a+b)
a3b3=(ab)(a2+ab+b2)
a4b4=(ab)(a3+a2b+ab2+b3)

= (a - b)(a + b)(a2 + b2)

a5b5=(ab)(a4+a3b+a2b2+ab3+b)



b

h

£

Paralelepipedo rectangular: Pirmide:
V=iwh V=+Bh

(El patron continOa.)

a3 + b3 = (a + b)(a2 - ab + b2)

a5+b5=(a+b)(a4_a3b+a2b2_ab3+b4)

(El patrOn continiia para exponentes impares.)

FORMULA DEL BINOMIO

n(n - 1)(a + b)' = a + nab + 12 a"2b2

+
n - fl(n - + + nab'' + b1.2.3

Si ii es un entero positivo.

AREA V VOLUMEN

En Ia ligura J.1, los sImbolos tienen los siguientes significados:

area b: longitud de Ia base r: radio
area de Ia base C: circunferencia V: volumen

h: altura 1: longitud w: ancho

I

Coon circular redo:
v=!,.2/,= Bh

Figura J.1 Las formas geornétricas bãsicas

TEOREMA DE 1'ITAGORAS

En tin triñngulo rectingulo con catetos a y b e hipotenusa c,

a2 + b2 = c2.

Cilindro circular redo:

V = yrr2h = Bh

Esfera:

Y=
,,

A =4irr2

Apéndice J A-33

Rectangulo: A = bh Paralelogramo: A = bh Triángulo: A =
.
bh Trapecio: A = + b2)h Circulo: C = 2,rr

,
A =



C

Figura J.2 Un triángulo
arbitrario

Apénclice K ____
El alfabeto griego

FORMULAS DE TRIGONOMETRIA

sen(-0) = sen0, cos(-0) = cos 0

sen20 + cos20 = 1

sen 20 = 2 sen 0 cos 0

cos 20 = cos2 0 - sen2 0

sen(a + /3) = sencr cos /3 + cos a sen!3

cos(a + /3) cos a cos /3 - sena senf3

tan a + tan /3
+ /3) =

1 - tan a tan /3

20 1

sen - (1 - cos 0)

tan(a

01
cos2- = (1 + cos 0)

Pam un triangulo arbitrario (figura J.2):

Ley de los cosenos: c2 = a2 + b2 - 2ab cos C.

Ley de los senos: sen A sen B sen C
a b c'

A a alfa I . iota P p ro

B /3 beta K K kappa a- sigma

1' Y gamma A A lambda T T tau

5 delta M t my Y v ipsilon

E epsilon N i flY CI) 4) fi

Z zeta XI X x ii
H ij eta 0 0 ÔIflCOfl 'I' i,li psi

0 0 teta H T p H w omega
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Sección 1.1 (pigina 11)

1. 14 3. 0.5 5. 25 7. 27

11. (a) _!; (b) a; (c) ; (d)a a

13. (a)
a2

(b)
1 +5a2' (c)

a 5
(d)

a4 + 5

15. 17. ± 3 19. 100 21. 3h

23. 2ah + h2 25.-
h

27. {-1, 0 1)
a(a + h)

29. {-1, 1} 31. R 33. R 35. [, c)

37. t 39. Todos los niimeros reales distintos de 3

41. R 43. [0, 16]
45. Todos los ntmeros reales distintos de 0

47. C(A) = 2V7rA,A 0 (oA>0)
49. C(F) = (F - 32), F > -459.67

51.A(x)=xV16_x2,0x4(o 0<x<4)
1296

53. C(x) = 3x2 + , x > 0
x

2000
55. A(r) = 2-r2 + , r > 0

r

57. V(x) = x(50 - 2x)2,0 x 25 (oO<x<25)

59. Perforar lOpozosnuevos. 61.0.38, 63. 1.24

65. 0.72 67. 3.21 69. 1.62

Sección 1.2 (página 22)

1. AB y BC tienen pendiente 1.

3. AB tene pendiente -2, pero BC tiene pendiente -

5. AB y CD tienen pendientc -; BC y DA tienen pendiente 2.

7. AB tiene pendiente 2 y AC tiene pendiente -

9.in=4,b=0 11.m=2,b=3
13.in=-,b= l5.y-S

Respuestas a los problemas
impares

9. - IT

l7.y-3=2(x-5') 19.y-24-x
21. y - 5 = --2(x - 1) 23. x + = 13

25. V' 1.568929

12SF + 57,461
33. K

= 225
; F = -459.688 cuando K = 0.

35. 1136 galones/semana 37. x = -2.75, y = 3.5

39.x,y= - 41.x=,y= -
43.x=-,y= 45.x=W9,y=-

Sección 1.3 (página 30)

1. Centro (2, 0), radio 2

3. Centro (-1,-I), radio 2

5. Centro (_!, ), radio 1

7. Se abre hacia arriba, vértice en (3, 0)

9. Se abre hacia arriba, vértice en (-1, 3)

11. Se abre hacia arriba, vértice en (-2,3)

13. Circulo, centro (3, -4), radio S

15. No existen puntos en esta gráfica.

17. La gráfica es el segmento de recta que une e incluye a los
puntos (-1,7) y (1, -3).

19. Parabola, se abre hacia abajo, vértice en (0, 10)

21. 23.

J}=x3

x

f(x) =

Respuestas a los problemas impares A-35



25. El dominio defconsta de aquellos nümeros x tales que
lxi 3.

35.

39.

A-36

x = -

4

2

2

-f(x)= ff2xI

12 X

45.

37.

41.

y

y = ki + x

.1

f(x)=llxfl-x:
Discontinua para
todo valor entero

de x

47. (1.5, 2.5) 49. (2.25, 1.75) 51. (2.25, 8.5)

53. 55. l44pies 57. 625

Sección 1.4 (página 33)

1. (f + g)(x) = x2 + 3x - 2, dominioR;
(f. g)(x) = x3 + 3x2 - x - 3, dominio R; y

x+ 1
(f/g)(x) =

x2 + 2x 3,dominiox 3

3. (f + g)(x) = + Vx - 2,dominiox 2;

(f. g)(x) = Vx2 - 2x,dominiox 2;

(f/g)(x) =

5. (f + g)(x) = Vx2 + 1 +
V4 -

V2 + 1
(f.g)(x) = (f/g)(x) = V4 + 3x2 -

V4 -

dominio todos los námeros reales que no son máltiplos ente-
ros de r

9. (f + g)(x) = V2 + 1 + tan x, (f g)(x) =

(x2 +l)1I2 tan X, ambas con dominio igual a todos los ná-
meros reales x tales que x no es un mültiplo entero impar de

+ I

(f/g)(x) -
tan X dominio todos los niinieros reales x

tales que x no es un móltiplo entero de 2

11. Fig. 1.4.20 13. Fig. 1.4.21 15. Fig. 1.4.24

17. Fig. 1.4.23 19. Fig. 1.4.28 21. Fig. 1.4.29

23. Fig. 1.4.30 25. 3 27. 1 29. 0

31.1 33.5 35.3

x CapIlulo 1 Problemas diversos (página 47)

1.x4 3.x ±3 5.x0
9.R ll.4p8 13.2<1<4

15. V(S) = (S/6)312, 0 < S <
v

17. A = A(P)=--P2,0< P<co

19.y-52(x+3) 21.2yx-10
23.x+2y11 25.

2.r - 5y = 7

(,0)
(0,-i)

Respuestas a los problemas impares

33.
f(x) =

y

(0, 1)

(1,0)

29. y

43. y

- 2'
X

dominiox> 2

x

sen

cada una con dominio -2 <x <2

7. (f + g)(x) = x + sen x, dominio R;

(f.g)(x) = xsenx,dominioR;(f/g)(x) =



Respuestas a los problernas inipares

37. (-os, -2) U (3, co) 39. (-cc, -2) U (4, co)
41. -1.140,6.140 43. 1.191,2.309
45. -5.021,0.896 47.

49 (25\ (_33 3!
k4' 41 Th'2

53. x 0.4505 55. 3
57.3 59.3

Sección 2.1 (página 57)

1.0 3.2x 5.4 7.4x-3 9.4x+6

11. 2 - 13. 8x 15. (0, 10) 17. (1, 0)

19. (50, 25) 21. f'(x) = 3; y - 5 = 3(x - 2)
23. f'(x) = 4x - 3; y - 7 5(x - 2)
25. f'(x) 2x - 2; y - 1 = 2(x - 2)

27.f'(x) = -;x + 4y = 4

29.f'(x) = -;x + 4y = 3
231.f'(x)- ;y-2-2(x2)(x - 1)2

49. El limite existe exactamente cuando el niimero real a no
es un entero.

51. g(x)-0cuandox-*3,perog(3)=1.
53. h(1/2) = 0, pero h(1Iit <0.

Sección 2.3 (página 80)

49. f(x) - +oo cuandox - i, f(x) -f- oo cuandox - 1.
51. f(x) - +00 cuandox -* -1 , f(x) -* -co cuandox -4-1
53. f(x) - -4-co cuando x -4 2, f(x) - - oo cuando x - -2t
55.f(x)-*+oocuandox-9 1.
57. f(x) -+ -oo cuando x - -2k, f(x) - i-oo cuando x -4 -2.
yf(x) - - .cuando x - 2.
59. Si n es un entero, entoncesf(x) -* 2 cuando x -4 n.

61. Si n es un entero par, entonces el limite del lado derecho
en n es 1 y el limite del lado izquierdo en n es-i. Si n es un
entero impar, entonces el lIrnite del lado derecho en n es-I y
el limite del lado izquierdo en n es 1.

63. El limite del lado derecho en el entero n es 1; el limite del
lado izquierdo en n es 0.

Sección 2.4 (pgina 90)

1. f(g(x)) = -4x2 - 12x - 8; g(f(x)) = -2x2 + 5
3. f(g(x)) = + 6x2 + 6, g(f(x)) =
5. f(g(x)) = g(f(x)) = x
7. f(g(x)) = sin x3; g(f(x)) = sin3x
9. f(g(x)) = 1 + tanx; g(f(x)) = tan(1 + x2)

Los problemas 11 a 19 tienen muchas respuestas correctas.
Daremos solamente Ia más natural.
11.k=2,g(x)=2+3x 13.k=,g(x)=2xx2
15. k = ,g(x) = 5- x2 17. k = -1,g(x) = x + 1
19. k = -,g(x) = x + 10
21. R 23. (-cc, -3) U (-3, +cc)
25. R 27. (-cc, 5) U (5, +cc)
29. (-cc, 2) U (2, +cc) 31. (-cc, 1) U (1, +cc)
33. (-cc, 0) U (0, 1) U (1, +cc) 35. (-2, 2)
37. (-cc, 0) U (0, +cc)
39. En todo niimero real distinto de los miltipIos enteros de
ir /2

A-37

1. 0 3. 5. - (o 'no existe")

7. 5 9. No existe 11. 13. 0
15. 1 17. 19. 1 21.
23. 25. 27. 0 29. 3

31. No existe 33. 0 35. 0
37. + (o "no existe") 39. -1 41. 1

43. -1 45. 2 47. -1

33. 2x;y -4 = -4(x + 2),y -4
dx

35. 4x + 3;y -9 = 11(x -2),
dx
y - 9 = - (x - 2)

37. y(3)= 144 (pies) 39. 625 41. y

=

12(x-3)

(x + 2)

43. (1, 1) 45. 12 47. 0.5 49. - 1

Sección 2.2 (página 69)

1. -12 3. -1 5. 128 7. - 9. 6
11. 16V 13. 1 15. 17. - 19. 2
21. 4 23. - 25. -32 27. 1 29. 0
31. 9 33. 2 35. 2 37. 13

39. Noexiste 41. - 2

1

43.
x2+2x

45.
(2x + 1)2 (x + 1)2



41. R
43. Discontinuidad no removible en x = -3

45. Discontinuidad removible en x = 2; seaf(2) = . Discon-
tinuidad no removible en x = -2.

47. Discontinuidades no removibles en x = ± 1

49. Discontinuidad no removible en x = 17

51. Discontinuidad removible en x = 0; seaf(0) = 0

59. Dado:f(x) = x3 - 4x + 1. Valores def(x):

x -3 -2 -1 0 1 2 3

f(x) -14 1 4 1 -2 1

63. Discontinuidad en x = 3n para todo entero n

CapItulo 2 Problemas diversos (página 92)

1. 4 3. 0 5. - 7. -2 9. 0
11. 4 13. 8 15. 17. - 19. - 1
21. 1 23. No existe 25. + (o no

existe") 27. + 29. - 31. 3 33.

35. 0 37. 39. 2
41. f'(x) = 4x; y - 5 = 4(x - 1)
43.f'(x) = 6x + 4;y -2 = 10(x -1)
45.f'(x) = 4x - 3;y = x - 1

47. 4x + 3
(3 x)2

51. 1 +

53(x_1)2 55.a=3±
57.g(x)=x-x2o g(x)x2-x
59. g(x) = x + 1 61. g(x) = \/x + 1
63. Discontinuidad no removible en x = -1; discontinuidad
removibleenx= 1; seaf(1) =.
65. Discontinuidad no removible en x = -3; discontinuidad
removible en x = 1; seaf( 1) =

Sección 3.1 (página 105)

dA C31. - = -. 33. 500 pies; lOs
dC 21T

35. (a) 2.5 meses; (b) 50 ardillas por mes

37. Muy aproximadamente: 20) 50 millas/hora; t440) =
62 millas/hora.

41. V'(30) = -25 ,r/12 pulgadas cübicas/segundo; es decir,
el aire sale a razón de 6.545 pulgadas ciThicas/segundo.

43. (a) V'(6) = -144 ircm3/h; (b) -156 jrcm3/h

45. Cuandot=2 s, v=Om/s

16 Sección 3.2 (pãgina 115)

1. f'(x) = 6x - 1
3. f'(x) 2(3x - 2) + 3(2x + 3)
5. h'(x) = 3x2 + 6x + 3 7. f'(y) = l2y2 - 1

1 1
9. g (x)

= (x - 1)2 (x + 1)2

3(2x + 1)11. h'(x) -
(x2 + x + 1)2

13. g'(t) = (12 + 1)(3t2 + 21) + (t + 12 + 1)(21)

1 215. g'(z) = -- + -
2z2 3z3

17. g'(y) = 3Oy' + 48y3 + 48y2 - - 6
3-t 319. g'(t) = 21. v'(l) =

(t + 1) (t - 1)
6x3 + 15

(x3 + 7x 5)2

4x3 - 13x2 + 12x
(-_ 3)2

27. = 3x2 - 30x4 - 6x5
dx

29
dy 2x5 + 4x2 - 15
dx x4

31 -3+L dy2x- 1-4x2
dx - 2x3 dx - 3x2(x - 1)2
dy x4 + 31x2 - lOx - 36
dx (x2+9)2
dy 30x5(5x5 - 8) dy x2 + 2x
dx (15x5-4)2 dx(x+1)2

41. 12x-y16 43.x+y=3
45.5x-y=10 47.18x-y=-25
49. 3x + y = 0
51. (a) Se contrae; (b) -0.06427 cm3t'C

53. 14,400w 45,239 cm3/cm

55. y = 3x + 2
57. Suponga que alguna recta es tangente a (a, a2) y a (b, b2).
Utilice Ia derivada para rnostrar que a = b.

1. f'(x) = 4

5. = 4x + 3
dx

3. h'(z) = 25 - 2z

7. = IOu - 3
du

9. = -lOy + 17 11. f'(x) = 2
dy

-2
13. f'(x) = 2x 15. f'(x) =

(2x + 1)2

1

=
1

17. f'(x) 19. f'(x) =
V2x + 1 (1 - 2x)2

21. x(0) = 100
23. x(2.5) = 99 25. x(-2) = 120
27. y(2) = 64 (pies) 29. y(13) = 194 (pies)

A-38 Respuestas a los problemas impares

23. g'(x) =

25. g'(x) =



n-i59.x= x0
n

65. g'(x) = 17(x3 - 17x + 35)'6(3x2 - 17)
71. 0, ±V'

Sección 3.3 (página 124)

= 15(3x + 4)4 3 = -3(3x - 2)_2
dx

= 3(x2 + 3x + 4)2(2x + 3)

= -4(2 - x)3(3 + x)7 + 7(2 - x)4(3 + x)6

37. = 4(x3)3.3x2 = 12xH
dx

39. 2(x2 - 1)(2x) = 4x3 - 4x
dx

41.=4(x+ 1)34x3+ 12x2+ 12x+4
dx

dy 2x
2 f'(x) = 3x2 cos x3

dx (x +1)
47. g'(z) = 6(sen 2z)2 cos 2z 49. 40 r pulgadas cuadra-
das/segundo Si. 40 pulgadas cuadradas/segundo
53. 600 pulgadas ciThicas/hora 55. -18
57. 4O0ir 1256.64 cm3/s 59. 5 cm

61. Tiempo total de fusion: 2/(2 - 4) = 4.85 h; se funde
completaniente cerca de las 2:50:50 P.M.de ese dia.

SecciOn 3.4 (página 129)

(3x + 4)2'3
x+3

(3x + 4)13(2x + 1)1'2

dy 6x + 22
1. f'(x) = lOx3'2 - x3'2 3. f'(x) = (2x + 1)-l/2

"2
dx (3x 4 5. f'(x) = -3x312 x 7.f'(x) = 3(2x + 3)1/2

3x29. f'(x) = 6x(3 - 2x2)5'2 11. f'(x) -dy11. - 12[1 + (1 + x)3]3(1 + x)2
dx

2Vx + 1
13. f'(x) = 2x(2x2 + 1)n/2

2

13. = + 15. f'(t) = 3t2(2t3)"2 V'
dx x3x2

17. f'(x) = (2x2 - x + 7)"2(4x - 1)
15. 48[1 + (4x - 1)4]2(4x - 1) 19. g'(x) = - (x - 2x3)713(1 - 6x2)

dx 21. f'(x) = (1 - x2)"2 - x2(1 - x2)'12

17.
dy 12(1 - x4)2 40 - x4)3 = (1 - 2x2)(1 - x2)"2
dx x9 x5 l/t2 + 1) /2 (t2 - 1)(2t) - (2t)(12 + 1)

23.4(x'2 - 6x8 + 9x4 - 4) 2t2 - I (t2 - 1)2
'7x = -2t(t2 + 1)'2(t2 - 1)_312

19. = -4x5(x2 - x8)3
dx

I)25. f'(x) = 3(x
i)2(

+
x2

+ 3x(8x9 - 2x3)(x2 - x8)2 v+2
2(x3 - 1)2(x3 + 1)2(5x6 - 14) 27. f'(v) -

2v2Vv + 1
x29 29. f'(x) = 0 - x2)213(-2x)

21. u(x) = 2x - x2, n = 3; 31. f'(x) = (3 - 4x)"2 - 2x(3 - 4x)"2
f'(x) = 3(2x - x2)2(2 - 2x) 33. f'(x) = (-2x)(2x + 4)4/3 + - x2)(2x + 4)1/3

23. u(x) = 1 - x2, n = -4;f'(x) = 8x(1 - x2)5 35. g'(t) = -2r2(l + t')(3t2 + 1)1/2
x+1 14(x+1)6

25. + 3t(l + 1')2(3t2 + 1)h/2 - 3t - 3t2 - 2t - 2u(x) = , n = 7;f (x) = - 8x-1 (x-1) t3V3t2 + I
27. g'(y)

29. F'(s)

31. f'(u)

33. h'(v)

35. F'(z)

= 1 + lO(2y 3)4

= 3(s - s2)2(I + 2s3)
= 8u(u + I)3(u2 + 1) + 3(u + 1)2(u2 +
= 2(v - 1)(v2 - 2v + 2)(i3)(2 - v)3
= 10(4 - 25z4)(3 - 4z + 5z5Y''

1)

2(3x + 4)5 - 15(3x + 4)4(2x - 1)37. f'(x) -

+ 1)1/2

(3x + 4)10
23 - 24x
(3x + 4)6

39. f'(x) =
(3x + 4)'3(2x + 1)1/2 - (3x + 4)213(2x

Respuestas a los problemas irnpares A-39

1.
dy

dx

5.
dy

dx

7.
dy

dx



41. h'(y) =
2y513

5[(1 + y)'2 + (1 -

2Vt + Vt +

45. No tiene tangentes horizontales; tangente vertical en (0, 0)

47. Tangente horizontal si x = y y = tan gente vertical
en(0,0)
49. No tiene tangentes horizontales ni verticales

51. /32 0.3084(s/pie)

53. (2/V, i/\/) y (-2/V', -i/V)
55. x + 4y = 18

57.3x+2y5 y 3x-2y=-5
59. La ecuación (3) es una identidad, y si dos funciones
tienen gráficas idénticas en un intervalo, entonces sus deriva-
das también son idénticas en ese intervalo.

SeccOn 3.5 (pãgina 138)

1. Max.: 2; no hay mm. 3. No hay max.; mm.: 0

5. Max.: 2; mm.: 0 7. Max.: 2; mm.: 0

9. Max.: -l/6;min.:-l/2 11. Max.: 7;niin.:-8

13. Max.: 3; mm.: -5 15. Max.: 9; mIn.: 0

17. Max.: 52; mm.: -2 19. Max.: 5; mm.: 4

21. Max.: 5;min.: 1 23. Max.: 9;min.:-16

25. Max.: 10; mm.: -22 27. Max.: 56; mm.: -56

29. Max.: 13; mm.: 5 31. Max.: 17; mm.: 0

33. Max.: 3/4; mm.: 0

35. Max.: 1/2 (en x = -1); mm.: -1/6 (en x= 3)

37. Máx.:f(1tT2) = 1/2; mmn.:f(-1/[5 = -1/2

39. Mãx.:f(3/2) = 3 2-4/3; min.:f(3) = -3

41. Considere los casos A = 0 y A 0.

47. (c) 49. (d) 51. (a)

Sección 3.6 (página 149)

1.25 y25 3.1250 5.500pulgadascibicas

7. 1152 9. 250 11. 11, 250 yardas cuadradas 13. 128

3y813

(7y- lO)V1+y-(7y+10)V1y
6y8/3V1 -

43. g'(t) = [t + (t + t"2)''2]'"2 x
[1 + (t + t"2)"2(1 + t_h/2)]

1+-
2\/1+

2Vt +

(1 + y)"2 - (1 - 15. Aproximadamente 3.9665 °C 17. 1000 cm3

19. 0.25 m3 (todos cubos, sin cajas que no tengan tapa)

21. 2 piezas iguales proporcionan tm area total minima de
200 pulgadas cuadradas; ningin corte proporciona un cuadra-
do de area maxima 400 pulgadas cuadradas.

23. 30, 000 m2

25. Aproximadamente 9259.26 pulgadas cübicas

27. Cinco prensas

29. El valor de x que minimiza es -2 + 10/3 pulgadas. Si
redondeamos a enteros, utilizamos x = 6 pulgadas de aisla-
miento para un ahorro anual de $285.

31. $1.10 o $1.15 33. Radio2/3R, altura 1/3H

35. SeaR el radio del cIrculo y recuerde que R es constante.

2000
39. Max.: 4, mm.: 41.

27
-3 +

43. Cada tabla tiene ancho -= 0.198539,

V7 8

altura
2

0.848071, y area

- vi (-3V + v)
0.673500.

45. 2/3 fi = 1.1547 km desde el punto más cercano a la isla.

47. 1/3fl 49. x real = 3.45246

51. Para minimizar la suma, elija el radio de Ia esfera como
5[ 1 0/,r+ 6] U2y Ia longitud de Ia arista del cubo como 1 0[ 1 0/pr
+ 6] . Para maximizar Ia suma, elija Ia longitud de la arista
del cubo como cero. -

Sección 3.7 (página 161)

1. f'(x) = 6sen x cos x 3. f'(x) = cos x - xsen x

5. f'(x)
x cos x- seox

7. f'(x) = cos3x - 2sen2x cos x
9. g'(t) = 4(1 + sen t) cos i

sent - cost
11. g (t) =

(sen t + cos 1)2

13. f'(x) = 2 sen x+ 2x cos x - 6x cos x + 3x2 senx

15. f'(x) = 3 cos 2x cos 3x - 2 sen 2x sen3x

17. g'(t) = 3t2sen22t + 4t3sen2t cos 2t

19. g'(t) = - (cos 3t + cos 5t)312(3 sen 3t+ 5 sen 5t)

21. = _!_senV cos
dx

23. = 2x cos(3x2 - 1) - 6x3sen(3x2 - 1)
dx

25. = 2 cos 2x cos 3x - 3 sen2xsen3x
dx

27
dy 3 sen5x sen3x + 5 cos 5x cos 3x
dx sen25x

A-40 Respuestas a los problemas impares



29. = 4xsenx2 cosx2 31.
dy cos 2Vi dy

=
dy 3x2 - 2xy -

dx dx dx xJ dx 3y2 + 2xy + x2

33. =senx2 + 2x2cosx2 11.
dx dx

--;3x-4y=25

35. = x'senx + cosx2 13.
dy 1 - 2xy

2
;3x+4y=10

dx dx x

37. = - cosx)3 =
2xy + Y2

= -2
dx dx 2xy+x2

+ 3x"2(x - cosx)2(1 + senx)
17.

dy - 24x
4x =

39. = -2x[sen(senx2)]cosx2 dx 24y - 25x
dx

dy 19.-x+
41. = 7x6sec2x7 43 - = 7sec2x tan6x dx x4

y = 2

dx dx
45. = 5x7sec5x + 7x6tan5x

dx

dy sec V1 + \rx sec vT tan

dx 2V

2
1 1

cot- csc-
dy x2 x2

49.
dx x3dx x3

51.
dy 5tan3x sec5x tan5x - 3sec5x sec23x

dx tan23x

= Scot 3x sec 5x tan 5x - 3 csc 3x sec 5x

53. = sec x cscx + xsecx tanxcscx
dx - xsecxcscxcotx

= xsec2x + secxcscx - xcsc2x

55. = [sec(senx) tan(senx)] cos x
dx

dy secx cosx - senx secx tanx

dx sec2x

= cos2x - sen2x

dy 5 csc 5x
63. /4

dx 2V1 + cot5x

65. ,d18 sec2 5,r/18 0.4224 mi/s (casi de 1521 mi/h)

67. pies/segundo (casi de 158.67 mi/h)

69. ,r/3

71. ,rR3, el doble del volumen de Ia esfera!

73.
3'13

4
. s2(O - senO)

75. Sugerencia: A(6) = 202

Sección 3.8 (página 169)

dx y dx 25y

21.
5x4y2 - y3

dx 3xy2 - 2x5

dy 5x4y -
dx 3xy-2x5'

23. Y - X pero no existen tangentes horizontales
dx y2-2

(véase el problema 63).

25. (2, 2 ± 2V') 27. y = 2(x - 3), y = 2(x + 3)
29. Tangentes horizontales en los cuatro puntos en que

I x I = 1/4Vy Iy I = 1/4 f; taigentes verticales en los dos

puntos (-1,0) y (1,0)

31. - 0.25645 pies/s 33. 0.80425 rn/h
5 125

de modo que siy 0,

Ia pendiente en (1, 2) es

35. 20 crn2/s 37. 0.25 cm/s 39. 6 pies/s
41. 384 mi/h

43. (a) Cerca de 0.047 pies/minuto; (b) cerca de 0.083

pies/minuto
4C45. -- 44.44 pies/segundo

47. Creciente en 16 ffcm3/segundo

49. 6000 millas/hora

51. (a) 'fZf 3.36 pies/segundo hacia abajo; (b)

pies/segundo hacia abajo

53. Cuando I = 12 minutos; 32fT 115.38 mi.

50
-0.1965 pies/s

8lir

1057. - - 0.0393 pulgadas/min
81

59. 300\/ 424.26 mi/h 61. pies/s

63. x3 + y3 - 3xy + 1
= (x + y + 1)[(x - y)2 + (x - 1)2 + (y - 1)2].

Sección 3.9 (página 181)

Nota: En esta sección, sus resultados pueden diferir de estas
respuestas en Ia ültirna o las dos ültimas cifras decirnales,

debido a diferencias en las calculadoras o en los métodos para

resolver las ecuaciones.

1. 2.2361 3. 2.5119 5. 0.3028 7. -0.7402

Respuestas a los problemas irnpares A-41



29. -l.8955,Oy 1.8955

31. -1.3578, 0.7147 y 1.2570 son las tres soluciones reales.

33. 0.8655 35. 3.4525 37. 0.2261

39. a1 2.029 1.29 a 4.913 3.13 (además

a3 5.08 a 7.06

CapItulo 3 Problemas diversos (página 186)

1
dx

5. = 7(x - 1)6(3x + 2) + 27(x - 1)7(3x + 2)8
dx

7
dx

9dy y 9

111 : = -
dy -2(1 + x2)3 -2x

13.
dx (x4 + 2x2 + 2)2 (1 + x2)2

4x(1 + x2)
- (x4 + 2x2 + 2)2

6 dy 1 1=2x-- 3.----

Vx + 1 (Vx + 1 - 1)2

19
1 - 2xy2

dx - 2x2y - 1
v2+

1+ 2V

2VV + 2x
21 =

dx

= 4(3x - x2)3(3 + x3)

= [x"2 + (2x)"3]413[x2 + (2x)3]

=.di=41)-(u+)
du dx (u - 1)2

2(x + 1)2

2Vx + + 2x

23 =
(y\2/3

d \x)

25
d 18(x3+3x2+3x+3)2

dx (x+1)'°

27.
dy (2 cos x + cos2 x + i)sen x

2(1 + cos x)2 sen2 x

1 + cos x

35:
dx

= [cos2(x4 + 1)"3][-sen(x4 + 1)3](x4 + 1)213(4x3)

37. x = 1 39. x = 0 41. 0.5 pies/minuto
43. 45. 47.0
49. h'(x) -x(x2 + 25)_3/2 51. h'(x) = (x - 1)2'3

53. h'(x) = -2xsen(x2 + 1)
dV1 /S

4"dS 'IT
2 it

c0s2 so° 36

mu las/hora

59.R2

rn202
75. (a) (b) cuando m = 1 por tanto cuando

64(m2 + 1)
a= .ir/4

89. Aproximadamente 1.54785 pies
91. -2.7225, 0.8013, 2.3 100
97. 4 pulgadas cuadradas/segundo
99. -50/(9, -1 .7684 pies/minuto 101. 1 pulgadalminuto

Sección 4.2 (página 196)

1. (6x + 8x3) dx 3. [1 + x2(4 - x3)'12] dx
5. [6x(x 3)3/2 + x2(x 3)1/2] dx

7. [(x2 + 25)" + x2(x2 + 25)'] dx
9. _x2senx'2dx

11. (2 cos2 2x - 2sen2 2x) dx

13. (ix' cos 2x - x2sen2x) dx
15. (senx + x cos 4(1 - x senx2 dx
17. f(x) I + x 19. f(x) 1 + 2x
21. f(x) 1 - 3x 23. f(x) x

- 0.4224 millas/segundo, cerca de 1521

61. Area minima: (36.irV2)"3, obtenida al fabricar una esfera
de radio (3V/4it); area maxima: ç722rV2)"3, obtenida a! fa-
bricar dos esferas iguales de radio r (3 V/ir)"3

63. 32irR3/81 65. M/2 67. 36pies3 69. 3J

73. 2 millas desde el punto de Ia orilla más cercano al primer
pueblo

9.

17.

23.

0.7391

2.1544

0.45018

11.

19.

27.

1.2361 13. 2.3393 15. 2.0288

1.8022 21. (b) 1.25992

0.755 (0.75487766624669276)

29
dy 3cos2xcos3x + 4sen2xsen3x

2 (sen 3x)3/1

31. = (sen3 2)(2)(cos 3x)(-sen 3x)(3)

+ (cos2 3x)(3 sen2 2x)(2cos 2x)

= 6 cos 3x cos Sx sen2 2

1

33. = 5[sen4(x + +
x2

77. 2.6458 79. 2.3714 81. -0.3473
83. 0.7402 85. -0.7391 87. -1.2361

A-42 Respuestas a los problemas impales



47. Suponga quef'(x) tiene Ia forma

a0+a1x+ +a_1x'.
Construya un polinomio tal quep'(x) f'(x). Concluya que
f(x) p(x) + Cen [a, b].

Sección 4.4 (página 216)

1. MInimo global en x = 2

3. Máximo local en x = 0, minimo local en x = 2

5. No tiene un valor extremo en x =

7. Minimo local en x = 2, máximo local en x = 5

9. Minimo global en x = ± 1, máximo local en x = 0

11. Máximo local enx = 1, mInimo local enx = 1

13. Minimo local enx = 1

15. Máximo local enx = 0

17. Máximo global en (v'2, 1)

19. Máximo global en (ir/2, 1), minimo global en (ir/2, 1)

21. MInimo global en (0, 0)

23. Máximo global en (it, it), minimo global en (-it, -it)
25. Máximo global en (ir/4, 1) 27. 10 y 10
29. (1, 1)

31. 9 pulgadas de ancho, 18 pu]gadas de largo, 6 pulgaclas de alto

33. Radio 5 ir'° cm, altura 10 ir"3 cm
37. Base 5 pulgadas por 5 pulgadas, altura 2.5 pu]gadas

39. Radio (25/ii)'° 1.9965 pulgadas, altura 4 veces el radio

41. (lI2f3/2)y(-1/2R, 3/2); (0,0)noeselpuntomás
cercano. 43. 8 cm

45. L = \/20 + l2"/ + 24" 8.324 m

49. Altura (6", arista de la base (9/2 V2)"6

Sección 4.5 (página 225)

1. (c) 3. (d)
5. Parabola que se abre hacia arriba mInimo global en (1,2)

7. Creciente ix I
> 2, decreciente en (-2, 2); máximo

local en (-2, 16), mInimo local en (2, 16)
9. Creciente para x < 1 y parax> 3, decreciente en (1, 3);

máximo local en (1, 4), minimo local en (3, 0)

11. Creciente para toda x, sin extremos

13. Decreciente para x <-2 y en (-0.5, 1), creciente en
(-2, 0.5) y pam x> 1; minimo global en (-2, 0) y (1, 0),
máximo local en (-0.5, 5.0625)

15. Creciente para 0 <x < 1, decreciente para x> 1; máximo
global en(1, 2), no tiene gráfica parax <0

17. Creciente para I x I > 1, decreciente para I x I < 1, pero
con una tangente horizontal en (0, 0); máximo local en
(-1,2), mmnimo local en (1, 2)

A-43

25. 3 - 2.926 27. 2 - 1.969

29. 6 0.06185

171+-
31

90

.
0.7318 33. sen - cos 1.000

IT IT IT

37.
y2 x2= _

dx y dx y x
41. 4 pulgadas2 43. 405iT/2 cm3
45. 10 pies 47. 6 W

49. 25ir 78.54 pulgadasSi. 4ir 12.57 m2
cübicas

Sección 4.3 (página 206)

1. Crecient.e parax <0, decreciente parax >0; (c)

3. Decreciente para x <-2, creciente para x > 2; (f)
5. Creciente para x <-1 y para x> 2, decreciente en (-1, 2);

(d)

7. f(x)=2x2+5
9.f(x)=2-1/x

11. CrecienteenR
13. Creciente para x < 0, decreciente para x> 0

15. Creciente para x < , decreciente para x >

17. Creciente en (-1, 0) y para x> 1, decreciente para x < 1
y en (0, 1)

19. Creciente en (-2, 0) y para x> 1, decreciente para x <-2
yen (0, 1)

21. Creciente para x < 2, decreciente para x> 2

23. Crecienteparax<_I3,para_r3<x< 1 yparax>3;
decrecientepara 1 <x<fiy para <x< 3.

25. f(0) = 0 = f(2), f'(x) = 2x - 2; c = 1

27.f(-1) = 0 = f(1), f'(x) =
(1

C = 0

29. [(0) no existe
31.f(0)f(1) 33. c= 35. c=
37. La pendiente promedio es , pero ]f'(x)I = 1 dondef'(x)
existe.

39. La pendiente promedio es 1, perof'(x) = 0 cuando existe.

41. Si g(x) = x5 + 2x - 3, entonces g'(x)> 0 para toda x en
[0, 1] y g(1) = 0. AsI, x = 1 es Ia ünica raiz de Ia ecuación en
el intervalo dado.

43. Si g(x) = x4 - 3x 20, entonces g(2) = 10 y g(3) = 52. Si
x está en [2, 3], entonces

g'(x) = 4x3 - 3 4.2 - 3 = 29 > 0,

asi, g es una función creciente en [2, 3]. Por tanto, g(x) puede
tener a lo más una raIz en [2, 3]. Tiene a! menbs una solución,
pues g(2) < 0 <g(3) y g es continua.

45. Observe quef' (x) = (-1 +

Respuestas a los problemas impares



19. Decreciente para x <-2 y en (0, 2), creciente para x > 2
y en (-2, 0); minimo global en (-2, -9) y en (2, -9), máximo
local en (0, 7)
21. Decreciente para x <, creciente para x >
23. Decreciente en (-2, 1), creciente para x <-2 y para x>
1, máximo local en (-2, 20), minimo local en (1, -7)
25. Creciente para x < 0.6 y para x>0.8, decreciente en (0.6,
0.8); máximo local en (0.6, 16.2), minimo local en (0.8, 16.0)
27. Creciente para x> 2 y en (-1, 0), decrciente para x <-1
y en (0, 2); máximo local en (0, 8), minimo local en (-1, 3),
minimo global en (2, -24)
29. Creciente para x I > 2, decreciente para I x I <2; máxi-
mo local en (-2, 64), mInimo local en (2, -64)
31. Creciente en todo punto, sin extremos; la gráfica pasa por
el origen; Ia pendiente minima aparece en x = -
33. Creciente x < - T5 y en (0, T2), decreciente para
x> f2 yen (-V 2, 0); el máximo global 16 aparece cuando
x = ± V 2, minimo local en (0,0)
35. Creciente para x < 1, decreciente para x > I; máximo
global en (1, 3), tangente vertical en (0, 0)
37. Decreciente en (0.6, 1), creciente para x <0.6 y para
x> I; minimo local y un vértice en (I, 0), máximo local en
(0.6, 0.3527) (ordenadas aproximadas)

15
x cos x - senx 2sen x - 2x cos x - x2 senx

3x2 senx - x3 cos x + 6x cos x - 6 senx
x4

17
2x + y 18

19
1 + 2x 2y3 -42

x + 2y' (x + 2y)3 '

21
y 2ycosy-2xy+y2seny

cos y - x' (cos y - x)3

23. (-3, 81), (5, -175), (1, -47)

25 (9911\ ' 7 1107\ (I 83
"2' 2 1, '. 2' 2 1, "2' 2

27. (3V', -492), (-3V, -492), (0, 237), (3, -168),
(-3, -168)

29. (, !44), (0, 1000), (4, -1048)

31. Minimo local en (2, -1); sin puntos de inflexión

33. Máximo local en (-1,3), mInimo local en (1, -1); punto
de inflexión en (0, 1)

35. Sin extremos locales; punto de inflexión en (0, 0)

37. Sin extremos locales; punto de inflexión en (0, 0)

39. Mãximo local en (1/2, 1/16), minimo local en (0,0) y (1,
0); las abscisas de los puntos de inflexión son las raices de 6x2
- 6x + 1 = Oylos puntos de inflexión están (aproximadamente)
en (0.79, 0.03) y (1.21, 0.03).

41. Máximo global en (ii/2, I), mInimo global en (32, -1);
punto de inflexión en ( 0)

43. Punto de inflexión en (0, 0)

45. Máximo global en (0, 1) y ( I), mInimo global en (,l2,
0); puntos de mflexión en (-,d4, 1/2), (i'4, 1/2), (3m'4, 1/2)
y (5m'4, 1/2)

47. Máximo global en (id4, '14), minimo global en (5.rI4,
puntos de inflexión en (3,d4, 0) y (7ii/4, 0)

49. Máximo global en (arctan(0.5), 'T) (0.4636, 2.236 1),
mInimo global en (ir+ arctan(0.5), -T3) (3.6052, -2.2361);
puntos de inflexión en (,r- arctan(2), 0) yen (2r- arctan(2), 0)

63. Creciente parax <-1 y parax> 2, decreciente en (-1, 2),
máximo local en (-1, 10), minimo local en(2, -17), punto de
inflexión en (, -4)

65. Creciente para x <-2 y en (0, 2), decreciente para x> 2
y en (-2, 0), máximos globales en ( ± 2, 22), minimo local en
(0, 6), puntos de inflexión dondex2 = 4/3 (yy = 134/9)

67. Decreciente para x <-1 y en (0, 2), creciente para x > 2
y en (-1, 0), minimo local en (-1, -6), máximo local en (0,
-1), mInimo global en (2, -33), puntos de inflexión con
coordenadas aproximadas (1.22, -19.36) y (-0.55, -3.68)

69. Máximo local en (, g2343) (0.43, 0.0084), mIrumo local
en (1, 0), puntos de inflexión en (0, 0) y en las dos soluciones
de 7x2 - 6x + 1 = 0: aproximadamente (0.22, 0.0042) y (0.63,
0.0047). Wase Ia gráfica.

A-44 Respuestas a los problemas impares

43. y

200

100

-4 2 4X
-100

45. (b) x3 - 3x + 3 (x + 2.l038)(x2 - 2.1038x
+ 1.42599); (c) x 1.0519 ± 0.5652i

Sección 4.6 (página 238)

1. 8x - 9x2 + 6, 24x2 - 18x, 48x - 18
3. -8(2x - 1), 48(2x - 1), -384(2x - l)
5. 4(3t - 2)', 4(3t - 2)_2/3, -8(3t -
7. (y + l), -2(y + l), 6(y + 1Y4
9. - - (1 - t)', t-5'2 - (1 -

IS -7/2 - \-IO/3
6 9" /

11. 3 cos 3x, -9 sen3x, -27 cos 3x
13. cos2x -sen2x, -4 senx cosx, 4sen2x - 4 cos2x



-0.5 1.5 2 x

71. La gráfica es creciente en todo punto, con una tangente
vertical y punto de inflexión en (0, 1); Ia otra intersección con
el eje es (-1, 0) y no hay extremos

73. MInimo global en (0, 0), creciente para toda x > 0, punto
de inflexión en (1,4), cóncava hacia arriba parax> 1, tangente
vertical en el origen

75. Creciente paia x < 1, decreciente para x> 1, tangente vertical
y punto de inflexión en (0, 0), otro punto de inflexión en
(-2, 7.56) (ordenada aproxirnada), máximo global en (1, 3)

77.(c) 79.(b) 81.(d)

89. a = 3pV2 3,583,858.8, b = = 42.7,

R = = 81.80421
3T

Sección 4.7 (página 249)

29. Sin puntos crIticos ni puntos de inflexión, asintota verti-
cal x = 3, asintota horizontal y = 0, i.'inica intersección en
(0, 4)
31. Sin puntos crIticos ni puntos de inflexión, asintota verti-
cal x = 2, asIntota horizontal y = 0, ünica intersección con el
eje en (0, 4)

33. Sin puntos crIticos ni puntos de inflexión, asintota verti-
cal x = 4, asintota horizontal y = 0

35. Minimo global en (0, 0), puntos de inflexión donde 3x2
= I (yy = 4), asIntota horizontaly =
37. Máximo local en (0, -4), sin puntos de inflexión, asIntotas
verticales x = ± 3, asirltota horizontal y = 0

39. Máximo local en (- 4, - ), asIntota horizontal y = 0,
asintota vertical x = 3 y x = 2, sin puntos de inflexión

41. Minimo local en (1, 2) máximo local en (-1, 2), sin
puntos de inflexión, asIntota vertical x = 0; Ia recta y = x es
también una asIntota

43. Minimo local en (2,4), máximo local en (0,0), sin puntos
de inflexión, asjntotas x = 1 y y = x + I

Respuestas a los problemas impares

55. Minimo local en (1, 3), punto de inflexión en 0),
asintota vertical x = 0

CapItulo 4 Problemas diversos (página 250)

dy=3(4xx)(2x)d
dy=-2(x-1)2dr
dy=xcosxI_4x3a senxa)dz

7. = 80.00625 (valor real: 80.00624975588 aproxima-
damente)

128,1929. -- = 1025.536 (valor real: 1025.537037 aproximada-
mente)

60111. -- 10.016667 (valor real: 10.016639 aproximadamen-
te)
13. 132.5 (valor real: 132.574507 aproximadamente)
15. 2.03125 (valor real: 2.030543 185 aproximadamente)
17. 7.5 (pulgadas ciThicas) 19. 10r 3 1.416 (cm3)

A-45

1.1 3.3 5.2 7.1
9.4 11.0 13.2

15. +'o (o "no existe") 17. (g)

19. (a) 21. (f) 23. (j) 25. (I) 27. (k)

69. continuación y

0.02

0.01



21. 11-196 0.0327 s 23. ci 25. c =
27. c =
29. Decreciente para x < 3, creciente para x > 3, minirno
global en (3, -5); cóncava hacia arriba en todo punto
31. Creciente en todo purito, sin extremos
33. Creciente para x < , decreciente para x > , tangente
vertical en (0, 0), máxinio global en x =

35. 3x - 2, 6x, 6
37. (t) + 2(2t + J)2, 2r - 8(2t + 1Y3,

6t4 + 48(2t + l)
2/3 _3 -339. 3t" 4j1/3 -I/2 - 4t /2 +

41. 4(t - 2)_2, 8(t - 2), 24(t - 2)
43. - (5 - 4x)213, - (5 - 4x)513,

640 '--- - 4x)813

45.
(y\3dy 2y'13

dx \x/ dx2 3x3
dy 1

47.
dx 2V(5y - 4)
d2y 20yV + (5y1 4)2

dx2 - 4xV'x(5y 4)3

dy - 2x
dx 2y-5x

51
dy 2xy

'dx 3y2x21
53. MInimo global en (2, 48), intersecciones con el eje x en
0 y (aproximadamente) 3.1748, sin puntos de inflexión ni
asintotas; cóncava hacia arriba en todas partes

55. Máximo local en (0, 0), mInimo global cuando x2 = (y
y = - 4), puntos de inflexióri cuando x2 = (y y =), sin
asIntotas

57. Máximo global en (3, 3), puntos de inhlexión cuando
x = 6 y (4, 0) (y una tangente vertical en ci ültimo punto), sin
asIntotas

59. Máximo local en (0, ), sin puntos de inflexión, asIntota
horizontal y = 1, asIntotas verticales x = ± 2

61. El punto de inflexión tiene como abscisa Ia isnica solución
real de x3 + 6x2 + 4 = 0, aproximadaniente 6.10724.

Punto de
inflexión
(2 6

'3' 27

71.
5 236(' 27

Punto de
inflexión

1 128
' 3' 27

(1,0)

73. Valor máximo 1 en x = 1

75. Base 15 x 30, altura 10

77. BaseS x 10, altura 8
79. l00 (2/9)2/5= 54.79 mi/h

81. Dos tangentes horizontales, cuando x 0.42, y ± 0.62;
intersecciones con los ejes en (0, 0), (1, 0) y (2, 0); tangente
vertical en cada intersección con los ejes; puntos de inflexión
correspondientes a Ia iinica solución positiva de 3x2(x - 2)2
4; es decir, x =2.46789,y= ± 1.30191; sin asintotas

83. 24Opies 85. 2V2A(n+2)pies
87. No hay máxirno ni mInimo

89. 288 pulgadas cuadradas

91. 270cm2

93. En ambos casos, m = I yb -.

Sccción 5.2 (pigina 266)

1.x3+x2+x+C 3.x-3+x+C
5._x2+x5/2_x+C 7.312+7t+C
9.x'l6x"+C 11.x4-2x2+6x+C

13. 7x + C 15. (x + I) + C
17. (x - l0) + C
19. x/'2 - x"2 + x72+C
21. - x2 - x' + C 23. (9t + II)' + C
25. 7(x + 77)' + C
27. sin lOx + 2 cos 5x + C

A-46 Respuestas a los problemas impares



29.
3 sen ITt

+
sen 3iii

+
3sr

33. (x - senx cos 4 + C; (x + senx cos x) + C
35. y = f(x) = x2 + x + 3
37. y = f(x) = (x3 - 8)
39. y = f(x) = 2Vx + 2 - 5
41.y=f(x)x-2x'+
43.y=f(4(x- )4±

45.yf(42Vx132
47. 144 pies; 6 segundos 49. 144 pies
51. 5 segundos; 112 /segundo
53. IO 7.75 s; 32I 60 247.87 pies/segundo
55. 120 pies/segundo
57. 5 segundos; -160 pies/segundo
59. 400 pies
61. 1/4(-5 + 2 iTV5 4.77 s; 16'[i5 192.6655 pies/se-
gundo
63. pies/segundo 65. 22 pies/s2
67. Aproximadamente 886.154 pies
69. 5 fiO72.5 mi/h
Sección 5.3 (página 278)

1.j2 3!
,,= n = 2'

9. 190 11. 1165 13. 224 15. 350

17. 338,350 19. 21. n2 23. ,

25 33 396 II 378 513 81 2!
2 ' 2 25 ' 25 25' 25 400' 400

n(n+1) 1

2 - - cuando n -*
2n 2

81n2(n + 1)2 81
37. 4

- cuandon-oo
4n 4

1 3n(n+l) 7- - 2
cuandon-*oo

n 2n 2
Sección 5.4 (pagina 286)

(10

1. (2x- I)dx 3. I
(x2+4)dx

Ji Jo
8

1

5. I \Txdx 7. I
dx

j4 J3V1+X
1/2

9. sen 2srx dx 11. 0.44 13. 1.45
0

15. 19.5 17. 58.8 19. -ir/6 21. 0.24

23. jj 2.28333 25. 16.5 27. 26.4 29. ir/6
31. 0.33 33. 1.75462 35. 18 37. 40.575

39. 0 41. 1.83753 43. 45. 12 47. 30

Sección 5.5 (página 295)
45. x - sen2x + C 47.

13. 0 15. 17. 0 19. 2 21.
23. 25. 27 29 315 9 4
33. - 35. 4/sr 37. 0 39. 41.
43. 25ir/4 19.635

-30

47. 1000 + V'(t) di = 160 (gal)
Jo

fi 1 1 149. SeaQ= I-+-+-+-\l.2 1.4 1.6 l.8)(0.2) 0.5456

eI=J 1dEntoncesQ+0.lIQ+0.2.

Por tanto, 0.64 < I <0.75.

Sección 5.6 (página 304)

1. 3. 5. 0 7. 9. 11. 0
13. 4 15. 17. - -0.27 1605 19. 0
21. 1.458333 23. 0 25. 4 27.29 318I_8l

20 4 TT
33. Altura promedio: - 266.67 pies; velocidad promedio:
-80 pies/segundo

35. - 1666.67 (L) 37. 39. ir/3
41. f'(x) = (x2 + 1)' 43. h'(z) = (z - 1)"
45. f'(x) = -x - x' 47. G'(x) = (x + 4)1/2
49. G'(x) = (x3 + 1)1/2 51. f'(x) = 3 sen 9x2

53. f'(x) = 2xsenx2 55. f'(x) = 22+x
1

57. y(x)
= f

! di 59.

61. La integral no existe.

Sccción 5.7 (página 311)

1. (x + l) + C

5. 4V7x + 5 + C

y(x) l0+f Vi +t2dt

3. -(4-3x)8+C
7. ---cos(srx + 1) + C

9. sec 20 + C 11. (x2 - 1)3/2 + C
13. - (2 - 3x2)312 + C 15. (x + 1)3/2 + C
17. sen2x3 + C 19. -(x3 + 5)3 + C
21. - cos4 x + C 23. tan4 0 + C
25. 2senV + C
27.(x+ l)'°+C=j(x2+2x+1)5+C
29. (6t + t)' + C 31 33 3 JJ.2t.72 3 .. IS

37J. 39 4112.8 43±.
128 IS IS 2n

Respuestas a los problemas impares A-47

155 20 4 9.' 11.24
49. -x + tan x + C



SecciOn 5.8 (página 320)

Sección 5.9 (página 333)

1. T = 8; valor real: 8 3. T 0.65; valor real:

5. T = 0.98; valor real: 1 7. M = 8; valor real: 8

9. M5 0.67; valor real: 3

11. M l.0l;vaior real: I

13. T4 = 8.75; S4 8.6667; valor real:

15. T 0.0973; S4 0.0940; valor real: 0.09375

17. T6 3.2599; S6 3.2411; valor real:
aproximadamente 3.24 13

19. T8 8.5499; S8 8.5509; valor real:

aproximadamente 8.5507

21. (a) 3.0200; (b) 3.0717 23. (a) 2519; (b) 2521

25. (a) 2.09; (b) 2.15 27. 19

CapItulo 5 Problemas diversos (página 337)

17. jsen4x3 + C 19. (x2 + l)' + C
21. 4(4 x)5"2 - 3(4 - x)312 + C
23. Vi + x4 + C 25. y(x) = x3 + x2 + 5

27. y(x) = (2x + i) + 43 29. y(x) 3x213 -

31. 6 segundos; 396 pies 33. 120 pies/segundo

35. Instante del impacto: I = 2 iJö 6.32 segundos; rapidez
de impacto: 201 10 63.25 pies/segundo
37. 176 pies 39. 1700 41. 2845
43. 2(V' - 1) 0.82843

45. 3ir(2V - 1) 3.82945
47. Muestre que toda suma de Ricrnann es igual a c(b - a).

2xV' 2
51. + + C 53. -2x - 'x2 + C
55. 3 senx2 + C 57. cos(t) + C
59. -3(1 + u413)2 + C 61.

63. 3x3(4x2 - 1)3/2 + C (utilice u = i/x)65 !44 125
30 15 6

71. Semicirculo, centro (1, 0), radio 1: area r/2
73. f(x)=I4x2- 1
75. Utilice n 9.L10= 1.12767,R10= 1.16909. El integrando
es creciente en [0, 1], por lo que el prornedio de estas aproxi-
macjoneses 1.1483 ± 0.05.
77. Al5 0.28667, 7' 0.2897 1. Acotan a! valor real de la
integral, ya que Ia segunda derivada del integrando es positivo
en [1, 2].

Sccción 6.1 (página 347)

1. 3x3 + 2x' - 3x2 + C'
3. -(.i - 3x)1° + C 5. (4x + 9)4/3 + C

7. (x + 1)6 + C 9. -3(1 - x2)413 + C
11. 4 sen5x + 3 cos 7x + C

2
13. 3(1 + x4)312 + C 15. C

I +V

1.

11.

15.

21.

1 3. 2/iT 5.

2xf(x) dx 13.

1000 17.

-50; 106.25 23.

2 9 -i
0

320

V1+[f(x)]2 dx

19. -320;
65; 97 25. 1; 1

I1. 3 5.+3 7! 9.+ 11.!4
13-'-20

iç4
9 17. 19. -3V 21. °°

23. 25. 27.3 29. 31.

33. j 35. 37. 39 --.15
47. 3-

49. f(x) = 5x4 51. f(x) =

A-48 Respuestas a los problemas impares

27. 0; 4/ir 31. 625 ,,12 33. 550 galones

35. 385, 000 37. 109.5 pulgadas

39. 3 41. f(x) = 4001rx2(1 +x); 700 ,r/3 libras

Sección 6.2 (págiiia 356)

1. iT/S 3. 8ii 5. 7. 3i/10
9. 512ir/3 11. l6ir/15 13. IT/2 15. 8ir

17. l2lir/210 19. 8ir 21. 49sr/30

23. i7ir/i0 25. 91T 27. 4-ira2b 29.

31. 3aV 37. a3 43. (a) $3000; (b) $3000

Sección 6.3 (pagina 365)

1. 8sr 3. 625iT/2 5. l6ir 7. iT 9. 6sr/5
11. 256i/15 13. 4ir/15 15. llir/15
17. 56ir/5 19. 8ir/3 21. 2ir/15 23. iT/2
25. i6ir/3 27. 64i,- 31. 4ira2b
33. V = 2sr2ab 35. V = 21T2a3 37. (a) V = 3-rrh3

Sccción 6.4 (pagina 374)

No/a. En I a 19, se da el integrando, seguido por el intervalo
de integraciOn.

1. Vi + 4x2; [0,11
3. Vi + 36(x4 - 2x3 + x2); [0,2]
5. Vl + 4x2; [0,100] 7. Vi + 16y6; [-1,2]

+ 1
9. ; [1,2] 11. 21rx2V1 + 4x2; [0,4]

13. 2ir(x - x2)V2 - 4x + 4x2; [0, 1]
15. 2ir(2 - x)Vl + 4x2; [0, 1]
17. irV4x + 1; [1,4]
19. ir(x + l)V4 + 9x; [1,4] 21. 22 23.

25. 4 = 3.84375



27. (l04Vi - 125) 9.25842

29. ir(5'\/ - 1) 5.3304 31. 66.5625

33. ir(82V - 1) 258.8468 35. 4r
37. 3.8 194 (valor real: aproximadamente 3.820197789)
41. Evite el problema cuando x = 0 como sigue:

L8f x'13dx=6.
J l/(2/2)

Sección 6.5 (página 382)

1. y(x) = (x2 + C)2 3. 3y2 + 2x = C
5. y(x) = 1 + (x2 + C)2
7. 3y + 2y2 3x + 2x312 + C
9.y3+y=x-x'+C 11.y(x)=(1-x)1

13. y(x) = (x + 1)" 15. y(x) = ( - x312)2
17. x2 + y2 = 169 19. y(x) = (1 + x -
21. 20semanas

23. (a) 169, 000; (b) a principios de 2011

25. P(t) -* +oo cuando I -* 6. 27. 3 horas

29. 1 hora, 18 minutos y4O segundos después de retirar el tapón
31. 1:20 P.M. 33. Aproximadamente 6 minutos y 2.9 segundos
35. f(x) = (.ir/86, 400)2x4; el radio del agujero debe ser

24O'
pies, aproxirnadamente 0.02887 pulgadas.

SecciOn 6.6 (página 391)

1. 30 3. 9 5. 0 7. i5pieslibra
9. 2.8 16 x iO pies libra (con R = 4000 mi, g = 32 pies/s2)

11. 13, 000 ir= 40, 841 pies libra

13. 125, 000 3 130, 900 pies libra

15. 156, 000 It 490, 088 pies. libra

17. 4, 160, 000 it 13, 069, 025 pies libra

19. 8750 pies libra 21. 11,250 pies libra
23. 25,000 [i-(0.1)°] pulgadas. libra 1254 pies. libra

25. 16irpies libra

27. 1,382, 400irpies. libra
29. Aproximadamente 690.53 pies. libra

31. 249.6 libras 33. 748.8 libras

35. 19, 500 libras 37. 700p'3 14, 560 libras
39. Aproxirnadamente 32, 574 toneladas

Capitulo 6 Problemas diversos (pgina 394)

1. -, - 3. i;3 5. 14/3 7.2yt115

9. 12 pulgadas 11. 41,il105 13. i0.625jr= 33.379 g

19. f(x) = Vi + 3x 21.
24 - 22

0.4521
32r

23. 25. 27. 52/5
31. y(x) x2 + senx 33. y(x) = (C - x)' -

Respuestas a los problemas impares

35. y(x) = (1 - x3)' 37. y(x) = (4 - 3x)'13
39. y(x) = (1 - senxY'
41. (2y2 - 1)x = (Cx + 2x'12 - 1))' 43. 1 pie
45. W= 4irR4p 47. 10,454,400 pies. libra
49. 36, 400 toneladas
51. No existe un volumen máximo; c = 1/3 'f minimiza ci

volumen V.

Sección 7.1 (página 406)

1. 128 3. 64 5. 1 7. 16
9. 16 11. 4 13. 3 15. 3

17. 3 in 2 19. In 2 + in 3
21. 3 1n2 + 2 in3 23. 3 in2 - 3 1n3
25. 3 in 3 - 3 in 2 - in 5 27. 281 > 212

29. Existen tres soluciones de Ia ecuación. La que noes obvia
por inspección es aproximadamente -0.7666647.

31. 6 33. -2 35. 1, 2 37. 81 = 34

39. 0 41. (x + i)e 43. (xa + x")e
45. x3(x - 2)e 47. 1 + in x
49. x"(1 + in x) 51. (1 - x)e
53. 3/x 57. f'(x) =
61. P'(t) = 3' in 3 63. P'(t) = -(2 In 2)

65. (a) P'(0) = iii 3 = 1.09861 (mIllones por hora); (b) P'(4)
=34. in 3 88.9876 (miilonesporhora)

Sección 7.2 (página 415)

1.f'(x) -
3x - 1

3
3.f'(x) 1

1 + 2x
3x2 -

7. f'(x) = - !senOn x)5.f'(x) =
3x3 - 3x x

1 x9.f'(x) = - 11.f'(x) = - +
x(in x)2 x x2 + I

13. f'(x) = -tan x
15. f'(t) = 2t ln(cos t) 2 tan

17. g'(t) = (in t)2 + 2 In
19. f'(x) = 6(2x + i) + 8x(x2 - 4)1
21. f'(x) = -x(4 - x2)' - x(9 + x2)'

23f(X)=x+i x-1
, 1 i

25. g'(t) = 2r' - 21(r2 + i)'
27. f'(x) = -x + cot x

29 31.
-x + cot yy-x

33. in 2x - 1 + C 35. ln(i + 3x2) + C
37. in 2x2 + 4x + I + C

A-49



39.(lnx)3+C 41.1nIx+1+C
43. ln(x2 + x +1) + C
45. (1nx)2 + C 47. 41n(l - cos2x) + C
49. 41nx3 - 3x2 + ii + C
51.0 53.0 55.0
59. m -0.2479, k - 291.7616

65. y-*0cuandox-*O4;dy/dx-*0cuandox-*0.El
punto (0, 0) no está en Ia gráfica. Intersección con el eje en
(1, 0); mInimo global cuando x = e1 (las coordenadas son
aproximadamente (0.61, -0.18)); punto de inflexión cuan-
do x = e312 (las coordenadas son aproximadamente (0.22,
-0.07)).
67. y-* -.00 cuandur -* 0;y -*0 cuandox -* +oo. Máximo
global en (e2, 2/e); ünica intersección con el eje en (1, 0); punto
de inflexión cuando x = e813. El eje x es una asIntota horizontal
y el ejey es una asintota vertical.
71. Estimación mediante puntos medios: aproximadameite
872.47; estimación mediante trapecios: aproximadarnen-
te 872.60; valor real de Ia integral: aproximadamente 872.5174.

Sección 7.3 (página 422)

1. f'(x) = 2x

2 23. f (x) = 2xe = 2xex = 2x exp(x )
5. f(x) = -2x3 exp(x2)

7. g'(t) = (1 +

9. g'(t) = (1 + 2t -
11. g'(t) = -e°'Seflt
13. f'(x) = -esen(1 - e)

15. f'(x)
I -
x + e

17. f'(x) = e2(3 cos 3x - 2 sen 3x)
19. g'(t) = 15(e' - r')(e' - in t)4
21. f'(x) = -(5 + i2x)e4
23. g'(t) = (e' + te' - 1 )_2
25. f'(x) = (x - 2)e'
27. f'(x) = e exp(e) = ee
29. f'(x) = 2e cos 2e

31.
e - ye

1 -xe 1 -y xe-e
e - y xy - y
ey+x xy+x

39. exp(3x3 - 1) + C 41. 4 ln(1 + e2) + C

43. 4 exp(1 - cos 2x) + C 45. 4 in(x2 + e2) + C

47. -exp(- 4t2) + C 49. 2e + C

51. ln(1 + e) + C 53. -4 exp(-x'2) + C

55. e2 57. e 59. +oo 61. +oo

63. Minimo global e intersección con el eje en (0,0), máximo
local en (2, 4e2); puntos de inllexión cuando x = 2 ± f? El
eje x es una asintota.
65. Máximo global en (0, 1), Ia ünica intersección con el eje;
punto de inflexión cuando x = ± El eje x es Ia ünica
asIntota.

67. 4ir(e2 - 1) 10.0359

69. 4(e - e') 1.1752

71. La solución es aproximadamente 1.278. Observe que
sif(x) = e-x + 1, entoncesf'(x) < 0 para toda x.
73. f'(x) = 0 cuando x = 0 y cuando x = n;fes creciente en
(0, n) y decreciente para x > n. Asi, x = n proporciona el valor
máximo absoluto def(x) para x 0. El eje x es una asIntota
horizontal y existen puntos de inflexión cuando x = n ±
77. y(x)=e+4ex

Sección 7.4 (página 429)

1. f'(x) 10 in 10
3. f'(x) 34 in 3 - 34 in 4 = (4) in (4)

5. f'(x) = _(7co)(ln 7)(sin x)
7. f'(x) = 2(4 in 2)V
9.f'(x) = x'2"in2

11. f'(x) = 17 in 17
13. f'(x) = -x2 10" in 10
15. f'(x) = (22k in 2)(2 in 2)

17. f'(x) =
X

in 3 x2 + 4

21. f'(x) = 23. f'(x)
exp(Iogio x)

41n 2)(in x) x in iO

25. +C 27.22+C2in3 1n2
73+I

(in x)2
29. +C 31. +C3in7 21n2
33. [x(x2 - 4)' + (4x + 2)'](x2 - 4)"(2x + 1)"

35. 2 in 2 37.
(x'°)(2 In x)

2)
39.( i

+
i 2x 2x

3\x+i x+2 x2+i x2+
41. (In x)[4x" in(in x) + x"2(ln x)'}

(3x
4x2 \

+ x2 1 +
3)(i + x2)312(i +

[ 2x
+ 2x in(x2 + l)](x2 + i)2

Lx2 + i

47. x"(2 + in x)(V' 49. e
51. x" e(x + in 4

32

in 2
19. f'(x) = = log3 2

in 3

A-50 Respuestas a los problemas impares

37. -e'2 + C



xx x57. Observe que In - = x In -
e

dy In2

x (In x)3

Sección 7.5 (página 438)

1. $119.35; $396.24 3. Aproximadamente 3.8685 h

5. Aproximadamente 686 aiios de edad

7. (a) 9.308%; (b) 9.38 1%; (c) 9.409%; (d) 9.416%; (e) 9.417%

9. $44.52 11. Después de 32.26 dIas más

13. Aproximadamente 35 afios

15. Aproximadamente 4.2521 x i09 años de edad

17. 2.40942 minutos

19. (a) 20.486 pulgadas; 9.604 pulgadas; (b) 3.4524 millas,
cerca de 18, 230 pies

Sección 7.6 (página 444)

15. Aproximadamente 46 dias después de que comienza el
rumor
19. 577 pies 23. (b) $1,308, 283

25. (a) x(t) = 100,000- 80, 000 ed", cuando k = In 2; (b) en
marzo 29; (c) todos se contagian de gripe.

CapItulo 7 Problemas diversos (página 445)

1.f'(x)
2x

5. f'(x) in 2

1 + In In x
9.f'(x) =

x

17. f'(x) -

1 -3.f'(x) - x - e
7. f'(x) = (2 + 3x2)e_2

11.f'(x) = x2in2
2

13. f'(x) - exp( -(x - 1)2
3/ 1 8x "

15.f'(x)
= 2cx - 1

+ 4x2)

(sen x cos x) exp(V1 + sen2x)

Vi +sen2x
x"(1 - in x)19. f'(x) = cot x + in 3 21. f'(x) -

23 f'(x) (1 + In in x'\
= I(lnx)

x /
25. - lnj I - 2x + C
27. 4ln 1 + 6x - x2 + C

2 i029. -In(2 + cos x) + C 31.
10

+ C

33. 4(1 + el3'2 + C

37. x(t) = t2 + 17
41. x(t) = 4(2 + 7e3')

xIinxIV(lnx) - 1
sec2x9.f'(x) -

Vi - tan2x
e11. f'(x) -

Vi - e2

13. f'(x)
2

15. f'(x) -

Vi - x2
2

xV -
17. f'(x) -

Respuestas a los problemas impares

(i + x2)(arctan x)2

35. -p-- + C
in 6

39. x(t) = I + e'
43. x(t) =

45. Asintota horizontal: el eje x; máximo giobai cuando
x = ; punto de inflexión en x = (1 + T5Ji (aproximadamente
(1.21, 0.33)); mInimo global e intersección con el eje en (0,
0), con una tangente vertical en ese mismo punto

47. Minimo global en (4, 2-in 4), punto de inflexión en (16,
1.23) (ordenada aproximada). Ei ejey es una asintota vertical;
no existe una asintota horizontai. (La gráfica continua subien-
do al aumentarx.)

49. Punto de inflexión en (0.5, eq). La recta horizontaly = 1
y el eje x son asIntotas. El punto (0, 0) no está en Ia gráfica.
Cuando x -* 0 + , y -* 0; cuando x - 0-, y -* +oo. Cuando N
-+oo,y--* 1.
51. Venda inmediatamente!

53. (b) Ei valor que minimiza es 10.5 16, aproximadamente.
Pero como ci tamaflo dci lote debe ser Un entero, 11 (y no 10)
minimizaf(x). (c) $977.85

57. 20 semanas

59. (a) $925.20; (b) $1262.88

61. Aproximadamente 22.567 horas después de Ia interrup-
ción eléctrica; es decir, aproximadamente a las 9:34 P.M. de ia
tarde siguiente

63. (b) t10) = 176(1 - e) 111.2532 pies/segundo, apro-
ximadamente 75.85 millas/hora. La velocidad Ilmite es alp =
176 pies/segundo, exactamente 120 millas/hora

65. (a) El minimo def(x)-g(x) ocurre cuandox = 4 yes 2(1
- In 2) >0. Por tanto, f(x) > g(x) para toda x> 0. (b) La solución
(mayor) de g(x) = h(x) es (por ci método de Newton) aproxi-
madamente 93.354460835. (c)p = e

Sección 8.2 (página 457)

1. (a) ir/6, (b) -ir/6, (c) 3r/4, (d) -ir/3
3. (a) 0, (b) ir/4, (c) -IT/4, (d) ir/3
5. f'(x) = i00x99(1 - x200)12

7.f'(x)

A-51

1. y(x) = -1 + 2e 3. y(x) = 4(e2 + 3)
5. x(t) = 1 - e2' 7. x(t) = 27e5' - 2
9. v(t) 10(1 - eo') 11. 4,870,238



19. f'(x) =
x[1 + (lnx)2]

2e
21. f'(x) =

I + e2
cos(arctan x)23.f(x)- i+x2
1 - 4x arctan x

25. f'(x) =
(1 + x2)3

27
dy 1-fy2 ;x+y2
dx 1+x2

29.
dy Vi - y2 arcseny x + y =
dx Vi - x2 arcsenx

31. ir/4 33. ii/12 35. ir/12
37. 4 arcsen 2x + C 39. 4 arcsec x/5 I +
41. arctan(e) + C 43. arcsec I x3/5 + C

45. arcsen(2x - 1) + C y 2 arcsen xU2 + C son correctas.

47. arctan(x50) 4- C 49. arctan(In x) + C

51. ir/4 53. si-/2 55. ir/12 59. 8 m
63. sr/2 65. (b) A = 1 - 4ir, B = 1 + 4ir

Sección 8.3 (página 462)

5.0 7.0 9'1.4 3a
11. 2 13. 0 15. 1 17. 1 19. 4

21. 4 23. 4 25. 27. 4 29. 1

in 3

31. 4 33. - 4 35. 1 37. 4 39. 4
41. 6 43. 4 45 4 47. 0

Sección 8.4 (página 467)

Sección 8.5 (página 476)

1. f'(x) = 3senh(3x - 2)
3. f'(x) = 2x tanh(I/x) - sech2(1/x)
5. f'(x) -12 coth2 4x csch2 4x

7. f'(x) -e' csch x coth x
9. f'(x) = (cosh x) cos(senhx)

11. f'(x) = 4x3 cosh x4

15. 4 cosh x2 + C
19. 4senh3 2x + C

23. - 4 csch2 x + C

A-52

13 f'(x) 1 + sechx
- (x + tanhx)2

17. x - 4 tanh 3x + C
21. - 4 sech2 x + C
25. In(1 + coshx) + C

27. 4 tanh x + C 29. f(x) = 2(4x2 + 1)_2

31. f(x) = 4 x(1 - x)
33. f'(x) = (x2 - 1)_h/2

35. f'(x) 4(senht x)"2(x2 + 1)_h/'2

37. f(x) = (1 - x2)(tanh' xr
39. arcsenh(x/3) + C 41. 4 in 0.14695

43. - 4 sech 3x/21 + C 45. senh(ei + C
47. -sech(e) + C 53. senh a

57. ln(1 + 'vi) 0.88137 3587

CapItulo 8 Problemas diversos (página 478)

1. f'(x) 3(1 - 9x2)2
c 3. g'(t) = 2r'(t4 - 1)_I/2

19. f'(x) -
xpVx2 + 1

21. 4arcsen2x + C
23. arcsen(x/2) + C
25. sen'(ei + C
27. 4 arcsen(2x/3) + C

1. 1 3. 4 5. 4 7. 1 9. 0 29. 4 arctan(x3) + C

11. -1 13. - 15. - 17. -4 19. 0 31. sec'I 2x1 + C
21. 1 23. 1 25. e6 27. e2 29. 1 33. arcsec(e) + C
31.e 33. -° 35.2coshV+C

37. 4 (arctan x)2 + C
39. 4senh(2x/3) + C
41. 4 43. 4 45. - 4 47. 1 49. -

51. +Co 53. e2 55. - - 57.

61. x = 4.730041

Sccción 9.2 (página 483)

1. -(2 - 345 + C 3. 4(2x3 4)3/2 + C

5. (2x2 + 3)2/3 + C 7. -2csc V + C
9. 4(1 + sen6)6 + C 11. e°'' + C

13. (1n t)'' + C 15. 4arcsen3t + C

Respuestas a los problemas impares

5. f'(x) = -(senx)(1 - cos2 x)"2 =
Sen x

sen x

7. g'(t) 10(100t2 - 1)_I12

9. f'(x) = -2x(x4 -
11. f'(x) = 4x2(1 - x)2

2x
13. f'(x) =

x4 + 2x2 + 2
15. f'(x) = e senh e + e2 cosh e
17. f'(x) = 0

x



17. arctan (e2) + C 19. arcsen(x2) + C
21. tan53x + C 23. tan-' (sen6) + C
25. (1 + + C 27. in arctan t + C
29. sec'e + C
31. (x - 2)7I2 + (x - 2)5/2 + (x - 2)3/2 + C
33. (2x + 3)'12(x - 3) + C
35. r(x + 1)213(2x - 3) + C

1 3x+10
37. ln 3x -10 + C

39. x(4 + 9x2)"2 + 4ln 3x + (4 +
9x2)"21

+ C
41. x(16x2 + 9)1/2 - th 1n 4x + (16x2 + 9)1/21 + C
43. j4x(32x2 - 25)(25 - i6x2)" + arcsenx + C

45. La sustitución u = ? conduce a una integral de Ia forma
de Ia formula (44) de Ia tabla de integrales que aparece en los
forros del libro. La respuesta es

+ e2)2 + ln[e + (9 + e2x)2] + C.

47. Con u = x2 y (47) en Ia tabla de integrales, ((x4 1)IQ

arcsec x2) + C
49. Con u = In x y (48) en Ia tabla de integrales,

{(ln x)[2(ln x)2 + 1][(ln x)2 + 1]2
-lnI(in x) + [(ln x)2 + i]2} + C

53. sen'(x - 1) + C

Sección 9.3 (página 491)

1. (2x - sen2x cos 2x) + C

3. 2 tan + C

5. -lnsec3xI + C
7. lnsec 3x + tan 3x + C
9. (x - sen x cos x) + C

11. cos3 x - cos x + C
13. sen3 0 - sen5 0 + C

15. sen5x - sen3x + senx + C
17. (cos x)5'2 - 2(cos x)"2 + C

19. - cos7 2z + cos5 2z - cos3 2z + C

21. (sec 4x + cos 4x) + C
23. tan3 t + tan t + C
25. - csc22x - lnIsen2xI + C
27. tan6 2x + C

29. - cot5 2t - cot3 2t - cot 21 + C

31. cos4 0 - cos2 0 + C, = sen4O + C2

33. (sec t)312 + 2(sec 1)- /2 + C

35. sen3 0 + C

37. sen5t - jsen35t + C
39. t + cot 3t - cot3 3t + C

Respuestas a los problemas impares

41. - cos512 2t + cos9"2 2: - cos'3"2 2: + C

43. senx - cos x + C
45. -cot x - cot3 x - csc x + C
49. cos 2x - cos 8x + C
51. sen3x + sen5x + C
57. ir/4
59. 2ln2 1.38629436112

Sección 9.4 (página 497)

1. xe2 - 'e2 + C
3. -t cos t + sent + C
5. çxsen3x + cos3x + C
7. x4 ln x - + C
9. x arctan x - ln(1 + x2) + C

11. 4y3"2 ln y - 4S/2 + C
13. t(ln 1)2 - 2: In t + 2: + C
15. 4x(x + 3)3/2 - j (x + 3)5/2 ± C

17. x3(x3 + 1)3/2 - g (x3 + 1)5/2 + C

19. (csc 0 cot U + Inlcsc 0 + cot 0) + C
21. x3 arctan x - x2 + ln(1 + x2) + C
23. x arcsec x"2 - (x - 1)/2 + C
25. (x + 1) arctan x'12 - x"2 + C
27. -xcotx + lnsenxI + C
29. x2senx2 + cos x2 + C
31. -2x"2(2 + in x) + C
33. xsenhx - cosh x + C
35. x2 cosh x - 2x senh x + 2 cosh x + C
37. ir(e - 2) 2.25655

39. - 1)esenx + xecos x + C
47. 6 - 2e 0.563436

49. 6 - 2e
57. (2ir6 - i0s + 15ir2) 13.709144

SecciOn 9.5 (pigina 506)

1.x2x+lnIx+1I+C
1 x-33.-ln +C
3 x

SJln-2 +C
5 x+3

7. lnx - ln(x2 + 4) + C
9. x3 - 4x + 8 arctan x + C

11. x - 2 lnIx + ii + C
13. x + (x + i)' + C

i x-215.-in +C
4 x+2

A-53



17. 41n12x - ii - mix + 31 + C 19. 4xVx2 + 1 - 4in x + Vi + x2l + C
19. 1nlx + 2(x + 1)-' + C 21. 1xV4 + 9x2 - inl 3x + V4 + 9x21 + C
21. 4inx2 - 4 + 41n1x2 - i + C 23. x(1 + x2)"2 + C
23.inlx+21+4(x+2Y'-2(x+2Y2+C ii x+2 12x 32x]+c25.-I3ln2 x2_4+(x2_4)2
25.

i1( x2
+

512L

2 \x2+1) 27.4xV9+16x2+inI4x+V9+i6x2l+C
29. V2 - 25 - 5 arcsec 4 x + C

27. !ln(
2 \X2± 4) + arctan

2
+

31. 4x(2x2 - 1)(x2 - 1)1/2 -4 1n x + (x2 - i)"2l + C

29. -41nx + i + 41n(x2 + 1) + 4arctan x + C 33 -(42 - i)_'2 + C
31. arctan - 4 Varctan xV' + C 35 5)1/2 + ml x + (x2 5)u/21 + C

1 x
arctan + !In(x2 + 3) + C 37. arcsenh4x+C

39. arccosh 4x - x'(x2 4)1/2 + C
35. x + 4 inx - II - 5(2x - 2)-' 41. 4x(1 + 2x2)(1 + x2)'12 - 4arcsenhx + C

+ ln(x2 + 1) + 2 arctan X + C
43. ir[i8V' - in(2 + V)j 3.80974

37. 4(1 - 2e2')(e - 1)_2 + C
39. 4 in 3 + 2 intl + 4(3 + 2 in t)' + C 45. - + mn( +

1.222016
\ 1 +

41. jir(52 - 75 in 2) 0.01 1696324 49. + in(1 + Vi)] 14.4236
2e'43. x(t) = 53. $64 miliones2e' - 1

2e' + 1 Sección 9.7 (página 518)45. x(t) = 2e2' - 1
2ie' - 1647. x(t) - 8 - 7e'

49. Aproximadamente 153, 700, 000
51. (a) 1.37 s; (b) 200 g

200
53. P(t) = 2 -
(a)t=iOO in 1.8 = 58.8 (dias)

(b)t=iOOln2 = 69.3 (dias)

Sección 9.6 (página 512)

1. arcsen4x + C
V4 -

3. +C
4x

x xVl6_x2 +C5. 8arcsen4
2

15. 4 in 2x + V9 + 4x2 + C 37. Aproximadamente 3.69 miflas

17. arcsen4x - 4xV25 - x2 + C 39. in x - ii - 41n(x2 + 2x + 2) + arctan(x + 1) + C

1. arctan(x + 2) + C
3. 11 arctan(x + 2) - 4mn(x2 + 4x + 5) + C
5. arcsen4(x + 1) + C
7. -2 arcsen4(x + 1) - 4(x + 1)(3 - 2x - x2)"2

4(3 - 2x - x2)3"2 + C
9.1nl2x+3l+mni2x-iI+C

11. 4arctan4(x + 2) + C

13. !in + x
+

4 3-x
15. ln(x2 + 2x + 2) - 7 arctan(x + i) + C
17. 4arcsen(x - 4) - 4(5 + 12x - 9x2)"2 + C
19. arcsen 4 (x - 2) + 4 (x - 2)(9 + i6x - 4x2)"2

+ 4(9 + i6x - 4x2)3"2 + C
21. 4(7x - 12)(6x - x2)"2 + C
23. -(16x2 + 48x + 52) + C

x
7. +C

25. 4 in(x2

127.-in
32

+ x
x+2

+ 1) - 4V arctan(4V[2x + 1]) + C
x9V9 - 16x2 x-2 2

+C8(x -4)V2 - 19.lnlx+Vx2_il +C 29. ml xl - 4Varctan(4V[2x + 1]) + Cx

11. [(9 + 4x2)512 - 15(9 + 4x2)312] + C 31. -4(x - i)' - 4inl x - i - 4(x + 1)-'
+ 4 in x + 1 + C+ Vi - 4x2

13. Vi - 4x2 - in + 33. -4(x + 7)(x2 + 2x + 5)' - 4arctan(4[x + 1]) + C
2x

A-54 Respuestas a los problemas impares



41. x2 + lnj x - II + 1n(x + x + 1)
+ + 1]) + C

2V
43. ln(x4 + x2 + 1) - arctan22

+ ,
Sección 9.8 (página 528)

1.1 3.+oo 5.+co 7.1
9. + 11. -. 13. 15. +

17. No existe 19. 2(e-1)
21. +00 23 '

CapItulo 9 Problemas diversos (página 529)

Nota: Las diversas técnicas de integración pueden producir
respuestas que parezcan djferentes a éstas. Si ambas son
correctas, entonces deben dferirpor una constante.

1.2 arctanV + C
3. 1nsecxj + C
5. sec0 + C
7.xtanx-x2+1nlcosxI + C
9. (2 - x3)512 - - x3)312 + C

11. x(25 + x2)"2 - 1n x + (25 + x2)"21 + C
13. 4\/arctan(V'[2x - 1]) + C
15. \arctan(V[3x - 2])

+ ln(9x2 - 12x + 33) + C
17. 4(1 + x3)3"2 + C

19. arcsen( sen x) + C
21. -lnhlncosxI + C
23.(x+1)ln(x+1)-x+C
25. xVx2 + 9 + injx + Vx2 + 91 + C
27. 4 (x - 1)(2x - x2)"2 + 4 arcsen(x - 1) + C

1 x+V229. -x3 + 2x - \/'ln + C
3

31. 4(x2 + x)(x2 + 2x + 2)' - 4arctan(x + 1) + C
sen 20

33. +C2(1 + cos 20)
35. 4 sec5x - 4 secx + C
37. x2[4(1n x)3 - 6(ln x)2 + 6(ln x) - 3] + C
39. 4e(1 + e2)'12 + 4 1n[e + (1 + e21"2] + C
41. arcsecl4x1 + 1x2(x2 9)1/2 + C

43.lnlxj +4arctan2x+C
45. 4 (sec x tan x - In sec x + tan xj) + C
47. ln x + 11 - 4x + C
49. ln x - 1 + in(x2 + x + 1) + (x - 1)'

- 2(x2 + x + 1)-' + C
51. x[(ln x)6 - 6(ln x)5 + 30(In x)4 - 120(ln x)3

+ 360(ln x)2 - 720 in x + 720] + C

53. 4 (arcsen x)3 + C 55. 4 sec2 z + In cos z I + C
c 57. 4 arctan(exp(x)) + C

59. -4(x + 1)exp(-x2) + C
1+V1_x261. --arcsenx - in + Cx x

63. 4 arcsenx + 4x(2x2 - i)(1 - x2)'I2 + C
65. 4 ln 2x + i + (2x + 1)' + C
67. 4 ml e2 - 1 + C

69. 2 mlx + ij + 3(x + 1)T' - 4(x + 1) + C
71. 4 in(x2 + 1) + arctan x - 4(x2 + 1)' + C
73. (x + 1)3"2(6x3 + 4) + C

75. 4(1 + senx)3"2 + C

77. 4 in I sec x + tan x + C

79. -2(1 - sent)"2 + C
81. -2x + \/arctan(4\/[2x + 1])

+ 4(2x + 1) ln(x2 + x + 1) + C
83. -x'arctan x + Ini x(1 + x2)_1I21 C
85. 4 ln(x2 + 1) + 4(x2 + 1)_I + C
87. 4(x - 6)(x2 + 4)_1/2 + C
89. i +sen2x)3/2 + C

91. 4e(x senx - x cos x + cos x) + C
93. -4(x - 1)2arctan x + 4ln(x2 + 1)

-4injx-1I -4(x-1'+c
95. 4Larcsen4(3x - 1) - 4(3 + 6x - 9x2)'12 + C
97. 4x3 + x2 + 3x + 4inIx - ii - (x -1) + C
99. x arcsec x"2 - (x - 1)1'2 + C

101. 4ir(e2 - e2 + 4)
103. (a) A

=
- e'(l + e)'I2

F i+v'+lnI
Le' + (1 + e')"2

(b) i-[V' + ln(1 + \/)j 7.2118

105. i[2VT - + ln(
1 + V

)2 2V+V
ii 66353

109. 41T 3.92699

111. Elvalordelaintegral es.
5V-3V' 1 1 1+V'\

113.
2

+
+ )

3.869983

115. La sustitución es u = e.

(a)4\/arctan(4\/[1 + 2ex]) + C

119. - V' in 1 + tan 0 - V2 tan 0
I + tan 0 + V2 tan 0

- 4VarctanV2 cot 0 + C
Respuestas a los problemas impares A-55



i,i 2 (3x - 2)312(945x3 + 540x2 + 288x +25.515

+c
123. (x2 - 1)"3(x2 - 3) + C
125. (x3 + 1)t12(x3 - 2) + C

127. 2 arctan
/1 + X \+x(1-x) +C-x

1 + 2(x + i)
129. 3(x + 1)" - Varctan

+ ml (x + 1)" - 1
- JnI (x + 1)2/3 + (x + 1)' + I +

1 fV1+e2_i131. Vi + e2 +
2 Vi + e2 +

+

133.

6 1-cosO senO135.tan-+C= +C- +C
2 senO 1 + cos 6

2 sen6137.- +C1 +senO-cos6

139. in
1 - COS 0 + (V - 1) sen6
1 - cos 0 - (V' + 1) senO

- cos 6
141. In

1 - + 2
+

sen 0

Apéndice A

1. 21T/9 3. 7iT/4 5. -5ir/6 7. 720

9. 675°

+c

128) 11. senx = -V', cosx = , tanx = -V's,
csc x = -2/V', sec x = 2, cotx = -i/V
13. senx = -, cos x = - cot x =
csc x = -2, sec x = -2/V, tan x = 1/V'
15. x = nir(n cualquier entero)

17. x = 3/2 ,r+ 2n,r(n cualquier entero)

19. x = 2nir(n cuaiquier entero)

21. x = nlr(n cuaIquier entero)

23. x = 3/4 ir+ nir(n cualquier entero)
C 25. sen x = - , cos x = , tan x = - , sec x =

cotx = - 29. 31. - 33. V'

35. -V' 43. ir/3,2ir/3 45. ir/2
47. ir/8, 3ir/8, Sir/8, 73r/8

Apéndice F

1. f'x2=

3.

fsenxcosxdx =

. Vx + x7 dx =

A-56 Respuestas a los problemas impares
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Abel, Niels Henrik, 173
Abscisa, 15
Aceleración, 103, 262
Aca Eruditorum, 190
Ada, 49
Advanced Calculus, 461
Agua:

problema de evaporación, 359
volumen en funciOn de Ia temperatura,

III, 150
Alfabeto griego, A-34
Análisis dimensional, 146
Angulo:

de inclinación, 19
grados, A-2
negativo, A-I
positivo, A-i
radianes, A-2

Antiderivación, 256
Anualidad, 525
Aproximación con Ia recta tangente,

328
Aproximación con puntos medios, 327
Aproximación de Simpson, 330

estimación del error, 332
Aproximación en el extremo derecho, 324
Aproximación en el extremo izquierdo, 324
Aproximación lineal, 192,
Aproximación mediante trapecios, 325

estimación del error, 332
Aproximación parabólica, 330
Aproximaciones en los extremos, 324
Arandela, 353
Arco suave, 367

longitud, 369
Arcocoseno, 451
Arcosecante, 454, 455
Arcoseno, 450
Arcotangente, 452

formula para Ia suma, 458

Area, 342, A-33
cilindro, 47, 106
circulo, 319,345, A-2
con signo, 283
cono truncado, 371
cuadrado, II
de una zona esférica, 395
elipse, 321
elipsoide, 468, 479
entre dos curvas, 315, 318
esfera, 106, 371, 395
rectángulo, 11,12
sector circular, A-3
superficie de revolución, 372

superficie de una caja, 12, 106
toro, 513
triángulo equilátero, 47

Area de Ia superficie del elipsoide, 468,
479, 513

Arquimedes, 2, 183, 254, 277, 280, 321,
355, 359, 371
ley de fiotación, 183

Asintota, 35, 242, 245, 247
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Asintota oblicua, 248, 253
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Astroide:

area de Ia superficie de revoluciOn, 375
iongitud, 375

B
Babbage, Charles, 49
Barra, 101
Barril de vino de Newton, 358
Base, 398
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BASIC, 287, 428, 458, A-3
Bernoulli, James, 448
Bernoulli, John, 448, 459, 480
Beyer, William H., 481
Briggs, Henry, 397
Byron, Ada, 49

C
Caballo de fuerza, 386
Cable colgante, 448
Cable para un puente de suspension, 376
Cálculo:

panorama, 42
teorema fundamental, 296, 300

Cálculo de Ia raiz cuadrada, 13
Cálculo diferencial, 43
Cálculo integral, 44, 448
Campo de direcciOn, 378
Campo de pendientes, 378
Cantidad creciente, 99
Cantidad decreciente, 99
Caos, 94
Capa cilindrica, 360
Capacidad gráfica, 59
Carbono 14,435
Cardan, 173

fOrmulas, 224
Carrera, 16
Cauchy, Augustin-Louis, A-l9, A-28
Cavalieri, Bonaventura, 350
Cilindro, 349
Circulo:

area, 254, 319, A-2
circunferencia, A-2

ecuaciOn, 24
trasladado, 30

Circunferencia de Un cIrculo, 11, A-2
ClasificaciOn de puntos criticos, 212
Clepsidra, 189, 358, 383
COBOL, 49
Cociente de diferencias, 52
CombinaciOn lineal, 109
Completarel cuadrado, 24, 28, 31, 514
ComposiciOn, 85

de funciones continuas, 84
Concavidad, 232

criterio, 233
y trazo de curvas, 232

Condición inicial, 261, 378
Conjugado, 67

de un nOmero complejo, 179
Conjunto, 4
Constante de eliminaciOn, 437
Continuidad, 81

de funciones racionales, 83
de funciones trigonométricas, 84
de Ia composiciOn de funciones, 84
de polinomios, 83
uniforme, A-22
y derivabilidad, 89

Convergencia de aproximaciones, 175
Coordenadax, 15
Coordenaday, 15
Coordenadas, 15
Coordenadas cartesianas, 15
Cosecante hiperbOlica, 469
Cosecante inversa, 455
Coseno hiperbOlico, 468
Coseno inverso, 451
Cota inferior, A-12
Cota superior, A-12
Cotangente hiperbólica, 469
Cotangente inversa, 452
Crecimiento de Ia poblaciOn mundial, 433
Crecimiento de poblaciones, 100, 379,

431
anOlisis grático, 106
con inmigración, 440
del mundo, 433
problemas, 438

Crecimiento natural, 431
Criterio de Ia primera derivada para

extremos globales, 216
Criterio de Ia primera derivada para

extremos locales, 210
Criterio para Ia concavidad, 232
Cuenlas de ahorro con depOsitos

continuos, 441
Cuemo de Gabriel, 417
Cuña, 355
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Curva:
exót ica, 23
que se dobla hacia abajo, 229
que Se dobla hacia arriba, 229

Curva solución, 378

D
Dato experimental, 415
Datos de población, 100
de Ia Vallée Poussin, C. J., 417
Decaimiento radiactivo, 434
Decimal fmito, 2
Decimal inuinito, 2
Decimal periódico, 2
del Ferro, 173
Derivación, 53, 95

de funciones cuadráticas, 55, 96
de una función inversa, 404
implIcita, 165
logarItmica, 428
notación de operador, 107
proceso de cuatro pasos, 95

Derivada, 43, 50, 53, 59, 95
de Ia función exponencial, 400
de Ia función hiperbólica inyersa, 473
de Ia función hiperbólica, 470
de las funciones trigonométricas, 157
de senos y cosenos, 155
de un cociente, 114
de un máltiplo constante, 110
deunpolinomio, Ill
deunproducto, 112, 113
deunreciproco, 113
de una combinación lineal, 110
de una composición de funciones, 118,

120
de una función constante, 107, 108
de una potencia dej(x), 121
de una potencia de x, 109, 114
de una suma, 110
estudio numérico, 57
n-ésima, 227
notación, 107
segunda, 227, 463
tercera, 227

Derive, 485
Desarrollo decimal, 2
Descartes, René, 1, 15, 166

hojade, 166
Descomposición en fracciones parciales,

499
Desigualdad del triángulo, 3, 47
Desigualdades, 3
Discontinuidad de salto Imito, 82
Dictionary of Scientific Biography, 448
Diferencial, 97, 192, 195
Difusión de La información, 442
Difusión de una enfermedad, 442
Difusión:

de información, 442
dcl calor, 183

Dilatación adiabática de un gas, 416
Directivas en linea, 70
Discontinuidad, 26, 38, 81

inñnita, 26, 82, 83
removible, 83
salto finito, 82

Discontinuidad de salto, 82
Discurso del método, I
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Disminución de ventas, 437
Distancia, 3, 15, 346
Distribución de nOmeros primos, 340,

417, A-I9
Doblez hacia abajo o hacia arriba, 227
Dominio de una función, 5

E
e, 39, 400, 401, 407, 414, 416, 417, 424,

480
como un limite, 422, 424,498

Ecuación:
circulo, 24
de van der Waals, 240
existencia de solución, 88
gráfica, 23
lineal, 18, 23
logistica
trascendente, 39

Ecuación cuadrática, 12
Ecuación de crecimiento exponencial,

433
Ecuación de crecimiento natural, 432
Ecuación de Kepler, 182
Ecuación del crecimiento natural, 432
Ecuación diferencial, 256, 261

de primer orden, 376, 439
lineal, 439
separable, 377
solución, 376

Ecuación lineal, 18, 23
EcuaciOn pendiente-ordenada al origen,

18
Ecuación punto-pendiente, 18
Ecuaciones simultáneas, 20

solución gráfica, 21
Eje x, 14
Ejey, 14
Ejes coordenados, 15
Elevación, 16
Eliminación de contaminantes, 443
Eliminación de sustancias, 437
Elipse

area, 321
circunferencia, 375, 513

Error, 194
Error absoluto, 194
Error relativo, 194
Estudios numéricos, 9, 57, 70
Euclides, 254
Euler, Leonhard, 414,480, 524
Evaluación de integrales, 291
Exi ste nc a:

de 5, 88
de Ia integral, 284, A-l8
de Ia solución a una ecuación, 88

Exponencial con base a, 425
Extension de Ia regla del producto, 113
Extremo, 209

de una función lineal, 138
global, 134
local, 133

Extremo global, 134
criteno de Ia primera derivada, 216

Extremo local, 133, 209
criteno de Ia primera derivada, 210

Extrernos absolutos, 134, 209
teorema, 135
tipos, 75

F
Factores de conversion, A-32
FactorizaciOn, A-32
Fechado con radiocarbono, 435
Fermat, Pierre de, 1, 166

principio del tiempo minimo, 147
Ferrari, 173
First Course in Calculus, 484
floor, 26
Formas indeterminadas:

0/0, 458
0°, 466,468
0 00, 464
1' 466

466
00/00, 461

oo-oo,465
FOrmula(s):

área,A-33
binomial, 108, A-33
cuadrática, 172, A-32
trigonométrica, A-34
volumen, A-33

Formula de cambio de base para
logaritmos, 427

Formula de Euler, 480
demostraciOn, A-30

FOrmula para Ia suma de tangentes, A-6
FOrmulas de Ia regla de Ia cadena, 158
Formulas de reducciOn, 498, 527, 530

potencias de cosenos, 517
potencias de secantes, 496, 518
potencias de tangentes, 490

FOrmulas pam el ángulo doble, A-2
FOrmulas pam Ia suma:

arcotangente, 458
seno y coseno, 155, A-2, A-6
tangente, A-6

FORTRAN, A-3
FracciOn racional, 499

propia, 499, 500
Fracciones parciales, 499

aplicaciones a las ecuaciones
diferenciales, 504

factores cuadráticos, 503
factores lineales, 501

Fuerza:
ejercida por un liquido, 390

Función, 5, 7
algebraica, 449
arcocosecante, 455
arcocoseno, 451
arcocotangente, 452
arcosecante, 454
arcoseno, 450
arcotangente, 452
cociente, 33
combinaciOn lineal, 109
composiciOn, 85
con derivada idéntica, 203
con Ia misma derivada, 203
constante, 63
continua, 82
cosecante, A-i
coseno, 155, A-i
cotangente, A-i
creciente no acotada, 242
creciente, 198, 203
cuadrática, 27, 29, 34
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de función, 65
decreciente, 198, 203
definida en forma imp] icita, 164
derivable o diferenciable, 77, 95
diente de sierra, 26
diferencia, 33
dominio, 5
elemental, 323
exponencial con base a, 425
exponencial natural, 401, 418
exponencial, 38, 398, 400
fuerza, 384
gamma, 524, 526, 527
gráfica, 25
hiperbólica, 468
hiperbólica inversa, 472
impar, 312
integrable, 283
inversa, 402, 403, 449
lineal, 34
logantmo (base a), 39, 401
logaritmo con base a, 427
Iogantmo natural, 405, 408
máximo entero, 6, 11, 69, 76, 80, 82,

90,91,138,207
máltiplo escalar, 33
nula, 34
par, 312
polinomial, 34
posicion, 101, 262
potencia, 34, 415, 426
potencia general, 426
producto, 33
racional, 35, 499
rango, 5
secante, A-I
seno, 155, A-i
suave, 367
suma, 33
tangente, A-i
trascendente, 39, 449
trigonométrica, 36, 157
trigonométrica inversa, 449
uniformemente continua, A-22
valor absoluto, 77, 89

Función algebraica, 449
Función area de una sección transversal, 349
Función constante, 63
Función continua, 82

en un intervalo cerrado, 87
producto de, 82
suma de, 82

Función creciente, 198, 204
no acotada, 242

Función cuadrática, 27, 29, 34
Función decreciente, 198, 204
Función definida en forma implicita, 164
Función derivable o diferenciable, 77

y continuidad, 89
Función diente de sierra, 26
Función elemental, 323
Función exponencial, 38, 398, 400, 418

base 2,399
base a, 425
base, 38, 398
como limite, 422
derivada, 400, 420
lImites, 418, 421
orden de magnilud, 421
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Función exponencial natural, 401, 418
como un limite, 422
derivada, 400, 420
limites, 418

Función zeta, A-19
Funciones trigonométricas, 36, A-i

continuidad, 84
derivadas, 155, 157
periodicidad, 36
y Ia regla de la cadena, 158

G
g, 103,265
Gauss, Carl Friedrich, 417, A-19
Grado de un polinomio, 34
Gráfica:

ecuación, 23
función diente de sierra, 26
funciOn máximo entero, 26, 76
función reciproca, 25
función valor absoluto, 25
función, 25

H
Hadamard, Jacques, 417
Historical Development of the Calculus,

277
Hoja de Descartes, 166
Hopper, Grace Murray, 49
HP-48, 6, 13, 57, 184,322

Identidad fundamental de Ia
trigonometrIa, A-2

Identidades hiperbólicas, 469
Identidades para el ángulo mitad, 485, A-2
Identidades trigonométricas, 485, 492
Incremento, 16, 51, 97, 191
Indice de refracción, 153
tNT, 26
Integrable, 283
Integral, 257, 283

como Ilmite de una sucesión, 285
de constante, 294
impropia, 519
propiedad de comparación, 294
propiedad de Ia union de intervalos, 294
propiedad del mültiplo constante, 294
teorema de evaluación, 291
teorema de existencia, 284, A-l8

Integral convergente, 520, 522
Integral definida, 283

por sustituciOn, 310
Integral divergente, 520, 522
Integral impropia, 519

convergente, 520, 522
divergente, 520, 522

Integral indefinida, 257
Integrando, 284
Interés compuesto continuo, 436
Intervalo, 4
Intervalo abierto, 4

problemas de máximos y minimos, 213
Intervalo cerrado, 4
Intervalo no acotado, 4
Intervalo semiabierto, 4
Introduciio in Analysin Injinitorum,

480
Iteración. 173, 174, 176
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Kepler, Johannes, 415
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l'Hôpital, Marques de, 448, 459
Lamborghini, 444
Lang, Serge, 484
Lanzamiento de un satélite, 386
Leibniz, G. W., 2,45, 190, 257, 268, 284,

289, 296, 340, A-18
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Ley de enfriamiento de Newton, 255,

439, 441
Ley de gravitación de Newton, 385
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A-8
Ley de Ia raiz para limites, 64
Ley de Ia suma para limites, 63
Ley de los cosenos, A-34
Ley de los senos, A-34
Ley de Snell, 153
Ley de sustitución, 66, A-9
Ley de Torricelli, 172, 256, 359, 380, 531
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A-Il
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Leyes de Kepler, 415
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425, A-32
Leyes de los logaritmos, 403, 411, 427
li(x), 340
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A-7
de integración, 284, 520
de un polinomio, 64
de una función racional, 64
de una función trigonometrica, 71
en infinito, 243
idea de, 60
inuinito, 77
lateral, 62, 74
no exislencia, 78
por Ia derecha, 74
por La izquierda, 75
propiedad de linealidad, 110
trigonométrico básico, 72, 79

Limite inferior (de integración), 284
Limite lateral, 62, 74, 75

propiedades, 76
y limites por ambos lados, 75

LImite por Ia derecha, 74
Limite por Ia izquierda, 75
Limite superior de integración, 284
Limite trigonometrico básico, 72, 79
Limites infinitos, 77
LImites relacionados con exp x, 421
Limites relacionados con lnx, 412
LN.39, 405, 408
LOG. 39, 428
Logaritmo en base a, 39, 401, 427
Logaritmo(s), 397
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leyes, 403, 411, 427
y datos experimentales,4l5

Longitud, 369
de un arco circular, A-3
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Longitud de arco, 369
Longitud natural, 385, 396

M
MacCluer, C. R., A-30
Mann, W. R., 461
Maple, 485
Máquina ana]Itica, 49
Máquina de derivación, 107
Máquina de diferencias, 49
Mat hemat ica, 428, 485
Maxima co/a inferior, A-12
Mediana, 22
Método babiiónico para Ia raiz cuadrada,

173
Método de aproximaciones sucesivas, 32,

48
Método de fracciones parciales, 499
Método de Ia sustitución repetida, 182
Método de las capas cilindricas, 360
Método de las secciones transversales, 349
Método de Newton, 94, 175
Método de suma y resta, 112
Método de suStitución, 482
Método de tabulación repetida, 10, 13, 48
Método del máximo y minimo en un

intervalo cerrado, 135
Minima cota superior, A-12
Mirifici Logarithm orum Canonis

Descriptio, 397
Movimiento de los planetas, 415
Movimiento hacia abajo, 102
Movimiento hacia arriba, 102
Movimiento rectilineo, 262
Movimiento vertical, 102, 264

N
n-ésirna derivada, 227
Napier, John, 397
Newton, Isaac, 2,45, 94, 173, 176, 190,

268, 287, 296, 340, A-18
Norma, 280
Notación diferencial, 97
Notación para derivadas, 107
Notación para Ia suma, 272
Nilmero irracional, 2, 407

como exponente, 425
NLlmero racional, 2
Námero real, 2
Niimeros compiejos, 179

0
Orden de magnitud:

de Ia función exponencial, 421,
430

del logaritmo natural, 447
Ordenada, 15, 539
Ordenada al origen, 18
Ore, Oystein, 173
Ongen, 15

P
Parabola, 27, 29

iongitud de arco, 513
trasiadada, 28, 30
vértice, 27

Pane imaginaria de un nt'imero compiejo,
179

Parte real de un nümero compiejo, 179

1-62

Partición, 280
norma, 280
regular, 285

Patrones fractales, 94, 179
Pelota de fttboi americano, 513
Pendiente, 16

positiva y negativa, 20
Pendientes:

de rectas paralelas, 19
de rectas perpendiculares, 19

Péndulo:
periodo, 47, 130, 187

Periodicidad, 36
Periodo:

de revoiución de los planetas, 415
de un péndulo, 47, 130, 187
del seno y ci coseno, A-3

Perpetuidad, 515
Peso, 385
Piano:

euclideano, 14
Piano cartesiano, 1, 15
Piano coordenado, 14
Plausibilidad de Ia solución, 146, 355
Polinomio, 34

continuidad, 83
derivada, Ill

Potencia, 386
Potencia racional, 125
Pozos de atracción de Newton, 180
Presión, 390
Presión barométrica, 439
Primitiva, 256
Primitiva mhs general, 257

de una función hiperbóiica, 471
Principia Mathem atica, 94
Principio de Cavalieri, 350
Principio de traslación, 24, 28
Pnncipio del tiempo minimo, 147
Problema con condiciones iniciales, 261,

303, 379
Problema de Ia catenaria, 448
Problema de Ia tangente, 43
Problema del area, 44
Problemas relacionados con tasas, 166
Promedio, 297
Propiedad de comparación, 294
Propiedad de Ia minima cota superior,

A-13
Propiedad de Ia suma para los limites, A-9
Propiedad de Ia union de intervalos, 284
Propiedad de linealidad:

de Ia antiderivación, 259
de Ia derivación, 110
de los iImites, 110

Propiedad de los intervalos anidados,
A-14

Propiedad del mültiplo constante, 294
Propiedad del valor intermedio, 87, A-14
Propiedades de los limites, 63, 64, 73,

A-8 a A-I I
laterales, 76

Punto critico, 135, 219
clasificación, 212
de un polinomio cübico, 138
de una funciOn cuadrática, 138

Punto de inflexión, 233
Punto interior, 210
Punto limite, A-16

Punto máximo, 131
Punto medio, 16
Punto minimo, 131
Puntos de disc ontinuidad, 26

R
Radianes, 155, 159, A-2
Raiz, 34
Rango:

de una función, 5
Razón de cambio instantánea, 98, 104,

de una función tabulada, 100
Razhn de cambio pmmedio, 98, 104
Razón de cambio, 98, 122

instantánea, 98
promedio, 98

Recta normal, 55
Recta numérica, 2
Recta real, 2
Recta secante, 50
Recta tangente, 30, 43, 50, 53, 99

vertical, 129
Recta tangente ascendente, 99
Recta tangente descendente, 99
Rectas:

ánguio de inclinación, 19
ecuación pendiente-ordenada al

origen, 18
ecuación punto-pendiente, 18
ecuación, 18
normal, 55
paralela, 19
pendiente, 17
perpendicular, 19

Rectas honizontales, 17, 19
Rectasparalelas, 19
Rectas perpendiculares, 19
Rectas verticales, 17, 19

y Ia gráfica de una función, 25
RefracciOn de Ia luz, 153
Regla de l'Hôpital, 448, 459

demostración, 461, A-30
Regla de Ia cadena, 118, 120

demostración, A-17
esquema de Ia demostración, 120
forma diferencial, 196

Regla de Ia potencia, 108, 109, 114
en orden inverso, 260
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TABLA DE INTEGRALES

17 J
du I u

18
du 1 Iu+a

=
a2+u2 a

tan+C
a Ja2_u22au_a

du 1 _1uI+C= sec

21 fcos2udu=u+ sen2u+C

24 5se3udu=_(2+s&u)cosu+C

27 $cot3udu=_ cot2u_InIsenuI+C

28 5sec3udu= secutu+inIsecu+nuI+C 29 fcsc3udu=_cscucotu+ IcscucotuI+C

30
Jsenausenbudu

sen(a+b)u
+ Si a2b2 31

Jcosaucosbudu=SU sen(a+b)u
- 2(ab) 2(a+b) 2(ab) + 2(a+b) SI

32 Jsenau cos bu du
_cos(a - b)u cos(a + b)u

2(ab) 2(a+b) Sia2b2

sen' u du = - --sen' u cos u + jsen 2 u du 'l cos'1 u du = cos' - u senu + cos' -2 u du

35 ftannudu= '1tan' u_Jtan2udu si n1 36 $cotnudu=_11cotn u_$cot_2udu si 1

37 Isec'udu= sec'2un u+ n-2 Isec2udu si 1

J ni niJ
38 1CS u=_cs2ucotu+ 1csc'udu Si n1

39a fsenn co u du =
sen' - COS + U

+
- 1 Jsenn -2 COSm du Si nfl+m n+'m

39b fsenn u cosm u du =
+ I -

U
+

m - I

COS
-2 U du si mn+m n+m

40 fusenudu=senu_ucosu+C 41 ucosudu=cosu+usenu+C

42 fLsen u du = - cos u + fl$ I cos u du 43 5cosudu=usenu_nfu'lsenudu

+c
19Iuu2_a2 a al

FORMASELEMENTALES IJudu=uu_Judu 2Judu=11ul+csin_J

3 J=iniui+c 4 5 fau=j?_+ 6 $senudu=_cosu+C

7 $cosudu=senu+C 8 5sec2UdU=tanU+C 9 $csc2udu=_cotU+c 10 fsecutanudu=secu+c

11 fcscucotudu=_cscu+C 12 ftanudu=Inlsecul+c 13 fcotudu=Inlsenul+c

14 secudu=Inlsecu+tanul+C 15 cscudu=lnlcscucotul+C 16 du =senL +c
aJiIa2_u2J .1

FORMAS TRIGONOMETRJcAs 20 $en2udu=u_sen2u+C

22 tan2udu=tanuu+C 23 cot2udu=cotuu+C

25 fcos3udU= (2+cos2u)senu+C 26 $tan3udu= n2u+1nIcosuI+C



(La tabla de Integrales continua de Ia páglna anterior)

FORMAS QUE CONTIENEN /u2 ± a

Ju tnl+
/u2 ± a2

U

S

- a2
du = u2 - a2 - a sec - + C

U a

FORMAS QUE CONTLENEN

55 ST___ a+a2_u2- a in I

U I U

57 fua - u2 du = (2u2 - a2)2 + sen + C
8 a

FORMAS EXPONENCIALES V LOGARITMICAS

64 fuieu du = ueu
-
n_GUn

-

uInudu=U mu66
$

n+l

n+i (n+I)2

e'68 $uCOSbudu= a2+b2c0sbU+bsenb+C

FORMAS TRIGONOMETRICAS INVERSAS

70 ffl_ludu=ufl_Iu_iifl(I+u2)+C

72 Jusenudu=(2u2_1)senu+Vi_u2+C

74 $us_1udu=sec_tu_u2_i +C

76 unuduM tanu U
du sin-i

J n+i n+IJi+u

44 JVu2±a2 du= Iu2±a2 ± inIu+ V2I+C

d=ainI46 fVu2+a2 ta+u2+a2
U \ u

48 $u2i2 du = (2u2 ±a2)u2±a2 - -inIu + u2±a2I+ C

J
du Vu2±a2+

S
u2du = Vu2±a2 u2±a2I+C u2I2Vu2 ± a2

52S
du =

uv;i; Vu2±a2

$ u2 U
51 du = - + inIu + Vu2 ± a21 + C

(u2 ± a2)312 a2Vu2 ± a2

53 $u±a '2ju= (2u2±5a2)VI2 + -inIu+ Vu2±a21+C

54 Ja2_u2 du= Va2_u2 + sen +C

u2
du = - sen + C 60 du 1 a + Va2 - u2

u a $uVa2_u
in1 +C

S-u2 2 a U

61 $
du U + c 62 J(a2 - u2)312 du = (5a2 - 2u2) Va2 - u2 -1+ 8h1 _U+C

a(a2 - u2)312 - a2 Va2 - u2

63 $ueudu=(u_i)eU+C

65 Inudu=ulnuu+C

67 $senbu du = a2+b2SbU b cos bu) + C

69 $sen_1 u du = usen u + 1 - u2 + C

71 $sec_l udu=usec' u-inIu+ I+C

73 Jutani udu=(u2+ i)tan u +C

75 unsenudu=U seif1u du sin-1
J n+i fl+lJVi_u2

77 J
n+! C

u'sec udu= sec u
J

du sin+l n+i

56 $
u2du

=
+ CVa2 - u2 + sen_l

- u2

58
5

du Va2 - u2
+ c

u2Va2_u2 a2u



(LA TABLA DE INTEGRALES CONTIN(JA DE LA PAGINA ANTERIOR)

FORMAS HIPERBOLICAS 78 $Senhu c/u = cash U + C 79 Jcosh u c/u = seth U + C

80 Jtanh u c/u = in (cosh u) + C 81 5coth ii dii = In seth ± C 82 $sech u c/ti = tan' Ise u + C

83 $cschuc/uIn tanh +C 84 5seth2udie= 1senh2u +C 85 $cosh2udu=scnh 2u+

86 $tanh2 a c/u = u - tanh- u + C 87 $coth2 u c/u = a - coth u + C 88 $sech2 a c/u = tanh u + C

89 5csch2 u du = coth a + C 90 $sech u canh a du = sech a + C 91 Jcsch u coth a c/u = csch u + C

FORMAS ALGEBRAICAS VARIAS 92 J u(au + b1' c/u = In Ian + hi + C
a (i

93 $uau + by2 du = i (in au + bi
h + c 94 5aau + b' du (au + h)' ' (au + h

+ 2
a H-2 n+!)a2 aa+b)

S
c/u I

(

u )j c/u+ (2n 3
(a2 ± u2)' = 2a2(n - I) (a2 ± ufl)" - (a- ± u-)' i) SI

96 5u Vau + b du 2 (3au - 2b) (au + h)32 + C 97 $u V
2 3/2 - IIh$t/ - 'Van + ; (Iii)h c/u = u'(aa + b)

a(2n+ 3)(

S
u c/u 2

$
u' c/u 2 - $u - dii

(u"vatt+h rib -98
5 an + h

= (au - b) Vau + h + C 99
Van + b - a(2n + 1) Sill, + ,, /I 3a2 -

lOOa
c/u I

SnVau+b [ vau+ b -
V an + h + vb

+C sih>0

101
S

du '/au+b (2n3)a$ dii
St

u' Vau + b b(n - !)u' (2ii - 2)b u' vat, + b

V au 2 a2 u - a
102 $V2au - u2 du

U - a - + seti + C 103
5-

c/u =sen' U - a + C
a v2auu2 a

104 Jii V 2au - ji2 c/u =
u' - (2au - u2)3/2 (2n + I )a

$
+ un+2 n+2

'u_u2du

105
U c/u -

V 2au - u2
(2n - I )a

5
- c/ $V 2au - u

c/u = V 2au - u2 + aSCII
u a

+ C+ 106
V 2au - ti2 fl n V 2au - u2

u U

S

2au - u2 (2au - u2)3/2 n - 3

5
V 2au - u2

5
c/u V 2au - -

5 15 2au -
LIII

107 c/u= + c/u 108 +
u' (3 - 2n)au" (2n - 3)a u' - u' V 2au - u2 a( I - 2n)u' (2n - I )a

- c/u = (2au - u2)"2 + na2 1(V2au - u2)"2 c/u109 $(Vau u2)" ua
n+l n+iJ

110
S

c/u ua +(V2au_u2)2'+ n-3
5

c/u

(V2au - u2 )" (n - 2)a2 (a - 2)a2 (V 2au - u2)" -2

INTEGRALES DEFINIDAS

113 5 sen' u c/u = $cosn u du =

lOOb
5

c/u 2
=

au + b

us au + h vb b + C SI h <I)

iii $u" e' dii = F(n + I) = n! (n ? 0) 112 c/u = (a >0)

I -3-5 .....(ni)jt
2 4-6 .....a 2

Slnesunenteropary n?2
2 46 J_) Sin esun entero impary n 3
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