-% CENGAGE

'~ |earning’ _ Tomo I

CALCULO DIFERENCIAL
EINTEGRAL EN UNA

VARIABLE REAL
-

Alba Gregoret | Miguel Albione | Armando Nuiez



CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL
EN UNA VARIABLE REAL

Tomo |

Alba Gregoret | Miguel Albione | Armando Nufez



~ ¢ CENGAGE
1% |earning

Calculo diferencial e integral

en una variable real

Alba Gregoret | Miguel Albione |
Armando Nurez

Director General
Susana de Luque

Gerente de proyectos especiales
Luciana Rabuffetti

Editora
Maria Fernanda Crespo

Revisora Técnica
Liliana Milevicich

Disefadores
Sebastian Escandell
Veroénica N. De Luca

Copyright D.R. 2013 Cengage Learning
Argentina, una division de Cengage Learning
Inc. Cengage Learning® es una marca
registrada usada bajo permiso.

Todos los derechos reservados.

Rojas 2128.

(C1416CPX) Ciudad Autonoma
de Buenos Aires, Argentina.
Tel: 54 (11) 4582-0601

Para mayor informacién,
contactenos en www.cengage.com
o via e-mail a:
clientes.conosur@cengage.com

Alba Gregoret, Miguel Albione,
Armando Nufez

Calculo diferencial e integral
en una variable real

Buenos Aires,

Cengage Learning Argentina, 2013. 12 ed.
288 p.; 21x27 cm.

ISBN 978-987-1954-02-5

1. Andlisis Matematico. I. Albione, Miguel
Il. NuAez, Armando lll. Gregoret, Alba

IV. Titulo.

CDD 515

Fecha de catalogaciéon: 17/09/2012

Este libro cuenta con un solucionario disponible
en la web, ingresando en latinoamerica.cengage.com

Queda prohibida la reproduccion o transmision total o parcial
del texto de la presente obra bajo cualesquiera de las formas,
electronica o mecanica, incluyendo fotocopiado, almacenamiento
en algun sistema de recuperacion, digitalizacion, sin el permiso
previo y escrito del editor. Su infraccion esté penada por las leyes
11.723 y 25.446

Impreso en Argentina.




CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL
EN UNA VARIABLE REAL

Tomo |

Alba Gregoret | Miguel Albione | Armando Nufez






INDICE GENERAL

CAPITULO T
NUMEROS REALES Y FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL 1

1. INTRODUCCION ..o 1
2. AXIOMATICA DE LOS NUMEROS REALES ... oo 2
2.0 AXTOMAS 2
2.2. Algunas definiciones importantes ... 4
2.3. Ralzn-€sima. ... 6
3. EJERCICIOS RESUELTOS ... e 6
4. ELCONCEPTO DE FUNCION. ... ..ottt 24
5. EJERCICIOS RESUELTOS ... o 26
6. OPERACIONES CON FUNCIONES. ... ..o 37
6.1. Composicion de fuNCIONeS ..o 37
6.2. Una clasificacion de funcionesy la funcidninversa ... 40
7. REPRESENTACION GRAFICA DE UNA FUNCION........o.ooiiiiiiiiiiie 42
7.1. Tabulacion de funCiones..................cooi i 42
7.2. Otra clasificacion de funciones ... 43
8. FUNCIONES EXPONENCIALY LOGARITMICA ... 44
9. PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS . ....ooiiiiiiii e 45
9.1. Gréfico de la funcion logaritmica.................c.oocoiiiiii 46
9.2 Un poco de historia de los logaritmos.....................o 50
9.3 Un poco de historia acerca de la Trigonometria ..............c.ccoocoiiiii 50
10. LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS ..o, 51
1. EJERCICIOS RESUELTOS ... 60
12. LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS ..., 68
13. ECUACIONES PARAMETRICAS ..o, 4l

13.1. Un bello problema de Fisica - Perspectiva histérica - Curva del tiempo minimo .72
14. EJERCICIOS RESUELTOS .. o e 75




vi

Célculo diferencial e integral en una variable real EX Gregoret | Albione | Nufiez

CAPITULO 2

LIMITE DE FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL 83
T INTRODUCCION ... 83
1.1. Un poco de historia (s. XVI = XVI)......cccoooiiiiiiiii e 83
2. EQUEES EL CALCULO? ..ottt 84
2.1. Limite finito de una funcidn enunpunto ... 85
2.2, Limites laterales. ..o 88

2.3. Condicién necesaria y suficiente para la existencia

del limite de una funcidn en un PUNO...........oooiiiiiiiii 89

3. PROPIEDADES DE LIMITES ... e, 89

3.0, Limites infinitos............ 94

3.2, INfiNitESIMOS. ..o 95

3.3. Propiedades de los infinit€simos...................o.ooiii 96

3.4. Comparacion de infinitésimos................ooooiiii i 97

4. EJERCICIOS RESUELTOS ... 99

4.4, Limitesen el infinito ... 104

5. OTROS LIMITES INDETERMINADOS ......coiiiiiiiieeeeeoeeeeeeeee e 108

6. EJERCICIOS RESUELTOS ..o 108
7. UN CASO PARTICULAR DE FUNCIONES:

LAS SUCESIONES DE NUMEROS REALES. ... 133

7.1, Un pocode historia. ..o 134

7.2. Representacion grafica de sucesiones de nimerosreales................................ 135

7.3. Aspecto practicode ladefinicion ... 137

7.4. Sucesion de CauChy ...t 140

8. EJERCICIOS RESUELTOS ... e 141

9. LIMITE FUNDAMENTAL ALGEBRAICO ..o 151

9.1. Mas Ejemplos y Ejercicios Resueltos...................cccccoooiioiii 151

10. ASINTOTAS DE UNA FUNCION.......ooiiiiiiiiiieiie e 158

10.1. Asintota horizontal ... 159

10.2.Asintotaoblicua................... 160

10.3. Asintota vertical ... 160

1. EJERCICIOS RESUELTOS ... e 163




PRELIMINARES B

CAPITULO 3

CONTINUIDAD DE UNA FUNCION EN UN PUNTO 167
1. CLASIFICACION DE DISCONTINUIDADES. .....c.ooioiiioeoeeeeeeeeee e 169
1.1, Continuidad lateral en un punto.................oooii 17
2. PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES CONTINUASEN UNPUNTO .......cccooeeeennn. 172
3. PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES CONTINUAS EN INTERVALOS CERRADOS . 172
3.1. Enunciado intuitivo del teorema de los ceros de Bolzano (1781-1848)................ 174
3.2. Método de labiseccion...............ooo 175
3.3. Teorema de los valores intermedios de Darboux (1842-1917).......................... 176
3.4. Propiedades interesantes........................... 176
3.5. Maximo y minimo absolutos o globales........................... 177
3.6. Teorema del méximo y del minimo absolutos de Weierstrass (1815-1897) ........ 178
4. EJERCICIOS RESUELTOS ... o 178
CAPITULO 4
LA DERIVADA 195
1. INTRODUCCION HISTORICA A LADERIVADA ........coiioiiieeeeeee 195
2. INTRODUCCION AL CONCEPTO DE DERIVADA ...\ 196
2.1. Elconcepto fisicode laderivada.......................ccoooiiii 196
3. EL CONCEPTO GEOMETRICO DE LA DERIVADA
¢COMO DEFINIR LARECTA TANGENTE? ... 198
4. DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN PUNTO .....ooioviiioioeeeeeeeeeee 201
5. SIGNIFICADO DE LA DERIVADA ...ttt 202
5.1. Continuidad de las funciones derivables......................c.oo 204
6. SIGNIFICADO GRAFICO DE LA DERIVADA: SUAVIDAD............ccoovoioiiie . 206
7. LA ECUACION DE LARECTANORMAL ....ooooiioioeeeeeeeeeeeeee e 207
8. FUNCION DERIVADA. REGLAS DE DERIVACION ......o..cooviiiiiiiionieien 208
9. CALCULO DE DERIVADAS ..o 210
9.1. Derivacién de funciones compuestas .......................coocc 210
9.2. Derivabilidad de lafuncidninversa.........................ci 210
9.3. Célculo de algunas derivadas ...............coooiiiiiiiii 21
9.4. Funciones de clase C...........o.o oo, 212
9.5. Derivadas SUCESIVAS..............ooooi i 215
9.6. Aplicaciones fisicas de las derivadas SUcesivas.........................ccccoeieeii. 216

9.7. Razonesde cambioafines ... 217

vii



viii

Célculo diferencial e integral en una variable real EX Gregoret | Albione | Nufiez

9.8. Derivacién de funciones definidas implicitamente por una ecuacién...............
9.9. Derivacion 1ogaritmiCa..............oooiiiiiiii
10. DERIVADA DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES .........oooiiiiiiiiiiie

10.1. Derivada de funciones definidas en forma paramétrica...............................
1. DIFERENCIABILIDAD. ... ..cooiiiiiiiiiii e

1.1, Aproximacion lineal. Linealizacion....................coocoiiii
12. INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DIFERENCIAL DE UNA FUNCION .........

13. PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES DIFERENCIABLES ..o

14. EJERCICIOS RESUELTOS . ..o




PRELIMINARES B

INDICE DE FIGURAS Y TABLAS

FIGURAS

Figura 1. Funcidn parte enterade x.............oooooiiiiii 29
Figura 2. Funcién mantisa o parte decimalde x........................ 30
Figura 3. Figuradel €Jercicio16................ooooiiiiiiiiii e, 35
Figura 4. Diagrama de composicion de funciones......................ccooociiiiiiiii 38
Figura 5. Funcién logaritmica (base >1)..........cccoooiiiiiiiiiii 46
Figura 6. Funcién logaritmica (0<base<l)...........ccccooiiiiiiiiiiiiiiii e 46
Figura 7. Funcion logaritmica (base =2) ..........ccooiiiiiiiiiii e 47
Figura 8. Funcion logaritmica (base = 1/2) .........coooiiiiiiiiiii e, 47
Figura 9. Funciones exponencial y logaritmicaconbase2..........................., 47
Figura 10. Funcidn exponencial (base >1) ............ccocoooiiiiiiiiiiiiiii 48
Figura 11. Funcion exponencial (0<base<l)................ccccooiiiiiiiiiiiiiiiiii 48
Figura 12. Funcién exponencial (Dases € ¥ 2) ...........ooiiiiiiiiiiiiiiiii e 48
Figura 13. Funcién exponencial (bases €'y 271).........coooiiiiiiiiii 48
Figura 14. Circunferencia trigonomeétrica................occccoiiiiiiiiiiii 51
Figura 15. FUNCION COS X ...oooiiiiiiiii e 53
Figura 16. FUNCION S X.......ooiiiiiiiii e 53
Figura 17. FUNCION £ X ... 54
Figura 18. FUNCION SEC X ......oooiiiiiii e 54
Figura 19. FUNCION COE X ...oooiiiiiiiiii e 55
Figura 20. FUNCION COSEC X ... 55
Figura 21. FUNCION SEM X .....oooii it 56
Figura 22. FUNCION GFC S X..........oiiiiie e 56
Figura 23. FUNCION COS X.....ooooiiiiiiiii e 57
Figura 24. FUNCION GFC COS X 57
Figura 25. FUNCION £ X......ooiiii e 57
Figura 26. FUNCION GFC 1@ X.....ooiiiiii e 57
Figura 27. FUNCION@S S/ X Y € X..ooooiiiiiiiiii e 68
Figura 28. FUNCION 171X ... 69
Figura 29. Funciones arg senh X Y arg COSR X ..........c.ccccccccciiiiiiiiiiiiiiiiiiii, 70
Figura 30. FUNCION G th X..........ooiiii e 70
Figura 31. Graficade larelacidndelatablat........................ooci 71
Figura 32. Camino del tiempo minimo........................o 72
Figura 33. BraqUiStOCrONa. ..........ooiiiiiiiii e 72
Figura 34. Cicloide..............cooo 73
Figura 35. Circunferencia generatriz.....................cooiiiiiiiiiii 73
Figura 36. Catenaria................i 74
Figura 37. Cardioide ................ooiiiii 74
Figura 38. AStroide...............ccooiiii i 74
Figura 39. Limite de una funcién en un punto conimagen ......................ccooeiviiiiiiin, 87

Figura 40. Limite de una funcién en un punto sinimagen.........................ooci 87



Célculo diferencial e integral en una variable real B Gregoret | Albione | Nunez

Figura 41. Definicion de limite segtin Weierstrass...............cc.coooiiiiiiiiiiiiiiic i, 88
Figura 42. Teorema de intercalacion ... 92
Figura 43. Funcién sen (%) en[—1 1] . 93
Figura 44. Funcién sen G) en[—0,1, 0,0 .o 93
Figura 45. Limite infinito ... 95
Figura 46.Funcién x.sen G) ......................................................................................... 97
Figura 47. Funcién x.sen G) enotraescala..................... 97
Figura 48. Limite en mas infinito.....................ii 105
Figura 49. Limite en menos infinito ... 105
Figura 50. Limite infinitoy en el infinito........................... 107
Figura 57. ASINTOTAS. .......ooiiii i 158
Figura 52. Asintotas vertical y horizontal ......................... 161
Figura 53. Asintota oblicua.................ccooiiiiiii 161
Figura 54. Funcién con discontinuidad evitableenx=a......................oo 169
Figura 55. Funcién con discontinuidad no evitable con salto finitoenx=a................... 170
Figura 56. Funcién con discontinuidad no evitable con salto infinitoenx=a................. 171
Figura 57. Funcién con discontinuidad no evitable esencial..........................cooo 171
Figura 58. Funcién con discontinuidad evitableenx=2.......................... 173
Figura 59. Razén de cambio................ooiiiiiiiiiii 196
Figura 60. Recta tangente que nocortaalacurva.................... 199
Figura 61. Recta tangente que cortaalacurva....................o 199
Figura 62. Recta tangente que atraviesaalacurva...................... 199
Figura 63. Recta que “roza” auna curva en un punto..............ccccviiiiiiiiiiiinnnininnis 199
Figura 64. ReCta SECANTe.............ooiiiiiiiii e 199
Figura 65. Pendiente de larecta tangente....................... 200
Figura 66. Recta tangente vertical......................... 205
Figura 67. Punto cuspidal ... 206
Figura 68. Funciones derivables y no derivables.............................. 207
Figura 69. Rectanormal.................. 208
Figura 70. Razones de cambio afines........................ 218
Figura 71. Graficade laecuacion x* — 3* — 7 =0 .........cccoiiiiiiiiiiii 219
Figura 72. Aproximacion lineal de una funcién enun punto......................cii 226
Figura 73. Incremento y diferencial de una funcién ............................ 228
Figura 74. Graficodel ejemplo 2 ... 232
Figura 75. Gréfica del ejercicio resuelto 10 ...............cooiiiiiiiiii 239
Figura 76. Gréfica del ejercicio resuelto19...............ccooviiiiiiiiii 256
Figura 77. Gréfica del ejercicio resuelto 34............cccccoooviiiiiiiiiiiii 268
Figura 78. Vector velocidad..................ooooiiiiii 269
TABLAS

Tabla 1. Valores para ecuaciones parameétricas..............ccccoooviiiiiiiiiiniiiiiieieeee e 71
Tabla 2. Valores para f/(x) = X2 — 1 ...t 85
Tabla 3. Nocién intuitivade limite ... 86
Tabla 4. Limite infinito. ... 94
Tabla 5. ldentidades trigonométricas.......................oi 116
Tabla 6. Derivadas de las funciones elementales............................ccoooocciiiii 223

Tabla 7. Signo de las derivadas sucesivas de y = /n (14+x)........cccccoiiiiiiiiiiiiiii 266



AUTORES

MIGUEL ALBIONE - ALBA GREGORET - ARMANDO NUNEZ

Los autores son profesores del departamento de Ciencias Bésicas de la Facultad
Regional Buenos Aires de la Universidad Tecnoldgica Nacional.







PROLOGO

Los fundamentos del Andlisis Matematico suministraron las bases para el de-
sarrollo de las formas actuales de la metodologia matematica. Por ello, nuestra
idea central desde que surgio la inquietud de escribir el libro fue la presentacion
del Calculo como el primer contacto real del estudiante con las Matematicas, a
quienes ademdas de fomentarles la intuicion acerca de los hermosos conceptos
del Andlisis es, desde luego, igualmente importante convencerlos de que la
precision y el rigor no constituyen ni obstdaculos para la intuicion ni tampoco
fines en si mismos, sino simplemente el medio natural para formular y tratar
las cuestiones matemadticas.!

En toda carrera universitaria es importante la consulta de libros. La dificultad
asociada a la bibliografia para un primer curso de Analisis Matematico es que
no existe “el libro apropiado” a todos los estudiantes, pues éstos llegan a la
universidad con muy diferente formacion matematica.

Aunque existe una gran variedad de libros que tratan el tema del Célculo Di-
ferencial e Integral de funciones de una variable real, en este texto los autores
pretendemos algo mas que la presentacion de los tdpicos teoricos, sus demos-
traciones y algunos ejemplos; nuestra idea es facilitar y organizar el estudio
de quienes se enfrentan al tema por primera vez, todo ello sobre la base de la
experiencia acumulada al frente de numerosos cursos dictados sobre el mismo.
Estamos convencidos de que una de las formas posibles de lograrlo es a través de
una presentacion resumida de la teoria donde se tratan las definiciones, propiedades
y teoremas, con algunas demostraciones que consideramos formativas, numero-
sos problemas resueltos y una apreciable cantidad de ejercicios propuestos® con
sus respuestas, que contemplen especialmente las dificultades mas frecuentes
observadas hasta ahora en la mayoria de los estudiantes. A ello le agregamos,
a lo largo de los dos tomos en que se presenta la obra, una serie de sugerencias
con el objetivo de que actlien como guia y ayuden a orientar al estudiante para
lograr la incorporacion de los conocimientos en forma significativa.

Se debe tener presente que de poco sirve intentar resolver ejercicios de aplicacion
sin haber antes estudiado la teoria y tampoco deja saldo positivo “mirar” los
ejercicios resueltos sin haber intentado previamente su resolucion, de la misma

1 M. Spivak, en el prélogo de su libro Calculus.
2 Se pueden encontrar en la pagina de la editorial: latinoamerica.cengage.com.
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manera en que nadie aprende a andar en bicicleta viendo como otros lo hacen.
Por ello es importante que el lector tenga claro que en el estudio de una asig-
natura la realizacion de la practica correspondiente nunca debe encararse sin
antes haber realizado una lectura comprensiva de la teoria y el andlisis de los
ejemplos propuestos, de modo de poder distinguir la forma en que se utilizan
definiciones y propiedades para la resolucion de situaciones problemdticas, pero
teniendo siempre presente que todo problema, en general, se puede encarar de
mas de una forma y la que presentamos en el texto es, a lo mejor, una de varias.
Con todo esto esperamos poder contribuir a una mejor formacion de quienes
aspiran llegar a ser profesionales, por aquello que alguna vez escribiera Francis
Bacon® y que nos parece importante tanto para estudiantes como para docentes:
Considero a cada hombre como un deudor a su profesion, y ya que de ella
recibe sustento y provecho, asi debe procurar mediante el estudio servirle de

ayuda y ornato.
Los autores

3 F. Bacon (1561-1626) filosofo inglés y uno de los creadores del método experimental.



OBJETIVO Y METODOLOGIA
DEL TEXTO DE CALCULO
DIFERENCIAL E INTEGRAL
EN UNA VARIABLE REAL

La dificultad que encuentran en general los profesores al momento de recomendar
bibliografia para un primer curso de Analisis Matematico, o bien para fijar un
texto basico para guiar el desarrollo de la asignatura, es que no existe e/ libro
apropiado para todos los estudiantes, pues éstos llegan a la universidad con di-
ferente formacion matematica y, en general, escasa experiencia en la resolucion
de situaciones problematicas que le exijan algo mas que una simple ejecucion
de mecanismos de célculo.

Los autores del presente libro de Calculo Diferencial e Integral en una variable
real pretendemos facilitar y organizar el estudio de los estudiantes de Célculo
Diferencial e Integral en las diferentes carreras de Ingenieria, Ciencias Exactas
y Economia habiendo podido recoger en sus paginas la base de toda nuestra gran
experiencia acumulada al frente de numerosos cursos de Analisis Matematico
I en distintas universidades publicas y privadas nacionales e internacionales.
Para facilitar el estudio estamos convencidos de que una manera posible de
lograrlo es a través de una presentacion accesible de los topicos tedricos y nume-
rosa ejercitacion, bajo la forma de ejemplos, ejercicios resueltos y problemas de
aplicacion acompafados de su respuesta. Asimismo, en cada problema propuesto
se contempla especialmente las dificultades de aprendizaje y comprension mas
relevantes observados hasta ahora en la mayoria de los estudiantes, incluyendo
sugerencias y observaciones que facilitan el abordaje de la comprension mate-
matica y la resolucion de problemas. Es por ello, que el texto se constituye un
material tendiente a resaltar un modelo pedagogico, ademas de una propuesta
cientifica rigurosa y responsable de los temas tratados.

En cuanto a la organizacion del estudio, ésta no es una cuestion menor ya que
muchas horas de estudio no garantizan que el aprendizaje sea significativo, en
particular cuando no se ha generado durante la escuela media una conducta sis-
tematica y ordenada de estudio, con habitos de lectura reflexiva y espiritu critico
en el andlisis de los resultados obtenidos al resolver situaciones problematicas.
En este sentido se han incorporado a lo largo del texto sugerencias en lo relativo
a como enfocar el estudio de determinados temas, cuales conocimientos previos
es imprescindible revisar en caso de que estén olvidados, cudl es la diferencia
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entre un ejemplo y un ejercicio resuelto, de modo que ambos resulten de utilidad
para la comprension de la teoria correspondiente. Se insiste en que los ejemplos
se deben leer cuidadosamente observando en detalle la forma en que se aplica
la teoria precedente, mientras que los ejercicios resueltos solo deben ser leidos
una vez intentada su resolucion por parte del estudiante.

En los aspectos teodricos se tratan las definiciones, propiedades y teoremas. La
mayoria de estos ultimos figuran sin sus demostraciones, algunas de las cuales
se dan en los apéndices, excepto aquellas que hemos considerado significativas
en cuanto a su valor formativo y la conveniencia de que aparezcan en el texto
sin que se pierda continuidad en el tema tratado.

Al final de cada tema se propone una serie de preguntas tedrico — practicas que
le darian al estudiante una idea del nivel de los conocimientos adquiridos y
marcarian los inconvenientes todavia no superados.

Se incorporan modelos de evaluaciones tipo con su resolucion, contemplando
diferentes grados de dificultad, para ser utilizados como material adicional de
repaso una vez completado un tema o grupo de temas.

Estos ejercicios y problemas adicionales no serdan necesariamente iguales a los
ejercicios y problemas propuestos en el texto, sin embargo podran ser similares
tanto en su contenido como en su complejidad.

A este respecto es importante que el estudiante tenga en cuenta que el estudio
de una asignatura y la practica correspondiente nunca debe encararse a través
de la resolucion de examenes, éstos deben quedar para el repaso final antes de
las evaluaciones.

Debe tenerse presente también, y se lo sefala reiteradamente a lo largo del tex-
to, que de poco sirve intentar resolver los ejercicios sin haber antes estudiado
la teoria y tampoco deja saldo positivo mirar los ejercicios resueltos sin haber
intentado previamente su resolucion.



CAPITULO

NUMEROS REALES
Y FUNCIONES REALES
DE VARIABLE REAL

1. INTRODUCCION

Un primer curso de Analisis Matematico trata del calculo diferencial e integral
de funciones de una variable real, esto es, de relaciones funcionales entre va-
riables que toman valores del conjunto de los nimeros reales. Por ello resulta
de interés recordar propiedades de este conjunto numérico, la mayoria de las
cuales venimos utilizando desde la escuela primaria en forma explicita para la
realizacion de calculos; pero otras, aunque puedan resultar intuitivas, no nos
fueron mencionadas. También es interesante tener en cuenta que toda herramienta
matematica surge ante la necesidad de resolver alguna situacion problematica
que el hombre se plantea, y a ello no escapan los conjuntos numéricos.

Al hablar de nameros conviene distinguir distintas clases de ellos. Los mas
sencillos o, si queremos, los primeros que inventa el hombre, surgen ante la
necesidad de contar; estos son los llamados nimeros naturales (N). La propie-
dad fundamental de N, entre otras que recordaremos enseguida, es el llamado
principio de induccion completa 0 matematica. Indiqguemos con p(X) una de-
terminada propiedad que se cumple para el nimero natural x; el principio de
induccion completa afirma que p(X) es verdad para todos los nUmeros naturales
X siempre que se verifique que

p(1) es verdad.
Si p(K) es verdad, también lo es p(k+1).

La altima condicion se limita a afirmar la verdad de p(k+1) bajo el supuesto de que
p(k) es verdad. Esto basta para asegurar la verdad de p(x) para todo x si también
se cumple la primera condicion. En efecto, si p(1) es verdad, se deduce que p(2)
también lo es (aplicando la segunda condicion al caso particular k = 1). Repitiendo
este razonamiento para k = 2, k = 3,... resulta evidente que todo nimero natural
sera alcanzado alguna vez, por lo que la propiedad p(k) sera verdad para todos
los nimeros k. En el texto haremos uso de este principio en varias oportunidades
pero, por razones de sencillez, aceptaremos los resultados sin demostracion.

La resta o sustraccion no tiene solucion dentro del conjunto de los numeros
naturales cuando el minuendo es menor o igual que el sustraendo, por lo que
para dar respuesta a esta situacion es necesario introducir los niUmeros negativos
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y el cero, que junto con los naturales forman el conjunto de los nimeros enteros
(Z, del aleman zahl: nimero).
La siguiente dificultad aparece al intentar realizar el cociente p/q entre nimeros

enteros si p no es multiplo de g (con ¢ # 0), ya que gz c si p =q.c. Surgen

entonces los nimeros fraccionarios que, junto con los enteros, dan lugar a los
Ilamados nimeros racionales (Q, del inglés quotient: cociente, razon).

Nuevas dificultades se presentan cuando, por ejemplo, se desea determinar la
longitud de la hipotenusa de un tridngulo rectangulo cuyos catetos miden 1
(unidades de longitud) o hacer el cociente entre la longitud de una circunferen-
cia de radio r y su didmetro. Estos resultados, 2 y & respectivamente, no los
encontramos en Q. Son niimeros con infinitas cifras decimales no periodicas
que no pueden ser expresados como cociente 0 razdn de nimeros enteros, a los
que se denomina nameros irracionales, que junto con los racionales forman el
conjunto de los numeros reales (R).

2. Axiomatica de los nimeros reales

La presentacion de las propiedades de los nimeros reales la haremos en forma
axiomatica. ;Qué significa esto? Para responder esta pregunta recordemos el
significado de axioma. Un axioma es un principio fundamental cuya verdad se
admite sin pruebas y que sirve como base para razonamientos sobre los cuales
se construye una teoria.

Es asi que postulamos la existencia de un conjunto numérico que indicaremos
con R y llamaremos numeros reales en el que se definen dos operaciones, la
sumay el producto, y una relacion de orden x <y (que se lee x es menor o igual
que y, también escrita y >x y se lee y es mayor o igual que x).

Six, y TR, indicaremos la suma con x + y y el producto con X . y (estas opera-
ciones son cerradas, es decir, el resultado de las mismas pertenece a R).

2.1. AXIOMAS

(1) De campo

1. Asociativa paralasuma: x+(y+2) = (X+y)+z," x,y,zI R

2. Conmutativaen lasuma: x+y =y +x," x,y I R

3. Existencia del neutro para la suma: Existe un elemento 0 1 R, tal que 0 +
x =x,"xTR

4. Existencia del opuesto para la suma: Para cada elemento x T R existe un
elemento (—x) T Rtal que x + (-x) =0

5. Asociativa para el producto: x . (y.2) =(x.y) .z, x,y,z I R

Conmutativa del producto: x.y =y .x, " x,y T R

7. Existencia del neutro para el producto: Existe un elemento 1 #0 de R, tal que
Lx=x,"xIR

S
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8. Existencia del reciproco para el producto: Para cada elemento x # 0 de R,
existe un elementox * TRtalquex.x*=1

9. Distributiva del producto respecto de lasuma: x. (y +z) =x.y+x.z, "X,
y,zTR

Nota: Recordemos que
se lee “para todo”

se lee “existe por lo menos un”

se lee “y”

es la “o inclusiva”

se lee “tal que”

€ se lee “pertenece a”

p = q se puede leer “p implica g” o bien “si p entonces q”

~ < > w<?

p < q se lee “p si solo si q”

(I1) De orden

10. x <y e y <zimplicax <z, cualesquiera seanx,y,z T R

11. x<y e y <xequivale a decir x =y, cualesquiera sean x,y T R
12. Cualesquiera sean x,y TR, x<y 6 esy <X

13. Siesx<yentoncesx +z<y+2z,'" x,y,z TR

14. Si x>0 ey > 0 entonces x . y > 0, cualesquiera sean x, y T R

(111) Arguimedianidad o Propiedad de Arquimedes

Cualesquiera sean x, y T R, tales que x > 0, y > 0, existe un niimero n 1 N tal
quey<n.x

Notese que esta propiedad también puede ser formulada como sigue:

Para cada numero x existe un Gnico nimero entero a, tal que a<x<a+1.

(¢ Por qué? Piénselo y si no puede dar respuesta ahora seguramente podra hacerlo
luego de incorporar algunos otros conceptos).

2. Nota: El niimero entero a de la afirmacién precedente se llama la parte
entera del nimero X y se representa por el simbolo [x] o simplemente ENT(x).
De modo que [x] < x <[x]+1

(1V) Propiedad de densidad
Entre dos nimeros reales existe siempre un racional, lo que se expresa diciendo
que Q es denso en R.

(V) Propiedad del extremo inferior y del extremo superior
Previamente debemos introducir algunas definiciones:
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i) Sea A un subconjunto no vacio de R y k un numero real que puede o no per-
tenecer a A. Decimos que k es una cota superior de Asiy solosi ** x T Aes
x <k. Un conjunto que admite cota superior se dice acotado superiormente.
Por ejemplo, el conjunto R de los reales negativos esta acotado superiormente
pero el de los R* no lo esta (;por qué?).
Un conjunto que tiene una cota superior, tiene infinitas de ellas. A la menor
de las cotas superiores se la denomina extremo superior o supremo de A;
si pertenece al conjunto A recibe el nombre de maximo del conjunto. Por
ejemplo, 0 es el supremo de los R~y el maximo del conjunto R~ U {0}

ii) Sea A un subconjunto no vacio de Ry h un nimero real que puede o no per-
tenecer a A. Decimos que h es una cota inferior de Asiy solosi ** x T Aes
x > h. Un conjunto que admite cota inferior se dice acotado inferiormente.
Por ejemplo, el conjunto R* de los reales positivos esta acotado inferiormente
pero el de los R~ no lo esta (;por qué?).
Un conjunto que tiene una cota inferior, tiene infinitas de ellas. A la mayor
de las cotas inferiores se la denomina extremo inferior o infimo de A, si per-
tenece al conjunto A recibe el nombre de minimo del conjunto. Por ejemplo,
0 es el infimo de los R* y el minimo del conjunto R* U {0}
Ahora si pasaremos a enunciar la propiedad del extremo superior y del ex-
tremo inferior, también denominado Axioma de completitud:
Todo subconjunto A no vacio de R, acotado superiormente, posee extremo
superior o supremo.
Todo subconjunto A no vacio de R, acotado inferiormente, posee extremo
inferior o infimo.

Con este axioma se completa la lista de propiedades fundamentales de los nu-

meros reales.

2.2. Algunas definiciones importantes

Intervalos limitados

La relacion x <y y x # y se indica por x <y 0 y > x. Para cada dos elementos
a, b de R, tales que a < b, el conjunto de nimeros reales x tales que a <x <b
se denomina intervalo abierto de extremos a y b, y se indica:

@b ={xTR/a<x<b}

El conjunto de ndmeros reales x tales que a < x < b se denomina intervalo ce-
rrado de extremos ay b y se indica:

[a,b] ={x TR/a<x<b}

Si ponemos en correspondencia los nimeros reales con los puntos de una recta,
el intervalo [a, b] estaria representado por el segmento con extremos en X = a
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y X = b. En el caso de (a, b) estan excluidos ambos extremos. Naturalmente
pueden presentarse los intervalos (a, b] o [a, b) en los que deberemos especificar
que son semiabiertos (0 semicerrados) a izquierda o a derecha, segun sea el caso.

Intervalos no limitados

Sea a €R. El conjunto de todos los nimeros reales tales que x >a se denomina
intervalo no limitado y lo designaremos
(a,+0)={xeR [ x>a}

Sea a €R. El conjunto de todos los nimeros reales tales que x> a se denomina
intervalo no limitado y lo designaremos

[a,+) ={xeR / x>a}

Sea a €R. El conjunto de todos los nimeros reales tales que x < a se denomina
intervalo no limitado y lo designaremos

(—o,a)={xeR / x<a}

Sea a eR. El conjunto de todos los niUmeros reales tales que x < a se denomina
intervalo no limitado y lo designaremos
(—o,a]={xeR / x<a}

Estos conjuntos estan en correspondencia con semirrectas, en las que el punto a
puede o no pertenecer aellas, segn corresponda en las designaciones realizadas.
En este punto es preciso hacer una advertencia: los simbolos —o y +00 que
habitualmente se leen “infinito negativo” e “infinito positivo” son simplemente
sugestivos, NO son nameros reales.

A menudo hablaremos de intervalo de centro a y radio 6 o entorno de a para in-
dicar los x que se encuentran a una distancia de a menor que d, o sea el intervalo
(@-0,a+d)ydeentorno reducido de a o vecinal de a cuando se desee excluir
el punto a del intervalo, es decir, cuando se trate de la unién de dos intervalos
@-9,au(@atd).

Recordando que el médulo o valor absoluto de un nimero real x es siempre positivo
o nulo, posibilidad esta Gltima que so6lo se da cuando el nimero es cero, resulta

o bien || ={

X si x>0 X si x>0

|X|: -X si x<0

—X si x<0

X si x>0
—X si x<0

o también |X| = {
iCuidado! De acuerdo con lo que aqui se dice, se puede concluir que

1. Definicion
Se llama distancia entre los reales x e y al niimero real no negativo d(X, y) = |X — y|
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Podemos entonces expresar el entorno del punto a como |x - a| <o yelentorno
reducido como 0<|x—a|< 5.
En simbolos:

E(a,6)={xeR/|x-a|<s} E'(a,0) =V(a,0) ={xe R/0<|x-a|< 5}

Nos resultara util también recordar algunas propiedades del médulo de un nu-
mero real:
X|<ae-a<x<a Va>0

X|>a<x>avx<-a  Va>0
eyl <X +y]
eyl =[x}y
=yl <X+ ]y
x=yz[x-]y
Algunas demostraciones podran encontrarlas en los ejercicios resueltos
2.3. Raiz n-ésima

Se demuestra que dado xeR; x>0 y neN, existe un tnico namero real
a >0 tal que " = x; asi tal nimero real « se denomina raiz n-ésima de x y
se denota por Vx.

Sinespary x>0, existen dos numeros reales ¢ >0 v £ < 0 tales que elevados
a la potencia n dan como resultado x. Sin embargo, ndtese que por definicion

S noes 8/x sinoque S =- 2x.
Recuerde también que six >0y p, qy c T N, entonces Vx” = (i/;)p y

CQIxcp — QIXp
En particular, +/x* = x si x > 0, pero, ¢cuanto vale /(-2)* ? Cuando n es par

Q/x7:|x| vx e R.

3. EJERCICIOS RESUELTOS

Los ejercicios siguientes estan resueltos; algunos de ellos estan sefialados con la
palabra Ejemplo y son para que lea atentamente su resolucion y analice cuida-
dosamente la forma en que fueron utilizados los conceptos teéricos presentados
previamente. Con los ejercicios restantes es importante que el lector NO mire la
resolucion sino que trate de encararla por su cuenta, y sélo compare con lo he-
cho cuando se le presente alguna dificultad o bien, quiera verificar si lo que hizo
coincide con lo resuelto en el texto.
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(SUGERENCIA: oculte la resolucicn con un papel para no caer en la tentacion de mirar
lo que estd hecho antes de haberlo intentado usted previamente). Si a pesar de todo
le quedaran dudas, revise los conceptos tedricos y los ejemplos. Recuerde que
s6lo se aprende haciendo y no mirando lo que hizo otro.

EJEMPLO

Determine si son verdaderas o falsas la siguientes proposiciones. Si son verda-
deras, pruébelo; caso contrario halle un contraejemplo.

adJax=abx=1
FALSO, si a =0 queda 0.x = 0 que se cumple cualquiera que sea el valor de x
b)x*=y?P x=y

FALSO, porque por ejemplo, (—3)*> =3 pero -3=3. Esto ocurre porque

\/?=|x|

C) VXY X -yP=(X-y) (¢ +xy+y?)

VERDADERO, se puede probar aplicando la propiedad distributiva en el segundo
miembro, o bien, dividiendo el polinomio del primer miembro por (x-y)

Ejercicio 1. Determine si son verdaderas o falsas las siguientes proposiciones.
Si son verdaderas, pruébelo; caso contrario halle un contragjemplo.

)X+ YP=(x+y) (X +XYy+y?)
b) vab= va+vb
C) Va>0 :éxé<a < —-a<x<a

d) VaeR": |x|>a < -a>x>a

€) Va,b e R—{0}: a< b:>1>%
a

fla<b b a < b?

<1 A Xx#0 :>—1<£<1 =-1>x>1
X

X

9)

hya<bac>1 Pc2>c™®
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j0<a<b Uc>1Plog a < log, b

jJ0<a<bUO0O<c<l P log, a < log, b
k) va:a’=1

) Va;«rso:a’“:i

n

m) V¢ = (v/x)?

n) a<b/\sga;ésgb:>1>1
a b

0) a<b/\s,ga:3gb:>£>E
a b

a ac

Db e

q) a<bala<|p|=a®<b’
r a<bala>|b|=a®>b’
s) a<balal=|b|=a®=b’

t) 0<a<b:>a<\/£<a—;b<b

Solucién

a) FALSO, si hacemos x =y =1 nos queda 2 = 2.3, lo que es absurdo. Otra
manera de verificarlo es distribuyendo el producto (X +y) (X* + X y +y?).

b) FALSO, si tomamos a=-4 y b =-1nos queda /(—4)(-1) = v—4/-1,

el primer miembro existe en el campo de los reales, no asi el segundo.

c) VERDADERO,

Xx<a si x>0 x<a si x>0 0<x<a
como x| = {v =4V =V

—-x<a si x<0 X>—-a Ssi x<0 —a<x<0

por tanto uniendo (por la “0””) ambos intervalos nos queda —a < x < a.
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d) FALSO, la manera mas réapida de advertirlo es dandole a a un valor,
por ejemplo, a = 3 quedando -3 > x > 3 de donde, por caracter transitivo,
-3 > 3. El error surge al cambiar la “VvV” que aparece en la definicion de
modulo, por la “A”.

e) FALSO, hagamosa =-2y b =1, se cumple =2 < 1 pero no es cierto que

__>1
2

) FALSO, porque, por ejemplo: =2 < 1y al elevar al cuadrado nos queda 4 > 1

g) FALSO, como es obvio =1 > 1 es un absurdo. Pero si tuviese que

resolverlo, ;como hacerlo? Como con X = 0 se cumple que |—| <l= |X| >1
, aqui usando la definicién nos quedax >1 v x<-1

h) VERDADERO, y se puede probar asi: a<b= —a > -b como ¢ > 1, por
propiedades de la potenciacion se cumple ¢ > ¢ ™

1) VERDADERQO, por definicion de logaritmo, tenemos que log,a=p < a=c’
y analogamente, log.b=q<b=c" ycomo 0 <a <bconc>1se tiene
que c” < ¢ si las bases son iguales debe ocurrir que p < g donde p y g son los
logaritmos.

: 1
J) FALSO, tomemosa =1, b=2yc=—,1<2pero log, 1>log, 2
porque 0 > -1 - 2 2

n

k) Va:a’ =1 es FALSO. Veamos por qué: a° =a"" :a—nzl siempre que
a

a no sea cero, porque no se puede dividir por cero. Con lo que afirmamos
que si a =0 no se cumple.

0
) va=0:a™" =in es VERDADERO porque a"=a*" =a—n=in dado
a a" a

que a=0

m) \/F = (\/Y)2 es FALSO dado que \/? existe para cualquier x real, en

cambio («/?)2 existe solo si x > 0, por lo tanto /(—2)> =2 y como en el
campo de los reales /-2 no existe, tampoco se podréa elevar al cuadrado.

n) a<b/\sga¢sgb:>1>% es FALSO porque, por ejemplo, -2 < 3y
a

11
__<_
2 3
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0) a<b/\sga=sgb:>1>% es VERDADERO. Para probarlo
a

consideremos solo el caso en que a y b son positivos, dejando el otro caso
para que lo resuelva el lector una vez comprendido el procedimiento. Como

0<a<b si dividimos por b, como es positivo, conserva el sentido de la

desigualdad, y obtenemos: %<1, si ahora dividimos por a que también es
. 1 1 1 1
positivo nos queda —<—< —>=—
b a a b

9)) %:? es FALSO porque si ¢ = 0 estariamos dividiendo por cero, que
C

va contra la definicidn de divisidn.

2 |42
q) a<balal<|b|=a’<b® es VERDADERO. Sabemos que {a =8

como |a| < |b| = |a|.|a| < |b|.|a| < |b||b| = |a|2 < |b|2 = a’<b?

o~
r a<bala]>|b|=a’*>b* es VERDADERO. Sabemos que

como [a] > b|=[al[a[ > blfa] > [b]jo| = |af* > | = & > b?

s) a<bnlal=|b|=a*=b* es VERDADERO porque si

la|=|p|ra<b=a=-b =a’=(-h)*=b* con lo que esta demostrado.

t) 0O<a<b=acx Jab < a%b <b es VERDADERO. Para demostrarlo

veamos que
(a—b)*>0=a’—-2ab+b*>0=a’*+b*>2ab=a’*+2ab+b’>4ab=

(a+b)2>4ab:>a+b>\/4ab=2\/£:>a%b>\/£ )

Por otra parte, tenemos que 0<a<b=a’<ab= a<+/ab 2

Yporultimo,a<b:>a+b<2b:>aT+b<b (3)
a+b

De (1), (2) y (3) se cumple que O<a<b:>a<\/£<T<b
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EJEMPLO

Si x <a <0, indique cuéles de las siguientes inecuaciones son verdaderas. Sus
respuestas deben estar claramente justificadas.

a)x*<ax<0

FALSO, como a y x son negativas, multiplicadas entre si el resultado es
positivo, luegoax >0

b) x*>ax>a?

VERDADERO, porque, por un lado, x <a = x.Xx>a.x porque x <0 de
donde x2 > ax por otra parte, al multiplicar por a < 0 la desigualdad x < a
se obtiene a.x > a2

Ejercicio 2. Si x < a < 0, indique, justificando claramente, cuales de las
siguientes inecuaciones son verdaderas:

a)x?<az<0
b)x?>a?>0
c)x*>axaax<0

dx*>a?ara?<0

Solucion

a) FALSO, todo numero elevado al cuadrado da resultado positivo o cero.
b) VERDADERO, como vimos en un ejemplo anterior, x> > a x >a? teniendo
en cuenta que tanto el resultado del producto de dos nimeros negativos

como el cuadrado de un negativo ambos son positivos, por transitividad
queda justificado el resultado.

¢) FALSO, porque a x > 0

d) FALSO, porque a* >0

EJEMPLO

Escriba las siguientes expresiones prescindiendo de las barras de médulo.

a) |al —|a+b|

11
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a+b sia+b>0=>a>-b

Como|a|— a si a=0
- -a-b sia+b<0=a<-b

-a si a<0

y |a+b| :{
debemos analizar dos casos, sib>0 6sib<0.

Veamos en primer lugarsi b >0:

—a+a+b=>b si a<-b<0
|a|—|a+b|: —a—a-b=-2a-b si -b<a<0
a-a—-b=-b si a=>0

Analicemos ahora si 5<0:

—a+a+bh=>b si a<0
|a|—|a+b|: at+a+b=2a+b si 0<a<-b
a-a—-b=-b si a>-b

Ejercicio 3. Escriba las siguientes expresiones prescindiendo de las barras de
modulo.

) -l

) fax|- 2}

0 -l -x
Solucién

x=1 si x>1
1-|x| si -1<x<1| |1-x si 0<x<1
}: 1+x si =1<x<0

—x-1si x<-1

2|

—1+|x| si |x| >1

2(2x—x?) i XZO}_{ZX(Z—X) si x>0

b) |4x|—2|x|2 =2(2|x-x?) = _ .
2(-2x—x%) si x<0 -2x(2+x) si x<0

|x—x|—x:—x si x>0

c) |x—|x||—x:{

|x+x|—x:—3x si x<0
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EJEMPLO

Determine en cada caso el conjunto solucion.

a) |2x—5/=7 b) |x+2|<6 c) 3<|x-5/<7

Solucién

a) Si [2x-5=7=2x-5=7 v 2x-5=-7T=2x=12v2x=-2 de
donde se obtienex=60x=-1 = S ={6;-1}

b) [x+2/<6=-6<Xx+2<6=>-8<x<4=S5=(-84)

c) 3<|x—5/ <7 se deben cumplir simultineamente las dos desigualdades:

X=5[<7A[x=5>3=-7<x-5<7 A (x-5>3vXx-5<-3) dedonde
2 <x<12 A (X>8 v x<2)

De lainterseccion entre S, = [-2,12] y S, = (—0,2) U (8,+0) resulta el conjunto
solucion S = [-2,2) U (8,12].

Ejercicio 4. Determine el conjunto solucion.
a) 1<|x—5/<7
b) 0<|x—5/<7
c) |[x=1+|x-2|>1
d) |x=1+|x+1| <2
€) [3—x —[5x+10] <12

EJEMPLO

Resulta interesante que compare los resultados del item c del ejemplo
anterior y los ejercicios 4 a) y b) y saque sus conclusiones.

13
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Solucién

a) 1< |x - 5| <7 seresuelve de igual manera que el c) del ejemplo anterior,
obteniéndose S = [-2,4) U (6,12]

b) 0<|x-5/<7 de idéntica forma, en este caso se obtiene
S=[-2,5)U (5, 12]

Comparando el ejemplo ¢, y los a'y b planteados como ejercicios, llegamos a la

conclusion siguiente: si la inecuacion es k <|x—5/< 7, con 0 <k < 7 notamos
que

|x - 5| <7 nos da un intervalo centrado en 5 y de radio 7, de extremos -2 y 12.

k <|x—5| nos da dos intervalos no limitados (5+Kk,+e0) y (~0,5-k).

Como la solucién es la interseccion, el resultado obtenido es el intervalo
[-2, 12] al que le quitamos el intervalo [5 -k, 5 + K]

c) [x—1+[x-2/>1
x=1 ¢ si x>1 X—2 Si x>2
como |x—]4: _ |x—2|: _
—(x-1) si x<1 —(x-2) si x<2
Para eliminar las barras de moédulo, deberemos analizar entonces:

i) cuando x < 1: todo numero que es menor que 1 también es menor que 2,
por tanto nos queda:

|x—]j+|x—2|:—(x—1)—(x—2):—2x+3>1:>-2x>-3:>x<%.

Pero de estos valores hallados s6lo puedo tomar los que estan en la region

elegida de antemano que eran los x < 1. Nos queda como solucio6n parcial
Sl = (—OO,l)

i) cuando 1<x<2: tendremos |x—1+|x-2/=x-1-(x-2)=1>1
pero esto es absurdo, luego en este caso la solucion parcial es S, = ¢

iii) cuando x > 2: teniendo en cuenta que si un ndmero es mayor o igual
que 2, entonces es mayor que 1, la inecuacion se puede escribir asi:

x=1+[x-2|=x-1+Xx-2=2x-3>1 =x>2
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Como deben estar en la regidn elegida realizamos la restriccién y se obtiene
S; =(2,+x).

Con las tres posibilidades analizadas cubrimos el total, ya que s6lo pueden
ocurrir que Xx<1lv1<x<2v x>2, luego la solucion es la union de las
soluciones parciales, de donde S =(—,1) U (2,+»).

d) [x=1+[x+1<2

x-1 Si Xx=1>0=>x>1

Como |x—1| = { y ademés

ey

—(x-1) si x-1<0=>x<1

Xx+1 si x+1>20=>x>-1
—(x+1) si x+1<0=>x<-1

Para eliminar las barras de médulo, deberemos analizar entonces:

i)

i)

Para x <—1: [x—=1+[x+1=—(x-1) = (x+1) = —x+1-x—-1=
=-2Xx<2= x>-1 lo que resulta absurdo ya que admitimos que
x <=1, por lo que en esta region la soluciones S, =¢.

Cuando -1<x<1:
|x—]4+|x+1|= X—1-(Xx+1)=x-1-x-1=-2<2, estoes

correcto para todo x que se encuentre en la region considerada,
luego S, =[-11)

Tomemos ahora x >1:

x=1+[x+1 = x-1+x+1=2x < 2= x <1, con lo que llegamos a
un absurdo ya que partimos de x>1, luego S, =¢

Luego la soluciones S=S,US, US, =[-11)

e) [3—x —[px+10[ <12

Analicemos individualmente cada médulo:

X—=3 Si x-3>0=>x=>3

3—X|=[x—3= { y, por otra parte

—(x-3)si x—-3<0=x<3

15
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5x+10 si 5x+10>0=x>-2 i
|5x+10|= ) , como los médulos, al ser
—(5x+10) si 5x+10<0=x<-2

eliminados por definicion, cambian al pasar por -2 y 3, deberemos analizar
las soluciones en cada intervalo:

) Six<-2:
3= x| - [5x+10| = —(x—3) + (5x +10) = —x +3+5x +10 = 4x+13<12 = X g—% , pero
¢cuales de estos valores de x estan en el intervalo considerado? Es decir, jqué
valores de x no superan a —% y a su vez son menores que —2? Ellos son la so-

lucion parcial buscada S, = (—o;-2).

i) Tomemos ahora el caso -2 <x<3:

|3— x| -[5x+10| = —(x —3) — (5x +10) = =X +3-5x—10 =—6x -7 <12 = xz-%

de estos, debemos quedarnos sélo con los que estan en el intervalo —2<x <3,
los que nos determinan S, =[-2;3) .

11)) Cuando x>3:

|3—X|—[5x+10] = x—3—(5x+10) = x ~3-5x —10 = -4x-13<12 = X z—§, los que,

por supuesto, estan en el intervalo en cuestion, de donde S, =[3;+x)
Asi, uniendo las soluciones parciales, tenemos que S = R.

Comentario

En el ejemplo que daremos a continuacion recurriremos a la demostracion por
el absurdo®. Por ello es necesario que recordemos algo a tal efecto.

PRINCIPIO DE REDUCCION AL ABSURDO Y DEMOSTRACION INDIRECTA
Son métodos distintos, pero vinculados:

El principio de reduccion al absurdo prueba la falsedad de una afirmacion
deduciendo de ella alguna contradiccion.

La demostracion indirecta establece la verdad de una afirmacién demostrando
la falsedad de la afirmacion contraria.

Es frecuente el uso del método de reduccion al absurdo para demostrar teoremas
en matematicas. La metodologia lI6gica es la siguiente:

Fase de inicio: se sospecha que una cierta proposicion p es verdadera y se
intenta llevar su negacion hasta sus Ultimas consecuencias ldgicas. Para
ello se parte de la ley del tercero excluido, es decir, la proposicion p es
cierta, 0 bien p es falsa, y no hay una tercera opcion.

1 El lector seguramente recuerda haber visto alguna vez una demostracion por el absurdo.
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Fase deductiva: lanegacién de laproposicion p conduce aunacontradiccion.
Fase final y conclusion: la proposicion p es verdadera, porque su negacion
no puede serlo, dado que conduce a una contradiccion.

Ahora si pasemos al

EJEMPLO

Demuestre que Ve >0 : 0<x< &= x=0,siendo ¢ arbitrario.

Solucién

La manera mas sencilla de probarlo es por el absurdo: si
Xx#0 Ve>0Ax>0 de acuerdo con el enunciado se debe cumplir que

: . . a
x<e¢. Siseelige x=a>0 por pequefio que sea a, 3 g:E /| e<x lo
que contradice la hipotesis, entonces x =0

En este ejemplo, la demostracion se hizo combinando los dos métodos:
demostracion indirecta y reduccion al absurdo. En efecto, para demostrar se ha
refutado su contrario. Y al refutar éste, de €l se ha deducido una contradiccion.

EJEMPLO

Pruebe que |a+b|<|a|+|b| (conocida como propiedad triangular)

Solucién

Sia>0b>0=|a+b/=a+b=|a+]b| se cumple la igualdad

Sia<0,b<0 :>|a+b| =—(a+b)=-a+(-b) :|a|+|b| verifica la
igualdad

Sia>0,b<0:comoa=ayb <-bsumando miembro a miembro nos
queda que

a+b <a-b de donde tenemos dos posibilidades:
1)Sia+h>0:|a+b|=a+b<a-b=a+(-b)=|aj+|b| = [a+b|<|a| +|p]

2) Sia+b<0: |a+b/=-a—b comoa>0setiene que -a<ay-b=-bde

donde, sumando-a-b<a-b ..[a+b/<a-b=a+(-b)=|a|+|o)

Se procede andlogamente para el caso en que a<0, b>0

17
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Ejercicio 5. Pruebe que

2 la-b|>[al-|o

b) [a—b| <|a]+|b]

Solucién

a) debemos probar que [a—b| > [a| - |b|

sia>0,b<0:a-b>0=|a—b/=a—b ademas a=a|,|b|=-b de
donde —b > —|b| por lo que a—b > |a|—|b| y por tanto, [a—b| > [a| - |b]

sia<0,b>0:a-5<0luego [a—b|=-a+b, teniendo en cuenta
que —a=|ajA b >—Jb| nos queda al sumar —a + b >|a| —|b| por tanto
[a—b|>[a| - o

si a>0,b>0:tenemos dos casos a contemplar:

1¢ caso, cuando a—b > 0: [a—b|=a—b=|a|—|h

2% caso, cuando a — b < 0: |a—b|=-a+b como a - b < 0 se tiene que
a < b, multiplicando por —1 se obtiene — a > -b y al sumarle b > a nos
queda —a+b>-b+a=a-b=|a|-|o| dedonde |a—b|>|a—|b|
Proceda de igual manera para el caso a < 0, b < 0.

b) debemos probar que |a—b|<|a|+|b|

|a—b|=|a+(-b)| <|a|+|-b|=|a|+|b| y asf esta demostrado propiedad
triangular

Ejercicio 6. Demuestre que si [x —a| < % A ly=bl< % = |(x+y)-(a+b)|<e

Solucién

Partiendo de |(x+ y)—(a+b)|:|(x—a)+(y—b)|S|x—a|+|y—b|<%+§:g

en donde hemos usado una de las propiedades de modulo que probamos en el
ejercicio anterior.
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EJEMPLO

Acotando adecuadamente, halle algiin namero natural n, tal que para n>n,

se cumpla que 2n+3 2‘ <0,01

Solucién
2n+3 2

Como a2 3 < 0,01 trabajando el primer miembro, buscaremos encontrar
n+

una cota superior de él y a ésta le exigiremos a su vez que sea <0,01. Veamos
coémo hacerlo:

1

n

1 <0,01
n

2n+3_g
3n+2 3

6n+9-6n-4/ | 5 | [ 9 |
3Bn+2) | \3(3n+2)\ 3Bn+2)|

3n+2\

1
> — >
de donde n> 0.01 con lo que n>100.

¢Cual es la razon de haber reemplazado en el numerador el 5 por el 9 al pasar
del tercer al cuarto paso? ;Hubiera convenido en lugar de 9 colocar 6 0 7 0 127

Ejercicio 7. Acotando, halle algin nimero natural n, tal que para n>n, se
cumple:

a) ”‘17-]%0,022
n+5
n-8
b) | | < 0,0005
2n+3
Solucién
a) n _157 _4 < 0,022 procedemos de igual manera que en el ejemplo anterior.
n+
|n—17_1‘ n-17-n-5| _|-22| | 22| |22 =£<0022
|n+5 | n+5 | |n+5| |n+5| n 0,022
[n-8] 1
b) <00005 analogamente, si suponemos n > 8
2n+3
In-8] 1| |n-8 ‘ _|2n-16-2n-3 | 19 | | 20 | 10 _10_5
2n+3 2| |2n+3 2| | 2(2n+3) | |2(2n+3)| |2(2n+3)| 2n+3 2n n
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In-8| 1] 5

—— ——|<—<0,0005 =n>
2n+3 2| n 0,0005

exigimos que n debe ser mayor o igual que 8 y también que 10000, por

tanto n >10000

entonces =10000, de donde

EJEMPLO

Determine el conjunto de numeros reales, tal que su cuadrado sea menor que 4.

Solucion

X <4=|X<2=>-2<x<2=>S5=(-22)

Ejercicio 8. Determine el conjunto de nimeros reales, tal que su distancia a -5
sea menor que 1.

Solucién

X=(-B)|<1=>-1<x+5<1=-6<Xx<-4=S=(-6-4)

Ejercicio 9. Halle un entorno centrado

a) en el origen de coordenadas y que contenga al intervalo (-2, 1)

b) en %2y que contenga al intervalo (-1; 3].

Solucion

a) Para encontrar un entorno con centro en el origen, debe elegirse de la
forma — & < x< &, pero como el intervalo (-2,1) debe quedar incluido en
él, se debe elegir § > 2. Nos queda asi E(0,8)={xeR/|x <5, 522}
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b) Si debe estar centrado en % debe ser de la forma <o, pero el

1
X__
2

intervalo (-1, 3] debe quedar incluido, por tanto debemos ver a qué distancia
estanel 3y el -1 del % Esas distancias son 2,5 y 1,5 (;por qué?), tomando
o >2,5tenemos el intervalo incluido en el entorno. ¢Por qué no tomamos
o =2,5? Como el entorno es un intervalo abierto excluiria el 3. Nos queda

asi que el entorno pedido es: E(%,&) = {x eR/

1
X__
2

<0, 5>2,5}.

EJEMPLO

Determine las cotas superiores (Cs) e inferiores (Ci), supremo (sup) e infimo
(inf), maximo (M) y minimo (m), si existen, de los conjuntos numéricos
dados.

a) A= (-2,1]
Cs=[1+x) Ci= (-, -2]
SUpA=1 infA=-2 M=1 no existe m

b) B = {xeR/0<[2x—6|<5]
Resolviendo la inecuacion 0 <|2x — 6] <5, tenemos que

de 0<[2x—6] se deduce que 2x — 60 => x = 3

y de |2x—6|<5:—5<2x—6<5:—1<2x<11:—%<x<1—21

Como se deben cumplir ambas condiciones a la vez, se intersecan las

. 1 11
soluciones y resulta que B = (E’ 3) U (3, 3)
Cs=[1—21,+ ©) Ci:(—OO,%]

11 1
supB = > infB = > no existe M no existe m

21
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Ejercicio 10. Determine las cotas superiores e inferiores, supremo e infimo,
maximo y minimo, si existen, de los conjuntos numéricos dados.

C={xeR/x*<9} . D=(15]u{8} . E=[-1,1]1u(2,3)
F:{XER/x:(_l)n,neN}; G:{XER/X=2n+l,n€N};
n+1

H={0.3;0.3;0.333; ...}

Solucién

Para el conjunto C: como x* <9 = |x|<3= -3<x <3, luego C=[-3,3]
Cs = [3,+ ) Ci = (w,-3]
supC =3 infC=-3 M=3 m=-3

Para el conjunto D: D = (1,5] u {8}

Cs =[8,+ ) Ci = (~0,1]

supD =8 infD=1 M=8 no existe m

Para el conjunto E: E = [-1,1] U (2,3)

Cs = [3,+) Ci = (o0 ~1]

SUpk =3 infE=-1 no existe M m=-1

Para el conjunto F: F = {x/x = ) Nne N}:{—l,i,—i, i,—i, ..... }
n 2 3 4 5

podemos observar que los elementos de F son puntos aislados contenidos
. 1 . .
en el intervalo [—1,?], los extremos del intervalo son los dos primeros

elementos y los restantes estan dentro del intervalo.
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@:L;ﬂm Ci = (—0 1]

supF -1 infF=-1 M:E m=-1
2 2
5

2n+1 3 I
,neN }:{?, 31 ...} se puede

n+1

Parael conjuntoG: G={xeR/x =

2n+1
ver que a mayor valor de n, mayor el resultado de

, que el menor
n+1
3 i i

de los elementos de G es > y que a medida que aumenta n el cociente
1
2+ —

2n+1 n . . 1 .
= se aproxima a 2 porque el cociente — se hace cada vez méas
n+l 1.2 n

n

pequetio. Pero como nunca se hace cero (;por qué?), el cociente no llega a

tomar el valor 2. Por tanto, el conjunto G queda incluido en el [%, 2)

Cs = [2,+20) G:Gw%]
. 3 . 3
supG =2 infG = o no existe M m=->

Ejercicio 11. ;Cudles de los siguientes conjuntos estdn acotados
superiormente? ;inferiormente? ;Cudles son, si los hubiere, los supremos
y los infimos?

a) N b) Q c) A={xeZ/-2<x<6}

Solucion

a) N=4{1,2,3,4,...} esta acotado solo inferiormente; inf N =1

b) No estad acotado ni superior ni inferiormente, con lo que no existen ni
supremo ni infimo.

c) A={-2-1,01,2,3,45}, Mayorante de A=[5,+0) SUpA=>5

Minorante de A =(—,-2] infA=-2
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3. Nota: Al conjunto de todas las cotas superiores se lo suele llamar conjunto
mayorante y al de las cotas inferiores, conjunto minorante.

4. EL CONCEPTO DE FUNCION

El concepto mas importante de la matematica es, sin duda, el de funcion. No es
el objetivo ahora reiterar definiciones con las que el lector estd familiarizado,
sino mas bien detenernos en ilustrar la nocidn intuitiva de funcién. Como ya
anticiparamos, nos limitaremos a funciones de una variable real, clase muy es-
pecial pero que nos ilustrara para estudios y aplicaciones posteriores como, por
ejemplo, el estudio de las funciones de varias variables reales.

En términos poco formales podemos decir que una funcion es una regla
(o conjunto de reglas y/o propiedades u operaciones) que asigna a cada uno de
determinados numeros reales un nimero real. Por ejemplo, la regla que asigna
a todo numero real x:

su cuadrado
Su raiz cubica
Su raiz cubica si se toma el subconjunto -8 < x < 8

. x> —2x-3 .
el numero Tl siempre que X = -1
X+

elnimero 1sixT R*y-1sixT R
el numero 2 v x1 R

De estos ejemplos surge que no siempre la regla que define una funcion es
aplicable a todo nimero. El conjunto de los nimeros a los cuales se aplica una
funcién es lo que se denomina el dominio de la funcion.

Resulta conveniente introducir una notacion adecuada que facilite la
escritura y permita referirnos a las funciones en forma general. Para ello es
habitual designar las funciones con una letra (f, g, h, ...) escribiendo f ( ) para
simbolizar el conjunto de reglas, propiedades u operaciones a realizar sobre el
namero x para obtener el nimero y que f asocia con x y que simbolizamos como
y =f(x), que sélo tiene sentido cuando x pertenece al dominio de f ; para otros x
el simbolo f (X) no esta definido. Los ejemplos anteriores quedarian expresados
asi:

f)=x2 vxTR
g(x)=3%¥x vxTR
g(x)=¥x ¥ xT(-8,8)

2— —_— P
h(x):xx—ixl?’ v xT R—{1}
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-1 si t<O
u(t) = .
+1 si t>0

w(z)=2 ¥ zI R (funcion constante)

Si en el primer ejemplo escribiéramos solamente f (x) = x?queda sobreen-
tendido que es para todo x, o dominio natural de la funcion. La misma situacion
se daria en el segundo ejemplo, mientras que en el tercero la especificacion es
necesaria. En el ejemplo siguiente podria no indicarse la exclusién del valor -1
al quedar claro que el simbolo carece de sentido para ese valor de x.

En general, si el dominio no se restringe explicitamente, se entiende que estd
formado por todos los nimeros para los cuales la definicion tiene sentido.

En este contexto, a partir de la experiencia matematica adquirida en
estudios previos, el lector puede asociar las operaciones basicas aprendidas
con numeros reales con las reglas que le permiten asignar a cada uno de
determinados nameros reales otro namero real, como se sefialara mas arriba.
Asi nos encontraremos con las funciones algebraicas

racionales enteras, conocidas como polinomios,
racionales fraccionarias o cociente de polinomios,
irracionales, caracterizadas por la operacion de radicacion,

y las denominadas funciones trascendentes, trigonométricas, logaritmicas y
exponenciales, a las que nos referiremos en detalle més adelante.

Hasta aqui hemos definido informalmente una funcién como un conjunto
de reglas. Ahora bien, supongamos g(x) = Ux y r(x) = 3/x + x2+ 1 - (x2+ 1).
¢Son g y r la misma funcion? Las reglas que las definen son diferentes pero los
numeros obtenidos al aplicar cada una de ellas al mismo conjunto de nimeros,
son iguales. Esto nos muestra la necesidad de buscar una manera satisfactoria
de definir funciones, para lo cual surge naturalmente la pregunta: ¢qué
necesitamos conocer de una funcion para saber absolutamente todo acerca de
ella? La respuesta es inmediata: para cada numero x hace falta saber cual es
el numero f (x).

Esto nos permite formalizar una definicion donde quede explicitado lo
anterior. Para ello vamos a indicar con (x, y) un par ordenado de numeros,
donde el primer elemento es el nimero x considerado y el segundo elemento y,
el valor que f aplica a x. En estos términos, una funcidn es un conjunto de pares
ordenados de nameros con la propiedad de que el conjunto no debe contener
dos pares ordenados distintos con el mismo primer elemento.
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Si f es una funcion de A en B, A es el dominio de f, el conjunto de todos
los nimeros x para los que existe algun y tal que (x, y) esta en f. Si x esta en el
dominio de f, por la definicién de funcion surge que existe un Unico nimero y
tal que (x, y) esta en f. Este valor y unico se designa por f(X). El conjunto B se
denomina rango o codominio de la funcion f.

Se denomina imagen de la funcion:

Im(f)={yeB /3xeA tal que y = f(x)}

En general Im(f)c B

El lector puede ahora poner en correspondencia la nocion intuitiva de funcion
presentada al comienzo y la definicion dada mas arriba con la definicion que
ha venido manejando hasta ahora. No obstante, una buena forma de representar
una funcion es mediante e/ grdfico de la misma. La primera mitad de este libro
estd dedicada, justamente, a disefiar las herramientas matematicas que permitan
aprender a confeccionar el grafico de una funcion. Si sabemos dibujarlo (no es
necesario el acto material de hacer el dibujo, la computadora lo hard mucho mejor
que nosotros) sabremos leerlo y extraer toda la informacion contenida en él.2

5. EJERCICIOS RESUELTOS

Es importante recordar que los ejercicios resueltos son de mucha utilidad cuando el
lector estudia un tema y resuelve problemas sin tener a quien consultar sus dudas.
Reiteramos que los Ejemplos tienen por objeto permitir seguir atentamente su
resolucion y analizar con cuidado cémo fueron utilizados los conceptos teéricos
presentados previamente. Para resolver los ejercicios restantes es importante que
el lector NO consulte la resolucién propuesta en una primera instancia, sino que
trate de encararla por su cuenta, y sélo compare con lo efectuado cuando se le
presente alguna dificultad o quiera verificar si lo que hizo coincide con lo resuelto
en el texto. Si, a pesar de todo, le quedaran dudas, revea la teoria y los ejemplos.
No olvide que sélo se aprende haciendo y no mirando lo que hizo otro.

2 Eneste contexto resulta de interés que el lector recuerde los elementos para la construccion de graficas

de funciones que le fueron dados en Matematica en la escuela secundaria o en el curso preuniversitario,
tales como desplazamientos horizontales y verticales, estiramientos y reflexiones de funciones; por
ejemplo dado el grafico de Y= f(X) y a>0 las graficasde y= f(x+a) e y= f(x—a) provocan
un desplazamiento respecto de la original, andlogamente y = f (ax) determina un cambio de escala.
Como todo esto sera un complemento Util a lo que trataremos en los primeros capitulos, en caso de que
no lo recuerde la sugerencia es que recurra a la bibliografia que utilizara oportunamente.
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EJEMPLO

Halle el dominio de la siguiente funcion: y = x-1 + !

K 4-x*

Solucién

La funcidn es una suma; para que exista, debe existir cada término,

x#0
por ello se debe exigir que | A

4—x2>0:x2<4:>|x|<2:—2<x<2

de donde, los x, no nulos, que estan entre —2 y 2 determinen el dominio:
D, =(-2;2)—-{0}

Ejercicio 12. Halle el dominio de las siguientes funciones:

X +5x* —6X
2 ¥= XA/ x? -1
b) y = Jx-1
VX+1

Xx-1
)y= X+1

Jx
d =
) y senzX

Solucion

a) Como no estd definida la division por cero, es necesario que
x3/x*~1#0, de donde cada factor debe serlo; asi tenemos:

Xx#0
A de modo que el dominio es

\3/x2—1¢0:>x2—1¢0:>|x|¢1

D, =R-{0;1;,-1}
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b) En este caso se trata de una division, con lo que el denominador
debe ser no nulo, y como las raices son de indice par, es preciso que

X-1>0=x2>1
A de donde el conjunto de numeros reales que
X+1>0=x>-1

cumplen ambos requisitos a lavez es D, = [1; +00)

c) Notese que debido a la presencia de una raiz cuadrada, debe
cumplirse que X—_iz 0 para que el cociente sea positivo, dividendo
X+

y divisor deben ser de igual signo, y para que sea cero, solo el
dividendo debe serlo, de donde se plantean dos posibilidades:

x=1>0 x>1
19 A =<A =x>1
X+1>0 X>-1
v luego D, =(—o0;—1)U[1;+0)
x=1<0 x<1
| BEWN =N =>x<-1
X+1<0 x<-1

d y=

en este caso debemos exigir que
senzx

x>0
N =x#0:12:3:4;.... Luego
senzX#0=>zx#zkr VkeZ=x#Kk

el dominio es Dy =R"—N

Dos funciones particulares que resultan de interés en numerosas aplicaciones
son la funcion parte entera y la funcion signo.

1. Se llama parte entera de un numero real x al mayor nimero entero
que es menor o igual que x. Se designa la parte entera de un niamero

real x: [x] o bien ENT (x)

La funcion parte entera tiene como representacion grafica una funcién
escalonada (una “escalera”), que presenta “saltos” o cambios de
“peldafios” cuando el argumento es entero. Su grafico es:
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y 41X
21 —_—0
14 0
X
! f f 0 } —
3 2 -1 0 1 2 3
-1 -
—_—
——) 2 —

Figura 1. Funcién parte entera de X

2. Lafuncidn signo de x, que se indica sgx, se define
{—1 si. x<0 x |X
SgX = =—=

+1  si x>0_|x|_ X

cuya grafica dejamos para que la realice el lector, que no debe olvidar que
el cero no pertenece al dominio de la funcién.

EJEMPLO

Determine el conjunto dominio e imagen de la funcidon definida por
yo|X
2

Solucion

X . .
En nuestro caso, EE Z si x es par, es decir, si 2k <x<2k+2 entonces

k < g <k+lkeZ > {g} =k, de este modo, la funcién escalonada es:

-2 si —4<x<-2
-1 si -2<x<0
y:[f}: 0 si 0<x<2
si 2<x<4
si 4<x<6

29



30

Célculo diferencial e integral en una variable real E4 Ejemplos y ejercicios resueltos

Sugerencia: represéntela grdficamente.

El dominio son todos los reales, dado que de todo real siempre es posible tomar
su parte entera. Esta es, como su nombre lo indica, un entero, con lo que el
conjunto imagen es Z.

Observacion: Notese que para determinar el dominio o bien la imagen, no es
preciso encontrar la funcién escalonada.

Ejercicio 13. Encuentre dominio e imagen de las funciones definidas por:

a) y=2x—[2x]

b) y=sg(XT_1j

Solucién

a) y=2x—[2x]
El lector debe tener presente que la funcién definida por:

f:R —> R / f(x)=x—[x] sellamafuncién mantisa o parte decimal

de X, cuyo grafico es:

v

Figura 2. Funcién mantisa o parte decimal de x

En el caso propuesto, se trata de la funcién parte decimal de 2x, 0 mantisa de
2x. En Ingenieria se suele llamar diente de sierra a su representacion grafica.
El lector puede intentar, como ejercicio, obtener la expresién analitica de la
funcion definida por tramos. Para determinar el dominio es necesario tener
en cuenta que su formula no presenta operaciones restringibles, por lo que el
dominio es el conjunto de todos los nimeros reales R. Ademas, la parte decimal
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de cualquier nimero real como minimo es cero (esto para cualquier entero) y
nunca llega a ser 1, por lo tanto, el conjunto imagen es [0;1).

b)yzsg(T].Sabemosque y:sg(TJ— X _ X

Tx=1] .
— -1 si —=<0
X X

[EEN
>

[
[

X=1>0AX>0=>X>1IAX>0=>x>1

Donde X—_1>0:> v
X
X=1<0AX<0=>x<1IAaXx<0=x<0

De igual modo se procede para determinar que si

X—_1<O , entonces O0<x<1
X

Resulta ahora que la funcidn propuesta definida por tramos, es

Xx—1 1 si x<0vx>1
y=8¢| —|= .
X -1 si O<xx<l1

El lector debe tener presente que la expresion analitica anterior no es lo pedido,
simplemente fue obtenida para que resulte mas sencilla la construccién de su
gréfico, si es que desea confeccionarlo.

Para determinar el dominio s6lo es necesario observar que en la formula de la
funcidn aparece la division entre x-1y x, y que x—1=0 (la funcion signo no
esta definida en x = 0), y x # 0, por tanto, el dominio es pues R-{0;1}. Por otra
parte, el conjunto imagen es {1;-1}.

Otra informacion atil para encarar el estudio de una funcion, aparte de su
dominio e imagen, es lo relativo a sus ceros (o raices, es decir, donde la funcion
se anula) y los conjuntos de positividad y negatividad, o sea, los valores de la
variable independiente x para los cuales la funcion toma valores positivos o
negativos, respectivamente.

EJEMPLO

Determine el conjunto imagen, los ceros y los signos de la funcién definida en
cada caso por:

a) y=x"—4x+7

Dado que se trata de un polinomio de segundo grado, sus ceros son
las raices de la ecuacion cuadratica x°—4x+7=0, y, por lo tanto,

 4+16-28
2

» ¢R. En consecuencia, el grifico de la funcién no

corta al eje de abscisas. Por otra parte, como el coeficiente principal
es positivo, la concavidad estd dirigida hacia arriba, de donde y > 0
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en todo el dominio. Ademas, la abscisa y la ordenada del vértice son

:;_b: _(;4) =2,y,=4-8+7=3, de donde, como el vértice es un
a
minimo (debido a la concavidad), y>3 : I, :[3;+oo)

Otra manera de hacerlo es completando cuadrados, tal como lo
desarrollaremos en el siguiente ejemplo.

b) y=f(x)=4x-3-%°

Si se emplearan las consignas que guiaron el ejemplo precedente, se
obtendrian como raices a x, =1 y x, =3, la concavidad de su grafico
esta dirigida hacia abajo, y posee un maximo (el vértice) en el punto de
coordenadas (2;1).

Pero veamos otro método que brindara nuevas herramientas de trabajo,
en casos donde la funcion no es conocida. Comencemos completando
cuadrados:

y=4x-3-X" =—( —4x+3) =—(x* —2.x2+2° = 2° +3) = - (x-2)* -1] =
~(x-2)’ +1 de donde y=1-(x-2)" = (x-2)’ =1-y=|x-2|=1-y
por tanto, los valores que y asume son los que hacen que exista la \1-y
conloque 1-y>0=y<1,luego I, = (—o0;1]

En cuanto a los intervalos de positividad y negatividad de la funcion,
una vez calculadas las raices, que en este caso son 1y 3, factorizamos el
polinomio y se resuelven las dos inecuaciones f(x)>0 y f(x)<0. Si
no recuerda como hacerlo, revise el completamiento de cuadrados:

y=-[(x=2)° -1 =—[(x—2-D)(x-2+1)] = ~(x-3)(x—1)
factorizacion de la diferencia de cuadrados.

Asi, es sencillo analizar los conjuntos de positividad y negatividad de la
funcion:

Si y=—(x-=-3)(x-1) >0, entonces (x—3)(x—1)<0, para ello ambos
factores deben tener distinto signo; luego, se presentan las siguientes

Xx—3>0 Xx—3<0 X>3 X<3
alternativas: { A (VAR UN =S<IA V<A
Xx-1<0 X-1>0 x<1 Xx>1

En el primer caso la solucién es ¢, en tanto que en el segundo caso
obtenemos 1 < x < 3, y entonces la funcién es positiva en la union de las
soluciones. Asi afirmamos que el intervalo de positividad de la funcion es
(1,3). En forma similar se procede para hallar los intervalos de negatividad
y se obtiene (—o0;1) U (3;+x0),
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Ejercicio 14. Determine el conjunto imagen, los ceros y los signos de la funcion

2) _2x-3
y= X+1
sg|(x+2)(x—-3
) y— 90 (x=3)]
x—1
Solucion

2x—3 . , ..
a) y:—l. En primer lugar veamos qué ocurre con el dominio de
+

esta funcion. Como la division por cero no estd definida, se tiene que

D, =R—{-1}.

Para hallar los ceros, se resuelve la ecuacion f(x) =0, es decir:

2X=3 )= 2x-3-0= X:E; ceros def:{é}
X+1 2 2
Veamos ahora cdmo determinar los intervalos de positividad y negatividad:
2x-3>0 [2x-3<0 x>E x<E
2x—-3 . 2 2
>0=4A VA yasl <A VAR N
x+1
X+1>0 X+1<0 x>-1 X< -1

- . 3 :
lo que nos da la union de las soluciones x > > con x < -1, es decir, en el

) 3 ., < 3
intervalo (—oo;—1) U (—;+) lafuncion es positiva. Por tanto, en el (-1; =)
serd negativa. 2

(Como encontrar el conjunto imagen? Se trata de despejar, si fuera

2% —
posible, la variable x, dada la funcion y :;Tf = y(x+1)=2x-3=
XY+y=2X-3= Xy-2X=-y-3= Xy-2X=-y-3=

—X(2-y)=—(y+3)=>x :;—Jrs. Y para dividir por y - 2 debe ser
-y

y—2=0,dedonde y#2=1, =R —{2}

_S9 [(x+2)(x—3)]

b) y Recordemos en primer lugar que

r 1 si r>0 Y
Sgr:ﬂz{—l S reo por tanto D, = R —{1;-2;3}
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De esta forma es posible escribir:

L si (x+2)(x=3)>0 L Si X<—-2vx>3
x-1 x-1

714 RERRRE!
— si (x+2)(x-3)<0 —— si —2<x<3Ax=#l
x-1 x-1

porque (x+2)(x-3)<0 si-2<x<3 A X#1 asinosqueda x—1= £ =y=0
y

Pero como la funcion esta definida por tramos, veamos cdmo se comporta

la imagen *“y”” en cada uno de ellos. 4)
: 1 -1 1
Six<-2 :>x—1<—3:>y:—1>? A y<0:>—§<y<0 (5)
: 1 1 1
S|x>3:>x—1>2:y=—1<§/\x—1>0:>0<y<5 (6)
Si —2<X<3/\X¢1:>—3<X—1<2:>_—1>LVL>£
3 x-1 x-1 2
SN BN R conloquey>loy<-1 7)
3 x-1 x-1 2 3 2

De (1), (2), (3) y (4) se deduce que el conjunto imagen es

| =<—oo:—%)u(—%:ow(o;%)u(%m)

La funcién no tiene ceros (;por qué?). Nos falta determinar los intervalos
de positividad y negatividad de y = f (x)

Siy= Ll >0= x—-1>0= Xx>1 pero la funcion esta definida asi cuando

X < -2, 0 bien cuando x > 3, de donde es positiva si X > 3 y negativa si x < -2.

Si y= _il >0=x-1<0= x<1 pero la funcién esta asi definida para
X_

todo x tal que —2 < x < 3, luego sera positiva en —2 < x < 1y negativa si
1<x<3.

Concluyendo, la imagen de la funcion es positiva Vx € (=2;1) U (3;+x) y
negativa Vx e (—o0;-2) U (1;3)
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Ejercicio 15. En el segmento 0<x<1 del eje x se encuentra distribuida
uniformemente una masa de 2 gramos, y en los puntos x =2 y x = 3 de
dicho eje estan ubicadas dos masas puntuales de 1 gramo cada una. Hallar la
expresion analitica de m(x) para todo x real, si su valor numérico es igual a la
masa que hay desde —oo hasta X.

Solucion

Notemos que si x<0, m(x) = 0; como a lo largo del segmento 0<x<1
tiene distribuida uniformemente 2 gramos, en el intervalo [0,x) con x<1
concentrd un total de 2x. Al llegar a x = 1 acumul6 2 gramos de masa. Ademas,
en el intervalo (1;2), con lo que conserva la anterior que es 2; al llegar al 2
se encuentra con una masa puntual de 1 gramo que se sumard a la anterior
obteniendo 2+1=3 en gramos, valor que se mantiene hasta llegar al 3 en que
vuelve a sumar 1 a lo anterior y se obtiene 4. Luego, la expresion analitica es:

0 si x<0
2x si 0<x<l1
m(x)=<2 si 1<x<2
3 si 2<x<3
4 si x>3

Ejercicio 16. Conociendo el grafico de la funcién dado mas abajo, responda las
siguientes preguntas:

a) (Cuales son los ceros de la funcion?

b) Indique los intervalos de positividad y negatividad:
y A

12 +

Figura 3. Figura del ejercicio 16
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Solucién

El problema en este caso es muy sencillo ya que, por simple observacion, vemos
quef(x) =0six=0 o x = 3. Ademas, la imagen de la funcidn es positiva si
su grafico aparece por encima del eje X, y esto ocurre en el intervalo (0;3) junto
con los x mayores que 3, y resulta negativa si esta por debajo del eje x, lo que
ocurre para los x negativos. Asi tenemos:

a) Ceros de f = {0; 3}

b) Conjunto de positividad de f = (0; 3) U(3;+x)
Conjunto de negatividad de f =R~

Ejercicio 17. Laley de Coulomb expresa la fuerza de atraccién (o repulsion) que
existe entre dos cargas eléctricas g, y q,, separadas una distancia r, y nos dice
que F es directamente proporcional al producto de las cargas e inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia que las separa. Considere que k > 0
es la constante de proporcionalidad y que todas las magnitudes se miden en
unidades adecuadas.

a) Exprese la ley de Coulomb mediante una igualdad.
b) /Qué significa para Ud. que F sea positiva? ;Y negativa?
c) ¢Qué ocurre con F cuando las cargas estan muy alejadas?

d) ;Y muy préximas?

Solucion

a) Como el enunciado dice que F es directamente proporcional al producto
de las cargas, tenemos que F = 0,04,y como F es inversamente proporcional

. : 1
al cuadrado de la distancia que las separa, F ~—. De todo ello podemos
r

escribir que F z% y como debemos escribirlo como una igualdad,

utilizamos la constante de proporcionalidad k y tenemos la ley de Coulomb
4,9,

expresada asi: F =k =5
r

b) Como sabemos que k > 0 y el cuadrado de r también, el signo de F lo
determina el signo de las cargas. Si g, y ¢, tienen signos iguales, es positiva
y resulta una fuerza de atraccion; si en cambio tienen signos distintos, la
fuerza es negativa y es de repulsion.

: o 1
¢) Si r es muy grande, elevado al cuadrado lo sera mas aun, con lo que —-
r

sera muy pequefio; como el producto kg,q, es una constante, al multiplicarlo
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1 . . ~ . .
por —- el resultado sera cada vez mas pequefio cuanto mayor sea la distancia
r

que separa las cargas, lo que significa que la fuerza de actuante sera cada
vez mas pequefa.
) ~ . 1
d) Si r es muy pequefio, elevado al cuadrado lo sera mas aun, con lo que —
[
serd muy grande. Como el producto kg,q, es una constante, al multiplicarlo
1 . . . .
por —- el resultado sera cada vez mas grande cuanto mayor sea la distancia

que separa las cargas, lo que significa que la fuerza actuante serd cada vez
mas grande.

4. Nota: Intente hacer un grdfico de la funcién tomando ambas cargas y
la constante de proporcionalidad iguales a 1.

6. OPERACIONES CON FUNCIONES

Dadas dos funciones fy g tales que Dom (f) ~Dom (g) # <, se definen:
Sumayresta: (f £g), =f(x)£g(x) VvxeDom f(x)~Dom g(x)

Producto: (f.g),, = f(x).g(x) VxeDom f(x)nDom g(x)

Cociente: [ij i) vx e Dom f(x)~Dom g(x)—{x/g(x) =0}
(x)

g g(x)

Nos preguntamos ahora si ademéas pueden existir otras formas de combinar
funciones que permitan obtener una nueva funcidn o si es posible definir una
funcion que, saliendo del conjunto de llegada (codominio) de f nos permita
volver a su conjunto de partida (dominio). La respuesta es afirmativa en ambos
casos y da lugar a lo que se denomina funcién compuesta y funcion inversa,
respectivamente.

6.1. Composicién de funciones

Existe otra forma de combinar las funciones para obtener otra funcion. Por
ejemplo, si se supone que y= f(u)=7u y u=g(x)=5x—-4. Dado que y es
funcién de u y u es funcion de x, se deduce por sustitucion que y es funcion
de x, obteniendo y=7(5x—4)= f(g(x)). Este procedimiento es llamado
composicion de funciones, porque la nueva funcién esta compuesta de las dos
funciones fy g.
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En general, dadas dos funciones fy g, si se comienza con un elemento x en el
dominio de g, para obtener g(x) y este elemento se encuentra en el dominio de
f, es posible aplicar f a g(x) y obtener el elemento f (g(x)).

2. Definicién

Dadas dos funciones fy g, la funciéon compuesta f o g (también llamada la com-
posicién defy gy se lee g compuesta conf) se define por (f o g),, = f(9(x))
y existe siempre que Im g(x) < Domf (x).

Es posible visualizar la composicion de funciones mediante un diagrama como
el siguiente:

»f(9(x))

Figura 4. Diagrama de composicién de funciones

Imagine una maquina que toma una botella de gaseosa, la llena y luego la
tapa. El llenado de la botella seria la primera funcion que se aplica y taparla
seria la segunda funcion. Y la maquina estaria haciendo una composicion de
las funciones f og(x). Esta claro en este caso (y en general) que no puede
invertir el orden de las tareas, de modo que puede no existir go f , o bien, aun
existiendo, no cumplirse que fog(x)=geo f(X).

Ejemplos

1. Se consideran las funciones f(x)=x*> y g(x)=x+5. Se sabe que
Dom f(x)=R; Im f(x)=Rg

Dom g(x)=R:; Img(x)=R
Dado que Img(x) = Dom f(x), entonces existe f og:R—R:y su formula se
obtiene fog,, = f(g(x))=f(x+5)= (x+5)°.

Por otra parte, como Im f (x) c Dom g(x), también existe go f :R—>R y su
formulaes go f,, =g(f(x)) = g(x*)=x*+5.
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Se observa que (f og),, # (g ), porlo que lacomposicién de funciones
NO es conmutativa.

5. Nota: Obsérvese que cuando se definié g o T en el ejemplo precedente,

se establecio que el conjunto de llegada (codominio) de dicha funcién es el

conjunto R, pero no el conjunto imagen de dicha composicion, ya que como
x* >0 vxeR

(gof)y=Xx"+5>5 VxeR

Por tanto, Im(go f) = [5,+oo). De todas maneras, la funcién go f estd bien

definida ya que R > [5,+0).

2. Supongamos ahora que se dan las funciones f y g a partir de las siguientes
formulas f(x)=In(2x+1) y g(x) = JX . Es posible determinar que

Domf(x):(—%;+ooj ©Imf(x) =R

Dom g(x)=R; ; Img(x)=R?

Resulta pues que como Im f (x)  Dom g(x), no existe g o f . No obstante, es
posible redefinir la funcion f(x) restringiendo su dominio y su imagen para
que pueda componerse con la funcion g. Este hecho, naturalmente, ocasiona
la aparicion de una nueva funcion a la que puede designarse como f " (x) que
coincidira con f (x) sdlo en la férmula. Las restricciones necesarias son

In (2x+1) >0 =2x+1>e’* = x>0

En consecuencia, g o f: R¥—>R!/ f7(x)=In (2x+1)

Asi f"R;—>R; / go f*(x) =g(f ' (x))=g(n (2x+1)) =/In(2x+1)
En este caso, ¢el codominio de g o f " coincide con su conjunto imagen?
¢Existe f og ? En caso afirmativo, determine su dominio, codominio, imagen

y formula. Caso contrario, realice las restricciones minimas para que pueda
llevarse a cabo la composicion.

3. Consideremos las funciones definidas por f(x)=

g(x)=4x-2.

Para determinar f o g, veamos si cumple con lacondicion Im g(x) < Domf (x).

2X si x<5
4 si 5<x<10 y
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Dom f(x) = (=0,10) : Im f(x) = (0,10)

Dom g(x) =[2,+®) ; Img(x)=R;

Se ve que Im g(x) ¢ Domf (x), por lo tanto no existe geo f, con sus dominios
e imagenes naturales. De todas formas determinemos las restricciones minimas
para que la composicion pueda realizarse.

0<g(x)<10 = 0</x-2<10 =0<x-2<100 =2 < x <102

Por lo tanto, es posible definir una nueva funcion

9" :[2,102)—>[010) / g"(x) = Vx -2
Por lo tanto, fog o = (g (x)) = f(¥x-2)

2dX—=2 si W/x—=2<5
4 si 5<4/x=-2<10

Ahora, V/x—-2<5 si 2<x<27 y 5<+4/x-2<10 si 25<x-2<100,
es decir,

f(JE)={

27 < x <102, por lo tanto,

. ~ . -
fog = f(m):{zm Si 2<x<27

4 si 27 <x<102

Queda a cargo del lector el analisis correspondiente para la existenciade go f.

6.2. Una clasificacion de funciones y la funcién inversa

3. Definimos:
i f:A—>B esinyectivasi X,,X, € Ay X #x, = f(x,)= f(x,)
i f:A— B essuryectiva (o sobreyectiva) si Im(f)=B

i f:A— B es biyectiva si es inyectiva y suryectiva

Dada lafuncion f : A— B esposible definir una relacion inversaf *:B — A,
que sera funcidn inversa de la dada sélo en el caso que f sea biyectiva (¢por
qué?); entonces f * también es biyectiva.

Dada f : A— B se define la funcion inversadef, f *:B — A si
vxe AaVyeB secumple f1(f(x)=x y f(f(y))=y.
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6. Nota muy importante

Observe que el simbolo f * se utiliza para indicar la funcién que lleva los
valores de B a Ay no significa % que es otra funcion g que se define a
partir de f y que se denomina reciproca de f. Por ejemplo, si f(x) = x®,

. . 1
su inversaes f (x) = x y su reciproca es g(x) =— .
X

Ejemplos

1) Sea f: R — R/ f(x) =6x—x*, discutamos si es 0 no inyectiva. Para ello
tomemos dos imagenes iguales y veamos si s6lo pueden serlo de dos valores
iguales:

6X, — X° =6X, — X2 = 6X, — X2 —6X, +X; =0=6(X, —X,)— (X’ =%X2) =

(% =% )% +%p)

X =%
=(%—X%)6-%-X)=0=>vVv esto significa que si elegimos
X =6-X,

X,=0= x =0vx =6 por lo que hay dos valores distintos que tienen la
misma imagen, con lo que la funcidn no es inyectiva. Como es una parabola
cuyo Vértice tiene como abscisa x = 3 se la podria redefinir de modo que lo sea,
con solo restringir el dominio, por ejemplo, podriamos tomar " :[3;+0) —» R

2) Para la funcion anterior, ;coémo saber si es suryectiva? Recordemos que

para que una funcion lo sea, estando definida de A — B, tiene que ocurrir que
el conjunto imagen de la misma debe coincidir con el codominio B. Esto exige
encontrar el conjunto imagen, para lo que necesitamos despejar la variable x.

_ Ry _v2 _ _(y2_ _ _(v2 _ _0Y—0_ (v _ 1) —_0_(y_"1)\2

y=6X—X"=—(X"-6X)=—(Xx"-2.3x+9-9)=9-(x-3)"=>y=9-(x-3)
(x-3)?

despejando (x—3)*=9-y=|x-3[=4/9—-y para que esta operacién se

pueda concretar, tiene que ocurrir que 9—y >0 = y <9 con lo que el conjunto

imagen es (—0;9] = R de modo que no es suryectiva.

Intente el lector redefinirla de modo que sea suryectiva.
3) La funcion que venimos analizando restringida de la siguiente manera

f:[3,+00) — (-0,9] es biyectiva (;Por qué? Es importante que el lector
cuestione las afirmaciones cuando no recibe justificacion alguna).
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7. REPRESENTACION GRAFICA DE UNA FUNCION

Dada una funcion f, para cada x e Domf el par ordenado de ndmeros reales
(x,f(x)) puede interpretarse como coordenadas de un punto del plano respecto
de un sistema de coordenadas cartesianas, de modo que la grafica de f, es decir,
{(x, f(x)) : x e Domf }, vendra representada por un subconjunto del plano, que
da la representacion grdfica de la funcion f. Considerar esta representacion
puede otorgar, a veces, informacion interesante sobre f, por ejemplo, como
se refleja en su representacion grafica que una funcién admite inversa. La
representacion grafica de una funcion, denominada en adelante el grafico de f,
podré ser empleada para visualizar y conjeturar propiedades y caracteristicas
inherentes de la funcién y predecir resultados, pero, de ninguna manera el
gréafico en si mismo constituye la validacion de propiedades de las funciones.

7.1. Tabulacion de funciones

Cuando el dominio de una funcién es un conjunto finito (y con un nimero no
demasiado grande de elementos) frecuentemente es util describir la funcion
confeccionando una tabla de valores del dominio y a su lado las correspondientes
imagenes para cada uno de ellos. Por ejemplo, de esta forma suelen recogerse datos
experimentales cuando se analizan dos magnitudes de las cuales una depende de
la otra. De hecho, las tablas de correspondencias entre nimeros 0 magnitudes son
historicamente anteriores a la formalizacion del concepto de funcion.

También se tabulan funciones cuyos dominios no son finitos, exhibiendo,
naturalmente, s6lo una parte finita del mismo. Es importante destacar que
en la mayoria de las tablas de funciones que se usan en el ambito cientifico,
las imagenes que aparecen no son, obviamente, valores exactos, sino valores
aproximados sujetos a un margen de error controlable para que puedan ser
empleados apropiadamente.

4. Definiciones

i Unafuncién fse dice monétona no creciente si dados cualesquiera X, y € Domf
conx<y,es f(x)> f(y).

ii Una funcion f se dice monétona no decreciente si dados cualesquiera
X,y € Domf conx<y,es f(x)< f(y).

iii Una funcién f se dice monétona estrictamente decreciente si dados cuales-
quiera X,y € Domf conx<y,es f(x)> f(y).

iv. Una funcion f se dice monétona estrictamente creciente si dados cualesquiera
X,y € Domf conx<y,es f(x)< f(y).
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Observacién. La monotonia no es una propiedad puntual de la funcién, sino
global. Solo tiene sentido decir que una funcién es mondétona en un conjunto
determinado, no tiene sentido decir que una funcidn es monotona en un punto
del conjunto.

7.2. Otra clasificacién de funciones

En las representaciones graficas resultan de utilidad ciertas propiedades de
simetria que presentan algunas funciones.

Sea f una funcion con dominio y rango en R. Si el dominio de f es simétrico
respecto del origen, es decir, x e Domf si y sélo si —x e Domf, entonces es
posible afirmar que:

a. fesparsi Vx se verifica que f(x)= f(—x) (la grafica de f es simétrica
respecto del eje de ordenadas. Se trata de una simetria axial)

b. fesimparsi Vx se verifica que f(x)=—f(—x) (la grafica de f es simétrica
respecto del origen de coordenadas. Se trata de una simetria central)

EJEMPLO

Sea ¢(x) = con k real no nulo, nos interesa saber si es posible

F(x+K) - F(x)
k

asegurar una conservacion de la simetria, esto es si f no tiene simetria, entonces
@ tampoco, o bien, si f es par (o impar), entonces ¢ también lo es. Veamos un
primer caso:

2(x+Kk)+3—-(2x+3)  2x+2k+3-2x-3 _
k - k -

1) f(X)=2x+3= ¢(x) = 2.
2x+3= f(X) = noes par

La f no tiene simetria porque f(-x)=-2x+3# .
—(2x+3) =—1(x) = no es impar

Veamos ahora qué ocurre con la otra funcion ¢(—x) =2 = ¢(x) = jes par! ¢Esto
ocurrird siempre? Tomemos ahora:

(x+k)®—x*  x®+3Kkx? +3k*x+k® — x> K(3x® +3kx+k?)
k K k

=3x% + 3kx + k*. Es muy sencillo probar que f es impar ya que —x® = (-x)?,

veamos ahora la otra funcion:

2) f(x)=x>=g(x) =

@(X)
=
-p(x)

@(X) = 3x* + 3kx + k* = @(—x) = 3(=x)* + 3k(—x) + k? =3x* —3kx + k* # { no
tiene simetria.

Podemos afirmar que no hay relacion entre la simetria de ambas funciones.
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8. FUNCIONES EXPONENCIAL Y LOGARITMICA

Estas funciones no son algebraicas pero forman parte de otra clase de funciones,
las llamadas trascendentes®. Las funciones exponenciales y logaritmicas se
utilizan en la descripcién y solucién de una amplia variedad de problemas de
la vida cotidiana, como por ejemplo, el crecimiento de poblaciones, animales
y bacterias, el decaimiento radiactivo, la absorcion de la luz al atravesar el
aire, agua o vidrio, las magnitudes del sonido y los terremotos, aumento
0 disminucion de la temperatura de un cuerpo cuando se calienta o enfria,
descenso de la presion atmosférica cuando aumenta la altura.

El manejo de los logaritmos permite simplificar expresiones complicadas y es
un poderoso instrumento para efectuar operaciones. Por medio de logaritmos es
posible convertir las operaciones producto y cociente a sumas, y diferencias que
son, naturalmente més faciles de calcular. En la misma forma la potenciacion
se reduce a un producto que evidentemente se calcula més facilmente.

Consideremos un nimero real a positivo y distinto de 1. La igualdad N =a*,
siendo N un nimero real y a* una potencia, plantea dos problemas fundamen-
tales:

a) Dada la base ay el exponente x, encontrar N.

b) Dados Ny a, encontrar x.

El primero puede resolverse, en algunos casos, aplicando las leyes de la
potenciacion. En el segundo, siempre existe un nimero real x tal que N =a*,
cuando Ny a son reales positivos y a = 1. Este caso da lugar a la siguiente:

5. Definicién
Sea a un real positivo fijo, a #1 y sea x cualquier real positivo, entonces:
y=log,x < a’=x

La funcion que hace corresponder a cada numero real positivo su logaritmo en
base a =1, denotada por y =log, x, se llama funcién logaritmica de base a,
y, el nimero log, x se llama logaritmo de x en la base a y debe cumplirse que

f:R* >R/ f(x)=log,x cona>0nra=1.

Frecuentemente la definicion anterior se expresa coloquialmente asi:
El logaritmo de un ndmero, en una base dada, es el exponente al cual se debe
elevar la base para obtener dicho numero.

-10 _ s =i

Ejemplos: log, 8 =3 porque 2° =8 log % =-10 porque (\/5)

3 Denominacion que pone de manifiesto el hecho de que “trascienden al dlgebra” en el sentido que no
pueden ser expresadas como una secuencia finita de las operaciones algebraicas basicas (suma, resta,
producto).
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7. Nota: La base mds frecuentemente utilizada para las funciones logarit-
micas es el llamado niimero e (ntiimero del matemdtico suizo Leonhard Euler
(1707-1783)) Los logaritmos de base e son llamados logaritmos naturales o
neperianos y se indican habitualmente como In x. Sin embargo, los que mds
a menudo se encuentran tabulados y que se utilizan en la prdctica son los
correspondientes a la base 10, los cuales son llamados logaritmos decimales
y se denotan por 10g,, X o, simplemente, log X.

Hasta ahora el namero 7 fue, probablemente, el nimero irracional
mas importante que Ud. ha encontrado, otro nimero irracional es e =
2.7182819 que también es muy importante tanto para la matematica
como para sus aplicaciones.

9. PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS

Para asegurar un manejo fluido en las aplicaciones con funciones logaritmicas,
es importante recordar propiedades de los logaritmos.

Sia>0y a=1,ybescualquier real positivo, x e y reales positivos, entonces:
1. log,(a”)=a'"" =b

2. log,a=1

3. log,1=0

4. log,(x.y) =log, x+log, y

5. Ioga(ﬁl =log, x—log, y
y
6. log,(x")=nlog,x neR

7.Cuandoa>1,si0<x<y,entonces, log, x<log, y .Es decir, la funcion
logaritmica de base a > 1 es estrictamente creciente en su dominio.

8. Cuando 0 <a<1,si0<x<y,entonces, log, x>1log, Yy, lo que significa
que la funcion logaritmica de base positiva y menor que 1 es estrictamente
decreciente en su dominio.

9. log, x=1log,y < x=y (Util para resolver ecuaciones logaritmicas)

10. Para todo numero real y, existe un Unico nimero real positivo x tal que
log, X =y, es decir, la funcion logaritmica es suryectiva. También es inyectiva

(¢por qué?)

11. Cambio de base en los logaritmos: resulta Util recordar el origen de la expresion
que permite realizar el cambio de base para el calculo de logaritmos. Siy = log, X,
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entonces x = bY y resulta log, x =y log, b y se obtiene log, x = :gga l))( b#1

Todas estas propiedades pueden demostrarse haciendo uso de la definicion y
propiedades de la potenciacion. Se deja a cargo del lector a modo de ejercicio
la prueba de las mismas.

Observacion. La igualdad log, a” =b, dada en una propiedad anterior, es
también valida para b < 0.

9.1. Grafico de la funcién logaritmica
El grafico de la funciéon f: R* > R / f(x)=log, x con a>1 es:

Ty

24

Figura 5. Funcién logaritmica (base >1)
El grafico de la funcionf: R* >R / f(x)=log x con O<a<l es:

Ay

Figura 6. Funcién logaritmica (O<base<1)

Se puede probar que en cualquiera de ambos casos la funcién logaritmica es
biyectiva (jinténtelo!).
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Nos cuestionamos: jcual su inversa? Como sabemos f *: R — R*, para
hallarla tomemos f(x)=log, x=y < a’ =x luego intercambiamos y <> X
y obtenemos la inversa f*(x)=y=a* con a>0 y a=1, lacual se llama
funcion exponencial.

En las siguientes figuras aparecen las graficas de las funciones Yy =log, X,

y =log, x, en concordancia con las propiedades establecidas anteriormente.
2
y a

y =f(x) = log,x

/ (10) X

Figura 7. Funcién logaritmica (base = 2)

v

A

y y =f(x) = log,,x

1.0
\ X

Figura 8. Funcién logaritmica (base = 1/2)

v

En la figura que se da a continuacioén se han trazado conjuntamente las curvas
y=2%, y=log, x. Alli puede visualizarse que las curvas son simétricas con
respecto a larectay = X, como ocurre con las graficas de toda funcion y su inversa.

Y 4 y:2x

y = log,x

Figura 9. Funciones exponencial y logaritmica con base 2
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Cuando la base de la exponencial es el nimero e, la funcion exponencial
natural, f (X) =e*, tiene como conjunto dominio al conjunto de los nimeros
reales y su imagen el subconjunto de los reales positivos, y tiene muchas
aplicaciones en modelos matematicos de fendmenos del mundo real.

Si0<a<1, f(x)=a*esunafuncion estrictamente decreciente, mientras que si
a > 1 es estrictamente creciente.

yl

A y A
f(x) = a* 1 T f=a
a>1 1 1 o<ax<l
©.1)

k t t t t > I t t t t >
X X

Figura 10. Funcién exponencial (base >1) Figura 11. Funcién exponencial (O<base<1)

Veamos algunos graficos comparativos con bases 2 y e, tener en cuenta que

2] yaer(3)
e =|-| yque2 ==
e 2

Y 4 Y 4
= eX
y =2 v
v=(0
=(3)
e y= 2
2 e
2

\

1 X -1 X

Figura 12. Funcion exponencial (bases ey 2)  Figura 13. Funcion exponencial (bases ey 27)

Una aplicacion interesante de los logaritmos decimales

Las escalas logaritmicas como la de Richter, que mide la intensidad de los
terremotos, la de decibelios de sonido o la del pH utilizan intrinsecamente ex-
ponenciales. Asi, cuando se dice que un terremoto ha tenido una intensidad 4
en la escala Richter, se quiere decir que ha sido 10* veces méas intenso que uno
de magnitud 1 (4 es el logaritmo en base 10 de 10%).
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La magnitud del terremoto R se expresa a través de una igualdad que
contiene logaritmos:

a
R =log,, (?j +B

a es la amplitud del movimiento tellrico (expresado en micras?) en la estacion
receptora, T es el periodo de la onda sismica (en segundos) y B es un factor
empirico que indica el debilitamiento al aumentar la distancia al epicentro del
terremoto.

Por ejemplo, si se desea conocer la magnitud de un terremoto sabiendo que a
10000 km de la estacién receptora, B=6,8. EI movimiento vertical en el terreno
es a =10 micras' y el periodo es T=1 seg. Empleando la formula anterior,

R =log,, [%) +6.8=7.8

surge que este terremoto ocasionaria enormes destrozos debido a la magnitud
cerca del epicentro.

EJEMPLOS

1) Sean las funciones f(x)=1log,x y g(x)=Ilog_, X, usando propiedades
probemos que la ordenada de f es n veces la ordenada de g.

Haciendo cambio de base se tiene que

o Jog, x _log,x _ fﬁx) = (x)=ng(x)

log, a" n
con lo que queda demostrado.

- - 1
2) Calculemos el dominio de la funcion f(x) =

1-23x

Por aparecer un cociente en el exponente, el divisor no debe anularse, de alli
se tiene que

X X

1-23%x20=>23*21=>x#0
A = D, =R-{0;3}
3—x#0=>x#3

4 También denominada micrdn, unidad de medida adoptada en micrografia, equivalente a la milésima
parte de un milimetro. Se simboliza con la letra griega .
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9.2. Un poco de historia de los logaritmos

Lainvencién de los logaritmos (palabra de origen griego:
logos (logos (logos) = tratado, arithmos (arigmos) =
ndimeros) , se debe al matematico escocés John Napier,
barén de Merchiston (1650-1617), quien se interesé fun-
damentalmente por el célculo numérico y la trigonometria.
En 1614, y tras veinte afios de trabajo, publicé su obra,
donde explica cémo se utilizan los logaritmos, pero no
relata el proceso que lo llevé a ellos.

Un afio después, en 1615, el matematico inglés Henry
Briggs (1561-1631) visité a Napier y le sugirié utilizar
como base de los logaritmos el nimero 10. A Napier le
agradé laideay se comprometieron a elaborar las tablas
de los logaritmos decimales. Napier muere al cabo de
dos afos escasos y Briggs se queda con la tarea, quien
publica el primer tratado sobre los logaritmos vulgares

9.3. Un poco de historia acerca de la Trigonometria

La Trigonometria, palabra que proviene de dos raices
griegas: trigon, que significa tridngulo, y metra, que significa
medida, estudia, en principio, las relaciones entre los lados
y los angulos de los tridangulos. Hace més de 3000 afios los
babilonios y los egipcios fueron los primeros en utilizar los
angulos de un tridngulo y las razones trigonométricas para
uso agricola, para avanzar en el estudio de la astronomia
mediante la prediccién de las rutas y posiciones de los
cuerpos celestes y para perfeccionar la navegacion y el
célculo del tiempo. Los egipcios establecieron la medida
de los dngulos en grados, minutos y segundos.

El estudio de la trigonometria pasé después a Grecia,
donde se destaca el matematico y astrénomo griego
Hiparco de Nicea (190-120 a.C.), por haber sido uno de
los principales desarrolladores de la trigonometria. Las
tablas de “cuerdas” que construyé fueron las precursoras
de las tablas de las funciones trigonométricas, en uso
hasta la aparicién de las calculadoras cientificas de bolsillo,
y daban la longitud de la cuerda delimitada por los lados
del angulo central dado que corta una circunferencia
de radio r. Trescientos afios después Tolomeo (85-165
d.C.) en su libro Almagesto también presenta una tabla
de cuerdas junto con la explicacién de su método para
compilarla, dando ejemplos de como utilizar la tabla para
calcular los elementos desconocidos de un tridngulo a
partir de los conocidos. Usé sus conocimientos para la
construccién de relojes de sol.

Estos conocimientos llegan a la India y Arabia donde se
usan en la astronomia. A finales del siglo VIII los astré-
nomos drabes trabajaron con la funcién seno y a finales
del siglo X ya habian completado la funcién seno y las
otras cinco funciones. Los mateméticos sugirieron el uso
del valor r = 1, y esto dio lugar a los valores modernos
de las funciones trigonométricas.

o de Briggs, cuya base es el nimero 10. Briggs hizo el
célculo de las tablas de logaritmos desde 1 2 20 000 y
de 90 000 a 100 000.

En 1620, el hijo de Napier publicé la obra de su padre,
“Descripcion de la maravillosa regla de los logaritmos”,
donde ya se explica el proceso seguido por Napier, me-
diante la comparacién de progresiones y la utilizacién
de unas varillas cifradas, llamadas varillas o regletas de
Napier, parallegar a sus resultados sobre los logaritmos.
Las tablas de los logaritmos decimales de Briggs fueron
completadas de 1 a2 100 000 en 1628 por el matematico
holandés Adriaan Vlacq (1600-1667).

Estos resultados fueron muy bien acogidos por el mundo
cientifico del momento, que no dudé en utilizarlos para
la resolucion de calculos numéricos.

Y desde alli se difunde por Europa, donde finalmente se
separa de la astronomfa para convertirse en una rama
de la matematica. El primer trabajo importante en esta
materia en Europa fue escrito por el matematico y as-
trénomo aleman Johann Milller, llamado Regiomontano.
A principios del siglo XVII, el matemético escocés John
Napier inventd los logaritmos y gracias a esto los célculos
trigonométricos recibieron un gran empuje. Y a media-
dos del siglo XVII Isaac Newton, con su invencién del
célculo diferencial e integral, logra la representacién de
muchas funciones mateméticas utilizando series infinitas
de potencias de la variable x, y encuentra la serie para
el sen xy series similares para el cos xy la tg x. Con la
invencién del Célculo las funciones trigonométricas fueron
incorporadas al Andlisis, donde todavia hoy desempefan
un importante papel tanto en las matematicas puras
como en las aplicadas. Por dltimo, en el siglo XVIII, el
matematico Leonhard Euler, pese a su pérdida casi total
de la vista, desde muy joven demostré (entre otras) que
las propiedades de la trigonometria eran producto de la
aritmética de los nimeros complejos y ademas definié
las funciones trigonométricas utilizando expresiones con
exponenciales de nimeros complejos.

Fue asi como la trigonometria avanzé hasta convertirse en
unaramaindependiente que forma parte de la matemética
y se emplea en muchos campos del conocimiento, tanto
tedricos como practicos, e interviene en toda clase de
investigaciones geométricas y algebraicas en las cuales
aparecen las llamadas funciones trigonométricas, de
gran aplicacion, entre otras disciplinas, en electricidad,
mecénica, termodindmica, fisica atémica y ademas el
hombre las ha empleado para calcular areas, distancias,
trayectorias, con base en la resolucion de triangulos.
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10. LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Sobre una circunferencia de centro O = (0,0) y radio 1 (denominada
circunferencia trigonomeétrica) se considera un arco de longitud x desde el
punto | = (1,0) obteniendo el punto P. El seno de x y el coseno de x son las
coordenadas del punto P, es decir, P = (cos X, sen x), se traza la tangente a
la circunferencia por el punto | y se obtiene el punto T en el que la tangente
intersecta a la recta OP. La tangente de x, tg x (o tan x), es la longitud del
segmento IT.

tan x

sen X

O COS X |

Figura 14. Circunferencia trigonométrica

De la definicion se obtienen las siguientes propiedades (a partir de las cuales
se podrian probar todas las restantes):

1. sen (%)=COSO=1 , cosz=-1

2. cos(y Xx) cosy.coSx seny.senx

2

sen x 1 X
Yy 1—7<cosx<1

Vs )
3. Para O<x<— severifica0 cosx
2 X COS X

Se cumplen también las siguientes propiedades:

4. senxYy cos x son periodicas de periodo 27:

sen(x 2 ) senxycos(x 2 ) cosx
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5. sen’x+cos?x =1

6. sen x es estrictamente creciente en {—%%} y Ccos X es estrictamente
decreciente en [07;]

7.sen x esimpar: sen (-X) = - sen X y COS X €S par: cos X = c0s (-X)

8.sen 0= cos[%j =senz =0

9. cos x 5 senxy sen X B COS X

10.cos (x y) cosx.cosy senXx.seny

11. sen (x y) senx.coOSy cOSX.seny

Xy
2

12. senx seny 2.sen xzy.cos

13. cosx cosy 2.senx2y.senx 4

14. |sen x| |x] x R

Es posible confeccionar una tabla de algunos valores de estas funciones para
algunos argumentos particulares:

Grados X sen x COS X
0 0 0 1
5| 5| (6-42) | 7({6+2)
0 |5 7 2
0 | 3 3 7
90 > 1 0
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Los graficos de estas funciones trigonométricas en el intervalo [O, 272']SOHZ

y 4 COS X

Figura 15. Funcién cos X

yA

e sen x

<V

/2 T 3m/2 21

Figura 16. Funcién sen X

En las figuras anteriores se presentan los graficos de la sinusoide y cosinusoide
en el intervalo real [0,27;], este esquema se repite periodicamente en todo el
eje real.

De la definicién se desprende que tgx = X |a tangente tiene periodo 7z, es
COS X
. . T , ) T
estrictamente creciente en [—E,E] y no esta definida en iE' Cuando nos
. . T T T
aproximamos, dentro del intervalo (—E,EJ, a £y se observa que tgx — +oo,

. T
y si nos acercamos a —5 se cumple que tgx — —oo
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El grafico de la tangente es:
Muchos

estudiantes,
comodos a

usar grados, no
entienden por

quE es preciso
usar radianes. Los
radianes (nimeros
reales) miden
distancias sobre

la circunferencia
unitaria y las
distancias son muy
importantes en las
aplicaciones. Por
otra parte, muchas
formulas del
Célculo son mds
simples en radianes Figura 17. Funcién tg x
que en grados.

yh

v

6. Definicion
El resto de las funciones trigonométricas se definen como sigue:

COS X 1 1
cotx ; secx ; cosecx —— para todos los valores reales
sen x COS X senx

de X para los cuales los denominadores NO se anulen.

Véanse las graficas de estas funciones en las figuras siguientes:
f:AcR—>R [ f(x)=secx

yA

Xy

Figura 18. Funcion sec x
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f:Ac R—> R/ f(x)=cotx

v

- /2 T 21

Figura 19. Funcién cot x

f:Ac R—>R /[ f(x) =cosecx

Y 4

Xy

Figura 20. Funcién cosec X

Las funciones trigonomeétricas inversas: son estrictamente monotonas cuando
son consideradas en intervalos apropiados, donde son biyectivas:
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sen: {—%%} — [-1,1] es monétona estrictamente creciente;
cos:[0, 7] —[-11] es monétona estrictamente decreciente;

tg : (—%%) — R mono6tona estrictamente creciente.

Por lo tanto, sus funciones inversas son:

T T @ ’ T T
arcsen: [—1,1] _{_E'E} el arco seno de x es el “arco” en {—E,E} cuyo
seno vale x;

arccos: [-1,1] —[0,z] el arco coseno de x es el “arco” en [0, ] cuyo coseno
vale x.

arctg : R —)(—%%) el arco tangente de x es el “arco” en [—%%] cuya

tangente vale x. Haciendo las restricciones correspondientes en los dominios

de las funciones cot x; cosec X y sec x para que sean biyectivas, también puede
definirse sus respectivas inversas, a saber: arc Cotx, arc COSecx y arc Secx.

Los graficos de las funciones trigonométricas en esos intervalos y de sus
inversas son:

/2 +

[ .

arc sen x

sen x -m/2 +

Figura 21. Funcién sen x Figura 22. Funcién arc sen x



CAPITULO1 NUMEROS REALES Y FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL

/2

/. T X
1 -1 1 X
COS X arc cos x
Figura 23. Funcién cos X Figura 24. Funcién arc cos X
y
y
/2
/2 /2 X
-m/2
tg x arc tg x
Figura 25. Funcién tg x Figura 26. Funcién arc tg x

El lector debe observar la simetria de los graficos de cada funcién y el de su
inversa con respecto a la recta y = x. Queda a cargo del lector la confeccion de
los graficos de las funciones inversas arc cot x; arc Cosec X Yy arc sec X.

A pesar de que en diversos textos de matematicas, en calculadoras y
computadoras se emplea la notacion sen-!x, cosx, tg'x para designar las
funciones arc sen x; arc cos X y arc tgx respectivamente, evitaremos su uso
para no confundirlas con las funciones cosecante, secante y cotangente.

Pregunta curiosa: ¢cual conjunto tiene mas puntos: un segmento 0 una recta
completa?

Es posible responder a esta preciosa pregunta empleando la funcion tangente.
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—z,zj tiene la
2
misma cantidad de puntos que la recta real R, y cualquier otro segmento dado

(a,b) tiene la misma cantidad de puntos que el segmento (—% Ej tal como

tg: [—%%} — R es una biyeccién, con lo cual el segmento [

se ve con una proyeccion. Este hecho fantastico se produce por el hecho que la
recta 'y un segmento cualquiera son continuos.

Ejemplos

1) Busquemos el periodo (minimo) de la funcion f(x) =3sen2x —5cos4x

Sabemos que una funcidn es periddica si se
cumple que 3T >0/ f(x+T) = f(x), de donde
f(x+T)=3sen2(x+T)—-5c0os4(x+T)=23sen2x —5c0s4x = f (x)

Operamos:
3(sen2xcos 2T + sen2T cos 2X) — 5(cos4x cos4T — sendxsendT ) = 3sen2x —5c0s 4x

3sen2xcos 2T + 3sen2T cos2X —5c054xcos4T +5sendxsendT = 3sen2x —5c0s4x =

cos2T =1= 2T =0;2r;4r,.....;2kr =T =0;x;27x,....;kr VkeN
Sen2T=0:>2T=k72’:>T=O;%7Z';7Z';—7Z',27Z',—7Z', ...... —kz VkeN
5 1
CoS4T =1=4T =0;2r;4r;...... 12k :>T=O;—7r;7r;—7z,27r,57z, ...... —kzr VkeN
Sen4T=O:>4T:kIZ:>T=O;l7Z';17Z;§7Z',7Z',§7Z', ...... ;lkﬂ' vk e N
4 2 4 4 4

Recordemos que T debe ser positivo y el menor posible, de modo tal que
cumpla los cuatro requisitos, tal valores T = 7.

2) Determine el dominio de y = arcsenlz—x
+ X

Recordemos que para que una funcién admita inversa debe ser biyectiva 'y
la funcién seno no lo es, por lo cual se debe restringir su dominio de modo

que sea biyectiva, lo que se consigue definiendo senx: [—%;%] —>[-11]
entonces su inversa es arcsen:[-11] — [—%;%]. Por ello, es necesario que
-1< 2 <1 de modo que se deben cumplir dos desigualdades a la vez, por

1+X

tal razon, resolveremos cada una y luego intersectaremos las soluciones de las
mismas.
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2X 2X

Al —>-1—+1>0=>

1+x 1+x

2X+1+X 3 3x+1

1+x 1+x

resulte positivo o nulo existen dos posibilidades:

3x+120:>x2—1

<A

1+x>0=x>-1

:>Xe[—%;+oo) v I

3x+1£0:>x£—%

AN

1+x<0=x<-1

> (0 Y para que un cociente

= X € (—0;-1)

Luego, el conjunto solucion de la parte A es la union de los obtenidos

anteriormente, es decir, S, = (—oo;—l)u[—%;+oo).

B: X1 %X
1+ X 1+ X

preciso que:
X-1>0=x2>1
11 RWN

1+ x<0=>x<-1

<0=

2x-1-x  x-1

1+x 14X

X-1<0=>x<l1

=Xxeg v IV

<0 para que esto ocurra, es

= xe(-11]

1+x>0=>x>-1

Y asi, el conjunto solucion de la parte B es la unién de los obtenidos, es decir,

Sg =(-11].

El dominio resulta de la interseccion de las soluciones obtenidas, es decir,

D, :[—%;1].

3) ¢Cual es el dominio de la funcion f(x)=Ilog,,,Sen x? Recordemos
que la base de los logaritmos debe ser positiva y distinta de 1, y que el
argumento del logaritmo debe ser positivo, de todo ello exigimos que

AN

sen X >0= 2krx

<X<(2k+1)x

COSX >0 ACOSX £1=> x¢2k7z/\(2k—1)%< x < (2k +1)§

vkeZz

haciendo las intersecciones, tenemos que los valores que debe asumir x

son.
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Xe..U (—47[,—%7[) ) (—27[,—%7[) v (O%ﬂ) v (Zﬂ,gﬂ) U... =

D, I{XE R/ 2k < x < (4k +1)%,k ez}

11. EJERCICIOS RESUELTOS

Es importante recordar una vez mds que los ejercicios resueltos son muy Uutiles
cuando se estudian las herramientas tedricas y se resuelven problemas, sin tener
a quien consultar dudas. Como ya lo comentdramos anteriormente, algunos de
ellos estdn sefialados con la palabra Ejemplo y es conveniente leer con atencion
su resolucion y analizar cuidadosamente como fueron utilizados los conceptos
tedricos presentados previamente. Con los ejercicios restantes es importante NO
mirar la resolucion, sino tratar de encararla por cuenta propia y sélo comparar con
lo propuesto cuando se presente alguna dificultad o se quiera verificar si lo que
se hizo coincide con lo resuelto en el texto. Sugerimos una vez mas que tape la
resolucién con un papel para no caer en la tentacion de mirar lo que estd hecho
antes de haberlo intentado usted. Si, a pesar de todo, le quedaran dudas revise la
teorfa y los ejemplos. Recuerde que sélo se aprende haciendo y no mirando
lo que hizo otro.

EJEMPLOS

1. Para larelacion f (x)=3|x~1" definida en R? analice:

a) si es funcién, caso contrario efectuar restricciones para que lo sea.

b) siesinyectivaen el dominio natural o bien en algin conjunto restringido.

c) cual es el conjunto imagen.

d) cudles deberian ser los conjuntos de partida y de llegada de modo que
resulte biyectiva.

e) usando lo obtenido en d), determine cual seria la funcién inversa y su
dominio e imagen.

Solucién
a) Para cada valor de x real que se escoja, es posible encontrar imagen

y seréd Unica por el tipo de operaciones que intervienen, por tanto, es
funcion.
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b)

d)

Recordemos que para que resulte inyectiva una funcién debe ocurrir que
a elementos distintos del dominio le corresponden imagenes distintas, o
lo que es lo mismo ( se dice que es el contrarreciproco): imagenes iguales
provienen solo de pre-imagenes iguales, es decir: f(a)=f(b)=>a=b.
\Veamos si esto ocurre en nuestra funcion:

f(a)=f(b)=3(@-1)°=3(b-1)° = |a-1=b-l=a-1=b-1va-1=1-b
de donde obtenemos a=bv a=2-b. Luego no es inyectiva, veaAmoslo:
parax =0y x =2, laimagen es 3.

Como la funcién esta definida como el producto de dos factores, uno
de ellos, el 3 que es positivo y el otro (x—1)> que es mayor o igual que
cero, surge naturalmente que la imagen es R;. Pero veamoslo de otra

manera, si en la expresion de la funcion f (x) = 3|x—1|2: 3(x-1)% =y
despejamos la variable independiente, nos queda asi:

(x—1)2:% :>|x—]4:J% (8)

de donde, para que sea posible operar debido a la presencia de una raiz
cuadrada % >0= y>0. Con lo que vemos que, de otra manera, arriba-

mos a la misma conclusion: el conjunto imagen de fes R;.

Para que resulte biyectiva debe ser suryectiva (o sobreyectiva) e inyec-
tiva. Para que la funcion sea suryectiva, es necesario que el conjunto co-
dominio coincida con el conjunto imagen, el que ya hemos encontrado
en c). Para la inyectividad retomemos la expresion (8) y despejemos la

y
N 1= i

variable independiente: |x—1| = X 3 S X 0 de donde

“(x—1)= g si x—1<0

x:1+J% si x>1
x:l—J% si x<1 )

Aqui se ve claramente que la funcién consta de dos tramos, a partir de
x = 1 se le suma en un caso 0 resta en otro una misma expresion, lo
gue motiva la no inyectividad, por ello deberemos restringir el dominio
a eleccion nuestra, supongamos que nos quedamos con los valores
x>1= D, =[1+). De donde f es biyectivasi f :[1;+0) —>R?

Como f :[L;+00)— R/ f(x)=3(x—1)°es biyectiva, la funcion inver-
sa (que es biyectiva, también) tendra como dominio el conjunto imagen
de fy como imagen el dominio de f, con lo que estamos intercambian-
do los roles, que jugaban de y en f pasan a desemperfiar el papel de
x en {1y reciprocamente. De este modo obtendremos la expresion
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analitica que caracteriza a la inversa de (2) intercambiando y con x,
sin olvidar cuél hemos elegido para que resulte inyectiva, y nos queda

f Ry > [L+0)/ f7(X) =1+\/§
Ejercicio 18. Para cada una de las siguientes relaciones definidas en R}
1
i X)=——+1
) 900==

2X—-3

i) he) ="

iii) r(x) = sen x

iv) t(x) = tg2x
analice:

a) Si son funciones, caso contrario efectuar restricciones para que lo sean.
b) Si son inyectivas en el dominio dado o en el restringido en el item a).
c) Cual es el conjunto imagen.

d) Cudles deberian ser los conjuntos de partida y de llegada de modo que
resulten biyectivas.

e) Usando lo obtenido en d), cual seria la funcién inversa y su dominio e
imagen en cada caso.

Solucién

i) g(x):éﬂ

a) En R no es funcidn ya que no existe imagen para x = 2. Por tal razon
deberemos restringir el dominio D,=R —{2}

b) Para que resulte inyectiva una funcion debe ocurrir que, como ya
dijimos en el ejercicio anterior, imagenes iguales provienen sélo de
pre-imagenes iguales, es decir: g(a)=g(b) = a=Db. Veamos si esto

ocurre en nuestra funcion: L 5 +1= . L 5 +1 con ay b distintos de 2,
a_ j—

de donde L:L:>a—2:b—2:>a:b, luego la funcién g es
a-2 b-2

inyectiva en el dominio elegido.
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c)

d)

b)

d)

Para hallar la imagen despejemos la variable independiente

en la funcion dada g(x) :LZ+1: y Yy nos queda
X_
y—1:L:>x—2_L si y#1= :>x:2+L (10)
X—2 y— y-1
luego el conjunto imagenes 1 =R - —{1}

Para que la funcidon resulte biyectiva tomamos el dominio en
donde es inyectiva (ver b)) y como conjunto de llegada elegimos el
conjunto imagen (ver c)) de modo que sea suryectiva y nos queda

g:R-{2} >R -{1}/9(x) —%Jrl que es biyectiva.
Intercambiando las variables en (10) tendremos la expresion que

. . 1
caracterizaalainversa. Luegog*:R-{1} >R —{2} /g7 (x) = 2+—1

-3

0= X+5

Como la division con divisor cero no esta definida, X = -5 no tiene
imagen, por tanto, para que sea funcion debemos tomar D, = R —{—5} .
Como ya ha sido tratado en ejercicios precedentes, partimos de

h(a) = h(b) con a,b e D,
2a-3 2b-3
a+5 b+5
nos queda 2ab+10a—3b-15=2ab+10b-3a-15y
10a-3b-10b+3a=0=13a-13b=0=13(a-h)=0=a=>b
de donde es inyectiva en todo el dominio elegido.

= (2a—-3)(b+5)=(2b—-3)(a+5) distribuyendo

Para determinar la imagen, despejemos la variable independiente
-3
y = h(x) = T y obtenemos
y(X+5)=2x-3= xy+5y=2x-3= xy—2x =-3-5y factoreando

3+5y

) ay

—X(2-y)=—(3+5y) si y#2:x=

con lo que laimagenes I, =R - {2}.

Debemos seleccionar el dominio y el rango (o conjunto de llegada) de
modo que resulte inyectiva y suryectiva, por tanto, deberemos definirla

de la siguiente manera: h : R — {-5} - R —{2}/h(x )_ 2x=3
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Siencontrara
dificultades en

la resolucion de
este ejercicio debe
rever los conceptos
tedricos referidos

a funciones
trigonomeétricas.
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€)

i)

b)

Intercambiando las variables en (11), tendremos la expresion que carac-

: . . _ 3+5
terizaa lainversa. Asitenemosh:R—-{2} —»R —{-5} /h™(x) = ;—):(

r(x) =senx

El dominio es el conjunto de los reales.

Por ser una funcién periddica no es inyectiva, veamos por ejemplo,
rO)=r(z)=r2r)=..=r(kr)=0 VkeZ

El conjunto imagen es 1, =[-11]

Para que resulte inyectiva deberemos restringir el dominio, la
mas clasica de las restricciones (que responde a la efectuada en
las subrutinas incorporadas en las calculadoras) es la siguiente:

1 1 N
D, {_E”;E”] De modo que para que resulte biyectiva debemos

definirla asi: r :‘:—%ﬂ';%ﬂ} - [—1;1]/ r(x) = sen x
. A 1 1 a
Lainversasera: r—:r :[—1;1] - _5”;5” /r—(Xx) = arcsenx

t(x) = tg2x

sen2x

COS 2X
debe ser cero, es preciso buscar para qué valores reales de x se anula

si cos2x=0; como el divisor no

Recordemos que tg2x =

el coseno. Asi vemos que cos2x=0 si  2x=(2k +1)%, ke Z
= x=(2k +1)%, k € Z luego deberemos elegir el dominio eliminando

aestos D, = R—{x/x:(Zk +1)%, ke Z }

Por ser periddica no es inyectiva, por ejemplo

T T T T
t(O) :t(E) :t(ZE) :t(sz) =... ::t(nz) = 0,\V/n e’

El conjunto imagen es el conjunto de los nimeros reales
Restringimos el dominio para que sea inyectiva (a eleccion)

T T , . . . VA
D =| ——:;=|; asi es hiyectivasi t:| ——;=— | > R /t(x) =tg2x
(2 252> o -1

T

1
- |/t7(x) = = arctgx
> 2) (x) > g

La inversa sera entonces: t*: R — (
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EJEMPLOS

Determine, analiticamente, si las siguientes funciones son pares, impares o
carecen de simetria:

a) f(x)=x-3x

Recordemos que para analizar la simetria de una funcion debemos comparar
f (-x) con f (x) y con su opuesto, para todo x del dominio de la funcion, de
modo que si

f (-x) = f (x) la funcidn resulta ser par, lo que significa que es simétrica
respecto del eje y; si en cambio ocurre que f (-x) = -f (x) significa que
la funcion es impar, lo que equivale a decir que es simétrica respecto
del origen de coordenadas. Veamos entonces como resulta ser
f(=%) = (—x) =3(—x)* = —x+3x> = —(x=3x>) = - f (x), luego la funcion
es impar:

b) h(x) =%
1+Xx
-1
h(-x) = 1-(x) _L1+x_ (1_ Xj de donde h(-x) es distinto de h(x) y de
1+(=x) 1-x \1+x

—h(x) por lo que no tiene simetria.

Ejercicio 19. Determine, analiticamente, si las siguientes funciones son
pares, impares o carecen de simetria:

a) g(x)=2x* +5-3x’ b) r(x)=In=—%
1+Xx
) m(X) = sox d) s(x) 1+x -1<x<0
C = =
g 1-x 0O<x<l

Solucion

a) g(—x)=2(-x)" +5-3(—x)* = 2x* +5-3x* = g(x) de donde la funcidn
es par.

1-(-x) 1+x 1-x\" 1-x

r(-=x)=1In =In =In =—In——=-r(x) |

b) T(=x) 1+(=x) 1-x [1+xj 1+x (x) luego es
impar.

¢) m(=x)=sg(-x) = — =% — _sgx = —m(x) por tanto, es impar.

=¥
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si lo reordenamos

0 S(_X):{H(—x) —1<—x<0_{1—x 1>x>0

1-(-x) 0<-x<1 |1+x 0>x>-1

1 -1 0
nos queda s(—x) = {;:(( Oi)>:1 =s(x) de donde, es par.

Ejercicio 20. Demuestre que toda funcion con dominio en reales se puede
expresar como la suma de una par y una impar.

Solucién

Sea f(x)= g(x) +29(_X) n r(x) —2I’(—X) donde a(x) = g(x) +2g(—X)

r(x)—r(-x : i i
re)-r=x) 5 (=x) probemos que estas funciones gozan de simetria.

y B(X)=
g(=x)+9(x) _ 9(x)+9(-X)

Comencemos con a(—X) = 5 5 =a(X)
con lo que ésta es par. Veamos ahora la otra:
L(-X) = r(—x)z— ) __re) —2r(—x) =—f(x) como vemos, ésta es impar.

Luego f(Xx)=a(x)+ B(x) donde la primera es par y la segunda es impar.

Algunas preguntas que dejamos planteadas para cuestionarse: ¢como debe
ser el dominio de a(x)? ;Y como el de S(x) ? ;Cual sera entonces el de f (x)?

EJEMPLOS

Usando el concepto desarrollado en el ejercicio anterior, determine la parte
par y la impar que conforman cada una de las siguientes funciones:

a) f(x)=3x"-2x+5

En este caso, a(x)=3x*+5=9(x) y B(X)=-2x=r(x). Pruebe Ud.
que son par e impar respectivamente.

8. Nota: El caso anterior es sumamente sencillo y se puede detectar por
simple observacidn; veamos ahora un caso no tan obvio.

b) f(x)=¢"
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e +e* ef+ef—e+ef ef4e* ef—-e
Como f(x)=¢"= = = + las
2 2 2 2
a(x) B(x)

(ue son pares e impares, respectivamente.

Ejercicio 21. Usando el concepto desarrollado en el ejemplo anterior,
determine la parte par y la impar que conforman cada una de las siguientes
funciones:

3

a) f(x)=2 2_X b) f(x)=cos2x
c) f(x)=In(x-2) d) f(x)=e*+Inx
Solucién
x® — X
Q) 1(0="-
En este caso a(x)=0y B(X)= x32—x

b) f(x)=cos2x
En este caso a(x)=cos2x y S(x)=0

Los casos anteriores son sumamente sencillos y los puede detectar por simple
observacion; veamos ahora casos no tan obvios.

c) f(x)=In(x-1)

Usando la misma mecéanica que antes:
_ In(x-1)+In(x-1) _ In(x-1)+In(-x-1) = In(=x-1) + In(x—1) _

f(x) =In(x-1) 5 >
_In(x-1) +In(-x-1) . In(x-1) —In(-x-1)
- 2 2

a(x) B(x)

Veamos ahora si tiene sentido. Veamos cual es dominio de a(X):

x-1>0 x>1
A =A lo que nos da como solucion ¢, por lo que no
-x-1>0 x<-1

existe dicha funcién. ;Qué pasd?
d f(x)=e"+Inx

Como el dominio no es R, no es posible hacerlo.
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12. LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS

Las denominadas funciones hiperbolicas se definen en forma similar a las
funciones trigonométricas, pero tomando las relaciones entre longitudes
de arcos de hipérbola en lugar de hacerlo sobre una circunferencia como en
las trigonomeétricas. No obstante, normalmente se las conoce a través de las
relaciones que las ligan con las funciones exponenciales.

Las funciones hiperbdlicas son el seno hiperbdlico: sh x, el coseno hiperbélico:
ch x y la tangente hiperbolica: th x. Sus expresiones en término de funciones
exponenciales son:

e¥ —e* e¥+e”

shx=——": chx=——— ; thX—Sh_X—i
2 2

“chx e*+e”

Verifican algunas propiedades muy similares a las que conocemos para las
trigonométricas, entre ellas:

ch®’x—sh’x =1
sh x es impar y ch x es par.
sh (x+y) =shx.chy +chx.shy

M w e

ch (x+y) =ch x.chy +shx.shy

Sus graficos son:

A
!/

f(xX) =shx

Sm—

Figura 27. Funcién sh x y ch x
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y A
1
f(x) =th x
>
-1

Figura 28. Funcién th x

. . . . 1 1
También es posible definir las funciones sechx = i; cosechx =—; cothx =—
chx shx thx

para todos los valores de x que no anulen los denominadores.

Las funciones trigonométricas hiperbodlicas son estrictamente monotonas en
intervalos apropiados en los que resultan biyectivas:

shx: R — R estrictamente creciente;

chx: [0,+00] >[1,+%] o chx: (—o,0]—[1,+o) estrictamente creciente y
estrictamente decreciente, respectivamente.

thx: R — (-1,1) estrictamente creciente.
Por lo tanto, sus funciones inversas son:
argshx: R — R el argumento seno hiperbdlico de x

argchx: [1,+90) —[0,+9%) 0 argchx: [1,+00) = (-0,0] el argumento coseno
hiperbdlico de x.

argthx: (-1,1) — R el argumento tangente hiperbdlica de x
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Los graficos de las funciones trigonométricas hiperbdlicas inversas en esos
intervalos y de sus inversas son:

1Y f(x) = arg senh x

f(x) = arg cosh x

Figura 29. Funciones arg senhxy arg cosh x

f(x) = arg th x

Figura 30. Funcién arg th x

Haciendo las restricciones correspondientes en los dominios de las funciones
coth x; cosech x y sech x para que sean biyectivas, también puede definirse sus
respectivas funciones inversas, a saber: arg coth x; arg cosech x y arg sech X,
cuyos graficos quedan a cargo del lector.

Dada la estrecha relacion que tienen las funciones trigonométricas hiperbdlicas
con la funcion exponencial, cabe pensar que sus funciones inversas estén
vinculadas con el logaritmo. Esta vinculacion se analizara en los ejercicios de
aplicacion propuestos mas adelante.
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13. ECUACIONES PARAMETRICAS

En algunos casos la formula de una funcion o de una relacion no esta dada
enlaforma y=f(x) o g(x,y)=0,comoen y=4x"—-x 0 2x*+6y* =12,
sino que esta determinada por un par de ecuaciones en términos de una misma
variable Ilamada parametro t. En Fisica, al describir el movimiento de un
objeto es conveniente adoptar como variable el tiempo. En dos dimensiones,
la posicion del objeto viene dada por dos funciones x(t) e y(t), denominadas
ecuaciones paramétricas de la trayectoria.

Por ejemplo, se consideran las ecuaciones x =t>*-2t , y=t+1 teR.

Setiene que a cada valor de t le corresponde un punto (x,y) del plano, el conjunto
de los cuales determina una relacion R.

La siguiente tabla de valores:

t | 4| 3| 2|10 1]2]|3]|4]cH5
x | 24| 15| 8| 3] 0|10/ 3] 8]15
y | 3| 2] 1] o] 1|2|3]| 4] 5] 6

Tabla 1. Valores para ecuaciones paramétricas

permite hacer la representacion grafica de la relacion de la siguiente manera:

><V

Figura 31. Grafica de la relacion de la tabla 1

En general, las ecuaciones x = g(t), y = h(t) con g y h funciones definidas
en un intervalo |1 <R reciben el nombre de ecuaciones paramétricas o
representacion paramétrica de una curva en el plano XY. La grafica de las
ecuaciones paramétricas esta dada por el conjunto de puntos del plano XY, que
se obtiene cuando t toma todos sus valores posibles en el dominio I.
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La relaciéon que determinan las ecuaciones paramétricas con frecuencia no es
una funcion, como sucede en el ejemplo anterior. Sin embargo, en algunos

casos la relaciéon dada si es una funcion.

t

X=—

) | 2

Por ejemplo, E
=—-1

y 4

t € R. jVerifiquelo!!! Para ello alcanza con que

elimine el parametro t entre las dos relaciones.

Otro ejemplo:

X(t) = 4cost
(1) { i
y(t) = 4sent

te[0,27) vy (2){

X(t) = 4cos 2t

te [0, 7[]
y(t) = 4sen2t

son dos representaciones paramétricas de la circunferencia de centro en el
origen y radio 2 (verifiquelo). ¢En qué radica la diferencia entre dos mdviles
que se desplazan uno de acuerdo con (1) y otro con (2)?

13.1. Un bello problema de Fisica - Perspectiva histérica - Curva del tiempo minimo

Uno de los problemas méas famosos de la historia de las
matematicas es el de la braquistécrona. Suponga dos
puntos Ay Ben un plano a diferentes alturas. El proble-
ma es encontrar el camino que une estos dos puntos de
forma que una masa unitaria M, bajo la accién de una
fuerza gravitatoria constante y sin efectos de friccién,
emplee la menor cantidad de tiempo en recorrerlo (del
punto més alto al mas bajo).

Gravedad

Figura 32. Camino del tiempo minimo

Galileo crefa que una cuentecilla caeria en menor tiempo
si el alambre se curvaba. Mas tarde, en 1696, Johann
Bernoulli intentd averiguar (y lo consiguié de manera ge-
nial) qué clase de curvatura proporciona el descenso més
vertiginoso. Esta curva se conoce como braquistécrona
(del griego brachistos, el més breve, y cronos, tiempo.)

Bernoulli descubrié algo que lo movié a escribir, en enero
de 1697, una carta a Huygens en la que decia: “Te vas
a quedar petrificado cuando te diga que la cicloide es,
precisamente, la braquistécrona solicitada”. Es decir, que
el camino que utiliza un tiempo més corto para un mévil
que cae por gravedad tiene forma de cicloide.

Figura 33. Braquistécrona

Como se ve en el diagrama anterior, el sentido comun
(que normalmente conduce a error), dice que el camino
mas rapido para que la bolita pase de A a B es un plano
inclinado AB. Sin embargo, el braquistécrono es la cicloide
ilustrada. Claro, Newton sabia que la mayor aceleracién
en la parte mas vertical de la curva aceleraria el mévil
mas que la aceleracién constante de un plano inclinado,
lo que demostré utilizando el célculo infinitesimal.
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¢Coémo se obtiene la cicloide?
Se deja rodar una circunferencia sobre una superficie plana y se observa la
trayectoria que describe un punto cualquiera de la misma.

En otras palabras, si se marca el punto mas bajo de una circunferencia que
descansa sobre una linea horizontal, y se mueve la circunferencia, haciéndola
rodar (sin friccién ni rozamiento), el punto marcado en ella se desplazara hacia
arriba, alcanzaré una altura maxima—igual al diametro de dicha circunferencia—,
y comenzaré a descender hasta tocar de nuevo la linea horizontal, en un lugar
situado a una distancia del punto original igual a la circunferencia del circulo.

Asi, la curva descripta por el punto en cuestion, que se repite tanto como se deje
girar la circunferencia, se llama cicloide.

Figura 34. Cicloide

La cicloide tiene varias particularidades, como la de describir una caida libre
gravitatoria. Ademas, es una de las pocas curvas que funcionan de la misma
manera tanto en la mecanica newtoniana como en la relatividad general, en
términos de su tiempo propio de caida libre.

La cicloide es una curva tan particular, que fue estudiada por todos los matema-
ticos importantes, en todas las épocas. Provocd tantas querellas, guerras, peleas
y reyertas entre ellos, que se la conoce como la “Helena” de los geometras
(haciendo alusién a Helena de Troya, cuyo rapto origind la guerra en que fuera
utilizado el famoso caballo).

Si la circunferencia generatriz de la cicloide tiene radio r, Isaac Newton dedujo
las ecuaciones paramétricas de la misma. De hecho, su solucion a este problema
se considera el primer resultado exitoso de su “método de fluxiones”, como él
Ilamaba al célculo diferencial e integral.

Las ecuaciones son:

X=r (t—sent)
y=r (L—cost)

AC B
Figura 35. Circunferencia generatriz
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Figura 36. Catenaria

A

Figura 37. Cardioide

Y
D)

Figura 38. Astroide

Y

La catenaria. Curva formada por una cade-
na (de ahi su nombre) que cuelga libremente
sujeta en sus dos extremos, o0 un cable soste-
nido por dos postes. Su ecuacion es:

al - = .
y =—.[ea +e aj y se la puede relacionar con
2 las funciones hiperbdlicas
(¢cudl de ellas?).

La cardioide. Esta curva, de forma similar al
contorno de un corazén (de ahi su nombre),
es descripta por un punto de una circunfe-
rencia rodante que gira exteriormente, sin
deslizamiento, sobre otra circunferencia fija.

Ecuaciones paramétricas:

X = a.cost.(1+cost)
y = a.sent.(1+ cost)

La astroide. Esta curva es descripta por un
punto de una circunferencia rodante que
gira interiormente, sin deslizamiento, sobre
otra circunferencia fija.

Ecuaciones:
2 2 2
cartesiana x* +y® =a® (a>0)
parametricas:

X =a.cos’t
0<t<2r

y = a.sen’t
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14. EJERCICIOS RESUELTOS

A esta altura el lector debe estar en condiciones de poder encarar la resolucién
de estos ejercicios sin ejemplos previos. No obstante, si considera que no es asf, la
sugerencia es que revise los conceptos tedricos y los ejemplos resueltos previamente.

Ejercicio 22. Dadas las siguientes funciones, determine el dominio y la imagen
de las mismas, analice si es factible la obtencién de f g y de go f. Caso con-
trario, indique qué restricciones se requieren y luego hallelas con sus respectivos
dominios e imégenes.

8) F()=vx+3 g0 =(x-4)
b) f(x)=log(x-1)  g(x)=+3-x
Ejercicio 23. Dadas las funciones hiperbolicas f (x) =senhx, g(x) = cosh x y
h(x) =tghx
a) Pruebe que cosh? x —senh®x =1

b) Escriba las funciones inversas f "(x) = arg senx; g *(x) = arg cos hx;
h™'(x) = arg tghx como funciones logaritmicas.

Ejercicio 24. Obtenga una expresion paramétrica de las siguientes funciones:

a) y=x° b) x*—y* =4 c) 9x* +4y* =36

Ejercicio 25. Halle, si es posible, la expresion cartesiana de las funciones
definidas en forma paramétrica:

X = acost X =acos’t
a) b) ; en todos los casos a,b e R*
y =bsent y = asen’t

(En qué intervalo define el pardmetro t? ;Y si duplica su longitud, qué
cambio observa?

Solucion

1.a) f(x)=vx+3  g(x)=(x—4)

Sugerencia: si no recuerda como hallar dominio e imagen, repéselo
previamente.
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Para f: x+3>0= x>-3= D, =[-3;+x). Ademas por tratarse de una

raiz cuadrada I, = R}

Para g: D, = R ya que no presenta operaciones con dificultades, y como

esta todo elevado al cuadrado Ig =Ry

Para hallar f og: primero se aplica la funcion g y luego la f, por tanto,
veamos la I, = Ry y el Dy =[—3;+oo); no son iguales, pero la primera
esta incluida en la segunda. La interseccion de las mismas I, "D, = Rj
el conjunto de las preimagenes de esta interseccion a través de g, sera el
dominio de la compuesta, por tanto, D,, =D, = R.

Para determinar la imagen de fog, deberemos encontrar el con-
junto de las imagenes de la citada interseccion, a través de f. Tra-
bajemos de la siguiente manera: tomamos f(x)=+/x+3=y
con xel,nD;= R; de donde, si despejamos x nos queda
x+3=y’ = x=y"-320=y*>3=|y|>2/3= y>/3vy<—3

pero estos deben pertenecer al conjunto imagen de f, como
I, = R;, descartamos los que no estan, nos queda por tanto
I :[\/5; +oo). Una vez hallados dominio e imagen de la compuesta, di-
remos que f 2 g(x) = F[g(0)]=/g?(x)+3 =/(x—4)" +3

Para hallar go f : primero se aplica la funcién f y luego la g, por
tanto, veamos la I, = R} y el D, = R como R; < R la interseccion es
I; "D, = R; el conjunto de las preimagenes de esta interseccion
a través de f sera el dominio de la compuesta, por tanto,
D,.. = D; =[-3;+0). Para determinar la imagen, tomemos la segunda
funcion aplicada g(x) = (x—4)> =y, despejemos x y tendremos:

y+4 si x>4

X—4|= = X=
= W {\/V+4 si x<4

analicemos cada rama:

ycomo xel; "D, =R}

Jy+424ny+4>0=[y+4>4=y>0, paralaotrarama
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tenemos 0<—/y +4<4= -4<—Jy<0=0<.,/y<4=0<y<16,
asi la imagen de la compuesta serd la union de los conjuntos imagen
obtenidos para cada rama, de modo que tenemos |, = R;y la

compuesta es go f(x)=g[f(x)]=(f(x)-4)* = (Vx+3-4)?

b) f(x)=log(x*-1)  g(Xx)=+3-x

Para fi x*-1>0=x’>1=|X>1=x>1vx<-1= D, =(-o0;-1)U(L+x).
Parael calculo de laimagen podemos proceder analiticamente despejando la
x asi f(x)=log(x*-1)=y=x*-1=10" = x* =1+10" = || —J1+10"
y la raiz cuadrada existe para todo valor de y ya que 10° >0 Vye R

—1+10" >1=1, = R

Para g: 3-x>20=x<3=D, =(—oo;3]. Como es una raiz cuadrada, la

) o
Imagen sera |, = R}

Para hallar f og : primero se aplica la funcion g y luego la f, por tanto,
veamos qué ocurre con |, "D, =(1+w), el dominio de esta funcion
compuesta sera el conjunto de preimagenes de esta interseccion, a través
de g. De donde g(x)=+3-x>1=3-x>1=x<2= D;., =(-;2)

(Note que debe estar incluido en el dominio de g).

Para determinar la imagen de esta funcion compuesta debemos encontrar
el conjunto de iméagenes de la ya calculada interseccion a través de f.
Como f(x)=log(x* -1) =y = x*-1=10" = x* =1+10" = || = J1+10”
como x > 1 en dicha interseccién nos queda

V14107 >1=1+10" >1=10" > 0= y € R, luego I, = R. Tendremos
entonces que f og(x) = f[g(x)]=log(g*(x)-1) =log(3—x—1) = log(2 - X)

9. Nota: ;Por qué (\3—x)? se escribié como 3 — X y no como [3—x| ?
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Para hallar go f : primero se aplica la funcién f y luego la g, por tanto,
veamos qué ocurre con |, "D, = D, =(—o0;3], el dominio de esta funcién
compuestaserael conjunto de preimagenes de esta interseccion, atravésde g.
De donde f(x)=log(x* 1) <3= x* ~1<10° = x* <1001=> |x| < /1001
pero x e D, = [x|<+/1001 A|X| >1=1<|x| < /1001 de donde el dominio

buscado es D, :(—m;—l)u(l;M)

Para el conjunto imagen de la funcion compuesta tomamos
la funcion g(x)=v3-x=y=3-x=y* = x=3-y” con

X e (—oo;3] =3-y*<3=y*>0= yeR como debe estar incluido en el

conjunto imagen de g que son todos los no negativos entonces |, =R;.

Ahora si busquemos la expresion que caracteriza esta composicion:

go f(x)=g(f(x))=+3-log(x*-1)

2. &) Pruebe que cosh?x —senh®x =1

X —X X —X

e*+e e
Como coshx = y senhx =

X —X 2 X —X 2 X —-X\2 X —-X\2
coshzx—senhzx:[e +2e j _[e _26 ] _(E+e) ;(e —¢ )" enel

tendremos que

numerador hay una diferencia de cuadrados, si la desarrollamos nos queda

_(ef+et+ef—e)(e"+e -t +e") 2e7.2e7

cosh? x — senh®x 1
4 4
b) Para el argsenhx:
Y gV 1 e¥-1
Sea y = argsenhx :>x:senhy:e © ox=e'ev=¢ -~ =2
e’ e’

2xe’ =e”’ —1=> (e’)* —2xe’ —1=0 ésta es una

cuadratica, si completamos cuadrados nos queda:

(8V)* —2xe’ + x> —=x* —1=0= (e’ — x)* =1+ x* que se puede pensar
asi: |e - x| = \/ﬁ de donde obtenemos dos posibilidades; por un
lado, tenemos e’ —x= —/x2 +1 =€’ =x—/x*+1 si e’ —x<0
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pero esta opcidn nos conduce a un absurdo, ya que e’ >0, en tanto que
VX2 H1>X = X +1<—/x* = x—/x* +1< x—+/x* =0 con lo que

el segundo miembro es negativo. Por ello esta opcion es descartada.

La segunda posibilidad es €’ —x=vx*+1=¢’ =x+Vx*+1 si e’ —x>0
como debemos despejar y, aplicamos logaritmos miembro a miembro y nos
queda y = In(x++/x*+1) = argsenhx = f *(x)

Para el argcoshx:

Con criterio analogo deberemos proceder para g (x) = argcosh x =y
= x = coshy pero deberemos tener cuidado ya que el cosh no es
una funcion inyectiva. Se requerira definir g : Rj — [1; +oo) , de donde
g™ :[1; +oo) — R}, luego operamos como lo hicimos en el caso anterior,
asi:

e’ +e”’ 1 e”+1

=2x=e"+eV ="+ —=

= X =coshy = - v
e e

2xe’ =e”’ +1= (e’)* —2xe’ +1=0.Estaesunacuadratica, sicompletamos
cuadrados nos queda: (€')*—2xe’ +X*—x*+1=0= (e’ —x)*=x"-1
que se puede pensar asi |ey - x| = m y de aqui, discutiendo las
opciones que se presentan, tendremos luego de aplicar logaritmos que

y =In(x++/x* —1) = argcosh x = g~*(x)
Para el argtghx:

senhy e’—-e”
== operando nos
coshy e’+e

e -1 (e”+1)-2 2

2 = 2 =1-—
eV +1 e’ +1 e”V +1
Intentemos ahora despejar y, de la siguiente manera:

Partimos de y = argtgh x = x =tghy =

queda X =

Zizl—x:>e2y+1=i si x=1
e”’ +1 1-X
2 2 “1+x+2 1+X . )
e =-1+ = = pero como el primer miembro

1-x 1-x 1-x
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(la exponencial) es positivo, este cociente debe serlo. Recordar que para

que un cociente resulte positivo, numerador y denominador deben ser de
igual signo, por lo que si hacemos ese analisis obtendremos -1<x < 1. Y
como debemos despejar y, aplicamos logaritmos a la igualdad anterior y

nos queda: 2y = In?—xz y:%InlJr—X: argtghx =h™(x) si |x|]<1
—X —X

3. Obtenga una expresion paramétrica de las siguientes funciones:

a) y=x° b) x> —y*=4 c) 9x*+4y* =36

Solucién

a) En este caso es sencillo, podemos elegir x como el parametro, asi nos

o x=t
quedaria , teR
y=t
(Cabe destacar que no es la Gnica manera, piense alguna otra expresion
simple).

b) ¢Recuerda el lector alguna identidad en la que aparezca la resta de
cuadrados de dos numeros?... Piense, busque en las ultimas funciones
tratadas... (En trigonometria circular? No, alli lo que vimos fue que
sen?x +c0s? X =1, éstano nos sirve. /Y en trigonometria hiperbdlica?. ..
iAh! Ahora si, demostramos en:

2-a) que cosh? & —senh’ar =1. La pregunta es entonces, ,como hacer para

que una resta de cuadrados tenga por resultado 4? Veamos, si elegimos
{x =2cosht

y = 2senht
comun el 4, que quedara multiplicando la identidad en cuestion.

t € R al elevar al cuadrado y restar, se podra sacar factor

c) 9x*+4y? =36 dividiendo por 36 miembro a miembro, nos queda

2 2
X
—+ Y 1 Ahora debemos buscar una suma de cuadrados en nuestro

X =2Cc0st

“archivo” de identidades. Asi elegimos { t € [0, 27]
y = 3sent

Verifique Ud. que cumple la igualdad.

4. Halle, si es posible, la expresion cartesiana de las funciones definidas en
forma paramétrica:
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2 X=acost b) Xx=acos®t te [0, 27]
e [0, 2n
y = bsent y = asen’t

en todos los casos a,b eR*

Solucién

2 2
:>X—2+y—2:l t € [0, 27]

y>=b’sen’t a° b

x=acost [x*=a’cos?t
a =
y = bsent

X=acos®t
b) .. tel0, 2]
y = asen’t

La idea es despejar el seno y el coseno, luego elevarlos al cuadrado y sumarlos
para usar la identidad pitagorica.

1/3 2/3
] X X X _
Nos queda asi cos® t =— = cos t =(—j = cos? t :(—) de igual
a a a

2/3
manera procedemos con vy, y tendremos sen’t =(§J de modo que al

sumar nos quedara x*® +y** =a?®






CAPITULO

LIMITE DE FUNCIONES
REALES DE VARIABLE REAL

1. INTRODUCCION

1.1 Un poco de historia (s. XVI - XVII)

Los descubrimientos importantes del pen-
samiento humano no aparecen por “arte
de magia”, ni surgen “porque si”. Newton
(1642-1727) y su manzana es tan sélo una
leyenda. Y el célculo infinitesimal, inventado
por Newton y Leibniz (1646-1716), es heredero
de muchos matematicos y pensadores. Las
curvas han sido “hijas predilectas” de la geo-
metria desde los tiempos de la Grecia clasica.
Asociadas al movimiento y a los fenémenos
fisicos, conocer sus propiedades y disponer
de métodos que permitieran calcular, por
ejemplo, su longitud, fueron problemas que
perduraron durante siglos. Eudoxo (408-355
a C) y Arquimedes (287-212 a C.) son los
pioneros en tratar con partes muy pequenas,
de cuya unién surgirfa el total, ya se tratara
de un area o de una longitud.

Por otro lado, desde mediados del siglo XVII,
comenzaron a surgir ideas que enfocarian
de otro modo los problemas relativos a las
curvas: la manera analitica, a diferencia de la
geométrica seguida hasta entonces.

René Descartes (1596-1650) asocid a cada
curva una expresion algebraica, una ecuacion

o férmula que la representa formalizando
de algin modo las curvas. Pierre Fermat
(1601-1665), otro de los grandes de la época,
encontré un método para averiguar en qué
puntos una curva se hace maxima o minima.
Y el inglés John Wallis (1616-1703) consi-
guié probar que los dos grandes problemas
relacionados con las curvas —determinar sus
tangentes y calcular el &rea que encierran—
estan relacionados. Wallis, brillantemente,
probé que para calcular un drea basta conocer
las tangentes de otra curva.

é6Por qué tanto esfuerzo sobre los mismos
conceptos? En esta época, las curvas se in-
terpretan no sélo como entidades geométricas
sino como la trayectoria de un mévil, como la
expresion del movimiento de un objeto. Y ello
choca con conceptos muy profundos, porque
el movimiento es continuo, sin saltos, y el
tiempo transcurre, también, en forma conti-
nua. Y al tratar con cantidades tan pequefias
como se quieran obliga a pensar que no hay
un instante posterior a uno dado, ni hay un
punto siguiente a otro, todo un desafio para
la imaginacién.

Aunque se estudien las curvas, lo que realmente se suele utilizar son las rectas.
La tangencialidad es un concepto que de algiin modo todos entendemos. Se
asocia a aquello que mantiene un contacto superficial, se refiere a lo que se toca
lo menos posible. Y asi es en Matematicas. La tangente a una curva es la recta
que mas se parece a la curva pegandose a ella, de tal modo que para conocer
la curva basta con estudiar sus tangentes, y de paso se podra calcular las areas

que encierran.
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Cuando una hormiga se traslada a lo largo de la
cuerda (ver grafico) pasa por todos sus puntos. Su
movimiento describird esa curvay, como en cada
instante estara en un punto de ella, se dice que
su posicion es funcion del tiempo. Si se quisiera
averiguar la velocidad que llevaba en un instante
determinado, se podria proceder calculando la
velocidad media que ha llevado entre dos puntos
y hacer que esos dos puntos estén muy cerca.
Esto es lo que hicieron de modos diferentes
Newton y Leibniz. Encontraron una forma de célculo casi automatico, de modo
que, si se conoce la ecuacion de una curva, se puede averiguar con reglas que
definieron cudl es su tangente en cualquiera de sus puntos —cudl es la velocidad
de la hormiga—. Pero esto fue solo el comienzo.

Si se observa con atencion, lo que se conoce de la realidad de un fenémeno son
sus cambios y a partir de ellos se intenta conocer el propio fendémeno. Por ello,
lo que se conoce de una curva es como cambia. El célculo infinitesimal permite
averiguar todo de la curva, o sea, del fendbmeno.

El nuevo calculo infinitesimal permitid resolver problemas afrontados desde
hacia mucho tiempo. Para que el lector tenga una idea de lo que preocupaba por
entonces a los matematicos basta un ejemplo: encontrar la curva que adopta
una cadena al ser colgada por sus extremos. Nadie sabia cudl era. Se habia
aventurado que era un arco de circulo. Leibniz demostrd que era una catenaria,
curva que ya le fue presentada al lector con anterioridad en curvas parametri-
zadas y que se relaciona con las exponenciales.

La palabra infinitesimal se refiere a cantidades infinitamente pequefias, pero tales
que su agregado o unién compone una totalidad. Por ejemplo, Leibniz imaginaba
una curva como formada por infinitos trozos rectos infinitamente pequenos e
indivisibles. La union de ellos formaria la curva.

2. ¢QUE ES EL CALCULO?

El célculo es una rama de las Matematicas. En gran parte fue creado por New-
ton y Leibniz aunque, como se menciono, algunas de las ideas ya habian sido
usadas por Fermat y Arquimedes. El calculo esta dividido en dos partes estre-
chamente relacionadas. Una parte se denomina calculo diferencial y la otra,
calculo integral.

El calculo integral esta vinculado con los problemas de area y de volumen. ;Co-
mo determinar el &rea de un circulo o el volumen de una esfera? Otra forma de
plantear estas cuestiones podria ser: ;cuénta pintura es necesaria para colorear
un circulo? ;Qué cantidad de agua se necesita para llenar un tanque esférico?
El célculo integral explica cbmo responder a estas preguntas. Mas adelante se
desarrollaran las herramientas indispensables a tal efecto.
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El célculo diferencial responde a las siguientes cuestiones: una persona viaja
en un automovil y ella es capaz de conocer su posicion en cualquier instante.
En otras palabras, a las 10 de la mafiana esta en el garage, a las 10.05 esta fuera
del garage, a las 10.10 esta en la calle frente a su casa, y asi siguiendo... Al final
del viaje, el cuentakilometros mostrd la distancia recorrida por el automavil. Del
conocimiento de la posicion en cualquier instante del viaje, ¢puede el viajero
reconstruir lo que el velocimetro mostr6 en cada instante? La respuesta es afir-
mativa, el calculo diferencial provee un método para hacerlo. Pero para ello se
requiere del concepto de limite. En muchas ocasiones algunas frases nos llevan de
manera intuitiva a su definicion, tales como: “Se aproxima a un cierto niimero”,
“x tiende al valor a” o “f(x) se hace arbitrariamente grande”. Desde Leibnitz y
Newton en el siglo XVII pasando por Bernoulli, Euler y Gauss en el inicio del
siglo XVl se usaba la misma idea; pero a medida que el tiempo transcurria la
definicion intuitiva de limite requeria librarse de su origen, esos objetos moviles
y simples graficas. Fue Weierstrass, de 1841 a 1856, quien desarroll6 un método
para definir los limites sin referirse a ello. Desde entonces este método ha sido
usado por los matematicos. Vamos a familiarizarnos con dicho concepto:

2.1. Limite finito de una funcién en un punto
Antes de establecer la definicion formal del limite de una funcién en general,
es conveniente observar qué sucede con las imagenes de una funcion particular

cuando la variable independiente tiende (se aproxima) a un valor determinado.

EJEMPLO:

Sea la funcion definida por f(x)=x* -1

En la tabla 2 se muestran algunos valores para la variable independiente x, en
el entorno reducido de 2, y se calculan los valores correspondientes de las ima-
genes de la funcion f (x):

X f(x)
1.9 2.61
1.99 2.9601
1.999 2.996001
V). 19999 | 2.99960001
A 2.0001 3.00040001
2.001 3.004001
2.01 3.0401
2.1 3.41

Tabla 2. Valores para f(X) = x2-1

1 Recuerde que todo ejemplo debe ser analizado cuidadosamente aplicando los conceptos tedricos
previos.
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Invitamos al lector
a confeccionar una
tabla similar a la del
ejemplo anterior
para cada una de
estas funciones.
Hecho esto, podra
deducir intuitiva-
mente que cuando
la variable indepen-
diente toma valores
que tienden a 3, las
funciones tienen
como limite 6, in-
dependientemente
de la existencia o
no de las imagenes
y SUS respectivos
valores.

Célculo diferencial e integral en una variable real E2 ;Qué es el calculo?

Cuando x se aproxima a 2, tanto por valores menores como por valores mayores
a 2, las iméagenes f (X) se aproximan, tienden, cada vez mas a 3; y cuanto mas
cerca esta x de 2 o, lo que es lo mismo, cuando la diferencia en valor absoluto
entre X y 2 es mas pequeiia, asimismo la diferencia en valor absoluto entre f (X)
y 3 se hace cada vez més pequefia (estas diferencias se muestran en la tabla 3).
O sea, las imagenes de la funcién se acercan a un valor constante, 3, cuando la
variable independiente se aproxima también a un valor constante.

La tabla anterior es equivalente a la siguiente:

1.9999-2| = 0.0001
|2.0001-2| = 0.0001

x - 2| | f(x) -3

11.9-2| = 0.1 2.61-3| = 0.39

1.99-2| = 0.01 2.9601-3| = 0.0399
1.999-2| = 0.001 2.996001-3| = 0.003999

[2.99960001-3| = 0.00039999
[3.00040001-3| = 0.00040001

|2.001-2| = 0.001 13.004001-3| = 0.004001
|2.01-2| = 0.01 13.0401-3| = 0.0401
12.1-2|=0.1 3.41-3| = 0.41

Tabla 3. Nocién intuitiva de limite

De lo que se deduce, intuitivamente, que el limite de la funcién f (X) cuando x
tiende a 2, es 3, que en adelante expresaremos mediante lim f (x) = 3. Podriamos

X—2

preguntarnos cual puede ser el interés de este tipo de analisis si aparece como
bastante obvio que el valor al que tiende la funcion es precisamente el de su
imagen. Un ejemplo muy simple servira para poner en evidencia la importancia
del concepto de limite para encarar el estudio de una funcidn. Sean las funciones

2 2
U(X)=X 39; Vx#3; V(X)=4 x-3" Xis; W(x) =9 x-3" x#3
B 4; X=3 6; x=3

En general, se considera una funcion f (X) definida en el entorno reducido del

punto x = a. Se dice que el limite de la funcion f cuando x tiende al punto a es

el valor 1y se escribe: lim f (x) =1 cuando al acercarse el valor de x al punto a,
X—a

los valores de las imagenes de la funcion f (x) se aproximan a | de tal forma que
la distancia | f (X) —I | llega a hacerse tan pequefia como se desee.
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I +¢

| — & tmmmmmmmme e

Figura 39. Limite de una funcién en un punto con imagen

Se observa que el concepto de limite no depende del valor de la funcion en dicho
punto, ya que incluso puede que no esté definida. Sin embargo, es necesario que
la funcion esté definida en un entorno reducido del punto.

z

y

@ o

Figura 40. Limite de una funcién en un punto sin imagen

Formalmente, Weierstrass (1815-1897) establecio la siguiente:

1. Definicién

Se dice que una funcién f tiene limite | cuando x tiende a @, (estando f definida
al menos en un entorno reducido de a); si para todo € >0, existe un & >0, tal
que si O<|X—a| <&, entonces |f(x)-1|<e.

En simbolos:

limf(x)=1 & Ve>0, 36>0 tal que VxeD,: [0<|x-a|<s =|f(x)-l<¢]

Es decir, que lim f (x) =1siy solo si cualquiera sea el entorno de I, E(l), que se
elija, existe un entorno de a, E*(@), que no contiene a a tal que f (E*(@)) < E(l)
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lim feo =1 f)

E*@

Figura 41. Definicion de limite segtin Weierstrass

2.2. Limites laterales
Existen funciones que en los reales no estan definidas a la izquierda o a la derecha
de un namero determinado, por lo que el limite de la funcién cuando x tiende a

dicho nimero carece de sentido.

EJEMPLO

f(x)= JX no esta definida para valores menores a cero, por lo que Iirrg VX no
X—

tiene sentido; no obstante, se pueden tomar valores suficientemente cercanos
a cero pero mayores que €l. En este caso x se aproxima a cero por la derecha.

2. Definiciones
Se dice que I es el limite lateral derecho de la funcién f(x) cuando x tiende a
a por la derecha, con X > a (se acerca a a desde la derecha hacia la izquierda)

lim f(x) =17, sialacercarse por la derecha los valores de x hacia a, las imégenes
X—a

f(x) estan proximos a I*, de forma que, cuando X—a es muy pequefio y positivo
resulta que | f(x)—1" | también es muy pequeno.

lim f(x)=1" < Ve>0, 36>0 tal que si a<x<a+d :>|f(x)—|+ <&

Andlogamente cuando nos acercamos por izquierda

Se dice que I~ es el limite lateral izquierdo de |a funcion f(x) cuando X se acerca por
laizquierda a a es decir, X < @, (se acerca a a desde la izquierda hacia la derecha),

lim f(X) =1 sial acercarse por la izquierda los valores de x hacia a, los valores
X—a~

que toman las imagenes f(X) estan proximas a |7, de forma que, cuando | x — a |
es muy pequefo, resulta que | f(X) — |~ | también es muy pequefio.

lim f(x)=I" < Ve>0, 36>0 tal que si a-d<x<a =|f(x)-1|<e
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2.3. Condicién necesaria y suficiente para la existencia del limite
de una funcién en un punto.

Sea f(x)una funcion definida en un entorno reducido de a. Entonces,

3 lim f(x)
Existe lim f(x)=1 < e y coinciden
x—a 3 lim f(x)

3. PROPIEDADES DE LIMITES

Para facilitar la obtencion del limite de una funcion sin necesidad de tener que
recurrir cada vez para su verificacion a la definicion epsilon-delta de Weierstrass,

se establecen las siguientes propiedades:
1. Siftiene limite en a, entonces dicho limite es unico.
2. Silima(x)=0y lim f(x) =1 entonces

VX € E*(a):lxig;f(x):l < fF(X)=1+a(x)

3. Si k es una constante y a un numero cualquiera, entonces limk =k

X—a

4. Para cualquier nimero real dado a, se cumple limx =a

X—a

5. Simy bsondos constantes cualesquiera, entonces lim(mx+b) =ma+b
X—a

6. Si limf(x)=L y limg(x)=M , Ly M reales, entonces

X—a

a limkf(x)=kL keR

X—a

b. lim[a.f () +A.g()]=aL+ M a,BeR

c. IXiLT;[f(x)g(x)]=L.M

d. Iim{ﬂ}:L si Mz0 y g(xX)20 VxeE'(a,d)
=2 g(x) ] M

e. lim[f(x)]°™ = L"™eR, si L toma valores positivos
X—a

89



90

Célculo diferencial e integral en una variable real E4 Propiedades de los limites

7. Si lim f(x) = L y nes un numero entero positivo, entonces
X—a
lim[f(x)]" =L"
X—a

8. Si lim f(x) =L y nesunnumero entero positivo, entonces
X—a
- 0
M3 f 00 =L

Observe que la propiedad es valida solamente cuando 8L esun
namero real.

n
9. Si f(x) es una funcion polinémica, es decir, f(X)= chxk yaes
k=0

n n
un ntimero real, entonces lim f(x) =lim> ¢, x => ¢ca* = f(a)
x—a x—a =2 e

10.Si A (X) es una funcion racional, es decir, h(x) = siendo Py Q

P(x)
(x)
. . . P(x) P(a .
polinomios, entonces I|m£=L si Q(a)=0
~2Q(x)  Q(a)
Observacion: como se vio con anterioridad, calcular el limite de una funcion
polinébmica en un punto a es una tarea sencilla: basta evaluarla en el punto a, ya
que el valor que resulta es precisamente el limite buscado. Es evidente que ésta

es la forma mas simple en que el limite de una funcién en un punto puede calcu-
larse. Para distinguir cuando esta propiedad es valida, se considera la siguiente:

3. Definicién
Una funcion f () se dice que es continua en un punto asi lim f(x) = f(a)
X—a

Obsérvese que esta ultima condicion presupone que la funcion f (x) esta definida
en un entorno del punto a 'y que existen ambos limites laterales y son iguales,
pues sblo en este caso tienen sentido ambos miembros de la igualdad anterior.
En realidad, el concepto de funcion continua tiene una trascendencia tal en el
Andlisis Matematico que se dedicara todo un capitulo a su estudio. Aqui sélo se
sefialard que toda funcion elemental es continua en todo punto que pertenezca
a su conjunto natural de definicion. Asi, por ejemplo:

lim senx =sena lim cos x = cosa lime* =¢?
X—a X—a X—a
limInx=Ina a>0 limshx =sha limchx=cha

X—a X—a X—>a
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La informacion que nos brinda la continuidad de una funcién en un punto acerca
de las caracteristicas de su grafica en ese punto tiene mucha importancia en el
estudio de funciones. Utilizando la propiedad 2, se invita al lector a mostrar
que en el entorno de un punto de continuidad muy pequefias variaciones en los
valores de la variable independiente s6lo pueden originar cambios muy pequefios
en los valores de la funcion, es decir, la grafica no presentara en ese punto saltos
bruscos ni interrupciones.
Ahora realice un alto en la lectura e intente mostrar que la funcion de Dirichlet
. 0 si xeQ
(1805-1859) definida por f(x)= {1 o
Notese que no es facil calcular los valores de dicha funcién porque no siempre
se conoce si un niamero real dado es racional o irracional. Por ejemplo, jes 7 +¢€
racional? Pese a ello la funcion esta correctamente definida. Esboce el grafico de f.

no tiene limite en ningln punto.

11. Si lim f(x) =L, entonces

X—a

lim log, f(x)=log. L si f(x)>0VvxeE(d) y L>0

12. Se conoce como feorema de la conservacion del signo.

Si f (x)una funcion definida en un entorno reducidodeay lim f(x) =L =0,

entonces 3 E"(a) tal que sg f(x)=sgL  VxeE'(a)

13.Si f(x) >0 en un entorno reducido de a y existe lim f(x), entonces

lim f(x) >0

X—a

¢Es verdadera la proposicion reciproca? Fundamente la respuesta.

14. La identificamos como cambio de variables.

Sea f(x)una funcion definida en un entorno reducido de a, tal que exista
lim f(x),ysea g(t) una funcion definida en un entorno de t,, tal que
X—a

!irtn g(t)=a y g(t) = a paratodo t de dicho entorno reducido. Entonces, la
funcion compuesta f o g esta definida en un entorno reducido de t;,y
lim (f < g), =lim flg(t)]=lim f (x)

t-t,

15.Si f(x) < g(x) en un entorno reducido de a, y existen lim f(x) vy

lim g(x), entonces lim f(x) <lim g(x)

16. Se conoce como teorema de intercalacion 0 propiedad del sandwich
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17.

18.

f&
909

h(X)

e

Figura 42. Teorema de intercalacion

>y

Se supone que las funciones f, g y / estan definidas en algin entorno
de x = a, excepto quizas en el propio punto x = a, y tales que
h(x)<g(x)< f(x) VxeE'(a)

Si lim f(x) =limh(x) =L, entonces limg(x) =L

Desde el punto de vista geométrico, la propiedad es intuitivamente
valida. En el grafico se observa que si

h(x)<g(x)< f(x) VxeE'(a)

entonces el grafico de g estd interpuesto entre los graficos de fy 4
en ese entorno. Si fy 4 tienen el mismo limite L cuando x tiende a a,
evidentemente g también tiene limite L.

Si existe lim f(x), entonces la funcion f (x) es acotada en un entorno
X—a

reducido de a.

Limite fundamental trigonométrico

SikeR: k20, lim SEMKX

x=0  kx
nometria y el teorema del sandwich!)
El limite fundamental trigonométrico admite una sencilla generalizacion:

=1 (jPuede intentar probarlo usando trigo-

Si f(x)#0 en un entorno reducido de ay lim f(x) =0, entonces
. senf (x) e
lim

x»a f (X)

piedad 13 con el cambio de variables t = f (x). A continuacion, se muestra
la aplicacion de esta generalizacion.

= 1. Esto se obtiene como una aplicacion directa de la pro-
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EJEMPLOS

1 lim 23X i3 %83 g 4im SEMSX _ gim BN _ 3 en este titimo
x—0 X x—0 3x x—>0  3x t—0
paso se aplico la propiedad 14 que fundamenta el cambio de variable. Si

t=3x cuando x—0 t—0

. 1-cosx ,. (L-cosx) (L+cosx) .. sen®x
lim ———=Iim o =lim— =
x>0 X x>0 X (d+cosx) x>0 x“(1+cosx)
2
T L I TR R L
x>01 4+ COS X 2 2

[

3. Analice la existencia de Iing NG sen[—j
X—>

x

. 1 . - .
Cuando x es cercano a cero, la funcion g(x) = sen (—j no tiene limite. A partir
X

del comportamiento del grafico de g, es posible conjeturar que oscila indefini-
damente alrededor de a = 0 en la siguiente figura:

—
—
«©«

| U

1

Figura 43. Funcién sen (i) en[—-1,1] Figura 44. Funcién sen (x) en[-0,1, 0,1]

Griéficas de la funcion sen (lj en [-1,1] (Fig. 43) y en {—%,%} (Fig. 44).
X

Esta funcion carece de limite | en a = 0, es decir, no es verdad que para todo
ntimero & >0 se pueda hacer |g(x) | < & eligiendo X suficientemente peque-
floy X#0. Para probar este hecho, bastara encontrar un ¢ >0 para el cual no
pueda garantizarse la validez de la desigualdad |g(x) —I| < ¢ (cualquiera sea el
| propuesto, por ejemplo | = 0) por pequefia que se haga |X|. En efecto, si se

1 ) . . . 1
escoge ¢ = > se verifica lo dicho: es imposible asegurar que resulta |g (X)| < 7
por pequena que sea |x| , ya que si B es un intervalo que contenga al cero, existe

L 1 . .
algtn namero real de la forma x =———— que pertenece a dicho intervalo y
T
—+2n7
2
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g(x) =1. Idéntico razonamiento se emplea para probar que g no se aproxima a
ningun namero real | cerca del cero.

Por lo tanto, no es posible aplicar las propiedades basicas enunciadas preceden-
temente (en especial el limite del producto de funciones). De dicha funcién sélo
se sabe que es acotada entre —1 y 1, es decir,

-1< sen(l)gl VX #0
X

Ademas, x*>0  VxeR, por tanto, — x* < xz.sen(lj <x* Wx#0
X

Asi, como Iirrg (-x%) = Iirrg x* =0, se verifica que lim xz.sen(ij =0 (propiedad
X—> X—> X—> X

del sandwich).
3.1. Limites infinitos

Consideremos la funcion f (x) =1+— y analicemos cdmo se comportan las ima-
X

genes de la misma, cuando X — 0. Construyamos una tabla de valores tomando
x en las proximidades de dicho valor.

X 0 [T (x)]
-0,1 -39 39
-0,01 -399 399
-0.002 -1999 1999
-0,0004 -9999 9999
A 0 Z Z
0,0002 20001 20001
0,004 1001 1001
0,1 41 41

Tabla 4. Limite infinito

Es posible observar que, independientemente de la existencia de imagen en
x = 0, a medida que los valores de x tienden a 0, las imagenes, en modulo, se
hacen cada vez mas grandes. Esta idea es simbolizada, en matematica, por el
simbolo de . En otras palabras, si x esta en el entorno reducido de centro 0 y
determinado radio (que se debera encontrar), las imagenes, en modulo, se hacen
tan grandes como uno desee, de modo que si elige que las mismas superen un
cierto nimero A, deberemos encontrar el radio adecuado del entorno para que
se cumpla lo pedido. Cuando esto se cumpla, en simbolos se escribe:
Iim(1+;) =0

x—0
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Veamos cémo formalizar este nuevo concepto:

4. Definicion
Sea la funcién f(x) definida en un entorno reducido de a. Se dice que
lim f(x)= < VA>0,38>0/Vx 0<[x—a|<d=[f(x)>A

X—a

2
\

SO R —
Q

Q

T

(=7}

<

Figura 45. Limite infinito

Pero puede ocurrir que al aproximarse X al punto, las imagenes de la funcion
adopten siempre el mismo signo; en ese caso la definicion sufriria una peque-
fia modificacion, la que se justifica a partir de la definicion de mddulo, ya que
[f(x)|>A= f(x)>Av f(x)<—A Nos quedarfan asi:

im f(X)=40 << VA>0,36>0/Vx 0<|x-a|]<d= f(x)>A

X—a

0 bhien

lim f(X)=-o << VA>0,36>0/Vx: 0<[x-a|]<d= f(X)<-A

X—a
) .1 .1 —X-2
Ejemplos: lim —- = +o0 lim == IM———=-
x—0 X x>0 X x—1 X(X—l)

3.2. Infinitésimos
5. Definicién

Se dice que la funcion f es un infinitésimo en x = a, si se verifica lim f(x) =0
X—>a

Es decir, un infinitésimo es una funcién cuyo limite es cero cuando la variable
independiente x se aproxima hacia el valor x = a. O dicho de otra forma, una
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En esta dltima
proposicion es
interesante detectar
qué propiedades

de limite aplica.
iinténtelol
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funcidn cuyos valores se aproximan tanto mas al cero cuanto mas se aproxima
X hacia el valor a.

Por tanto, en el concepto de infinitésimo hay que tener presente no so6lo la funcion
f, sino también la abscisa a. Que la funcion f sea infinitésimo en X = a, significa
que en las proximidades del punto a sus imagenes tienden a cero.

EJEMPLOS

1. f(x)=cosx en X:E es un infinitésimo ya que limcosx =0
T

X—>—
2

2. f(x)=Inx en x=1 esun infinitésimo ya que Iin}InX=0
X—>"

3.3. Propiedades de los infinitésimos

Las siguientes propiedades se enuncian sin demostraciones. Es conveniente que
el lector intente hacerlas, algunas las encontrara demostradas en los ejercicios
resueltos.

1. La suma de un numero finito de infinitésimos es un infinitésimo.
Elproducto de un infinitésimo por una funcidon acotada es un infinitésimo.

El producto de un nimero finito de infinitésimos es un infinitésimo.

el

El producto de un escalar por un infinitésimo es un infinitésimo.
5. le_rg f(xX)=L,siysolosi f(x)—L esun infinitésimo cuando X tiende a
a, es decir leﬂg (f(x)-L)=0
La propiedad 2 es muy util para calcular ciertos tipos de limites. Por ejemplo, el
limite ya analizado con anterioridad legg X. sen(%) =0, yaque x es un infinitési-
mo en x =0y la funcién sen [Ej esta acotada en un entorno reducido de x =0

=03

en escalas distintas permiten apreciar el comportamiento de esta funcion en un
entorno del origen de coordenadas:

<1 Vx# Oj. Un par de graficos aproximados de f(X) = x . sen (EJ
X
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f(x)=x sen(lj
X

Figura 46. Funcién x.sen (%) Figura 47. Funcién x.sen (2) en otra escala

Una de las cuestiones fundamentales en relacion con los infinitésimos es la
relacionada con la velocidad con que éstos se acercan a cero. No todos los in-
finitésimos se acercan a cero con la misma rapidez. Por ejemplo, la velocidad
con la que el infinitésimo X" se acerca a cero cuando x tiende a cero, es mayor
a medida que aumenta n (verifiquelo con x?y x°).

Para comparar las velocidades con que dos infinitésimos se acercan a cero, se
evalUa el limite del cociente entre ellos.

3.4. Comparacién de infinitésimos

Observe que no es posible predecir el valor, si existe, del limite del cociente de
infinitésimos, ya que se trata de un limite de los denominados indeterminados

de la forma _>—0
-0

Sean f(x) y g(x) dos infinitésimos en X = a.

i. Se dice que f (X) y g (X) son infinitésimos del mismo orden Si

. f(x . P .
IIm% =k =0 y significa que ambos infinitésimos tienden a cero,
X—a g X

aproximadamente con la misma rapidez, cuando x se aproxima a a.

Si k =1, se dice que f y g son infinitésimos equivalentes y se escribe
f(x)~ g(x) cuando x tiende a a y significa que ambos infinitésimos
tienden a cero, exactamente con la misma rapidez. Por tal razén, uno es
sustituible por el otro en el entorno de «. Imagine Ud. una funcion que
sea un infinitésimo en a pero de dificil manejo, y que conoce otra funcion
mucho mas sencilla que sea equivalente a la anterior. La maravilla de
la equivalencia consiste en que podra sustituir una por la otra en las
proximidades de a.
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Resultard
interesante

que el lector
intente realizar

la comparacion

de infinitos en
forma similar a lo
hecho aquf con los
infinitésimos.

Es importante que
usted se cuestione
la validez de

cada una de las
afirmaciones.
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ii. Se dice que f (X) es un infinitésimo de orden superior que g (X) si

Iim%:o, y se escribe f(x)=o0(g(x) cuando x tiende a a, y se
x—a (X
lee “o pequernia” u “o chica” de Landau? donde la o es la letra griega

mindscula omicrén y usada asi f(x) =o0(g(x) se interpreta que f (x)
tiende a cero con mayor velocidad de lo que lo hace g (x) cuando x se
aproxima a a.

iii. Se dice que f (X) es un infinitésimo de orden inferior que g (X) Si

lim- %)
x—a g(x)
lo que lo hace f (x) cuando x se aproximaa a; en este caso, g(x) = o(f (x))

= oo y significa que g (X) tiende a cero con mayor velocidad de

f(x)

Cuando no existe lim——=, se dice que los infinitésimos no son
comparables. 2 g(x

EJEMPLOS

1. La funcién X*es un infinitésimo de orden superior que X, en x = 0, s
2

. . X
decir, x* =0o(x), porque lim=—=0
x=>0 X

3
2. La funcion x2es un infinitésimo de orden inferior que X*, en x = 0, 0

3
3 2
—3=OO

> . X
sea, x> =0(x?), debido a que lim
x—=0 X

- P . . 6X
3. Lafuncion 2x es un infinitésimo del mismo orden que 6x ya que Ilrrg v 3
X—> X

. s 1
4. Los infinitésimos x’sen—= y x° parax — 0 no son comparables ya
X

21
X“sen—

. : N 1 . :
que si calculamos lim———==limsen— vy éste no existe (si no lo

x—0 X x—0 X
recuerda, vea la explicacion en la pag. 93 y las Fig. 43 y 44).

5. Los infinitésimos senx® y x* parax — 0 son infinitésimos

senx?

2

equivalentes ya que Iim =1=> senx’~x* ¥x e E"(0)

x=>0 X

Utilizando la notacion de Landau para identificar los infinitésimos de mayor
orden, tenemos que en las proximidades de x = 0 se verifica:

2 Lev Landau (1908 — 1968), prominente fisico ruso.
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2
sen X = X + 0(X) arcsenx = X + 0(x) 1—cosx:x7+o(x2)

tg X = X+ 0(X) arctg x = x+0(x) e* —1=x+0(x)

In(1+x) = x + 0(x), cuya demostracion queda a cargo del lector.

4. EJERCICIOS RESUELTOS

1. Pruebe utilizando la definicién de limite que:

_ 2
) lim@-39=2 b ime XX 1 o lim—2 —w
X—2 X2 2—X x=>3 X —3

Solucién

Recuerde la definicion en cuestion:

lim f(x) =1 < Ve >035(¢) >0/ vxe D, :[0<|x—a| <5 =|f(X)-I|<¢] 1)

X—a

Es decir, bajo la suposicion de la existencia de ¢ > 0, el corchete significa que
si se elige cualquier x del entorno reducido de centro a y radio ¢, la imagen de
dicho x debe estarentre | —e y | + &.

En sintesis, para cualquier £ >0 debemos encontrar por lo menos un 6 >0 de
modo que la implicacion resulte verdadera. Por ello es preciso, en primer lugar,
hallar el 6 y, en segundo lugar, verificar que para el ¢ seleccionado se cumple
la implicacion.

La dificultad que se plantea es que la definicion de limite no informa como en-
contrar este nimero J. Se trata, pues, de disefar alguna estrategia que permita
determinarlo.

a) Iir721(8—3x) =2

En primer lugar se busca J; para ello es posible emplear lo establecido en

la definicion: se sabe que debe ocurrir que | f(x)— || < ¢y, apartir de alli,

se debe obtener 0 <|x—a|< 5. De este modo nos queda|(8—3x)—2| <& =
= [8-3x—2|=]6-3x|=|-3(x-2)|=|-3|.]x 2| =3|x- 2| < &

:>|x—2|<% A OX#E 2:>0<|x—2|<§ si comparamos con 0 <|x—a|< &

es posible arriesgar la afirmacion, sin tener ningtin derecho a hacerlo

29

En este ejercicio le
aconsejamos que
tome la parte a)
como ejemplo y lea
cuidadosamente la
resolucion. Luego
intente resolver la
parte b) sin mirar lo
resuelto hasta que
haya concluido su
resolucion.
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Justamente el
desafio consiste en
que intente resolver
este ejercicio sin
mirar previamente
la resolucion, la que
es orientativa, ya
que en general no
existe una unica
manera de resolver
un ejercicio.
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(;por qué?), que si & =§ se cumplira |(8—3x) — 2| < &, pero si tomamos un
intervalo que esté incluido en aquél, también se cumplira por tanto, 0 < & s%
Resta ahora verificar el limite con el valor de 0 hallado. Para ello es necesario
elegir algin valor de ¢, entre los obtenidos. Por ejemplo, si se considera & = %,
se debe probar entonces que para dicho valor se cumple la expresion encerrada
entre corchetes en (1):

0<[x-2<Z<f=0<|x-2<E=3x-2<s= |3 [x-2<e=
10 3 3

=|-3(x-2)

=|-3x+6|=[8—3x—2|< ¢ y esta probado.

¢Qué ocurriria si el valor de | no fuese correcto? Por pequefio que eligiese el o
no seria posible que | f (x)-1|< ¢

Buscamos en primer lugar &. Se sabe que debe ocurrir que | f(x) —I| <gya

partir de alli es preciso obtener 0<|x—a|<&

2
Asi resulta: m—i‘ s |X2(X=2)

1 < ¢ recordando que

2—X 2—-X
X#2=Xx—-2=#0 y que, por otra parte, la division de nameros de sig-

nos opuestos es igual a -1; con lo que si se simplifica se tiene que

(x=3)(x-2)
2—X

J.‘=|—(x—3)—]4=|—x+2|=|x—2|<3Ax¢2:>0<|x—2|<g

Luego, comparando con 0 <|x—a|< & es posible afirmar que 0< 5 < ¢

Para verificar, si se elige 0 = &, partiendo de 0< |X - 2| <eE=>

(x=3)(x-2)
= |x=2| =2 x| =|-(x-3) -1 = |- -
(x—3)(x—2) I
= 2——1 < ¢ Yy asi quedo demostrado.
—X
c) Iim% =o Como la definicion de limite infinito con variable finita
X—=3 X —
dice lim f(x) =00 < VK >035(K)>0/xe D, :[0<|x—a| <5 =|f(x)|>K]

X—a

en nuestro caso tendremos:

2 >K}
3

lim—2_ o < VK >035(K)>0/xeD, :{0<|x—3|<5:>
X_

x>3 X —3
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X—3
X-3 2 ‘ K 2

y como 0< |X —3| < 0. Para que se cumplan simultineamente ambas desigual-

de donde si >K con x#3= L |X_3|<%:>0<|x_3|<%

dades, podremos elegir 0 <|x—3|< & s%: 0<o s%

Para verificar, si se elige & = %, partiendo de

0<|x—3|<3:>M<i:> 2
K 2 K X—3

> K

2. Determine los valores posibles de & en el siguiente Iirrll(x2 -3x+7)=5
X!

Solucion

A partir de | f(x) —I| < g se busca obtener 0 < |x - a| < J. Eneste caso partiendo
de |(x* ~3x+7) -5/ <& se busca obtener 0<[x—1 <& Q)

|(x2 —3x+7)—5| <g:>|x2 —3x+2|:|(x—2)(x—1)|:|x—2|.|x—1|<g ©))

Observe que surge el factor |x —1| , podriamos creer que se tiene solucionado el
problema si se divide miembro a miembro la desigualdad por |x—2|. En este
caso o dependeriade ¢ y de x, con lo que cada vez que se deba determinar un
0, habria que elegir previamente un x. De esta manera, con dicho x y el & dado,
tendriamos el entorno reducido de centro a y radio ¢, y al intentar elegir un x
de dicho entorno, nuevamente se modificaria el &, resultando asi que en ningun
caso se logra el proceso: hallar un valor de &, luego elegir un x del entorno re-
ducido y por ultimo verificar que la imagen de dicho x estd comprendida entre
I —¢ y I +¢. Por ello, se intenta sustituir |x—2| por alguna cota superior, que
resulte valida en el entorno reducido de centro 1 y de radio 6, que elegiremos
como deseemos. Podria pensarse asi:

Tomemos x € E"(L;6,) y elijamos algtin valor para &,, por ejemplo &, =1 (o el
valor que Ud. desee); de esta forma resulta 0 < |X —1| <1l=9 “)

Dedonde —1< x-1<lAax#1=0<Xx<2AXx#1l=-2<x-2<0

de modo que x-2 esta acotado y, si lo esta entre —2 y 0, es posible también ase-
gurar que —2<x—-2<0<2,Yy, por caracter transitivo, se cumple entonces que
—2<x-2<2=|x-2|<2

Como interesa que aparezca una expresion del tipo (3), se multiplica miembro
a miembro por |x—1] y se obtiene:

x-2|<2=|x-2.|x-1 <2 |x-1 5)
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x=2|.]x-1<2.|]x-1
De (3) y (4) tenemos que J A Si ademas se cumple que
x=2|.|x-1<e
x=2.[x-1 <2 |x-1<e=|x-1 <% y como x =1 tendremos que
&
O<|x—]4<5=52 ©)
De esta manera han sido determinados dos valores de ¢, como se indican en
(4) y (6). Dichos valores permiten establecer dos entornos reducidos concén-

tricos en 1y de radios 6, =1 A &, :g. Se debe elegir 6 de modo que sean

validas las desigualdades indicadas en (4) y (5), razon por la que se considera

el mas pequefio de ambos, o cualquiera mas chico atn, y esto se simboliza asi:
0<d<min(d,9,).

Enestecasoes 0 <o <min(l, %) , lo que significa que cada vez que se seleccione

un valor de &, se dispondra de un conjunto de valores posibles de , para los
cuales se realizara la verificacion correspondiente.

2x—-1 si x<1

2x—0,99 si x>1

a) Partiendode | f (x)—1 < & halle, siesposible, & tal que 0 <|x—1| <&
para los distintos valores de ¢: a-1) 0,5 a-2) ¢=0,1
a-3) ¢ =0,0001

3. Dada f(x)= {

b) Usando a), ;qué se puede decir del Iirrll f(x)?

¢) Calcule lim f(x) A lim f(x)
X—1* X—1"

Solucién

Sugerencia: efectue el grafico de la funcion, en una vista ampliada de las proxi-
midades de x = 1.

a) Como |f(X)—l|<g:>1—8< f(X)<l+e
a.l) £=0,5=1-0,5< f(x)<1+0,5=>0,5< f(x) <15

Se busca la preimagen de 0,5: 2x-1=0,5=x=0,75
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Si se busca ahora la preimagen de 1,5: 2x-0,99=15= x= w

=1,245
Luego es posible asegurar que si
0,5<f(X)<1,5=0,75<x<1,245Ax#1=-0,25<x-1<0,245Ax#1 y

considerando el menor de los radios (;por qué?) resulta:

—0,25>-0,245<x-1<0,245Ax#1=>0<|x-1<0,245=0< 5 <0,245

a2) e=01=1-01<f(x)<1+0,1=0,9< f(x) <11
Se busca la preimagen de 0,9:  2x-1=0,9= x=0,95

Y luego la preimagen de 1,1 2x—0,09=11= x = 217999

=1,045
Asi, cuando

0,9< f(X)<11=0,95<x<1,045AXx#1=-0,056<x-1<0,045Ax =1
entonces eligiendo el menor de los radios

~0,05<-0,045< x~1<0,045A X #1= 0<|x-1]<0,045=0< 5 <0,045

a.3) Procediendo de la misma manera con

£ =0,0001=>0,9999 < f(x) <1,0001

Si buscamos la preimagen de 0,9999: 2x—-1=0,9999 = x =0,99995
Ahora veamos qué ocurre con la otra preimagen:

2x-0,99=1,0001= x:w

=0,99505<1 y esto es un absurdo ya
que f(x)=2x-0,99 si x >1; en otras palabras, la funcion dada no tiene preimagen
de 1,0001 (si el lector hizo el grafico tal como se sugirid, individualice en el
mismo el valor y = 1,0001 y compruebe graficamente lo que se afirma)

b) Por lo que, analizado en el item anterior, se concluye que no es cierto que
paratodo ¢ >0 3 & >0, en consecuencia no existe IXiLrl1 f(x)

C) !Lrp(Zx -0,99)=1,01 A lLrP (2x=1)=1 por tanto, los limites laterales

dan distintos con lo que, nuevamente, se concluye que no existe |irT11 f(x)
X—>.
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4. a) Verifique, usando la definicion que IirT} il =)
X=>1 X —

b) Determine el conjunto A = {X cE(10)/ | f (X)| > 106} (Para qué valores
de & se cumple?

Solucion

Recordando la definicidon de limite infinito con variable finita:

lim f (x) = 0 = VK >035(K)>0/xe D, :[0<|x—a] <5 =|f(x)|>K] (7

X—a

lo que coloquialmente significa que cuanto mas proximo esté x de a, las image-
nes de la funcion, en modulo, seran cada vez mas grandes superando a K, por
grande que sea el K elegido.

En la préctica, para cualquier K> 0 se debe encontrar por lo menos un 6 >0 de
modo que se verifique la implicacion indicada en el corchete. Por ello, en primer
lugar, se hallael J y, en segundo lugar, se verifica que para el o seleccionado
se cumple la implicacion.

a) Partiendo de |f (x)|> K y bajo la suposicion de existencia de 5 >0, se

debe obtener 0 < |x - a| < 0. En este caso particular se tiene:

x-1
operando:

>KAaxeD; = x=1 como se debe llegar a 0<|x-1<&, y

[x-1

<K'= dc K‘1:>|x—]4<£/\x¢1:>0<|x—]4<£ de
2 K K

x—l‘

donde se ve que es posible elegir 0 < ¢ s%

b) El conjunto A={xeE"(;5)/|f(x)|>10°} es el entorno reducido
centrado en 1y de radio & donde K =10°. Como se vio en el item a)

0<5<2 =210°
10

4.1. Limites en el infinito

Sea una funcion f (x) definida en reales y se supone que puede lograrse que f (X)
esté tan proximo a | como se desee con tal de que x se tome lo suficientemente
grande. Esto significa que para cada ¢ >0 debe existir un valor B > 0 tal que
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la porcion del grafico correspondiente al intervalo (B,+o) debe estar compren-
dida en la franja horizontal determinada por las rectas y=l-¢ y y=Il+¢
Formalmente, resulta:

6. Definicién

lim f(x)=1<Ve>03B>0 tal que si [x>B= |[f(x)-I|<e

X—>0

f(x)

l—¢ed f0

B X B \ 'Y

Figura 48. Limite en mas infinito Figura 49. Limite en menos infinito

En el caso que X >+ Yy X — - en la definicion anterior se consideraran
los casos x > B y x < —B respectivamente.

Ejemplos: a) lim COS(ZJ =1 ) lim (1+1j =1 ¢ lim (2—%) =2
X—>0 X X X

X—>0 X—>00

lim e cosx =0 ;Por qué? Para poder responder, el lector debe recordar las

X—>+0

propiedades vistas en limites.

!

lim xsen(—jzlim—:l t:i t—0 cuando X >
X—00 X X—0 1 X
X

Proponemos al lector que analice los resultados de los limites siguientes, para lo
cual es imprescindible que recuerde las caracteristicas de la funcion exponencial:

ysi0O<a<l:lima* =

Sia>1:lima* = .
Si X— —o© X2

X—0

400 SI X — 400 0 Si X— 4o
400 SI X— —w©

3204325 . 3.2°+33-25
Ilm X x+1 = Ilm X X
X—>o0 45 -2 X— 45 -2.2
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Nos encontramos en este ejemplo con a > 1, tendremos dos resultados. Veamos

. —>» O
el primero, que es un caso ——.

- o©
23 2\ L(3Y
w32 33 3[2) 43[3) -2
323325 2 B+35-2 [5) i (5)
lim 15 2 = lim > = lim . =
Ve 5 (4-2% ) 4_2(2j
5 5

las exponenciales que aparecen tienen la base entre 0 y 1, por tanto, en este caso,
tienden a 0, quedandonos:

2 3Y
R HEHEIT
= m T2
4_2(2j
5

El segundo responde a una indeterminacion del tipo _)—8:
%

3X 5X 3 X 5 X
3133 95" 343 2| —2[2
33325 2@+3-20) ST (2) (2)
Ilrp 15 20 = |IrI'I = = ||rp - —
R 2°(4-:-2) 4(5j -2
2 2

las exponenciales que aparecen tienen la base mayor que 1, por tanto, en este
caso, tienden a 0, quedandonos:

3\ 5\
el B Y e
3+3(2) (2) 3 3

4(5j ~2 -
2
Sugerencia

Represente en un mismo grafico las funciones exponenciales y =2, y =3"e y =5*
y observe como se comportan para los X positivos y cémo para los X negativos;
{2* <3 <5 si x>0

deberd notar que 2<3<5= )
2°>3>5" si x<0

la técnica de resolucion.

por ello la diferencia en

Observacion importante: Si una funcion verifica que sus imagenes tienden
a+oo 6 —oo, en realidad la funcion no tiene limite en el punto analizado
(0en+w & —o0)y decir que una funcion tiene limite + o0 & —oo constituye
un flagrante abuso de vocabulario. No obstante, como esta bastante generaliza-
do su uso, en muchas ocasiones, si lem f(x)=1 6 M,l f(x)=1 y leR, (para

insistir en esta cuestion) se dice que f(X) tiene limite finito en a o bien en oo.
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Es posible combinar los limites infinitos y limites en el infinito. Naturalmente,
pueden combinarse ambas definiciones (de limite infinito y de limite en el infinito).

7. Definicién

lim f(x)=o < VA>0 3B>0 tal quesi [x>B =|f(x)|>A

X—>00

f)

N

Figura s50. Limite infinito y en el infinito

En la definicion anterior se sugiere al lector que considere todas las combinaciones

posibles, adaptandola de acuerdo con la definicién de valor absoluto.

Observacion: Sea f una funcion tal que lim f (x) = 0, también en este caso se dice
X—>0

que f en un infinitésimo, y valen las propiedades ya enunciadas anteriormente.

Si se admiten los limites infinitos, sin mas, en la familia de los limites, suce-
derén lamentables pérdidas. Deja de ser cierto, en general, que el limite de la
suma (producto) sea la suma (el producto) de los limites. Algunas propiedades
se conservan, por ejemplo:

a. lim f(x)=+00 y limg(x)=1 1leR,entonces lim [f(x)+g(x)]:+oo
b. lim f(x) =+ y lim g(x) =+ ,entonces lim [f(x)+g(x)]=+oo
c. lim f(x)=—0 y lim g(x) = , entonces lim [f (x)+ g(x)]= -0

Frecuentemente es necesario estudiar el limite de una suma o producto de
dos funciones precisamente cuando las propiedades que fueron enunciadas
no pueden aplicarse. Se trata de aquellos casos en que el comportamiento
de las funciones f + g, f . g no esta determinado por el de f y g. Por ejemplo,

lim f (x) =+o0Y lim g(x) = —e. No puede predecirse el lim [f(x)+g(x)], puede
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que no exista, que sea un niumero real, o bien, infinito. Aqui se requiere de un
analisis particular. Se dice que éste es un limite indeterminado de la forma
(— +00) — (— +) 0 hien (— —o0) —(— —o) puesto que no puede determinarse
a priori el valor del limite, en caso de que exista.

5. OTROS LIMITES INDETERMINADOS

Ademés del caso de indeterminacion que acabamos de mencionar (— o) — (— ),
es posible encontrar las siguientes situaciones:

lim f(x)=o0 y lim g(x) =0, entonces lim [f(x) g(x)] es indeterminado.

lim f(x) =00y lim g(x) =0, entonces lim [%} es indeterminado.
X—a X—a X—a X
lim f(x) =+ y lim g(x) =0, entonces lim [f (x)]°* es indeterminado.

X—a

X—a

lim f(x)=1y lim g(x) = oo, entonces lim [f (x)]*™ es indeterminado.

Y también los siguientes casos:

f(x)

lim f(x)=0y lim g(x) =0, entonces lim [T} y lim f(x)*® son inde-
X—a x—a x-a | g(X X—a

terminados.

Observe que son siete tipos de indeterminaciones.

Para analizar los limites indeterminados de tipo exponencial f (x)*® donde fes
una funcién que alcanza valores positivos y g cualquier funcion, es conveniente
considerar

f(x)g(X) = M/ (x)

Asi, lim f (x)°® estara dado por lim g(x).In f (x) que es un limite indetermi-
X—a X—a

nado de la forma (— 0).(— «)

No existen técnicas generales que permitan calcular limites indeterminados.
iNo serian indeterminados si tales técnicas existieran! Es por ello que dichos
limites requieren un analisis particular en cada caso. La mayoria de los limites
que tienen algln interés matematico son limites indeterminados.

6. EJERCICIOS RESUELTOS

Los ejercicios siguientes estdn resueltos; algunos de ellos estan sefialados con
la palabra EJEMPLO y son para que lea atentamente su resolucién y analice
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cuidadosamente la forma en que fueron utilizados los conceptos tedricos presen-

tados previamente. Con los ejercicios restantes es importante que el lector NO
mire la resolucién sino que trate de encararla por su cuenta, y sélo compare con
lo hecho cuando se le presente alguna dificultad, o bien, quiera verificar si lo que

hizo coincide con lo resue

lto en el texto.

(SUGERENCIA: oculte la resolucicn con un papel para no caer en la tentacion de mirar
lo que estd hecho antes de haberlo intentado usted previamente). Si, a pesar de todo,
le quedaran dudas, revise los conceptos tedricos y los ejemplos. Recuerde que

sblo se aprende haciendo y no mirando lo que hizo otro.

EJEMPLO

Si f(x)=ayx"+ax"*+

entonces

. 400 Si
lim f(x) :{ .
X—>+0 —00 S|
. +00  Si
lim f(x) ={ .
X—>—00 —00 s|
) —o  Si
lim f(x) :{ .
X0 +o00  Si

_yh al
A X+a, =X Ja, +—+..+

a,>0
a,<0

a,>0y n es par
a,>0 y n esimpar
a,<0 y nespar

a,<0 y n esimpar

Observe que si n es impar, Im f(x) =R

2. Si f(x)= P(x) es una funcion racional con
Q(x)

P(x)=a,x" +ax" " +..+a, ,Xx+a, con a, =0y

Q(X) =bx" +bx"* +...+b, _,x+b,

0 Si
lim fo)={" °
X—>to0 & Si
bO

m<n
m>n

X

con b, =0 entonces:

a'n—l

X

n-1

Recuerde que
todo ejemplo
debe ser analizado
cuidadosamente
aplicando los
conceptos teodricos
previos.
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3. Calcule los siguientes limites con variable finita:

2 _ _ 4
a) Ejemplo IimZX—SX::’ b) Iim“#
>3 7X+6—3X -1 3+ X7 —4X
o) lim 84X X —2x" d) Ejemplo lim>X—% m.n<R
=2 16+ x* —8x 11— ’
. . 3 2 . A1+2x -3
e) Ejemplo lim - lim——————
) J p xal(]__xg‘ 1—X2j f) X—4 2_\/;
— _ 3
o) lim 4=YX b fim— 229X
x->16 4fx — 2 x>8 /9 +2x —5
) Iim[ 3 ___ 2 ) i) Ejemplo lim 32X
o 1-x 1-3/x x=0 tg2X
K) Iim1—c§)sx 1 Iimtgx—zenx
x—0 X x—0 sen~x
m) Ejemplo lim(2-x)tg 22 n) lim XX —5ena
X—2 4 x—>a X—a
<y arcsenax . arcsendSx —tg3x+ x
fi) lim———— «a eR-{0} o) lim
x>0 gX x>0 Senx + 7 X + arctg2x
— 2 f—
D) I|m\/1 COS X 9 Iiml A/C0S X
x->0  1—C0S X Xﬂol—COS\/;

Solucién

Para calcular un limite con variable finita de un cociente de polinomios, si se
diera la situacion de que numerador y denominador se anulan para el valor de

a, se esta en presencia de una indeterminacion del tipo lg; la forma practica
_>

para poder realizar el calculo es factorizarlos, como se verd en los ejemplos a),
b), 0) y d).

. 2x*-5x-3
lim——
x>3 7X+6—3X
El lector debe recordar que la expresion cuadratica de la forma ax? + bx
+ ¢ se factoriza asi: ax® + bx + ¢ = a (X — x,) (X = X,), siendo X,, X, las

raices. En este caso, para hallar las raices del numerador, se calculan
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=< 1 luego factorizando queda

b+yb'—dac 5+\5_42(3) |°
2a B

2.2 -=
2
2 1
2X —5x—3:2(x—3)(x+5) (8)
2
7+ 0774 (- _z
y para el denominador, se tiene T2y -4(3)6 =<{ 3, loqueal
2.(-3)
3
factorizar resulta 7x+6—3x* = —3(x—3)(x+§) )
Reemplazando (8) y (9) en el limite dado, se obtiene:
2(x-3 L 2 L
oxt-bx—3 . 2x=¥x+)  2Ax+0) o 4
XILT;7 6—3 ZZIXILQ 2 :lem 2 - 11: 11
X+0=oX —3(x=3)(x+5) 3(x+5) T
3 3
_ 4
b) Iim”# en este caso la factorizacion no es sencilla, pero se

-1 3+ X7 —4X

sabe que el limite es indeterminado de la forma _>—8 de donde tanto
%

numerador como denominador tienen como raiz a 1, por lo que es posible
afirmar que ambos son divisibles por (X — 1). Se efectua la division de
polinomios usando el método clasico de division entre ellos, o bien, la
regla de Ruffini. Por simplicidad, se utilizara esta tltima:

Numerador Denominador
2 \2
1 00 -3 2 100 0 -4 3
1 1 1 1 -2 1 1 1 1 1 -3
|1 1 1 -2 |0 |1 11 1 -3 |0
\2 \’
2-3x+x' =(x=)(x*+x* +x-2) 3+ x° —4x=(x-)(x* + x>+ x* +x-3)

sustituyendo estas factorizaciones en el limite dado, se obtiene

2-3x+x" . (x=D(X*+x*+x-2) XX +x=2
A5 o = im 4,3, 2 =lim——— =1
134+ X7 —4x oL (X=X + X+ X" +X-3) L X"+ X+ X" +Xx-3
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c)

d)

1.

i 8—4x+x*-2x*
-2 16+ x* —8x
comdn en grupos, en tanto que, en el denominador, una opcién es
analizar si es el cuadrado de un binomio:

para factorizar el numerador podria extraerse factor

| 8—ax+x —2x* . 42-X)-X(2-X) . (2-X)(4-%) . 2-X _
-2 16+ x'—8x* o2 424 (xH)? =24 2 (4—X*)? -2 4 — x*

2—X l 1 1

m =1lm =
o2 (24 X)(2-X) *22+x 4

n

IinhX —— m,neN. En este caso es conveniente factorizar, recordando
X—>. —X
que a"-b"=(a-b)(@" " +a"*b+a"*b*+a" b’ +...+b"") (10)

valido para todo n, lo que se puede deducir usando Ruffini, y es sencillo
de recordar ya que el ultimo paréntesis tiene varios detalles que nos
pueden ayudar, por ejemplo: i) las potencias de a comienzan con n-1
y decrecen de uno en uno hasta llegar a cero; ii) las potencias de b
comienzan desde 0 y aumentan de uno en uno hasta llegar a n-1; iii)
dicho paréntesis consta de n términos.

Asi el limite queda
X"-1 (X=X XX D)

lim——=Ilim > =
11— x" ol (I=X)L+ X+ X"+ X +...+X")

_”m(—l)(x”’1+x“’2+x”’3+...+1)_ n
ol (L X+ X2+ X+ + X" m

Recuerde que la division de nimeros opuestos, no nulos, es —1

Nota: en el ejemplo que sigue se presenta otra situacion de las llamadas

indeterminaciones y que menciondramos anteriormente, en este caso del tipo
(— +00) — (— +0) 0 bien (— —) — (— —»); cuando esto ocurre, para poder
realizar el cdlculo del limite en forma sencilla, siempre es conveniente transformar
la expresion en cociente. Esto es, realizar la operacidn indicada sacando comun
denominador (siempre que fuera posible).

: [ 3 2 j : [ 3 2 j
e) Ilm 3 7 :I|m TN —
1\ 1-x" 1-X O (L=-X)A+x+Xx) (1L-x)2+x)
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2.

_ 2 _ 2
m 31+x)—2(1+x+Xx%) _lim 1+x-2x _

:\:»1 L— )@+ )Lt x+x7) =L (L X)L+ X)L+ X+ X) l

comun denominador factorizando el numerador

1 1
—2(x—1)(x+§) _ 2(x+§)

N |-

M 0 0@ 1) l oL+ X)L+ x+X) 23

la division de dos opuestos no nulos es —1

Nota

. L . =0 . N
Cuando se presentan las indeterminaciones del tipo 0 con funciones irracio-
—

nales, es decir,” aparecen raices”, en general es conveniente racionalizar, como se

verd a continuacion.

f)

. A1+2x-3
lim————
x—4 2_\/;

En este caso, como las raices son de indice par, es posible usar la
diferencia de cuadrados expresada como producto entre una sumay la
diferencia, es decir: (a+b)(a—b)=a*—-b? el primer miembro se suele
Ilamar coloquialmente producto de conjugados (cabe aclarar que no nos

referimos al producto de conjugados en complejos).

Enesteejemploseracionalizael numeradory el denominador, recordando
que si se multiplica por una expresion no nula, se debe dividir por la

misma para preservar la igualdad, como se ve a continuacion:

i YIT2X -3 _ (V1+2x —-3)(WV1+2x+3) 2++/x

x—4 2_\/; X—4 (2—\/;)(24_\/;) '\/1+2X +3:

factor comin  simplificando

\ |

AQ+2x)-3  2+4/x _lim 2% 8 2++/x _lim 2x=4) 2++/x

=lim

_lim(e2) VX _ 44

x4 V+2x+3 6 3

o4 27X Jle2x+3 ot d—x JI+2x+43 ot d-Xx J112x+3
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3. Nota

En algunos casos se puede transformar un ejercicio de aspecto complicado en otro que
o "intimide tanto”, usando lo que comtinmente se denomina cambio de variables

o sustitucion®. Ello no eliminard la indeterminacion, solo adoptard una apariencia

mds sencilla.

Veamoslo en el siguiente ejemplo:

4-4/x
g) x—>16 (1/7 2
En este caso, una de las tantas formas de pensarlo seria ver si es posible
eliminar las raices. Para ello se deberia sustituir la X por una nueva
variable, que debera estar elevada a un exponente tal que sea multiplo de
ambos indices, de modo que se puedan simplificar. En nuestro ejemplo,
podemos proponer

X=w' como x—>16=w' 5162w —>2

4 Vo' LTI Gl C) N e S

x—>16 (1/7 2 !o—>2 {1/7/ a)—>2 a—2 lw—)Z w—2 \(0—)2

simplificando  diferencia de cuadrados cociente de opuestos

4. Nota
Cuestiénese la posibilidad de sustituir x por z° 0 tlZ, ¢éseria factible? ;Por qué?

_o2-3x
x»8\/9+2x 5

Este ejemplo es similar al f) salvo que en el numerador aparece una raiz
de indice impar. Por ello o sirve la diferencia de cuadrados, ya que el

hecho de que surja (\/;) no soluciona nada. Interesa que exponente e
indice se simplifiquen. Revisando la igualdad (10), ;qué ocurriria si se

reemplazan la a por 2, la b por 3Ix y el exponente fuese 3? Resultaria:

h)

20— (3x)* = (2= Yx)[22 + 29x + (x)?] = 8-x = (2- Ix)(4+ 23/x + Ix?)

3 Recuerde la propiedad 14 de limite.
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Veamos como usarlo en el ejercicio:

5.

2-3x o @308+ 23x + (/)] _(JO+2x+5) _
N i (V9+2x-5)(\/9+2x+5) “(4+23x+¥x?)

8—x (vV9+2x +5) _lim 8-x (V9+2x+5)
#0894 2x— 25 (44 2Yx+¥Yx2) 8 2x-16 (4+2\/§+\/7)l

factor comun

8-x _(Jo+2x+5) . -1 (o+2x+5 _-10_ -5

im . = , = -
8 2(x—8) (442¥x +3x?) % 2 (4+2¥x+¥x?) 212 12

simplificacion de opuestos no nulos

lim

xal[l \/_ 1— \/_
(— +00) = (—> +) 0 bien (— —) - (— —x) y, ademas, es posible
intentar un cambio de variables, de modo que se eliminen las raices.
Sustituyendo x=r°,como x »>1=r°® >1=r —1, el limite se
transforma asi:

j Nuevamente se presenta la forma indeterminada

lim =lim

“1(1 Jx 1- \/—j Hl(l N \/—j Hl(l—srfl—zr?j

Si se revisa con detenimiento el ejercicio €), se verd que es exactamente
el mismo, por lo que ya se conoce su técnica de célculo.

Nota

En muchos ejercicios donde intervienen funciones trigonométricas podemos in-
tentar utilizar un limite cuya demostracién quedé propuesta para el lector, que es

send

lim =lim =1. Para ello se requiere del conocimiento de varias identida-
050 @ 6—-0 send

des trigonométricas bdsicas, que figuran habitualmente en las Tablas de Derivadas

e Integrales.
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A continuacioén se indican las més usadas:

senw+cos’w=1 tg’w+1=sec’w cot’w+1= cosec*W
senw cosw 1 1
tg w= cotw = secw=—— | cosecw=——
cos W senw cosw senw

sen(v £+ w) = senv cosw =+ senwcosyv | cos(v + W) = CoSv CoSW F senwsenv

sen2w = 2senwcosw | cos 2w = cos? w—sen’w =1—2sen’*w =2cos* w—1

sen’w = %(1— COS 2W) cos’ w= %(1+ oS 2w)

V—W V+Ww V—W V+Ww
Senv —senw = 25enTcos COSV—COSW = —2sen——sen

2 2 2

Tabla 5. Identidades trigonométricas

senb5x .. senbSx . 1 . 5xsen5x 2X
im =lim = lim sen5x.cos 2X. =lim . .C0S2X =
x>0 tg2X x—0 SEN2X \ x>0 sen2x  x-0 5x 2 Xsen2x
/ COS 2X /
usando identidades operando por propiedad de limites
. n5x 1. .
=5Ilim sens —lim 2X .Ilmcos2x:5.£:E
x=0  BX 2 x005en2x x-0 2 2
. Senbx .. sendSx .
El lector debe tener en cuenta que lim = lim =1, analogamente en

x—0 5x—0
el otro caso. ox 5x

. 1-cosx . . .
k) lim——— para calcular este limite es posible proceder de diversas
X

x—0
formas.

Una de ellas se utilizd como ejemplo anteriormente; otra manera muy
interesante de hacerse es la siguiente:

recordando que cos2x =cos” X —sen’x =1—sen’x —sen’x =1—2sen’x =
, 1
sen“x = —(1—cos 2x)
? 1
En el limite propuesto se tiene que 1—cos x = 2sen’ > X, reemplazando resulta:

2 X X
1—cos X 2sen 2sen 5 sen

lim=—22 = lim——2 = lim——2 = Zim| —2 | =
X—0 X X—0 X x—>0 X 4 x—0
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6. Nota
Esta manera de resolver este limite nos brinda una alternativa distinta de gran

aplicacion.

tgX — senx ——— —senx senx(i -1 senx
m =lim COS X = lim COS X =lim COS X

H |
) N sewx A% senx / x>0 sen’x lHO sen’x l
simplificando

factor comun sacando comun denominador

1-cosx
_ Jim —C0S X 1-cosx . 1-cosx

-0 sen’x / x>0 cos X(1—cos® X) , *=0 cos X(1—cos X)(L+ cos X)

l

identidad pitagérica  diferencia de cuadrados  simplificando

1 1

m =
x>0 cos X(1+cosx) 2

m) lim(2-xtg %~
Es importante siempre detectar si el limite propuesto presenta alguna
forma indeterminada, en este caso es del tipo (— 0).(— o). Se comienza
haciendo un cambio de variable para buscar que esa nueva variable tienda
a cero; como X — 2, la forma mas sencilla es definir la nueva variable
como la resta entre X y 2 (sin importar en qué orden se haga). Se elige
entonces t=2-x=t—>0 si Xx—>2,enestecasoquedax=2-—t

7(2-1) ot
. X . m@-ty . ST sen( =)
lim(2 - x)tg— =limttg ——~ = limt.———— = limt.—~%~——=— =
x—2 4 t—0 4 T 7t

t—0 7(2-1) | t>0
COS—————~ COS(———
4 l (2 4 )

sustituyendo identidad distribuyendo

Si luego se emplean las identidades de seno y coseno de la diferencia de dos
angulos, o bien, propiedad de angulos complementarios, resulta:

T it T it 7t it
Sen—C0S— —C0S—sen— COS— —

— limt.—2 4 2 4 :Iimt.—4:Iimcos£t.—:
it t-0 it t0 4 it

t—0 T 7t T
COS—COS— + Sen—sen— sen— —Sen—
2 4 2 y 4 \ 4 4

recordando que sen% =ly cos% =0 multiplicando y dividiendo por %
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y reordenando, se aplican propiedades de limites, obteniendo asi:

it
. 4 . 4 4
=I|mcos7[—t.—llm 4 _°2
t—0 4 7Z't~>0 7Z't Vs

. senx —sena

n) lim————
X—a X —_ a
Nuevamente se busca una sustitucion de modo que la nueva variable
tienda a cero. Por ejemplo, z = x — a, de donde despejando queda x = a

+zycomo X —a=z— 0 reemplazando en el limite:

seosdTZta o atz-a
. senx—sena . sen(a+z)-sena . 2 2
lim =lim =lim

x—a X_a/ z—0 z l 70 z /

sustituyendo por identidades por propiedad de limites

sen z sen z
. 2a . 9 . 9
=lim2cos dim 2 =2cosa.—lim
20 2 70 2 Z 2 150
2

- . arcsenax
i) lim——=—==
x—0 aX

con las funciones inversas trigonométricas; por tal razén, se intentara
“eliminarlas”. Se propone una sustitucion:

eR-{0}. En general, resulta complicado trabajar

1 [ 72'7z':| -1.1
y=arcsenax,a #0=>x=-—seny conye|-—;=| y Xe|—;—
@ 2 o]l

luego cuando x — 0=y — 0, reemplazando en el limite queda

. arcsenax .. )
Img—zl 1 1y :Ilrrg y =1
X—> X—> X—
ax .~ seny seny
o

De la misma manera se podria proceder y probar que

. arctgax
lim———
x—0 aX

=1 aeR—{O}
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7. Nota

Los resultados del ejercicio anterior podrian hacer recordar una de las propiedades de
infinitésimos. Motivemos la memoria: si se presentan dos infinitésimos simultdneos
para X — a y el limite del cociente entre ambos da 1, se dice que son infinitésimos
equivalentes, lo que significa que uno es sustituible por el otro en el entorno redu-
cido de a.

. arcsen5x —tg3x+ x
lim

- Senx+7Xx+arctg2x
infinitésimos equivalentes. Deberemos probar previamente que

En este ejercicio usaremos el concepto de

. arcsenax . arctgax . senax . tgax
lim———"" =1 |Im—g=l; lim =1 lim 99X _q conaeR—{O}
x—0 aX Xx—0 aX x—0 aX x—0 aX

Pero, como ya lo probamos anteriormente, podemos afirmar que
arcsenax; arctga x; senaX;tgax son equivalentes a ax. El ejercicio
nos queda asi:

. arcsen5x—tg3x+x _,.
lim =lim

5x—3x+x_“m3x 3
x=0 senNX + /X +arctg2x x>0 x+7x+2x x»»010x 10

8. Nota

Esta técnica de sustituir por un infinitésimo equivalente no serd adecuada en algunos
casos; por ejemplo, si al hacerlo, el denominador se iguala a cero (ATENCION: se
iguala a cero, que no es lo mismo que decir tiende a cero).

\J1-cos x?

p) lim————— Cuando se resolvio el ejercicio k), se empleé una
x>0 ]1—CO0S X

identidad que ahora resultara de mucha utilidad: sen’a = %(1—cos 2a)

0 bien sen? % = %(1— cosa)
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, Xz \/E XZ X 2 X 2
A .|sen— —.|sen— =
imcosxt . (2N 2 V2.2 2 (2)
Ilrrg =I|ng ” =I|ng < =—I|rr01 5 5 =
0 Lm00sX 00 geene X 070 pgenz Xy 200 X () e X
2 l 2 2 2 2/
por identidad  distribuyendo la raiz multiplicando y dividiendo  operando
X2 X 2
sen X X sen(j X X
2 .. 2(x* 99 ) 9
=£I|m 5 X 22 2__21im 22 lim—2—lim—2_ =2
Z x—0 X Z X s X x—0 X x—0 X x—=0 X
N Z _sen = - — sen—
2 A 2 2 2
1-+/cosx

) lim
0" 1—cos/x.
En primer lugar se multiplica y divide por el conjugado del numerador,
obteniendo:

1-yoosx _ . (L~ Jeosx)(L++/cosx) .. 1—cos X

XL0+1 cosf x>0" (1— cos~/x X)(@+~/cosx) xLO* @a- cos~/x X)(L++/cos x )

X X
sen sen_ X X
Zsenzg g g 22
x—0" x—0"
Zsenz\/;(lh/cosx) sen\/Z; sen\/; \/; X
: — 1+ ,/cosx
K& 22 ——(1+4/cosx)
2 2

4. Pruebe que si f (X) es un infinitésimo en el entorno reducido de a'y g (X) es
una funcion acotada en dicho entorno, se cumple que f (x).g (X) es un infinitésimo
en cierto entorno reducido de a.

Solucién

Que f () sea un infinitésimo en el entorno reducido de a es equivalente a afirmar
que

lim f (x) =0< Ve >035(¢) >0/xe D, :[0<|x—a|<s=|f(x)|<e]l (1)

X—a
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Si una funcion g(x) esta acotada en ese entorno, verifica que
VxeE*(a;0) IKeR*/|g(x)| <K (12)

Esto significa que si elegimos cualquier X del entorno ya citado, se cumplen (11)
y (12) a la vez, lo que simbolizamos asi:

vxe E*(a;6):|f (x| <enlg(X)| <K =|f(X)|]a(x)|<eK=|f()g(x)| <&

&

y ésta es la definicion de lim f (x)g(x) =0, con lo que f (x) g (X) es infinitésimo
ena

5. Demostrar que si lim f(x)=limg(x)=1 y en un entorno reducido de a
X—a X—a

existe una funcion A(x) tal que f (x) <h(x) < g(x), entonces limh(x) =1

Solucion

Como fy g tienden a | cuando x tiende a a, utilizando la definicion se puede
escribir asi:

lim f(x) =1 Ve >0 36,(s)>0/xeD, [0<|x-al<s=|f()-l|<g] (13)
limg(x) =1 & Ve, >0 35,(s,) >0/ x e D, [0<|x-a|<s,=|g(x)-1|<e,] (14
Ademas la funcion 4, segln el enunciado, cumple:

vxe E*(a;d,): f(x)<h(x)<g(x) (15)

Es deseable que se cumplan las tres desigualdades que simultaneamente afec-
tan a las funciones. Para ello se requiere que, de los tres entornos concéntricos
se tome la regién comun a ellos, sera pues el entorno reducido centrado en a
y de radio menor o igual que el menor de los tres dados. Es decir, elegimos
0 <06 <min(o,,0,,5;), Yy se cumple que

[f()-ll<g=l-g<f(X)<l+g
VxeE*(a;8):1|a(x)—l|<e, = 1-¢, <g(x) <l +g, (16)
f(x)<h(x)<g(x)
estas tres desigualdades pueden reescribirse asi:

l—g < f(X)<h(X)<g(x) <l+g,
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de donde resulta:

I-g <h(x) <l+&,=-¢ <h(X)-I<g,

Para poder escribir esta desigualdad como un modulo, es necesario que el centro se
encuentre entre dos numeros opuestos; esto se consigue llamando & = max(e;; ,)

—e<-g <h(X)-l<g <e=-e<h(x)-l<e=|h(x)-I|<e

y esto es la definicion del limh(x) =1
6. Silimf(x)=1<3¢(x)=TF(X)-1/limg(x)=0

Solucién

A partir de la definicion de limite

lim f (x) =1 < Ve >036(e) >0/ xe D, :[0<|x—a| <5 =|f(x)-1|<¢]

X—a

Llamando ¢(x) = f (x) -1, la expresion encerrada entre corchetes queda asi:
0<|x—a|<8=|g(X)| < & y ésta es la definicion del limg(x) =0.

7. Pruebe que si Hlim%/\ limg(x)=0=1lim f(x)=0
X—a g X X—a X—a
Solucién
Como por hipotesis existe el lim % =1 (jlo que significa que | es finito!), usando la
X—a g X

propiedad anterior se tendra que % ~ 14600/ img(x) =0=> T () = ([ + (X

Si se aplica limite a esta ultima igualdad, resulta:

lim f(x) =lim{g(x).[l + #(x)1} = lim g (x) lim[l + ¢(x)] =0
porque limg(x)=0 por hipotesis y limg(x)=0 por la propiedad, luego

lim[l +¢(x)] =1, el resultado es el producto 0.1 = 0 ya que | es finito.
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8. a)Si VxeE*(2;6):|f(x)—5<4(x-2)°, calcule lim £ (x)

b) Si Vx eR: f*(x) <256, calcule lim | f ()tgx|

Solucién

a) Como vxeE*(2;6):|f(x)-5<4(x-2)° =5-4(x-2)° < f(x) <5+4(x-2)°

Usando el teorema de intercalacion (o del sandwich) que se probo en el
ejemplo 5, se tiene:

lim[5-4(x-2)°]1=5
X2 = lim f (x) =5
lim[5+4(x - 2°1=5| 2

b) Como VxeR: f*(x) <256 = |f(x)|<4 con lo que es posible asegurar
que la funcidn f esta acotada, entonces:

lim | f ()tgx| = lim | f(x)|[tgx| = 0 ya que es el producto de una funcion
acotada por un infinitésimo, dado que Iiry tgx =0 (esta propiedad fue
probada en el ejemplo 6).

9. Dada f(x)= 2+1
X

a) Caleule lim f(x), lim f(x), limf(x)

b) Ejemplo. Halle los conjuntos

A={xeR"/|f(x)-2<0,0001} y B={xeR/|f(x)-2 <0,0001}

Solucién

Es preciso recordar las definiciones que surgen cuando X — co. La primera que
se menciona se refiere al caso en que el resultado es finito:

lim f (x) =1 < Ve >03k(s) >> 0/ xe D, :[[X| > k = |f (x) ~1| <]



124

Célculo diferencial e integral en una variable real B2 Ejemplos y ejercicios resueltos

9. Nota
El simbolo >> se lee “mucho mayor”.

La segunda es aquélla correspondiente al caso de limite infinito:

lim f (X) =0 < VK >>03k(K) >>0/xe D, :[|x| >k =|f (x)|> K]

X—»00

Observe que en ambas definiciones aparece la expresion |X| >k que equivale a
X >k 0 x < -k, la primera de ellas considera el caso en que x se hace tan grande
(y positivo) como se quiera (ello equivale a X — +o0); la segunda, X < —k, por
ende corresponde al caso X — —oo.

Otra observacion importante, en relacion a la segunda definicion, es que el
resultado del limite sea oo no alude al signo; se refiere a que las imagenes de la
funcion, en modulo, se hacen cada vez mas grandes.

El ejercicio propuesto es:

a) Como lim 1 lim 1:Iimlzo los tres limites tienen el mismo

X—>+o0 X X—>—00 X X—0 X

resultado: lim(2 +l) =2

X—00 X

b) Para hallar los conjuntos es necesario resolver la inecuacion:

1

X

:i<0,0001:>|x|>104 = x>10* v x < -10*

| f(x)-2/<0,0001= ¥

2+—-2
X

1‘_

En la Gltima expresion se tiene que x >10* corresponde al conjunto A, en tanto
que el otro es el conjunto B.

A= (10%;+0 ) B =(-;-10*)

10. Calcule los siguientes limites:

2 2 4
a) Ejemplo Iim—3x SJZFZX b) Iim—3x X 2+ 2X
xow 4X —2X° +1 x> 4X—2X° +1
2 _ m\20 30
¢) lim 3x3 5+22x d) Iim(2x 3) (3)(5:2)
x>0 47 —2X° +1 x—>20 (2x+1)
. 2x=1+35+%° . 2X—=1+35+x°
e) lim f) lim
x> 4x-1 X 4x-1
_ 2X°-1+35+ % _ 3x+2-+16X" +7x
g) lim h) lim

X 4x-1 =% JOX2 —4 +4X+5
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i) Ejemplo lim[v/6 —5x +4x* —2x+3]

Solucién
5 2 5 2
Camex . X B@— ) 3- 4 g
a) lim—————=li 7] 1 =I|m4 175
Cr A=Al e 1y et 5 12
X X

factor comdn x* simplificando

Teéngase en cuenta que IimLn =0 Vk=0,vneN

X—0 X

Pero, ;por qué sacamos factor comun X?? En toda indeterminacion del tipo
—> ©

se debe buscar qué términos se “agrandan mds” cuando X — o0. Observe que las
tnicas expresiones afectadas por X —> 0o son x y X?,y, de ambas, es x* quien
crece mas rapido; luego, al extraerlo factor comun en numerador y denominador,
se cancelan y asf se elimina la indeterminacion.

3% —5x* +2x
b) lim—————
x>0 4X—2X° +1
de ellas, quien crece mas rapidamente es x*; por esa razon se la extrae
como factor comin en numerador y denominador:

Las expresiones afectadas por x — oo sonx, x*y x*,

3 2 3 2
4
G O VO W) B S e
lim = =lim =—©
X—>00 4X—2X2+1 xewx4(i_£+i) xewi_i_i_i
x x2 x! X XX
ya que el numerador tiende a —5 y el denominador a cero.
. 3x*-5+2x L
c) lim=———-"" Eneste casoes x° el que crece mas rapidamente, se lo

x>0 4% —2x% +1
extrae factor comun, como se procedié anteriormente:
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X3(3 5+2j 3 5+2
X2 LT we e LT at e
lim =X 22X _ iy X XX lim XXX g
X~>004X —2X°+]1 xow [4_+ j X—>00 4_7+73

X X X X

dado que el numerador tiende a cero y el denominador a 4.

(2x 3)*(3x+2)¥
ot (2x+1)*

grado 50, al igual que el denominador, x* sera la expresion que mas
rapido tiende a oo, se calcula asi:

d) | Notese que el numerador es un polinomio de

( )°( ) i (2X= 3" (Bx+2)” (2x-3)* (3x+2)*

. 2X—3 3X+2 ) 50 ) %0 30

lim - X — lim —X X _

X—>00 (2X +1)50 X—>00 50 (2X +1)50 o0 (2X+1)50
e e

teniendo en cuenta que x* = x*°.x*

20 30 20 30
2x—3 3X+2 3 2
2—— 3+— 20 30 30
_limA_X X _lim X x) 2737 (3
X—>0 2X +1 50 X—>0 1 50 250 2
24—
X X

distribuyendo

2x—1+3/5+%°

e) lim n Si se extrae factor comdn x* dentro de la raiz, se
X—00 X_
tiene:
5
2X — 1+3x +1 2X -1+ Xx3—+1
lim 2Xx—1+1 5+x _lim _lim X3 3
X—>00 4x -1 X—>00 4y — 1 X—>0 4x -1

si ahora se extrae factor comun x, quedara asi:

x(2—1+3/53+1j 2—1 3/%+1 241 3
= lim X VX = lim—=X - ==

+
X p— =
X—>o0 X( _1} X—>00 4_& 4 4
X

X
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5 lim 2X—1+3/5+x°

] Extrayendo factor comun dentro de la raiz, resulta:
X—>00 X_

21+ 512" 2x—1+3/x6(56+1j 2x—1+x2.3,/£6+1
lim X=X i X _lim S
x>0 4x -1 x—>0 4x-1 x—>00 4x -1

Si se extrae factor comin x> en numerador y denominador, resulta:

x2[2—1+3f56+1J g—%+3£6+1
Cim—x x* Vx X X2 Vx

o X2(4 1) BLC Y R I
X

porque el numerador tiende a 1 y el denominador a 0.

2 lim 2x% —1+35+x3

x> 4x -1

Si se extrae factor comdn x* en numerador y

denominador:

oy 1 \3/5+x3 1 .[5+%
2x% —1+35+x3 X" 2~ X2 2_7+ 6
lim X 2P0 iy X’ = lim—X X _
X—>o0 4x -1 X—>o0 [4 1j X—>00 ﬂ_i
X X X X
JENSEIES
. X X° X -
=lim 11 =+oo porque el numerador tiende a 2 y el
x X2

denominador a 0.

b lim 3X+2—+/16X> + 7X

Se extrae factor comdn x? dentro de las raices:
=2 X —4 +4X+5

2 7 7
. 3x+2_m 3x+2—,/x (16+XJ 3X+2—|X|,[16+—

= lim X _
e Jox? —4 +4x+5 Hw\/xz[

—42j+4x+5 x|\/9—+4x+5
X

127
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y nuevamente extraemos factor comun, en este caso |X|, se tiene *

|x|[3x+2— 16+7j 3% 2 el
’ X I X) XX X _

=lim 7 c =lim I c =
X—0 ’ X X—0 X

Recordando que la funcién signo es:

X _{1 si x>0

SOQX =-—= . , .
|x| -1 si x<0 por tal razén es necesario calcular dos

limites; por un lado cuando x — +o y por el otro, cuando X — —o, asi
queda:

314-3— :|.6-|-z 3__4:_1 Si X — 40
—lim |X| |X| X _]3+4
o 9—i+4 X2 374

T (34

Si X— -

i) lim[v6—5x+4x* —2x+3]=lim[v/6 —5x + 4x* — (2x—3)]

Observe que el primer término tiende siempre a +00, pero el paréntesis dependera
de X — 400 o bien X = —o0, es decir: lim (2x—3) =+w A lim (2x—3) =—w
de donde, el limite de la resta no es indeterminado cuando X — —00, pero Si
X — +o0 tendremos una indeterminacion del tipo (— @) — (— o), que noesla
primera vez que se nos presenta. En este caso, para transformarlo en un cociente

conviene multiplicar y dividir por el conjugado.

El ejemplo nos queda asi:

lim[/B—5x+4x° _(2x-3>]:{+°0—<—oo>=+oo S x>0

A si X— 4o

donde calcularemos A de la siguiente manera:

Ao Iim[\/W—(ZX—@]: lim [V6-5x+4x* —(2x—3)][V6 —5x + 4x* + (2x—3)] _

[V6-5x+4x* +(2x—3)]

X—>+0

4 ¢Recuerda por qué se debe tomar x en médulo?
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_ 2 _2\2
_ lim 6—5x+4x°—(2x-3) _ lim

210 6 —5X+4x" +(2x=3) > \6-5x+4x* +2x-3

_ lim x-3 ~ lim x-3 _
o \J6—B5X+4X% +2X—3 Xz(;_i+4j+2)(_3
X 3
70 _ 2
. 7x-3 . al || |x|)
= lim = lim =
|x|\/62—5+4+2x—3 |x|(\/62—5+4+2X—3J
X2 X X2 X X x|
X 3
N A
HH()\/GZ—5+4+2X—3 2tz 4
X X I

40 SI X—> -

En sintesis: lim[v/6 —5x+4x* —2x+3]=1{7

X0 — s8I X—>+4o©

11. Determine los coeficientes a, b, C..., Si es posible, de modo que

a) lim

X—00

+w+@=0

(3+ x? —2x
x-1

b) lim (v4x* -5x+6+2ax—-3b) =0

X—>+0

c) lim (vVOx* +7x—5 +3ax+5b) =0

bx X<-2
d) f(x)={x*+ax -2<x<1 si Hlimzf(x) A Hlin}f(x)
a—bx x>1
3 2
. X7+ X" —6X : P
e) Ilmf6 resulte ser un cociente de infinitésimos
xa 64 X" —7X
ax’ +bx+c

f) siendo f(x):—dsi sesabe que limf(x)=3 A |iI’T;|f(X)|:oo

2X+

6—5X+4x° — (4x* -12x+9)

129
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Solucién

(34 x*—2x
a) liml——
ool x=1 Ry . o
quedara una indeterminacion del tipo ——:
—>

+ax+ b] =0 si sacamos comun denominador nos

3+ x2-2x . 34+ x?-2x+ax’—ax+bx-b
I|m(—1+ax+b) =lim =

X—>00 X — X—>0 X— 1

_lim (1+a)x’+(b-2—-a)x+(3-Dh) _
X—>00 Xx-=1

0

Si fuese x* la expresion que crece mas rapidamente, el limite daria infinito;
luego, como esto no ocurre, el término en x* no puede aparecer, razon por la
cual afirmamos que su coeficiente es 0. Ademas, si numerador y denominador
fuesen de igual grado, el resultado seria una constante no nula, lo que no puede
ocurrir, con lo que su coeficiente es 0. Pero si el numerador fuese una constante,
como el denominador tiende a infinito, el resultado seria el pedido.

Por tanto tenemos que:

l+a=0=a=-1

U
b-2-a=0=b=2+a=2+(-1)=1

b) lim (vV4x* —5x+6 +2ax—3b) =0

X—>+0

Sia>0el limite daria +oo, ya que la raiz tiende a +oo y la expresion lineal, con
pendiente positiva, tiende a +oo cuando X tiende a +oo. Por tanto, esta opcion
debe ser descartada. Con ello aseguramos que a < 0, quedando una indetermi-
nacion del tipo (— o) — (— ).

Multiplicamos y dividimos por el conjugado:
. 4x*—5x+6—(2ax—3b)’
m =

i [VAX =546 + (2ax— 30)][V4x" ~5x+6 - (2ax-30)] _ .

X—>+o0 \/4X2_5x+6_(2a)(_3b) Xoe \/4X2—5X+6—23X+3b

_ lim 4x* —5x+6—4a’x* +12abx—9b®> lim 4(1-a%)x* +(12ab-5)x+6-9b*

o\ Jax? _Bx+6 —2ax+3b o \Jax? —5x+6 —2ax+3b

0



CAPITULO 2B LIMITE DE FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL

Para que esto ocurra, el denominador debe tender a infinito con mayor velocidad
que el numerador, por ello tiene que cumplirse:

a<0

1-a’=0=la|=1ra<0=a=-1

12ab-5-0=12ab=5=h=_> = >
122 12

¢) lim(v/9x* +7x—5+3ax+5hb)=0

X—>—0

Con idéntico razonamiento al ejercicio anterior, descartamos a < 0 ya
que en este caso el resultado seria infinito. Luego a > 0 y tendremos:

i [YOX +7x =5 + (3ax-+ BO)I[VOX® +7x 5 — (3ax+5b)] _

e J9x? +7x—5 — (3ax + 5b)

_lim 9x® +7x-5-(3ax+5h)* lim 9x* +7x—5-9a’x” —30abx — 25b°
> J9x? + 7x—5—(3ax+5b) *>  J9x?+7x—5—3ax—5b

_ lim 9(1-a’)x* +(7—30ab)x —5-25b°
== J9x? +7x—5—3ax—5b

0
Para que esto ocurra, el denominador debe tender a infinito con mayor velocidad
que el numerador; por ello tiene que cumplirse:

a>0

1-a®=0=la=1ra>0=>a=1

y
7 7
7-30ab=0=>30ab=7T=>b=—=—
30a 30
bx X<-2
d) f(x)= X% + ax —2<x<l si Hlirpzf(x) A Hlin}f(x)
a—bx x>1

Para que 3 Iim2 f (x) debe ocurrir que los limites laterales sean iguales, anélo-
X——

gamente para x — 1. De esa manera obtendremos:

131
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lim bx = lim (xX* +ax)=> -2b=4-2a=a=2+b=2+(-1)=1
X—-2" x—-2"
f

lim(a— bx)_llm(x +ax)>a-b=1l+a=b=-1

x—1

X% + X% —6X

e) lim————
) 1im 6+ x> —7x

resulte ser un cociente de infinitésimos.

Para que esto ocurra a debe ser raiz del numerador y denominador, de modo
que si los factorizamos tendremos:

X2+ X? = 6% = X(X* + X—6) = X(X—2)(x +3)

6+ x> —7x=(X=1)(X* +x—6) = (x—1)(x—2)(x +3)

Luego, las raices comunes son 2 y —3, estos son los valores que puede
asumir a.

2
f) Siendo f(x):% se sabe que lim f()=3 A lim|f(x|=cx

Si lim f (x) =3 significa que numerador y denominador deben ser de

igual grado, de donde a = 0, nos queda entonces

z =
hmf&}JmEﬁiQﬁﬁzmnm+C=mn g=9=3:b=6
oo 2x+d o 2x+d x_m)([2+] 2

X

luego

6X+C |6x+c| )
= lim =
X+d H2|2x+d|

t)=5

6x+c|_ N 12+c#0=>c=-12
4+d=0=>d=-4

im
X2 2x+d|

6x+c  6x+cC

= AC#—-12
2x—4  2(x-2)

Conloque f(x)=
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7. UN CASO PARTICULAR DE FUNCIONES:
LAS SUCESIONES DE NUMERQOS REALES

8. Definicion

Una sucesion es una funcion f: N — R, donde N puede ser el conjunto de los naturales
o los naturales con el cero, o bien, cualquier conjunto infinito incluido en los naturales,
tal que &, = f(n),n eN,a, recibe el nombre de término general de la sucesion
y es habitual indicarlo con letras mindsculas acompafadas de un subindice, por
ejemplo:f:N—>R /a, = f(n),deestamanera & = f(1),a, = f(2),a, = f (3)..

El conjunto de todas las imagenes es la sucesion y la simbolizamos asi:
(an)neN = (a1| a21a3| a.4,...)
(S

eR

Se lee: la sucesion de término general a, € R con dominio en los naturales.
Debe tenerse en cuenta que (a,,a,,8;,8,,...) es un conjunto ordenado.

EJEMPLOS

., (1 23 45 A -
1) Sea la sucesion | —;——;—;——;—;... |, cuyo término general puede escribirse
2 34 56
de distintas formas; veamos dos de ellas:
n n+1
a,=(-)"—, neN v b =(-1)"—=, neN,
n+1 n+2
2) La sucesion de término general ¢, =cosnz, n € N, estara representada por
(L-11,-1,...). Nétese que ¢, =1 A ¢, =1 no son los mismos, ya que el ¢, ocupa
el primer lugar y el c, el tercer lugar.
En el primer ejemplo fueron presentados los primeros términos de la sucesion,
mientras que en el segundo se da el término general. Existe otra manera de
plantear la forma de la sucesion: definiendo el término general como funcion del
anterior o de los anteriores, denominadas sucesiones definidas por recurrencia.
Veamos el siguiente caso:
1 si n=1lvn=2

3)(d,),/d, = ) Esta sucesion se conoce con el nombre
d,,+d,, si n>2

de sucesion de Fibonacci®. Los dos primeros nimeros valen 1y los siguientes
se obtienen sumando los dos anteriores:

(112,3,5,8,13,21,...)

1+1 142 243 3+5 5+8 8+13

5 Puede ser que Ud. haya leido la novela EI Cédigo da Vinci, de Dan Brown y alli la haya descubierto.

133



134

7.1. Un poco de historia

Abramos un pequefo paréntesis para hacer un poco de
historia. El famoso matematico italiano Leonardo de Pisa
(1170-12407?), mas conocido por su apodo de Fibonacci
(abreviatura de filius Bonacci, o sea, hijo de Bonacci)
escribe en 1202 la obra Liber Abacci (Libro del Abaco)
que llega a nosotros en una segunda versién que data del
aflo 1228. Es un voluminoso tratado que contiene casi
todos los conocimientos algebraicos y aritméticos de ese
tiempo y desempefd un papel notable en el desarrollo
de la Matematica en Europa occidental durante varios
siglos. En particular, es precisamente a través de este
libro que los europeos, que usaban los nimeros romanos,
conocieron las cifras ardbigas usadas actualmente por
todos nosotros. El material de Liber Abacci es presen-
tado a partir de numerosos problemas que forman una
parte considerable de la obra; en particular vale la pena
mencionar uno, que aparece en las paginas 123 y 124
del manuscrito de 1228:

¢Cuantas parejas de conejos nacen, en el transcurso de
un afio, de una pareja inicial? Si se coloca una pareja de
conejos en un lugar totalmente cercado por muros para
conocer cuantas parejas de conejos nacerian en el curso
de un ano, teniendo en cuenta que la naturaleza de los
conejos es tal que cada pareja produce otra pareja al cabo
de un mes y las conejas pueden parir a los dos meses de
haber nacido, se tiene entonces que la primera pareja da
descendencia en el primer mes, multipliquese por dos y
resultan ya dos parejas; de ellas, la primera pareja tiene
cria también al mes siguiente de modo que en el segundo
mes resultan tres parejas; de ellas, al mes siguiente dos
parejas daran descendencia de modo que en el tercer
mes... y asi sucesivamente.

Pasando de los conejos a los nimeros es que Fibonacci
presenta en su tratado de la sucesién que lleva su nombre.

Es interesante mencionar otras particularidades:

Los cocientes entre dos nimeros consecutivos de la

. 8 13 21
sucesion de la forma =,=,=—,
5 8 13

..... , Se aproximan mas y

Célculo diferencial e integral en una variable real B [ as sucesiones de nimeros reales

més al numero dureo (1,61803..). A éste se le conoce
también con el nombre ndmero de oro'y su valor exacto

es un nimero irracional 1+£/§ =1,61803..., obtenido por

los griegos al hallar la relacién entre una diagonal de un
pentagono (como la AC, por ejemplo) y uno de sus lados
(como el AB).

En el hombre ideal de Leonardo da Vinci (1452-1519),
el cociente entre el lado del cuadrado y el radio de la
circunferencia que tiene por centro el ombligo es el
ndmero de oro.

T T T

Los egipcios ya conocian esta proporcién y la usaron en
la arquitectura de la pirdamide de Keops (2600 afios antes
de Cristo). Aparece ademés en cuadros del pintor espafiol
Salvador Dali (1904-1989) y en la pintura E/ nacimiento
de Venus del italiano Sandro Botticelli (1444-1510). Esta
razén también la usaron en sus producciones otros artistas
del Renacimiento (siglos XV-XVI). En arquitectura no sélo
tenemos el ejemplo de los egipcios, también los hay en
Espafia, en la construccién de la Alhambra de Granada,
llevada a cabo entre los afios 1230 y 1354, durante el
reinado de los moros, y en edificios renacentistas como
El Escorial, cerca de Madrid, construido en el lapso 1563-
1684, por sélo nombrar los ejemplos més conocidos.
Esta sucesién de nimeros aparece en la naturaleza en
formas curiosas. Las placas o escamas de un anand
aparecen en espiral alrededor del vértice. Si contamos
el nimero de espirales de un anang, encontraremos que
siempre es igual a uno de los nimeros de la sucesién de
Fibonacci. También aparece en el estudio de las leyes
mendelianas de la herencia, en la formacién de la concha
de algunos moluscos...

1 El nombre de niimero de oro se debe a Fibonacci.
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7.2. Representacion grafica de sucesiones de niimeros reales

Al tratarse de funciones, las sucesiones pueden representarse en un sistema
de ejes cartesianos; en el eje de abscisas estan ubicados los niUmeros naturales
(dominio) y en el de ordenadas se hallan los términos de la sucesion. Notese que
de acuerdo con esta forma de representacion, el grafico de la sucesion es una
nube de puntos ({por qué?)

Otra forma de representar una sucesion es a través de la determinacion de los tér-
minos de la misma sobre el eje real, tal como lo muestran los siguientes ejemplos.

EJEMPLOS

Represente graficamente las siguientes sucesiones de término general dado en
cada caso:
1l a = n?—2 ,con n>1 sefalando los primeros cinco términos.

Los primeros términosson: a, =-1; a,=2 ; a,=7 ; a,=14 ; a, =23
En la recta real se representan los puntos correspondientes de cada término de
la sucesion:

—I". f Ii - * - P,
1 01 2 F) 14 K |
. o .. 4. 3 85 12 7
2. ——, los primeros siete términosson: 1; —; — ;= ;= ; —; —;
3 25 3 7 4
.'. I3 dy '_:_'
; & ¥ e P
1 4 3 B 117 2
1 . 2371

i . o 4 8 16 32 64 128
3. a =——, los primeros seis terminosson: —; —; —; —;—; — ...
3 3'9727781° 2437 729

i

U 12
3

(=]
|ﬂn...

Pl

-3 11& K
—

TN

I O

241

=
L
=
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4oa, =" gty 2080040
n+1 2 3 4 5
* :I , " s >
o 1 1 14 1
E 3 45
175N sin es par
5.an: n _4;2;_E;£;_ﬁ;§;m
1+5n . 2 3 4 5 6
si n es par
n
NI 2 ; ? 4 52111
2 3 ot 2

Destaquemos ciertas sucesiones que resultan especiales por sus caracteristicas®:

9. Definiciones

i - Lasucesion (@,) estd acotada superiormente<> 3IM eR/a, <M Vn
ii - La sucesion () estd acotada inferiormente<> 3L eR/a, 2L Vn
iii - La sucesion (@) estd acotada < 3K € R+/|an| <K Vvn

Por ejemplo, la sucesion de Fibonacci esta acotada inferiormente ya que todos
sus términos son no negativos; en el segundo ejemplo, anterior a Fibonacci, la
sucesion de término general ¢, = cosnz, n €N, determina una sucesion acotada
yaque |c,|<5 (63,619,6..)

iv - La sucesion (a,) es monétona creciente< Vn:a <a,,,

v - La sucesion (@,) es monétona decreciente<= Vn:a, >a_ ,

vi - La sucesion (a,) es estrictamente creciente<< Vn:a, <a,

vii - La sucesion (a,) es estrictamente decreciente<> Vn:a, >a,,

¢ Compare las definiciones con las dadas oportunamente para las funciones de R — R.
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Obsérvese que si una sucesion es estrictamente creciente (o decreciente), también
es monotona creciente (o decreciente).
Por ejemplo, la sucesion de Fibonacci es monotona creciente.

Cuando se inicio el estudio de las funciones reales de variable real interes6
averiguar qué ocurria con las imagenes de la funcién cuando x — a, siendo a
cualquier nimero real o, eventualmente, infinito. Cuando la funcién de la que
hablamos es una sucesion, la variable n toma valores naturales, no tiende a ellos;
en este caso interesa saber qué ocurre para n “suficientemente grande”, esto es,
queé le ocurre a la sucesion si n — oo (recordar que al ser n natural sélo puede
ser positivo).

10. Definicién

(a,),.n € convergente< 3lima, =a< Ve >0 3n,(e)eN/n>n, =a, —a|<e

n—o l

se abrevia CV ilimite finito!

Si esto no ocurre, la sucesion no converge, y entonces puede darse que tenga
limite infinito o que el limite no sea Unico (oscile entre dos mas valores).

7.3. Aspecto préctico de la definicién

1. Dado arbitrariamente un entorno de a de radio ¢ se verifica que “fuera”
de dicho entorno existen, a lo sumo, un niimero finito de términos de la

sucesion (a,),.n

2. Una sucesion no tiene limite a € R, si existe un entorno de a tal que
“fuera” de dicho entorno existen infinitos términos de la sucesion, o lo

que es equivalente, existe un &, >0 tal que |a, —a|> &, para infinitos
valores de ne N.

EJEMPLOS

(an)z[%j, b)=(21-1, €)=(D"), v neN

Para la primera: lim i 0= (E) es CV
n—oo n n

Para la segunda: lim(2n-1)=0=(2n-1) no CV, se dice que diverge (se

abrevia DV), notese que el limite es infinito.
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Sugerencia:
Cuestionese si una
sucesion que no
esté acotada puede
ser oscilante.

Célculo diferencial e integral en una variable real B [ as sucesiones de numeros reales

Para la tercera:

1 si nimpar [y, =1 [limCy,=1 _
c,=(-D)" = . S B Lo = Alimc, = no CV
-1 si n par Cy =—1 Elm Cy =—1 n—>x
—o©

En este caso, la sucesion no converge, o bien, la sucesion oscila.

Intuitivamente se puede advertir que si una sucesion es monétona no puede ser
oscilante, dado que crece o decrece permanentemente (CV o DV).

1. Definicion
(a,) esdivergente< lima, =o < VK € R*3n, € N/n>n, =|a,|>K
n—oo

10. Nota
Para el cdlculo de limites de sucesiones se puede utilizar el dlgebra de limites cuando
la variable tiende a infinito.

Propiedades

1. Si lima, =limb, =1 A3n,/Vn>n,:a,<c,<b =limc, =1 (teorema

n—o0 nN—o0 n—o0

de intercalacion).

2. Sidny/Vvnxn,:0<a,<c,A(a,),.y DV =(C,),.n DV

neN

Si la sucesion (s, ),., €s mondtona creciente (o decreciente) y esta acotada su-
periormente (o inferiormente), entonces es convergente y su limite es el supremo
(o el infimo). Este enunciado se conoce con el nombre de

3. Teorema de Weierstrass

a. Sea (s,),.y unasucesion real monotona creciente. Entonces (S, ), .y
es convergente si y sélo si esta acotada superiormente, en cuyo caso

lima, =sup{s, : neN}

nN—oo

b. Sea(s,),.y Unasucesionreal monotonadecreciente. Entonces (S,), .y
es convergente si y solo si esta acotada inferiormente, en cuyo caso

lima, =inf{s, :neN}

nN—oo



CAPITULO 2B LIMITE DE FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL

Graficamente, para las sucesiones monotonas crecientes,

a4 — £ a4 =
| Q= --:.up-,I B |
8 8 By By 85 B B |~u“a\|. = M
Y para sucesiones monotonas decrecientes
_— it + &
| il = I.ﬂ.fn.ur
1] | l:“, ‘13\,L| Lk L NE Sy sy LEY ]

4. Algebra de sucesiones convergentes.

Sean (a,),.y Y (b,),.y COnvergentes a ay b, respectivamente:

i. Lasucesion (a, £b,),., convergea athb

ii. Lasucesion (ka ), Vk R converge a ka

. [a .
iii. La sucesion (b—"j si b,#0 V¥n con b=0 convergea %
N /neN

5. Toda sucesion convergente esta acotada.

6.Si (a,),.y NO estd acotada y es mondtona creciente = lima, =+

n—o

7.Si (a,),.y NO esta acotada y es monotona decreciente = lima, =—

neN
n—o

8.8Si (b,),.n €sdivergente:

a. ykeR —{0}= (kb,),., es divergente

b. y(a,)..y €sconvergente = (a, £b,),., es divergente

13

y (a,),.y estdacotada= (a, +b,),., es divergente

d. vy (a,),.n estdacotada = (a,/b,),., converge a0

neN
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En los ejemplos vy
ejercicios resueltos
se van a encontrar
las demostraciones
de muchas de
estas propiedades.
No obstante, le
sugerimos al lector
que realice el
esfuerzo e intente
demostrarlas.
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Teorema:

Sea f una funcion definida en un intervalo abierto que contiene ¢, excepto, tal

vez el c mismo, y lim f(x) =1. Sea, ademas, la sucesion (an)n , que cumple:
X—C €

I. cada a, pertenece al dominio de f
ii. a,#Cc Vvn
li. lima, =c

n—o

Entonces la sucesion ( f (a,)), que puede escribirse como ( f o a, ), verifica que
lim f(a,) =1

Investigue la validez de la proposicion reciproca.

Este teorema nos provee de importantes ejemplos de sucesiones convergentes,
como vemos a continuacion en los siguientes ejemplos.

EJEMPLOS

Sean las sucesiones (In (e+%jj y 59”('” (1+ (_13) D
n neN n neN

Ambas son sucesiones que convergen a 1y 0 respectivamente.

7.4. Sucesion de Cauchy

12. Definicion
Una sucesion (@, ) es una sucesion de Cauchy < lim |an - am| =0
m,n—oo

La sucesion de Cauchy nos aporta garantias de la convergencia de la sucesion,
ya que es condicion suficiente (intente demostrarlo, es sencillo).
Otra gran ventaja que nos brinda una sucesion de Cauchy es la siguiente:

Teorema: Una sucesion (&, ) es convergente si 'y solo si es una sucesion de Cauchy.
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8. EJERCICIOS RESUELTOS

1. Dados los siguientes limites, donde el término general es a,, y £ =10,

obtener n,(¢) >0/n>n, =la, —a|<e&:

2 - n-7
a) |imw=2 b) "mu:i
oo N7 43N+ 2 2043 2
2
0 Iim3n +n+2023

e N’ —n+4

Solucién

a) Partiendo de|a, —a| < ¢ debemos obtener n, (¢) > 0/n > n,. En nuestro ejem-
plo tenemos:

2n°+7n-12 | [2n°+7n-12-2(n+3n+2)| _|2n®+7n—12-2n"—6n-4|
| n°+3n+2 | n°+3n+2 | | n’+3n+2 |
2 2 J
sacamos comun denominador distribuimos agrupamos
| n-16 | | n | |;m| 1 3 3 3 ,
= < <|“~|==<&=10"=n>10"..n, >10° (; por qué?)’
In2+3n+2| |n?+3n+2| |n?| n ° (¢por que?)
\2 \2
porque n-16 <n porque n®+3n+2>n?
11. Nota

Tener en cuenta que si se pidiese verificar el limite, estaria faltando partir de
n>n,=|a,—aj<e

. n=7 1 i - o
b) I|mu == Con idéntico procedimiento encaramos este ejercicio:
e 2n4+3 2
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Una vez mas

le reiteramos

que recuerde la
diferencia entre
ejemplo (leerlo
cuidadosamente
e interpretar

los conceptos
aplicados) y
ejercicio resuelto
(trate de resolverlo
sin mirar lo hecho
en el texto, salvo
que tropiece con
alguna dificultad).
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n-7] 1| ‘ 200-7)-(2n+3)| _|2n-14-2n-3)| | -17 |_
2n+3 21 n+3 Zl 2(2n +3) |l| 2(2n+3) | |2(2n+3)|
sin>7=n, comun denominador  distribuyendo

porque |-17|<[1§

| 18 |—| 3 10 > <10® =n>5.10° =5000=n,
|2(2n+3)|l|2n+3| 2n 2nl2n n

2(2n+3)>2n+3 9<10 despejando

2n+3>2n

de donde n, > max(n;,n,) = n, > max(7,5000) = n, > 5000

2
o lim 3n“+n+20 _3
e N2 —n+4

Utilizando igual procedimiento, iniciamos el calculo:

3°+n+20 | [3n°+n+20-3(n’ —n+4)|_|3n®+n+20-3n’+3n-12|
n>—n+4 U n-n+4 |l| n>—n+4 |j
comun denominador distributiva agrupando

2
1+
| dnv8 | [ 40+2) | Jane2)_,[n+2] ‘”( j )

T |n? —n+y In? —n+4] | n“_n| |n-n| ‘y{(n )| |n- 1|l

/ 2

factor comdn n*-n+4>n’-n factorcomin  sin>2=n ==<1
n

:%<$:103 =n-1>8/10"° =8000 = n>8001=n, =

> max(n,;n,) = max(8001;2) = 8001
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2. Sabiendo que (a,),.; =(2,35; 2,355; 2,3555; 2,35555;...):

n=1

a) Hallar a, = f(n)

b) Calcular lima,

n—w

Solucién

a) Como es obvio a, =2,3555...5 pero asi expresado no resulta de utilidad ya
%/_/

nveces

que debe ser funcién de n. Tratemos de obtener alguna secuencia entre los tres
primeros:

a1:2,35:2,3+0,05:2,3+%.1 (17)

=10+1

=2,355=2,3+0,055=2 3+£:2,3+i.£=2,3+i.(1+%](l8)

1000 100 10 100
=100+10+1
a,=2,3555=2,3+0,0555=2,3+ i) 2,3+i. 11
1000 100 10
=2, 3+i [1+i+i) 2,3+ S ( L ij (19
100 10 100 1000 10 ' 10°

Note que en todos lo términos hay una parte comun que es 2,3+%. (.)lo

. ., - 5 .
que cambia es la expresion que multiplica a 100" Veamos si responde a alguna
secuencia:

enel a esl
enel a, es 1+i
10

enel a, es 1+i+i
10 107

. 5 .. .
de modo que, como se observa, el factor que multiplica a 100 tiene tantos tér-
minos como el subindice de a, y cada término es una potencia de 0 comen-

zando con exponente cero y llegando hasta un exponente que sea el subindice
de a disminuido en 1. Luego:

a, 23+i (1+i+i+ Lj 20
100 10 10° 10”’l (20)
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Recordemos una factorizacion que hemos utilizado mucho en el calculo de
limites en los que intervienen polinomios:

a"-b"=(a-b)@"'+a"*b+a"v*+a" b’ +..+b"")
en ella hagamosa=1y b= % y nos quedara:

1 1 1 1 1
- =l-— |t —=t—=+.. =
10" 10 10 10 10"

Como vemos, el ultimo factor del segundo miembro aparece en (20); si lo des-
pejamos, encontraremos una manera de transformarlo en un cociente:

1- L 1- L
TR SO Sl T Nl :E@_ 1} en
10 10 0 41 9 9\ 10
10 10
Reemplazando (21) en (20), nos queda:
2 =23+ 1’5( 1j:§+i(1_ 1) @
Oﬁ 9 10") 10 90\ 10"
23 5 1 23 5 9.23+5 212 106
b) lima, =lim|— 1- =—+_—_= = =
n—o e\ 10 90 10" )) 10 90 90 90 45
—0
3. Probar que Iim[iz+ ! >+ L S+ .+ 1 J:
e\n®  (N+1)° (n+2) (2n)
Solucién
Llamemos cn=i2+ ! =+ L =+ +L2,observe que tiene (n + 1)
n° (n+1)° (n+2) (2n)

términos. Trataremos de probar este limite usando el teorema de intercalacion,
para lo cual debemos encontrar dos sucesiones a_, b, de modo que cumplan:

n?! ~n
a,<c,<b,

Como c, es una suma de términos positivos, resulta ser mayor o igual que

: : . . 1
cualquiera de dichos términos; eligiendo uno de ellos tendremos ¢, > —=a,
n
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Busquemos ahora b:

sumando miembro a miembro, obtenemos

(n+1)i22(:n =b, = (n+1)i2
n n

. . lim— =0
Entonces — <¢, <(N+1)—=1 " = limc, =0
n n . 1 n—o
lim(h+1)—=0
n—oo n

4. Ejemplo. Demuestre, usando la propiedad del sandwich, limYn =1

n—oo

12. Nota
En este ejercicio necesitaremos utilizar el factorial de un nimero natural, el nimero
combinatorio y el binomio de Newton.

Recordemos:
1 si n=0vn=1
vneN nl=:n(n-1).(n-2)..3.21=n(n-H! si n>2 ,

n factores

es la definicion de factorial

con nz=Kk,

ny  nl nh-)(n-2)...(n—k+1)
k) kin-k)! k!

es la definicidn de numero combinatorio
n

n
(a+b)" = Z(k]a”kbk , N eN, expresion del binomio de Newton.

k=0
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Solucién

Como n>1=4n>%1=1=a, con c,=¥n

Ahora busquemos b, :

sustituyendo

usando el binomio de Newton con a=1 y b=h vy desarrollando los nimeros
combinatorios.

Escribimos la potencia como una suma de (n + 1) términos no negativos, por
ello podemos garantizar que

n=@1+h)"=1+nh+ n(r;l) h?+...+h" Z%hz =n=(1+h)" z%hz =

acotando
:>n2n(n_1)h2:> / 2 2h:>1+\/zzl+h=cn:>bn=1+\/Z
l 2! n(n-1 n—1l n-1
por carécter transitivo sumamos 1 para que aparezca c,
liml=1

N—oo

Por tanto 1<c¢, £l+‘/i y como 2 =limc, =1
n-1 lim(+ /—1)21 o
n_

5. Ejemplo. Sea la sucesion de término general a, = (1+ 1)
n

Pruebe que cumple las hipotesis del teorema de Weierstrass.

Solucién

Deberemos probar que es monotona creciente (o decreciente) y ademas que esta
acotada superiormente (o inferiormente).
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o 1Y . : .
1)Sia = (Hﬁj es mondtona creciente, debe cumplir que a,,, =a, y como

a . : :
a, >0= "L >1 esto es lo que intentaremos probar, partiendo del cociente:
a

n+1 n n
(1+1 j (1+1 j 1+71
A n+1 =[1+ 1 j n+1 —[1+ 1 ] n+1

" 1 " 1 1
a, (1+1j n+ 1+1) n+ 145
n n n
n+2Y ) ) )
_(n+2j n+l | _n+2[n(n+2) | n+2{n’+2n+1-1| n+2|{(n+1)>-1|
“Un+1)| n+1 ) n+1| (n+)? | n+1l|  (n+1)? T n+l| (n+1)? |
n
n+2 1 T . .
= 1- | el segundo factor tiene la estructura, usada en el ejemplo
n+1 (n+1)
. . N n(in-1) , n
anterior, del tipo (1+h)" =1+nh+ T h*+...+h">1+nh Vvh>-1
Se puede demostrar, por induccion completa, que cumple con esta desigualdad
: . . 1
conocida como desigualdad de Bernoulli, donde h=— >
La usaremos en nuestro cociente: (n+1)

n

a, Nn+2 -1 n+2 -1 n+2| (n+1)°-n
= 1+ | 2 1+n > |= | =
a, n+l (n+1) n+1 (n+1) n+1l| (n+1)
)
por la desigualdad de Bernoulli comun denominador

n+2 n*+2n+1-n n+2 n*+n+l n*+n*+n+2n°+2n+2

T n+lT (n+1)? n+l (n+1)? _l (n+1)°
cuidrado del binomio distributiva en el numerador
(M43’ +3n+)+1 (n+1)°+1 . 1 o1
(n+1)° (n+1)° (n+1)°
l l >0
agrupando cubo del binomio

Con lo que quedo probado que es monotona creciente.
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ii) Para que esté acotada superiormente debe cumplirse: M eR /a, <M, Vn
En realidad, sabemos que esta acotada inferiormente ya que a, =2 Y, por ser
mondtona creciente, éste es el infimo y ademas el minimo, pero a los efectos
practicos no nos interesa. Para hallar alguna cota superior usaremos el binomio

. . 1

de Newton, como vimos en el ejemplo 4, con a=1,b== tendremos (n + 1)
n

términos que son (admitamos n grande):

(H%]n 1“7{; An-1) 1 p-H(-2) 1 A(M-L)(n-2)(n-3) 1

21 nZ 3! n;‘z 41 n*‘3

aplicamos binomio de Newton con los nimeros combinatorios desarrollados y
simplificamos

AO-D.0-(0-D) 1y 1

1n11n1n21n1n2n3

n! n” 2! n 3!nn4|nnn

+in—ln—z n-(n-1)
n'n n n

=1+1+l 1 +l 1—i 1—3 +i 1—i 1—g 1—E +
21 n/ 3l n n, 4l n n n
1( 1)( 2] ( n— 1j 1 1 1 1
+o+—|1-— |[1-— — L1+l =+ —+—+..+ =X
n! n n n 21 31 41 n!

porque 1-L<1 si O<r<n
n

-t l

2! 2

) 1

I>2"=>—<—

12

1 1 1 1 1 1

SI+l4+ =+ S+ o+ o+t —— = orque s 41>2° = — <=
2 22 22 2 2" bord 41 2°
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1
-5
Ademas 1+1+i+i+i+....+ 1_ -—2 como podemos recordar del
2 22 23 24 2n 1 1_1
2

factoreo que mencionamos en el ejercicio 2. Por ello, si reemplazamos en nuestro
desarrollo nos queda:

n 1_7n
(1+£) £1+1+£+i2+i3+i4+....+ 171:1+ 2 =1+2(1—ij21+2=3
n 2 20 2 2 2" 1 1 2"
2 M

con lo que hemos probado que 2 < (1+1j <3
n

Como se cumplen las hipdtesis de Weierstrass, la sucesion tiene limite y es el
.y , : 1Y
supremo, que por definicidn, es el numero e: 3lim (l+ —| =e

nN—oo n

6. Sea la sucesion, cuyo término general estd definido por recurrencia, de la
siguiente manera:

1 si n=1
a =

" |J2+a_, si n>1
Se pide:

a) Probar que cumple el teorema de Weierstrass.

b) Hallar su limite.

Solucion

Como se puede ver, a partir de la definicion por recurrencia, la sucesion tiene

conformacion (ﬁ; \/2+\/§;\/2+\/2+\/§;...j

a) En este caso debemos probar que esta acotada superiormente (o inferiormente)
y que es monotona creciente (o decreciente).
1) Comencemos viendo que, en realidad, estd acotada. Claramente

podemos afirmar que a, >0, para todo n natural, porque las raices pares
afectando a reales positivos tienen resultado no negativo, con lo que

esta acotada inferiormente. Ademas: 2 <2 = a,<2
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\/2+\/§<\/2+2:2:>a2<2
V2432442 <\J242+2 =\2+2=2=a, <2

aceptando que (como se puede ver por lo anterior)’, a, <2 =

=42+, <V2+2=2=a,, <2

n+1

De esta manera demostramos que también esta acotada superiormente, con lo
que 0<a, <2 de donde esta acotada.

ii) Para probar que es monotona creciente debe ocurrir que a, <a,,, .
Intentemos atacar el problema por el absurdo, esto es, supongamos
que para algun n natural se cumple que

a,>a,,=>a, > 2+a, >a >2+a, —>a -2-a,>0
completando cuadrados nos queda asi:

1_3
a,-—>—=a,>2
2 2

n

3
>—=4V
2

1 3
a,-——<-—=a,<-1
2 2

y ambas son absurdas ya que en i) demostramos que 0< a, < 2. De este modo
probamos que no es correcto suponer que a, >a,,, para algun n, con lo que la
sucesion es mondtona creciente.

De 1) y ii) concluimos que la sucesion verifica las hipotesis de Weierstrass, por
lo tanto tiene limite.

b) Como Jlima, =1 = lima, =lima,, =lim2+a, = =v2+I = 1°=2+1=

n—om n—0o0 n—o0 n—ow
! NP
| =-1 absurdo
I?-2-1=0=1{v =lima, =2
n—oo
=2
13. Nota

La afirmacion de que es absurdo que | =—1, se basa en que @, > 0. Si no comprende
la razon, es conveniente que repase las propiedades de limite.

" Esta demostracion esta basada en el principio de induccion completa.
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9. LIMITE FUNDAMENTAL ALGEBRAICO

Recibe este nombre el lim (1+1j =e 23)

X—>00 X

Con él pueden determinarse muchos limites de la forma indeterminada (— 1)~
Antes de pasar a demostrar la validez de la (1) VX € R— {0}, se propone al lector

que intente determinar el dominio de la funcion f(x) = (1+—j , confeccionar
X

x—-1" x—0*

X X
. . . 1
su grafico y verificar que lim (1+£) =+4o0 y que lim (1+—j =1
X X
Asimismo, observe que si realiza el cambio de variable

X 1
=1 t550 cuando x> o, resulta que lim (Hlj =lim1+t)' =e
X

X X—>00 t—0

9.1. Mas Ejemplos y Ejercicios Resueltos

X—>to0

1. Ejemplo. Pruebe que lim (l+ ij =e, VxeR-{0}
X

Solucion

Trataremos, en primer lugar, de probarlo para x > 0, y como debera ser muy
grande (y positivo) podemos tomarnos la licencia de aceptar que X > 1. Sabemos
que bajo estas condiciones:

XER*szl:[x]sx<[x]+1/\[x]:n,neN:>n3xsn+1:>£21>iz>
N n x n+l1
:>1+321+1>1+i:>[1+1j 2[1+ij >[1+Lj =
n X n+1 n X n+1

recordemos que n< x<n+1, de modo que podemos escribir:
n+l X X X n
1+1 > 1+l > 1+l > 1+i > 1+i
n n X n+1 n+1

Sugerencia: leerla desde el centro hacia afuera
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de donde, por caracter transitivo, obtenemos la siguiente expresion que
nos permitira usar la propiedad del sandwich (teorema de intercalacion):

n+l X n
(1+1j >(1+1) >(1+—1 j =
n X n+1

n n+l %
|im(1+ij :Iim{(1+ij } e N
=" n+1 o n+1 :>Iim(1+—j =e

n+l n n—oo X
Iim[1+£j =Iim(1+1j (1+£):e
n—o0 n n—oo n n

. . 1Y
Pero como X>N=5Sin —>w=X—>4+0= lim (1+— =e

X—>+00 X

Ya lo probamos para los positivos, falta hacerlo para los negativos.

Para resolverlo, a fin de aprovechar la demostracion anterior, plantearemos un
cambio de variables.

) X — —o0
lim (1+1] = proponemos X=—(r+)=r=—(x+) =+ U
X I — 400

—(r+1) —(r+1) r+1
—lim | 14— Cim [ A T i ()
r—+o _(r +1) r—>-+o0 r+1 r—+o r

= [im (1+£] (1+£]=e
r—-+oo r r

Con lo que qued6 demostrado.

n

. e
2. Calcule lim—

nN—oo n

Solucion

n—oo n n—oo n

n
et e" . e ]
lim—= Ilm(n —J =lim = +oo donde se uso6 un resultado ya probado
n—oo Q/ﬁ
—e>1

anteriormente que es lim¥n =1

n—o
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X
3. Calcule los siguientes limites, usando, si fuera preciso lim (1+ i] =e:

X—>00 X
(2x-1 Y - (4x-3)"
a) lim| —— b) lim
x>+ 3X° + 2 x—+0\ 2X +5
1Y 3y2+5y-2)""
c¢) limcos X(l+—) d) Ejemplo lim %
x> X yoo| 3y +4
3x-1
e) Iim(§+éx_ij f) Ejemplo Iing(l+senz)”z
X—00 X_ 7>
. Int—Ina . a'-1
lim———,a>0 h) lim ,aeR" {1
g) t—a t—a ) x>0 X { }
5Xx 42X 1Ux
i) IimL 7) Iim(cos\/;)
x—0 X x—0"
Inx3
K) lim | 14— 1) Iirrgsenhx
X—>+00 5In= X—> X
X
Solucién
ox—1 ¥ oy —1 XZ(E_L) g_i Sugerencia:
— X — 2 2 Cliestidnece <
a) lim [ =2 Como lim -2== = Jim —X X" _ |jm XX _g Cuestionese s
x—>+0| 3x2 42 x>+0 32 42 xoke X2(3+£ X—>+a0 3+£ siempre es vdlida la
X2 X propiedad usada en

este gjercicio.

2+—
y el exponente lim (2+1]: 2= lim (ﬂj "207=0

X—>+0 X X—>+00 3)(2 +2
3
_3\¥ _ x(4--)
b) lim 4x-3 Eneste caso lim 4x-3 =lim X__ 2 elexponente
x—>+0\ 2X 4+ 5 x>0 QX + 5 xow X(2+—)

3x
tiende a +o0, de donde lim (4)(_3) = oo
x>0\ 2X+5
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X—>00 X X2 X

C) Iimco{x(1+lj } Por un lado tenemos que Iim(l+lj —e=

= lim X(“%jx == Alim cos[x(lJrle]

X—>00 X—>00 X

2y-3 y° (3+ > 2)
2 _ Y= 2 _ 2
d) Iim(Mj Note que lim 3y"+5y-2 =lim y Y/ _

—>00 2 —>0 2 —0©
y 3y? +4 yor Y44y yz(3+42j
y
3+§—£2
= Iimy—4y=1 y el exponente tiende a oo, de donde estamos en presencia
y—o 3+72
y

de una indeterminacion del tipo (—1)~", al igual que el limite que nos da el
namero e; por tanto, intentaremos trabajar con la base para que resulte semejante
a la expresion que conduce al nimero e:

2 o\ ) ~ 2y-3 ) g
.im(wj :|im[1+3y +5y 2_1J =Iim[1+3y +5y—2-3y 4} _

/ yoe 3y’ +4 l y—e 3y’ +4

sumamos Y restamos uno comun denominador

5y—6
3y2+4

3y2+4 (2y-3)

_g _ 5y-6
him[ 1+ 2220 i [ 220
yo® 3y“+4 Yo% 3y“+4

.1 5y-6 . 3y°+4
Si —=—— necesitamos como exponente a X=————, entonces
X 3y“+4 5y-6
multiplicamos y dividimos convenientemente el exponente original.
De esta manera tenemos:
2 3 6
5y—6 B 5y —6 ' @-)6-0) 25 10
|im[1+3 : 4} =enlim(2y-3) 22— = lim y Z y =5 =3
X—»00 + X—0 + X—0
y y y*(3+ ?)

y—©

3y2 +5y - 2)2” .3

Por lo tanto lim >
3y°+4
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(3 2x-5\** _ 2x-5 2 . (3 2x-5
e) lim| =+ Como lim =—=lim/=+ =1, nuevamente
x>x( 5 Bx—4 x>eBx—4 5 ~xo=\5 5x—4

. o, : © . 2
estamos en una indeterminacion del tipo (— 1)~ . Si sumamos y restamos c
dentro del paréntesis:

(3 2x=5Y" . (2 3 2x-5 2\ 5(2x—5)—2(5x—4) "
liml =+ =lim| =+=+ —-— =lim| 1+ =
x>2\ 5 5x—4 x5 5 bx—4 5 x—>20 5(5x—4)

. 10x—25-10x+8 )" . 2548 17
=lim| 1+ =lim|1+— =lim/1+——— =

17(3x-1)

_17 56x-4) 5(5x-4)
=lim||1+—— | ¥ veamos a cuanto tiende la expresion
x> 5(5x—4)

dentro del corchete y luego su exponente:

lim

X—>»00

“17 V52 _ 17(3x-1) -173 51
It —— = A lim = =—=
5(5x—4) > 5(5x—4) , 55 25

resuelto con las técnicas ya vistas

3x-1 51
. (3 2x-5 %
De esta manera nos queda entonces lim| —+ =e

x>x\ 5 5X—4

1 w
f) Iing(1+tgz) * nuevamente estamosen(—>1)" :

1 1 oz

Iziir(](1+tgz)Z =!i%rr01o[(1+tgz)‘gZ }Z =e

1

tgz

porque lim(1+tgz)® =e A lim—=1
z—0 -0 7
. _Int-Ina . . . >0
g) lim————,a >0 Note que es una indeterminacion del tipo ——. Inten-
tba t-a -0

taremos resolverlo efectuando, en primer lugar, un cambio de variables: w = t-a
tendremos que ¢ = a + w de modo que cuando t tiende a a, w tiende a 0. Asi el
ejemplo queda:
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. Int—Ina . In(a+w)—-Iha . 1 a+w .. w
lim =lim =lim=In =limin|1+— | =
ta t—a w—0 W l w—0 \W/ a w—0

por propiedades de los logaritmos

a _1
w a

1
=limIn (1+ﬂj =Ine® :l,dondese utilizo la propiedad 11 de limite.
W—> a a

.a'-1 : . .
h) IIrrg ,ae R*— {1} Observe que es una indeterminacion del tipo _)—8 .
=0 X -

Intentaremos resolverlo efectuando, en primer lugar, un cambio de variables:

r=a‘-1 si x—0=r — 0, ademas deberemos despejar la x; veamos como
queda:

In@+r
a*=l+r=xlna=In(l+r)= x :g y con esto reemplazamos en el
ejercicio:
lim@ =L jim —lim-—8___jim 1N s
=0 ¥ B r—0 |n(1+ r) B r—0 |n(1+ r) B r—0 % -
Ina r InL+r)

5% —2X
.o €7 —e L . >0 .
i) lim———— En este ejercicio (del tlpo—o) intentaremos que se parezca
X -

x—0

al anterior, pero para ello necesitamos conseguir un 1 en el lugar de la funcion
exponencial de exponente negativo, por esa razon sacamos factor comun:

e5X

5 2 e_zx[—l} 7
.oe—e -2x . e
lim =lim € =lime?*lim =

x—0 X x—0 X x—0 x—0 X

el primer limite da 1 y en el segundo procedemos como en ejercicio anterior,

haciendo una sustitucion:
XxX—>0

v=e"-1=e” =1+v=T7x=In(l+V) =X =%In(1+ v) demodoquesi s U

de donde el ejercicio queda: v—>0
7x
. — . v . 7 . 7
=lim =lim =lim =lim =7
x—0 X v—0 1 v—0 1

v—0 1 =
?In(1+v) ;In(1+v) In(L+v)"
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1
X . . . ., . 0
j) lim (cos Jx ) Estamos en presencia de unalmdetermlnauon deltipo(—>1)~ ,
x—0" 1
intentaremos llevarlo a la forma de lim(1+t)" =e. Para ello procedemos asi:
t—0

1
1 1

XILrQ(cosﬁ)x = Iim(l+cos\/§—1)X =Xliﬁrgl(l—(l—cos,x/;))X = lim (1—25en2 &JX

x—0" x—0"

-G sen
= lim [1—25en2%J

x—0"

debemos calcular el limite de la expresion dentro del corchete y el de su exponente:

1. 2Vx

—ESEH 2
Iim(l—ZsenZ%] =e si t:—23en2&

— Y para el exponente
x—>0" 2

Zsenzﬂ Esen—x Esen—x 11 senﬂ senﬂ 1
im—2 =2lim2.—2 2 2 _9° “|jm—2 2 _
x—0" X x—0" l\/; l\/; Z 2 x—0* 1\/; 1\/; 2

2 2 2 2
senﬂ
dado que Iirgl T =1, reemplazando tendremos:
X—>! X
2
ZsenZ&
_ 2
~ L X X
2 2 1
= lim [1—23en2ﬂj =e?
x—0" 2
Inx® .
3Inx -5Inx |5
K lim | 14— —lim 14—~ ~lim |[1-—2 —e s
X—>+00 1 X—>+00 —5Inx x>+ 5Inx
5In;
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X

. senhx . 1. e‘—e
1) lim —lim—2 = lim
x=>0 X x—0 X 2 x>0 X

y a partir de aqui el ejercicio presenta

el mismo nivel de dificultad que planteamos en esta misma tanda de resueltos,
si no lo recuerda repase el 3-1); inténtelo Ud. siguiendo las indicaciones dadas,
senhx

X

=1

debe probar que Iirrg

10. ASINTOTAS DE UNA FUNCION

El estudio de las funciones representa un argumento muy importante en los
fendmenos fisicos aplicados a la ingenieria.

Se considera la funcion f(X)=2ch(x)=€* +€7*, Se sabe que: lime™ =0y
lime* =0 o

X—>—00
El denominado comportamiento asintético por la derecha es €%, respectivamente
por la izquierda e™*

y)

\/

\]

Figura 51. Asintotas

La funcion f (x) = 2cosh(x), tiene dos asintotas funcionales no lineales.

13. Definicion
Sea f (x) unafuncion definida en el intervalo [a, +oo) o respectivamente (— 00, a],
tal que:

i f(xX)=g(x)+h(x), que satisface:

ii. lim h(x)=0, o respectivamente:

X—>+0

iii. lim h(x) = 0.

X—>—00

Entonces se dice que, para x — +oo (respectivamente: X — —oo), lacurva y = g(Xx)
es una curva asintotica, o simplemente una asintota para la curva y = f (x).



CAPITULO 2B LIMITE DE FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL

Por ejemplo, Ia funcién f (x) = 23
or ¢jemplo, la Tuncion X2 +3

, definida en todo el eje real, se puede

4
2X +3:2x2—6+

expresar como: f(x) =
x?+3 x?+3

polinomios) con:

(verifiquelo dividiendo los

21 =0 , lim 21

——=0.
x>—0 X +3

lim —
X—>+0 X +3

La curva de ecuacion: y = 2x° —6, es una asintota parabolica para la funcion
2x* +3

racional f(x)= .
() x?+3

De particular importancia es el caso en el que la curva y= f(x) presenta
asintotas lineales. En tal caso se tiene:

f(x) = (mx-+b) +h(x) con lim h(x)=0,

La recta y=mx+b es una asintota para x — +oo (asintota lineal derecha) si
h(x) - 0 para x — +oo 0esunaasintota para X — —oo (asintota lineal izquierda)
si h(x) >0 para X —» —o.

. . P(x) .. .
Teorema: Toda funcion racional y =——= tiene asintota.
Intente hacer una demostracion. Q(x)

Cuando y = f(x) no es una funcidn racional, la situacion se complica al tratar
de hacer la descomposicion f (x) = g(x) + h(x) con las condiciones dadas en la
definicion inicial, pero existe un criterio para la busqueda de asintotas lineales
para la funcion y = f (x).

10.1. Asintota horizontal

Sea lim f(x) =L, (respectivamente lim f(x)=L)con LeR

X—>+00

La curva y = f(x) admite una asintota horizontal derecha (o izquierda)
de ecuacion y =L, porque f(x)=L+(f(x)-L) con lim(f(x)~L)=0 (0
Iirp(f(x)—L):O).

159
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EJEMPLOS

a. Lafuncion y = \/x2 +2X+6 - \/x2 + 3Xx + 8, tiene asintota horizontal derecha:
y =—+ Yy asintota horizontal izquierda: y = 1. jVerifiquelo!

—X

by =th(x)= = —° lim th (x) =1 lim th (x) = -1

e + e X—>+00

Larecta y =1 es una asintota horizontal derecha.
Larecta y =—1 es una asintota horizontal izquierda.

10.2. Asintota oblicua

Sea I|m f(X)=+0 y hmM_mcon meR (0 para X > —x©).

X—>+00 X
La curva y = f(x) tiene una asintota oblicua derecha y dicha asintota tiene
por ecuacion: Y =mx+b, donde b = lim(f (x) —mx).

En efecto, si lacurva y = f(x) admite asintota derecha, ésta tiene por ecuacion:
y=mx+b ysetiene f(x)=(mx+b)+h(x) con limh(x) =0.

Por lo tanto, resultam:m+9+ h() y calculando el limite: lim —= h() =0
X X X X—>+00 X
Es, por tanto: | lim ——= F(x) =m
X—>+0 X

Por otra parte, b = f (x) — mx—h(x) y como limh(x) =0, se tiene:
b = lim(f (x) — mx)

Procedimiento analogo para X — —o0, y Se obtiene una asintota oblicua izquierda.

10.3. Asintota vertical

Para determinar si una funcion admite asintotas verticales, es preciso rescatar
aquellos valores de la variable independiente para los cuales la funcion no esta
acotada. Es usual que para determinar las asintotas de una funcion cuya férmula

9(x)
h(x) '

ellos existe posibilidad de que f presente un comportamiento asintotico con res-
pecto a la recta vertical x = X, siendo x, un cero de 4. (;Por qué no siempre?)

esta dada por un cociente, es decir f (x) = , se busquen los ceros de 4. En
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14. Definicién

Si-lim f(x) = £oo, se dice que larecta X = X, es una asintota vertical derecha.

X—Xg

Si lim f(X) = oo, la recta X = X, es una asintota vertical izquierda.

X—>Xg
Si X =X, es una asintota vertical derecha e izquierda simultaneamente, se
dice que es una asintota vertical.

i y
1 o0

a i \ X
NG | T T
i\\ \ bem
i asintota horizontal

X=a
asintota vertical

Figura 52. Asintotas vertical y horizontal

4
A /

y

f9

v

S y=mx+b
Ve asintota oblicua

Figura 53. Asintota oblicua

Una funcién puede admitir infinitas asintotas verticales. Por ejemplo, f (x) = tgx

lim tgx=-o y lim tgx=+40 VneZ
2n+)z* (2n+l) 7~
> >

Las rectas: x = (%) +nz, NeZson asintotas verticales de y = tg x.
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14. Nota
Existen casos en los que la funcidn no se puede escribir como un cociente; ello no sig-
nifica que no existan asintotas verticales, como ocurre para la funcién f(x)=1Inx

cuyo dominio son los reales positivos, pero al calcular lim In X = —o0, de modo que
x—0"

presenta asintota vertical en X = Q™. En estos casos es adecuado buscar el dominio de
la funcicn, en los “bordes” y en los “puntos excluidos” hay posibilidades de encontrar
asintotas verticales y, si estd definida a tramos, en los puntos donde cambia su definicion.

Veamos el siguiente caso:

(1+—j si x<-1
f(x)= X = Domf=R - {0}
In|x| si x>-1Ax#0

> : 1" .
La funcion cumple que lim (1+— = +o0 y ademas limIn |X| = -, de modo
Xx—>-1" X X—>

que presenta dos asintotas verticales.
Consideremos otro caso:

1
ex si -1<x<5
1 .
X)=¢—— sI  5<x<7 = Domf=[-1;7]- {0, 5
909 =1 55T [-1; 7] {0, 5}
0 si x=7

Verifique que presenta 3 asintotas verticales, una lateral en 0, y otras dosen Sy 7.

EJEMPLO

y=+/x*-1. Lasrectas y=x y y=—xson las asintotas oblicuas derecha e
izquierda respectivamente.
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11. EJERCICIOS RESUELTOS

1 Halle las asintotas de las siguientes funciones:
2 Ay 1) 1
a)f(x)=M b)f(x):(x )Z c) f(x)=2"*
(x=2)(x+1) (x+1)

Solucién

Recordemos que

i. Existe asintota vertical en x =a< lim f (x) =0
X—a
ii. Existe asintota horizontal eny = k< lim f (x) =k
X—>00

Note que, si existen, como maximo puede haber dos asintotas horizontales.

(¢ Por qué?)
0
m=lim 0 # {

iii. Existe asintota oblicuaeny = mx+n < > X 0
n=lim[ f(x)—mx]#o
X—0
2 — a—
2) f(x)= 2X°—3x-2
(Xx=2)(x+1)

El dominio de la funcion es D, = R — {~1; 2} y el numerador tiene como raices
2y-— % veamos qué ocurre con las asintotas verticales:

1

2(x—2)(x+j 2(x+) 5
m 2) —lim 2) =2 s enx=2lafuncion no presenta asintota
-2 (Xx=2)(x+1) 2 x+1

vertical.

Analicemos ahora en x = —1:

1
2|X+—
1 1 : 2) _
2(Xx—=2)|x+= 2|x+= XI|[r11+ : =—0
lim > 12 = lim 12 —0={" X+1 = la funcion
(x=2)(x+1) X+ oyt
lim 2 = yoo
x->-1 X+1

tiene asintota vertical en x = —1.
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Es importante
destacar que no
pueden coexistir

una asintota
horizontal y una
oblicua “del mismo
lado” sPor qué?

(jrecuerde que

debe ser funcion!)

Dtro detalle
Importante es que
sim=0nose
puede inferir, con
ese Unico requisito,
que es una asintota
horizontal, como
oportunamente se
verd con funciones

X
como y= m
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Veamos qué ocurre con las horizontales:

) 3 2 5 3
2% —3x—-2 . 2¢-3x-2 . ClCTyT) . T
im——— =1im > = =lim——2—=
xam(X_Z)(X_{_l) x—m X5 —X—2 X—>00 XZ( _l 2) xawl_l_i

la funcion presenta una Unica asintota horizontal eny = 2.

No existe asintota oblicua, ya que como

f(X)

fX) >2=>—=>0 A f(X)-mx—>o SIi X—>©
X

Luego, la funcién dada tiene una asintota vertical en x = —1 y una horizontal
eny=2.

x—1)°
b) f(x)= ( ) El dominio de la funcion es D, = R — {~1}. Veamos las asintotas:

(x+1)°
3
3 T
im 71 < (x+) o _
lim > =00 , —> existe asintota vertical en x = —1.
XA)_]'(X'F].) ) (X_l)
lim > =—00
o (x+1)

Para la horizontal:

|mgii=mi%ngqmX{_aiﬂmiigiw

X—>00 2 o 2 X—>0 2 xow 2
(x+1) sz X? (1+1] (1+1)
X

Luego, no existen asintotas horizontales.

Veamos si hay oblicuas:
(x-1)°

2 3,3 1
(x+1) =Iimx3—3x2+3x—1_"m x X2 3

m=Ilim

X—>00 X—>00 3 2 _XA)OC N
X X®+2x% + X X3(1+2+12j
X
1
R
=lim =1

X0 2 1
I+ —+—
X X
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CAPITULO 2
; (X_1)3 . X3—3X2+3X—1—(X3+2X2+x)
n=Ilim —Z_X =lim - _
= (x+1) x> X2 +2x+1
2 2 1
X =331 -2 -x . BXP4+2x-1 X(_5+x_x2
T f+2x+1 ST zxel A 1) -
X* +2X+ X* +2X+ X2(1++2J
X X
_5+g_i2
=1lim 2X i‘ =-5= existe asintota oblicua y = x — 5.
X—>00 1+7+ g
X X

Luego, la funcion dada tiene una asintota vertical en x = —1 y una oblicua en
y=Xx-35.
2. Analice la validez de las siguientes proposiciones:

a)Si X =a esasintotade f = Af(a)
b)Si y=b esasintotade f = AceD, /f(c)=b

Solucién
Xx#0 i ]
y calculemos la asintota vertical:

1
a) Falsa. Tomemos f(x)=< X
5 x=0

lim f(x) = +o0
x>0 = x =0 es asintota vertical y existe f(0) =5

limf(x)=0wA lim £ (x) = —oo

x—0
x—0"

2
b) Falsa. Tomemos g(x):(1 ) , calculemos las horizontales:
—X

2
L 1+1)
=1 Debemos ver si existe c/g(c) = 1.

i e[l ) ”m(x
=

Iim(“—xj
x>0\ 1—X X—>0 X2 (1_ jz x»oo(_
X X

1Jr—czlv“—c=—1:>1+c=1—cv1+c=—1+c:>2c=0:c=0
absurdo

1-c 1-c

2
(1+cj TR
l1-c
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2

X
3. Determi by el dominio de f =
etermine a, by el dominio de f(x) 1 h

con asintota X — 2y =8

Solucién

Nos estan indicando que la funcién tiene asintota oblicua y = % x—4, de donde

. 1 .
debemos calcular m y n e igualarlas a 5 y —4 respectivamente.

X2 -2 2( 2) 2
2 _ X1--3 1-=
m=lim @b _jim X =2y X5~ lim —% EE SN
X—>00 X X—>00 X(ax+ b) X—>00 X2 (a+xj X—>00 a+; a 2

X—00

(x*-2 1 _2x*—4—ax’—bx . (2—a)x’-4-Dbx
n=Ilim —=x|=Ilim =lim =
ax+b 2 x>0 2(ax +hb) x>o  2(ax+h) /

peroa=2

4 p 4 b
a-px X7 LT b
=lim =lim 5 =lim b =——=-4=Db=16
o= 2(2X+b) X 2X£2+j X3 2(2+j 4

x* -2
Luego, para que f(x) = b

a=2yb=16.

con asintota x — 2y = 8 tiene que ocurrir que



CAPITULO

CONTINUIDAD DE UNA
FUNCION EN UN PUNTO

La continuidad de una funcion en un punto surge de la union de los conceptos
fundamentales de funcién y de limite tratados en los capitulos precedentes y
es el paso siguiente para el desarrollo de las herramientas matematicas bésicas
del calculo diferencial e integral.

Consideremos una ley fisica de la forma P = f (V), que relaciona los valores
de una variable independiente V (por ejemplo, el volumen de un gas) con una
variable dependiente P (por ejemplo, la presion). Al emplear dicha ley para
medir un valor V,, inevitablemente se comete un error que incide en el valor
de P correspondiente, que desde ya no es P, = f(V,) en forma exacta. ;De
que manera el valor medido de P se ve afectado por la medida de V? Si para
valores de V muy proximos a V, se obtienen valores muy diferentes de P, de
esta forma la ley f que relaciona V con P no tiene utilidad practica alguna.
Dado que los errores de medicién son inevitables y afectan completamente el
valor real de P,, es posible establecer una cota de error para P (dependera de
cada situacion en particular) a la que se la puede designar con £ (¢ > 0) y con
la que podra obtenerse una cota de error & (6 > 0). Asi, siempre que se mida
V, con un error menor que ¢, el valor obtenido de P distara del valor real P,
en menos que &, es decir:

|f(V)-f(V,)|<e siempre que [V -V,|<&.Cuando esta situacion puede
efectivizarse para cualquier cota de error £ > 0, se dice que la ley “f” es con-
tinua enV,. Naturalmente la cota de error ¢ dependera del & > 0 prefijado en
cada caso, y también de V.

Este fenomeno conduce a una definiciéon matematica de la continuidad de una
funcion en un punto.

Se considera una funcion definidaasi f :AcR >R (A#0)

A no tiene por qué coincidir con el dominio natural de la funcion f, ya que,
usualmente, se estudian las propiedades de la misma en un subconjunto de
su dominio natural. Por otra parte, la continuidad de una funcién no depende
solo de la ley que la define sino también del conjunto de valores de la variable
independiente que se considera.
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1. Definicion

Se dice que una funcién f: Ac R — R es continua en un punto a € A si y
s6lo si para cada nimero &€ >0 es posible encontrar un nimero 8 >0 (que,
en general, depende de & y de a) tal que para todo X € A con |X — a| <0 se
verifica que | f(x)—f (a)| < &. En forma equivalente, la funcién f es continua en
x =a € Domf siy sélosi le_rIal f(x) = f(a).

Cabe destacar el enorme protagonismo que tiene el conjunto A en esta defini-
cion. Solo seran considerados los valores de x que estan en A, no interesa lo que
sucede con la “ley” fuera de A.

También es relevante resaltar la similitud entre la definicion de limite de una
funcién en un punto analizada con anterioridad y la definicion recientemente
expuesta. La Unica diferencia consiste en que para que una funcion f tenga po-
sibilidades de ser continua en a, es necesario que esté definida en a.

De la definicion de continuidad y de las propiedades conocidas de limite surge
lo siguiente:

Si leig f(x)=f(a)= f(x)= f(a)+«(x), con IXi_rIala(x) =0. Por lo tanto,

f (x) — f(a)= a(x). Sitenemosen cuentaque Af = f(x)- f(a) =a(X)y Ax=Xx—a,
podemos reescribir la definicion diciendo que f es continuaenx =a € Domf siy

solo si lim Af" =0, esto es, si una funcion es continua en un punto, incrementos
Ax—0

infinitésimos en la variable independiente producen incrementos infinitésimos
en la funcion. Es decir, en ese punto la grafica de la funcion no presentara saltos,
interrupciones ni cambios bruscos.

Que una funcion sea continua en un punto implica la existencia de la imagen
de la funcion en x = a, la existencia del limite de la funcion cuando x tiende a a
y laigualdad de ambos valores. Si al menos una de estas tres condiciones no se
cumpliera, la funcién no seria continua en el punto y se introduce la siguiente
definicion:

2. Definicién
Si una funcién no es continua en un punto a se dice que es discontinua en dicho
punto.

Las discontinuidades pueden originarse por diferentes causas, las que permiten
establecer una clasificacion de discontinuidades que proporciona informacion
valiosa sobre las caracteristicas de la relacion funcional en estudio.
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1.

CLASIFICACION DE DISCONTINUIDADES

Existen dos tipos fundamentales de discontinuidad:

1

Se llama evitable o removible porque es posible redefinir la funcion f de forma
tal que f(a)= L. ¢Como hacerlo? Construyendo una nueva funcion f”, de-

Discontinuidad evitable o removible

Esta discontinuidad tiene lugar si existe el limite lim f(x) = L pero la
funcion no esta definida en x = a (A f(a)), o bien estando definida en

X = a, su imagen no coincide con el limite L ( f(a) = L)

A

y

f)

/”;\/

/ . X

Figura 54. Funcién con discontinuidad evitable en x = a

v

nominada prolongacion o extension continua de f, como sigue:

f*(x)z{f(x) sz: X#a
L Si xX=a
1. Nota

Esimportante recalcar que si A f (&), la funcion es autométicamente discontinua.
Por otra parte, se ha dicho que no interesa saber qué ocurre con la funcién fuera
de su dominio natural, y en ese caso a ¢ Domf . Pero sucede que el estudio del
limite de fen @ ¢ Domf ayuda a recolectar mas informacion valiosa sobre la grafica

L -1 .
de la funcién. Por ejemplo, si f(x) = ¢ +i stx>0 la funcion tiene
2 si x=0
dominio Ry —{1} ¢para qué valores de a serd adecuado analizar continuidad y
discontinuidad? Carece de sentido pensar en X = -1, porque no hay imagenes de
f alrededor de €él, con lo que no tendrd sentido hablar del limite. ;Y en x = 0? Este
esta en el dominio, con lo que es importante analizarlo. ;Y en x = 1? No pertenece
al dominio, pero a su alrededor es posible encontrar imagenes de la funcion, de

modo que nos aportard informacién importante sobre la misma.
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2. Discontinuidad no evitable

Esta discontinuidad surge a partir de la no existencia del limite de la
funcion en el punto a, es decir, 4 lim f(x), tenga 0 no imagen en ese

xX—a

punto. Ahora bien, la no existencia del limite puede estar ocasionada
por diferentes causas, las que permiten a su vez establecer una
subclasificacion dentro de este grupo de discontinuidades.

a. Discontinuidad no evitable con salto finito

Esta discontinuidad tiene lugar si los limites laterales lim f(x)=L"y
lim f(x) = L™ existen pero son diferentes. Por tanto, no existe el limite

defenx=a

En este caso es imposible redefinir la funcion f de tal formaque L™ = L~

A

y
f(x)
a R
t Xr
/-.

Figura s55. Funcién con discontinuidad no evitable con salto finitoen x = a

b. Discontinuidad no evitable con salto infinito

Esta discontinuidad tiene lugar si alguno de los limites laterales es + oo,

0 sea, si lim f(x) =400 0 lim f(x) =+co tenga 0 No imagen en ese
x—a* x—a

punto. Por tanto, no existe el limite finito defenx =a

En este caso también es imposible redefinir la funcion f.
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—~
=

D

Figura 56. Funcién con discontinuidad no evitable con salto infinito en x = a

c. Discontinuidad no evitable esencial

Este caso corresponde cuando la funcion esta definida en todo el entor-
no reducido de a pero no existen los limites laterales. Por ejemplo, la

., 1 . L .
funcién f(x) =sen [—j en a = 0 presenta una discontinuidad esencial.
X

Recuerde su grafico:

01 | [-d.4d dds ] | o1 x

Figura 57. Funcién con discontinuidad no evitable esencial

1.1. Continuidad lateral en un punto

Puede ocurrir que una funcion esté definida en un intervalo cerrado, por ejem-
plo en el [c, a] y nos interese analizar qué ocurre en a. En este caso, es posible
hablar de continuidad lateral.

En efecto, f (X) se dice continua por izquierdaen asiy sélosi lim f(x) = f(a);

x—a

analogamente, si la funcion estuviese definida en el [a, b], f(x) se dice continua
por derecha en asiy solo si lim f(x) = f(a).

xX—a
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EJEMPLO

La funciéon f(x) = VX esta definida para X > 0. De esta forma no es posible
mencionar la continuidad de f (X) por izquierdaen a =0, pero como lim Jx =0,
se concluye que f (x) es continua por derecha en 0. =0

2. PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES CONTINUAS EN UN PUNTO

1- Suma, producto y cociente
Sean fy g dos funciones continuasena,y « y # dos nimeros reales arbitrarios.
Entonces:

La funcion (of + Bg)(x) es continua en a.
La funcion (f.g)(x) es continua en a.

Si g(a) # 0 entonces la funcion (é}(x) es continua en a.

2- Continuidad de la funcion compuesta

Si f (x) es continua en a, y g(x) es continua en f(a), entonces (g o f)(x) es con-
tinua en a.

3. PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES CONTINUAS
EN INTERVALOS CERRADOS

Por su utilidad resulta muy interesante el estudio de algunas propiedades de
carécter global de las funciones continuas, es decir, propiedades que dependen
de la continuidad de una funcion en un intervalo. La caracteristica fundamental
de éstas es su sencilla interpretacion geométrica, lo que hace que parezcan
evidentes, aunque el lector podra comprobar que sus demostraciones no son
triviales. Algunas demostraciones las podra encontrar entre los ejercicios resueltos.
Previo al inicio del estudio de las propiedades es necesario dar las siguientes
definiciones:

3. Definicién.
Se dice que una funcién f (X) es continua en un intervalo abierto (a, b), si f () es
continua en cada uno de los puntos de este intervalo.

4. Definicién.
Se dice que una funcién f (X) es continua en un intervalo cerrado [a, b], si f (X) es
continua en (a, b), y ademas lim f(x)= f(a) y lim f(x) = f(b)

x—a* X—b~

De las propiedades enunciadas hasta aqui se concluye que las funciones polinémicas,
las exponenciales y las trigopnométricas senx y cosx son continuas en todo el
eje real. Las funciones racionales son continuas en sus dominios naturales.
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EJEMPLOS

xX*+2  si x<2
1. Se considera la funcion f(x)=<5 si x=2

X2+6 si x>2

y 4

Figura 58. Funcién con discontinuidad evitable en x = 2

Como cada tramo de la funcién corresponde a una funcién polinébmica que es
continua en todo namero real a, s6lo es necesario analizar la continuidad de f
en x = 2, en el que se produce el cambio de “férmula” de la funcidn.

lim (x* +2) =10

X—2~

lim (x*+6) =10

x—2"

= 3 Iin; f(x)=10= f(2)=5,
por lo tanto, f es discontinua evitable en a = 2

2. Encontrar el valor de A para el cual la funcion f(x) =

es continua en todo su dominio.

x2-2 si x<1
Ax—4 si x>1

Del mismo modo que en el ejemplo precedente, solo se analizara la continuidad
ena =1y por los mismos motivos fundamentados.

Para que f admita limite en a = 1, es preciso que existan los limites laterales y
que coincidan.

lim(x*-2)=-1

x—1"

: paraque exista ellimiteenl debe ser A—4=-1, A=3
lim(Ax-4)=A-4=1(1)
x—1"
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Propiedades

1. Conservacion del signo

Seaf: [a, b] — R una funcion continuaen (a,b) y x, € (a,b). Si f(x,) =0,
existe & >0 tal que en el entorno E(x,,0) las imagenes de la funcion f tienen
el mismo signo que f(X,)

2. Acotacion
Sea f: [a, b] - R una funcion continua en [a, b] y X, € (a,b), entonces existe
o >0 tal que f esta acotada en el entorno E(x,,9)

Un momento mds para pensar

Si una persona mide 168 cm y hace 13 afios media 135 cm, seguramente que en
algiin momento intermedio media con exactitud 147 cm.

Ahora bien, si una entrada en un boliche cuesta $ 20 y hace 6 afios costaba $ 15,
¢Es seguro que en algin momento ir al boliche costaba exactamente $ 17,997 No,
a ninglin empresario le viene bien cobrar $ 17,99 por la entrada. La diferencia esta
centrada en que la altura de una persona es una funcién continua del tiempo y
para pasar de 135 cm a 168 cm tiene que pasar por todos los valores intermedios,
pero el precio de las entradas a los boliches no varia de forma continua con el
tiempo y puede aumentar “de golpe” de $ 15 a $ 20. ;Le parece extrafio este hecho?

El grafico de una funcion continua en un intervalo f : [a, b] — R puede ser ima-
ginado como una curva continua, es decir, sin cortes, sin interrupciones ni
saltos; ademas, si el signo de f(a) es distinto del signo de f (b), el grafico de f
debe atravesar el eje x para pasar de un punto situado debajo de €l a otro que se
encuentra por encimay, por tanto, f debe anularse en algun punto entre a 'y b.
Esto es precisamente lo que afirma el conocido teorema que sigue.

3.1. Enunciado intuitivo del teorema de los ceros de Bolzano (1781-1848)

Toda funcion continua en un intervalo que toma valores positivos y negativos
se anula en algun punto del intervalo.

Lo primero que llama la atencién en este teorema es su evidencia. No esta de
mas, con referencia a este tema, recordar que, como decia Bertrand Russell?,
“en matematicas la evidencia es enemiga de la correccion”. Asi, el mérito de
Bolzano es haber llamado la atencion sobre la necesidad de demostrar muchas
proposiciones, aparentemente evidentes, que se refieren a las funciones continuas.

1 1872-1970, Fildsofo, matematico, pacifista y reformista social inglés. Premio Nébel de Literatura en

1950.
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Suele ser particularmente dificil demostrar matematicamente lo que la intuicion
presenta como evidente.

Existen consecuencias de este teorema que estan lejos de ser evidentes. Por
ejemplo: es posible probar, con la ayuda del teorema de Bolzano, que si se tienen
tres sélidos en el espacio (puede imaginarse tres cuerpos de diferentes tamafios),
es siempre posible encontrar un plano que los divida simultaneamente en partes
iguales (puede cortar los tres cuerpos exactamente por la mitad de un solo tajo).

Teorema de Bolzano
Si f es continua en el intervalo cerrado [a, b] y f(a).f(b) <0, entonces existe
algin x, € (a,b) / f(x,)=0

Este teorema otorga condiciones suficientes para la existencia de soluciones
de la ecuacion f(x) = 0. De hecho, si se elimina alguna de las hipdtesis, no se
puede predecir la existencia de soluciones de la ecuacién anterior, tal como se
muestra a continuacion:

EJEMPLOS

., X+1 si x>0 )
1. La funcion f(x)= . no es continua en cero, aunque
x=1 si x<0

f(-1)=-2<0yf(1) =2>0,noexiste x en el intervalo (-1, 1) en que
f(x)=0.

2. La funcion f(x)=x*-2 no verifica f(-2)./(2)<0 Yy sin embargo

existen dos raices —+/2 y V2 pertenecientes al intervalo (-2, 2).

El teorema de Bolzano es la base de distintos métodos del calculo numérico para
laresolucion aproximada de ecuaciones no lineales, de los que el mas simple es el
conocido como Método de Dicotomia o Biseccion, que se describe a continuacion:

3.2. Método de la biseccion

El teorema de Bolzano tiene una interesante aplicacion en la localizacion de las
raices de una ecuacion o ceros de una funcion continua. Consiste en lo siguiente:
mediante un barrido de intervalos se busca dos valores “a” y “b” para los que
las imagenes de la funcion tengan signos opuestos. Si se consigue encontrar
dos valores que cumplan la condicién anterior, por ejemplo f(@) < 0 y f(b) >
0, y, ademas, la funcion es continua en | = [a, b], queda garantizada, por el
teorema de Bolzano, la existencia en el intervalo (a, b) de al menos una raiz.
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. : . : a+b .
Si ahora se considera el punto medio del intervalo x == la funcion en ese

punto puede tomar el valor 0, en cuyo caso ya tendriamos localizada una raiz,

o bien en @+ D) toma un valor positivo o negativo. Si f (MJ <0, se observa

. a+b ., .
ahoraen el intervalo I, = [(—2) b] en el que la funcion es continua y en cuyos

extremos toma valores de signos opuestos. El teorema de Bolzano garantiza asi
la existencia de al menos una raiz en ese intervalo I, de longitud la mitad de la
longitud del intervalo inicial.

Si hubiese sido f [«"%b)J > 0 se hubiese considerado el intervalo | = [a, (@+b) ’2L b)]

Se repite el mismo proceso con el intervalo I, con lo que se van obteniendo
intervalos cada vez méas pequefios, dentro de los cuales se sabe que existe una
raiz. Es posible asi hallar el valor de esa raiz con la aproximacion deseada.

Se puede demostrar que si « es laraizreal de f (x) =0y x,esun valor aproximado
de la raiz mediante el método de la biseccion en la iteracion enésima, entonces
b-a

2n

|a—xn|£

El segundo miembro de esta desigualdad constituye una cota del error de trun-
camiento local del algoritmo; por lo tanto, si se desea lograr una aproximacion
de la raiz con error menor que & > 0, bastara identificar cual es el minimo n que

: a , . i :
verifica < &y de esta forma conocer el nimero de iteraciones necesarias

n

para lograr la precision solicitada.

3.3. Teorema de los valores intermedios de Darboux (1842-1917)

Sea f continua en el intervalo cerrado [a,b] y f(a)= f(b). Si Aes un valor
comprendido entre f (a) y f (b), entonces existe algun x, € (a,b) / f(x,)=1.
Tenga en cuenta que también este teorema otorga condiciones suficientes pero no

necesarias; de hecho existen funciones discontinuas que satisfacen la propiedad.
. ., 1 . .
Por ejemplo, la funcion f (x) = sen (—j en todo intervalo que contenga al origen,
X

toma todos los valores entre -1 y 1 aunque no es continua en cero.
Del teorema de los valores intermedios de Darboux se deduce el siguiente resultado:

3.4. Propiedades interesantes

a) Si f(x) es una funcién continua en el intervalo I, la imagen f(l) es tam-
bién un intervalo.
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Esta propiedad engloba los teoremas de Bolzano y de Darboux como
casos particulares. (¢Por qué?) Los tres son equivalentes entre si.

Como consecuencia de estos tres, surge el teorema de la continuidad de
la funcidn inversa.

b) Si f(x) es una funcién continua y biyectiva en un intervalo, la funcion

inversa f (x) es también continua.

Se sabe que la imagen, f (1), de un intervalo | por una funcién continua
es un intervalo. Cabe preguntarse ahora, ¢es f (1) un intervalo del mismo
tipo que 1? La respuesta esta en estos ejemplos:

Lf)=x"; f((-L1)= f([-1D)=[04
2. 1@ =1 (ON)=T1s+2) ; f{)) = 1]
3. f()=senx ; f((-z7))=[-11]

Por lo tanto, la imagen por una funcién continua de un intervalo abier-
to, o semiabierto, o de una semirrecta, puede ser un intervalo de dis-
tinto tipo. Faltaria considerar qué sucede con los intervalos cerrados
(y acotados), es decir, de la forma [a,b]. Observe que si f :[a,b] >R
es continua, para probar que f ([a,b]) es un intervalo cerrado y aco-
tado bastara probar que el conjunto f ([a,b]) tiene minimo y méaximo,
es decir que existirdn X, y X, € [a, b] tales que para todo x € [a,b] es
f(x)< f(x)< f(x,),yentoncessera f([a,b]=[f(x), f(x,)]

3.5. Mdximo y minimo absolutos o globales
Seaf:AcR—>R

5. Definiciones
a. Sedice que falcanza en X, un maximo global o absoluto si
Vx € Domf se cumple que f(x,) = f(x)
b. Sedice que falcanza en X, un minimo global o absoluto si
Vx € Domf se cumple que f(x,) < f(x)

Si recordamos las definiciones de extremos superior e inferior de un conjunto
de ntimeros reales dadas en el capitulo 1, vemos que con estas dos nuevas defi-
niciones estamos haciendo referencia, respectivamente, a los extremos superior
e inferior del conjunto imagen de f en un cierto intervalo.
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3.6. Teorema del mdximo y del minimo absolutos de Weierstrass (1815-1897)

Si f(x) escontinuaen un intervalo cerrado y acotado [a,b], entonces existen dos
puntos x, yx, < [a,b] tales que para todo x e [a,b] es f(x,) < f(x) < f(x,).
Los valores f(x,) y f(x,)son denominados, respectivamente, el minimo y el
méaximo absolutos o globales de la funcidn f en el intervalo [a,b].

4. EJERCICIOS RESUELTOS?

1. Si f(x)estalque 3 lim f(x) y 3 lim f(x) ¢Es continuaenx =a?

Justifique y ejemplifique.

Solucién

No, veamos un ejemplo:

.oXx .X
lim—=1lm-—=1=1
x—0" x| x=0" x X .
y= en x=0: = Alim—= = f no es continua
|x| .X . X x=0 |x|
lim — = lim —=-1
x—0" |_x| =07 —x
enx=0

2. Determine los puntos de continuidad de las siguientes funciones y
clasifique las discontinuidades.

a)y=e b)yz[x] c) yzsen% d)yzxsen%
X -1 * - six#3 1+2x si x<l1
e y=—"7"- Dy=94 3-x gy= .
x —=3x+2 ) 7-5x s1 x>1
0 six=3

Solucién

a) y=¢e* el dominio es el conjunto de los reales, por tanto VaeR
analicemos si cumple que

Jlime* =¢* _ _
x-a = lim f (x) = f(a) = fes continua para todo a real.
Hf (a) — ea X—a

2 Recuerde que es importante que usted intente resolver el problema acudiendo a los conceptos

tedricos todas las veces que lo considere necesario y solo mire la resolucion una vez finalizado
su razonamiento.
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a

. .1 . .y € . .
Si nos pidiesen probarlo por definicion para & = = tendriamos que considerar que

e e 3e?

et . el
et —g? <? si 0<|x—a|<5 de donde —?<ex—ea<—:>—<ex<

=

Aplicando logaritmos a—In2<x<a+In3-In2=-In2<x-a<In3-Ih2=

—In3—|n2<—|n2<x—a<In3—|n2<In3+|n2:>|x—a|<In3+|n2:ln6

de donde tomando 0 < & <Iné6, restaria verificar solo el limite.

b) y=[x] el dominio es el conjunto de los reales, pero presenta
discontinuidades en todos los enteros. Recordemos que la definicion de
parteenteranosdiceque YaeRsecumple n<a<n+1LneN=[a]=n,

-2 -2<x<-1
» i i -1 -1<x<0
por tanto, la funcion se podria expresar asi: y =[x]= 0 0<x<1
1 1<x<?2

de donde, si elegimos a € R - Z, facilmente podemos probar que cumple
la definicion de continuidad, hagdmoslo para a € (0;1), y con idéntico
criterio lo extendemos para los restantes valores de a:

lim [x]=0A Iim[x]:O:HLiLT;[x]:OA[a]:OVae(O;l):>

x—a~ x—a*

lim[x]=[a]=0

X—a
de donde la funcion resulta continua en ae R — Z. Veamos ahora qué
ocurre para los b eZ; probaremos, por ejemplo, que para b = 1 es

discontinua no evitable con salto finito:

lim [X] =0| como los limites laterales son finitos y distintos, tenemos
Xfl una discontinuidad no evitable con salto finito en b = 1;
lim [X] =1| de la misma manera ocurre en los restantes enteros.

x—1"

c) y:senz El dominio es R—{0}. Elijamos un valor cualquiera
X

aeR —{0} y veamos que cumple con la definicion de continuidad:

179
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. T T .

limsen—=sen— si a=#0

X—a -
X a = es continua Ya#0

f(a) —sen”
a

Analicemos qué ocurre en el origen:

. T . T
A limsen= A A lim sen— . . .
Xx—0" X X—0" X r = es discontinua no evitable

A1(0)

esencialenx =0

d y= xsen’Z El dominio es R —{O}, de la misma manera que hicimos en
X

los ejemplos anteriores, pruebe Ud. que es continua Va = 0.

Pero, ¢qué ocurre en el origen?

. T
Ilng X.sen—=0
0 X, = la funcion presenta una discontinuidad

acotada
At (0)

evitableenx=0

e) y—£
X2 —3x+2

Las raices del denominador son

—b++b?-4ac 3+.9-4.2 _{2

2a 2 1

=D, =R-{L2}

Analicemos en primer lugar en x = 1:

. X’ -1 (x=D(x+1) . x+1

lim— X =i XX XL g
x=1 X°—=3x+2 x> (X—l)(X—Z) x-1 X —2 — la funcion es
A ()

discontinua evitableenx =1

Veamos, en segundo lugar, qué ocurre en x = 2:
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f)

9)

im (x=1)(x+1) _lim x+1

-2 (X=1)(x—=2) x»2" x-2
im (x=1)(x+1) _lim X+1
-2 (X=1)(Xx—2) x»2 Xx-2
At (2)

= +00

la funcidn presenta una
= -0+ = discontinuidad no evitable
con salto infinito en X = 2

En los restantes puntos la funcion es continua por ser un cociente de
funciones lineales, con el denominador no nulo (revise los conceptos
del algebra de funciones continuas).

x®—27
y=9 3-X
0 si x=3

Si X#3

En este caso el dominio son los reales. Como la funcion esta definida a
tramos, en los puntos donde cambia la definicion existen posibilidades
de que se presenten discontinuidades; por tal razon, veamos qué pasa en
X=3:

Por un lado 3f (3) =0, veamos si existe el limite

3 _ 3_ a3 _ 2
lim X 27:“mx 3 :Iim(x 3)(x +3x+9):

—lim(x* +3x+9) =-27
x>3 33— x->3 3—X x—3 3—-Xx x—3

Como vemos, existen el limite y la imagen en x = 3, pero son distintos,
con lo que afirmamos que la funcién presenta una discontinuidad evita-
bleenx =3.

Para cualquier otro numero real, la funcién es un cociente de polino-
mios con denominador no nulo. Sabemos que los polinomios son fun-
ciones continuas en los reales y que el cociente de funciones continuas
también lo es, en tanto el denominador no se anule. Esto garantiza que

es continua si X #3

1+2x si x<1
f(x)= :
7-5x si x>1

El dominio es el conjunto R. La funcidon esta definida a tramos y en cada
tramo es una funcién lineal y, por ende, continua, de modo que podemos

confirmar su continuidad VX #1

Pero, ¢qué pasa en x = 1?
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Tiene imagen ya que f (1) = 1 + 2.1 = 3, analicemos la existencia del

limite:

lim1+2x) =3

>t = Alim f (x) , como los laterales son finitos y distintos,
lim(7-5x)=2 x-1

x—1"

la funciodn tiene una discontinuidad no evitable con salto finito en X = 1

3. ¢Para cuales de las siguientes funciones f (x) existe una funcion conti-
nua g(x) con dominio en reales, tales que g(x) = f(x) vx eD,?

a) f(x) =22 b) f(x) = 08X
x—2 X
c)f(X)={22_ T d)f(x)={x2 e
X st x>1 2x st x>1
Solucién

a) El dominio de la funcion es R—{2}, por lo que f presenta una discontinuidad
en x = 2. Calculemos el limite:

im > i 220D 0y g

X2 X—2 x—2 X—2 x—2

Es decir que f tiene una discontinuidad evitable enx =2. Si g(x) = f(x) Vx €Dy,
pero tiene que ser continua en x = 2, entonces g(2) = 4, con lo que

x’—-4 .

—— s1 x#2
gx)=9 x-2

4 si x=2

b) El dominio de la funcion es R —{0}, por lo que f presenta una discontinuidad
en x = 0. Calculemos el limite:

) X X X
2sen” — 25en— sen—
. l1-cosx . : 2 : . X
lim——————=1Iim =lim——~& . sen—=1im Jdimsen==0
x—0 X x—0 X x—0 X 2 x>0 X x—>0 2
A
2 -0
%,_/

-1
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De modo que f tiene una discontinuidad evitableenx=0.Si g(x) = f (x) Vx € D,
pero tiene que ser continua en x = 0, entonces g(0) = 0, con lo que

I-cosx .
— s1 x#0
gx)=1 x
0 si x=0
2—x si x<1 o N
Q) f(x¥)=1 , ] El dominio de la funcion es R—{1}, por lo que f
x st x>1

presenta una discontinuidad en x = 1. Calculemos el limite:

lim(2-x)=1

x—1

limx®=1

x—1

= 3lim f (x) =1

2—x si x<l1

De modo que g(x) =11 si x=1

x° si x>1

d) f(x)={x si x<l1

2x  s1 x>1

El dominio de la funcion es R—{1}, por lo que f presenta una discontinuidad en
x = 1. Calculemos el limite:

lim(2x) =2
i__)l 2 _q = Zflirq f(x) =1, por lo que no es posible definir g(x) continua
imx*° = x>

x—1"

en todos los reales con el requisito exigido.

4. Sea|f(x)|<2[x| VxeR.Pruebeque f escontinuaen el origen.
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Solucién

Como | f (x)| < 2|x| = —2|x| < f(x) <2|x|

lim(-2|x) =0

x—0

Usando la propiedad del sandwich: ™
I|rr3(2|x|) =0

= lim  (x) =0

Ademas | f (0)| < 2|0|=0= f(0)=0, con lo que se cumplen las condiciones de
continuidad en el origen.

5. Halle una funcién f(x) que sea discontinua en todos sus puntos pero

\f (x)\ sea continua Vx e R

Solucion

5si xe Q

_ =|f(x)|=5 WVvxeR
-5si xeR-Q

Tomemos f (x) :{

Como el conjunto de los racionales es denso y el de los irracionales también, la
funcién, cuyo dominio son los reales, es discontinua en todos sus puntos y al
ser las imé&genes nimeros opuestos, al aplicarle modulo nos queda una funcion

constante en su dominio que son los reales; por tanto, es continua en R.
1

6. Sea f(x)=2 "
Calcule lim )3 lim £(X) lim f(x); lim f(x)

x—0" X—>+00 X—>—0

(Es posible redefinir f (0) tal que f sea continua?

Solucién

_1
2) lim(3)=0= lim2 ¥ =1
X

X—>to0 X—>to0

1
lim(-1/x)=+0= lim2 * =+w

: : 1
Como < Nt = Alim2 *
lim(-1/x)=-0=lim2 * =0 x50

x—0" x—0"
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b) La funcion presenta en x = 0 una discontinuidad no evitable con salto in-
finito, de modo que no se puede redefinir f (0) para que resulte continua.

7. Para cuestionarse:
a) ¢ lim f (x) = f(a) =|f (x)| es discontinuaen x=a ?
X—a
b) ¢Si f y g sondiscontinuasen x =a = f + g esdiscontinua en a?

c) ¢Si f es continua en x = a, g esta acotada en el entorno de a y

A lim 9(x) = f.g es discontinua en x = a?

X—a

Solucion

a) No necesariamente. Por ejemplo, si definimos f (X) de modo que el limite sea
un nimero y la imagen su opuesto, tendremos una funcion discontinua evitable
en a, pero al tomarla en moédulo, resulta ser continua. Por ejemplo:

sl x#2

1
f(x)z{_l i x:2:>|f(x)|=1 VxeR

: : -Losi x#0 ~Losi x=20
b) Falso. Consideremos las funciones f(x)=4 * . A gx)=4 " . ,
0 si x=0 0 st x=0

ambas son discontinuasen x =0, sinembargo f(x)+g(x)=0 Vvxquees continua.

c) Falso. Consideremos por ejemplo:

f(X)=xnAg(x)= sen%/\zflxing g(x) A|g(x)| <1 sin embargo,

. T

lim x .sen—=0

x—0 _“;‘0 X
acotada

x+|x| x si x<0
8. Sean f(x)=——y gx)=y ,
2 x° st x>0

Estudie la continuidad de fog y go f
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Solucién

Es posible fundamentar la continuidad a partir de las propiedades del algebra de
funciones continuas, pero creemos que, en este caso, seria constructivo hallar
dichas funciones compuestas y luego analizar la continuidad:

X=X_0 si x<0

f(x)=1 2 y g(x):{;

si x<0

X+ X si x>0

— =X si x>0
2

0 si x<0

0 i <0
S g() :>f-=g(x)=102=0 si x=0

feg(x)=fg(x)] :{g(x) si g(x)=0

x* si x>0

Para los negativos es constante, por tanto es continua; para los positivos es po-
linbmica, de modo que también lo es; resta por analizar en x =0

im0=0A limx*=0=lim(fog) =0=(f- Q)
x—0~ x—0* x—0 () 0)
Por tanto, es continua en los reales.
f(x) si f(x)<0

gof(X)Zg[f(X)]:{fz(X) si f(x)>0

Pero f(x) nunca es negativa, vale 0 para los negativos y el cero, y vale x para los
positivos, de modo que resulta:

f(0 0 si x<0
o X) =
g x> si x>0

La continuidad debe fundamentarse como lo hicimos en la funcion compuesta
anterior.

9. Analice la continuidad de f(x)=goh(x) si

a) g(X)=Inx, h(x)=senx en x=% b) g(x):%, h(x)=x-3 en x=3
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Solucién

a) Si h(x) es continua en % yg(X loesenh (%), entonces g o h(x) sera
continua en % De modo que veamos si podemos aplicar esta propiedad:

. T

Paralah(x): limsenx =1=h(=

x—>Z 2

2

. T
) = es continua en 7

Para la funcion g(x): h(%)zsengzlx\Iirrl1lnx=0:h(1):> h es
continuaenx=1 ”

., . T
Por todo lo expuesto, la funcion goh(x) es continua en x = 3

b) g(x)zé ,h(x)=x-3 en x=3

Veamos si podemos emplear la propiedad. La funcién h es continua en x = 3 por
ser un polinomio, su imagen es h(3) = 0, pero la funcion g no existe en x = 0,
de modo que no puede resultar continua. Por no cumplirse las hipdtesis de la
propiedad, nada podemos afirmar de la compuesta, razon por la que deberemos
buscar otros fundamentos. Para ello nos preguntamos ¢ g oh(x) enx=3?Y la
respuesta es no, basandonos en lo ya dicho, por lo que la funcion compuesta no
es continua en x = 3.

X2+ X3
x?+1

10.a) Dada f(x)=
(o globales)?

en [1,5] ¢tiene maximo y minimo absolutos

b) Determine si f(x) = x* tiene maximo y minimo absolutos en los
siguientes intervalos: b-1) [0, 3] b-2) [-2, 1) b-3) (2, 5)

Solucién

Uno de los teoremas de Weierstrass, acerca de la continuidad dice: Si 'y = f(x)
es continua en el intervalo cerrado [a, b] entonces tiene médximo y minimo ab-
solutos en ese intervalo.

Es importante destacar que no nos dice dénde ni coémo obtenerlos, sélo afirma
gue existen.

X2+ x3
X2 +1

a) f(x)= en [1,5]
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La funcion es un cociente de polinomios (funcién racional), y recordemos que éstos
son continuos en los reales, ademas el denominador es distinto de cero, para todo
x real, por tanto el cociente es una funcion continua en R, de donde es continua en
cualquier subconjunto de los reales, en particular en [1, 5]. Al cumplir las hipétesis
de Weierstrass, confirmamos que tiene maximo y minimo absolutos.

b) Lafuncion f(x) = x> es continua, por ser polinémica.

b-1) el intervalo es cerrado, por tanto tiene maximo y minimo absolutos
en [0,3], de hecho, observando su grafico detectamos que el minimo
absoluto lo tiene en x = 0 y el maximo absoluto en x = 3, por ser una
funcién creciente, pero es atinado recordar que esto no se pide.

b-2) En este caso el intervalo no es cerrado, de modo que no es posible
afirmarlo a través de Weierstrass. Nosotros sabemos, por aiadidura, que
al ser creciente, el maximo absoluto estaria en x = 1 que no pertenece al
intervalo. Ademas, siendo f creciente su conjunto imagen es [-8,1); note
que si bien tiene minimo, no tiene maximo, ya que 1 es supremo pues
no pertenece al conjunto imagen.

b-3) Con idéntico criterio fundamentamos que no se cumple Weierstrass
por ser el intervalo abierto.

11. Para las siguientes funciones, definidas en el intervalo indicado y para el
valor k que se especifica, verifique el teorema del valor intermedio y halle los
puntos en cada caso:

a) f(x)=3x+5, xe [1,2] A k=10 b) f(x)=x-x*,xe [-2,2] A k=0

Solucion

El teorema del valor intermedio dice: Siy =f (x) es continua en el intervalo [a, b] y
f(@ <f(b) (0f (@) >Tf(b),ykunnumeroquecumplef(@ <k<f(b)(0f(@>k>f(b)
entonces 3c e (a,b)/ f(c) =k

a) f(x)=3x+5 xe[1,72] k=10
Como fesunafuncién lineal es continuaen el intervalo [1, 5], f (1) =8y f(2) =11, de
donde 8 <k < 11, luego se cumplen las hipétesis del teorema, por tal razén sabemos

que c existe y debemos buscarlo: 3c+5=10=3c=5=c= % yasil<c<5
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2. Nota
En ocasiones se pide demostrar que la funcién es continua en el intervalo cerrado.

i)vVc e (a,b):lim f(x)= f(c)
Para ello recuerde que deberd probar queii) lim f(x) = f (a)

ii) lim ()= f (b)

Hagémoslo con el ejemplo anterior, f(x) =3x+5, xe [1, 2]

Veamos que Vc¢ e (a,b): lim(3x+5) =3c+5 esto se debe probar por definicion

(si no lo recuerda, debe revisar el tema).
lim(3x+5)=8 A lim(3x+5)=11 ambos también probados por definicion.
- X—2"

x—1

b) f(x)=x-x* xe[-2,2] k=0

Nuevamente podemos fundamentar la continuidad, aludiendo a que es un polino-
mio, por otraparte f(-2)=-2-(-2)>=6, f(2)=2-2=-6= f(2)<0< f(-2)
con lo que vemos que cumple las hipotesis, por ende, cumple la tesis. Busquemos
entonces para qué valores la cumple:

dce (—2;2)/f(c) =c—c=0= c(1+c)(1-c)=0=¢, =0,c, =—l,c; =1

12. Sabiendo que la siguiente funcion cumple con el teorema de Bolzano en
[2, 4], halle la relacion que existe entre los coeficientes a y b:

x+1 si x<3

x> +ax+b si x>3

f(x)Z{

Solucion

El teorema de Bolzano dice: Siy = f (x) es una funcion continua en el intervalo

cerrado [a, b] y f (@) f (b) < 0 entonces 3c e(a, b)/ f(c) = 0.

En nuestro caso, la funcion est4 definida a tramos y cada uno de ellos es polino-

mio de modo que la funcion es continua para x > 3 y para x < 3; nos falta exigir

la continuidad en x = 3,
XIirgl (x+1) =4

lim(x* +ax+b)=9+3a+b

x—3*

:>Iirrs] f(x)=1f(3)=4=9+3a+b=3a+b=-5
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De esta manera garantizamos la continuidad. Ademas veamos los signos de las
iméagenes de lafuncionen2y 4.f(2)=3yf(@)=16+4a+bycomof(2)f(4) <0
entonces, al ser f(2) > 0 tiene que ocurrir que 16 + 4a+ b <0. Y como 3a+b=-5
tendremos que b =-5-3a, reemplazando en la inecuacion: 16 + 4a-5-3a<0
de donde 11 + a <0, por lo tanto a <-11. Nos falta saber como varia b, para ello
procedemos de la siguiente manera, a partir de como variaay su relacion con b:

a<-11—>-3a>33=>-5-3a>28=b>28
%/_/

=b

Por tanto, la relacion que deben cumplires 3a+b=-5cona<-11y b> 28

13.  Determine si son verdaderas o falsas las afirmaciones siguientes y justifique:

a) Si f es estrictamente creciente y continua en [a, b], entonces es
biyectiva en [a, b].

b) Si f esestrictamente crecientey continuaen[a,b]y f(a).f(b) <0=
existe un unico x, e (a,b) que cumple f(x,) =0

Solucion

a) Falsa. Podemos garantizar que es inyectiva pero no suryectiva (o sobreyectiva),
Por ejemplo g:[0;5] >R / g(x) = 2x es continua, estrictamente creciente, es
inyectiva pero no suryectiva ya que el conjunto imagen es [0, 10], por tanto no
es biyectiva.

b) Verdadera. Como es continua en [a, b] y f(a).f (b) <0, cumple las hipotesis
del teorema de Bolzano y, por tanto, existe al menos un x, e (a,b)/ f(x,) =0
y como f es estrictamente creciente y por tanto inyectiva en [a, b], entonces la
raiz x,es Unica.

14. Determine a,be R / f seacontinuaenay b.

2

2+X si X<a

f(x)={x° si a<x<b

a’x si x>b
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Solucién

Para que f sea continua en a, debe ser: lim f(x) = f(a) = lim f(x) = lim f (x),
P Xx—a x—a* X—a~
calculemos los limites laterales en a.

limv2+x* =~/2+2°
xoal =limf(x)=v2+a’=a’=f(a)=>a*'=2+a°=
|im_X2=a2 Xx—a

=a'-2-a’=0 si a®=u=u’-2-u=0 cuyas raices son a2 =u = -1, lo

que es absurdo (¢por qué?) ya?=u=2 = a, = V2 A a, = -2

Efectuamos el mismo analisisen x = b

lim x* =b?
b — f(b)=limf(x)=b?=a’h = b’ —a’h=0=b(b-a’) =0 =
lima®x=a’b x=>b

x—b*

=0
= { , paralos a hallados. Por tanto, tendremos cuatro soluciones posibles,
=a

2

asaber: a=v2Ab=0 0 a=-2 yb=0 o a:x/fyb:Z 0 a=-+/2

absurdo, ja<b!!!

yb=2

x?+a
X?+bx+c

a) Calcule a,b,c eR de modo que tenga una discontinuidad evitable en
x=1yunano evitableenx =2

15. Dada f(x) =

b) Halle el dominio de f

Solucién

2

X +a . . S
f (x) = ———— lafuncidn es un cociente de polinomios de modo que puede
x> +bx+c

presentar una discontinuidad evitable o no evitable con salto infinito. Para que la
discontinuidad sea evitable en x = 1, al calcular el limite se debe presentar una

indeterminacion del tipo _>—8 y al factorear numerador y denominador detectar
%

191



192

Célculo diferencial e integral en una variable real B2 Ejemplos y Ejercicios resueltos

que la multiplicidad de dicha raiz (x = 1, en este caso) para ambos debe ser la
misma, o bien, el numerador debe tenerla con multiplicidad de mayor grado que
el denominador. En cambio, para que presente un salto infinito en X = 2 puede
ocurrir que el numerador tienda a una constante no nula y el denominador a
cero, o bien el numerador debe tener la raiz con multiplicidad de menor grado
que el denominador.

Luego de este analisis, resolvamos el problema.

2 l+a=0=a=-1

“mx—+a seraun =9 s (1)
-1 X2 +hx+c —>0 1+b+c=0=b+c=-1

lim x?+a . |[4+a#x0=a=+-4 )
2 X2 1bX+C 4+2b+c=0=2b+c=-4

b+c=-1 ) )
De (1) y (2) tenemos 2b restando miembro a miembro: b = -3,
+C=—

dedondec=2cona=-1

16. Pruebe que siendo f:[a, b] — R una funcion continua 'y x, € (a,b) con
f (x,) > 0 entonces existe 6 > 0 tal que para todo x en el E(x,,o) se cumple

sg f(%,)=sg f(x)

Solucion

Observe que el texto del ejercicio se corresponde con uno de los teoremas o
propiedades enunciadas (¢cual?).
Como f es continua en el punto X, se cumple la definicion:

lim f(x) = f(X,) © Ve>035(¢) >0/|x—xo|<5:>|f(x)— f(x0)|<g

X=Xy

de donde podemos escribir que

—e<T(X)-f(X)<e= f(X)—€e< f(x)< f(x,)+&siendo f(x,)>0,sielegi-

(%)

mos ¢ = — obtendremos un cierto valor de 6 > 0, para el cual se cumplira

que si elegimos x en dicho entorno nos quedara que

f(%)— f(ZXO)< f(x)< f(x)+ f(zx") f(x) <f(x)<3 (2 ):>0< f (x)
Y es lo que queriamos demostrar.

17. Demuestre que si f es continua en el intervalo cerrado [a, b] y f (@) f (b) <O,
entonces 3ce(a,b)/ f(c)=0
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Solucién

Analicemos el caso en que f(@) < 0y f(b) > 0. Definamos al conjunto:
A={xe[a,b]/ f(x)<0}

Este es un conjunto no vacio, ya que al menos tiene un elemento, el a. Ademas
estd acotado superiormente, ya que f(b) > 0, con lo que es cota superior. Y si
tiene cotas superiores tiene supremo, llamemos c al supremo de A. De aqui
Vxe A:x<cac<b.Queremos discutir los distintos posibles valores de c.

Existen solo tres posibilidades respecto de cualquier real: es positivo, es negativo
0 es cero (conocida como propiedad de tricotomia). Discutamos las mismas:

Si f(c)> 0, por ser f continua y usando el teorema de conservacion del signo,
tenemos dos opciones: en (c— ;¢ + o) la funcion es positiva, lo que es absurdo
yaque c—o seria cota superior, lo que es imposible siendo ¢ el supremo, o bien
cuando ¢ = b, en (c-5;c¢) la funcién es positiva, lo que sigue siendo absurdo,
con el mismo argumento que antes. De donde f(c) jno puede ser positival

Si f(c) <0, por ser f continua y usando el teorema de conservacion del signo,
tenemos que c € A yqueen (c—J;c+ ) lafuncion es negativa, de donde ¢+ 6
estd en A, en cuyo caso no seria ¢ cota superior. De donde f(c) jno puede ser
negatival

Y si f(c) no puede ser positiva ni negativa, entonces, por la propiedad de tri-
cotomia, f(c)=0

18. Demuestre que si f es continua en el intervalo cerrado [a, b] y k es un real
que cumple f(a) < k < f(b), entonces Ic e (a,b)/ f(c) =k

Solucién

Definamos una funcion g(x) = f(X)—k  V¥xe[a,b], por ser una resta de dos
funciones continuas en el intervalo (no olvide justificar por qué) y

g(a)="f(@)-k<0

g(b) = f(b)—k >0}:> g9(a)g(b) <0
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De donde la funcion g cumple Bolzano, de modo que

dce(a,b)/g(c)=1f(c)-k=0= f(c)=k

Y esté probado.



LA DERIVADA

CAPITULO

1. INTRODUCCION HISTORICA A LA DERIVADA

Los problemas tipicos que dieron origen al
célculo infinitesimal comenzaron a plantearse
en la época clésica de Grecia (siglo Il a.C),
pero no se encontraron métodos sistematicos
de resolucion hasta 20 siglos después, en el
siglo XVII por obra de Newton (1642-1727)
y Leibniz (1646-1716).

En lo que se refiere a las derivadas, existen
dos conceptos de tipo geométrico: el proble-
ma de la tangente a una curva y el problema
de los extremos relativos, también llamados
maximosy minimos, que en su conjunto dieron
origen a lo que en la actualidad se conoce
como célculo diferencial.

El problema de la tangente a una curva fue
analizado y resuelto primeramente por Apo-
lonio (200 a.C.), quien investigd este tema,
particularmente interesado en las cénicas
(parébolas, hipérbolas, elipses).

En cuanto al problema de los extremos re-
lativos de una funcién, fue Pierre de Fermat
(1601-1665) quien en el afio 1629 expuso
un método muy ingenioso para hallar los
puntos en los cuales una funcién polinémica
de la formay = f (X) toma un valor maximo o
minimo, comparando el valor de f (X) en un
cierto punto, con el valor de f (x + E) en un
punto préximo. En general, estos dos valores
son distintos, pero, en una “cumbre” o en el
fondo de un “valle” de una curva lisa o suave la
diferencia es casi imperceptible. Por lo tanto,
para hallar los puntos que corresponden a
valores maximos o minimos de una funcidn,
Fermat calculé la diferencia entre f (x + E) y
f (), que serd tanto més pequefia cuanto més
cerca esté f (x + E) de f (X). A esta diferen-
cia, que mide el cambio que se produce en f

cuando la variable x cambia al valor x + E, la
dividié por esta cantidad E, y obtuvo de esta
forma una medida del cambio en f refativo a
E. Finalmente hizo E = 0 y este resultado le
permitié calcular las abscisas de los maximos
y minimos de la polinémica.

Aquiya se puede ver, en esencia, un proceso
que, con algunos ajustes posteriores, sera
llamado derivacién. No obstante haber sido
Fermat pionero en este tipo de calculos
tan ligados al céalculo diferencial, la historia
consagra a Newton y a Leibniz como los
inventores de la derivada y la integral.
Newton tardé mucho en dar a conocer sus
resultados los que, por otro lado, presentaba
en forma poco clara tanto por la notacién
como por el vocabulario empleado, refirién-
dose ala funcién como cantidades fluentesy
alo que hoy llamamos derivada como fluxién,
palabra que proviene del latin y que significa
derramar, fluir, pero que también es usada
en medicina donde tiene varias acepciones,
ninguna de ellas, por supuesto, ligadas al
célculo diferencial. Todo esto hacia que sus
resultados aparecieran plagados de frases
confusas, bastante incomprensibles para otro
que no fuera el inventor del método.

En el afio de 1669, Isaac Barrow (1630-1677)
recibié de su alumno Isaac Newton un folleto
que contenia el esbozo casi completo de lo que
es hoy el calculo diferencial e integral. Aquel
mismo afio, Barrow decidié que su alumno
sabia mucho més que él, y que tenia, por lo
tanto, mucho més derecho a la catedra de
matemaéticas con més merecimientos que el
propio Barrow: su titular. Con una generosidad
y un desinterés dificiles de igualar, Barrow
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cedié su catedra a Newton'. A los 40 afios, siendo pro-
fesor de mateméticas de Cambridge, Newton escribié
Principia Mathematica, tal vez el tratado cientifico de
mayor influencia jamas publicado. En él aplicé los concep-
tos del célculo para explorar el universo, incluyendo los
movimientos de la Tierra, la Lunay los planetas alrededor
del Sol. Se dice que un estudiante que lo observé pasar
expreso: “ahiva el hombre que escribié un libro que ni él
ni los demés comprenden”.

Leibniz, comparte con Isaac Newton el crédito del des-
cubrimiento del calculo. Fue el primero en publicar los

1 Este deberia ser el suefio de todo docente: al retirarse
poder dejarle la catedra a sus alumnos, para lo cual no es
necesario que los alumnos posean el genio de Newton (ya que

Célculo diferencial e integral en una variable real E ntroduccion al concepto de derivada

mismos resultados que Newton descubriera diez afios
antes. La historia ha dictaminado que Newton fue el
primero en concebir las principales ideas (1665-1666),
pero que Leibniz las descubrié independientemente
durante los afios de 1673-1676.

Leibniz fue quizé el mayor creador de simbolos matema-
ticos. A él se deben los nombres del célculo diferencial y

el célculo integral, asi como los simbolos L yJ. parala
X

derivaday laintegral. Fue el primero en utilizar el término
“funcién” y el uso del simbolo “ = " para la igualdad.
Por esta razdn, debido a la superioridad del simbolismo,
el célculo se desarrollé con mucha mayor rapidez en
el continente europeo que en Inglaterra, de donde era

los profesores tampoco nos equiparamos a Barrow), sino en  oriundo Newton.
relacion a ser perseverante y estudiar en forma sistematica,

ordenada y permanente.

2. INTRODUCCION AL CONCEPTO DE DERIVADA

Es posible aproximarse a la defi-
nicion de derivada mediante dos A

caminos diferentes. Uno de ellos !
es geométrico (como pendiente de
una curva) y el otro es fisico (como
razén o tasa de cambio, del inglés
rate of change). Histéricamente ha .

existido una discusion entre mate-
maticos sobre cuél de las dos for-
mas ilustra mejor el concepto de
derivada y cudl de ellas es la méas
atil. En este libro daremos ambos
enfoques. Nuestro énfasis estara en
el uso de la derivada como herra-
mienta.

La tangencialidad es un concepto que de algun modo todas las personas com-
prenden. Se la asocia a la recta que mantiene un contacto superficial, se refiere
a lo que “se toca lo menos posible”. Y asi es en matematicas. La tangente a una
curva es la recta que mas se parece a la curva pegandose a ella, de tal forma
que para conocer la curva bastard con estudiar sus tangentes. Y, cosa notable,
ide paso se podran calcular las areas que encierran...!

y >

[V 38 WD

Figura 59. Razén de cambio

Las tangentes se
obtienen en célculo,
trazando secantes
y aproximando

el punto al de
tangencia.

2.1. El concepto fisico de la derivada

Esta forma de abordaje del concepto de derivada fue empleado por Newton en el
desarrollo de su Mecénica Clasica. La idea principal es el concepto de velocidad
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y aceleracion. Si una particula se estd moviendo a lo largo de una recta desde
un punto A a otro B, ;cuél es la velocidad media durante el viaje? Esta dada por:

distancia desde A hasta B
tiempo transcurrido desde A hasta B

Velocidad media =

Si se asume que Ay B son muy cercanos, es decir, la distancia entre ellos es muy
pequefia, el cociente anterior se denomina rapidez o mddulo* de la velocidad
instantanea o velocidad numérica. Naturalmente, si la distancia entre Ay B es
muy pequefia, entonces el tiempo que insume el viaje desde A hasta B también
es muy pequerio. Si el tiempo transcurrido para llegar desde A hasta B lo desig-
namos como At, entonces si la particula parte de A en el instante t = a, llega a
B enelinstante t = a+ At

Si designamos con As la distancia entre A y B, entonces la velocidad media es:

Velocidad media = As
At

La velocidad instantanea en A se obtiene a medida que At sea cada vez mas pe-
quefo. Aqui, naturalmente, es necesario recurrir al concepto de limite. En efecto,

Velocidad instantanea (en A) =lim as

At—0 At
Si f(t) describe la posicion en el tiempo t, entonces As = f(a+ At)— f(a)
En este caso, resulta:

f(a+At)- f(a)
At

Velocidad instantanea (en A) = IAitm0

EJEMPLO

Consideremos un movimiento rectilineo cuya ecuacion? que describe la relacion
espacio-tiempo sea f (t) =t?. La velocidad instantanea en t = a esta dada por:

2 2 2
im J@+tay-f@) . (@+A) -a” . 28At+AC . (2a+At) =2a
At—0 At At—0 At At—0 At At—0

Asi se concluye que la velocidad instantaneaen t =a es 2a

1 Debe tenerse presente que la velocidad es una magnitud vectorial, por ello toda vez que hagamos
referencia a la velocidad se tratara del modulo del vector velocidad (velocidad numérica o rapidez),
aunque no lo establezcamos explicitamente, 1o que, por otro lado, no es necesario si se trata de
movimientos rectilineos, a menos que se desee explicitar el sentido en que se desplaza el maévil en su
trayectoria rectilinea.

2 En Fisica se la denomina ecuacion horaria.
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Parece intuitivo que, en cada instante, la particula se mueve con una determinada
velocidad instantanea. Pero, en el lenguaje corriente, cuando se habla de veloci-
dad se trata en realidad de una velocidad media; la tinica definicion razonable de
velocidad instantanea es vinculada a la razon de cambio puntual. Es importante
advertir que la velocidad instantanea es un concepto teorico, y una abstraccion,
gue no corresponde exactamente a ninguna cantidad observable. No obstante,
en situaciones préacticas reales, concretas, la velocidad instantanea es la que nos
informa el velocimetro del movil.

Este concepto de velocidad instantanea puede ser extendido a situaciones que
requieran la determinacion de la razén de cambio (rate of change) de alguna
variable con respecto a otra. Por ejemplo, el volumen de un gas depende de la
temperatura del mismo. Asi, en ese caso, las variables son V (para volumen)
como funcion de T (para temperatura).

En general, si se tiene que y = f(X), entonces la razon de cambio promedio de
y con respecto a x desde x =a hasta x =a+ Ax, donde Ax =0, es:

Ay f(a+Ax)-f(a)

Razén o velocidad media = —=
AX AX

Yy, como antes, la razon de cambio instantanea de y con respectoaxen x = a, es

Velocidad instantanea (en x=a) = AIimo% =lim fa+ AAX) — (@)
x—0 AX X— X

1. Nota

Con el objeto de abreviar la escritura de “velocidad instantanea” mientras se rea-
lizan los célculos, es preciso asumir una nomenclatura. Si se escribe dx para AX
pequefio, entonces se utilizard la notacién

Velocidad instantanea (en x=a) = g—y(a)
X

Esta es la notacién introducida por Leibniz y Newton, considerados, como dijéramos
anteriormente, los creadores del calculo diferencial.

3. EL CONCEPTO GEOMETRICO DE LA DERIVADA
¢COMO DEFINIR LA RECTA TANGENTE?

En general, si se pregunta a varios individuos qué es la recta tangente a una
circunferencia, se obtendrian respuestas cargadas de ideas bastante claras al
respecto. La geometria elemental define la recta tangente en un punto de una
circunferencia como la recta perpendicular al radio que pasa por dicho punto.
Definir la recta tangente a una curva arbitraria es mas dificil y es preciso un
enfoque diferente. Si se intenta generalizar esa idea a otras curvas, aparecerian
ciertas cuestiones que dichas ideas no pueden resolver. Por ejemplo:
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¢ Es posible que una recta tangente corte a la curva mas de una vez?
¢Puede la recta tangente atravesar a la curva por el punto de tangencia?

y

(%o FX5))

f(x)
(X5 F0X,)

(% TN

X /// X / X
Figura 60. Recta tangente Figura 61. Recta tangente Figura 62. Recta tangente
que no cortaalacurva que cortaalacurva que atraviesa a la curva
Se considera una funcién dada por y = f(X) y su grafico. Se fija un punto sobre
el grafico, por ejemplo (X, f(X,)). Es natural analizar si dicho grafico admite en

dicho punto una recta que lo “roce”. Tal recta es usualmente denominada recta
tangente en el punto en cuestion.

09

Figura 63. Recta que “roza” a una curva en un punto

Es facil advertir que la recta tangente puede no existir, tema del que nos
ocuparemos mas adelante. Una forma de encontrar la recta tangente en x = X,
consiste en considerar puntos (x, (X)) sobre el grafico, donde X €s muy cercano a
X,- Entonces trazando la recta que une ambos puntos de abscisas X y X,, llamada
recta secante, resulta (Fig. 64):

A

y

x f09)

(o FO6)

Figura 64. Recta secante
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Tal como puede verse (Fig. 65), cuando x se acerca cada vez mas a x,, el limite
de las rectas secantes es la recta tangente al grafico de f en X,, donde la idea de
limite de rectas, se refiere al limite de sus pendientes (es decir, la sucesion de
las pendientes de las rectas secantes tiende a la pendiente de la recta tangente
al grafico de f en x = x,). Todas estas rectas pasan por el punto (x,, f(x,)), por
tanto, sus ecuaciones seran determinadas una vez halladas sus pendientes.
Las pendientes de las rectas secantes por los puntos (x,, f(x,) y (x, f(x)) (con

f(x)— f(x

X # X,) esta dada por m(x) = 0) denominado cociente incremental

X— X,
por tratarse del cociente entre dos cantidades que denotan, respectivamente, el
cambio (o incremento, con su signo positivo 0 negativo que denota aumento o
disminucién) que sufre la funcion, generado por el cambio en los valores de la

variable independiente.

A

y

___________ (Xol f (Xo))

Figura 65. Pendiente de la recta tangente

La recta tangente tendrd pendiente m, la que serd tanto mas proxima a m(x)
cuanto mas proximo esté x de x,. En términos de limites, resulta:

tga=m=lim m(x) = lim (X = (%)
X=X X—>Xg X_XO

Asi, la ecuacion de la recta tangente es y — f(X,) = m(x —X,)

2. Nota

Escribiendo sélo “m” para la pendiente de la recta tangente no muestra informacién
suficiente. Es preciso exhibir datos de la funcién f (x) y del punto X en la notacion.
La mds empleada esm =f’(x,).
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En este caso, la ecuacion de la recta tangente es y — f(x,) = f'(X,)(X—X,)
donde £'(x,) = lim X = ()

X=>Xo X=X,
En ciertas ocasiones es mas conveniente utilizar este limite cuando la variable
tiende a cero. Una forma de hacerlo es realizar una traslacion sobre el eje x. Asi,
si se establece que Ax =h =x-X,, entonces

f'(%,) = IimM: lim (% +h)—f(x) — lim f (% +A%) = f (%)

X—>Xo X=X, h—0 h Ax—0 AX

4. DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN PUNTO

1. Definicién

Sea f : D — R; D un conjunto abierto de nimeros reales y sea X, € D . Se llama
derivada de la funcion y = f(X) enel punto X = X,, y se representa por f'(X,),
al valor real del siguiente limite, si existe:

f'(xo) = lim Ay = lim f(XO +AX)_ f(XO) =lim f(XO +h)_ f(Xo) = lim f(X)_ f(Xo)

AX—0 AX  Ax—>0 AX h—0 h X=X, X=X,

Se define la recta tangente a la grafica de fen (X,, f(X,)) comolarecta que pasa
por (Xo, T(X,)) y tiene por pendiente f'(X,). Esto quiere decir que la tangente
en (X, f(X,)) solo existe si f es derivable en X,.

Observaciones

1. La derivada de una funcién en un punto es un nUmero que geometri-
camente representa la pendiente de la recta tangente al grafico de f en
dicho punto.

2. Seutilizantambién otras notaciones para laderivada de una funcion en un
df (x,) . df|  dy
dx " odx|,_, " dx

La segunda notacion fue introducida por Lagrange (1736-1813). Es
preciso tener cuidado de no confundir las cuatro Ultimas notaciones con un
cociente. No hace falta decir que las distintas partes de estas expresiones
carecen de todo significado cuando se consideran separadamente; las d
no son ndmeros, no pueden simplificarse, y la expresion completa nNo
es el cociente de otros dos numeros “df (x)” y “dx”, es posible y hasta

punto, tales como Df (x,) ; f'(X,) ;%f(xo) ;

X=Xo

) d . L .
comodo pensar que ™ juega como una maquina que deriva, se suele
X

decir que es un operador. Esta notacion, como ya ha sido comentado, se
debe a Leibniz y es llamada afectivamente notacion de Leibniz.



202

Piense en la funcion
derivada como

una ‘maquina de
buscar pendientes’
;de quiénes? de las
rectas tangentes al
gréficode f

Célculo diferencial e integral en una variable real B4 Significado de la derivada

3. Para que la derivada exista, la funcion debe estar definida en un entorno
del punto x,. Més adn, debe ser continua en x,.

4. Cuando el limite del cociente incremental es infinito se dice que la
funcién no es derivable o, abusando del lenguaje, que tiene derivada
infinita. Graficamente significa que la recta tangente en ese punto es
vertical.

5. No es sorprendente la cantidad de aplicaciones que encuentra el
concepto de derivada, si se tiene en cuenta la formacion historica de
este concepto. Por ejemplo:

- El célculo del angulo bajo el que se cortan dos curvas (Descartes)
- La construccion de telescopios (Galileo) y de relojes (Huygens, 1673)
- La bdsqueda de maximos y minimos de una funcion (Fermat, 1683)

- El estudio de la velocidad y la aceleracion de un movimiento (Galileo,
1638, y Newton, 1686)

- En astronomia, la verificacion de la Ley de Gravitacion (Kepler,
Newton)

6. No debe olvidarse que la derivada es un limite, aunque mas adelante
buscaremos reglas para calcular derivadas sin necesidad de calcular
dicho limite.

2. Definicion
Sea f :D < R— Runafuncion derivable en algin punto, y sea S el subconjunto
de puntos de D en los que f es derivable (naturalmente, puede ser S # D) La
funcién derivada de f se define haciendo corresponder a cada X € S el valor de
la derivada de f en el punto x.

. . fw-f _,

Esta funcion se suele anotar f':xe S — f'(x) =lim
W—>X W—X

5. SIGNIFICADO DE LA DERIVADA

Si la funcion definida por y = f(x) es derivable en Xx,, la derivada de f en x;
es un numero. Este nimero puede interpretarse de dos formas diferentes como:

1. Lapendiente de la recta tangente al grafico de f en x,.

2. Larazon de cambio instantdnea o velocidad de cambio de y respecto
de x.

La derivada como razon de cambio instantanea de la variable dependiente per-
mite interpretar muchos conceptos empleados en otros ambitos de la ciencia.
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En Mecanica, la velocidad instantanea de un mévil es la derivada del espacio
recorrido con respecto del tiempo. En electromagnetismo se define la intensidad
de corriente como la derivada de la carga eléctrica con respecto del tiempo. En
termodinamica se define el flujo calorifico como la derivada de la temperatura
respecto de la posicion. En Economia se define el costo marginal como la de-
rivada del costo total de la produccidn respecto del namero de unidades produ-
cidas y, en forma similar, el adjetivo marginal acompafiando a otras funciones
econdmicas (ingreso marginal, demanda marginal, etc.) se refiere a la derivada
de las funciones correspondientes.

Derivadas laterales
Si el limite del cociente incremental que define la derivada solamente se lo
considera por la derecha o por la izquierda, se obtienen derivadas laterales.

3. Definicién
Se llaman derivada por la derecha y derivada por la izquierda, respectivamente, a
los siguientes limites, si existen (nimeros reales):

f'(%5)= IimM= lim f(xo+h|3_ f(X,)

X—Xg X—X0 h—0*
f!(X(;):"m f(X)_f(X0)=|im f(X0+h)_f(XO)
X—Xg X=X, h—0~ h

No es posible derivar en los extremos del intervalo donde esta definida la funcioén
(¢por qué?). Pero si se dice que una funcion es derivable en los extremos de un
intervalo, la derivada a la que se hace referencia en estos casos es la derivada
por la derecha o por la izquierda segun se trate del extremo izquierdo o derecho
respectivamente.

De acuerdo con la relacion existente entre el limite y los limites laterales es
posible asegurar:

Teorema
Una funcién definida por y = f(X) es derivable en X, siy sélo si existen las
derivadas laterales y éstas coinciden entre si.
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5.1. Continuidad de las funciones derivables

No todas las funciones son derivables. Para que una funcion sea derivable en un
punto es necesario que sea continua en dicho punto.

Condicion necesaria para la derivabilidad de una funcion en un punto
Teorema

Si una funcion definida por y = f(X) es derivable en X,, entonces es continua
en X,.

Demostracion: en efecto, si f es derivable en x, se verifica

dim h=

lim [ £ (%, +h) = f (x)] = lim f(x°+hg_ T06) 1 — lim f(X°+hk)]‘ (%)

h—0

= f'(x,).0=0y, en consecuencia, Ihirrg f(x, +h) = f(x,), lo que muestra que

f es continua en X,.

Por tanto, segun el resultado anterior, las funciones discontinuas en x, no son
derivables en dicho punto. Sélo las funciones continuas tienen posibilidad de
ser derivables.

Ahora bien, la proposicién reciproca del teorema anterior es falsa ya que no todas
las funciones continuas son derivables.

Analicemos tres casos clasicos que presentan la no derivabilidad de una funcién
continua.

EJEMPLOS

1. Seaf:R—>R / f(x)=|x-1]. Es facil comprobar que esta funcién es
continuaen x, =1

Si se emplea la definicion de derivada para investigar si existe f'(1),
- X-1-0 |x-
f)-f@ _x=4-0_[x-4
x-1 x-1 x-1

analizarse segun x esté cercano a X, =1por izquierda o por derecha. En
efecto,

f)=tim SO )Yy D
x—1" Xx—=1 x»1m X=1 x»1r x-1

resultaque el cociente incremental
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oy tim 10T o ol x=1

x—1t X—-1 -1 X=1 x-o1 X—l_

En este caso, la funcion admite derivadas laterales f'(1") =1y
f'(17) = -1, pero no coinciden, por lo cual f no es derivable en x, =1

El grafico de la funcién f(x) = |x—1] presenta un “pico” o una “esquina”
(grafica continua pero “quebrada”) en X, =1. Dicho punto se denomina
punto anguloso.

2. Lafuncionf:R—>R / f(x)= 3x es continua pero no es derivable en

Xo =0
_ 3
£(0) = lim X =1O) _ i X jim L
x—0 X—0 x>0 X x—0 31X2

El limite es infinito, por lo que la derivada no existe.

yA
£ () =3x

Figura 66. Recta tangente vertical

En este caso el grafico presenta una recta tangente vertical en x, =0

3. Laf:R—>R [/ f(x)= \/N es continua pero no es derivableen x, =0

f'(07) = lim %;(OL Iim@: |im—ﬁ= lim —= = —o

x—=>0" X x—0" —X X—=07 4 /_X

x—0"
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N

=limX—=Ilim —=Ilim—==+w

fr(0+) = lim f(X)_ f(O)
Xx—=0 x—=0" X x—=0" X x—0" \/;

x—0"

f(0 =ix|

Figura 67. Punto cuspidal

Naturalmente, la funcion no es derivable en x, =0. Por la derecha la
pendiente tiende a + o y por la izquierdaa — .

La grafica presenta en X, =0 un punto cuspidal o de retroceso.

(x—1).sen 1 si x=1
4. Lafunciong:R —>R / g(x) = ' 1

0 si x=1

iRecuerde su grafico! Es continua en todo su dominio, pero en X, =1
no es derivable y ni siquiera admite derivadas laterales, pues:

1
900-9@) _ -y 1 )-o i s 1)
x-1

') =lim
g ( ) x—1 x—1 X—=1 x—1 X—=1
no existe 1
(recuerde también el grafico de la funcién y = sen (—J con x #1).
X —_

6. SIGNIFICADO GRAFICO DE LA DERIVADA: SUAVIDAD

Visualmente es posible decir que
* Una funcion es continua en un punto si su grafico puede construirse
pasando por el punto sin levantar el l1apiz del papel.
+ Una funcién es derivable en un punto si su grafico pasa suavemente por él.
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« ¢Pero qué se entiende por una curva suave? Mas adelante veremos una
definicion, ahora intentemos encontrar una nocion intuitiva del concepto
de suavidad. Imagine la grafica de la curva, trace mentalmente la recta
tangente en un punto y deslicela alrededor del punto, si esto se puede
hacer, la curva es suave.

El siguiente diagrama ayudara a conceptualizar las caracteristicas geo-
métricas de los graficos de las funciones derivables y no derivables en
un punto.

Continuas

Derivables

Discontinuas

Figura 68. Funciones derivables y no derivables

Una funcion no es derivable en:
* puntos angulosos
* puntos de tangente vertical
* puntos cuspidales o de retroceso
* puntos de discontinuidad

7. LA ECUACION DE LA RECTA NORMAL

Recordemos que dos rectas perpendiculares tienen pendientes reciprocas y cam-
biadas de signo. De modo que si conocemos la recta tangente en x, podremos
hallar una recta perpendicular a ella:

4. Definicion
Se llama recta normal a una curva en un punto P = (x,, (X)) a la perpendicular
a la recta tangente en dicho punto.
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La pendiente de la recta tangente coincide con la derivada de la funcion, y la de
larecta normal con su reciproca con signo contrario, es decir, si la recta tangente
estd dada por:

y- f(xo): f'(XO)(X—XO)
B 1
f'(%,)

entonces la recta normal serd y— f(x,) = (x—=X%,) si f'(x,)#0

\ e

-
[ T |

Figura 69. Recta normal

Pero piense cuél es la ecuacion de larectanormal si f'(x,) =0 obien f'(x,) > o«

8. FUNCION DERIVADA. REGLAS DE DERIVACION

El proceso por el cual se obtiene la derivada de una funcion en un punto se
denomina derivacidn. Si se aplica este proceso a todos los puntos de continuidad
del dominio de la funcién, se obtiene una nueva funcién tal que a cada x asocia la
derivada de fen x, y se ladenomina funcion derivada de f, o simplemente f'(x)
y su dominio esta formado por todos aquellos puntos en los que f es derivable,
los cuales deben estar incluidos en el dominio de f, ya que si f es derivable en
un conjunto de puntos es porgue seguro es continua en ellos.

Para obtener la férmula de la funcion derivada es suficiente emplear la definicion
de derivada en un punto genérico, tal como sigue:

f'(x)=lim

h—0

f(x+h)— f(x)
h

Por ejemplo, para obtener la funcion derivada de f (x) = x°, se aplica la definicién
de derivada, es decir:
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— 22 2 2 2 2
£(x) = lim FO+) =) _ iy X=X o xP+2xheh®—x® . 2xh+h”
—> h—0 h h—0 h h—0 h

:Ihlgg (2x+h) =2x

Inicialmente se puede obtener la derivada de una funcién determinando el limite
del cociente incremental correspondiente. Asi, es posible calcular la derivada de
algunas funciones elementales simples. A partir de esas derivadas y junto con
ciertas reglas de derivacion, se puede también calcular derivadas de funciones
mas complejas.

EJEMPLO

Dadaf:R—R / f(x)=x|x—2|, se desea obtener la funcion derivada de f.

Ante todo es necesario eliminar el valor absoluto empleando la definicion y
expresando la formula por tramos. En efecto,

2 -
—-2X Sl x=>2 .
f(x)=x|x-2|= _ con lo cual es posible calcular las
—X*+2x si x<2
derivadas de x> — 2x si x > 2y la de — x? + 2x si X < 2 usando la definiciéon como
hicimos anteriormente y obtendremos:

2X—2 Si X>2
f'(x) = .
—2X+2 Sl Xx<2

Pero, ¢qué ocurre en x = 2? La funcién f es continua en x = 2 (jCompruébelo!)
Ahora se analiza la derivabilidad en el punto x = 2, para ello se emplea la defi-

f(X) ()

nicion de derivada, es decir, f'(2)=Ilim . Para analizar este limite

X—2
es preciso calcular los limites laterales ya que Ia funcion en x = 2 cambia de
formula. Por consiguiente:
£1(2°) = lim f(x)-1(2) Iim -2x-0 _lim X(x—2) _

x—>2* X — x—2* X — x—2t X—2

£12°) = lim fF)-f(2) _ - —x*+2x-0 - -X(x=2) _

X—>2" X—2 X—2" X—2 x->2" X—=2

Como f'(27) = f'(27), lafuncién f no es derivable en x = 2, admite un punto
anguloso.
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9. CALCULO DE DERIVADAS

Operaciones algebraicas con funciones derivables

Sean D c R, D abierto,x e D, « € Ry f, g : D — R funciones derivables en x.
Entonces,

a. T +g esderivable enx, con derivada (f +g)(,y = f'(x)+g'(x)

b. a.f esderivable en x, con derivada (a. f )(,, = @.f'(X)

c.  f.g esderivable enx, conderivada (f.g)(,, = f '(X).g(X) + f(x).9'(x)

g'(x)
9%(x)

a

Si g(x) # 0, entonces 1 es derivable en x, con derivada (lj x) =—
g

f
Si g(x) # 0, entonces — es derivable en X, con derivada

!

(i} _ F().9(x) - f(x).9'(x)
(x) = 2
9 9°(x)

W

Laregla de derivacion de lasumay la del producto de una funcion por una cons-
tante pueden combinarse en una sola y extenderse a un numero finito cualquiera
de funciones y constante de la siguiente forma:

Si f,(x), f,(x), ..., f,(x) sonderivablesy k, , k, , ..., Kk
reales, entonces

[k F,00 + K, £ 00 + ok, £, 00] =K,y (0 +K, T, (0 + bk, fy (0),
conocida como la propiedad de linealidad.

son constantes

n

9.1. Derivacion de funciones compuestas

Teorema de derivacién de funciones compuestas. Regla de la cadena.

Sean las funcionesf:D —>Ryg:E—R talesque f(D) < E y se supone que
fes derivable en un punto X, y que g es derivableen f(X,).Entonces la funcion
compuesta g o f esderivable en X, y su derivada en dicho punto esta dada por
la regla de lacadena: (go ), , = g'[ f (XO)]. f'(%,)

9.2. Derivabilidad de la funcién inversa

Teorema
Si f es una funcién continua e inyectiva en un intervalo Ay sea B = f(A), si
f es derivable en un punto X, € A y f'(X,) # 0, entonces su funcion inversa

f  esderivableen y, = f(X,) y suderivadaes (f 71)Ey0) =
perteneciente a B.

,con Y,

(%)
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9.3. Célculo de algunas derivadas

Usando la definicion de derivada, obtenemos derivadas de otras funciones como
por ejemplo:

. f(x)=senx= (X)_AI' Osen(x+ix)—senx
X—> X

t+v t—
trigonométrica sent —senv = 2cosTsenT y reemplazando en el

usando la identidad

numerador tendremos que

X+ AX + X X+ AX — X 2X+ AX AX
2C0S sen 2C0s sen—
f'(x) = lim 2 2 _im 2 2 _
Ax—0 AX Ax—0 AX
sen AX
: 2X+Ax > o
= lim cos ) =CO0S X
AXx—0 2 A
—>CO0S X ?
1
*© F(0=Inx conx>0= f(x)= lim MX+A)=INX_ —In(1+—)_
Ax—>0 AX Ax—0 AX
X 1
=limIn| 1+ AX) =Inex 1
AXx—0 X
%/_/

—e

Usando la regla de la cadena, podemos expresar los resultados anteriores de la
siguiente forma (donde u = u(x) es derivable):

. fU=Inuu>0= f'u)="
u

. f(X)=senu= f'(x)=cosu.u’
. f(x)=cosu= sen(ﬁ— uy= f'(x)= cos(%— u)(-u") =-senu.u’

senu
. f(X)=tgu=—"—= f'(x)=sec’u.u’ derivando como cociente
cosu

Ademas:

Inu siu>0 u siu>0 :
. f(x)=Inu|= L g = = £100="Lsiuz0
In(-u)siu<0 -u'_u’ siu<0 u
—Uu u
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Usando este resultado y teniendo en cuenta las propiedades de los logaritmos,
es posible deducir otras reglas de derivacion. Veamoslo:

Sea y= f(x)=u* conk eR yu=0, tomemos modulo miembro a miembro,
asi nos aseguramos de que lafuncion resultante es positiva; aplicando logaritmos
nos queda:

In|y|:ln|u|k =kInu| derivemosyvl u U

I
r
|
U
<—
I
r
|
[

Asi demostramos que

o fT(X)=u"=f'(x)=ku*u'

De igual manera, se procede para las siguientes:
. f(X)=a"= f'(x)=a"lnau’
o f(X)=e"= f'(x)=e"u’

Usando la derivada de la funcién inversa y la regla de la cadena, vistas
anteriormente, se deducen:

o f(x)=arcsenu= f'(x)=

« f(x)=arctgu = f'(x):1 >
+u

9.4. Funciones de clase C!

5. Definicién
Una funcion f se dice que es de clase Cten X = X, (derivable con continuidad) si
y solo si su funcion derivada f' es continua en X,

EJEMPLO

La funcion g(x) = x.Inx es de clase C' en x =1, pues resulta que

f'(x)=Inx+1 Vvx>0.
Por otro lado

(1) = lim xInx-0 _lim @+r)In@+r)

x>l X=1 r—0 r

1
=lim@l+r)In(l+r)r =1
r—0 —
que se obtuvo haciendo el cambio de variables r = x-1, y
Iirrll f'(x)= Iin’ll (Inx+1)=1= f'(1) en consecuencia, f' es continuaen

x =1, resultado valido para x ->1" y x —1". En realidad, la funcion dada es
de clase C! en todo su dominio.
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EJEMPLO

X analicemos si es de clase C*

0 si x=0

2 V3 .
., x°.cos| —| si x#0
Para la funcion f(x)=

enx=0.Paraello, vx=0 f'(x)=2x.cos (zj + 7.5en (1] empleando reglas
X X

de derivacion, Iing f'(x)= Iing[ 2x.cos(£j+n.3en(ﬁﬂ no existe ya que el
X—> X—> X X

segundo término carece de limite en x = 0. Por lo tanto, f’ es discontinua en
dicho punto. ;Significa este hecho que la funcion f no es derivable en x = 0?
iAbsolutamente no!

Usando la definicion de derivada, resulta:

x—0 x—0 Xx—0 x—0

xz.cos(ﬂj—o
) =tlim =0 iy \X) i x.cos[ﬁjzo
x—=0 X

por lo tanto, f es derivable enx =0y f'(0) =0.
A partir de este ejemplo puede afirmarse que una funcioén puede ser derivable
en un punto, pero no ser de clase C* en dicho punto.

Sifes de clase C* en X, entonces f es derivable en x,.

Por lo visto en el ejemplo anterior, la proposicion reciproca es FALSA.

El lector puede hacer una comprobacién similar con la funcién

(x—1)%.sen (Llj si

1
que es derivableenx =1
0 si x=1

g-R—>R/g(x)=

pero la recta tangente en dicho punto no varia con continuidad.

Propiedad
1. Si una funcidn f es de clase C* en x = x,, entonces es derivable en x,, y
se dice que es una curva suave en X,.
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EJEMPLO

X) Si X#X
9(x) ® con “un punto apar-

Sea una funcion definida como f(X) = { .
k Si X=X,

) ) . g'(x) si x=#x,
tado”. ;Cudl sera el valor de f'(x,)? Es decir: f'(x) = ) i
: i X=X,

Si la funcion tiene en la férmula un “punto apartado” y es continua en dicho
punto, la derivada en ese punto no tiene por qué ser cero, ya que la derivada,
tal como hemos visto, depende de los valores que asumen las imagenes de
la funcion en el entorno del punto. Por otra parte, a toda funcion se le puede
“separar un punto” de su formula, y no por ello su derivada vale cero. Veamos
el siguiente ejemplo:

6x Ssi x#2

3x?-1 i 2
f(x)= X X Compruebe que f'(x) = _
12 si x=2

11 Si XxX=2

Si la funcién f tiene un “punto apartado”, son posibles dos caminos para hallar
su derivada:

1. Analizar si es continua en ese punto, si no lo es, Af '(x,), si lo es, usar

la definicion para calcular f '(x;)

2. Si se sabe que f “(x) es continua en el punto, se podra asegurar que
f'(x,) = lim g'(x).

. g(x) si x#=Xx, , g9'(x) Si X#X,

Entonces, f(x)= ¥ S x=x, = f'(x)= lenX] g'(x)  si x=x

Debe quedar claro que si lim g’(x) no existe, no puede afirmarse que la funcion
X—>Xo

f no es derivable en X, , sino que es preciso recurrir a la definicion de derivada
en dicho punto, ya que se esté exigiendo a la funcion el cumplimiento de un
requisito mucho mas exigente que la derivabilidad.

Formalizando lo dicho con anterioridad, resulta:

Teorema
Sea A un intervalo abierto, X, € A,y funa funcién definida en A. Se supone que
fes continua en X,.
Para alginr >0, f es derivable en {X e A/0< |X— XO| < r},
Existe lim f'(x) =k
X=X

Entonces f es también derivable en X, y f'(X,) =k
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9.5. Derivadas sucesivas

La derivada de una funcion en un punto, como ya ha sido visto, es una medida
de la inclinacion de la recta tangente en el punto considerado. Supéngase ahora
que se desea saber cuan *“separado” esta el grafico de la funcion de su recta
tangente. En el caso de las parabolas pares e impares,y = x%, y=x30y =x* las
tangencias en el origen con la rectay = 0 son diferentes. Para comprender mejor
el concepto que presentaremos a continuacion, el lector debe pensar que lo que
se desea obtener es una nocion de “como se curva” el grafico de f en un entorno
del punto de tangencia.

6. Definicién
Se dice que una funcion fes dos veces derivable en un punto X, si f” tiene derivada
en X,. A ese nimero se lo denomina derivada segunda de f en X, y se escribe:

£ (x,) v, ademas, £ (x,) = lim O -f(x)
X—>Xp X_ XO

Para una funcion cualquiera f, al tomar la derivada, se obtiene una nueva fun-
cion f” (cuyo dominio puede ser igual o considerablemente mas pequefio que el
de f). La nocion de derivabilidad puede aplicarse a la funcion f’, por supuesto,
dando lugar a otra funcion (f’)’, cuyo dominio consiste en todos los puntos en
los que f’ sea derivable.

Con el mismo andlisis realizado para la existencia de la derivada segunda, es
posible definir f” = ( f”’), etc. Esta notacion se torna dificil de manejar, por
lo que se adopta la siguiente (se trata en realidad de una definicion recursiva):
fO=f

f D) = (f Wy

Las distintas funciones f ®, para k > 2, son a veces llamadas derivadas de orden

superior de f. De hecho, se asume que f© = f
La notacion de Leibniz, ya introducida con anterioridad, para las derivadas de

o4) =)
6rdenes superiores, es: dx ) _d*f(x) L dx ) _d"f(x)

y se lee “derivada enésima de f respecto de x, n veces”.

7. Definicion

Sea f :(a,b) > R.Sifes continua se dice que es de clase C%en (a, b); si f* es
continua se dice que fes de clase C'en (a, b); en general se dice que f es de clase
Crena b)si f™:(a,b)—>R escontinua.
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EJEMPLO

. 1 )
. x.senl —| si x#0
Si f(x)= (xj
0 si x=0

a. Sir=0,fesdiscontinuaenx=0
b. Sir=1,fesdeclase C° pero no es derivable en x =0

c. Sir=2,fesderivable, peronodeclase Ctenx=0

9.6. Aplicaciones fisicas de las derivadas sucesivas

Anteriormente se abordd el concepto fisico de velocidad instantanea de una
particula como el limite de la velocidad media para valores pequefios del incre-
mento de tiempo, es decir:

Razo6n de cambio instantanea de y con respecto a x en X =t, es

Velocidad instantanea (ent) :l!rr})i—];=Alimo f(t+AAtz— f(t) =%: f'(t)=v

Se denomina rapidez de la particula al valor absoluto de la velocidad, es decir:
: df
Rapidez = —{=|v
picez = 8-}

Con frecuencia, los términos rapidez y velocidad se confunden. La diferencia
consiste en que la velocidad es una magnitud vectorial (es un vector que tiene
direccién y sentido) como mencionaramos anteriormente; en cambio, la rapidez
es el modulo de la velocidad (mddulo del vector) y por tanto es siempre un es-
calar no negativo.

8. Definicion
Se llama aceleracién de una particula a |a variacion instantédnea de la velocidad.
Si esta magnitud se anota con a = a(t), se tiene:

Aceleracion instantanea (en t) = lim AV jim YAy v v

At—>0 At Ax—>0 At dt
d(df) d*f
=— — | = =f”t =a

dt(dtj dt? ©
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Coloquialmente, la aceleracion de una particula que se mueve sobre una linea
recta es la derivada segunda con respecto al tiempo de la funcion que da la po-
sicion de dicha particula y no la medida de la razon de cambio de la velocidad
instantanea en el tiempo.

9.7. Razones de cambio afines

La posicion de una particula no es la Unica cantidad que puede depender del
tiempo. Cualquier magnitud fisica F que esta cambiando define una funcién
F(t)y la derivada F'(t) proporciona la “variacion instantanea”, o razon de
cambio o rate of change de F con respecto a t. Mencionemos algunos ejemplos:
F puede ser el volumen de un globo al cual se le introduce aire, o F puede ser la
concentracion de un &cido en un tubo donde se lleva a cabo una reaccion quimica,
o F puede ser la cantidad de carga eléctrica en un condensador o F puede ser la
resistencia que posee una viga de acero colocada en un puente cuando pasa un
camion. En diversos casos puede ser muy dificil, o imposible, determinar F(t)
y por lo tanto F'(t), pero en muchos casos se intenta encontrar una ecuacion
que relacione F con otras magnitudes de la que se conoce su variacién con
respecto a la variable t, que generalmente es el tiempo. Esto da lugar a lo que
se denomina el modelo matematico del fendbmeno en cuestion, cuya expresion
matematica es, en general, una ecuacion en la que aparece relacionada F con
sus derivadas. La ecuacion obtenida se denomina ecuacion diferencial, tema al
que nos referiremos mas adelante.

EJEMPLO

Una persona parada sobre un acantilado (situado entre Mar del Platay Miramar,
ciudades de la costa atlantica argentina) observa un bote de motor con anteojos
de larga vista, cuando el bote se acerca a la playa que esta directamente debajo
de ella. Si los anteojos de larga vista estan a 250 metros arriba del nivel del agua
y si el bote se acerca a 20 m/s, ;con qué rapidez cambia el angulo que forma la
vertical coincidente con el acantilado y la recta que une el binocular con el bote,
supuestos puntuales??

3 Al resolver problemas en Fisica, en general se acostumbra a homogeneizar en un mismo sistema de
medida las unidades de todas las magnitudes intervinientes de modo de no tener que arrastrarlas durante
la resolucion, si es que usted asi lo prefiere. Por ello, puede optar entre dos formas posibles de trabajo en
la resolucion de un problema: en cada paso de la resolucion colocar todas las unidades en cada una de las
magnitudes o bien, al estar todas las unidades en un mismo sistema, colocar al final del calculo el resultado
en launidad correspondiente; por ejemplo, si el tiempo se mide en segundos (s) y la longitud en metros (m),
al finalizar el calculo de la velocidad, se acompaiia el resultado por la unidad correspondiente “m/s”. A lo
largo del texto encontrard cualquiera de las dos formas de trabajo mencionadas.
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binocular

v O

X bote

Figura 70. Razones de cambio afines
La figura muestra la situacion del problema donde « Yy x son las variables que

dependen del tiempo. En efecto, 2—:: —20. El signo menos se debe a que la
da

distancia x disminuye con el tiempo. Necesitamos determinar la o cuando
t
x = 20. Ademas tg o =i, derivando resulta sec®a. da =L.% (no
250 dt 250 dt

olvide que « y xdependen del tiempo, asi al derivar ambos miembros debe

usarse la regla de la cadena para derivar funciones compuestas). En el instante

enquex=250; a = z y sec’ (ﬁj =2, resulta: da = —2.1 = _L =-0.04
4 4 dt 250 2 25

Este resultado significa que el angulo a cambia a razon de -0.04 radianes por

segundo. El signo negativo se debe a que « disminuye con el tiempo.

9.8. Derivacion de funciones definidas implicitamente por una ecuacién

Se supone que las variables x e y estan relacionadas por alguna ecuacion de la

forma:
F(x,y)=0 1)
Asi, son ecuaciones de esta forma las siguientes: x* +y*-36=0 @)
xX}+xy?+y® =0 (3)
y’+7y=x’ 4)
x> +y>+36=0 (5)

9. Definicién

Si una funcién f definida en un intervalo | es tal que la ecuacién (1) se transforma
en una identidad cuando la variable y se reemplaza por f(X), se dice que f estd
definida implicitamente por medio de la ecuacion ().
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Por ejemplo, la ecuacion (2) define implicitamente las siguientes funciones:
y=+/36-x* e y=—/36—x* enelintervalo [-6, 6].

La sustitucion de cada una de estas funciones en (2) da lugar a la siguiente
identidad: x* +(36—-x?)-36=0

Observacion

No toda ecuacion de la forma F (X, y) = 0 define de manera implicita una funcion,
como sucede, por ejemplo, con la ecuacion (5), para la cual no existe ningln par
(X, y) que la satisfaga dado que x> + y? +36 es siempre un nmero positivo.

Se desea calcular % en una ecuacion de la forma F(x,y) =0y en lacual y es
X

una funcion implicita de x, como por ejemplo en la ecuacion: x* +y* -36=0
Al despejar y, se generan dos funciones (cuyas graficas son arcos de semicir-
cunferencia) en el intervalo [-6, 6]:

Y= f(x)=36-x" = (36— 1) 6)
y=g(x)=—/36-x :—(36—x2); @)

De (6) se deduce que
dy 1 2\ X X
&:E.(—Zx)(%—x e (8)
@6-x2)z Y
De (7) se tiene:
d 1 = X —X X
OI—§=—§.(—2x)(36—x2) 2= = r=-3 ©)
(36—x°)2  —(36—x%)?

De (8) y (9) se deduce que independientemente de la eleccién de la funcién vy,
el resultado de la derivada es el mismo.

Ahora bien, si se considera la ecuacion: x* —y* -7y =0 (10)
que define a y como una funcién implicita de X y cuya grafica aparece en la
siguiente figura.

A

y

Xy

Figura 71. Gréfica de la ecuacion x* —y* -7 =0
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. : d . . -
Si se quiere calcular d—i primero se debe “despejar” y como una funcion de x
y luego aplicar las reglas de derivacion mencionadas anteriormente. Pero aqui
surge una dificultad, ya que no es posible despejar y en forma explicita. Sin

: : dy
embargo, esto no es inconveniente para calcular vt
X

d
En general, si se quiere hallar d_i suponiendo que F(x, y) = 0 define a y como

funcion implicita de x, y que dicha funcion es derivable, existe un proced-
imiento llamado derivacion implicita, que consiste en derivar respecto a x
ambos miembros de la ecuacion dada, teniendo en cuenta que al derivar los
términos que contengan la variable y, debe utilizarse la regla de la cadena.

: - . . d :
Finalmente, de la expresion obtenida se despeja d—i En el caso particular con-

siderado, se tiene de la ecuacion (10): x* —y® -7y =0
drs 3 d
— X' =y =7y[=—/|0
dx[ y y] dx[ ]

Te)-L(y)-Lizy)-o

dx 7 dx Y 7 dx
3x2—3y2ﬂ—7ﬂ:0
dx  dx
2
d—y(3y2+7):3x2 = dy_ 32X
dx dx 3y“+7

De manera similar, en el caso de la ecuacion (2) se tiene:

2 2 ap i 2 2 _i

X2 +y?—36=0 dx(x +y?-36)= 0

d(,y d/,, d dy dy X
- —(y?)-—(36)=0 2X+2y.—> —0= =5 __Z
dx(X )+ dx(y ) dx( ) = xrey dx 0=0 - dx y

Cabe destacar que la ecuacion F(X, y) = 0 puede definir implicitamente a y como
funcion de x en el entorno de algin punto x,aunque el proceso algebraico de
despeje no pueda efectivizarse. De hecho, existe un teorema sobre la existencia
de las funciones implicitas definidas por una ecuacion, que sera tratado en un
curso posterior de Anélisis Matematico en el que se estudian las funciones de
dos 0 mas variables independientes.

En adelante, se asumira que la ecuacion g(x,y) =0 define a 'y = f(X), 0 bien
x = h(y) en el entorno de algin punto segun el caso que se trate.
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También es posible indagar si la funcion y = f (x) es derivable y cémo obtener
su derivada directamente de la ecuacion g(x,y) =0 sin necesidad de despejar
ay en términos de x (esto podria ser una tarea engorrosa, o bien imposible desde
el punto de vista algebraico).

A tal efecto, el método de derivacion implicita consiste en suponer que y = f (x)
es derivable y asi derivando miembro a miembro la ecuacion g(x, y) = 0sabiendo
que y = f(x), esdecir,empleando la derivacion de funciones compuesta (regla de
la cadena) y luego despejar y', tal como se ha hecho en los ejemplos anteriores.

EJEMPLO

La ecuacion x* +y® =1 (similar a otro ejemplo anterior) define en el entorno
del punto x, :% con y > 0alafuncion y = f(x). Se sabe que dicha ecuacion

corresponde a una circunferencia de radio 1y centro en el origen de coordenadas.
Como se ha dado la restriccion y > 0, la grafica corresponde a la semicircun-
ferencia superior sobre el intervalo [-1, 1] (sin esta restriccion la ecuacién no
definiria una funcion ya que no verifica la condicion de unicidad de la imagen).
Claro esté que, en este caso, es factible y sencillo el despeje de lay en funcién
de x, y por tanto, derivar aplicando las reglas de derivacion. No obstante, se
calculara y' aplicando el método de derivacién implicita.

Derivando miembro a miembro la ecuacion dada, resulta: 2x+2y.y' =0
Cabe destacar que para derivar y* = [f (x)]2 se haempleado laregla de la cadena
debido a que su derivada es 2. f (x).f'(x) = 2.y.y’

De esta forma, 2y.y'=-2x = y’:—ﬁ con y=0

Realizando la comprobacion, resulta:

Six*+y’=1 = y’=1-x* = |y|=vV1-xX* = y=+v1-x* pues y=>0

. . . . , —2X X
luego se derivay mediante las reglas de derivacion y se obtiene: y' = =——

/ 2
resultado coincidente con el método de derivacion implicita. 1-x y

Nota: se debe evitar derivar funciones que no estan definidas. Tal es el ejemplo
de la ecuacion cos® x+ y* = -5 que no representa ningln punto del plano vy,
por lo tanto, no tiene significado analitico (;derivar una funcién que no existe?).
No obstante, al ser una expresion algebraica podria derivarse en forma implicita
y se obtiene:

Senx.cos X .
2.cosx.(—senx)+4y’y'=0 = y' =———"—""/ sin embargo, estas opera-

3
ciones carecen de sentido. 2y
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Observacion.
Como esta Ultima
férmula es muy
‘compleja” de
recordar para ser
aplicada, es usual
y practico aplicar
el método en

cada problema
planteado, en cuyo
caso lo unico que
se debe recordar
es la aplicacion

de logaritmos en
ambos miembros
de la expresion que
define la funcion,
para luego derivar
en forma implicita.
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9.9. Derivacioén logaritmica

Como aplicacion de la regla de la cadena y de la derivacion implicita se tiene,

si y=Inf(x), f(x)>0, entonces y’ =%
método de derivacion logaritmica. f(x)
Dada unafuncion y = f(x), laderivacion logaritmica consiste en tomar logaritmos
en ambos miembros de la igualdad y derivar. Este método es interesante para:

y en este resultado se basa el

« Derivar funciones de la forma f(x)*® con base y exponente variable,
con f(x) > 0.
 Simplificar la derivacion de productos y cocientes de funciones.

Sea y = f(x)9% fy g funciones derivables y f positiva.
1°) Se aplica logaritmos neperianos en ambos miembros de la igualdad, siem-
pre que f(x)> 0, es decir:

Iny=Infx)° = Iny=g(x).In f(x)aplicando propiedades de los logaritmos

2°) Se deriva miembro a miembro

y' f'(x)

7=9 (%).In £ (x)+ ) .9(x)

3°) Se despeja y’

y' = y.{g’(x).ln F(X)+ ];'(X).g(x)} Sy = f(x)g(x).[g’(x).ln f(X)+ f’(x).g(x)}
(X) f (x)

EJEMPLO

Considérese la funciony = x*, x > 0, si se aplica logaritmos en ambos miembros
resulta: Iny =Inx* = x.In x, y derivando los dos miembros de la igualdad:

!

Y x+1.x =Inx+1 = y =x"(Inx+1).
y X
EJEMPLO

Sea y = x*,k e R, x # 0. Si deseamos calcular su derivada con el método anterior,
deberemos aplicar modulo previamente, dado que desconocemos el signo de la
misma; veamos:

y:xk:>|y|=|x|k:>In|y|:kln|x| derivando y7=k.§:> y'=kxk§:kxk‘l
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10. DERIVADA DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES

A continuacion se enumeraran algunas de las derivadas de las funciones méas
empleadas en un curso de Analisis Matematico. El lector podra deducir la derivada
de cualquier otra funcion que no figure en el siguiente listado con s6lo aplicar las
propiedades vistas®. Por otro lado, las deducciones de estas derivadas no figuraran
en este libro; no obstante, es conveniente e interesante que el lector realice esta
tarea para afianzar la definicion de derivada (limite del cociente incremental)
empleando las propiedades vistas, tales como: algebra de derivadas, regla de la
cadena, derivada de la funcion inversa, derivacion logaritmica e implicita.

f(x) f'(x) f(x) f'(x)
k 0 cot X -cosec?x
X 1 1
X" reR r.x arcsenx >
1-x
log, x
: 1 1 arc cos x -1
a>0a=1 |—.log,e= 2
X xlne 1-x
x>0
1
arctg x 5
In|x|, x =0 = 1+Xx
X 1
a(p(x) a>0 a(p(x).ln a.(D’(X) arcsec x |X| [—XZ 1
a* a*.Ina -1
o o arc cosec X |x| 21
sen x COS X
-1
COoS X —senx arccot x 1 >
+ X
tg x 2
g SEC” X sh x chx
Sec X Sec X.tg x ch x sh x
CoSsec X —C0Sec X.cot X th x sech?x

Tabla 6. Derivadas de las funciones elementales

En los ejercicios resueltos, podra encontrar modelos acerca de como obtener las
derivadas de algunas inversas (gjercicio 21 y 22).

4 Las denominadas Tablas de derivadas traen mucha mayor informacion, por lo que su uso en las
aplicaciones reduce considerablemente el trabajo de calculo. No obstante, se insiste en la conveniencia
de que el lector realice la tarea de calculo de algunas derivadas para afianzar la definicion (limite del
cociente incremental) empleando las propiedades vistas.
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10.1. Derivada de funciones definidas en forma paramétrica

En Fisica es habitual la descripcién de una trayectoria en términos del tiempo
empleado; por ejemplo, la curva que describe una pelota al ser pateada>, si se
X =Vt
mueve en un plano, queda perfectamente caracterizada por 1 .,
y = VOyt 5 gt
2
siendo v, la velocidad con que es pateada, o el angulo. Resulta de gran uti-

. dy . . .
lidad conocer el valor de d—y, sin necesitar encontrar cudl es la curva definida
X

paramétricamente. Veamos el caso en forma genérica, sean:
{x =g(t)

y="f(t)
t = g7'(x), si ademas reemplazamos en la segunda obtendremos y = f [g’l(x)],

ésta es la que queremos derivar, para ello usaremos la derivada de la compuesta
y la de la funcién inversa:

si de la primera funcion, determinamos su funcion inversa tendremos

dy dy
dy _ ] -1 -1 " ] 1 _ f I(t) _ a dy _ E dX
&— f I:g (X):I[g (X):I - f [t]gl(t) - g'(t) _a:&_a eon Eio
dt dt
EJEMPLO

La rueda de una bicicleta tiene adherida una calcomania. Mientras la rueda
gira avanzando, la calcomania describe una curva llamada cicloide (si no
la recuerda, repase el capitulo correspondiente a funciones), definida asi:

x =a(t —sent)
{y =a(l—cost)

t € R siendo a el radio de la rueda.

Queremos hallar el angulo de la pendiente del arco de cicloide cuando corta el
eje x en el origen. Para ello se requiere hallar la pendiente de la recta tangente,
en el supuesto de que esta exista:

dy
d_y_i_ asent  sent
dx dX a(l-cost) 1-cost
dt

dx ) ,
COMO Vemos m =0si t=2nx, n € Z. Deseamos saber qué ocurre ent = 0:

> En Fisica este problema se denomina tiro oblicuo, y se estudia como la composicion de dos
movimientos rectilineos conocidos, el uniforme en la direccion horizontal y el uniformemente variado
en la vertical, segun se muestra en el ejercicio 34 de pagina 267.
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1+cost
im =+
. sent . sent(l+cost) . sent(l+cost) . 1+cost -0 sent
lim =lim s—=1lim 5 =lim =
t>01-cost >0 1-cos"t t->0 sen‘t =0 sent Iiml+cost_ o
50 sent

de donde la funcién no es derivable ent =0

1. DIFERENCIABILIDAD

1.1, Aproximacion lineal. Linealizacién

En las proximidades de un determinado punto las funciones derivables se com-
portan grafica y localmente como una recta; tal es asi que si se magnifica su
grafico en las proximidades del punto, éste se asimila cada vez mas a la recta.
Mas concretamente, en el entorno de un punto, el grafico de la funcion deriva-
ble tiende a superponerse con la recta tangente en ese punto. De esta forma, la
recta tangente es una buena aproximacion de la funcion en las proximidades
del punto de tangencia.

Si una funcion es derivable en x,, la ecuacion de la recta tangente al grafico de
fenx,esy=f'(X,)(x—X,)+ f(X,). Esta recta es el grafico de una funcion
lineal denominada linealizacion de f.

10. Definicién
Dada y = f(X) una funcidn derivable en X,, se denomina linealizacién o
aproximacion lineal de f en X, a la funcién lineal L dada por la expresion

LX) = /(X )(x—X,) + f(X,)

Analicemos la validez de la aproximacion f(x) = L(x) en el entorno de x,, que
nos permitira estimar las variaciones de f mediante variaciones de L, para lo cual
se evalua la diferenciaentre f(x) y L(x). Consideremos que f esta definida en
un intervalo (x, —9,%, +9) Y sea:

r(h)=f(x, +h)—L(x, +h)=f(x, +h)—f(x,)— f'(x,).h (11)

Para |h| <|5]. La funcion r(h) representa el error que se comete al reemplazar

f (x) por L(x)enun punto del entorno de x,, es decir x = X, + h. Cabe observar
que h = Ax.
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A y f
f(x, + ) r(h)
} f7(x,)-h
f(x)
h »
X, X

Figura 72. Aproximacién lineal de una funcién en un punto

r(h) _ (% +h) = F(%,)
h

. - f'(x,), y por tanto:

De (11) resulta que

I|m ( ) ||m|: f (XO + h)_ f(XO) —f ,(Xo)j| — ||m f(XO + h)_ f(XO) _ I|m f ,(Xo) —
h—0 h h—0 h h—0 h h—0

= f'(x,)— f'(x,) =0, es decir:
h m r( ) =0 de lo que se desprende que la aproximacion lineal mejora cuanto

mas cercano se halle el punto x del punto X, (ya que r(h) y h son infinitésimos,
y r es de orden superior a h)

Teorema
Sea f una funcién real cuyo dominio contiene un entorno (X, —J, X, +9) .
Sif es derivable en X,, se verifica

r(h) ,im{f(xwh)—f(x»—f’(x@h}zo
h

lim —=
h—0 | h—0

Este limite muestra que el error r(h) tiende a cero cuando h tiende a cero mas
rdpidamente que el mismo h. Este hecho fundamenta la aproximacion f (x) ~ L(x)
en el entorno de x,.

r(h)

Si se designa como &(h) = o es posible afirmar que

Si f es derivable en x,, existe una funcion e(h) tal que Ihmg g(h) =0 y ademas:
f(x, +h)— F(x,) =[f'(x,)+&(h)]h
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Por otra parte, como se dijo anteriormente, la derivabilidad de una funcion en
un punto permite estimar las variaciones de f a través de las variaciones de L.
En efecto,

Af = f(x, +h)— f(X,)
y el incremento de L esta dado por

AL = L%, +h) = L(x) = [ (Xe) + T /(%) (Xo +h—%)]=[F () + /(%)% —Xo)] =
= f'(x,).h

Para incrementos pequefios de la variable x se verificara Af ~ AL, es decir:

A = (%, +h)— f(x,)~ f'(x,).h (12)

1. Definicién
Dada y = f(X) una funcion derivable en X,, diremos que es diferenciable en X,
< F (X +AX)— T (%)= T '(X)Ax+@(AX)AX con AIirno¢(Ax) =0

Obsérvese que el incremento Af = f (X, + Ax) — f (X,) queda expresado como
suma de dos términos, uno lineal en Ax, llamado parte principal del incremento
o diferencial de la funcion y otro no lineal en Ax; este ultimo término es infi-
nitésimo de orden superior al primero con Ax — 0.

De la definicion tenemos que, llamando X = X + AX:

F(X) = £(%) + (X)) (X=X) + $(X =% )(X=X,)
L(x) r(x)

Como vimos cuando planteamos la aproximacion lineal.

12. Definicién

Dada y = f(X) una funcién diferenciable en X, se denomina diferencial de la
variable dependiente y, y se escribe dy = df(x), al producto dy = f'(X)AX, o
bien, para un punto en particular x,, df (X,) =dy, = f '(X,)dx = f (X, )(Xx—X;)

Por otra parte,si y= f(X)=x = dy=dx=f'(X).Ax=1.Ax = Ax=dx,
entonces

dy = f'(x).dx
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La igualdad Ax =dx define el incremento de la variable independiente cual-
quiera sea la funcion f (x) derivable.

En estos términos, de la expresion dy = f’(x)dx, dividiendo ambos miembros
por dx resulta

ﬂ: f’(x) si dx=0
dx

Esta relacion expresa que la derivada de una funcion en un punto se puede calcular

a partir del cociente entre dos diferenciales. Recordemos que al comienzo de este

capitulo cuando se introdujo % como una forma de notacidn para la derivada,
se remarco que tanto dx como dy carecian de sentido si se los consideraba en
forma independiente; ahora, con los conceptos introducidos, ya no es asi. De esta
forma, podemos calcular la derivada de una funcion en un punto como cociente
de dos diferenciales en lugar del cociente entre cantidades infinitesimales.

Es interesante observar que dy es facil de calcular, no asi Ay. Por ello, en la prac-
tica, la sustitucion de incrementos por diferenciales suele ser muy beneficioso

para las siguientes tareas:

1. Estimacion del incremento de y (Ay): es el error absoluto y se calcula
mediante la diferencia entre el valor exacto y el valor aproximado de
una magnitud escalar, se trata de un error cuantitativo y se mide en las
mismas unidades en las que se expresa “y”, lo que es poco favorable
dado que depende del sistema de medicion.

Ay ~ f’(X)dx = dy

v

X X+ AX X

Figura 73. Incremento y diferencial de una funcién
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. . . . Ay .
2. Estimacion del incremento relativo dey | — |: es el error relativo que
y

se evaltia como la razon entre el error absoluto y el valor exacto de una
magnitud escalar; se trata de un error cualitativo y es adimensional.

Ay F(xo+A)—f(x) _ f'(x)dx _dy
y F(xo) f(x) Y

Por lo general este incremento relativo suele utilizarse en porcentajes (error

A d
porcentual) Ty %100 ~ =Y %100

y

12. INTERPRETACI(')'N GEOMETRICA DE LA DIFERENCIAL
DE UNA FUNCION

A partir de las deducciones anteriores y del grafico anterior, se puede observar
que la diferencial de una funcién en un punto dy = f’(x).dh, representa el incre-
mento sobre la recta tangente al grafico de f al incrementar x en Ax. También
puede visualizarse en ese mismo grafico que la diferencia entre Ay y dy se hace
mas pequefia en tanto y en cuanto Ax sea cada vez méas pequefio.

De acuerdo con lo dicho mas arriba, la diferencial también puede interpretarse
como una funcion lineal de R en R. En efecto, dy: R — R/ dy(h) = f*(x).h.

De esta forma, la correspondencia x — dy es una funcién cuyo dominio es el
dominio de derivabilidad de fy su imagen esta en el espacio de las funciones
lineales de R en R, interpretacion que sintetiza lo expresado anteriormente y le
seré de utilidad en el estudio de funciones de varias variables.

EJEMPLO

Dada la funcion f(x) = 6x* —7x3, entonces df = dy = (24x> — 21x?)dx

Cabe destacar que para obtener la definicion de funcion diferenciable en un
punto se considerd, como parte inicial, que esa funcién es derivable en dicho
punto (admite recta tangente en él). Cada paso de la deduccion analitica de la
aproximacion lineal es equivalente a la anterior, por lo que es posible afirmar
que para funciones reales de una variable independiente real, la derivabilidad
en un punto es equivalente a la diferenciabilidad en dicho punto. De hecho,
muchos autores se refieren a funciones diferenciables para mencionar aquellas
funciones que admiten recta tangente. Debe tenerse presente que esta equivalen-
cia conceptual no es valida para funciones de varias variables independientes.
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13. PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES DIFERENCIABLES

Dadas las funciones fy g diferenciables:

1. d(f+g)=df £dg :ﬂ.dxid—g.dx
dx dx

2.d(f.g)=g.df + f.dg = gi.dx+ fd—g.dx
dx dx

df dg
—.dx— f —=.dx
3_d(ij:9-df—f-d9:gdx dx
g g g
g(x) = 0.

Las reglas para diferenciar son basicamente equivalentes a las reglas para derivar.

Las diferenciales que han sido introducidas se denominan diferenciales de
primer orden, cuya utilidad podré ser valorada més adelante en el calculo de
primitivas. También se definen las diferenciales de orden superior al primero, que
requieren de derivadas de orden superior al primero de la funcion. Por ejemplo, si
dy = f'(x).dx, entonces, d?y = f"(x).(dx)*, ...; d"y=f ™ (x).(dx)" Estosera
valido siempre que la funcién sea derivable hasta el orden correspondiente. Estas
diferenciales de orden superior se utilizaran para realizar aproximaciones de la
funcioén en el entorno de un punto mediante polinomios osculadores (sus graficos
se “pegan” cada vez mas al grafico de la funcion dada en las proximidades de
un punto) denominados Polinomios de Taylor, que mas adelante presentaremos.

EJEMPLOS

1. Halle un valor aproximado de sen (29°), mediante una aproximacion
lineal.

Es necesario determinar cudl sera el punto “base” es decir, X,. A tal fin
deben tenerse en cuenta los siguientes requisitos:

+ Cercania del punto x, al valor al que se quiere acceder, X =X, + Ax, 0
sea, Ax lo mas pequefio posible para que el error de aproximacion lineal
r(h) sea también lo méas pequefio posible.

« Facilidad de evaluacionde f(x,) y f'(X,)

Por lo tanto, seré f(x) =senx; x, = % (30° expresados en radianes, no olvide

trabajar siempre en radianes) Ax=h= —ﬁ (2°en radianes) y f'(x) = cosx.
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Por otra parte, f(X,) :% y f'(X,)=—

V3

2

Como f(x) =senx esunafuncion derivable entodo el eje real, es diferenciable
en dicho conjunto y, por lo tanto, verifica:

Af =

f(x, +h)— f(x,)~ f'(x,).h

Es decir:

F(x, +h) = F(x)+ f'(%,)h
Sen[29_ﬂ) zLﬂ(_Lj
180 2 2 180

Queda a cargo del lector calcular este valor aproximado y resultaria conveniente
que mediante una calculadora observe el valor que otorga el sen 29° Compare
los resultados y saque conclusiones basandose en los conceptos analizados con
anterioridad.

Es necesario destacar que el valor que proporcione la calculadora no es el valor
exacto sino sélo otra aproximacion del valor deseado, ya que los calculos realizados
por ella estdn sujetos a errores aritméticos de redondeo y de uso de algoritmos
numeéricos. Sélo se toma como referente para realizar una comparacion con otra
aproximacion y poder comprender més facilmente el concepto de error de linea-
lizacion expuesto en forma tedrica.

Si usted se preguntara cual es el sentido o la importancia de lo expuesto sobre
linealizacion teniendo a mano una calculadora que nos permite rdpidamente cono-
cer el valor del sen 29°, no se apresure a pensar que este tema sélo tiene carécter
anecdatico o histérico; sin estos conceptos y la generalizacion a las aproximaciones
polinédmicas de funciones que veremos mas adelante, la calculadora no existirfa,
por lo menos no como la conocemos.

2. Un tanque cilindrico tiene un radio de 5m y una altura de 10m. Se
desea pintar la superficie exterior con una capa de pintura de 0.001m de

espesor. Determine:

a. La cantidad aproximada dV de pintura que se necesita.
b. La cantidad exacta AV de pintura que se necesita.

c. Elerror AV —dV
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Sea x el radio del cilindro en cualquier instante

Figura 74. Grafico del ejemplo 2

El volumen viene dado por la funcion: V(x) = 10zx? (;,cémo se obtuvo este
valor?). El diferencial de V en x = 5, sera el valor aproximado:

dV =V'(5).Ax = 2075~ % (expresado en m*)
1000 10

AV es el valor exacto, es decir,

AV =V (X + AX) =V (x) =107.(X + AX)* —1072x* = 107[.[2X.AX + (Ax)z]
AV = 107:[(2).5.(0.001) +(0.001)* ] =107(0.01+0.000001)

AV =(0.10001)~

AV —dV =(0.10001-0.1)z = 0.000017r =107

14. EJERCICIOS RESUELTOS

Creemos importante recordarle una vez mas que no se aprende a resolver proble-
mas mirando lo que hizo otro. Considerando que el ser humano cae facilmente en
la tentacion (cualquiera que ésta sea, aunque en este caso especifico se trataria de
leer el enunciado y bajar la vista rdpidamente para tratar de ver “algo” de lo que esta
hecho), le sugerimos que tape con un papel la resolucién, comience a resolver el
ejercicio y vaya dejando a la vista lo resuelto solamente si se traba en algun paso o
al finalizar su resolucién, de modo de poder comparar procedimientos y resultados.
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1. Halle el incremento de la funcién f (x) = x* cuando x pasa de:
a) x=1a x,=2
b) x,=1 a x,=12

c) x=1 a X,=1+AX

Solucion

a) f(x,)=2" f(x)=0=f(x,)-f(x)=2°-1=4-1=3
b) f(x,)=12" f(x)=12= f(x,)-f(x)=122-12=144-1=0,44
c) f(x)=@A+Ax)" f(x)=0= f(x,)-f(x)=1+Ax)*-1*=
=14 2AX + (AX)? =1 = 2AX + (AX)?
2. Determine Ay si y:€/§,si:
a) x=8Ax=-1
b) x=0,Ax=-0,001

C) x=a,Ax=h

Solucion

) Ay=f(x+A)-f(x)=f@-1)-f@)=Y7-¥8=37-2
b) Ay = f(x+Ax)— f(x) = f(0-0,001) - f (0) = 3/~0,001-3/0 =-0,1
C) Ay:f(x+Ax)—f(x)=f(a+h)—f(a):\3/a+h—€/5

. . . A Lo
3. Calculeelincremento Ay y el cociente incremental A—y en los siguientes
X

Casos:

a) y=f(x)=ﬁ cuando x=1 y Ax=0,2

b) y=g(x)=logx cuando x=100 y Ax=-90
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Solucién

1T 1 1
(2-1,2%)% (2-1%)* 0,56°

a) Ay=f(x+AX)—f(x)=f(1+0,2)— f(1) =

(25}2 25014 429

14 142 196
429
Ay 196 _ 2145
Ax 0,2 196

b) Ay= f(x+Ax)— f(x)= f(100—90)— f (100) = log10—log100 =1-2=—1
ay_-t_1
Ax 90 90
4. ¢Cudl es la velocidad media de un mavil cuya ley de movimiento es
y =t° cony en kildmetros, t en horas, si 1<t < 4?

Solucién
La velocidad media est& dada por el cociente incremental % ,como y=t*en
X
3 13
1<t <4, tendremos ay_4-1 :g =21 medida en km/h.
Ax 4-1 3
. . Ay . 1
5. Calcule el cociente incremental — para la funcion y=h(x)=— en
X =2 si: AX X
a) A =0,2 b) Ax=0,01 c) Ax=0,0005

¢Cuanto vale h’(2)?

Solucién
1 w1 1
a)ﬂ:h(2+AX)_h(2):2+012 2:22 2: 22:_i2_0’2273
AX AX 0,2 2 2 22
10 10
! 110 1 1
by &Y _h@+Ax)-h(2) _2+0,01 2 _201 2 _ 2201_ 0 . ,4gg
AX AX 0,01 1 1 201

100 100
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1 1 1000 1 -5
Ay __2+0,0005 2 _ 20005 2 _ 2.20005 _ —10000 1000 _
— = = = = =— ~—0,2499
AX 0,0005 5 5 2.20005 4001

10000 10000

Para determinar h'(2) debemos calcular el limite del cociente incremental, como
indicamos a continuacion:

1 1 2—(2+AX)
hi@) = im NCEAO=NC) _ o 24AX 2 jiy 2RHA0) i ZAX
Ax—0 AX Ax—0 AX Ax—0 AX Ax—0 ZAX(Z + AX)
1 1025

=lim——=
-0 2(2 + AX) 4

6. Si g(x)=2x}(x+1)*(x-2), halle el valor g'(0);g'(-1);g'(2) por

definicion.

Solucién

Para calcular la derivada en un punto podemos usar indistintamente cual-
9(0+Ax)—g(0)
AX

quiera de las siguientes expresiones g'(0) = lim , 0 bien,

Ax—0

g'(0)= Iirrgw. Usaremos esta Ultima:
X— X

3 2
g'(0) = lim 2x(x+1) (X_Z)_O:|in32x2(x+1)2(x—2)=o
X— X X—>
3 2
g'(c1) = lim 2D X220 i o34 1) (x=2) =0
x—-1 X+1 x—-1

2x3(x+1)*(x-2)-0
X—2

g'(2)=lim =lim2x*(x+1)* =144
X—2 X—2

7. Demuestre la no existencia de la derivada de las siguientes funciones,
en los puntos donde se indica:

a) f(x):ﬁ/? en x=0
b) g(x)=¥x-2 en x=2

c) r(x)=|senx| en x=nz,VneZ
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Solucién

Calculemos, utilizando la definicion de derivada en un punto. No olvide analizar
previamente la continuidad de la funcion en el punto que se indica:

a) f'(O):Iin;l I =lim L = de donde Af '(0)

(0-TO _, I¢
X

x—=>0 ¥ anXl/3
-0
— 5 J—
D) ¢'@)=lim3W=9@) _, ¥x=2 1
X—2 X—2 x>2 X —2 X—2 (X _ 2)

c) Tener en cuenta que sen(nz) =0 VneZ, ademas la funcion senx
es una funcion periddica de periodo 27,y x=nz VneZson las
raices de la funcion. Debido a la periodicidad, lo que ocurra en una

de sus raices se reitera en cada una; por tal razén analizaremos s6lo
un caso con n =0:

=0 senx

— lim =™ _1-r(0")
- sen X—0"
x—>0 x>0 X ] senx e
Ilry(——) =-1=r'(0")
x—0" X

8. Usando la definiciéon de funcion derivada, verifique los siguientes
resultados:

a) f(x)=% = f'(x)=x—1 X#0

21
1

b) g(x):7 = g'(x):;_f, X % 0

) h(x)=vx = h'(x):%, X > 0

Solucion

1 1 X—(x+h)
) £x)=limtCEM=T0) iy xah X iy XOX+H)
h—0 h h—0 h—0 h
X=X-h X-x-h
=IimM=z|imM__ - A

"0 s p e xany k2 X Hh#0
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1 1 X% — (X +h)?
2 2 2
b) g'(x) = g(x+h) g(x) _lim (x+h) X~ _lim x“(x+h)” _
h—>0 h—0 h
x? — (x* + 2xh + h?)
2 2 2_ 2_ _ 2 _ _
_lim x*(x + h) _lim X x2 2xh2 h* _im Jff2(2x+h2= 24x
h—0 h -0 hx?(x+h) h—0 {x*(x+h)? X

c) Debido a que la funcion es h(x), para evitar confusiones no
[lamaremos h al incremento de la variable independiente:

h(x+Ax)—h(x) _lim \/x+Ax f

Axao AX Axao

(\/x+Ax f)(\/x+Ax+f) _lim X+AX— X
AX—>0 AX(VX+ AX +~/x) 50 AX(\X + AX +~/X )

h(x) =

AX 1
= lim

1
0 AX(+/X + AX +~/X) AHO\/X+AX+«/_ 24/x

9. a) Paralas funciones f(x) :i y g(x) :i2 halle las ecuaciones de las
X X

rectas tangente y normal en (a, f(a)) con a no nulo.
b) Pruebe que la recta tangente no corta a f, salvo en (a, f(a)).

c) Demuestre que la tangente a g en (a, g(a)) corta la grafica de g en
otro punto.

Solucién

a) Para f(x) 1 :
X

Sabemos que la ecuacion de la recta tangente en (a, f(a)) esta dada
por t:y=f(a)+ f'(a)(x—a)

-1 .
como f'(a)=—, a=0 (ver ejemplo resuelto 8.a), la recta tan-
a

gente para esta funcion sera:

237
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1 1 a—(x—a) 2a-x
y=—-—(x-2a)= (2 ): 2
a a a a

,a%0 (13)

Por otra parte, la recta normal es

n:y=f(a)- (x—a) si f'(@)=0

1
f'(a)
En nuestro caso tendremos

4 3
n:y=1+a2(x_a)=1a—+ax
a

Para la funcién g(x) = iz :
X

L 2 ,
Del ejercicio 8.b) tenemos g '(x) =——;, luego la recta tangente sera
X

1 2 a—-2(x—a) 3a-2x
ty==-—=((x-a)= (3 ): -
a- a a a

(14)

3

. 1 a 2-a’+a’x
y la normal seré n: y=—2+?(x—a):—
a

2a’

b) Debemos resolver un sistema de ecuaciones:

1
y=—
X jlzzazX:>a2:2ax—x2:>a2—2ax+x2:0:>
2a—X X a
y=22"2a»0
a

= (a—x)*=0 de donde x = a es raiz doble con lo que ambas se
intersecan sélo en (a, f(a))

c) Procedemos a resolver el sistema

1

Yy==> _
;( , w:%:ﬁaxz—sz:a3:>3ax2—2x3—a3=0
a—2x a X
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10.

Solucion

Como se puede verificar facilmente, X = a es raiz de la ecuacion,
para encontrar las restantes raices dividimos el polinomio
(3ax’ - 2x* —a®): (x—a) usando Ruffini:

Luego la ecuacion dada se puede factorizar asi:

3ax’ -2x° —a’ = (x—a)(-2x* +ax+a’) = —2(x—a)2(x+%a)

factorizando la cuadratica.

Por tanto, las graficas de ambas funciones se intersecan en (a; f(a))

1 4
en (——a,—
yen ( > az)

a) Un astronauta viaja de izquierda a derecha a lo largo de f (x) = x2.
Al desconectarse el cohete en x = a, se desplazara a lo largo de
latangente alacurvaen (a, f(a)). ,En qué punto debe desconectar
el cohete para alcanzar el punto: a-1) (4,9 a-2)(4,-9).

b) Si el astronauta viaja a lo largo de f (x) = x* — x, ¢ddnde debe
desconectar el cohete para pasar por (2, 2)?

v

Figura 75. Gréfica del ejercicio resuelto 10
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a-1) Cuando el astronauta se desconecte del cohete, se desplazara
a lo largo de la recta tangente, como debe pasar por un punto ubi-
cado en el primer cuadrante; la recta tangente deberad tener pen-

diente positiva f'(a)=2a>0=>a>0. Tendremos por tanto
y=f(a)+ f'(@)(x—a)=a”+2a(x—a)=> y=2ax—a’ y como debe
pasar por el punto (4, 9), nos queda 9 = 8a—a> = a*—8a+9 =0 cuyas

raices son 4++/7 y 4—+/7 . La primera es un nimero mayor que 4, y
por tal razén lo descartamos (jobserve el grafico, Fig. 75, y convénzase

de ello!), con lo que la abscisa del punto de tangencia es 4—./7 y su
ordenada (4 —+/7)>.

De manera analoga se resuelve a-2)

b) La funcién es f(x) = x® - x, su derivada es
f '(x) = 3x* —1. La recta tangente en (a; f(a)) es

y=a’-a+(3a’ -1 (x-a)=(3a*-Dx+a’*-a-3a’+ra=
W_‘f(a) W

y = (3a* —1)x—2a° y pasa por (2; 2) de donde tendremos:

2=Ba’-1)2-2a’=4-6a*+2a°=0=>2-3a’+a’=0

ecuacion que admite como raiz a a = 1. Para hallar si tiene otras
raices reales usamos Ruffini:

Con lo que
2-3a%+a’=(a-1)(a°-2a-2)=(a-1(a-1-3)(@-1+~/3).

Verifique Ud. que , , . .
. i ¢ Cual de estas raices tiene sentido para nuestro problema? Esboce

las otras dos raices

deben descartarse un grafico de la funcion y localice en él, el punto (2;2). Sia=1la
y justifique por qué. tangente es y =2x—2 y pasa por (2; 2), el punto de tangencia es
(1; 0).

11. La funcion f es derivable, ¢qué caracteristica tiene su funcion derivada
Si:

a) f es periddica de periodo T? b) f es par? c) f es impar?
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Solucién

a) Sabemos que una funcidon es periddica de periodo T > 0 si
f(X)=fT(X+T)= ' (X)=f'(Xx+T).(x+T)'=f'(x+T) de donde
f” también es periddica de periodo T.

b) Sabemos que si una funcién es par f(x)= f(-x) Vxe D, =
= f'(xX)=—f'(—x) de modo que laf’ es impar

c) Si la funcion es impar f(x)=-f(-x)= f'(x) = f'(-x) de modo
que laf’ es par.

12.Sea |f(x)|<x* vx. Analice continuidad y derivabilidad de f en el
origen.

Solucién

Como | f(x)|<x* Vvx=>|f(0)|<0 peroun mddulo nunca puede ser negativo,
con lo que | f(0)|=0= f(0)=0 (15)

Ademas |f (x)| < x* = —x* < f(x) <x* por la propiedad del sandwich:

Iirrg x'=0
= —lim f (x) =0 16
Iirrg(—x“) =0| *0 a0

De (15) y (16) tenemos que la funcién f es continua en x = 0.

=0
Para analizar la derivabilidad debemos calcular f '(0) = L;(O) a7
xao X —

como tenemos informacion sobre la funcién en moédulo, consideremos:

=0
|f(0)|_lxof(x);f(0) X0|f( )|yC0m0
HOES NG |(|)|<|x|3:>—|x|3$¥s|x|3 de donde
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lim|x =0
H°| | = lim—=2 ( )
lim(— |x|) o *°

x—0

Fjemplos y Ejercicios resueltos

=0 por (5) esto es f’(0)=0

13. Usando reglas de derivacién calcule las derivadas de las siguientes
funciones (considere las primeras letras del abecedario como constantes):

ax+b
a y=
a+b
1 1 1
Q) y=—+—+—
X X2 X
X
e) y=

(1-x)*1+x)®

g) y=xy1+x*

) 1+ X3
i) y=3
)Y ,/1_X3

K) y=(2—x?)cos X+ 2xsenx

Senx — X cos X

my=———"""-
COS X 4+ Xsenx

~ 3

i) y=e™"

0) y=e™ asenbx —b cosbx
va’®+b?
1, x*-1
N y=—In>
)y 4 x*+1

t)y :%cot2 X+ In senx

u) y_ \/x +a’ +—In(x+\/a +x%)

W) y = xarcsen /% +arctg/x —/x
+X

ax+b
b) y=
cx+d
1+ x—x?
d) y=—2XX
)y 1— X+ X
2-x)3-x°
) y:( )( : )
(1-x)
X
h) y= =

J) y=c0s2x—2senx

) y= COS X
2sen®x
n) y=43tg’x +3tg®x
gt
0 y=2 ¥
q)y=In>x*

S) y=In(x++/x*+1)

2

V) y =arctg X
a

L2 arctg X
b b

X) y= |nL
[XZ b2



CAPITULO 4 H1 LA DERIVADA

Solucién

Como ay b son constantes
1 1 a
'=——(ax+b)'=—((ax)'+b") =——
y a+b( ) a+b(( ) ) a+b

_ax+b

b =
) cxX+d

. : u
Debemos usar la derivada del cociente de y=—= y'=———,
nos queda: v

. (ax+Db)'(cx+d)—(ax+b)(cx+d)" a(cx+d)—(ax+b)c
B (cx+d)? o (ox+d)?

_acx+ad—acx—bc  ad-bc
(cx+d)? (cx+d)?

1 1 1 _ - _
C) Yy="4S+==X"+X"+X"
X X X

Usamos la derivada de la potencia, siy =u" = y’=nu™!. u’ y como
u=x=u=1

2
y'=—x?-2x°-3x"* :——2—%—%_—L4X+3

Clex-x°

=1 > Nuevamente la derivada del cociente:
—X+X

d)

(X=X A= x+ X)) - @A+ X=X A-Xx+ X))
B (1—x+x%)* B

_(@-2x)@-x+ X?) = (L+ x = Xx?)(=1+2x) _

(1—x+x?)?
1l X+ X =2X+ 2% = 2X + 14+ X = XE 2% = 2X2 +2%°
(1—x+x?)?
2-4x  2(1-2x)

- AL—x+x2)?  (L—x+X2)?
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e) S —
YT @ Xy
X=X @ %)° = X[(1-x)* 1+ %)°]"
[Q—x)°@+x)°T*

_(@=x)° @+ x)° = X2 - x) (D)L +x)* + (1= x)*3(L+x)°] _
[A-x)°@+X)°]

_ @)@+ %)° = x@L- X)L+ x)°[-2(1+ X) + (1= x)3] _
[A-)*@+x)°T

» L=x)(X+x) —x(-2—-2x+3-3x) _

=700 =X)L+ %)°

C1-x2—x(@-5x) 1-x*-x+5x*  1+4x*—X
1-x°A+x)*  (@1-x)°0+x* 1=-x°Q+x)*

_(2-x")E-x)

Dy (1—x)?

y' [2-x)E-x)'A-x)° - (2-x)E=x)NA-%)°T" _
(1-x)°

_[2-x")'B-x") +(2-x*)3-x")11-x)* — (2= x*)B=x)2(L-X)(-1) _
(1-x)*

C[-2x(B=x%) + (2— x*)(-3x*)]1-X)* - (2—x*)(3-x*)2(L—x)(-1) _
- 1-x)* -

1% (—6x+2x* —6x* +3x")(L—x) + (6 —2x° —3x* +x°)2 _
(1-x)*

_—6x+2x* —6x° +3x* +6x7 = 2X° +6X° —3x° +12 - 4x° - 6X” +2X°
(1-x)*

_12-6x-6x>+2x° +5x* —3x°
1-x)°
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1
9) y=xv1+x* =x(@1+x*)?

1 1

y'=x'(1+x")2 +x[(1+x)?]'= 1+ x“)% + x[%(1+ x4)_%4x3] =

_fax s 4x* 1+xt+2xt 143x!
24/1+ x* Vit x* Vi+x*
X
VY e

y= x'va? —x2 —x(va? - x?)’ _ var-x’ ‘X;(az—xz)_z(—ZX) _
(Wa? -x)? (a2 = x)’

2
2 2
Jaioxt e X
B N a’—x>+x° a’

(\/az_xz)z _\/az_xz(\/az_xz)z_(\/az_xz)s

1
N y_3/1+x3 (1+x° )
1-x* (1-x°

2

3l1-x° 1-x° 31+ %3

(1-x%)°

, :1(1+ X j‘3 [1+ X j :1(1— X f L+ ) (1= x) (LX) (A= X)" _

_1(1— X f 3P (L=x) - (1+x°)(=3x") _ 1 (1-x*)*"

314X

(1—X3)2 - z (1+ X3)2/3 .,ZX (1_ Xa)z

~ 2X2(1_ X3)—4/3 ~ 2X2
@+x)" 3y a-x0)*

J) y=cos2x—2senx

y'=-sen2x.(2x)'-=2cosx = -2 sen2x —2c0s X = —2¢c0s X(2senx +1)
[ ——

=2Senxcosx

21 +14%°
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K) y=(2-x?)cos X+ 2xsenx
y'=(2-x%)"cos X + (2 — x*)(—senx) + 2(X'senx + X cos X) =

= —2XCOS X — 2SeNX + X>SENX + 2SeNnX + 2X COS X = X>Senx

COS X
) y=——-
2senx
. (cosx)'2sen’x—cos x(2sen’x)’  —senx.2sen’x — Cos X.4SenxCoSX
(2sen®x)? (2sen®x)?
=1-cos? X
——
—2senx.(sen’x+2cos*x)  sen’x+2cos’x _ 1+cos’ X
4sen*x 2sen®x 2sen’®x
Senx — X cos X
m) y=— 2%
COS X + XSenx

yi (senx — xcos X) '(Cos X + xsenx) — (senx — X cos x)(Cos X + xsenx)"
(COS X + Xsenx)?

__[cos x —(cos x — xsenx)](cos X + xsenx) — (Senx — X oS X)(—Senx + Senx + X CoOS X)
(cos x + xsenx)®

_ Xsenx(cos X + xsenx) — (Senx — XCOS X)X CoS X
(cos X + xsenx)*

 SENXCOS X + XSeNn’X — COS XSeNnX + X COS” X _

(cos X + xsenx)?
=1
/—J%
s X (sen’x+cos’ x) X’

(cosx + xsenx)?  (COS X + xsenx)?
n) y=4&Jtg’*x +§tg®x = 4(tgx)*’* + (tgx)*"®

2 8 8sec?x| 1
'=[4= (tgx) M + = (tgx)**]sec? x = —— | —— + 3tg°x
y'=[45 (g "+ 2 (t9)™] W

_ 8sec’x 1+tg’x _ 8sec’ x

3 o 3o
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f) y= e = y'= g™ (-x*)'= _3x% ¥

.—2|n2=

1 1 1 1
0) >’=2th:>y'=2tgx(t§zl£)'|n2=2tgxseczl.(l)'ln2=2tgxsec21 !
X XX X

>

o>
=2 *In2

1
x% cos? =
X

e asenbx —b cosbx

y'=(e™)". asenbx—bcosbx | 1 o (asenbx —bcosbx)' =
Jal +b? Jal +b?
_ g 258NDX —bCosbx 1 o (abcosbx + b?senbx) =

+
Ja? +b? Ja? +b?

ax

= e—[azsenbx —abcosbx + ab cosbx + bzsenbx} -

2 2 ax
a” +b°)e*senbx
= ( ) =+/a% +b?.e®senbx

Ja? +b?
q) y=In*x?
2,2
y'::%lnzxz.iz(xz)':G—)z(Inzxzz6In X
X X X
1, x*-1
r ==—In
) 4 x*+1

x* -1
,_l(x2+1] 1 X+ (D)D) - =D+
4 x*-1 4 x*-1 (x* +1)°

x*+1

Sl 1 2x(¢CHD) (¢ -D1)2x 1 2x X +1-X°+1
4 x*-1 x*+1 4x°-1  x*+1

1l 2x 2 X
4x*-1x*+1 x*-1
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s) y=In(x++x*+1)

| 1+E(X +1) 2Zx 1+

VX2 +1+X
\/ N G A |

1
) y= ECOtZ X+ In senx

X+x% +1 x+\/x +1 x+\/x2+1 _\/x2+1

COS X COS X
y'= —,Zcot x(cot X) '+ —— = cot x(—Cosec’X) + —— =
7 senx senx

COS X COSX COSX 1 cosXx —1+sen®x
== (—cosec’x) + = ————+1) = : — =

senx senx  senx = sen’x senx  sen’x

COSX —COS*X  —cos’ X 2
= . —=————=-cot’x

senx  sen’x sen’x

2
u) yzgx/x2 +a’ +a7ln(x+\/a2 +x%)

2l+—(x +a’) 2Zx

Z _

v a
y—(ZJ\/x +al+— (\/x +a)+2 =

:%\/x2 +a’ +1i(x2 +a?)

22

X++a%+x?

X
11X
AP T G
2 x++a?+x°

vaZ+x% +x

1 a2 2 2
\/x +a’ + X +a

2\/x +a?

2 X++a% +x?

2

a 1 x* +a?
==X’ +a’+

2
:%\/x2+a2+ X

2X? + a?

+ —_—
2x2+a? 2 2% +a’

:%\/x2+a2 +%\/x2+a2 =

I +a’
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2

v) y=arctg X
a

W) y = xarcsen /% +arctg/x —+/x
+X

. [ x ERRE
y'=arcsen 1+X+x[arcsen 1+XJ+1+(\/§)2 x) (18)

1 ] .
donde nos hace falta calcular: (ﬁ)': —— como asi también

2/x

. 1 x )
. ( xj 5 [ X (1+xj 1 1+ x X'+ x)—x@+x)"
1+ X 7\] 2
arcsen X _ 1+X 2V X @+x) B
\V1+x 2 \/ X \/1+x—x
X __n
1—( 71 j 1+x 1+x

1 1+x1+x—-x 1 [1+Xx 1

2V x @x® 2V x @ 1lexalex 1
1 1 2 1+x)3x 20+ x)Vx
1+ X V1+Xx

reemplazandolas en (18) tendremos:
1
x Ja 1
1+x 20+ x)Vx  1+x  2Jx

X Jx 1 1

1+X ' 2(1+x) " 2JX(1+X) B 24/x )

X X+1-1-x X
=arcsen + =arcsen, |——
Vi+x  24x(1+x) V1+x

y'=arcsen

= arcsen
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+= arctg

9 Y b
( X+a J %\
L \WXE+D® L2 (b) _

y = 2
X+a b
1+(Xj

VX2 +b? b

1
_ X +b? (x+a)’ 3 +b7 — (x+a)(Wx +b?)’ L2 b _
X+a (m) b1+—

VX2 +b? —(x+a) —E— Zx 1
:\/x2+b2 2\X? +b2 b _
X+a (X2 +b?)? bb2+x

x? +b? —x* —ax

JX2 +b? a b? —ax a
(X+a)ﬁ/X +b? R T (x+a)(x2+b?)  bZ+x?

_b*-ax+ax+a®  b*+a’
(x+a)(x*+b?)  (x+a)(x*+b?)

14.Obtenga la derivada de las siguientes funciones usando derivacion
logaritmica:

1 1-x
b X
1-x* ) y= \I1+x

a) y=

Solucion

. 1) 7 (x*)’
a = =[(1-x" J: x*)'= 19
)y(l_xxj [( ) (1-x) " (%)= iy ©

donde para calcular la derivada del numerador usaremos derivacion

logaritmica (observe que x > 0). Llamamaos:

u=x*=Ilnu=xlnx=—

=In x+x.%:>u':u(ln x+1) =x*(Inx+1)
u
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X*(Inx+1
reemplazando en (19) nos queda: y'= (—Xz)
(1-x%)
b) y=x i_—x , si aplicamos logaritmos tendremos que tener en cuenta
+X

. 1-x .
que el cociente 1—2 0=-1<x<1,con loque el dominio es el
+ X

intervalo (-1, 1], pero el analisis de derivabilidad debera hacerse en
el (-1, 1) (¢por qué?), por tanto, al haber valores de x para los que la
funcidn es negativa, deberemos considerar la aplicacion de médulos
previamente'

ly|=] XH = In|y|=In|x/+= [In|1 X|=In[l+x/]=

:>L——+—[_ 1 } 2(1-X)@+x) = X0+ X) = x{A-X) _

y_x 2|1-x 1+x 2X(1—x)(1+x)

_2-2X —x=X'-x+x _ 2-2x"-2x _ 1-X'-x
2X(1-x)(1+x) 2x(l (A+x)  xA-x)1+X)

de donde, despejando:

, 1-x*—x /1—x 1-x* =X
X(L—x)(1+Xx) 1+ x X(L—x)(1+X)
. 1-x*—x

J(@=x) 1+x)°

15. Si se sabe que f es derivable, encuentre y’:

<

a) y=f(e")e'™ b) y = f(sen*x) + f (cos® x)

Solucién

Aqui es fundamental el uso de la regla de la cadena:
a) y'=[fe)]e @+ fE)[e™]=1f()ee ™+ )™=
=e"M[f(e)e* + f(e*) f'(X)]
b) y'= f'(sen®x)2senxcos x + f '(cos? x)2cos x(—senx) =

= 2senxcos X[ f '(sen®x) — f '(cos’® x)] = sen2x[ f '(sen®x) — f '(cos® X)]
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X" cosi Xx#0
16. Si f(x)= X

0 x=0

¢Cudl es la condicion que debe cumplir n para gque la funcion: a) sea continua
en x = 0; b) sea derivable en x = 0; ¢) tenga derivada continua en x = 0.

Solucién

Para que la funcion resulte continua en el origen Iirrg f(x) = f(0). Sabemos

que f(0)=0, calculemos entonces Iirrg f(x)= Iing x". Cos1 =f(0)=0
X—> X—> X

—
funcion acotada

solo si Iirrg X" =0 porque nos quedaria el producto de un infinitésimo por una
X—>

funcién acotada, para ello necesitamos que n> 0. En sintesis, f es continua en
x=0sin>0.

a) Para que sea derivable en x = 0, se requiere que
sea continua, con lo que n >0 y ademas que

n 1
X" cos —
3f '(0) = lim 100=10) _ X _ Jim x"* cos — = 3f '(0)
X

x—0 Xx—=0 x—0 X x—0

acotada

siel imx"*=0=n-1>0=n>1.En sintesis, f es

x—0

derivableenx=0si n>1, en cuyo caso f'(0)=0.

b) Para que la funcién tenga derivada continua en x = 0 tiene
que ocurrir que Ixing f'(x)=f'(0). Para ello calculemos
f'(x)six=0:

f'(x)=(x") '.cos£+ x".(cos% =nx"* cosl— x"senl.(—izj ’
X X X x U X
de esta manera nos queda, y teniendo en cuenta

que en b) calculamos f'(0)=0 con n>1:

nx"* cos£+ x”’zseni si x#0
f'(x)= X X de donde

0 si x=0
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. . ~ 1 _ 1 . _

lim f'(x) =lim| nx""cos=+x"?sen— |=0 < limx"?=0=
x—0 x—0 :'o—" X X x—0

—

acotada acotada

=n-2>0=n>2.Ensintesis, la funcion tiene derivada

continua en
Xx=0 si n>2.
i x> si x<c
17.Si g(x) = .
ax+b si x>c

(Coémo deben elegirse los coeficientes a 'y b para que la funcion admita
derivada en x = ¢?

Solucién

Por condicién necesaria, la funcion debe ser continua en x = ¢, de modo que se
debe cumplir: limg(x) = lim g(x) = lim g(x) = g(c).
X—>C x—c* X—C

En nuestro caso g(c)=c’.

Ademas lim g(x)=limx*=c* A limg(x) = lim(ax+b)=ac+b luego,

X—>C

igualando: ¢* =ac+b (20)

Por otra parte, para que 3g'(c)=g'(c’)=g'(c’). Calculemos las derivadas
laterales:

2 2

—C

lim 9(x)—9() _ lim X — lim (x=c)(x+¢) _ lim(x+c)=2c=g'(c)

X—>C" X—C x=>¢c" X—C X—>C" X—C X—C

usando la igualdad (20)

—

. x)—-g(c) ,. _ ax+b-c* . ax+b-ac-b . a(x-c
|ImM= lim = lim = lim ( )
x—c* X—C X—C~ X—C x—c* X—C x=>c" X—C

Por tanto a=2c, y como (por (20)) ¢ =ac+b reemplazando nos queda que
c?=2c*+b=b=-c".

En consecuencia, para que la funcién sea derivable en x = ¢, tiene que ocurrir
a=2cyb=-c’

=a=g'(c")
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18. Para cuestionarse:

a)

b)

c)

d)

€)

f)

Solucién

Si existe f ’(c) pero no existe g’(c), ¢qué puede decirse de derivada
de la funcion h(x) = f(x) + g(x) en x = ¢?

Si no existen f ’(c) ni g’(c), ¢qué puede decirse de la derivada de la
funcion h(x) = f(x) + g(x) en x = c?

Si existe f ’(c) pero no existe g’(c), ¢qué puede decirse de derivada
de la funcion h(x) = f(x).g(x) en x = c?

Si no existen f’(c) ni g’(c), ¢qué puede decirse de h’(c) si
h(x) = f(x).9(x)?

Si la funcion f(x) es derivable en el intervalo (&;+w) A3 I|m f(x)
¢Se deduce de ello que 3 I|m f'(x)?

¢ Se puede derivar término a término una desigualdad entre funciones
de modo que se conserve la misma?

a)

@) — lim L0+ 900~ F(©)5()

b)

Podemos afirmar que no existe h’(c) ya que, supuesta la continuidad
de g, la derivada estaria dada por:

F(x)-1()  9(x)-9(c)

=1lim
x—>¢ X—C x—¢ X—C X—C
—f'(c)
i . X)—g(c ,
luego el limite existira solo si 3|Im{%§()} que es g’(c).
X—>C —

No se puede generalizar, dependera de cuales sean dichas funciones.
Por ejemplo, si f(x)=|x| A g(x)=—|x| en x=0.Ambas son
continuasy no derivables en x =0, sinembargo h(x) =0, funcién cons-
tante, que sies derivable. Encambio,si f (x)=|x|=g(x) en x=0,
la funcion sera h(x) :2|X| que no es derivable en el origen.

Podriamos tentarnos en decir que no existe h’(c), pero ello depende
de quienes son las funciones. Por ejemplo, si f (x) = x* A g(x) =|x|,
f es derivable en x = 0 pero g no; la funcion h(x) = x* || es derivable

2||

en 0 ya que h'(0) =lim—=— —IXiLr3x|x|=0
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d)

f)

En cambio, con solo sustituir la f por f(x)=x"+1 nos queda

. (X+D|x X0
h'(o)zim(Tm: 0 le = Ah'(0). De modo
lim X0 _ 4
x—0" X

que nada se puede afirmar bajo esas hipotesis.

No podemos generalizar. Consideremos el caso f(x)= g(x):|x|
:>h(x)=|x|2 =x2, ni f ni g son derivables en 0, pero si lo es
la funcion h en x = 0. Verifique Ud. ver que si se eligiesen
f(x)=|x vy 9(x)=|x", Ia funcién h no seria derivable en el origen.

cos(x?)

No se deduce. Analicemos el siguiente ejemplo: f(x) =

con x > 0. Es derivable por ser un cociente, con denominador no
nulo, de funciones derivables, el denominador es polinémico y por
tanto derivable, y el numerador es una composicion entre la funcion
coseno, que es derivable para todo x, y la potencia x? que también

2
, .. COS(X .1
lo es. Ademas lim L: lim =.cos(x?) =0. Calculemos la
H . X—>+0 X—>+0
derivada: X X oia

—0

—sen(x?).2x.x —cos(x*) _

X2

f(x)= —2sen(x?) —%cos(xZ),

y ahora veamos

. 1 . .1

lim [—Zsen(xz)——zcos(xz)} =-2 lim sen(x*) — lim —=-.cos(x*)

X—>+00 X X—>+0 X400 X e T
- ::6‘ acotada

de donde ZXILrP f(x)
No. Sean las funciones

f(X)=e"A g(x)=1 ¥x<0:f(x)<g(x)=>e"<1, si deri-
vamos, obtendremos €*< 0, lo que es absurdo para x < 0.

19. ¢Con qué velocidad varian el area y la longitud de la diagonal de un
rectangulo en el momento en que la base vale 20m y la altura 15m, si
la base se contrae con una velocidad de 1m/s y la altura se dilata con
velocidad igual a 2m/s?
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Solucién

b
Figura 76. Grafica del ejercicio resuelto 19

El 4rea es A = b.h donde A, b y h son funciones del tiempo. La derivada de A
respecto del tiempo nos dara la velocidad con que varia el area, asi tenemos:

2
GA_dby pdh M ey oom2 M Z 5™
dt dt dt S S S
donde las velocidades de contraccion y de dilatacion tienen distinto signo (;por
queé?).
En cuanto a la diagonal D, se puede pensar como la hipotenusa de un triangulo
rectangulo; usando el teorema de Pitagoras, tenemos que D = +/h? +b?, derivando
respecto del tiempo nos queda:

dh  db m m
he, p9  15m2—+20m(-1—)
d—D=;{2hZ—T+2b@}= dt__ dt _ S s

dt  2Jh?+b? dt | Jh?+p? J(@5m)? + (20m)>

de donde C;—'t) =0,4m/s.

20. Desde el puerto de Buenos Aires salen simultdneamente dos barcos, uno
de bandera liberiana y el otro de bandera canadiense, en direcciones
Norte y Este, respectivamente. ;Con qué velocidad aumenta la distancia
entre ellos si el que se dirige al Norte lleva una velocidad de 30km/h en
tanto que el canadiense se desplaza a 40km/h?

Solucion

. . . L km .
Llamando | a distancia recorrida por el barco liberiano, 1 =30—.. Si c es

. ) . . km i
la distancia recorrida por el barco canadiense, ¢ = 4OT.t. Se alejan uno del

otro en direcciones perpendiculares. La distancia entre ambos sera la hipo-
tenusa D del triangulo rectangulo, de catetos | y c, con lo que, por Pitadgoras
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D=vI?+c? = D= \/(30—t) +(40—t) - /2500("?} :SOkTmt

de donde (:j_[t) = 50k—m

h

21. Halle la derivada de las siguientes funciones, utilizando el concepto de
derivada de la inversa:

a) f: R—)(—%;%)/ f(x)=arctgx b)g: R —> R/g(x)=argshx

Solucion

Recordemos que dada y = f ~*(x) de modo que x = f (y) entonces d—(x) dlx

ambas igualdades dependiendo de la variable x. dy

a) Si y=arctgx= x:tgy:>:—xzsec2 y=1+t9°y =1+ x* =
y

-1
LAy 1 d
dx 1+x° dx

b) g':R—R/y=g7"(x)=argsenhx = x = senhy =

-1
:%zcoshyz\/1+senh2y:\/1+x2:>d—y= 1 _d
y

dx A1+ X2 B dx

Solucién

Debemos averiguar el valorde a/ a+3+a® = 3= a = 0. De esta manera sabemos
df *

ue f(0)=3. Ademas f '(x) =1+3x*. Luego 3 -1
que f(0) (x) g - 3) = f (0)
X:\3[1— t — St
23. Determine dy Si: a) Jt b) {X acos3
ax y=+1-3t y = asen’t
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Solucién
dy

Deberemos tener en cuenta que %:g—; (si no lo recuerda, el tema tedrico
dt

correspondiente a derivacion parametrica).
R e PR—
NN TN

dy 1 ( 1 —2/3)

-1
dt 23t 3 ' e

dx 1
a) —=—(>1-+t
) 53¢ N

luego &Y __6V1- H_ VeV eV _ \/(1 ?
. N L R =T R
6vtYa-t)

dx ,
b) Como x=acos’t= P —3acos’ t.sent, ademas

dy  3asen’t.cost

S gt
dx —3acos’t.sent g

d
y =asen’t = d)t/ 3asen’t.cost = —=

24. Encuentre las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curva
definida en forma paramétrica, en donde se indica:

‘o 2t +1°
B 3 X=2t+3t
a) 1+ ent-o b) en (53
y_2t—t2 y=t>+2t°
1+t°

Solucion

Recordemos que las ecuaciones pedidas para y = f (x) son:

(x—a) si f'(@)=0

t:y="f(a)+ f'(@)(x—a) n:y:f(a)—f%a)

a) Cuandot=0,x=a=0ey=f(@ = 0. Por otra parte, debemos calcular la
derivada:
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dx _ (2+20)A+0°) - (2t+1t°)3t" _ 2+20 +2t+2t -6 -3t" _ 2-4t°+2t -t
dt (1+1t%)? (L+1%)? (1+1%)?

dy  (2-2t)@+t°)-(2t-t*)3t* _2+2t°-2t-2t* —6t°+3t" 2467 -2t +t*

dt (1+1t%)? (1+1%)? (L+1%)?
de donde:
2413 -2t +t*
3)2 243 4
dy _ (13+t) 4:2 4t3 2t+t4:>d—y(0):1
dx 2-4t°+2t-t 2-4t° +2t -t dx
(L+1%)?

Luego, las rectas tangente y normal en x =0 e y =0 son
t:y=x  n:y=-x

=2t +3t°
b {X " (5:3)

y=t*+2t°

5=2t+3t?

Debemos hallar el valor de t tal que {3 2, o3 y obtenemos t =1. Ademas:
=t"+2t

%=2+6t:>d—x(1)=8 A ﬂ=2t+6t2 :ﬂ(1)=8, con lo que d_y(1)=1
dt dt dt dt dx

Luego, las rectas tangente y normal en (5,3) son
t:y=3+(x-5)=x-2 n:y=3-(x-5)=8-x
25. Las siguientes expresiones de la forma F(X;y) =0 definen
implicitamente una funcién del tipo y = f(x), calcule y’(x, y):
a) x*+2xy—y*—2x=0 ;cuanto vale y’(2, 4)? ;e y’(2, 0)?
y

b) arctg == 1In(x2 +v%)
X 2

Solucion

a) Dada la ecuacion x*+2xy—y®>—2x=0, cony = f(x) su derivada sera
l1-x-y
X=y

2X+2(y+xy)—2yy'-2=0=2y'(x-y)=21-x-y)= y'= con

y #X. Luegoy’(2, 4) = % yy'(2,0)=- %
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: : . L, 1
b) Derivando miembro a miembro la ecuacion arctg % = Eln(x2 +v%)

tenemos:
Yy | Xy'=y
X 12x+2yy' N 1 Z(x+yy)
2 :E 2 2 — 2 2 o 2 2
(yj X°+y X*+y> 7 X+y
1+ = — 2
X

X

1 1 1 1 X+ y
=Xy =y =X+yy' = (X-y)y' =x+y=>y'=—"
X—y
26. ;Qué condiciones se deben imponer a los coeficientes:
a) paraque la parabola y = ax® +bx + ¢ sea tangente al eje de abscisas?

b) para que la funcion y = x* +bx+c sea tangente al eje de abscisas?

c) paraque la pardbola y = ax* sea tangente a la curva y = In x?

Solucion

a) Para que la parabola y = ax® +bx + ¢ sea tangente al eje x, debe tener su vértice
en el punto de tangencia y en €l su derivada es cero. Con ello nos quedara un
sistema de ecuaciones:

y'=2axv+b:0:>xvz—i
2a
y, =ax’ +b +c—0:>a(—£)2+b(—£)+c—0:>
v =A% 2a 2a
2 2 2 _9p2
:>b__b_+c:0:>w=0:>—b2+4ac=0 va=0
4a 2a 4a

Notese que el punto de tangencia sera el mayor valor de la imagen sia<0, o el
menor si a > 0.

b) Para que la parabola cibica y = x* +bx+c resulte tangente al eje de abscisas
en algun punto de abscisa x,, tiene que ocurrir que la derivada en dicho punto
sea ceroy laimagen en él sea cero.

y'(X) =3x%; +b=0=|x|= /_?b con b<0

3
Yo =%, +bx,+c=0
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3 2
Si xoz‘/_—b: ‘/_—b +b‘/_—b+c:0: (_—b] _—b+b,/_—b+c=0:>
3 3 3 3) 3 3
‘E‘ /_—b+b f_—b+c:0, comob30:>‘9‘:—9:>—E /_—b+b /_—b+c:0
31V 3 3 3 3 3V3 3

ERE

2 (b)¥? = —c = c=—2— (-b)*2,b <0

33 33

Si X, =— _—b:{—\/_—T)] +b(—\/_—7b)+c=0:>— /[_—bj _—b—b\/§+c=0:>
3 3 3 3 3 3
‘ ‘\/:— \/7+c 0, comob<0‘ ‘ \/:— \/7 +c=0

:_Eb
3 3

2 by =—c=sc=——2_(-b)** b <0

3[ 33

¢) Para que la pardbola y = ax’ sea tangente a la curva y = In x tienen que tener
la misma pendiente en el punto de tangencia X, >0, de donde tenemos:

1
2 1 >
ax, =Inx, ﬂ,gzlnxojxozezjyoz
1 2 =
2ax0=—:>x0=2— , 1 B
e 2 |W=e=g=asy

27.Encuentre las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curva
definida implicitamente, en el punto que se indica:

2 2

X y 32
—+-=—=1 en P(6,— b) xy+Iny=1 en 1.1
)100 o1 ( 5) ) xy+Iny QL1
Solucién
a) Derivamos: X , Y _o— y-z_ﬁ 16x:>y,(6;g): 166 _ 3
50 32 50y 25y 5 532 5
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50 -3x
5

32 3
De donde la recta tangente es: y = ?—g(x -6)=

5x—-54
15

2
En tanto que la recta normal es: y = 3?+g(x—6) =

b) xy+Iny=1enQ (1; 1)

Derivemos
LY xy+1 . Y - 1
y+Xy'+—=0= y'=—y=>y'= =Ygy =—
y y Xy +1 2
1 3—X
De donde la recta tangente es: Y =1—§(X—1) ~ 5

En tanto que la recta normal es: y =1+2(x-1) =2x-1

28. Para la funcion f(x) =1+ x*-3x calcule Af y df ena=1 con:
a) Ax=0,5 b) Ax=0,1 c¢) Ax=0,01. Comparelos.

Solucion

Recordemos que Af = f(x+Ax)— f(x),y df = f(xX)Ax , en nuestro caso
f'(x)=2x-3

8) Af = f(1+0,5)— f(1)=(1+15"-3.1,5)-(1+1° ~3.1) =-1,25+1=-0,25

df =(2.1-3).0,5=-0,5

Notar que, en este caso |Af —df |=|-0,25+0,5/=0,25
b) Af = f(1+0,1)— f (1) =(1+11*-3.11) - (1+1° -3.1) =—-1,09+1=-0,09

df =(2.1-3).0,1=-0,1

Notar que, en este caso |Af —df |=|-0,09+0,1=0,01
C) Af = f(1+0,01) - f (1) = (1+1,01° -3.1,01) - (1+1* ~3.1) = —1,0099 +1 = —0,0099

df =(2.1-3).0,01=-0,01

Notar que |[Af —df |=|-0,0099+0,01] = 0,0001

Si comparamos los médulos |Af —df | podemos observar que dichas diferencias
se reducen considerablemente cuanto méas pequefio sea el Ax.
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29. Calcule dy en los siguientes casos:

C) Yy = Senx—Xcos X

a) y:iarctg5 b) y_—I
a a 2a

X+a

Solucion

Recuerde que se usa indistintamente Ax o dx.

. 1 1
2
a) dy:(iarctgﬁj dx=1_a ~dx =—2— dx ox
a a a X a’+x a’ +x
wl)
a a
b) Como y_—In X—a :i[ln|x—a|—ln|x+a|]:>y':i[i—i}:
X+a| 2a 2al Xx—a X+a
1 x+a X+a 1 1 dx
' =dy= dx =
' " x—a X-a Y=l x* —a’

C) Yy =Senx—XcosX = y'=cosX—(Cos X — xsenx) = xsenx = dy = xsenxdx

30.El periodo de oscilacion de un péndulo, medido en segundos, se

. , - I _
determina a través de la expresion T = 27z\/: donde | es la longitud
g

del péndulo, en centimetros, y g = 981cm/s? es la aceleracion de la
gravedad. ¢Cuanto se debe alterar la longitud | = 20cm para que el
periodo T aumente 0,05s?

Solucién

2r 1 T = dl

f“’"' S T

Luego AT =0,05s = dT = ”d: ___ =l =205 Jog1 MM ooem
Jol 981%20cm

Por tanto, dl = 2,2293cm = 2,23cm, de donde la longitud | deberd aumentarse
aproximadamente 2,23 cm.

Sabemos que AT =dT = dT =
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31. Usando diferenciales, obtenga un valor aproximado en los siguientes
casos:

a) logll b) cos121° c) arctgl,l

Solucién

Como ya vimos
Af 2df = f(a+Ax)-f(a)= f'(a)Ax= f(a+Ax)= f(a)+ f'(a)Ax

Si cambiamos lanotacion f (x) = f(a)+ f '(a)(x—a) donde llamamos x = a+ AX,
recordemos que el segundo miembro es la ecuacién de la recta tangente y lo que
hacemos entonces es una aproximacion lineal.

a) Como deseamos hallar un valor aproximado para logll, elegiremos
como funcién f (x) =log x, como valor de a tomaremos uno préximo
a 11 y cuyo logaritmo decimal conozcamos; en este caso conviene
tomar a = 10, de donde Ax=1.

Ademas f(x)= Inx = f'(x)= . . Con todo esto, reemplacemos en
In10 xIn10

f(a+Ax)= f(a)+ f '(@)Ax = log1l1l=log10+ 1 1=1+ 1

=~1,043
10In10 10In10

b) Para hallar el valor aproximado del cos121°, tomaremos como
funcion f(x)=cosx = f '(x) =—senx, como valor de a uno muy
proximo a 121° y cuyo coseno conozcamos, en este caso conviene
tomar a = 120°, de donde Ax=1°= %(en radianes) .

Ahora reemplacemos en la férmula de aproximacion lineal:

f(a+Ax) = f(a)+ f '(a)Ax = c0s121" = cos120° — seanO".ﬁ ~-0,51511

c) Debemos aproximar el arctgl,1. Tomemos

1
1+ x%'

f(x)=arctgx = f'(x) =

ytomemosa =1y Ax=0,1. Reemplazando nos queda:

01=%+ L ~08354
4" 20

arctgl,1= arctgl+ .
g 9 1+12
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2. Demuestre la formula de aproximacion Va" +h = a+—h_ con
n-1
na

a>0, |h| << a. Aplicando la misma calcule aproximadamente </120.

Solucion

Recordar que |h| << a significa que h en moédulo es mucho menor que a.

- 1 -4 Ln
Tomemos como funcion f(x)=Yx = f'(x) :Hx“ :HX " AX=h es

el incremento ya que la informacion nos indica que es pequefio. Llamamos

X, =a" y reemplazamos en la expresion f(x, +Ax) = f(x,)+ f '(x,)Ax =

1-n
={a"+h ;Q/aT+£(a”) " hoatlan car
n n

nan—l

Para el caso particular en que deseamos aproximar {120, n=7,a=2, h=-8,

8 _, 1

sustituyendo nos queda: 4120 ={/2" -8 =2 = == 55 ~1.9821

33. Calcule las derivadas hasta el orden que se indica:

a) y=xInx halle y" b) y=a* halle y™ ¢) y=senx halle y™

d) y=In(l+x) halle y™ e) xX*+y?>=4 halle y"
= t
f) y?+2Iny=x* halle y" 9) {X AEOST palle y
y = bsent
Solucién

1 1 n 1
Q) y=xInx=y'=Inx+x==Inx+1l=y"==
X X

hy=a*=y'=a"lna=y"=a’Ina=y"=a*Ina=..=>y"=a*In"a

C) y=senx,y'=cosx,y"=-senx,y"=—cosx, y* =senx, como se puede ob-
servar, salvo los signos, los resultados son siempre senos 0 cosenos. Si recorda-
mos que sen(X + &) = Senx cos & + sena €os X, con una adecuada eleccion de «,
podremos generalizar la derivada pedida. Admitamos « en un giro, y veamos:

, . . T
Para n=1, en y'=sen(Xx+a)=Senxcosa +sena cosXx si elegimos o == nos

gueda que y’= COSX.

265

Nota:

Si escribimos
arc tgl = 45°
estd mal,
Jpor que?
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, . . V4
Paran=2,en Yy'=sen(Xx+a) = Senxcosa + sena cos Xsi elegimos o = 7 = 2.~
nos queda que y”’= -senx. 2

" . . T
Paran =3, en y"=sen(X+a)=Senxcos«a +sena cosx si elegimos o =3.—
nos queda que y’’=-COsX. 2

. . T
Paran=4,en y“ =sen(x+a) = senxcosa + sena cos x si elegimos o = 4.5
nos queda que y “ = senx.

.. T T
Comparando los distintos valores de « , vemos que & =n > = y™ =sen(x+n E)

d) y='n(1+x);y'=$=(1+x)-1;y"=—(1+x)‘2;

y"=2.0+x)% YW =-3.20+x)*, ..,y = ()" (n-D)!L+x)"

Ya que si observamos con precaucion la secuencia:

n signo coeficiente Pot. de 1+x
1 + 1 -1
2 - 1 -2
3 + 2.1 -3
4 - 3.2.1 -4
n -p™* (n-1) ! -n

Tabla 7. Signo de las derivadas sucesivas de y = In (1+x)

—X
1 y_Xi
e) X’ +y*=4=2x+2yy'=0= y':—ijy":—y_;(y - . y _
y y y
y2+X2
Yy yExE 4
y? y’ y’
2 4 y' 3 y2+1 3 2X3y
f) y"+2Iny=x" = 2yy'+2-—=4x" = 2y' =4 = y'=—; I
y y©+

Yo 23Xy + Xy )(y? +1) —2x°y.2yy"
(y?+1)?
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3 3
2(3x°y +x° 22X y)(y2+l)—2x3y.2y 22X y
_ y +1 y"+1_
(y*+2)°
2x* axty? 3y(y* +1)+2x* 4xty?
(3y+ ; y)(yZ +1)_ . y y(y 2) y(y2+1)_27y
2 y +1 y +1 ) y +1 y +1
=2X — =2X —
(y° +1) (y"+1)
_ 2y By +3+2x")(y* +1) -4x"y* _
(y*+1)°
_2)(2y3y4+3y2 +2x'y? +3y? +3+2x* —4x'y?
(y* +1)°
_2)(Zy3y“+6y2—2x“y2+3+2x4
(y*+2)°
X _ _asent
: {x:acost:> dt :d_y_ bcost ——Rcott:
y = bsent ﬂ:bcost dx —asent a
dt
d’y b d _ bd dt b a1
™ =———(cot t) =———(cot t) d—_—g(—cosec t)&_

por regla de la cadena

b

X -
/e

por derivada de la inversa

adx/ a dt

, 1 b

=—cosect -

a

34.Una pelota que se patea con una velocidad inicial de 2m/s, bajo un
angulo de 30°, desplazandose en el plano de acuerdo con las siguientes

—asent a’sen’t

X =V,,t

ecuaciones del movimiento: 1
Y =Vo,t = ot

2

proyecciones de la velocidad inicial sobre los ejes coordenados y g la
aceleracion de la gravedad, que por comodidad la aproximaremos a
10m/s2. Halle la ecuacién de la trayectoria. Determine la velocidad y
aceleracion en cualquier instante t. ;,Cudl es la altura maxima que logra?

¢Y el maximo desplazamiento horizontal?

siendo V,, y Vy, las

267
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Solucién

Descomponiendo el vector velocidad inicial en la suma vectorial del v,, y el v,,
(perpendiculares entre si), tendremos que

v,
oy v

V,, =V, €0s30°

— 0
Vo, = V,5en30 -

VOx

Figura 77. Gréfica del ejercicio resuelto 34

: . : X
De la primera ecuacion, despejando t tendremos: t =—. Reemplazando en la

segunda nos queda: Vox
2 2
y=V0yt_£gt2 :VOyi_lg i =vosen30°L_ng—2=
2 Voo 2\ Vo V,€0s30° 2~ (v,C0s30°)
2 2 2
:xt930°—110 mz X L m2 X zzi_ﬂ
28" (oM co5300)7 V3 S A m? (\@] V3 3m
S 2 T
S 2

resultado que se expresara en unidades de longitud (que omitiremos en los
- X 5x° L .
pasos siguientes): y = NS es la ecuacion de la trayectoria que, como era

NE]

previsible, nos da una parabola con concavidad hacia abajo.

Se pide, ademas, que hallemos la velocidad y aceleracion. Como el movimiento es
una composicion entre el desplazamiento horizontal (que es rectilineo uniforme:
velocidad constante y aceleracion nula) y el vertical (que se ve “frenado” por la
aceleracion de la gravedad), tendremos que la aceleracion (que es una magni-
tud vectorial), seré la suma a=4a,+4, =0i +gj =gj = [d/=9. En cuanto a
la velocidad, deberemos calcular la velocidad en la direccion horizontal y en la
vertical y luego hacer la suma vectorial:

V, =V,, =V, c0s30° (constante) . .
=V =V,c0s30° +(v,5en30°—qt)

V, =V,, — gt =Vv,sen30°—gt

de donde, su modulo o norma, sera
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v = \/ (v, c0s30°)% + (v,sen30° —gt)?

|V| = \/ (v, c0s30°)* + (v,sen30°—gt)* =

A%

X

Figura 78. Vector velocidad

= \/vé cos? 30°-+v2sen230° —2v,gsen30°t + g°t? = \/vZ — 2v,gsen30°t + g’t* =

2
:\/4 m2 -27 m 10 m2 1 =+/4—20t +100t? (en—)
s s? 7

Para hallar la altura maxima debemos determinar, en primer lugar, en qué instante
mi
0
lavelocidad, seginyseanula: v, = v,sen30°~gt =0 =t = Yp5en30 = sz =0,1s
g 10

SZ

Luego reemplazamos este valor en la ecuacion de y, obteniendo asi:

1 2 1 2 m 1 1
=v, t—=gt° =v.,sen30°t — =gt 2——0 1s-=10———(0,15)" =
y Oy 29 0 29 2 2 ( )

=0,Im-0,05m =0,05m=h__

El maximo desplazamiento horizontal, también Ilamado alcance horizontal, lo
obtendra empleando el doble de tiempo del que uso para llegar a la altura méaxima
(¢por qué?), con lo que t = 0,2s, reemplazamos este valor en la ecuacion para x

.

y nos queda: x =v,,t=Vv, cosBOOt—Z—TO 2s =0,36m
S

SENX + X COS X X<
35.Sea f(x)= , :
a+b(x—-rz)+c(x—-7)° x>nx

¢Como deben elegirse los coeficientes a, b y ¢ tal que exista f” ().
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Solucién

Para que exista f”’( ) debe ocurrir que f(x) sea continua y derivable, ademas la
f’(X) a su vez debe ser continua y derivable en x = 7.

Para la continuidad de fen x=7: lim f (x) = f (z) = lim f(x) = lim f(x), de

lim f(x)= lim(senx+Xxcosx) =—-x
X—=>7

X—>7r

donde " ]
lim f(x)=lim(a+b(x-7)+c(x-7)°)=a

—a=-n=Ff(r) (2

Veamos qué ocurre con la derivada. Calcularemos la derivada en x = 7, por
definicion, ya que la funcion cambia su forma analitica en ¢él, de modo que
deberemos hacer las derivadas laterales. En los restantes puntos podemos derivar
usando reglas de derivacion.

Si x<z: f'(X)=C0SX+C0SX— XSenx = 2C0S X — XSenx
Si x>7z: f'(x)=b+2c(x-7)

=0

——

v . f(X)=f(x) . SenX+XCOSX+z ,. SenxX—Sensz+XCoSX+ 7w
f'(z7)=lim = lim = lim =
X7 X— X1 X—7 X1~ X—7
.| senx—senz  XCOSX+ 7 . senx—senz . XCOSX+7w
= lim + = lim— + lim —=
X1 X—7r X—7 X7 X—7r X7 X—7r

_

(senx)"xZ”
. wT+r)Cos(zr+r)+rx . 7T+ r)(COSxTCOSr—senxzsenr)+x
=cosz+ lim ( ) cos( ) =-1+1lim ( X ) =
r—0" r r—0" r

cambiando variables r=x—7z=> X=7z4r..six—>z =>r—->0"

(r+r)(—cosr)+z —7rCOSr—rcosr+z

=-1+1im =1+1lim
r—0" r r—0" r
2sen2
—— senL
=-1+lim —rcosr +z(1-cosr) =14 1im ZCS5T im 2z sent —2 e
r—0" r r—0- r r—0" 2 r 2
[S——) —
-0 2
=-1-1=-2=1"'(n"). =1
=—r=ade (21)
f(x)— f(r) A+b(x—7m)+c(x—7n)*— &
f'(7z7)=lim = lim =
x—zt X—7 x—ort X—7
- |im+(X—ﬂ)w= lim [b+c(x—7)]=b=f (z")
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Como debe ser derivable, las derivadas laterales son iguales, de donde nos queda:

2COSX—XSenX X<
bx+2c(x—7) x>rx

Ahora debemos exigir que esta funcién sea continua en x = 7, luego

XILT f'(x)= JLT f'(x)= IXL”), f'(x)=f'(x) por lo tanto:

XILT f'(x)= XILT (b+2c(x—7x))=bA XILT f'(x)= XILT(Z COS X — Xsenx) = —2
de donde b = -2 con lo que es continua en dicho punto.

Calculemos ahora la derivada segunda: como debe existir, las laterales deben
ser iguales:

£z = lim f'(x)-f'(n) _lim 2C0S X — XSenx + 2 _
X

X7

- x> X—1

cambiando variables r=x—7=> Xx=7z+r..six—=>7z =>r—->0

_ lim 2cos(r+r)—(r+r)sen(z+r)+2

r—0" r

2(coszrcosr —senzsenr) — (7 +r)(senz cosr+senrcosz)+2

= lim
r—0" r
:Zsenzg
—
_lim —-2cosr —(zw+r)(-senr)+2 lim (r+r)senr+2(1-cosr)
B r—0- r B r—0- r B

—1
——

r

-1

—0
sen

= Iim(7r+r)ﬂ+ lim2sent — 2.1 ;¢ "(77)

r—0" r r—0" 2 L 2
f"(z*) = lim Fo)-1'm) _ "szzf+2c(x—7r)—sz — lim Mzzc
x—ozt X—7 x—ozt X—7 x—ozt X—7

Luego 2c:7z:>c:%

En consecuencia, los valores de los coeficientes que nos permiten asegurar la

existencia de f”’() son ¢ :%, b=-2y a=-x.
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la resolucién de situaciones problemdticas que le exijan algo mas que una simple ejecucién de
mecanismos de cdlculo.

Los autores del presente libro de Célculo Diferencial e Integral en una variable real
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del nivel de los conocimientos adquiridos y marcarian los inconvenientes todavia no superados.

Se incorporan modelos de evaluaciones tipo con su resolucién, contemplando diferentes
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