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viii

Bienvenido a la décima edición de Cálculo. Nos enorgullece ofrecerle una nueva versión revisada de nuestro libro de texto. 

Como con las otras ediciones, hemos incorporado muchas de las útiles sugerencias de usted, nuestro usuario. En esta edición 

se han introducido algunas características nuevas y revisado otras. Encontrará lo que espera, un libro de texto pedagógico, 

matemáticamente preciso y entendible.

Estamos contentos y emocionados de ofrecerle 

algo totalmente nuevo en esta edición, un sitio web, 

en LarsonCalculus.com. Este sitio ofrece muchos 

recursos que le ayudarán en su estudio del cálculo. 

Todos estos recursos están a sólo un clic de distancia.

Nuestro objetivo en todas las ediciones de este 

libro de texto es proporcionarle las herramientas 

necesarias para dominar el cálculo. Esperamos que 

encuentre útiles los cambios de esta edición, junto 

con LarsonCalculus.com, para lograrlo.

En cada conjunto de ejercicios, asegúrese de 

anotar la referencia a CalcChat.com. En este sitio 

gratuito puede bajar una solución paso a paso de cual-

quier ejercicio impar. Además, puede hablar con un 

tutor, de forma gratuita, dentro del horario publicado 

en el sitio. Al paso de los años, miles de estudiantes 

han visitado el sitio para obtener ayuda. Utilizamos 

toda esta información como ayuda para guiarlo en 

cada revisión de los ejercicios y soluciones.

Prefacio

Lo nuevo en esta edición

NUEVO LarsonCalculus.com 
Este sitio web ofrece varias herramientas y recursos 

para complementar su aprendizaje. El acceso a estas 

herramientas es gratuito. Videos de explicaciones de 

conceptos o demostraciones del libro, ejemplos para 

explorar, vista de gráfi cas tridimensionales, descarga 

de artículos de revistas de matemáticas y mucho más.

NUEVA Apertura de capítulo
En cada apertura de capítulo se resaltan aplicaciones 

reales utilizadas en los ejemplos y ejercicios.

NUEVOS Ejemplos interactivos
Los ejemplos del libro están acompañados de ejem-

plos interactivos en LarsonCalculus.com. Estos ejem-

plos interactivos usan el reproductor CDF de Wolfram 

y permiten explorar el cálculo manejando las funcio-

nes o gráfi cas y observando los resultados.

NUEVOS Videos de demostraciones
Vea videos del coautor Bruce Edwards, donde explica 

las demostraciones de los teoremas de Cálculo, déci-

ma edición, en LarsonCalculus.com.
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ixPrefacio

NUEVO ¿Cómo lo ve? 
La característica ¿Cómo lo ve? en cada sección presenta 

un problema de la vida real que podrá resolver mediante 

inspección visual utilizando los conceptos aprendidos 

en la lección. Este ejercicio es excelente para el análisis en 

clase o la preparación de un examen.

Comentario Revisado 
Estos consejos y sugerencias refuerzan o amplían concep-

tos, le ayudan a aprender cómo estudiar matemáticas, le 

advierten acerca de errores comunes, lo dirigen en casos 

especiales o le muestran los pasos alternativos o adiciona-

les en la solución de un ejemplo.

Conjuntos de ejercicios Revisados 
Los conjuntos de ejercicios han sido amplia y cuidadosamen-

te examinados para asegurarnos que son rigurosos e impor-

tantes y que incluyen todos los temas que nuestros usuarios 

han sugerido. Se han reorganizado los ejercicios y titulado 

para que pueda ver mejor las conexiones entre los ejemplos y 

ejercicios. Los ejercicios de varios pasos son ejercicios de la 

vida real que refuerzan habilidades para resolver problemas 

y dominar los conceptos, dando a los estudiantes la oportuni-

dad de aplicarlos en situaciones de la vida real.

Cambios en el contenido
El apéndice A (Demostración de teoremas selecciona-

dos) ahora se presenta en formato de video (en inglés) 

en LarsonCalculus.com. Las demostraciones también 

se presentan en forma de texto (en inglés y con costo 

adicional) en CengageBrain.com.

Características confi ables

Aplicaciones
Se han elegido con cuidado ejercicios de aplicación y 

ejemplos que se incluyen para dirigir el tema: “¿Cuándo 

usaré esto?”. Estas aplicaciones son tomadas de diver-

sas fuentes, tales como acontecimientos actuales, datos 

del mundo, tendencias de la industria y, además, están 

relacionadas con una amplia gama de intereses, enten-

diendo dónde se está utilizando (o se puede utilizar) el 

cálculo para fomentar una comprensión más completa 

del material.

Desarrollo de conceptos 
Los ejercicios escritos al fi nal de cada sección están 

diseñados para poner a prueba su comprensión de los 

conceptos básicos en cada sección, motivándole a verba-

lizar y escribir las respuestas, y fomentando las habilida-

des de comunicación técnica que le serán invaluables en 

sus futuras carreras.

822 Capítulo 12  Funciones vectoriales

40.

41.

42. r t 2 sen t i 2 cos t j 2 sen tk

r t sen t i
3

2
 cos t

1
2

t j
1
2

 cos t
3

2
k

r t t i
3

2
t 2 j

1
2

t 2k

Piénselo En los ejercicios 43 y 44, use un sistema algebraico 
por computadora a fin de representar gráficamente la función 
vectorial r(t). Para cada u(t), haga una conjetura sobre la trans-
formación (si la hay) de la gráfica de r(t). Use un sistema alge-
braico por computadora para verificar su conjetura.

43.

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

44.

(a)

(b)

(c)

(d)

(e) u t t i t 2j 1
2 t 3k

u t t i t2j 1
8t3k

u t t i t2j 1
2t 3 4 k

u t t2i t j 1
2t3k

u t t i t 2 2 j 1
2t 3k

r t t i t2j 1
2t3k

u t 6 cos t i 6 sen t j 1
2tk

u t 1
2t i 2 sen t j 2 cos tk

u t 2 cos t i 2 sen t j 1
2 t k

u t 2 cos t i 2 sen t j 2tk

u t 2 cos t 1 i 2 sen t j 1
2tk

r t 2 cos t i 2 sen tj 1
2tk

Representar una gráfica mediante una función vecto-
rial En los ejercicios 45 a 52, represente la curva plana por me-
dio de una función vectorial. (Hay muchas respuestas correctas.)

.64.54

.84.74

.05.94

.25.15
x2

9
y 2

16
1

x2

16
y2

4
1

x 2 2 y2 4x2 y 2 25

y 4 x2y x 2 2

2x 3y 5 0y x 5

Representar una gráfica mediante una función vecto-
rial En los ejercicios 53 a 60, dibuje la curva en el espacio 
representada por la intersección de las superficies. Después re-
presente la curva por una función vectorial utilizando el pará-
metro dado.

ParámetroSuperficies

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60. x t primer octantex 2 y 2 z 2 16,  xy 4

x t primer octantex 2 z 2 4,  y 2 z 2 4

x 2 sen tx2 y 2 z 2 10,  x y 4

x 1 sen tx2 y 2 z 2 4,  x z 2

z t4x2 4y 2 z 2 16,  x z2

x 2 sen tx2 y 2 4,  z x2

x 2 cos tz x2 y 2,  z 4

x tz x2 y 2,  x y 0

61.  Dibujar una curva Demuestre que la función vectorial  

r(t) = ti + 2t cos tj + 2t sen tk se encuentra en el cono 4x2 = 

y2 + z2. Dibuje la curva.

62. Dibujar una curva Demuestre que la función vectorial 

r(t) = e–t cos ti + e–t sen tj + e–tk se encuentra en el 

cono z2 = x2 + y2. Dibuje la curva.

Determinar un límite En los ejercicios 63 a 68, evalúe el lí-
mite (si existe).

63.

64.

65.

66.

67.

68. lím
t→

 e t i
1
t
 j

t
t 2 1

 k

lím
t→0

 et i
sen t

t
 j e t k

lím
t→1

 t i
ln t

t 2 1
 j

1
t 1

 k

lím
t→0

 t 2 i 3t j
1 cos t

t
 k

lím
t→2

 3ti
2

t2 1
 j 

1
t
 k

lím
t→

 t i cos t j sen tk

Continuidad de una función vectorial En los ejercicios 69 
a 74, determine el (los) intervalo(s) en que la función vectorial 
es continua.

69.

70.

71.

72.

.47.37 r t 8, t, 3 tr t e t, t 2, tan t

r t 2e t i e t j ln t 1 k

r t t i arcsen t j t 1 k

r t t i t 1 j

r t t i
1
t
 j

DESARROLLO DE CONCEPTOS

Escribir una transformación En los ejercicios 75 a 78, 
considere la función vectorial

r(t) = t2i + (t – 3)j + tk.

Dé una función vectorial s(t) que sea la transformación es-
pecificada de r.

75.  Una traslación vertical tres unidades hacia arriba.

76.  Una traslación vertical dos unidades hacia abajo.

77.  Una traslación horizontal dos unidades en dirección del  
eje x negativo.

78.  Una traslación horizontal cinco unidades en dirección del 
eje y positivo.

79.  Continuidad de una función vectorial Escriba la 

definición de continuidad para una función vectorial. 

Dé un ejemplo de una función vectorial que esté de-

finida pero no sea continua en t = 2.

80.  Comparar funciones ¿Cuáles de las siguientes gráfi-

cas representa la misma gráfica?

(a)

(b)

(c)

(d) r t 3 cos 2t 1 i 5 sen 2t 2 j 4k

r t 3 cos t 1 i 5 sen t 2 j 4k

r t 4i 3 cos t 1 j 5 sen t 2 k

r t 3 cos t 1 i 5 sen t 2 j 4k
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Piénselo En los ejercicios 43 y 44, use un sistema algebraico
por computadora a fin de representar gráficamente la función 
vectorial r(t). Para cada u(t), haga una conjetura sobre la trans-
formación (si la hay) de la gráfica de r(t). Use un sistema alge-
braico por computadora para verificar su conjetura.

43.

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

44.

(a)

(b)

(c)

(d)

(e) u t t i t 2j2 1
2 t 3k

u t t i t2j2 1
8t3k

u t t i t2j2 1
2t 3 4 k

u t t2i t j 1
2t3k

u t t i t 2 2 j 1
2t 3k

r t t i t2j2 1
2t3k

u t 6 cos t i 6 sen t j 1
2tk

u t 1
2t i 2 sen t j 2 cos tk

u t 2 cos t i 2 sen t j 1
2 t k

u t 2 cos t i 2 sen t j 2tk

u t 2 cos t 1 i 2 sen t j 1
2tk

r t 2 cos t i 2 sen tjt 1
2tk

Representar una gráfica mediante una función vecto-
rial En los ejercicios 45 a 52, represente la curva plana por me-
dio de una función vectorial. (Hay muchas respuestas correctas.)

.64.54

.84.74

.05.94

.25.15
x2

9
y 2

16
1

x2

16
y2

4
1

x 2 2 y2 4x2 y 2 25
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Representar una gráfica mediante una función vecto-
rial En los ejercicios 53 a 60, dibuje la curva en el espacio 
representada por la intersección de las superficies. Después re-
presente la curva por una función vectorial utilizando el pará-
metro dado.

ParámetroSuperficies

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60. x t primer octantex 2 y 2 z 2 16, xy 4

x t primer octantex 2 z 2 4, y 2 z 2 4

x 2 sen tx2 y 2 z 2 10, x y 4

x 1 sen tx2 y 2 z 2 4, x z 2

z t4x2 4y 2 z 2 16, x z2

x 2 sen tx2 y 2 4, z x2

x 2 cos tz x2 y 2, z 4

x tz x2 y 2, x y 0

61. Dibujar una curva Demuestre que la función vectorial 

r(t) = titt + 2t cost tjt + 2t sent tk se encuentra en el cono 4x2 =
y2 + z2. Dibuje la curva.

62. Dibujar una curva Demuestre que la función vectorial 

r(t) = e–t cos t titt + e–t sent tjt + e–tk se encuentra en el 

cono z2 = x2 + y2. Dibuje la curva.

Determinar un límite En los ejercicios 63 a 68, evalúe el lí-
mite (si existe).

63.

64.

65.

66.

67.

68. lím
t→

e t i
1
t

j
t

t 2 1
k

lím
t→0

et i
sen t

t
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ln t
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j

1
t 1

k

lím
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t 2i 3t j
1 cos t

t
k

lím
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2
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1
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t i cos t j sen tk

Continuidad de una función vectorial En los ejercicios 69 
a 74, determine el (los) intervalo(s) en que la función vectorial 
es continua.

69.

70.

71.

72.

.47.37 r t 8, t, 3 tr t e t, t 2, tan t

r t 2e t i e t j ln t 1 k

r t t i arcsen t j t 1 k

r t t i t 1 j

r t t i
1
t

j

DESARROLLO DE CONCEPTOS

Escribir una transformación En los ejercicios 75 a 78, 
considere la función vectorial

r(t) = t2i + (t – 3)j + tk.

Dé una función vectorial s(t) que sea la transformación es-
pecificada de r.

75. Una traslación vertical tres unidades hacia arriba.

76. Una traslación vertical dos unidades hacia abajo.

77. Una traslación horizontal dos unidades en dirección del 
eje x negativo.x

78. Una traslación horizontal cinco unidades en dirección del 
eje y positivo.

79. Continuidad de una función vectorial Escriba la 

definición de continuidad para una función vectorial. 

Dé un ejemplo de una función vectorial que esté de-

finida pero no sea continua en t = 2.

80. Comparar funciones ¿Cuáles de las siguientes gráfi-

cas representa la misma gráfica?

(a)

(b)

(c)

(d) r t 3 cos 2t 1 i 5 sen 2t 2 j 4k

r t 3 cos t 1 i 5 sen t 2 j 4k

r t 4i 3 cos t 1 j 5 sen t 2 k

r t 3 cos t 1 i 5 sen t 2 j 4k

¿CÓMO LO VE? 
vectorial r(t) para 0 ≤ t ≤ 2p y su derivada r′(t) 
para diferentes valores de t.

− 1− 2− 3215
− 1

− 2

− 4

1

2

3

4

t = π5
6

t = π5
4

t = π
4

x

y

 (a)  -
mine si cada componente es positiva o negativa.

 (b)  ¿Es suave la curva en el intervalo [0, 2p]? Explique su 
razonamiento.
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x Prefacio

Teoremas 
Los teoremas proporcionan el marco conceptual del cálcu-

lo. Los teoremas se enuncian claramente y están separados 

del resto del libro mediante recuadros de referencia visual 

rápida. Las demostraciones importantes a menudo se 

ubican enseguida del teorema y se pueden encontrar en 

Larson Calculus.com. 

PROYECTO  DE  TRABAJO

Arco de St. Louis
El arco de entrada a San Luis, Missouri, fue diseñado utili-

zando la función coseno hiperbólico. La ecuación utilizada 

para la construcción del arco fue 

299.2239 x 299.2239

y 693.8597 68.7672 cosh 0.0100333x,

donde x y y se miden en pies. Las secciones transversales 

del arco son triángulos equiláteros, y (x, y) traza la ruta de 

los centros de masa de los triángulos de la sección transver-

sal. Para cada valor de x, el área del triángulo de la sección 

transversal es 

A 125.1406 cosh 0.0100333x.

(Fuente: Owner ′s Manual for the Gateway Arch, Saint Louis, MO, 
por William Thayer.)

 (a)  ¿A qué altura sobre el 
suelo está el centro del 
triángulo más alto? (A 
nivel del suelo, y = 0.) 

 (b)  ¿Cuál es la altura del 
arco? (Sugerencia: 
Para un triángulo 
equilátero, , A 3c2

donde c es la mitad 
de la base del triángulo, y el centro de masa del triángulo está 
situado a dos tercios de la altura del triángulo.)

 (c)  ¿Qué tan ancho es el arco al nivel del suelo?

Definición de diferencial total

Si z = f(x, y), y ∆x y ∆y son los incrementos en x y en y, entonces las

las diferenciales de las variables independientes x y y son

y dy ydx x

y la diferencial total de la variable dependiente z es

dz
z
x
 dx

z
y
 dy fx x, y  dx fy x, y  dy.

Defi niciones 
Como con los teoremas, las defi niciones se 

enuncian claramente usando terminología 

precisa, formal y están separadas del texto 

mediante recuadros para una referencia visual 

rápida.

Exploraciones 
Las exploraciones proporcionan retos únicos 

para estudiar conceptos que aún no se han 

cubierto formalmente en el libro. Le permiten 

aprender mediante el descubrimiento e in-

troducir temas relacionados con los que está 

estudiando en ese momento. El explorar temas 

de esta manera le invita a pensar de manera 

más amplia.

Notas históricas y biografías 
Las notas históricas le proporcionan información acerca 

de los fundamentos de cálculo. Las biografías presentan a 

las personas que crearon y contribuyeron al cálculo. 

Tecnología
A través del libro, los recuadros de tecnología le ense-

ñan a usar tecnología para resolver problemas y explorar 

conceptos del cálculo. Estas sugerencias también indican 

algunos obstáculos del uso de la tecnología. 

Proyectos de trabajo
Los proyectos de trabajo se presentan en algunas seccio-

nes y le invitan a explorar aplicaciones relacionadas con 

los temas que está estudiando. Proporcionan una forma 

interesante y atractiva para que usted y otros estudiantes 

trabajen e investiguen ideas de forma conjunta.

Desafíos del examen Putnam 
Las preguntas del examen Putnam se presentan en algunas 

secciones. Estas preguntas de examen Putnam lo desa-

fían y le amplían los límites de su comprensión sobre el 

cálculo.
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Recursos para el estudiante 
(Disponibles sólo en inglés y con un costo adicional)
• Manual de soluciones del estudiante para Cálculo de una variable

(Capítulos P–10 de Cálculo): ISBN 1-285-08571-X

Manual de soluciones del estudiante para Cálculo de varias variables
(Capítulos 11–16 de Cálculo): ISBN 1-285-08575-2

Estos manuales contienen soluciones para todos los ejercicios impares.

www.webassign.net

Tarjeta de acceso impresa: ISBN 0-538-73807-3

Código de acceso en línea: ISBN 1-285-18421-1

WebAssign mejorado está diseñado para que pueda hacer su tarea en línea. Este 

sistema probado y confi able utiliza pedagogía, y con el contenido de este libro per-

mite ayudarle a aprender cálculo más efi cazmente. La tarea que se califi ca en forma 

automática le permite concentrarse en su aprendizaje y obtener asistencia interactiva 

en su estudio fuera de clase. WebAssign mejorado para Cálculo, 10e, contiene el 

YouBook Cengage, un eBook interactivo que contiene ¡clips de video, característi-

cas de resaltado y toma de notas y mucho más!

CourseMate es una herramienta de estudio perfecto para introducir conceptos a la 

vida con herramientas de aprendizaje interactivo, estudio y preparación de exámenes 

que apoyan al libro de texto impreso. CourseMate incluye: ¡un eBook interactivo, 

videos, cuestionarios, tarjetas ilustradas y mucho más! 

• CengageBrain.com Para tener acceso a los materiales adicionales incluidos en el 

CourseMate, visite www.cengagebrain.com. En la página de inicio de Cengage-

Brain.com, busque el ISBN de su título (en la contraportada del libro) utilizando el 

cuadro de búsqueda en la parte superior de la página. Éste le llevará a la página del 

producto, donde podrá encontrar estos recursos.

Recursos para el profesor (Disponibles sólo en inglés)

www.webassign.net 

Exclusivo de Cengage Learning, WebAssign mejorado ofrece un extenso progra-

ma en línea para Cálculo, 10e, para fomentar la práctica, que es importante para 

dominar los conceptos. La pedagogía meticulosamente diseñada y los ejercicios en 

nuestros libros probados serán aún más efectivos en WebAssign mejorado, com-

plementado con apoyo de un tutorial multimedia y retroalimentación inmediata en 

cuanto los estudiantes completan sus tareas. Las características esenciales son: 

• Miles de problemas de tarea que concuerdan con los ejercicios de fi n de sección 

de su libro de texto.

• Oportunidades para que los estudiantes revisen habilidades de prerrequisitos y 

el contenido tanto al inicio del curso como al principio de cada sección.

• Lea estas páginas del eBook, Vea los videos, Tutoriales para dominar y Platique 

acerca de los vínculos. 

• Un YouBook Cengage adaptable para resaltar, tomar notas y buscar notas, ade-

más de vínculos a recursos multimedia. 

• Planes de estudio personales (basados en cuestionarios de diagnóstico) que identifi -

can los temas de capítulo que los estudiantes podrán necesitar para tener el dominio.

Recursos adicionales
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xii Recursos adicionales

• Un evaluador de respuestas de WebAssign que reconoce y acepta respuestas 

matemáticas equivalentes y también califi ca las tareas.

• Una característica de Presentación de mi trabajo que les da la opción a los 

estudiantes de ver videos de soluciones detalladas.

• ¡Clases, videos y mucho más!

• YouBook Cengage adaptable  Su Youbook ¡es un eBook interactivo y adaptable! 

Un libro que contiene todo el contenido de Cálculo, 10e. Las características de 

edición de textos del YouBook le permiten modifi car la narrativa del libro de texto 

cuando sea necesario. Con YouBook rápidamente puede volver a ordenar los capí-

tulos y secciones completas u ocultar cualquier contenido que usted no enseñe para 

crear un eBook que se ajuste perfectamente con su plan de estudios. Se puede adap-

tar el libro de texto agregando videos creados por el profesor o vínculos a videos 

de YouTube. Otras ventajas de los medios incluyen: videoclips, resaltado y toma de 

notas y mucho más! YouBook está disponible en WebAssign mejorado.

• Soluciones completas del Manual para cálculo de una sola variable, tomo 1 
(Capítulos P–6 de Cálculo): ISBN 1-285-08576-0

Soluciones completas del Manual para cálculo de una sola variable, tomo 2 
(Capítulos 7–10 de Cálculo): ISBN 1-285-08577-9

Soluciones completas del Manual para cálculo de varias variables (Capítulos 

11–16 de Cálculo): ISBN 1-285-08580-9

Los Manuales de soluciones completas contienen soluciones para todos los ejerci-

cios en el libro.

• Constructor de soluciones (www.cengage.com/solutionbuilder)  Esta base de datos en 

línea para el profesor ofrece soluciones completas para todos los ejercicios en el libro, 

lo que le permite crear soluciones personalizadas e impresiones de las soluciones (en 

formato PDF) que coinciden exactamente con los problemas que se asignan en clase.

• PowerLecture (ISBN 1-285-08583-3)  Este DVD completo para el profesor incluye 

recursos como una versión electrónica de la Guía de recursos del profesor completa, 

clases preconstruidas de PowerPoint®, todas las imágenes del libro en formatos jpeg 

y PowerPoint y el software algorítmico de exámenes computarizados ExamView®.

• ExamView exámenes computarizados  Crea, entrega y adapta los exámenes en forma-

to impreso y en línea con ExamView®, un software tutorial y de evaluación fácil de usar. 

ExamView para Cálculo, 10e, contiene cientos de algoritmos de preguntas de opción 

múltiple y de respuesta corta. ExamView® está disponible en el DVD PowerLecture.

• Guía de recursos para el profesor (ISBN 1-285-09074-8)  Este poderoso manual 

contiene varios recursos importantes del libro de texto por capítulo y sección, inclu-

yendo resúmenes del capítulo y estrategias de enseñanza. Una versión electrónica de 

la Guía de recursos del profesor está disponible en el DVD de PowerLecture. 

• CourseMate es una herramienta de estudio ideal para estudiantes y no requiere que 

lo confi gure. CourseMate incorpora conceptos del curso a la vida con aprendizaje 

interactivo, estudio y herramientas de preparación de examen que apoyan el libro 

impreso. CourseMate para Cálculo, 10e, incluye: ¡un eBook interactivo, videos, 

cuestionarios, tarjetas ilustradas y más! Para los profesores, CourseMate incluye un 

seguidor de participaciones, una herramienta, primera en su tipo, que supervisa la 

participación de los estudiantes.

• CengageBrain.com  Para acceder a más materiales, incluyendo al CourseMate, por 

favor visite http://login.cengage.com. En la página de inicio CengageBrain.com, 

busque el ISBN de su título (en la contraportada del libro) utilizando el cuadro de 

búsqueda en la parte superior de la página. Éste le llevará a la página del producto, 

donde podrá encontrar estos recursos.
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Queremos dar las gracias a muchas personas que nos han ayudado en las diferentes 

etapas de Cálculo en los últimos 39 años. Su estímulo, críticas y sugerencias han sido 

invaluables.
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Denis Bell, University of Northern Florida; Abraham Biggs, Broward Community Colle-
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Opciones del libro de texto de Cálculo 
El curso tradicional de cálculo está disponible en diver-

sas presentaciones del libro de texto para considerar las 

diferentes maneras de enseñanza de los profesores, y que 

los estudiantes toman, en sus clases. El libro se puede 

adaptar para satisfacer sus necesidades individuales y está 

disponible en CengageBrain.com.

Your Course. A su manera

TEMAS 
CUBIERTOS

ENFOQUE

Funciones 
trascendentes

Funciones trascen-
dentes tempranas

Cobertura acelerada Cobertura integrada

3 semestre
Cálculo, 10e

Cálculo: Funciones 
trascendentes tempranas, 5e

L A R S O N E D W A R D S F I F T H E D I T I O N

C A L C U L U S
E A R L Y T R A N S C E N D E N T A L F U N C T I O N S

Cálculo esencial

Una 
sola 
variable

Cálculo, 10e, 
de una variable

Cálculo: Funciones 
trascendentes tempranas, 

5e, Una variable

L A R S O N E D W A R D S F I F T H E D I T I O N

C A L C U L U S O F A
S I N G L E V A R I A B L E

E A R L Y T R A N S C E N D E N T A L F U N C T I O N S

Cálculo I 
con precálculo, 3e

Varias 
variables

Cálculo de 
varias variables, 10e

Cálculo de varias
variables, 10e

Adaptables

Todas estas 
opciones de libros 
de texto se pueden 
adaptar para 
satisfacer las 
necesidades 
particulares de 
su curso.

Cálculo, 10e
Cálculo: Funciones 

trascendentes tempranas, 5e

L A R S O N E D W A R D S F I F T H E D I T I O N

C A L C U L U S
E A R L Y T R A N S C E N D E N T A L F U N C T I O N S

Cálculo esencial
Cálculo I con
precálculo, 3e

xiv
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10

Movimiento planetario 
(Ejercicio 67, p. 741)

Radiación de antena (Ejercicio 47, p. 732)

 10.1 Cónicas y cálculo
 10.2 Curvas planas y ecuaciones paramétricas
 10.3 Ecuaciones paramétricas y cálculo
 10.4 Coordenadas polares y gráfi cas polares
 10.5 Área y longitud de arco en coordenadas polares
 10.6 Ecuaciones polares de cónicas y leyes de Kepler

Cometa Halley
(Ejercicio 77, p. 694)

Arquitectura (Ejercicio 71, p. 694)
681

Arte anamórfi co (Proyecto de trabajo, p. 724)

En sentido horario desde la parte superior izquierda, BESTWEB/Shutterstock.com; NASA; NASA; Palette7/Shutterstock.com;
De Millington & Barnard Collection of Scientifi c Apparatus, ca. 1855 The University of Mississippi Museum, Oxford, Mississippi

Cónicas, ecuaciones paramétricas 
y coordenada s polares
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682 Capítulo 10  Cónicas, ecuaciones paramétricas y coordenada s polares

10.1 Cónicas y cálculo

 Entender la defi nición de una sección cónica.
  Analizar y escribir las ecuaciones de la parábola utilizando las propiedades de la 

parábola.
 Analizar y escribir las ecuaciones de la elipse utilizando las propiedades de la elipse.
  Analizar y escribir ecuaciones de la hipérbola utilizando las propiedades de la 

hipérbola

Secciones cónicas
Toda sección cónica (o simplemente cónica) puede describirse como la intersección de 

un plano y un cono de dos hojas. En la fi gura 10.1 se observa que en las cuatro cónicas bá-

sicas el plano de intersección no pasa por el vértice del cono. Cuando el plano pasa por el 

vértice, la fi gura que resulta es una cónica degenerada, como se muestra en la fi gura 10.2.

Parábola

Figura 10.1

Cónicas degeneradas 
Figura 10.2

Circunferencia  
Secciones cónicas

Elipse Hipérbola

Punto 
Recta Dos rectas que se cortan

Existen varias formas de estudiar las cónicas. Se puede empezar, como lo hicieron 

los griegos, defi niendo las cónicas en términos de la intersección de planos y conos, o 

se pueden defi nir algebraicamente en términos de la ecuación general de segundo grado.

Ecuación general de segundo grado     Ax2 Bxy Cy2 Dx Ey F 0.     

Sin embargo, un tercer método en el que cada una de las cónicas está defi nida como el 

lugar geométrico (o colección) de todos los puntos que satisfacen cierta propiedad geomé-

trica, funciona mejor. Por ejemplo, la circunferencia se defi ne como el conjunto de todos los 

puntos (x, y) que son equidistantes de un punto fi jo (h, k). Esta defi nición en términos del 

lugar geométrico conduce fácilmente a la ecuación estándar o canónica de la circunferencia

Ecuación estándar o canónica de la circunferencia     x h 2 y k 2 r2.     

Para información acerca de la rotación de ecuaciones de segundo grado en dos 

variables, ver el apéndice D.

HYPATIA (370-415 D.C.)
Los griegos descubrieron las 
secciones cónicas entre los años 600 
y 300 a.C.  A principios del periodo 
Alejandrino ya se sabía lo sufi ciente 
acerca de las cónicas como para que 
Apolonio (262-190 a.C.) escribiera 
una obra de ocho volúmenes sobre 
el tema. Más tarde, hacia fi nales del 
periodo Alejandrino, Hypatia escribió 
un texto titulado Sobre las cónicas de 
Apolonio. Su muerte marcó el fi nal 
de los grandes descubrimientos 
matemáticos en Europa por varios 
siglos.

Los primeros griegos se 
interesaron mucho por las 
propiedades geométricas de las 
cónicas. No fue sino 1900 años 
después, a principios del siglo XVII, 
cuando se hicieron evidentes las 
amplias posibilidades de aplicación de 
las cónicas, las cuales llegaron a jugar 
un papel prominente en el desarrollo 
del cálculo.
Consulte LarsonCalculus.com 
para leer más acerca de esta 
biografía.

  PARA INFORMACIÓN ADICIONAL
Para conocer más sobre las actividades 

de esta matemática, consulte el artículo 

“Hypatia and her Mathematics”, de 

Michael A. B. Deakin, en The American 
Mathematical Monthly. Para ver este 

artículo, vaya a MathArticles.com.

Bettmann/Corbis
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683 10.1  Cónicas y cálculo

Parábola

Directriz

Vértice

Foco

d1

d1
d2

d2

p
(x, y)

Figura 10.3

Eje Parábolas
Una parábola es el conjunto de todos los puntos (x, y) equidistantes de una recta fi ja 

llamada directriz y de un punto fi jo, fuera de dicha recta, llamado foco. El punto medio 

entre el foco y la directriz es el vértice, y la recta que pasa por el foco y el vértice es el eje 
de la parábola. Obsérvese en la fi gura 10.3 que la parábola es simétrica respecto de su eje.

TEOREMA 10.1 Ecuación estándar o canónica de una parábola

La forma estándar o canónica de la ecuación de una parábola con vértice (h, k) y 

directriz y = k – p es

Eje verticalx h 2 4p y k .

Para la directriz x = h – p, la ecuación es

Eje horizontaly k 2 4p x h .

El foco se encuentra en el eje a p unidades (distancia dirigida) del vértice. Las 

coordenadas del foco son las siguientes.

Eje vertical

Eje horizontalh p, k

h, k p

EJEMPLO 1  Hallar el foco de una parábola

Halle el foco de la parábola dada por 

y
1
2

x
1
2

x2.

Solución Para hallar el foco, convierta a la forma canónica o estándar completando 

el cuadrado. 

Reescriba la ecuación original.

Multiplique cada lado por 2.

Agrupe términos.

Sume y reste 1 en el lado derecho.

Exprese en la forma estándar o canónica. x 1 2 2 y 1

 x2 2x 1 2y 2

 2y 2 x2 2x 1

 2y 1 x2 2x

 2y 1 2x x2

 y
1
2

x
1
2

x2

Si compara esta ecuación con 

x h 2 4p y k

se concluye que

y p
1
2

.k 1h 1,

Como p es negativo, la parábola se abre hacia abajo, como se muestra en la fi gura 10.4. 

Por tanto, el foco de la parábola se encuentra a p unidades del vértice, o sea

Focoh, k p 1, 
1
2

.

A un segmento de la recta que pasa por el foco de una parábola y que tiene sus ex-

tremos en la parábola se le llama cuerda focal. La cuerda focal perpendicular al eje de la 

parábola es el lado recto (latus rectum). El ejemplo siguiente muestra cómo determinar 

la longitud del lado recto y la longitud del correspondiente arco intersecado.

x

Foco

− 2 − 1

− 1

1

− 1, )) 1
2

1
2

1
2

1
2

y =    − x −   x2

p = −

y

Vértice 

Parábola con un eje vertical 
Figura 10.4

p < 0.

−
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684 Capítulo 10  Cónicas, ecuaciones paramétricas y coordenada s polares

EJEMPLO 2  Longitud de la cuerda focal y longitud de arco

 Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo.

Encuentre la longitud del lado recto de la parábola 

x2 4py.

Después, halle la longitud del arco parabólico intersecado por el lado recto.

Solución Debido a que el lado recto pasa por el foco (0, p) y es perpendicular al eje y, 

las coordenadas de sus extremos son 

y x, p .x, p

Al sustituir p en lugar de y, en la ecuación de la parábola, obtiene

x ±2p.x2 4p p  

Entonces, los extremos del lado recto son (–2p, p) y (2p, p), y se concluye que su longitud 

es 4p, como se muestra en la fi gura 10.5. En cambio, la longitud del arco intersecado es 

Emplee la fórmula 
de longitud del arco.

Simplifique.

Teorema  8.2

 4.59p.

 2p 2 ln 1 2

 
1
2p

2p 8p2 4p2 ln 2p 8p2 4p2 ln 2p

 
1
2p

x 4p2 x2 4p2 ln x 4p2 x2
2p

0

 
1
p

2p

0
4p2 x2 dx

y
x

2p
y

x2

4p
 2

2p

0
1

x
2p

2

 dx

 s
2p

2p

1 y 2 dx

 

Una propiedad muy utilizada de la parábola es su propiedad de refl exión. En física, 

se dice que una superfi cie es refl ectora si la tangente a cualquier punto de la superfi cie 

produce ángulos iguales con un rayo incidente y con el rayo refl ejado resultante. El 

ángulo correspondiente al rayo incidente es el ángulo de incidencia, y el ángulo corres-

pondiente al rayo que se refl eja es el ángulo de reflexión. Un espejo plano es un ejemplo 

de una superfi cie refl ectora.

Otro tipo de superfi cie refl ectora es la que se forma por revolución de una parábola 

alrededor de su eje. Una propiedad especial de los refl ectores parabólicos es que permi-

ten dirigir hacia el foco de la parábola todos los rayos incidentes paralelos al eje. Éste 

es el principio detrás del diseño de todos los espejos parabólicos que se utilizan en los 

telescopios de refl exión. Inversamente, todos los rayos de luz que emanan del foco de 

una linterna con refl ector parabólico son paralelos, como se ilustra en la fi gura 10.6.

TEOREMA 10.2 Propiedad de refl exión de una parábola

Sea P un punto de una parábola. La tangente a la parábola en el punto P produce 

ángulos iguales con las dos rectas siguientes.

1. La recta que pasa por P y por el foco

2. La recta paralela al eje de la parábola que pasa por P

x

Lado recto

(0, p)

x2 = 4py

(− 2p, p) (2  ,   )p  p

y

Longitud del lado recto: 4p.

Figura 10.5

Eje

Figura 10.6

Fuente de luz
en el foco

Reflector parabólico: la luz se refleja en
rayos paralelos.
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685 10.1  Cónicas y cálculo

Elipses
Más de mil años después de terminar el periodo Alejandrino de la matemática griega, 

comienza un renacimiento de la matemática y del descubrimiento científi co en la civi-

lización occidental. Nicolás Copérnico, astrónomo polaco, fue fi gura principal en este 

renacimiento. En su trabajo Sobre las revoluciones de las esferas celestes, Copérnico 

sostenía que todos los planetas, incluyendo la Tierra, giraban, en órbitas circulares, alre-

dedor del Sol. Aun cuando algunas de las afi rmaciones de Copérnico no eran válidas, la 

controversia desatada por su teoría heliocéntrica motivó a que los astrónomos buscaran 

un modelo matemático para explicar los movimientos del Sol y de los planetas que 

podían observar. El primero en encontrar un modelo correcto fue el astrónomo alemán 

Johannes Kepler (1571-1630). Kepler descubrió que los planetas se mueven alrededor 

del Sol, en órbitas elípticas, teniendo al Sol no como centro, sino como uno de los pun-

tos focales de la órbita.

El uso de las elipses para explicar los movimientos de los planetas es sólo una de 

sus aplicaciones prácticas y estéticas. Como con la parábola, el estudio de este segundo 

tipo de cónica empieza defi niéndola como lugar geométrico de puntos. Sin embargo, 

ahora se tienen dos puntos focales en lugar de uno. 

Una elipse es el conjunto de todos los puntos (x, y), cuya suma de distancias a dos 

puntos fi jos llamados focos es constante. (Vea la fi gura 10.7.) La recta que une a los fo-

cos interseca la elipse en dos puntos, llamados vértices. La cuerda que une a los vértices 

es el eje mayor, y su punto medio es el centro de la elipse. La cuerda que pasa por el 

centro, perpendicular al eje mayor, es el eje menor de la elipse. (Vea la fi gura 10.8.)

Figura 10.8Figura 10.7

Centro FocoFoco

Eje menor

Eje mayor
VérticeVértice (h, k)

FocoFoco

d1
d2

(x, y)

TEOREMA 10.3 Ecuación estándar o canónica de una elipse

La forma estándar o canónica de la ecuación de una elipse con centro (h, k) y lon-

gitudes de los ejes mayor y menor 2a y 2b, respectivamente, donde a > b, es

El eje mayor es horizontal.

o

El eje mayor es vertical.
x h 2

b2

y k 2

a2 1.

x h 2

a2

y k 2

b2 1

Los focos se encuentran en el eje mayor, a c unidades del centro, con 

c2 a2 b2.

La defi nición de una elipse se puede visualizar si se imaginan dos alfi leres coloca-

dos en los focos, como se muestra en la fi gura 10.9.

 PARA INFORMACIÓN ADICIONAL Para saber más acerca de cómo “hacer explotar” una 

elipse para convertirla en una parábola, consulte el artículo “Exploding the Ellipse”, de Arnold 

Good, en Mathematics Teacher. Para ver este artículo, vaya a MathArticles.com.

NICOLÁS COPÉRNICO 
(1473-1543)

Copérnico comenzó el estudio del 
movimiento planetario cuando se 
le pidió que corrigiera el calendario. 
En aquella época, el uso de la teoría 
de que la Tierra era el centro del 
Universo no permitía predecir con 
exactitud la longitud de un año. 
Consulte LarsonCalculus.com 
para leer más de esta biografía.

Figura 10.9

Si los extremos de una cuerda se atan
a los alfileres y se tensa la cuerda con
un lápiz, la trayectoria trazada con el
lápiz será una elipse.

Bettmann/Corbis
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686 Capítulo 10  Cónicas, ecuaciones paramétricas y coordenada s polares

Vértice

Vértice

Centro

Foco

Foco
x

(x − 1)2

4
= 1

(y + 2)2

16
+

y

− 2− 4

− 6

2

2

4

Elipse con eje mayor vertical.
Figura 10.10 

Perigeo

Tierra

Luna

No está dibujado a escala 

Apogeo

Figura 10.11

EJEMPLO 3  Análisis de una elipse

Encuentre el centro, los vértices y los focos de la elipse dada por

Ecuación general de segundo grado4x2 y2 8x 4y 8 0.

Solución Al completar el cuadrado puede expresar la ecuación original en la forma 

estándar o canónica.

Escriba la ecuación original.

Escriba la forma estándar o canónica. 
x 1 2

4
y 2 2

16
1

 4 x 1 2 y 2 2 16

4 x2 2x 1 y2 4y 4 8 4 4

 4x2 8x y2 4y 8

 4x2 y2 8x 4y 8 0

Así, el eje mayor es paralelo al eje y, donde h = 1, k = –2, a = 4, b = 2 y 
c 16 4 2 3. Por tanto, se obtiene:

Centro:

Vértices: y

Focos:                                  y h, k ± c1, 2 2 31, 2 2 3

h, k ± a1, 21, 6

h, k1, 2

 

La gráfi ca de la elipse se muestra en la fi gura 10.10. 

En el ejemplo 3, el término constante en la ecuación de segundo grado es F = –8. 

Si el término constante hubiese sido mayor o igual a 8, se hubiera obtenido alguno de 

los siguientes casos degenerados.

1. un solo punto,

2. no existen puntos solución:
x 1 2

4
y 2 2

16
< 0F > 8,

x 1 2

4
y 2 2

16
01, 2 :F 8,

EJEMPLO 4  La órbita de la Luna

La Luna gira alrededor de la Tierra siguiendo una trayectoria elíptica en la que el centro 

de la Tierra está en uno de los focos, como se ilustra en la fi gura 10.11. Las longitudes de 

los ejes mayor y menor de la órbita son 768,800 kilómetros y 767,640 kilómetros, res-

pectivamente. Encuentre las distancias mayor y menor (apogeo y perigeo) entre el cen-

tro de la Tierra y el centro de la Luna.

Solución Para comenzar, encuentre a y b.

Longitud del eje mayor

Despeje 

Longitud del eje menor

Despeje b. b 383,820

 2b 767,640

a. a 384,400

 2a 768,800

Ahora, al emplear estos valores, despeje c como sigue.

 c a2 b2 21,108

La distancia mayor entre el centro de la Tierra y el centro de la Luna es

kilómetrosa c 405,508

y la distancia menor es 

kilómetros.a c 363,292  
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687 10.1  Cónicas y cálculo

En el teorema 10.2 se presentó la propiedad de refl exión de la parábola. La elipse 

tiene una propiedad semejante. En el ejercicio 84 se pide demostrar el siguiente teorema.

TEOREMA 10.4 Propiedad de refl exión de la elipse

Sea P un punto de una elipse. La recta tangente a la elipse en el punto P forma 

ángulos iguales con las rectas que pasan por P y por los focos.

Uno de los motivos por el cual los astrónomos tuvieron difi cultad para descubrir 

que las órbitas de los planetas son elípticas es el hecho de que los focos de las órbitas 

planetarias están relativamente cerca del centro del Sol, lo que hace a las órbitas ser 

casi circulares. Para medir el achatamiento de una elipse, se puede usar el concepto de 

excentricidad.

Defi nición de la excentricidad de una elipse

La excentricidad e de una elipse está dada por el cociente

e
c
a

.

Para ver cómo se usa este cociente en la descripción de la forma de una elipse, 

observe que como los focos de una elipse se localizan a lo largo del eje mayor entre los 

vértices y el centro, se tiene que

0 < c < a.

En una elipse casi circular, los focos se encuentran cerca del centro y el cociente c�a 

es pequeño, mientras que en una elipse alargada los focos se encuentran cerca de los 

vértices y el cociente c�a está cerca de 1, como se ilustra en la fi gura 10.12. Observe 

que 

0 < e < 1

para toda elipse.

La excentricidad de la órbita de la Luna es e ≈ 0.0549, y las excentricidades de las 

nueve órbitas planetarias son las siguientes.

Júpiter:Mercurio:

Saturno:Venus:

Urano:Tierra:

Neptuno:Marte: e 0.0086e 0.0934

e 0.0472e 0.0167

e 0.0542e 0.0068

e 0.0484e 0.2056

Por integración puede demostrar que el área de una elipse es A = pab. Por ejemplo, 

el área de la elipse 

es

Sustitución trigonométrica x a sen  
4b
a

2

0
 a2 cos2  d .

 A 4
a

0
 
b
a

a2 x2 dx

x2

a2

y2

b2 1

Sin embargo, encontrar el perímetro de una elipse no es fácil. El siguiente ejemplo 

muestra cómo usar la excentricidad para establecer una “integral elíptica” para el perí-

metro de una elipse.

 PARA INFORMACIÓN ADICIONAL
Para más información acerca de 

algunos usos de las propiedades de 

refl exión de las cónicas, consulte el 

artículo “Parabolic Mirrors, Elliptic 

and Hyperbolic Lenses”, de Mohsen 

Maesumi, en The American Mathe-
matical Monthly. Consulte también el 

artículo “The Geometry of Microwave 

Antennas”, de William R. Parzynski, en 

Mathematics Teacher.

a

c

(a) es pequeño.
c
a

a

c

(b) es casi 1.

Excentricidad es el cociente

Figura 10.12

c
a

.

c
a

Focos

Focos
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688 Capítulo 10  Cónicas, ecuaciones paramétricas y coordenada s polares

EJEMPLO 5  Encontrar el perímetro de una elipse

Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo.

Demuestre que el perímetro de una elipse x2 a2 y2 b2 1 es 

e
c
a

4a
2

0
1 e2 sen2  d .

Solución Como la elipse dada es simétrica respecto al eje x y al eje y, sabe que su 

perímetro C es el cuádruplo de la longitud de arco de 

y
b
a

a2 x2

en el primer cuadrante. La función y es derivable para toda x en el intervalo [0, a], ex-

cepto en x = a. Entonces, el perímetro está dado por la integral impropia

C lim
d→a

 4
d

0
1 y 2 dx 4

a

0
1 y 2 dx 4

a

0
1

b2x2

a2 a2 x2  dx.

Al usar la sustitución trigonométrica x = a sen u, obtiene

 4
2

0
 a2 a2 b2  sen2  d .

 4
2

0
 a2 1 sen2 b2 sen2  d

 4
2

0
 a2 cos2 b2 sen2  d

 C 4
2

0
1

b2 sen2 
a2 cos2 

a cos  d

Debido a que  e2 c2 a2 a2 b2 a2, puede escribir esta integral como

C 4a
2

0
1 e2 sen2  d .

 

Se ha dedicado mucho tiempo al estudio de las integrales elípticas. En general di-

chas integrales no tienen antiderivadas o primitivas elementales. Para encontrar el pe-

rímetro de una elipse, por lo general hay que recurrir a una técnica de aproximación.

EJEMPLO 6  Aproximar el valor de una integral elíptica

Use la integral elíptica del ejemplo 5 para aproximar el perímetro de la elipse

x2

25
y2

16
1.

Solución Como e2 c2 a2 a2 b2 a2 9 25, tiene 

C 4 5
2

0
1

9 sen 2 
25

 d .

Aplicando la regla de Simpson con n = 4 obtiene

 28.36.

 C 20
6

1
4

1 4 0.9733 2 0.9055 4 0.8323 0.8

Por tanto, el perímetro de la elipse es aproximadamente 28.36 unidades, como se mues-

tra en la fi gura 10.13.  

ÁREA Y PERÍMETRO 
DE UNA ELIPSE

En su trabajo con órbitas elípticas, 
a principios del siglo XVII, Johannes 
Kepler desarrolló una fórmula para 
encontrar el área de una elipse 
A = pab. Sin embargo, tuvo menos 
éxito en hallar una fórmula para 
el perímetro de una elipse, para el 
cual sólo dio la siguiente fórmula de 
aproximación C = p(a + b).

x

y

2 4 6− 2

− 2

2

6

− 4− 6

− 6

x2

25
 = 1+

y2

16

C ≈  28.36 unidades

Figura 10.13
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689 10.1  Cónicas y cálculo

Hipérbolas
La defi nición de hipérbola es similar a la de la elipse. En la elipse, la suma de las dis-

tancias de un punto de la elipse a los focos es fi ja, mientras que en la hipérbola, el valor 

absoluto de la diferencia entre estas distancias es fi jo. 

Una hipérbola es el conjunto de todos los puntos (x, y) para los que el valor abso-

luto de la diferencia entre las distancias a dos puntos fi jos llamados focos es constante. 

(Vea la fi gura 10.14.) La recta que pasa por los dos focos corta a la hipérbola en dos puntos 

llamados vértices. El segmento de recta que une a los vértices es el eje transversal, y el 

punto medio del eje transversal es el centro de la hipérbola. Un rasgo distintivo de la 

hipérbola es que su gráfi ca tiene dos ramas separadas.

TEOREMA 10.5 Ecuación estándar o canónica de una hipérbola

La forma estándar o canónica de la ecuación de una hipérbola con centro (h, k) es

El eje transversal es horizontal.

o

El eje transversal es vertical.
y k 2

a2

x h 2

b2 1.

x h 2

a2

y k 2

b2 1

Los vértices se encuentran a a unidades del centro y los focos se encuentran a 

c unidades del centro, con c2 = a2 + b2.

Observe que en la hipérbola no existe la misma relación entre las constantes a, b y c, 

que en la elipse. En la hipérbola, c2 = a2 + b2, mientras que en la elipse, c2 = a2 – b2. 

Una ayuda importante para trazar la gráfi ca de una hipérbola es determinar sus 

asíntotas, como se ilustra en la fi gura 10.15. Toda hipérbola tiene dos asíntotas que se 

intersecan en el centro de la hipérbola. Las asíntotas pasan por los vértices de un rectán-

gulo de dimensiones 2a por 2b, con centro en (h, k). Al segmento de la recta de longitud 

2b que une 

(h, k + b) 

y 

(h, k – b) 

se le conoce como eje conjugado de la hipérbola.

TEOREMA 10.6 Asíntotas de una hipérbola

Si el eje transversal es horizontal, las ecuaciones de las asíntotas son

y y k
b
a

x h .y k
b
a

x h

Si el eje transversal es vertical, las ecuaciones de las asíntotas son

y y k
a
b

x h .y k
a
b

x h
 

En la fi gura 10.15 se puede ver que las asíntotas coinciden con las diagonales del 

rectángulo de dimensiones 2a y 2b, centrado en (h, k). Esto proporciona una manera 

rápida de trazar las asíntotas, las que a su vez ayudan a trazar la hipérbola.

⏐d2 − d1⏐ = 2a
⏐d2 − d1⏐ es constante.

d2

(x, y)

d1

Vértice

VérticeCentro

Eje transversal

a

c

Figura 10.14

Foco Foco

Asíntota 

(h, k + b)

(h, k − b)

(h + a, k)(h − a, k) (  , )h  k a
b

Eje conjugado Asíntota 

Figura 10.15
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690 Capítulo 10  Cónicas, ecuaciones paramétricas y coordenada s polares

EJEMPLO 7  Uso de las asíntotas para trazar una hipérbola

Consulte LarsonCalculus.com para leer más acerca de esta biografía.

Trace la gráfi ca de la hipérbola cuya ecuación es 

4x2 y2 16.

Solución Para empezar, escriba la ecuación en la forma estándar o canónica.

x2

4
y2

16
1

El eje transversal es horizontal y los vértices se encuentran en (–2, 0) y (2, 0). Los 

extremos del eje conjugado se encuentran en (0, –4) y (0, 4). Con estos cuatro puntos, 

puede trazar el rectángulo que se muestra en la fi gura 10.16(a). Al dibujar las asíntotas 

a través de las esquinas de este rectángulo, el trazo se termina como se muestra en la 

fi gura 10.16(b).

)b()a(

Figura 10.16

x

6

4 6

− 6

− 6 − 4

x2 y2

4 16
− = 1

y

4

− 4

x

6

4 6

− 6

− 6 − 4

(0, 4)

(2, 0)

(0, −4)

(− 2, 0)

y

  

Defi nición de la excentricidad de una hipérbola

La excentricidad e de una hipérbola es dada por el cociente

e
c
a

.

Como en la elipse, la excentricidad de una hipérbola es e = c�a. Dado que en 

la hipérbola c > a resulta que e > 1. Si la excentricidad es grande, las ramas de la hipér-

bola son casi planas. Si la excentricidad es cercana a 1, las ramas de la hipérbola son más 

puntiagudas, como se muestra en la fi gura 10.17. 

Figura 10.17

x
VérticeVértice

La excentricidad
se acerca a 1.

FocoFoco

c

a

y

e =
c
a

x

VérticeVértice

La excentricidad
es grande.

FocoFoco

e =
c
a

c

a

y

TECNOLOGÍA Para 

verifi car la gráfi ca obtenida en 

el ejemplo 7 puede emplear una 

herramienta de grafi cación y 

despejar y de la ecuación origi-

nal para representar gráfi camen-

te las ecuaciones siguientes. 

y2 4x2 16

y1 4x2 16

 PARA INFORMACIÓN ADICIONAL
Para leer acerca del uso de una cuerda 

que traza arcos, tanto elípticos como 

hiperbólicos, teniendo los mismos focos, 

vea el artículo “Ellipse to Hyperbola: 

With This String I Thee Wed”, de Tom 

M. Apostol y Mamikon A. Mnatsaka-

nian, en Mathematics Magazine. Para ver 

este artículo vaya a MathArticles.com.
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691 10.1  Cónicas y cálculo

La aplicación siguiente fue desarrollada durante la Segunda Guerra Mundial. 

Muestra cómo los radares y otros sistemas de detección pueden usar las propiedades de 

la hipérbola.

EJEMPLO 8  Un sistema hiperbólico de detección

Dos micrófonos, a una milla de distancia entre sí, registran una explosión. El micrófono A 

recibe el sonido 2 segundos antes que el micrófono B. ¿Dónde fue la explosión?

Solución Suponiendo que el sonido viaja a 1100 pies por segundo, se sabe que la ex-

plosión tuvo lugar 2200 pies más lejos de B que de A, como se observa en la fi gura 10.18. 

El lugar geométrico de todos los puntos que se encuentran 2200 pies más cercanos a A 

que a B es una rama de la hipérbola 

x2

a2

y2

b2 1

donde

c
1 milla

2
5280 pies

2
2640 pies

y

a
2200 pies

2
1100 pies.

Como c2 = a2 + b2, se tiene que

 5,759,600

 2640 2 1100 2

b2 c2 a2

y se puede concluir que la explosión ocurrió en algún lugar sobre la rama derecha de la 

hipérbola dada por

x2

1,210,000
y2

5,759,600
1.

 

En el ejemplo 8 sólo se pudo determinar la hipérbola en la que ocurrió la explosión, 

pero no la localización exacta de la explosión. Sin embargo, si se hubiera recibido el 

sonido también en una tercera posición C, entonces se habrían determinado otras dos 

hipérbolas. La localización exacta de la explosión sería el punto en el que se cortan estas 

tres hipérbolas.

Otra aplicación interesante de las cónicas está relacionada con las órbitas de los 

cometas en nuestro Sistema Solar. De los 610 cometas identifi cados antes de 1970, 245 

tienen órbitas elípticas, 295 tienen órbitas parabólicas y 70 tienen órbitas hiperbólicas. 

El centro del Sol es un foco de cada órbita, y cada órbita tiene un vértice en el punto en el 

que el cometa se encuentra más cerca del Sol. Sin lugar a dudas, aún no se identifi can 

muchos cometas con órbitas parabólicas e hiperbólicas, ya que dichos cometas pasan una 

sola vez por nuestro Sistema Solar. Sólo los cometas con órbitas elípticas como la del 

cometa Halley permanecen en nuestro Sistema Solar.

El tipo de órbita de un cometa puede determinarse de la forma siguiente.

1. Elipse:

2. Parábola:

3. Hipérbola: v > 2GM p

v 2GM p

v < 2GM p

En estas tres fórmulas, p es la distancia entre un vértice y un foco de la órbita del co-

meta (en metros), v es la velocidad del cometa en el vértice (en metros por segundo), 

M ≈ 1.989 × 1030 kilogramos es la masa del Sol y G ≈ 6.67 × 108 metros cúbicos por 

kilogramo por segundo cuadrado es la constante de gravedad.

− 2000

− 1000

− 2000

2000

2000

3000

3000

4000

d2
d1

AB
x

y

Figura 10.18
d2 d1 2a 2200
2c 5280

CAROLINE HERSCHEL 
(1750-1848)

La primera mujer a la que se 
atribuyó haber detectado un nuevo 
cometa fue la astrónoma inglesa 
Caroline Herschel. Durante su vida, 
Caroline Herschel descubrió ocho 
cometas.
Consulte LarsonCalculus.com 
para leer más acerca de esta 
biografía.

Caroline Herschel (1750-1848), 1829, Tielemans, Martin Francois (1784-1864)/Private Collection/The Bridgeman Art Library
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692 Capítulo 10  Cónicas, ecuaciones paramétricas y coordenada s polares

Correspondencia En los ejercicios 1-6, relacione la ecuación 
con su gráfi ca. [Las gráfi cas están marcadas (a), (b), (c), (d), (e) 
y (f).] 

)b()a(

)d()c(

)f()e(

x

y

− 1− 3 1 3

− 2

1

2
x

y

−4 −2− 8 2 4

− 8

− 6

− 4

4

2

x

2

2 4 6

4

− 4

− 2

y

2

2 4

4

6

− 4

− 4− 6 − 2
x

y

x

2

2 4

4

−4

y

x

2

2 4 6

4

− 4

− 2
− 2

y

 

.2.1

.4.3

.6.5
x 2 2

9
y2

4
1

x2

4
y 2

9
1

x 2 2

16
y 1 2

4
1

y 2

16
x2

1
1

x 4 2 2 y 2y 2 4x

Trazado de una parábola En los ejercicios 7-14, halle el vér-
tice, el foco y la directriz de la parábola, y trace su gráfi ca.

.8.7

.01.9

.21.11

.41.31 y 2 4y 8x 12 0x2 4x 4y 4 0

y 2 6y 8x 25 0y 2 4y 4x 0

x 6 2 8 y 7 0x 5 y 3 2 0

x2 6y 0y 2 8x

Hallar la ecuación de una parábola En los ejercicios 15-22, 
halle una ecuación de la parábola.

15. Vértice: 16. Vértice:

Foco:Foco:

17. Vértice: 18. Foco:

Directriz: Directriz:

19. Vértice: 20. Vértice:

Puntos en la parábola: Puntos en la parábola:

0, 0 , 4, 02, 0 , 2, 0

2, 40, 4

x 2y 3

2, 20, 5

2, 13, 4

2, 15, 4

 21. El eje es paralelo al eje y: la gráfi ca pasa por (0, 3), (3, 4) 
y (4, 11).

 22. Directriz: y = –2; extremos del lado recto son (0, 2) y (8, 2).

Trazar una elipse En los ejercicios 23-28, halle el centro, los 
focos, vértices y excentricidad de la elipse, y trace su gráfi ca 

.42.32

.62.52

27.

28. 16x2 25y 2 64x 150y 279 0

9x2 4y2 36x 24y 36 0

x 4 2 y 6 2

1 4
1

x 3 2

16
y 1 2

25
1

3x2 7y 2 6316x2 y 2 16

Hallar la ecuación de una elipse En los ejercicios 29-34, 
halle una ecuación de la parábola.

29. Centro: 30. Vértices:

Excentricidad:Foco:

Vértice:

31. Vértices: 32. Foco:

Longitud del eje menor: 6 Longitud del eje mayor: 22

33. Centro: 34. Centro:

Eje mayor: horizontal  Eje mayor: vertical

Puntos en la elipse: Puntos en la elipse:
1, 6 , 3, 23, 1 , 4, 0

1, 20, 0

0, ±93, 1 , 3, 9

6, 0

3
45, 0

0, 3 , 8, 30, 0

Trazar una hipérbola En los ejercicios 35 a 40, halle el cen-
tro, los focos y vértices de la hipérbola, y trace su gráfi ca utili-
zando sus asíntotas como ayuda.

.63.53

37.

38.

39.

40. 9x2 4y2 54x 8y 78 0

x2 9y 2 2x 54y 80 0

y 2 16x2 64x 208 0

9x2 y 2 36x 6y 18 0

y 3 2

225
x 5 2

64
1

x2

25
y 2

16
1

Hallar la ecuación de una hipérbola En los ejercicios 41-
48, halle una ecuación de la hipérbola.

41. Vértices: 42. Vértices:

Asíntotas: Asíntotas:

43. Vértices: 44. Vértices:

Punto en la gráfica: Focos:

45. Centro: 46. Centro:

Vértices:Vértices:

Focos:Focos:

47. Vértices: 48. Focos:

Asíntotas: Asíntotas:

y 4 2
3x

y ±3
4xy 2

3x

20, 00, 2 , 6, 2

10, 00, 4

6, 00, 2

0, 00, 0

2, ±50, 5

2, ±32, ±3

y ±2xy ±5x

0, ±4±1, 0

10.1 Ejercicios   Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios 
con numeración impar.
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693 10.1  Cónicas y cálculo

Hallar las ecuaciones de las rectas tangentes y norma-
les En los ejercicios 49 y 50, halle las ecuaciones de (a) las 
rectas tangentes y (b) las rectas normales a la hipérbola para 
el valor dado de x.

.05.94 x 4
y 2

4
x2

2
1,x 6

x2

9
y 2 1,

Clasifi car la gráfi ca de una ecuación En los ejercicios 51-
58, clasifi que la gráfi ca de la ecuación como circunferencia, pa-
rábola, elipse o hipérbola.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58. 9 x 3 2 36 4 y 2 2

3 x 1 2 6 2 y 1 2

2x x y y 3 y 2x

9x2 9y 2 36x 6y 34 0

y 2 4y x 5

25x2 10x 200y 119 0

4x2 y 2 4x 3 0

x2 4y 2 6x 16y 21 0

DESARROLLO DE CONCEPTOS

59. Parábola 

 (a)  Escriba la defi nición de parábola.
 (b)  Escriba las formas estándar o canónicas de una pará-

bola con vértice en (h, k).
 (c)  Exprese, con sus propias palabras, la propiedad de 

refl exión de una parábola.

60. Elipse

 (a) Escriba la defi nición de elipse.
 (b)  Escriba las formas estándar o canónicas de una elipse 

con centro en (h, k).

61. Hipérbola 

 (a) Escriba la defi nición de hipérbola.
 (b)  Escriba las formas estándar o canónicas de una hipér-

bola con centro en (h, k).
 (c)  Escriba las ecuaciones de las asíntotas de una hipér-

bola.

62. Excentricidad Defi na la excentricidad de una elipse. 

Describa con sus propias palabras cómo afectan a la elipse 

las variaciones en la excentricidad.

63. Uso de una ecuación Considere la ecuación 

 9x2 + 4y2 − 36x − 24y − 36 = 0

 (a) Clasifi que la gráfi ca de la ecuación como un círculo, 
una parábola, una elipse o una hipérbola.

 (b)  Cambie el término 4y2 en la ecuación por –4y2. Clasi-
fi que la gráfi ca de la nueva ecuación.

 (c)  Cambie el término 9x2 en la ecuación por 4x2. Clasifi -
que la gráfi ca de la nueva ecuación.

 (d)  Describa una forma en que se puede cambiar la ecua-
ción original para que su gráfi ca sea una parábola.

 ¿CÓMO LO VE? En los incisos (a) a (d), describa 

con palabras cómo un plano puede intersecar con el 

cono doble para formar la sección cónica (ver fi gura).

 (a) Círculo (b) Elipse
 (c) Parábola (d) Hipérbola 

65. Recolector solar Un recolector de energía solar para ca-

lentar agua se construye con una hoja de acero inoxidable en 

forma de parábola (vea la fi gura). El agua fl uye a través de un 

tubo situado en el foco de la parábola. ¿A qué distancia del 

vértice se encuentra el tubo? 

3 cm

16 m

1 m

6 m

No está dibujado a escala 

Figura para 65 Figura para 66

66. Deformación de una viga Una viga de 16 metros de lon-

gitud soporta una carga que se concentra en el centro (vea la 

fi gura). La viga se deforma en la parte central 3 centímetros. 

Suponga que, al deformarse, la viga adquiere la forma de una 

parábola.

 (a) Encuentre una ecuación de la parábola. (Suponga que el 
origen está en el centro de la parábola.)

 (b) ¿A qué distancia del centro de la viga la deformación 
producida es de 1 centímetro?

67. Demostración 

 (a) Demuestre que dos rectas tangentes distintas cualesquie-
ra a una parábola se intersecan.

 (b) Ilustre el resultado del inciso (a) hallando el punto de inter-
sección de las rectas tangentes a la parábola x2 – 4x – 4y = 0
en los puntos (0, 0) y (6, 3).

68. Demostración 

 (a) Demuestre que si dos rectas tangentes a una parábola se 
intersecan en ángulos rectos, su punto de intersección 
debe estar en la directriz.

 (b) Ilustre el resultado del inciso (a) probando que las rectas 
tangentes a la parábola x2 – 4x – 4y + 8 = 0 en los puntos 

(–2, 5) y 3, 54  se cortan en ángulo recto y que el punto de 

intersección se encuentra en la directriz.

10-CH10-LARSON.indd   693 03/12/14   12:29



694 Capítulo 10  Cónicas, ecuaciones paramétricas y coordenada s polares

69. Investigación En el mismo eje de coordenadas trace las 

gráfi cas de x2 = 4py con 
1
2,p 1

4, 1, 
3
2 y 2 en los mismos ejes 

coordenados. Analice la variación que se presenta en las gráfi -

cas a medida que p aumenta.

70. Diseño de un puente El cable de un puente colgante está 
suspendido (formando una parábola) de dos torres a 120 me-
tros una de la otra y a 20 metros de altura sobre la autopista. 
Los cables tocan la autopista en el punto medio entre ambas 
torres. 

Cable parabólico
de sujeción (60, 20)

y

x

 (a) Halle la ecuación para la forma parabólica de cada cable.
 (b) Halle la longitud del cable parabólico de suspensión.

71. Arquitectura 

El ventanal de una iglesia está limitado en la parte supe-
rior por una parábola, y en la parte inferior por el arco 
de una circunferencia (vea la fi gura). Halle el área de la 
superfi cie del ventanal.

8 pies

8 pies

4 pies

Radio de la
circunferencia

72. Área de una superfi cie Un receptor de una antena sateli-
tal se forma por revolución alrededor del eje y de la parábola 
x2 = 20y. El radio del plato es r pies. Verifi que que el área de 
la superfi cie del plato está dada por

 
2

r

0
 x 1

x
10

2

 dx
15

100 r2 3 2 1000 .

73. Órbita de la Tierra La Tierra se mueve en una órbita elíp-
tica con el Sol en uno de los focos. La longitud de la mitad 
del eje mayor es 149,598,000 kilómetros y la excentricidad 
es 0.0167. Halle la distancia mínima (perihelio) y la distancia 
máxima (afelio) entre la Tierra y el Sol.

74. Órbita de un satélite El apogeo (el punto de la órbita más 
lejano a la Tierra) y el perigeo (el punto de la órbita más cer-
cano a la Tierra) de la órbita elíptica de un satélite de la Tierra 
están dados por A y P. Demuestre que la excentricidad de la 
órbita es

 
e

A P
A P

.

75. Explorer 18 El 27 de noviembre de 1963, Estados Unidos 
lanzó el Explorer 18. Sus puntos bajo y alto sobre la superfi cie 
de la Tierra fueron 119 millas y 123,000 millas, respectiva-
mente. Halle la excentricidad de su órbita elíptica.

76. Explorer 55 El 20 de noviembre de 1975, Estados Unidos 
lanzó el satélite de investigación Explorer 55. Sus puntos bajo 
y alto sobre la superfi cie de la Tierra fueron de 96 millas y 
1865 millas. Encuentre la excentricidad de su órbita elíptica. 

77. El cometa Halley 

Quizás el más conocido de todos los cometas, el cometa 
Halley, tiene una órbita elíptica con el Sol en uno de sus 
focos.  Se estima que su 
distancia máxima al Sol 
es de 35.29 UA (unidad 
astronómica, aproxi-
madamente 92.956 
× 106 millas) y que su 
distancia mínima es de 
0.59 UA. Halle la excen-
tricidad de la órbita.

p

78. Movimiento de una partícula Considere una partícula 
que se mueve en el sentido de las manecillas del reloj siguien-
do la trayectoria elíptica

 

x2

100
y2

25
1.

  La partícula abandona la órbita en el punto (–8, 3) y viaja a lo 
largo de una recta tangente a la elipse. ¿En qué punto cruzará 
la partícula el eje y?

Área, volumen y área superfi cial En los ejercicios 79 y 80, 
halle (a) el área de la región limitada por la elipse, (b) el volu-
men y el área de la superfi cie del sólido generado por revolución 
de la región alrededor de su eje mayor (esferoide prolato), y 
(c) el volumen y el área de la superficie del sólido generado por 
revolución de la región alrededor de su eje menor (esferoide 
oblato).

.08.97
x2

16
y 2

9
1

x2

4
y 2

1
1

81. Longitud de arco Use las funciones de integración de una 
herramienta de grafi cación para aproximar, con una precisión 
de dos cifras decimales, la integral elíptica que representa el 
perímetro de la elipse 

 x2

25
y 2

49
1.

82. Conjetura 

 (a) Demuestre que la ecuación de una elipse puede expresar-
se como

  
x h 2

a2

y k 2

a2 1 e2 1.

 (b) Mediante una herramienta de grafi cación, represente la 
elipse

  
x 2 2

4
y 3 2

4 1 e2 1

  para e = 0.95, e = 0.75, e = 0.5, e = 0.25 y e = 0.

 (c) Use los resultados del inciso (b) para hacer una conjetura 
acerca de la variación en la forma de la elipse a medida 
que e se aproxima a 0. 

Palette7/Shutterstock.com; NASA
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695 10.1  Cónicas y cálculo

83. Geometría El área de la elipse presentada en la fi gura es el 
doble del área del círculo. ¿Qué longitud tiene el eje mayor? 

  Figura para 84 Figura para 83

x

x2 y2

a2 b2+ = 1
Recta
tangente

P = (x0, y0)

(− c, 0) (c, 0)

β
α

y

x

(0, 10)

(0, − 10)

(a, 0)
(−a, 0)

y

84. Demostración Demuestre el teorema 10.4 mostrando que 
la recta tangente a una elipse en un punto P forma ángulos 
iguales con las rectas que pasan a través de P y de los focos 
(vea la fi gura). [Sugerencia: (1) encuentre la pendiente de la 
recta tangente en P, (2) encuentre las tangentes de las rectas 
que pasan a través de P y cada uno de los focos y (3) use la 
fórmula de la tangente del ángulo entre dos rectas.]

85. Hallar la ecuación de una hipérbola Halle una ecua-
ción de la hipérbola tal que, para todo punto, la diferencia en-
tre sus distancias a los puntos (2, 2) y (10, 2) sea 6.

86. Hipérbola Considere una hipérbola centrada en el origen y 
con eje transversal horizontal. Emplee la defi nición de hipér-
bola para obtener su forma canónica o estándar:

 

x2

a2

y2

b2 1.

87. Navegación El sistema LORAN (long distance radio navi-
gation) para aviones y barcos usa pulsos sincronizados emitidos 
por estaciones de transmisión muy alejadas una de la otra. Es-
tos pulsos viajan a la velocidad de la luz (186,000 millas por 
segundo). La diferencia en los tiempos de llegada de estos pul-
sos a un avión o a un barco es constante en una hipérbola que 
tiene como focos las estaciones transmisoras. Suponga que las 
dos estaciones, separadas a 300 millas una de la otra, están si-
tuadas en el sistema de coordenadas rectangulares en (–150, 0) 
y (150, 0), y que un barco sigue la trayectoria que describen 
las coordenadas (x, 75). (Vea la fi gura.) Halle la coordenada x 
de la posición del barco si la diferencia de tiempo entre los 
pulsos de las estaciones transmisoras es 1000 microsegundos 
(0.001 segundo). 

 

x
− 10 − 4

−4
−6
−8

−10

2

4

4

6
8

8

10

10

Espejo
y

x
75

75

150

150

− 75
−150

− 150

y

Figura para 87 Figura para 88

88. Espejo hiperbólico Un espejo hiperbólico (como los que 
usan algunos telescopios) tiene la propiedad de que un rayo 
de luz dirigido a uno de los focos se refl eja al otro foco. El 
espejo que muestra la fi gura se describe mediante la ecuación 
(x2�36) – (y2�64) = 1. ¿En qué punto del espejo se refl ejará la 
luz procedente del punto (0, 10) al otro foco? 

89. Recta tangente Demuestre que la ecuación de la recta tan -

gente a esen el punto
x0

a2 x
y0

b2 y 1.x0, y0
x2

a2

y 2

b2 1

90. Demostración Demuestre que la gráfi ca de la ecuación

 Ax2 + Cy2 + Dx + Ey + F = 0

  es una de las siguientes cónicas (excepto en los casos degene-
rados).

     Cónica  Condición

  (a) Círculo  A = C

  (b) Parábola  A = 0 o C = 0 (pero no ambas)

  (c) Elipse  AC > 0

  (d) Hipérbola  AC < 0

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 91-96, determine si la 
afi rmación es verdadera o falsa. Si es falsa, explique por qué o 
dé un ejemplo que demuestre que es falsa.
91. Es posible que una parábola corte a su directriz.
92. En una parábola, el punto más cercano al foco es el vértice.
93. Si C es el perímetro de la elipse

  
b < a

x2

a2

y 2

b2 1,  
  

  entonces 2pb < C < 2pa.

94. Si D ≠ 0 o E ≠ 0, entonces la gráfi ca de y2 – x2 + Dx + Ey = 0 
es una hipérbola.

95. Si las asíntotas de la hipérbola (x2�a2) – (y2�b2) = 1 se interse-
can en ángulos rectos, entonces a = b. 

96. Toda recta tangente a una hipérbola sólo interseca a la hipérbo-
la en el punto de tangencia.

DESAFÍOS DEL EXAMEN PUTNAM 
97. Dado un punto P de una elipse, sea d la distancia del centro 

de la elipse a la recta tangente a la elipse en P. Demuestre 
que (PF1)(PF2)d

2 es constante mientras P varía en la elipse, 
donde PF1 y PF2 son las distancias de P a los focos F1 y F2 
de la elipse.

98. Halle el valor mínimo de

  ycon v > 0.0 < u < 2

u v 2 2 u2 9
v

2

Estos problemas fueron preparados por el Committee on the Putnam Prize Com-

petition. © The Mathematical Association of America. Todos los derechos re-

servados.
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696 Capítulo 10  Cónicas, ecuaciones paramétricas y coordenada s polares

 Trazar la gráfi ca de una curva dada por un conjunto de ecuaciones paramétricas.
 Eliminar el parámetro en un conjunto de ecuaciones paramétricas.
 Hallar un conjunto de ecuaciones paramétricas para representar una curva.
  Entender dos problemas clásicos del cálculo: el problema de la tautocrona y el 

problema de la braquistocrona.

Curvas planas y ecuaciones paramétricas
Hasta ahora se ha representado una gráfi ca mediante una sola ecuación con dos varia-

bles. En esta sección se estudiarán situaciones en las que se emplean tres variables para 

representar una curva en el plano.

Considere la trayectoria que recorre un objeto 

lanzado al aire con un ángulo de 45°. Si la velo-

cidad inicial del objeto es 48 pies por segundo, el 

objeto recorre la trayectoria parabólica dada por

Ecuación rectangulary
x2

72
x

como se muestra en la fi gura 10.19. Sin embargo, 

esta ecuación no proporciona toda la información. 

Si bien dice dónde se encuentra el objeto, no 

dice cuándo se encuentra en un punto dado (x, y). 

Para determinar este instante, se introduce una 

tercera variable t, conocida como parámetro. Ex-

presando x y y como funciones de t, se obtienen 

las ecuaciones paramétricas

Ecuación paramétrica para

y

Ecuación paramétrica para yy 16 t2 24 2t.

xx 24 2t

A partir de este conjunto de ecuaciones se puede determinar que en el instante t = 0 

el objeto se encuentra en el punto (0, 0). De manera semejante, en el instante t = 1 el 

objeto está en el punto 

24 2 1624 2,

y así sucesivamente. (Más adelante, en la sección 12.3, se estudiará un método para 

determinar este conjunto particular de ecuaciones paramétricas, las ecuaciones de mo-

vimiento.)

En este problema particular de movimiento, x y y son funciones continuas de t, y a 

la trayectoria resultante se le conoce como curva plana.

Defi nición de una curva plana

Si f y g son funciones continuas de t en el intervalo I, entonces a las ecuaciones

y y g tx f t  

se les llama ecuaciones paramétricas, y a t se le llama el parámetro. Al conjunto 

de puntos (x, y) que se obtiene cuando t varía sobre el intervalo I se le llama la grá-
fi ca de las ecuaciones paramétricas. A las ecuaciones paramétricas y a la gráfi ca, 

juntas, es a lo que se llama una curva plana, que se denota por C.

10.2 Curvas planas y ecuaciones paramétricas

x
63 7236 45 54

24    2, 24    2 − 16

18 27

9

18

y

9

y = − 16t2 + 24    2 t

t = 0

t = 1

Ecuaciones paramétricas:
x = 24    2 t

(0, 0)

Ecuación rectangular:

y = −      + xx2

72

))

Movimiento curvilíneo: dos variables
de posición y una de tiempo.
Figura 10.19

COMENTARIO Algunas 

veces es importante distinguir 

entre una gráfi ca (conjunto 

de puntos) y una curva (los 

puntos junto con las ecuaciones 

paramétricas que los defi nen). 

Cuando sea importante hacer 

esta distinción, se hará de ma-

nera explícita. Cuando no sea 

importante se empleará C para 

representar la gráfi ca o la curva, 

indistintamente.
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69710.2 Curvas planas y ecuaciones paramétricas

Cuando se dibuja (a mano) una curva dada por un conjunto de ecuaciones paramé-

tricas, se trazan puntos en el plano xy. Cada conjunto de coordenadas (x, y) está determi-

nado por un valor elegido para el parámetro t. Al trazar los puntos resultantes de valores 

crecientes de t, la curva se va trazando en una dirección específi ca. A esto se le llama la 

orientación de la curva.

EJEMPLO 1  Trazar una curva

Trace la curva dada por las ecuaciones paramétricas

y

y g t
t
2

x f t t2 4

donde –2 ≤ t ≤ 3.

Solución Para valores de t en el intervalo dado, 

obtiene, a partir de las ecuaciones paramétricas, 

los puntos (x, y) que se muestran en la tabla.

t 2 1 0 1 2 3

x 0 3 4 3 0 5

y 1 1
2 0 1

2 1 3
2  

Al trazar estos puntos en orden de valores crecien-

tes de t y usando la continuidad de f y de g obtiene 

la curva C que se muestra en la fi gura 10.20. Debe 

observar las fl echas sobre la curva que indican su 

orientación conforme t aumenta de –2 a 3. 

De acuerdo con el criterio de la recta vertical, puede ver que la gráfi ca mostrada en 

la fi gura 10.20 no defi ne y en función de x. Esto pone de manifi esto una ventaja de las 

ecuaciones paramétricas: pueden emplearse para representar gráfi cas más generales que 

las gráfi cas de funciones.

A menudo ocurre que dos conjuntos distintos de ecuaciones paramétricas tienen la 

misma gráfi ca. Por ejemplo, el conjunto de ecuaciones paramétricas 

y 1 t
3
2

y t,x 4t2 4

tiene la misma gráfi ca que el conjunto dado en el ejemplo 1 (vea la fi gura 10.21). Sin 

embargo, al comparar los valores de t en las fi guras 10.20 y 10.21, se ve que la segunda 

gráfi ca se traza con mayor rapidez (considerando t como tiempo) que la primera gráfi ca. 

Por tanto, en las aplicaciones pueden emplearse distintas ecuaciones paramétricas para 

representar las diversas rapideces a las que los objetos recorren una trayectoria deter-

minada.

4 6

4

2

− 2

− 4

x

t = 3t = 2

t = − 2t = − 1

t = 0

t = 1

Ecuaciones paramétricas:
t
2

x = t2 − 4   y y = , − 2 ≤ t ≤ 3

y

Figura 10.20

4 6

4

2

− 2

− 4

x

t = 3
2

3
2

1
2

1
2

t = − 1

t = 1  t = 

t = −

Ecuaciones paramétricas:

t = 0

x = 4t2 − 4 y y = t, − 1 ≤ t ≤

y

Figura 10.21

TECNOLOGÍA La mayoría de las herramientas de grafi cación cuenta con un 

modo paramétrico de grafi cación. Se puede emplear uno de estos dispositivos para 

confi rmar las gráfi cas que se muestran en las fi guras 10.20 y 10.21. ¿Representa la 

curva dada por las ecuaciones paramétricas 

y
1
2

t 2y 1 t,x 4t2 8t
 

la misma gráfi ca que la mostrada en las fi guras 10.20 y 10.21? ¿Qué se observa res-

pecto de la orientación de esta curva?
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698 Capítulo 10  Cónicas, ecuaciones paramétricas y coordenada s polares

Eliminación del parámetro
Al hecho de encontrar la ecuación rectangular que representa la gráfi ca de un conjunto 

de ecuaciones paramétricas se le llama eliminación del parámetro. Por ejemplo, el 

parámetro del conjunto de ecuaciones paramétricas del ejemplo 1 se puede eliminar 

como sigue. 

y t 2

x 4y2 4x 2y 2 4t 2yx t2 4

Ecuación 
rectangular

Sustituir en la 
otra ecuación.

Despejar t de una
de las ecuaciones.

Ecuaciones
paramétricas

Una vez eliminado el parámetro, se ve que la ecuación x = 4y2 – 4 representa una pará-

bola con un eje horizontal y vértice en (–4, 0), como se ilustra en la fi gura 10.20.

El rango de x y y implicado por las ecuaciones paramétricas puede alterarse al pasar 

a la forma rectangular. En esos casos el dominio de la ecuación rectangular debe ajus-

tarse de manera que su gráfi ca coincida con la gráfi ca de las ecuaciones paramétricas. 

En el ejemplo siguiente se muestra esta situación.

EJEMPLO 2  Ajustar el dominio 

Dibuje la curva representada por las ecuaciones

y t > 1y
t

t 1
,x

1

t 1

eliminando el parámetro y ajustando el dominio de la ecuación rectangular resultante.

Solución Para empezar despeje t de una de las ecuaciones paramétricas. Por ejemplo, 

puede despejar t de la primera ecuación.

Ecuación paramétrica para

Eleve al cuadrado cada lado.

Despeje t. t
1 x2

x2

 t
1
x2 1

 t 1
1
x2

 x2 1
t 1

x x
1

t 1

Sustituyendo ahora en la ecuación paramétrica para y, obtiene

Ecuación paramétrica para

paraSustituya

Simplifique.y 1 x2.

t.1 x2 x2y
1 x2 x2

1 x2 x2 1

yy
t

t 1

La ecuación rectangular, y = 1 – x2, está defi nida para todos los valores de x. Sin embar-

go, en la ecuación paramétrica para x se ve que la curva sólo está defi nida para t > –1. 

Esto implica que el dominio de x debe restringirse a valores positivos, como se ilustra 

en la fi gura 10.22. 

x
1 2

1

− 1

− 1

− 2

− 2

− 3

Ecuación rectangular:

y = 1 − x2, x > 0

y

Figura 10.22

x
1 2

1

− 1

− 1

− 2

− 2

− 3

t = 3

t = 0

t = − 0.75

Ecuaciones paramétricas:

x =            , y =         , t > − 1
t + 1 t + 1
1 t

y
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699 10.2 Curvas planas y ecuaciones paramétricas

En un conjunto de ecuaciones paramétricas, el parámetro no necesariamente repre-

senta el tiempo. El siguiente ejemplo emplea un ángulo como parámetro.

EJEMPLO 3   Emplear trigonometría para eliminar 
un parámetro

Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo.

Dibuje la curva representada por 

y 0 2y 4 sen ,x 3 cos 

al eliminar el parámetro y hallar la ecuación rectangular correspondiente.

Solución Para empezar despeje cos u y sen u de las ecuaciones dadas.

Despeje cos

y

Despeje sen .sen 
y
4

.cos 
x
3

A continuación, haga uso de la identidad 

sen2 cos2 1

para formar una ecuación en la que sólo aparezcan x y y.

Identidad trigonométrica

Sustituya.

Ecuación rectangular 
x2

9
y2

16
1

 
x
3

2 y
4

2

1

soc 2 sen2 1

En esta ecuación rectangular puede verse que la gráfi ca es una elipse centrada en (0, 0), 

con vértices en (0, 4) y (0, –4) y eje menor de longitud 2b = 6, como se muestra en la 

fi gura 10.23. Observe que la elipse está trazada en sentido contrario al de las manecillas 
del reloj, ya que u va de 0 a 2p.  

El empleo de la técnica presentada en el ejemplo 3 permite concluir que la gráfi ca 

de las ecuaciones paramétricas

y 0 2y k b sen ,x h a cos 

es una elipse (trazada en sentido contrario al de las manecillas del reloj) dada por

x h 2

a2

y k 2

b2 1.

La gráfi ca de las ecuaciones paramétricas

y 0 2y k b cos ,x h a sen  

también es una elipse (trazada en sentido de las manecillas del reloj) dada por

x h 2

a2

y k 2

b2 1.

En los ejemplos 2 y 3 es importante notar que la eliminación del parámetro es prin-

cipalmente una ayuda para trazar la curva. Si las ecuaciones paramétricas representan 

la trayectoria de un objeto en movimiento, la gráfi ca sola no es sufi ciente para describir 

el movimiento del objeto. Se necesitan las ecuaciones paramétricas que informan sobre 

la posición, dirección y rapidez en un instante determinado.

x
1 2

2

3

4

1

− 1
− 1

− 2

− 2

− 3

− 4

θ = 0θ = π

θ = π
2

θ = π
2

3

Ecuaciones paramétricas:
x = 3 cos   , y = 4 sen

Ecuación rectangular:

θ  θ

x2 y2

9 16
+       = 1

y

Figura 10.23

TECNOLOGÍA Emplee 

una herramienta de grafi cación 

en modo paramétrico para 

elaborar las gráfi cas de varias 

elipses.
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700 Capítulo 10  Cónicas, ecuaciones paramétricas y coordenada s polares

Hallar ecuaciones paramétricas
Los primeros tres ejemplos de esta sección ilustran técnicas para dibujar la gráfi ca que 

representa un conjunto de ecuaciones paramétricas. Ahora se investigará el problema in-

verso. ¿Cómo determinar un conjunto de ecuaciones paramétricas para una gráfi ca o una 

descripción física dada? Por el ejemplo 1 ya se sabe que tal representación no es única. 

Esto se demuestra más ampliamente en el ejemplo siguiente, en el que se encuentran dos 

representaciones paramétricas diferentes para una gráfi ca dada.

EJEMPLO 4  Hallar las ecuaciones paramétricas

Halle un conjunto de ecuaciones paramétricas para representar la gráfi ca de y = 1 – x2, 

usando cada uno de los parámetros siguientes.

a. b. en el punto La pendiente x, ym
dy
dx

t x

Solución

a. Haciendo x = t obtiene las ecuaciones paramétricas 

 y y 1 x2 1 t2.x t

b. Para expresar x y y en términos del parámetro m, puede proceder como sigue. 

 

Derive

Despeje x. x
m
2

y 1 x2. m 2x

 m
dy
dx

 Con esto obtiene una ecuación paramétrica para x. Para obtener una ecuación para-

métrica para y, en la ecuación original sustituya x por –m�2.

 

Escriba la ecuación rectangular original.

Sustituya x por

Simplifique.y 1
m2

4

m 2.y 1
m
2

2

y 1 x2

 Por tanto, las ecuaciones paramétricas son

 
y y 1

m2

4
.x

m
2

 En la fi gura 10.24 observe que la orientación de la curva resultante es de derecha a 

izquierda, determinada por la dirección de los valores crecientes de la pendiente m. En 

el inciso (a), la curva tenía la orientación opuesta. 

1

− 3

− 2

− 2

1

− 1

− 1 2
x

m = − 4

m = − 2

4
m2

y = 1 − 

m = 4

m = 2

m = 0

x = −

Ecuación rectangular: y = 1 − x2

Ecuaciones paramétricas:

2
m ,

y

Figura 10.24

TECNOLOGÍA Para usar de manera efi ciente una herramienta de grafi cación es 

importante desarrollar la destreza de representar una gráfi ca mediante un conjunto de 

ecuaciones paramétricas. La razón es que muchas herramientas de grafi cación sólo tie-

nen tres modos de grafi cación: (1) funciones, (2) ecuaciones paramétricas y (3) ecua-

ciones polares. La mayor parte de las herramientas de grafi cación no están programadas 

para elaborar la gráfi ca de una ecuación general. Suponga, por ejemplo, que se quiere 

elaborar la gráfi ca de la hipérbola x2 – y2 = 1. Para hacer la gráfi ca de la hipérbola en el 

modo función, se necesitan dos ecuaciones: 

 y y x2 1.y x2 1

En el modo paramétrico, la gráfi ca puede representarse mediante x = sec t y y = tan t.

 PARA INFORMACIÓN ADICIONAL
Para información adicional acerca de 

otros métodos para encontrar ecua-

ciones paramétricas, vea el artículo 

“Finding Rational Parametric Curves of 

Relative Degree One or Two”, de Dave 

Boyles, en The College Mathematics 
Journal. Para ver este artículo, vaya a 

MathArticles.com.
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701 10.2 Curvas planas y ecuaciones paramétricas

EJEMPLO 5  Ecuaciones paramétricas de una cicloide

Determine la curva descrita por un punto P en la circunferencia de un círculo de radio 

a que rueda a lo largo de una recta en el plano. A estas curvas se les llama cicloides.

Solución Sea u el parámetro que mide la rotación del círculo y suponga que al inicio 

el punto P = (x, y) se encuentra en el origen. Cuando u = 0, P se encuentra en el origen. 

Cuando u = p, P está en un punto máximo (pa, 2a). Cuando u = 2p, P vuelve al eje x 

en (2pa, 0). En la fi gura 10.25 ve que APC = 180° – u. Por tanto. 

 soc cos 180 cos APC
AP

a

 nes sen 180 sen APC
AC
a

BD
a

lo cual implica que AP = –a cos u y BD = a sen u.

Como el círculo rueda a lo largo del eje x, sabe que OD PD a . Además, 

como BA = DC = a, se tiene

y BA AP a a cos .

x OD BD a a sen 

Por tanto, las ecuaciones paramétricas son 

y y a 1 cos .x a sen 

Figura 10.25

2a

a

π π3 aπaO
x

P = (x, y)

θ
A

B

C

D

Cicloide:
x = a(   − sen  )
y = a(1 − cos   )

θ θ
θy

(2  a, 0)

π(3  a, 2a)π(  a, 2a)

π(4  a, 0)

 

TECNOLOGÍA Algunas herramientas de grafi cación permiten simular el movi-

miento de un objeto que se mueve en el plano o en el espacio. Se recomienda usar 

una de estas herramientas para trazar la trayectoria de la cicloide que se muestra en la 

fi  gu ra 10.25.

La cicloide de la fi gura 10.25 tiene esquinas agudas en los valores x = 2npa. Ob-

serve que las derivadas x ′(u) y y ′(u) son ambas cero en los puntos en los que u = 2np.

y 2n 0x 2n 0

y a sen x a a cos 

y a 1 cos x a sen 

Entre estos puntos, se dice que la cicloide es suave.

Defi nición de una curva suave

Una curva C representada por x = f(t) y y = g(t) en un intervalo I se dice que es sua-
ve si f ′ y g ′ son continuas en I y no son simultáneamente 0, excepto posiblemente 

en los puntos terminales de I. La curva C se dice que es suave en partes si es suave en 

todo subintervalo de alguna partición de I.

 PARA INFORMACIÓN ADICIONAL
Para más información acerca de las 

cicloides, consulte el artículo “The 

Geometry of Rolling Curves”, de John 

Bloom y Lee Whitt, en The American 
Mathematical Monthly. Para ver este 

artículo, vaya a MathArticles.com.

CICLOIDES
Galileo fue el primero en llamar 
la atención hacia la cicloide, 
recomendando que se empleara en 
los arcos de los puentes. En cierta 
ocasión, Pascal pasó ocho días 
tratando de resolver muchos de los 
problemas de las cicloides, problemas 
como encontrar el área bajo un 
arco y el volumen del sólido de 
revolución generado al hacer girar 
la curva sobre una recta. La cicloide 
tiene tantas propiedades interesantes 
y ha generado tantas disputas entre 
los matemáticos que se le ha llamado 
“la Helena de la geometría” y “la 
manzana de la discordia”.
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702 Capítulo 10  Cónicas, ecuaciones paramétricas y coordenada s polares

Los problemas de la tautocrona y de la braquistocrona
El tipo de curva descrito en el ejemplo 5 está relacionado con uno de los más famosos 

pares de problemas de la historia del cálculo. El primer problema (llamado el problema 
de la tautocrona) empezó con el descubrimiento de Galileo de que el tiempo requerido 

para una oscilación completa de un péndulo dado es aproximadamente el mismo ya 

sea que efectúe un movimiento largo a alta velocidad o un movimiento corto a menor 

velocidad (vea la fi gura 10.26). Más tarde, Galileo (1564-1642) comprendió que podía 

emplear este principio para construir un reloj. Sin embargo, no logró llegar a la mecáni-

ca necesaria para construirlo. Christian Huygens (1629-1695) fue el primero en diseñar 

y construir un modelo que funcionara. En su trabajo con los péndulos, Huygens obser-

vó que un péndulo no realiza oscilaciones de longitudes diferentes en exactamente el 

mismo tiempo. (Esto no afecta al reloj de péndulo, porque la longitud del arco circular 

se mantiene constante, dándole al péndulo un ligero impulso cada vez que pasa por su 

punto más bajo.) Pero al estudiar el problema, Huygens descubrió que una pelotita que 

rueda hacia atrás y hacia adelante en una cicloide invertida completa cada ciclo en exac-

tamente el mismo tiempo.

El segundo problema, que fue planteado por John Bernoulli en 1696, es el llamado 

problema de la braquistocrona (en griego brachys signifi ca corto y cronos, tiempo). El 

problema consistía en determinar la trayectoria descendente por la que una partícula se 

desliza del punto A al punto B en el menor tiempo. Varios matemáticos se abocaron al pro-

blema, y un año después el problema fue resuelto por Newton, Leibniz, L’Hôpital, John 

Bernoulli y James Bernoulli. Como se encontró, la solución no es una recta de A a B, sino 

una cicloide invertida que pasa por los puntos A y B, como se muestra en la fi gura 10.27.

Una cicloide invertida es la trayectoria
descendente que una pelotita rodará
en el tiempo más corto.
Figura 10.27

A

B

Lo sorprendente de la solución es que una partícula que parte del reposo en cual-
quier otro punto C, entre A y B, de la cicloide tarda exactamente el mismo tiempo en 

llegar a B, como se muestra en la fi gura 10.28.

A

B

C

Una pelotita que parte del punto C tarda el
mismo tiempo en llegar al punto B que una
que parte del punto A.
Figura 10.28 

 PARA INFORMACIÓN ADICIONAL Para ver una demostración del famoso problema 

de la braquistocrona, consulte el artículo “A New Minimization Proof for the Brachis-

tochrone”, de Gaiy Lawlor, en The American Mathematical Monthly. Para ver este 

artículo, vaya a MathArticles.com.

A B

C

El tiempo que requiere un péndulo para
realizar una oscilación completa si
parte del punto C es aproximadamente
el mismo que si parte del punto A.
Figura 10.26

JAMES BERNOULLI 
(1654-1705)

James Bernoulli, también llamado 
Jacques, era el hermano mayor de 
John. Fue uno de los matemáticos 
consumados de la familia suiza 
Bernoulli. Los logros matemáticos 
de James le han dado un lugar 
prominente en el desarrollo inicial 
del cálculo. 
Consulte LarsonCalculus.com 
para leer más acerca de esta 
biografía.

INTERFOTO/Alamy
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703 10.2 Curvas planas y ecuaciones paramétricas

Uso de ecuaciones paramétricas En los ejercicios 1-18, 
trace la curva que representa las ecuaciones paramétri-
cas (indique la orientación de la curva) y, eliminando el 
parámetro, dé la ecuación rectangular correspondiente. 

.2.1

.4.3

.6.5

.8.7

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18. x 3 cos ,  y 7 sen 

x 8 cos ,  y 8 sen 

x tan2 ,  y sec2 

x sec ,  y cos ,  0 < 2,  2 <

x e t,  y e2t 1

x e t,  y e3t 1

x t 1 ,  y t 2

x 2t,  y t 2

x 1
1
t
,  y t 1

x t 3,  y
t

t 3

x 4 t,  y 8 tx t,  y t 5

x t2 t,  y t2 tx t3,  y
t2

2

x 2t 2,  y t4 1x t 1,  y t2

x 5 4t,  y 2 5tx 2t 3,  y 3t 1

Uso de ecuaciones paramétricas En los ejercicios 19-
30, use una herramienta de grafi cación para trazar la 
curva que representa las ecuaciones paramétricas (indi-
que la orientación de la curva). Elimine el parámetro y 
dé la ecuación rectangular correspondiente.

.02.91

.22.12

.42.32

.62.52

.82.72

.03.92 x e2t,  y etx e t,  y e3t

x ln 2t,  y t2x t3,  y 3 ln t

y sen3 y 3 tan 

x cos3 x 4 sec 

y tan y 2 5 sen 

x sec x 3 4 cos 

y 5 3 sen y 1 sen 

x 2 3 cos x 4 2 cos 

y 2 sen 2y 4 cos 2

x cos x 6 sen 2

Comparación de curvas planas En los ejercicios 33-36, 
determine toda diferencia entre las curvas de las ecuaciones 
paramétricas. ¿Son iguales las gráfi cas? ¿Son iguales las orien-
taciones? ¿Son suaves las curvas? Explique.

31. )b()a(

)d()c(

y 2et 1y 2e t 1

x etx e t

y 2 cos 1y 2t 1

x cos x t

32. )b()a(

)d()c(

33. )b()a(

34. )b()a( y t 3x t 1,y t3x t 1,

0 < <0 < <

y 2 sen2y 2 sen2 

x cosx cos 

y ety 4 t

x 4 e2tx t

y 1 ty 2 sen 

x 4t2 1 tx 2 cos 

35. Conjetura

 (a) Use una herramienta de grafi cación para trazar las curvas 
representadas por los dos conjuntos de ecuaciones para-
métricas.

  y 3 sen ty 3 sen t

x 4 cos tx 4 cos t

 (b) Describa el cambio en la gráfi ca si se cambia el signo del 
parámetro.

 (c) Formule una conjetura respecto al cambio en la gráfi ca 
de las ecuaciones paramétricas cuando se cambia el signo 
del parámetro.

 (d) Pruebe la conjetura con otro conjunto de ecuaciones pa-
ramétricas.

36. Redacción Revise los ejercicios 31 a 34 y escriba un pá-

rrafo breve que describa cómo las gráfi cas de curvas repre-

sentadas por diferentes conjuntos de ecuaciones paramétricas 

pueden diferir aun cuando la eliminación del parámetro dé la 

misma ecuación rectangular.

Eliminación de un parámetro En los ejercicios 37-40, eli-
mine el parámetro y obtenga la forma estándar o canónica de 
la ecuación rectangular.

37. La recta pasa por y

38. Circunferencia:

39. Elipse:

40. Hipérbola: y k b tan x h a sec ,  

y k b sen x h a cos ,  

x h r cos ,  y k r sen 

x x1 t x2 x1 ,  y y1 t y2 y1

x2, y2 :x1, y1

Escribir un conjunto de ecuaciones paramétricas En los 
ejercicios 41-48, emplee los resultados de los ejercicios 37 a 40 
para hallar un conjunto de ecuaciones paramétricas para la 
recta o para la cónica.
41. Recta: pasa por (0, 0) y (4, –7)

42. Recta: pasa por (1, 4) y (5, –2)

43. Círculo: centro: (3, 1); radio: 2

44. Círculo: centro: (–6, 2); radio: 4

45. Elipse: vértices (±10, 0); focos: (±8, 0)

46. Elipse: vértices: (4, 7), (4, –3); focos: (4, 5), (4, –1)

47. Hipérbola: vértice: (+4, 0); focos: (±5, 0)

48. Hipérbola: vértices: (0, ±1); focos: (0, +2)

10.2 Ejercicios   Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios 
con numeración impar. 
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704 Capítulo 10  Cónicas, ecuaciones paramétricas y coordenada s polares

Hallar ecuaciones paramétricas En los ejercicios 51-54, 
halle dos conjuntos diferentes de ecuaciones paramétricas para 
la ecuación rectangular.

.05.94

.25.15 y x2y x3

y 4 x 1y 6x 5

Hallar ecuaciones paramétricas En los ejercicios 53-56, 
encuentre un conjunto de ecuaciones paramétricas para la 
ecuación rectangular que satisface la condición dada.

53. en el punto 

54. en el punto 

55. en el punto 

56. en el punto 1, 3t 1y 4 x2,

4, 16t 4y x2,

2, 7t 1y 4x 1,

3, 1t 0y 2x 5,

Grafi car una curva plana En los ejercicios 57-64, emplee 
una herramienta de grafi cación para representar la curva des-
crita por las ecuaciones paramétricas. Indique la dirección de 
la curva e identifi que todos los puntos en los que la curva no 
sea suave.

57. Cicloide:

58. Cicloide:

59. Cicloide alargada:

60. Cicloide alargada:

61. Hipocicloide:

62. Cicloide corta:

63. Bruja de Agnesi:

64. Folio de Descartes: x 3t 1 t3 ,  y 3t2 1 t3
x 2 cot ,  y 2 sen2 

x 2 sen ,  y 2 cos 

x 3 cos3 ,  y 3 sen3 

x 2 4 sen ,  y 2 4 cos 

x 3
2 sen ,  y 1 3

2 cos 

x sen ,  y 1 cos 

x 2 sen ,  y 2 1 cos 

DESARROLLO DE CONCEPTOS 

65. Curva plana Enuncie la defi nición de una curva dada 

por ecuaciones paramétricas. 

66. Curva plana Explique el proceso del trazado de una 

curva plana dada por ecuaciones paramétricas. ¿Qué se 

entiende por orientación de la curva?

67. Curva suave Establezca la defi nición de una curva 

suave.

¿CÓMO LO VE? ¿Qué conjunto de ecuaciones pa-

ramétricas corresponde con la gráfi ca que se muestra 

en seguida? Explique el razonamiento.

   
   

(a) (b)

y ty t2
x t2x t

x

y

1 2

1

2

3

4

5

3− 1− 2− 3

Correspondencia En los ejercicios 69-72, asocie cada con-
junto de ecuaciones paramétricas con su gráfi ca correspon-
diente. [Las gráfi cas están etiquetadas (a), (b), (c), (d).] Expli-
que su razonamiento.

)b()a(

)d()c(

x
− 2

− 2
− 3
− 4

2

2

3

3

4

y

x
1

1

2

2

3

3− 1− 2

−3

− 3

y

x

y

− 2

− 4

−1−2−3 1 2 3

1
2

4

x
1

2

2− 1− 2

− 2

y

69. Curva de Lissajous:

70. Evoluta de una elipse:

71. Involuta de un círculo:

72. Curva serpentina: x cot , y 4 sen  cos 

y sen  cos x cos  sen ,

x cos3 ,  y 2 sen3 

x 4 cos ,  y 2 sen 2

73. Cicloide corta Un disco de radio a rueda a lo largo de 

una recta sin deslizar. La curva trazada por un punto P que 

se encuentra a b unidades del centro (b < a) se denomina ci-

cloide corta o acortada (vea la fi gura). Use el ángulo u para 

hallar un conjunto de ecuaciones paramétricas para esta curva.

Figura para 73

1

1

3

3

4

4
x

θ
(x, y)

y

2a

(0, a − b)

b

a

P

θ

(  a, a + b)π

x

y

Figura para 74

74. Epicicloide Un circulo de radio 1 rueda sobre otro círculo 

de radio 2. La curva trazada por un punto sobre la circunfe-

rencia del círculo más pequeño se llama epicicloide (vea la 

fi gura). Use el ángulo u para hallar un conjunto de ecuaciones 

paramétricas de esta curva.

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 75-77, determine si la 
afi rmación es verdadera o falsa. En caso de que sea falsa, expli-
que por qué o dé un ejemplo que muestre que es falsa.
75. La gráfi ca de las ecuaciones paramétricas x = t2 y y = t2 es la 

recta y = x.
76. Si y es función de t y x es función de t, entonces y es función 

de x.
77. La curva representada por las ecuaciones paramétricas x = t 

y y = cos t se puede escribir como una ecuación de la forma 
y = f(x). 
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705 10.2 Curvas planas y ecuaciones paramétricas

78. Traslación de una curva plana Considere las ecuaciones 

paramétricas x = 8 cos t y y = 8 sen t.

 (a) Describa la curva representada por las ecuaciones para-
métricas.

 (b) ¿Cómo se representa la curva por las ecuaciones 
paramétri cas x = 8 cos t + 3 y y = 8 sen t + 6 compara-
da con la curva descrita en el inciso (a)?

 (c) ¿Cómo cambia la curva original cuando el coseno y el 
seno se intercambian?

Movimiento de un proyectil En los ejercicios 79 y 80, 
consi dere un proyectil que se lanza a una altura de h pies sobre 
el suelo y a un ángulo U con la horizontal. Si la velocidad inicial 
es v0 pies por segundo, la trayectoria del proyectil queda des-
crita por las ecuaciones paramétricas x = (v0 cos U)t y y = h + 
(v0 sen U)t – 16t2.

79. La cerca que delimita el jardín central en un parque de béisbol 
tiene una altura de 10 pies y se encuentra a 400 pies del plato 
de home. La pelota es golpeada por el bate a una altura de 
3 pies sobre el suelo. La pelota se aleja del bate con un ángulo 
de u grados con la horizontal a una velocidad de 100 millas por 
hora (vea la fi gura).

 

θ

400 pies

3 pies

10 pies

 

 (a) Dé un conjunto de ecuaciones paramétricas para la tra-
yectoria de la pelota.

 (b) Use una herramienta de grafi cación para representar la 
trayectoria de la pelota si u = 15°. ¿Es el golpe un home 
run?

 (c) Use una herramienta de grafi cación para representar la 
trayectoria de la pelota si 0 = 23°. ¿Es el golpe un home 
run?

 (d) Halle el ángulo mínimo al cual la pelota debe alejarse del 
bate si se quiere que el golpe sea un home run.

80. Una ecuación rectangular para la trayectoria de un proyectil es 
y = 5 + x – 0.005x2.

 (a) Elimine el parámetro t de la función de posición del mo-
vimiento de un proyectil para demostrar que la ecuación 
rectangular es

  
y

16 sec2 

v0
2  x2 tan x h.

 (b) Use el resultado del inciso (a) para hallar h, v0 y u. Halle 
las ecuaciones paramétricas de la trayectoria.

 (c) Use una herramienta de grafi cación para trazar la gráfi ca 
de la ecuación rectangular de la trayectoria del proyectil. 
Confi rme la respuesta dada en el inciso (b) y dibuje la 
curva representada por las ecuaciones paramétricas.

 (d) Use una herramienta de grafi cación para aproximar la al-
tura máxima del proyectil y su rango.

PROYECTO DE TRABAJO

Cicloides
En griego, la palabra cicloide signifi ca rueda, la palabra hipocicloi-
de signifi ca bajo la rueda, y la palabra epicicloide signifi ca sobre 
la rueda. Asocie la hipocicloide o epicicloide con su gráfi ca. [Las 
gráfi cas están marcadas (a), (b), (c), (d), (e) y (f).]

Hipocicloide, H(A, B)

Trayectoria descrita por un punto fi jo en un círculo de radio B que 
rueda a lo largo de la cara interior de un círculo de radio A.

y A B  sen t B sen
A B

B
t

x A B  cos t B cos
A B

B
t

Epicicloide, E(A, B)

Trayectoria descrita por un punto fi jo en un círculo de radio B que 
rueda a lo largo de la cara exterior de un círculo de radio A.

y A B  sen t B sen
A B

B
t

x A B  cos t B cos
A B

B
t

I. II. III.

IV. V. VI. E 24, 7H 24, 7E 24, 3

H 8, 7E 8, 3H 8, 3

)b()a(

)d()c(

)f()e(

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

Ejercicios basados en “Mathematical Discovery via Computer 
Graphics: Hypocycloids and Epicycloids”, de Florence S. Gordon 
y Sheldon P. Gordon, College Mathematics Journal, noviembre de 
1984, p. 441. Uso autorizado por los autores.

10-CH10-LARSON.indd   705 03/12/14   12:29



706 Capítulo 10  Cónicas, ecuaciones paramétricas y coordenada s polares

  Hallar la pendiente de una recta tangente a una curva dada por un conjunto de 
ecuaciones paramétricas.

  Hallar la longitud de arco de una curva dada por un conjunto de ecuaciones 
paramétricas. 

 Hallar el área de una superfi cie de revolución (forma paramétrica).

Pendiente y rectas tangentes
Ahora que ya sabe representar una gráfi ca en el plano mediante un conjunto de ecuacio-

nes paramétricas, lo natural es preguntarse cómo emplear el cálculo para estudiar estas 

curvas planas. Considere el proyectil representado por las ecuaciones paramétricas

y y 16t2 24 2 tx 24 2 t

como se ilustra en la fi gura 10.29. De lo visto en la sección 10.2, sabe que estas ecuacio-

nes permiten localizar la posición del proyectil en un instante dado. También sabe que el 

objeto es proyectado inicialmente con un ángulo de 45°, o una pendiente de m = tan 45° 

= 1. Pero, ¿cómo puede encontrar el ángulo u que representa la dirección del objeto en 

algún otro instante t? El teorema siguiente responde a esta pregunta proporcionando una 

fórmula para la pendiente de la recta tangente en función de t.

TEOREMA 10.7 Forma paramétrica de la derivada

Si una curva suave C está dada por las ecuaciones 

y y g tx f t

entonces la pendiente de C en (x, y) es 

dx
dt

0.
dy
dx

dy dt
dx dt

,

Demostración En la fi gura 10.30, considérese ∆t > 0 y sea

y x f t t f t .y g t t g t

Como t →  0x →  0 entonces , se puede escribir

 lím
t→0

 
g t t g t
f t t f t

.

 
dy
dx

lím
x→0

 
y
x

Dividiendo tanto el numerador como el denominador entre ∆t, se puede emplear la de-

rivabilidad de f y g para concluir que

 
dy dt
dx dt

.

 
g t
f t

 
 lím

t→0
 
g t t g t

t
 

lím
t→0 

f t t f t
t

 
dy
dx

lím
t→0

 
g t t g t t
f t t f t t

Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de esta demostración de Bruce Edwards. 

10.3 Ecuaciones paramétricas y cálculo

30

20

30

10

10

20
x

θ

x = 24   2t
y = − 16t2 + 24   2t

y

45°

En el momento t, el ángulo de elevación
del proyectil es θ. 

Figura 10.29

x

∆y

∆x

( f(t), g(t))

( f(t + ∆t), g(t + ∆t))

y

La pendiente de la recta secante
que pasa por los puntos ( f (t), g(t))
y ( f(t + Δt)), (g(t + Δt)) es Δy/Δx.
Figura 10.30
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707 10.3 Ecuaciones paramétricas y cálculo

EJEMPLO 1  Derivación y forma paramétrica

Halle dy�dx para la curva dada por x = sen t y y = cos t.

Solución

 tan t

 
sen t

cos t

 
dy
dx

dy dt
dx dt

 

Como dy�dx es función de t puede emplear el teorema 10.7 repetidamente para 

hallar las derivadas de orden superior. Por ejemplo,

Segunda derivada

Tercera derivada
d3y
dx3

d
dx

 
d2y
dx2

d
dt

 
d2y
dx2

dx dt
.

d2y
dx2

d
dx

 
d
dx

d
dt

 
dy
dx

dx dt

EJEMPLO 2  Hallar pendiente y concavidad

Para la curva dada por

y t 0y
1
4

t2 4 ,x t

halle la pendiente y la concavidad en el punto (2, 3).

Solución Como 

Forma paramétrica de 
la primera derivada

dy
dx

dy dt
dx dt

1 2 t
1 2 t 1 2 t3 2

se puede hallar que la segunda derivada es

Forma paramétrica de la 
segunda derivadad2y

dx2

d
dt

dy dx

dx dt

d
dt

t3 2

dx dt
3 2 t1 2

1 2 t 1 2 3t.

En (x, y) = (2, 3), se tiene que t = 4, y la pendiente es

dy
dx

4 3 2 8.

Y cuando t = 4, la segunda derivada es

d2y
dx2 3 4 12 > 0

por lo que puede concluirse que en (2, 3) la gráfi ca es cóncava hacia arriba, como se 

muestra en la fi gura 10.31.  

Como en las ecuaciones paramétricas x = f(t) y y = g(t), no se necesita que y esté 

defi nida en función de x, puede ocurrir que una curva plana forme un lazo y se corte a sí 

misma. En esos puntos la curva puede tener más de una recta tangente, como se muestra 

en el ejemplo siguiente.

x =     t

y = 1
4

(t2 − 4)

x
1

1

2

2

3

− 1

− 1

(2, 3)
t = 4
m = 8

y

En (2, 3), donde t = 4, la gráfica es
cóncava hacia arriba.
Figura 10.31

Exploración
La curva del ejemplo 1 es 

una circunferencia. Emplee la 

fórmula

dy
dx

tan t

para hallar su pendiente en los 

puntos (1, 0) y (0, 1).
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708 Capítulo 10  Cónicas, ecuaciones paramétricas y coordenada s polares

EJEMPLO 3  Una curva con dos rectas tangentes en un punto

Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo.

La cicloide alargada dada por

y y 2  cos tx 2t  sen t

se corta a sí misma en el punto (0, 2), como se ilustra en la fi gura 10.32. Halle las ecua-

ciones de las dos rectas tangentes en este punto.

Solución Como x = 0 y y = 2 cuando t = ±p�2, y 

dy
dx

dy dt
dx dt

 sen t
2  cos t

tiene dy�dx = –p�2 cuando t = –p�2 y dy�dx = p/2 cuando t = p�2. Por tanto, las dos 

rectas tangentes en (0, 2) son 

Recta tangente cuando

y

Recta tangente cuando t
2

y 2
2

x.

t
2

y 2
2

x

 

Si dy�dt = 0 y dx�dt ≠ 0 cuando t = t0, la curva representada por x = f(t) y y = g(t) 
tiene una tangente horizontal en (f(t0), g(t0)). Así, en el ejemplo 3, la curva dada tiene 

una tangente horizontal en el punto (0, 2 – p) (cuando t = 0). De manera semejante, si 

dx�dt = 0 y dy�dt ≠ 0 cuando t = t0, la curva representada por x = f(t) y y = g(t) tiene 

una tangente vertical en (f(t0), g(t0)).

Longitud de arco
Se ha visto cómo pueden emplearse las ecuaciones paramétricas para describir la trayec-

toria de una partícula que se mueve en el plano. Ahora se desarrollará una fórmula para 

determinar la distancia recorrida por una partícula a lo largo de su trayectoria.

Recuérdese de la sección 7.4 que la fórmula para hallar la longitud de arco de una 

curva C dada por y = h(x) en el intervalo [x0, x1] es

 
x1

x0

 1
dy
dx

2

 dx.

s
x1

x0

 1 h x 2 dx

Si C está representada por las ecuaciones paramétricas x = f(t) y y = g(t), a ≤ t ≤ b, y si 

dx�dt = f ′(t) > 0, se puede escribir 

 
b

a

 f t 2 g t 2 dt.

 
b

a

 
dx
dt

2 dy
dt

2

 dt

 
b

a

 
dx dt 2 dy dt 2

dx dt 2  
dx
dt

 dt

 
x1

x0

1
dy dt
dx dt

2

 dx

 s
x1

x0

 1
dy
dx

2

 dx

y

x = 2t −    sen t
π

π
π

π

x
π

− 2

2

4

6

π−

(0, 2)

Recta tangente ( t =   /2)

Recta tangente (t = −   /2)

y = 2 −    cos t

Esta cicloide alargada tiene dos rectas
tangentes en el punto (0, 2).
Figura 10.32
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709 10.3 Ecuaciones paramétricas y cálculo

TEOREMA 10.8 Longitud de arco en forma paramétrica

Si una curva suave C está dada por x = f(t) y y = g(t), y C no se corta a sí misma en 

el intervalo a ≤ t ≤ b (excepto quizás en los puntos terminales), entonces la longitud 

de arco de C en ese intervalo está dada por

s
b

a

 
dx
dt

2 dy
dt

2

 dt
b

a

 f t 2 g t 2 dt.

COMENTARIO Al aplicar la fórmula para la longitud de arco a una curva, hay 

que asegurarse de que la curva se recorra una sola vez en el intervalo de integración. 

Por ejemplo, el círculo dado por x = cos t y y = sen t recorre una sola vez el intervalo 

0 ≤ t ≤ 2p, pero recorre dos veces el intervalo 0 ≤ t ≤ 4p. 

En la sección anterior se vio que si un círculo rueda a lo largo de una recta, cada 

punto de su circunferencia trazará una trayectoria llamada cicloide. Si el círculo rue-

da sobre otro círculo, la trayectoria del punto es una epicicloide. El ejemplo siguiente 

muestra cómo hallar la longitud de arco de una epicicloide.

EJEMPLO 4  Calcular la longitud de arco

Un círculo de radio 1 rueda sobre otro círculo mayor de radio 4, como se muestra en la 

fi gura 10.33. La epicicloide trazada por un punto en el círculo más pequeño está dada por

y 5 sen t sen 5y t.x 5 cos t cos 5t

Halle la distancia recorrida por el punto al dar una vuelta completa alrededor del círculo 

mayor.

Solución Antes de aplicar el teorema 10.8, debe observar en la fi gura 10.33 que la 

curva tiene puntos angulosos en t = 0 y t = p�2. Entre estos dos puntos, dx�dt y dy�dt 
no son simultáneamente 0. Por tanto, la porción de la curva que se genera de t = 0 a 

t = p�2 es suave. Para hallar la distancia total recorrida por el punto, calcule la longitud 

de arco que se encuentra en el primer cuadrante y multiplique por 4.

Forma paramétrica de la longitud de arco

Identidad trigonométrica

Fórmula del doble de un ángulo

 40

 20 cos 2t
2

0

 40 
2

0
 sen 2t dt

 20 
2

0
 4 sen2 2t dt

 20 
2

0
 2 2 cos 4t dt

 20 
2

0
 2 2 sen t sen 5t 2 cos t cos 5t dt

 4 
2

0
 5 sen t 5 sen 5t 2 5 cos t 5 cos 5t 2 dt

 s 4
2

0
 

dx
dt

2 dy
dt

2

 dt

Para la epicicloide de la fi gura 10.33, una longitud de arco de 40 parece correcta, puesto 

que la circunferencia de un círculo de radio 6 es 

2 r 12 37.7. 

2

2

− 2
−2−6

− 6

x

x = 5 cos t − cos 5t
y = 5 sen t − sen 5 t

y

Un punto en la circunferencia
pequeña es el que traza una
epicicloide en la medida que el
círculo pequeño rueda alrededor
de la circunferencia grande.
Figura 10.33

t aum
enta

ARCO DE UNA CICLOIDE
La longitud de un arco de una 
cicloide fue calculada por vez 
primera en 1658 por el arquitecto 
y matemático inglés Christopher 
Wren, famoso por reconstruir 
muchos edifi cios e iglesias en 
Londres, entre los que se encuentra 
la Catedral de St. Paul. 
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710 Capítulo 10  Cónicas, ecuaciones paramétricas y coordenada s polares

Área de una superfi cie de revolución
La fórmula para el área de una superfi cie de revolución en forma rectangular puede 

usarse para desarrollar una fórmula para el área de la superfi cie en forma paramétrica.

TEOREMA 10.9 Área de una superfi cie de revolución

Si una curva suave C dada por x = f(t) y y = g(t) no se corta a sí misma en un 

intervalo a ≤ t ≤ b, entonces el área S de la superfi cie de revolución generada por 

rotación de C, en torno a uno de los ejes de coordenadas, está dada por 

1. Revolución en torno al eje

2. Revolución en torno al eje y: f t 0S 2
b

a

 f t
dx
dt

2 dy
dt

2

  dt

g t 0x:S 2
b

a

 g t
dx
dt

2 dy
dt

2

  dt

Estas fórmulas son fáciles de recordar si se considera al diferencial de la longitud 

de arco como

ds
dx
dt

2 dy
dt

2
 dt.

Entonces las fórmulas se expresan como sigue,

.2.1 S 2
b

a

 f t  dsS 2  
b

a

 g t  ds

EJEMPLO 5  Hallar el área de una superfi cie de revolución

Sea C el arco de la circunferencia x2 + y2 = 9 que va desde (3, 0) hasta 

3
2

, 
3 3

2

como se ve en la fi gura 10.35. Encuentre el área de la superfi cie generada por revolución 

de C alrededor del eje x.

Solución C se puede representar en forma paramétrica mediante las ecuaciones

y 0 t 3.y 3 sen t,x 3 cos t

(El intervalo para t se obtiene observando que t = 0 cuando x = 3 y t = p�3 cuando 

x = 3�2.) En este intervalo, C es suave y y es no negativa, y se puede aplicar el teorema 

10.9 para obtener el área de la superfi cie

Identidad trigonométrica

 9 .

 18
1
2

1

 18 cos t
3

0

 6  
3

0
 3 sen t dt

 6  
3

0
 sen t 9 sen2 t cos2 t  dt

Fórmula para el área 
de una superficie de 
revolución

 S 2  
3

0
 3 sen t 3 sen t 2 3 cos t 2 dt

 

x

− 3

− 2

− 1

− 1

1

2

3

41

C

(3, 0)

3
2

3
2

 , )) 3
y

Esta superficie de revolución
tiene una superficie de 9π.
Figura 10.34
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711 10.3 Ecuaciones paramétricas y cálculo

Hallar una derivada En los ejercicios 1–4, halle dy/dx. 

.2.1

.4.3 x 2e , y e 2x sen2 , y cos2 

x 3 t, y 4 tx t2, y 7 6t

Hallar pendiente y concavidad En los ejercicios 5-14, halle 
dy/dx y d2y/dx2, así como la pendiente y la concavidad (de ser po-
sible) en el punto correspondiente al valor dado del parámetro.

  Ecuaciones paramétricas    Punto
5.

6.

7.

8.

9.

10.

11.

12.

13.

14. x sen , y 1 cos 

4
x cos3 , y sen 3  

t 2x t, y t 1

6
x 2 sec , y 1 2 tan 

0x cos , y 3 sen 

4
x 4 cos , y 4 sen 

t 0x t2 5t 4, y 4t

t 1x t 1, y t2 3t

t 1x t , y 3t 1

t 3x 4t, y 3t 2

Hallar ecuaciones de rectas tangentes En los ejercicios 
15-18, halle una ecuación para la recta tangente en cada uno de 
los puntos dados de la curva.

15.

16.

17.

18. 18, 103, 2 ,2, 0 ,y t3 t,x t4 2,

3, 33, 1 ,0, 0 ,y t2 2t,x t2 4,

4 3 3
2

, 22, 5 ,1, 3 ,

y 3 2 sen ,x 2 3 cos ,

2 3, 
1
2

0, 2 ,
2

3
, 

3
2

,

y 2 sen2 ,x 2 cot ,

Hallar una ecuación de una recta tangente En los ejerci-
cios 19-22, (a) use una herramienta de grafi cación para trazar 
la curva representada por las ecuaciones paramétricas, (b) use 
una herramienta de grafi cación para hallar dx/dt, dy/dt y dy/dx 
para el valor dado del parámetro, (c) halle una ecuación de la 
recta tangente a la curva en el valor dado del parámetro, y (d) 
use una herramienta de grafi cación para trazar la curva y la 
recta tangente del inciso (c).

  Ecuaciones paramétricas    Punto

19.

20.

21.

22. t
1
4

y 2t3 2x 3t t2,

t 1x t2 t 2, y t 3 3t

t 1x t 2, y
1
t

3

t 1x 6t, y t2 4

Hallar ecuaciones de rectas tangentes En los ejercicios 
23-26, halle las ecuaciones de las rectas tangentes en el punto en 
el que la curva se corta a sí misma.

23.

24.

25.

26. y t2x t3 6t,

x t2 t,  y t3 3t 1

y 2t  sen tx 2  cos t,

x 2 sen 2t,  y 3 sen t

Tangencia horizontal y vertical En los ejercicios 27 y 28, 
halle todos los puntos de tangencia horizontal y vertical (si los 
hay) a la porción de la curva que se muestra.

27. Evolvente o involuta de 
un círculo:

28.

y sen  cos

y 2 1 cos
x cos  sen

x 2

x

2

2

4

4

6

6

8

10

8 10 12

y

x
2

2

4

4

6

6

8

8− 2− 6

− 4

θ

y

Tangencia horizontal y vertical En los ejercicios 29-38, ha-
lle todos los puntos de tangencia horizontal y vertical (si los 
hay) a la curva. Use una herramienta de grafi cación para con-
fi rmar los resultados.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38. x cos2 ,  y cos 

x sec ,  y tan 

y 2 sen x 4 cos2 ,

y 2 sen x 5 3 cos ,

x cos ,  y 2 sen 2

x 3 cos ,  y 3 sen 

x t2 t 2,  y t3 3t

x t 4,  y t3 3t

x t 1,  y t2 3t

x 4 t,  y t2

Determinar concavidad En los ejercicios 39-44, determine 
los intervalos de t en los que la curva es cóncava hacia abajo o 
cóncava hacia arriba. 

39.

40.

41.

42.

43.

44. 0 < t < 2y 2 sen t,x 4 cos t,

0 < t <y cos t,x sen t,

y ln tx t2,

y 2t ln tx 2t ln t,

y t2 t3x 2 t2,

y t3 tx 3t2,

10.3 Ejercicios   Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios 
con numeración impar.
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712 Capítulo 10  Cónicas, ecuaciones paramétricas y coordenada s polares

Longitud de arco En los ejercicios 45-50, halle la longitud de 
arco de la curva en el intervalo dado.

Ecuaciones paramétricas Intervalo

45.

46.

47.

48.

49.

50. 1 t 2x t,  y
t5

10
1

6t 3

0 t 1x t,  y 3t 1

0 t 1
2x arcsen t,  y ln 1 t2

0 t
2

x e t cos t,  y e t sen t

1 t 4x 6t 2,  y 2t3
1 t 3x 3t 5,  y 7 2t

Longitud de arco En los ejercicios 51-54, halle la longitud de 
arco de la curva en el intervalo [0, 2p].

51. Perímetro de una hipocicloide: x = a cos3 u, y = a sen3 u

52. Circunferencia de un círculo: x = a cos u, y = a sen u

53. Arco de una cicloide: x = a(u – sen u), y = a(1 – cos u)

54. Evolvente o involuta de un círculo: x = cos u + u sen u, 
y = sen u – u cos u.

55. Trayectoria de un proyectil La trayectoria de un proyec-

til se describe por medio de las ecuaciones paramétricas

  y y 90 sen 30 t 16t2x 90 cos 30 t

 donde x y y se miden en pies.

 (a) Utilice una herramienta de grafi cación para trazar la tra-
yectoria del proyectil.

 (b) Utilice una herramienta de grafi cación para estimar el al-
cance del proyectil.

 (c) Utilice las funciones de integración de una herramienta 
de grafi cación para aproximar la longitud de arco de la 
trayectoria. Compare este resultado con el alcance del 
proyectil.

56. Trayectoria de un proyectil Si el proyectil del ejercicio 

55 se lanza formando un ángulo u con la horizontal, sus ecua-

ciones paramétricas son

y y 90 sen t 16t2.x 90 cos t

  Use una herramienta de grafi cación para hallar el ángulo que 
maximiza el alcance del proyectil. ¿Qué ángulo maximiza la 
longitud de arco de la trayectoria?

57. Folio de Descartes Considere las ecuaciones paramétri-

cas

y y
4t2

1 t3.x
4t

1 t3

 (a) Use una herramienta de grafi cación para trazar la curva 
descrita por las ecuaciones paramétricas.

 (b) Use una herramienta de grafi cación para hallar los puntos 
de tangencia horizontal a la curva. 

 (c) Use las funciones de integración de una herramienta de 
grafi cación para aproximar la longitud de arco del lazo 
cerrado. (Sugerencia: Use la simetría e integre sobre el 
intervalo 0 ≤ t ≤ 1.)

58. Bruja de Agnesi Considere las ecuaciones paramétricas

y
2 2

.y 4 sen2 ,x 4 cot 

 (a) Emplee una herramienta de grafi cación para trazar la cur-
va descrita por las ecuaciones paramétricas.

 (b) Utilice una herramienta de grafi cación para hallar los 
puntos de tangencia horizontal a la curva.

 (c) Use las funciones de integración de una herramienta de 
grafi cación para aproximar la longitud de arco en el inter-
valo p�4 ≤ 0 ≤ p�2.

59. Redacción

 (a) Use una herramienta de grafi cación para representar cada 
conjunto de ecuaciones paramétricas.

  0 ty 1 cos 2t ,x 2t sen 2t ,

0 t 2y 1 cos t,x t sen t,

 (b) Compare las gráfi cas de los dos conjuntos de ecuaciones 
paramétricas del inciso (a). Si la curva representa el mo-
vimiento de una partícula y t es tiempo, ¿qué puede infe-
rirse acerca de las velocidades promedio de la partícula 
en las trayectorias representadas por los dos conjuntos de 
ecuaciones paramétricas?

 (c) Sin trazar la curva, determine el tiempo que requiere la 
partícula para recorrer las mismas trayectorias que en los 
incisos (a) y (b) si la trayectoria está descrita por 

 

  
y y 1 cos 1

2t .x 1
2t sen 1

2t

60. Redacción

 (a) Cada conjunto de ecuaciones paramétricas representa el 
movimiento de una partícula. Use una herramienta de 
grafi cación para representar cada conjunto.

  

Primera partícula:

Segunda partícula: 0 t 2y 3 cos t,x 4 sen t,

0 t 2y 4 sen t,x 3 cos t,

 (b) Determine el número de puntos de intersección.

 (c) ¿Estarán las partículas en algún momento en el mismo 
lugar al mismo tiempo? Si es así, identifi que esos puntos.

 (d) Explique qué ocurre si el movimiento de la segunda par-
tícula se representa por

  0 t 2 .y 2 4 cos t,x 2 3 sen t,

Área de una superfi cie En los ejercicios 61-64, dé una inte-
gral que represente el área de la superfi cie generada por revo-
lución de la curva alrededor del eje x. Use una herramienta de 
grafi cación para aproximar la integral.

61.

Ecuaciones paramétricas Intervalo

62.

63.

64. 0
2

y cos x sen ,

0
2

y cos x cos2 ,

0 t 3y t 3x
1
4

t2,

0 t 4y t 2x 3t,
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713 10.3 Ecuaciones paramétricas y cálculo

Área de una superficie En los ejercicios 65-70, encuentre el 
área de la superfi cie generada por revolución de la curva alre-
dedor de cada uno de los ejes dados. 

65.

(a)        (b)

66.

(a)              (b)

67.

68.

69.

70.

(a)   (b)

0 2x a cos , y b sen ,

0 ,x a cos3 , y a sen3 ,

1 t 2,x 1
3t 3,  y t 1,

0
2

,x 5 cos , y 5 sen ,

0 t 2x t,  y 4 2t,

Eje x Eje y

eje y

eje y

Eje y

Eje y

eje x

Eje x

Eje x

0 t 3x 2t,  y 3t,

DESARROLLO DE CONCEPTOS 

71. Forma paramétrica de la derivada Dé la forma pa-

ramétrica de la derivada.

Matemática mental En los ejercicios 72 y 73, determine 
mentalmente dy/dx.

.37.27 y 6t 5x t,y 3x t,

74. Longitud de arco Dé la fórmula integral para la longi-

tud de arco en forma paramétrica.

75. Área de una superfi cie Dé las fórmulas integrales 

para las áreas de superfi cies de revolución generadas por 

revolución de una curva suave C alrededor (a) del eje x y 

(b) del eje y.

76. ¿CÓMO LO VE? (a) Utilizando la gráfi ca de f, 
determine si dy�dt es positiva o negativa dado que 

dx�dt es negativa, y (b) determine si dy�dt es positiva 

o negativa dado que dy�dt es positiva. Explique su 

razonamiento.

)ii()i(

x
−3 −2 −1 1 2 3

6
5
4
3
2

f

y

x
1 2 3 4

4

2

1 f

y

76.

77. Integrar por sustitución Mediante integración por susti-

tución demuestre que si y es una función continua de x en el 

intervalo a ≤ x ≤ b, donde x = f(t) y y = g(t), entonces

 

b

a

 y dx
t2

t1

 g t f t  dt

  donde f(t1) = a, f(t2) = b, y tanto g como f ′ son continuas en 
[t1, t2].

78. Área de una superfi cie Una porción de una esfera de 

radio r se elimina cortando un cono circular con vértice 

en el centro de la esfera. El vértice del cono forma un 

ángulo 2u. Halle el área de superfi cie eliminada de la 

esfera.

Área  En los ejercicios 79 y 80, halle el área de la región. (Use 
el resultado del ejercicio 77.)

.08.97

0 < <0 <
2

y 2 sen2 y 2 sen2  tan 

x 2 cot x 2 sen2 

x
− 1

− 1
− 2

− 2

21

1

y

x

1

1 2

2

− 1
− 1

− 2

− 2

y

Áreas de curvas cerradas simples En los ejercicios 81-86, 
use un sistema algebraico por computadora y el resultado del 
ejercicio 77 para relacionar la curva cerrada con su área. (Estos 
ejercicios fueron adaptados del artículo “The Surveyor’s Area 
Formula”, de Bart Braden, en la publicación de septiembre de 
1986 del College Mathematics Journal, pp. 335-337, con autori-
zación del autor.) 

 (a) (b) (c)

(d) (e) (f) 6 a22 abab

2 a23
8 a28

3 ab

81. Elipse: 82. Astroide:

83. Cardioide: 84. Deltoide:

x

a

y

x
a

y

y 2a sen t a sen 2ty 2a sen t a sen 2t

x 2a cos t a cos 2tx 2a cos t a cos 2t

0 t 20 t 2

x

a

a

y

x

a

b

y

y a sen 3 ty a sen t

x a cos3 tx b cos t

0 t 20 t 2
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714 Capítulo 10  Cónicas, ecuaciones paramétricas y coordenada s polares

y b sen ty b sen t

x 2a cos t a sen 2tx a sen 2t

85. Reloj de arena: 86. Lágrima: 0  ≤  t  ≤  20 t 2

x

b

aa

y

x

b

a

y

Centroide En los ejercicios 87 y 88, halle el centroide de la 
región limitada por la gráfi ca de las ecuaciones paramétricas y 
los ejes de coordenadas. (Use el resultado del ejercicio 77.)

.88.78 x 4 t,  y tx t,  y 4 t

Volumen En los ejercicios 89 y 90, halle el volumen del sólido 
generado por revolución en torno al eje x de la región limita-
da por la gráfi ca de las ecuaciones dadas. (Use el resultado del 
ejercicio 77.)

89.

90. x cos ,  y 3 sen ,  a > 0

x 6 cos ,  y 6 sen 

91. Cicloide Emplee las ecuaciones paramétricas

 x = a(u – sen u) y y = a(1 – cos u), a > 0

 para responder lo siguiente.

 (a) Halle dy�dx y d2y�dx2.

 (b) Halle las ecuaciones de la recta tangente en el punto en el 
que u = p�6.

 (c) Localice todos los puntos (si los hay) de tangencia hori-
zontal.

 (d) Calcule dónde es la curva cóncava hacia arriba y dónde 
es cóncava hacia abajo.

 (e) Halle la longitud de un arco de la curva.

92. Uso de ecuaciones paramétricas Emplee las ecuacio-

nes paramétricas

 
y y 3t

1
3
t3x t2 3

 
 para los incisos siguientes.

 (a) Emplee una herramienta de grafi cación para trazar la cur-
va en el intervalo –3 ≤ t ≤ 3.

 (b) Halle dy�dx y d2y�dx2.

 (c) Halle la ecuación de la recta tangente en el punto 3, 83 .

 (d) Halle la longitud de la curva.

 (e) Halle el área de la superfi cie generada por revolución de 
la curva en torno al eje x.

93. Evolvente o involuta de círculo La evolvente o involuta 

de un círculo está descrita por el extremo P de una cuerda que 

se mantiene tensa mientras se desenrolla de un cañete que no 

gira (vea la fi gura). Demuestre que la siguiente es una repre-

sentación paramétrica de la evolvente o involuta.

 y y r sen  cos .x r cos  sen 

 Figura para 94Figura para 93

1

xr

r

P

θ

y

94. Evolvente o involuta de un círculo La fi gura muestra 

un segmento de cuerda sujeto a un círculo de radio 1. La cuerda 

es justo lo sufi cientemente larga para llegar al lado opuesto del 

círculo. Encuentre el área que se cubre cuando la cuerda se 

desenrolla en sentido contrario al de las manecillas del reloj.

95. Uso de ecuaciones paramétricas 

 (a) Use una herramienta de grafi cación para trazar la curva 
dada por

  
y y

2t
1 t2x

1 t2

1 t2

  donde –20 ≤ t ≤ 20

 (b) Describa la gráfi ca y confi rme la respuesta en forma ana-
lítica.

 (c) Analice la rapidez a la cual se traza la curva cuando t 
aumenta de –20 a 20.

96. Tractriz Una persona se mueve desde el origen a lo largo del 

eje y positivo tirando un peso atado al extremo de una cuerda 

de 12 metros de largo. Inicialmente, el peso está situado en el 

punto (12, 0).

 (a) En el ejercicio 90 de la sección 8.7 se demostró que la 
trayectoria del peso se describe mediante la siguiente 
ecuación rectangular

 

  
y 12 ln

12 144 x2

x
144 x2

  donde 0 < x ≤ 12. Use una herramienta de grafi cación 
para representar la ecuación rectangular.

 (b) Use una herramienta de grafi cación para trazar la gráfi ca 
de las ecuaciones paramétricas

  
y y t 12 tanh 

t
12

x 12 sech 
t

12

  donde t ≥ 0. Compare esta gráfi ca con la del inciso 
(a). ¿Qué gráfica (si hay alguna) representa mejor la 
trayectoria? 

 (c) Emplee las ecuaciones paramétricas de la tractriz para 
verifi car que la distancia de la intersección con el eje y de 
la recta tangente al punto de tangencia es independiente 
de la ubicación del punto de tangencia.

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 97 y 98, determine si 
la afi rmación es verdadera o falsa. Si es falsa, explique por qué 
o dé un ejemplo que demuestre que es falsa.

97. entoncesySi
d2y
dx2

g t
f t

.y g t ,x f t

98. La curva dada por x = t3, y = t2 tiene una tangente horizontal 
en el origen puesto que dy�dt = 0 cuando t = 0.
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715 10.4 Coordenadas polares y gráfi cas polares

  Comprender el sistema de coordenadas polares.
  Expresar coordenadas y ecuaciones rectangulares en forma polar y viceversa.
  Trazar la gráfi ca de una ecuación dada en forma polar.
  Hallar la pendiente de una recta tangente a una gráfi ca polar.
  Identifi car diversos tipos de gráfi cas polares especiales.

Coordenadas polares
Hasta ahora las gráfi cas se han venido representando como colecciones de puntos (x, y) en 

el sistema de coordenadas rectangulares. Las ecuaciones correspondientes a estas gráfi -

cas han estado en forma rectangular o en forma paramétrica. En esta sección se estudiará 

un sistema de coordenadas denominado sistema de coordenadas polares.

Para formar el sistema de coordenadas polares en el plano, se fi ja un punto O, lla-

mado el polo (u origen), y a partir de O se traza un rayo inicial llamado eje polar, como 

se muestra en la fi gura 10.35. A continuación, a cada punto P en el plano se le asignan 

coordenadas polares (r, u), como sigue.

   r = distancia dirigida de O a P 

   u =  ángulo dirigido, en sentido contrario al de las manecillas del reloj desde el eje polar 
hasta el segmento OP

La fi gura 10.36 muestra tres puntos en el sistema de coordenadas polares. Observe que 

en este sistema es conveniente localizar los puntos con respecto a una retícula de circun-

ferencias concéntricas cortadas por rectas radiales que pasan por el polo.

)c()b()a(

Figura 10.36

2 3
0π

2
π3

= 
6

11

π
2

π

6
11π

θ

3,  ))

2 3
0π

2
π3

= −
6

π
2

πθ

3, − )) 6
π

0π

2
π3

=
3

2, ))

1 2 3

π
2

π

3
π

θ

En coordenadas rectangulares, cada punto (x, y) tiene una representación única. 

Esto no sucede con las coordenadas polares. Por ejemplo, las coordenadas 

y r, 2r, 

representan el mismo punto [ver los incisos (b) y (c) de la fi gura 10.36]. También, como r 
es una distancia dirigida, las coordenadas 

y r, r,  

representan el mismo punto. En general, el punto (r, u) puede expresarse como

o

r, r, 2n 1

r, r, 2n

donde n es cualquier entero. Además, el polo está representado por (0, u), donde u es 

cualquier ángulo.

10.4 Coordenadas polares y gráfi cas polares

O

= ángulo dirigido
Eje 
polar

P = (r,   )

r =
 dista

ncia
 dirig

ida

θ

θ

Coordenadas polares.
Figura 10.35

COORDENADAS POLARES
El matemático al que se le atribuye 
haber usado por primera vez las 
coordenadas polares es James 
Bernoulli, quien las introdujo en 
1691. Sin embargo, ciertas evidencias 
señalan la posibilidad de que fuera 
Isaac Newton el primero en usarlas. 
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716 Capítulo 10  Cónicas, ecuaciones paramétricas y coordenada s polares

Transformación de coordenadas
Para establecer una relación entre coordenadas polares y rectangulares, se hace coinci-

dir el eje polar con el eje x positivo y el polo con el origen, como se ilustra en la fi gura 

10.37. Puesto que (x, y) se encuentra en un círculo de radio r, se sigue que 

r2 = x2 + y2. 

Para r > 0, la defi nición de las funciones trigonométricas implica que

y sen 
y
r .cos 

x
rtan 

y
x ,

 

Si r < 0, estas relaciones también son válidas, como se puede verifi car.

TEOREMA 10.10 Transformación de coordenadas

Las coordenadas polares (r, u) de un punto están relacionadas con las coordenadas 

rectangulares (x, y) de ese punto como sigue.

 Polar a rectangular     Rectangular a polar

 r2 x2 y2y r sen 

tan 
y
x

x r cos 

EJEMPLO 1   Transformar coordenadas polares 
a rectangulares

a. Dado el punto (r, u) = (2, p),

  x = r cos u = 2 cos p = –2 y y = r sen u = 2 sen p = 0.

 Por tanto, las coordenadas rectangulares son (x, y) = (–2, 0).

b. Dado el punto r, 3, 6 ,

  
y y 3 sen 

6
3

2
.x 3 cos 

6
3
2

 Por tanto, las coordenadas rectangulares son x, y 3 2, 3 2 .

Vea la fi gura 10.38.

EJEMPLO 2   Transformar coordenadas rectangulares a polares

a. Dado el punto del segundo cuadrante (x, y) = (–1, 1),

 

3
4

.tan 
y
x

1

 Como u se eligió en el mismo cuadrante que (x, y), se debe usar un valor positivo 

para r.

  2

 1 2 1 2

 r x2 y2

 Esto implica que un conjunto de coordenadas polares es r, 2, 3 4 .

b. Dado que el punto (x, y) = (0, 2) se encuentra en el eje y positivo, se elige u = p�2 

y r = 2, y un conjunto de coordenadas polares es (r, u) = (2, p�2).

Vea la fi gura 10.39. 

y
r

x

x

θPolo

Eje polar
(eje x)(Origen)

(x, y)
(r,   )θy

Relación entre coordenadas
polares y rectangulares.
Figura 10.37

x
1

1

2

2

− 1

− 1

− 2

− 2

(x, y) = (− 2, 0)

(r,   ) = (2,   )πθ

(r,   ) =θ , 

(x, y) = , 3
2

3
2

3

y

6
π

))
) )

Para pasar de coordenadas polares
a rectangulares, se toma x = r cos θ
y r = r sen θ. 
Figura 10.38

1

2

(x, y) = (− 1, 1)

(x, y) = (0, 2)

(r,   ) =θ 2, 

(r,   ) =θ ,

x
1 2− 1− 2

2

y

2
π ))

)) 4
3π

Para pasar de coordenadas rectangulares
a polares, se toma tan θ = y/x y 

Figura 10.39
r x2 y2.

10-CH10-LARSON.indd   716 03/12/14   12:29



717 10.4 Coordenadas polares y gráfi cas polares

Gráfi cas polares
Una manera de trazar la gráfi ca de una ecuación polar consiste en transformarla a coor-

denadas rectangulares, para luego trazar la gráfi ca de la ecuación rectangular.

EJEMPLO 3  Trazar ecuaciones polares

Describa la gráfi ca de cada ecuación polar. Confi rme cada descripción transformando la 

ecuación a ecuación rectangular.

a. b. c. r sec 
3

r 2

Solución

a. La gráfi ca de la ecuación polar r = 2 consta de todos los puntos que se encuentran a 

dos unidades del polo. En otras palabras, esta gráfi ca es la circunferencia que tiene 

su centro en el origen y radio 2. [Vea la fi gura 10.40(a).] Esto se puede confi rmar 

utilizando la relación r2 = x2 + y2 para obtener la ecuación rectangular

  Ecuación rectangularx2 y2 22.

b. La gráfi ca de la ecuación polar u = p�3 consta de todos los puntos sobre la 

semirrecta que forma un ángulo de p�3 con el semieje x positivo. [Vea la fi gura 

10.40(b).] Para confi rmar esto, se puede utilizar la relación tan u = y�x para obtener 

la ecuación rectangular

  Ecuación rectangulary 3x.

c. La gráfi ca de la ecuación polar r = sec u no resulta evidente por inspección simple, 

por lo que hay que empezar por pasarla a la forma rectangular mediante la relación

  

Ecuación polar

Ecuación rectangular x 1

r cos 1

 r sec 

 Por la ecuación rectangular se puede ver que la gráfi ca es una recta vertical. [Vea la 

fi gura 10.40(c).] 

1 2 3
0π

2
π3

π
2

(a) Círculo: r 2

1 2 3
0π

2
π3

π
2

(b) Recta radial:
3

1 2 3
0π

2
π3

π
2

(c) Recta vertical:

Figura 10.40
r sec 

TECNOLOGÍA Dibujar a mano las gráfi cas de ecuaciones polares complicadas 

puede ser tedioso. Sin embargo, con el empleo de la tecnología la tarea no es difícil. Si 

la herramienta de grafi cación que se emplea cuenta con modo polar, úsela para trazar la 

gráfi ca de las ecuaciones de la serie de ejercicios. Si la herramienta de grafi cación no 

cuenta con modo polar, pero sí con modo paramétrico, puede trazar la gráfi ca de 

r = f(u) expresando la ecuación como

y f sen .

x f  cos 

Por ejemplo, la gráfi ca de r 1
2  que se muestra en 

la fi gura 10.41 se generó con una herramienta de gra-

fi cación en modo paramétrico. La gráfi ca de la ecua-

ción se obtuvo usando las ecuaciones paramétricas

y
1
2

 sen

x
1
2

 cos 

con valores de u que van desde –4p hasta 4p. Esta 

curva es de la forma r = au y se denomina espiral 
de Arquímedes.

9

−6

−9

6

Espiral de Arquímedes.
Figura 10.41
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718 Capítulo 10  Cónicas, ecuaciones paramétricas y coordenada s polares

EJEMPLO 4  Trazar una gráfi ca polar

Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo.

Dibuje la gráfi ca de r = 2 cos 3u.

Solución Para empezar, exprese la ecuación polar en forma paramétrica.

y y 2 cos 3  sen x 2 cos 3  cos 

Tras experimentar un poco, encuentra que la curva completa, la cual se llama curva 
rosa, puede dibujarse haciendo variar a u desde 0 hasta p, como se muestra en la fi gura 

10.42. Si traza la gráfi ca con una herramienta de grafi cación, verá que haciendo variar a u 

desde 0 hasta 2p, se traza la curva entera dos veces.

Figura 10.42

00
5
6

0
2
3

1 2
0π

2
π3

π
2

1 2
0π

2
π3

π
2

1 2
0π

2
π3

π
2

0
2

0
3

0
6

1 2
0π

2
π3

π
2

1 2
0π

2
π3

π
2

1 2
0π

2
π3

π
2

 

Use una herramienta de grafi cación para experimentar con otras curvas rosa. Obser-

ve que estas curvas son de la forma 

r = a cos nu o r = a sen nu. 

Por ejemplo, las curvas que se muestran en la fi gura 10.44 son otros dos tipos de curvas 

rosa.

Curvas rosa.
Figura 10.43

r = 0.5 cos 2θ

Generadas por Mathematica

π
2

− 0.4 − 0.2 0.2 0.4
0

0.2

0.4

3

−2

−3

2r = 2 sen 5θ

COMENTARIO Una for-

ma de bosquejar la gráfi ca de 

r = 2 cos 3u a mano, es elabo-

rar una tabla de valores.

0 6 3 2
2
3

r 2 0 2 0 2

Si se amplía la tabla y se repre-

sentan los puntos gráfi camente 

se obtiene la curva mostrada en 

el ejemplo 4.
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719 10.4 Coordenadas polares y gráfi cas polares

Pendiente y rectas tangentes
Para encontrar la pendiente de una recta tangente a una gráfi ca polar, considere una 

función derivable r = f(u). Para encontrar la pendiente en forma polar, se usan las ecua-

ciones paramétricas

 y y r sen f  sen .x r cos f  cos 

Mediante el uso de la forma paramétrica de dy�dx dada en el teorema 10.7, se obtiene

 

f  cos f  sen 
f  sen f  cos 

dy
dx

dy d
dx d

con lo cual se establece el teorema siguiente.

TEOREMA 10.11 Pendiente en forma polar

Si f es una función derivable de u, entonces la pendiente de la recta tangente a la 

gráfi ca de r = f(u) en el punto (r, u) es

 

dy
dx

dy d
dx d

f  cos f  sen 
f  sen f  cos 

siempre que dx�dy ≠ 0 en (r, 0). (Vea la fi gura 10.44.)

En el teorema 10.11 se pueden hacer las observaciones siguientes:

1. Las soluciones  dan una tangente horizontal, siempre que

2. Las soluciones  dan una tangente vertical, siempre que
dy
d

0.
dx
d

0

dx
d

0.
dy
d

0

Si dy�du y dx�du simultáneamente son 0, no se puede extraer ninguna conclusión res-

pecto a las rectas tangentes.

EJEMPLO 5  Hallar rectas tangentes horizontales y verticales

Halle las rectas tangentes horizontales y verticales a r = sen u, 0 ≤ u ≤ p.

Solución Para empezar, exprese la ecuación en forma paramétrica.

y

y r sen sen  sen sen2 

x r cos sen  cos 

Después, derive x y y respecto de u e iguale a 0 cada una de las derivadas.

0, 
2

dy
d

2 sen  cos sen 2 0

4
,  

3
4

dx
d

cos2 sen2 cos 2 0

Por tanto, la gráfi ca tiene rectas tangentes verticales en 

y
2

2
, 

3
4

2
2

, 
4  

y tiene rectas tangentes horizontales en 

y 1, 
2

0, 0

como se muestra en la fi gura 10.45. 

θ

0

(r,   )

 Recta tangente
θr = f(  )

π

2
π3

π
2

Recta tangente a la curva polar.

Figura 10.44

0π
(0, 0) 1

2

, 2
2 4

π )), 2
2 4

3π))

2
π3

1, ))
π
2

2
π

Rectas tangentes horizontales y verticales
a r = sen θ.
Figura 10.45
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720 Capítulo 10  Cónicas, ecuaciones paramétricas y coordenada s polares

EJEMPLO 6   Hallar las rectas tangentes horizontales 
y verticales

Halle las rectas tangentes horizontales y verticales a la gráfi ca de r = 2(1 – cos u).

Solución Use y = r sen u, y entonces derive respecto de u.

  2 2 cos 1 cos 1

 2 2 cos2 cos 1

 2 cos cos2 1 cos2 

 2 cos cos2 sen2 

 
dy
d

2 1 cos cos sen sen 

 2 1 cos  sen 

 y r sen 

Igualando dy�du igual a 0, puede ver que 
1
2. Se concluye que dy�du = 0 cuando 

u = 0, 2p�3, 4p�3 y 0. De manera semejante, al emplear x = r cos u, tiene

  2 sen 2 cos 1 .

 
dx
d

2 sen 4 cos  sen 

 2 cos 2 cos2 

 2 1 cos  cos 

 x r cos 

Haciendo dx�du igual a 0, puede ver que sen u = 0 y cos 1
2. Se concluye que dx�du 

= 0 cuando u = 0, p, p�3 y 5p�3. A partir de estos resultados y de la gráfi ca que se 

presenta en la fi gura 10.46, se concluye que la gráfi ca tiene tangentes horizontales en (3, 

2p�3) y (3, 4p�3), y tangentes verticales en (1, p�3), (1, 5p�3) y (4, p). A esta gráfi ca 

se le llama cardioide. Observe que cuando u = 0 ambas derivadas (dy�du y dx�du) son 

cero (es decir, se anulan). Sin embargo, esta única información no permite saber si la 

gráfi ca tiene una recta tangente horizontal o vertical en el polo. Pero a partir de la fi gura 

10.46 se puede observar que la gráfi ca tiene una cúspide en el polo.  

El teorema 10.11 tiene una consecuencia importante. Suponga que la gráfi ca de 

r = f(u) pasa por el polo cuando u = a y f ′(a) ≠ 0. Entonces la fórmula para dy�dx se 

simplifi ca como sigue.

dy
dx

f  sen f  cos 

f  cos f  sen 
f  sen 0
f  cos 0

sen 
cos 

tan 

Por tanto, la recta u = a es tangente a la gráfi ca en el polo (0, a).

TEOREMA 10.12 Rectas tangentes en el polo

Si f(a) = 0 y f ′(a) ≠ 0, entonces la recta u = a es tangente a la gráfi ca de r = f(u) 
en el polo.

El teorema 10.12 es útil porque establece que las raíces de r = f(u) pueden usarse 

para encontrar las rectas tangentes en el polo. Observe que, puesto que una curva polar 

puede cruzar el polo más de una vez, en el polo puede haber más de una recta tangente. 

Por ejemplo, la curva rosa f(u) = 2 cos 3u tiene tres rectas tangentes en el polo, como 

se ilustra en la fi gura 10.47. En esta curva, f(u) = 2 cos 3u es 0 cuando u es p�6, p�2 y 

5p�6. La derivada f ′(0) = –6 sen 3u no es 0 en estos valores de u.

π(4,   )
0π

2
π3

π
2

3, )) 3
2π

3, )) 3
4π

1, )) 3
5π

1, )) 3
π

Rectas tangentes horizontales y verticales
de r = 2(1 – cos θ).
Figura 10.46

2

f(  ) = 2 cos 3θθ

0π

2
π3

π
2

Esta curva rosa tiene, en el
polo, tres rectas tangentes
(θ = π/6, θ = π/2 y θ = 5π/6).
Figura 10.47
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721 10.4 Coordenadas polares y gráfi cas polares

Gráfi cas polares especiales
Algunos tipos importantes de gráfi cas tienen ecuaciones que son más simples en forma 

polar que en forma rectangular. Por ejemplo, la ecuación polar de un círculo de radio a 

y centro en el origen es simplemente r = a. Más adelante se verán las ventajas que esto 

tiene. Por ahora, se muestran abajo algunos tipos de gráfi cas cuyas ecuaciones son más 

simples en forma polar. (Las cónicas se abordan en la sección 10.6.) 

0π

2
π3

π
2

Caracol convexo

a
b

2

0π

2
π3

π
2

Caracol con hoyuelo

1 <
a
b
< 2

0π

2
π3

π
2

Cardioide (forma
de corazón)

a
b

1

0π

2
π3

π
2

Caracol con
lazo interior 

a
b
< 1

n = 2

a
0π

2
π3

π
2

Curva rosa
r a sen n

n = 5

a

0π

2
π3

π
2

Curva rosa
r a sen n

0π

n = 4

a
2
π3

π
2

Curva rosa
r a cos n

0π

n = 3

a

2
π3

π
2

Curva rosa
r a cos n

a

0π

2
π3

π
2

 Lemniscata
r2 a2 cos 2

a
0π

2
π3

π
2

 Lemniscata
r2 a2 sen 2

a

0π

2
π3

π
2

Círculo
r a sin 

a

0π

2
π3

π
2

Círculo
r a cos 

Caracoles

a > 0, b > 0

r a ± b sen 

r a ± b cos 

Curvas rosa

n pétalos si n es
impar; 2n pétalos
si n es par (n > 2)

Círculos y
lemniscatas

TECNOLOGÍA Las curvas rosa descritas arriba son de la forma r = a cos nu o 

r = a sen nu, donde n es un entero positivo mayor o igual a 2. Use una herramienta 

de grafi cación para trazar las gráfi cas de 

  o r a  sen nr a cos n

con valores no enteros de n. ¿Son estas gráfi cas también curvas rosa? Por ejemplo, 

trace la gráfi ca de 

  
0 6 .r cos 

2
3

,

 PARA INFORMACIÓN ADICIONAL Para más información sobre curvas rosa y otras curvas 

relacionadas con ellas, vea el artículo “A Rose is a Rose . . .”, de Peter M. Maurer, en The 
American Mathematical Monthly. La gráfi ca generada por computadora que se observa al lado 

izquierdo, es resultado de un algoritmo que Maurer llama “La rosa”. Para ver este artículo vaya 

a MathArticles.com.Generada con Maple.
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722 Capítulo 10  Cónicas, ecuaciones paramétricas y coordenada s polares

Transformar polar a rectangular En los ejercicios 1 a 10, 
represente gráfi camente el punto dado en coordenadas polares 
y halle las coordenadas rectangulares correspondientes. 

.2.1

.4.3

.6.5

.8.7

.01.9 9.25, 1.24.5, 3.5

3, 1.572, 2.36

2, 
11

6
7, 

5
4

0, 
7
6

4, 
3
4

2, 
5
3

8, 
2

Transformar rectangular a polar En los ejercicios 11-20 se 
dan las coordenadas rectangulares de un punto dado. Localice 
gráfi camente el punto y halle dos conjuntos de coordenadas po-
lares del punto con 0 ≤ U < 2P.

.21.11

.41.31

.61.51

.81.71

.02.91 0, 57
4, 52

3 2, 3 23, 2

3, 31, 3

4, 23, 4

0, 62, 2

21. Trazar un punto Represente gráfi camente el punto (4, 3.5) 

si el punto está dado

 (a)  en coordenadas rectangulares 

 (b)  en coordenadas polares. 

22. Razonamiento gráfi co

 (a)  En una herramienta de grafi cación, seleccione formato de 
ventana para coordenadas polares y coloque el cursor en 
cualquier posición fuera de los ejes. Mueva el cursor en sen-
tido horizontal y en sentido vertical. Describa todo cambio 
en las coordenadas de los puntos.

 (b)  En una herramienta de grafi cación, seleccione el forma-
to de ventana para coordenadas polares y coloque el cursor 
en cualquier posición fuera de los ejes. Mueva el cur sor en 
sentido horizontal y en sentido vertical. Describa todo 
cambio en las coordenadas de los puntos.

 (c)  ¿Por qué difi eren los resultados obtenidos en los incisos 
(a) y (b)?

Transformar rectangular a polar En los ejercicios 23-32, 
transforme la ecuación rectangular a la forma polar y trace su 
gráfi ca.

.42.32

.62.52

.82.72

.03.92

31.

32. x2 y 2 2 9 x2 y 2 0

y 2 9x

xy 43x y 2 0

x 12y 8

x2 y 2 2ax 0x2 y 2 a2

x2 y2 9x2 y 2 9

Transformar rectangular a polar En los ejercicios 33-42, 
transforme la ecuación rectangular a la forma polar y trace su 
gráfi ca.

.43.33

.63.53

.83.73

.04.93

.24.14 r cot  csc r sec  tan 

r 2 csc r 3 sec 

5
6

r

r 5 cos r 3 sen 

r 5r 4

Grafi car una ecuación polar En los ejercicios 43-52, use 
una herramienta de grafi cación para representar la ecuación 
polar. Halle un intervalo para U en el que la gráfi ca se trace 
sólo una vez.

.44.34

.64.54

.84.74

.05.94

.25.15 r 2 1
r 2 4 sen 2

r 3 sen
5
2

r 2 cos
3
2

r
2

4 3 sen 
r

2
1 cos 

r 4 3 cos r 2 sen 

r 3 1 4 cos r 2 5 cos 

53. Verifi car una ecuación polar Convierta la ecuación

 r 2 h cos k sen 

  a la forma rectangular y verifi que que sea la ecuación de un 
círculo. Halle el radio y las coordenadas rectangulares de su 
centro.

54. Fórmula para la distancia

 (a)  Verifi que que la fórmula para la distancia entre dos pun-
tos (r1, u1) y (r2, u2) dados en coordenadas polares es

  d r1
2 r2

2 2r1r2 cos 1 2 .

 (b) Describa las posiciones de los puntos, en relación uno 
con otro, si u1 = u2. Simplifi que la fórmula de la distancia 
para este caso. ¿Es la simplifi cación lo que se esperaba? 
Explique por qué. 

 (c)  Simplifi que la fórmula de la distancia si u1 – u2 = 90°. ¿Es 
la simplifi cación lo que se esperaba? Explique por qué.

 (d)  Seleccione dos puntos en el sistema de coordenadas pola-
res y encuentre la distancia entre ellos. Luego elija repre-
sentaciones polares diferentes para los mismos dos puntos 
y aplique la fórmula para la distancia. Analice el resultado. 

Fórmula para la distancia En los ejercicios 55-58, use el re-
sultado del ejercicio 54 para aproximar la distancia entre los 
dos puntos descritos en coordenadas polares.

.65.55

.85.75 12, 14, 2.5 ,7, 1.22, 0.5 ,

5, 8, 
7
4

,4, 
3

1, 
5
6

,

10.4 Ejercicios   Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios 
con numeración impar.
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723 10.4 Coordenadas polares y gráfi cas polares

Hallar pendientes de rectas tangentes En los ejercicios 59 
y 60, halle dy/dx y las pendientes de las rectas tangentes que se 
muestran en las gráfi cas de las ecuaciones polares.

.06.95

(2, 0)

1 2 3
0

π
2

4,  )) 2
3π

3,  )) 6
7π

(2,   )π
0

2 3

π
2 5,  )) 2

π

− 1,  )) 2
3π

r 2 1 sen r 2 3 sen 

Hallar pendientes de rectas tangentes En los ejercicios 
61-64, use una herramienta de grafi cación y (a) trace la gráfi ca 
de la ecuación polar, (b) dibuje la recta tangente en el valor 
dado de U y (c) halle dy/dx en el valor dado de U. (Sugerencia: 
Tome incrementos de U iguales a P/24.)

61.

62.

63.

64. r 4, 
4

r 3 sen , 
3

r 3 2 cos , 0

r 3 1 cos , 
2

Tangencia horizontal y vertical En los ejercicios 65 y 66, 
halle los puntos de tangencia horizontal y vertical (si los hay) a 
la curva polar. 

.66.56 r a sen r 1 sen 

Tangencia horizontal En los ejercicios 67-68, halle los pun-
tos de tangencia horizontal (si los hay) a la curva polar.

.86.76 r a sen  cos2r 2 csc 3

Rectas tangentes en el polo En los ejercicios 69-76, repre-
sente una gráfi ca de la ecuación polar.

.07.96

.27.17

.47.37

.67.57 r 3 cos 2r 3 sen 2

r sen 5r 4 cos 3

r 3 1 cos r 2 1 sen 

r 5 cos r 5 sen 

Trazar una gráfi ca polar En los ejercicios 77-88, represente 
una gráfi ca de la ecuación polar.

.87.77

.08.97

.28.18

.48.38

.68.58

.88.78 r 2 4 sen r 2 4 cos 2

r
1

r 2

r
6

2 sen 3 cos 
r 3 csc 

r 5 4 sen r 3 2 cos 

r 1 sen r 4 1 cos 

r 1r 8

Asíntotas En los ejercicios 89-92, use una herramienta de 
grafi cación para representar la ecuación y demostrar que la 
recta dada es una asíntota de la gráfi ca.

Asíntota

89. Concoide

90. Concoide

91. Espiral hiperbólica

92. Estrofoide x 2r 2 cos 2  sec 

y 2r 2

y 1r 2 csc 

x 1r 2 sec 

Nombre de la gráfica  Ecuación polar

DESARROLLO DE CONCEPTOS

93. Comparar sistemas coordenados Describa las di-

ferencias entre el sistema de coordenadas rectangulares y 

el sistema de coordenadas polares.

94. Transformación de coordenadas Dé las ecuaciones 

para pasar de coordenadas rectangulares a coordenadas 

polares y viceversa.

95.  Rectas tangentes ¿Cómo se determinan las pendientes 

de rectas tangentes en coordenadas polares? ¿Qué son las 

rectas tangentes en el polo y cómo se determinan?

96. ¿CÓMO LO VE? Identifi que cada gráfi ca polar 

especial y escriba su ecuación. 

)b()a(

)d()c(

0

π
2

2
0

4

π
2

0

π
2

1 2 3
0

21

π
2

 

96. 

97.  Trazar una gráfi ca Trace la gráfi ca de r = 4 sen u sobre el 

intervalo dado.

 
(a) (b) (c)

2 22
0

2

98.  Para pensar Utilice una herramienta grafi cadora para repre-

sentar la ecuación polar r = 6[1 + cos(u – f)] para (a) f = 0, 

(b) f = p�4 y (c) f = p�2. Use las gráfi cas para describir 

el efecto del ángulo f. Escriba la ecuación como función de 

sen u para el inciso (c).

99.  Curva rotada Verifi que que si la curva correspondiente a la 

ecuación polar r = f(u) gira un ángulo f, alrededor del polo, 

entonces la ecuación de la curva girada es r = f(u – f).
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724 Capítulo 10  Cónicas, ecuaciones paramétricas y coordenada s polares

100. Curva rotada La forma polar de una ecuación de una 

curva es r = f(sen u). Compruebe que la forma se convierte 

en 

  (a)  r = f(–cos u) si la curva gira p�2 radianes alrededor del 
polo en sentido contrario a las manecillas del reloj.

  (b)   r = f(–sen u) si la curva gira p radianes alrededor del 
polo en sentido contrario a las manecillas del reloj.

  (c)   r = f(cos u) si la curva gira 3p�2 radianes alrededor del 
polo en sentido contrario a las manecillas del reloj. 

Curva rotada En los ejercicios 101-104, use los resultados de 
los ejercicios 99 y 100.

101.  Dé la ecuación del caracol r = 2 – sen u después de girar 
la cantidad indicada. Utilice una herramienta de grafi cación 
para representar el giro del caracol para (a) u = p�4, (b) u = 
p�2, (c) u = p y (d) u = 3p�2.

102.  Dé una ecuación para la curva rosa r = 2 sen 2u después de 
girar la cantidad dada. Verifi que los resultados usando una he-
rramienta de grafi cación para representar el giro de la curva 
rosa para (a) u = p�6, (b) u = p�2, (c) u = 2p�3 y (d) u = p.

103.  Dibuje la gráfi ca de cada ecuación.

  
(a) (b) r 1 sen

4
r 1 sen 

104.  Demuestre que la tangente del ángulo c(0 ≤ c < p�2) entre 
la recta radial y la recta tangente en el punto (r, u) en la grá-
fi ca de r = f(u) (vea la fi gura) está dada por

 

0
A

θ

P = (r,   )θ

Recta tangente

Recta radial

θ= (  )r f

Eje polar

O

ψ

Curva polar

π
2

tan 
r

dr d
.

Encontrar un ángulo En los ejercicios 105-110, use los re-
sultados del ejercicio 104 para hallar el ángulo C entre las rec-
tas radial y tangente a la gráfi ca en el valor indicado de U. Use 
una herramienta de grafi cación para representar la ecuación 
polar, de la recta radial y la recta tangente en el valor indicado 
de U. Identifi que el ángulo C.

Valor de

105.

106.

107.

108.

109.

110.
6

r 5

2
3

r
6

1 cos 

6
r 4 sen 2

4
r 2 cos 3

3
4

r 3 1 cos 

r 2 1 cos 

Ecuación polar

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 111-114, determine si 
la afi rmación es verdadera o falsa. Si es falsa, explique por qué 
o dé un ejemplo que muestre que es falsa.

111.  Si (r1, u1) y (r2, u2) representan el mismo punto en el sistema 

de coordenadas polares, entonces r1 r2 .
112.  Si (r1, u1) y (r2, u2) representan el mismo punto en el sistema 

de coordenadas polares, entonces u1 = u2 + 2pn para algún 
entero n.

113.  Si x > 0, entonces el punto (x, y) en el sistema de coorde-
nadas rectangulares (o cartesianas) puede representarse me-
diante (r, u) en el sistema de coordenadas polares, donde 

r x2 y 2 y u = arctan (y∕x).
114.  Las ecuaciones polares r = sen 2u, r = –sen 2u y r = 

sen (–2u) tienen la misma gráfi ca.

PROYECTO DE TRABAJO

Arte anamórfi co
El arte anamórfi co parece distorsionado, pero cuando se ve desde 
un particular punto de vista o con un dispositivo como un espejo 
parece que está normal. Use las siguientes transformaciones ana-
mórfi cas

y
3
4

3
48

x,r y 16

para dibujar la imagen polar transformada de la gráfi ca rectangular. 
Cuando se observa la refl exión (en un espejo cilíndrico centrado en 
el polo) de una imagen polar desde el eje polar, el espectador ve la 
imagen rectangular original.

(a) (b) (c) (d) x2 y 5 2 52y x 5x 2y 3

 

Este ejemplo de arte anamórfi co es de la Colección 
Millington-Barnard en la Universidad de Mississippi. 
Cuando se observa el refl ejo de la “pintura polar” 
transformada en el espejo, el espectador ve el arte 
distorsionado en sus proporciones adecuadas.

 PARA INFORMACIÓN ADICIONAL Para más información 

sobre arte anamórfi co, consulte al artículo “Anamorphisms”, de 

Philip Hickin, en Mathematical Gazette.

Tomado de Millington y Barnard Collection of Scientifi c Apparatus, ca. 1855 The University of Mississippi Museum, Oxford, Mississippi
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725 10.5 Área y longitud de arco en coordenadas polares

  Hallar el área de una región limitada por una gráfi ca polar.
  Hallar los puntos de intersección de dos gráfi cas polares. 
  Hallar la longitud de arco de una gráfi ca polar. 
  Hallar el área de una superfi cie de revolución (forma polar).

Área de una región polar
El desarrollo de una fórmula para el área de una región polar 

se asemeja al del área de una región en el sistema de coordena-

das rectangulares (o cartesianas), pero en lugar de rectángulos 

se usan sectores circulares como elementos básicos del área. 

En la fi gura 10.48, observe que el área de un sector circular de 

radio r es 
1
2 r2, siempre que u esté dado en radianes.

Considere la función dada por r = f(u), donde f es conti-

nua y no negativa en el intervalo a ≤ u ≤ b. La región limitada 

por la gráfi ca de f y las rectas radiales u = a y u = b se mues-

tra en la fi gura 10.49(a). Para encontrar el área de esta región, 

se hace una partición del intervalo [a, b] en n subintervalos 

iguales

0 < 1 < 2 < .  .  . < n 1 < n .

A continuación se aproxima el área de la región por medio de la suma de las áreas de los 

n sectores, como se muestra en la fi gura 10.49(b).

Tomando el límite cuando se obtiene

 
1
2

 f 2 d

 A lím
n→

 
1
2

 
n

i 1
 f i

2 

n →

  A
n

i 1
 

1
2

 f i
2

Ángulo central del i-ésimo sector
n

Radio del i-ésimo sector f i

lo cual conduce al teorema siguiente.

TEOREMA 10.13 Área en coordenadas polares

Si f es continua y no negativa en el intervalo 0 < 2 ,, ,  entonces 

el área de la región limitada (o acotada) por la gráfica de r = f(u) entre las rectas 

radiales u = a y u = b está dada por 

   
0 < 2 

1
2

  r2 d .

 A
1
2

  f 2 d

Se puede usar la misma fórmula del teorema 3 para hallar el área de una región li-

mitada por la gráfi ca de una función continua no positiva. Sin embargo, la fórmula no es 

necesariamente válida si toma valores tanto positivos como negativos en el intervalo [a, b]. 

10.5 Área y longitud de arco en coordenadas polares

r

θ

El área de un sector
circular es
Figura 10.48

A 1
2 r2.

r = f(  )
β

α

θ

0

π
2

(a)

β θ

θ

θ

α

n − 1

1

2

0

π
2

r = f(  )θ

(b)

Figura 10.49
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726 Capítulo 10  Cónicas, ecuaciones paramétricas y coordenada s polares

EJEMPLO 1  Encontrar el área de una región polar

Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo.

Encuentre el área de un pétalo de la curva rosa dada por r = 3 cos 3u.

Solución En la fi gura 10.50 puede ver que el pétalo al lado derecho se recorre a me-

dida que u aumenta de a 66 . Por tanto, el área es

 
3
4

.

 
9
4 6 6

 
9
4

sen 6
6

6

6

Identidad 
trigonométrica 

9
2

 
6

6
 
1 cos 6

2
 d

Use la fórmula para el área 
en coordenadas polares. A

1
2

  r2 d
1
2

 
6

6
 3 cos 3 2 d

 

Para hallar el área de la región comprendida dentro de los tres pétalos de la curva 

rosa del ejemplo 1, no puede simplemente integrar entre 0 y 2p. Si lo hace así, obtiene 

9p�2, que es el doble del área de los tres pétalos. Esta duplicación ocurre debido a que 

la curva rosa es trazada dos veces cuando u aumenta de 0 a 2p.

EJEMPLO 2  Hallar el área limitada por una sola curva

Halle el área de la región comprendida entre los lazos interior y exterior del caracol 

r = 1 – 2 sen u.

Solución En la fi gura 10.51, observe que el lazo interior es trazado a medida que u 

aumenta de p�6 a 5p�6. Por tanto, el área comprendida por el lazo interior es

Simplifique.

 
3 3

2
.

 
1
2

2 3 3

 
1
2

3 4 cos sen 2
5 6

6

 
1
2

5 6

6
3 4 sen 2 cos  d

Identidad 
trigonométrica 

1
2

5 6

6
1 4 sen 4

1 cos 2
2

 d

 
1
2

5 6

6
1 4 sen 4 sen2 

 d

Use la fórmula para el área 
en coordenadas polares. A1

1
2

5 6

6
 1 2 sen 2 d

De manera similar, puede integrar de a 13 65 6  para hallar que el área de la región 

comprendida por el lazo exterior es A2 2 3 3 2 . El área de la región com-

prendida entre los dos lazos es la diferencia entre A2 y A1.

  
A A2 A1 2

3 3
2

3 3
2

3 3 8.34
 

3
0

π
2r = 3 cos 3θ

El área de un pétalo de la curva rosa
que se encuentra entre las rectas radiales
u = −p/6 y u = p/6 es 3p/4.
Figura 10.50 

32
0

=
6
πθ=

6
5πθ

π
2

θr = 1 − 2 sen

El área entre los lazos interior y
exterior es aproximadamente 8.34.
Figura 10.51
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727 10.5 Área y longitud de arco en coordenadas polares

Puntos de intersección de gráfi cas polares
Debido a que un punto en coordenadas polares se puede representar de diferentes mane-

ras, hay que tener cuidado al determinar los puntos de intersección de dos gráfi cas. Por 

ejemplo, considere los puntos de intersección de las gráfi cas de

y r 1r 1 2 cos 

mostradas en la fi gura 10.52. Si, como se hace con ecuaciones rectangulares, se trata de 

hallar los puntos de intersección resolviendo las dos ecuaciones en forma simultánea, 

se obtiene

Primera ecuación

Sustituir  de la segunda ecuación en la primera ecuación.

Simplificar.

Despeje . 
2

,  3
2

 soc 0

r 1 1 1 2 cos 

 r 1 2 cos 

Los puntos de intersección correspondientes son (1, p�2) y (1, 3p�2). Sin embargo, en 

la fi gura 10.52 se ve que hay un tercer punto de intersección que no apareció al resolver 

simultáneamente las dos ecuaciones polares. (Esta es una de las razones por las que es 

necesario trazar una gráfi ca cuando se busca el área de una región polar.) La razón por 

la que el tercer punto no se encontró es que no aparece con las mismas coordenadas en 

ambas gráfi cas. En la gráfi ca de r = 1, el punto se encuentra en las coordenadas (1, p), 

mientras que en la gráfi ca de 

r 1 2 cos 

el punto se encuentra en las coordenadas (–1, 0).

Además de resolver simultáneamente las ecuaciones y dibujar una gráfi ca, consi-

dere que puesto que el polo puede representarse mediante (0, u), donde u es cualquier 
ángulo, el polo debe verificarse por separado cuando se buscan puntos de intersección.

El problema de hallar los puntos de intersección de dos gráfi cas polares se puede 

comparar con el problema de encontrar los puntos de colisión de dos satélites cuyas 

órbitas alrededor de la Tierra se cortan, como se ilustra en la fi gura 10.53. Los satélites 

no colisionan mientras lleguen a los puntos de intersección en momentos diferentes (va-

lores de u). Las colisiones sólo ocurren en los puntos de intersección que sean “puntos 

simultáneos”, puntos a los que llegan al mismo tiempo (valor de u).

Las trayectorias de los satélites pueden
cruzarse sin causar colisiones.
Figura 10.53

 PARA INFORMACIÓN ADICIONAL Para más información sobre el uso de la tecnología 

para encontrar puntos de intersección, consulte el artículo “Finding Points of Intersection of 

Polar-Coordinate Graphs”, de Warren W. Esty, en Mathematics Teacher. Para ver este artículo 

vaya a MathArticles.com.

1

Caracol: r = 1 − 2 cos θ

Círculo:
r = 1

π
2

Tres puntos de intersección (1, p/2),
(−1, 0) y (1, 3p/2).
Figura 10.52
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728 Capítulo 10  Cónicas, ecuaciones paramétricas y coordenada s polares

EJEMPLO 3  Hallar el área de la región entre dos curvas

Halle el área de la región común a las dos regiones limitadas por las curvas siguientes.

Circunferencia

y

Cardioider 2 2 cos .

r 6 cos 

Solución Debido a que ambas curvas son simétricas respecto al eje x, puede trabajar 

con la mitad superior del plano, como se ilustra en la fi gura 10.54. La región sombreada 

en azul se encuentra entre la circunferencia y la recta radial 

2
3

.

Puesto que la circunferencia tiene coordenadas (0, p�2) en el polo, puede integrar entre 

p�2 y 2p�3 para obtener el área de esta región. La región sombreada en rojo está limi-

tada por las rectas radiales u = 2p�3 y u = p y la cardioide. Por tanto, el área de esta 

segunda región se puede encontrar por integración entre 2p�3 y p. La suma de estas dos 

integrales da el área de la región común que se encuentra sobre la recta radial u = p.

Región entre la cardioide y 

las rectas radiales

Región entre la circunferencia 

y la recta radial y

 
5
2

 9
2
3

3
4 2

3 2 2 3
3

4

 9
sen 2

2

2 3

2        3 4 sen 
sen 2

2 2 3

 9 
2 3

2
 1 cos 2  d

2 3
 3 4 cos cos 2  d

 18 
2 3

2
 cos2  d

1
2

 
2 3

 4 8 cos 4 cos2  d

 
A
2

1
2

 
2 3

2
 6 cos 2 d

1
2

 
2 3

 2 2 cos 2 d

2 32 3

Por último, multiplicando por 2 se concluye que el área total es 

Área de una región dentro de la circunferencia y la cardioide5 15.7.

Para verifi car que el resultado obtenido en el ejemplo 3 es razonable, note que el área 

de la región circular es

Área de la circunferenciar 2 9 .

Por tanto, parece razonable que el área de la región que se encuentra dentro de la circun-

ferencia y dentro de la cardioide sea 5p. 

Para apreciar la ventaja de las coordenadas polares al encontrar el área del ejemplo 3, 

considérese la integral siguiente, que da el área en coordenadas rectangulares.

A
2

3 2

4
 2 1 2x x2 2x 2 dx

0

3 2
 x2 6x dx

 

Emplee las funciones de integración de una herramienta de grafi cación para comprobar 

que se obtiene la misma área encontrada en el ejemplo 3.

Circunferencia:
r = −6 cos θ

Cardioide:
r = 2 − 2 cos θ

0

π
2

3
4π

3
2π

Figura 10.54

C
ar

di
oi

de

Circunferencia
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729 10.5 Área y longitud de arco en coordenadas polares

Longitud de arco en forma polar
La fórmula para la longitud de un arco en coordenadas polares se obtiene a partir de la 

fórmula para la longitud de arco de una curva descrita mediante ecuaciones paramétri-

cas. (Vea el ejercicio 85.)

TEOREMA 10.14 Longitud de arco de una curva polar

Sea f una función cuya derivada es continua en un intervalo a ≤ u ≤ b. La longitud 

de la gráfi ca de r = f(u), desde u = a hasta u = b, es

s  f 2 f 2 d  r2 dr
d

2

  d .

COMENTARIO Cuando 

se aplica la fórmula de la lon-

gitud de arco a una curva polar, 

es necesario asegurarse que la 

curva esté trazada sólo una vez 

en el intervalo de integración. 

Por ejemplo, la rosa dada por 

r = cos 3u está trazada una sola 

vez en el intervalo 0 ≤ u ≤ p, 

pero está trazada (se recorre) dos 

veces en el intervalo 0 ≤ u ≤ 2p.

EJEMPLO 4  Encontrar la longitud de una curva polar

Encuentre la longitud del arco que va de u = 0 a u = 2p en la cardioide 

r f 2 2 cos 

que se muestra en la fi gura 10.55.

Solución Como f ′(u) = 2 sen u, puede encontrar la longitud de arco de la siguiente 

manera.

Fórmula para la longitud de arco de una curva polar

Simplifique.

Identidad trigonométrica

para

 16

 8 1 1

 8 cos 
2

2

0

0 2sen 
2

0 4 
2

0
 sen 

2
 d

 2 2  
2

0
2 sen2 

2
 d

 2 2 
2

0
 1 cos  d

 
2

0
 2 2 cos 2 2 sen 2 d

 s  f 2 f 2 d

Empleando la fi gura 10.55, puede ver que esta respuesta es razonable mediante compa-

ración con la circunferencia de un círculo. Por ejemplo, un círculo con radio 52 tiene una 

circunferencia de 

5 15.7.

Observe que en el quinto paso de la solución, es legítimo escribir 

2 sen2 
2

2 sen 
2

en lugar de

2 sen2 
2

2 sen 
2

porque sen(u�2) para 0 ≤ u ≤ 2p. 

r = 2 − 2 cos

1

θ

0

π
2

Figura 10.55
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730 Capítulo 10  Cónicas, ecuaciones paramétricas y coordenada s polares

Área de una superfi cie de revolución
La versión, en coordenadas polares, de las fórmulas para el área de una superfi cie de 

revolución se puede obtener a partir de las versiones paramétricas dadas en el teorema 

10.9, usando las ecuaciones x = r cos u y y = r sen u.

TEOREMA 10.15 Área de una superfi cie de revolución

Sea f una función cuya derivada es continua en un intervalo a ≤ u ≤ b. El área de la 

superfi cie generada por revolución de la gráfi ca de r = f(u), desde u = a hasta u = b, 

alrededor de la recta indicada es la siguiente.

1. Alrededor del eje polar

2. Alrededor de la recta
2

S 2   f  cos f 2 f 2 d

S 2   f  sen f 2 f 2 d

COMENTARIO Al aplicar 

el teorema 10.15, hay que veri-

fi car que la gráfi ca de r = f(u) 
se recorra una sola vez en el in-

tervalo a ≤ u ≤ b. Por ejemplo, 

la circunferencia dada por 

r = cos u se recorre sólo una 

vez en el intervalo 0 ≤ u ≤ p.

EJEMPLO 5  Hallar el área de una superfi cie de revolución

Halle el área de la superfi cie obtenida por revolución de la circunferencia r = f(u) = cos u 

alrededor de la recta u = p/2, como se ilustra en la fi gura 10.56.

)b()a(

Figura 10.56

0

Toro
pellizcado

π
2

r = cos θ

1
0

π
2

Solución Puede usar la segunda fórmula dada en el teorema 10.15 con f ′(u) = –sen u. 

Puesto que la circunferencia se recorre sólo una vez cuando u aumenta de 0 a p, se tiene

Identidad trigonométrica

Identidad trigonométrica

 2.

 
sen 2

2 0

  
0

 1 cos 2  d

 2  
0

 cos2  d

 2  
0

 cos cos cos2 sen2  d

Fórmula para el área de una 
superficie de revolución

 S 2   f  cos f 2 f 2 d
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731 10.5 Área y longitud de arco en coordenadas polares

Área de una región polar En los ejercicios 1-4, dé una inte-
gral que represente el área de la región sombreada que se mues-
tra en la fi gura. No evalúe la integral. 

 

.2.1

.4.3

1 2
0

π
2

0

π
2

1 2 3 4

r 1 cos 2r 3 2 sen 

1
0

π
2

0
1 2 3

π
2

r cos 2r 4 sen 

Hallar el área de una región polar En los ejercicios 5-16, 
determine el área de la región.

 5. Interior de r = 6 sen u  6. Interior de r = 3 cos u

 7. Un pétalo de r = 2 cos 3u  8. Un pétalo de r = 4 sen 3u

 9. Un pétalo de r = sen 2u 10. Un pétalo de r = cos 5u

11. Interior de r = 1 – sen u

12. Interior de r = 1 – sen u  (arriba del eje polar)

13. Interior de r = 5 + 2 sen u

14. Interior de r = 4 – 4 cos u

15. Interior de r2 = 4 cos 2u

16. Interior de r2 = 6 sen 2u

Hallar el área de una región polar En los ejercicios 17-24, 
use una herramienta de grafi cación para representar la ecua-
ción polar y encuentre el área de la región indicada.

17. Lazo interior de  r = 1 + 2 cos u

18. Lazo interior de  r = 2 – 4 cos u

19. Lazo interior de  r = 1 + 2 sen u

20. Lazo interior de  r = 4 – 6 sen u

21. Entre los lazos de  r = 1 + 2 cos u

22. Entre los lazos de  r = 2(1 + 2 sen u)

23. Entre los lazos de  r = 3 – 6 sen u

24. Entre los lazos de  r = 12 + cos u

Hallar puntos de intersección En los ejercicios 25-32, encuen-
tre los puntos de intersección de las gráfi cas de las ecuaciones. 

.62.52

.82.72

1
0

π
2

1
0

π
2

r cos r 1 sen 

r 2 3 cos r 1 cos 

3 5
0

π
2

1
0

π
2

r 3 1 sen r 1 cos 

r 3 1 sen r 1 cos 

.03.92

r 2 csc r 3 sen 

r 3 sen r 4 5 sen 

.23.13

r 2r 2

4
r

2

Redacción En los ejercicios 33 y 34, use una herramienta de 
grafi cación para hallar los puntos de intersección de las gráfi -
cas de las ecuaciones polares. En la ventana, observe cómo se 
van trazando las gráfi cas. Explique por qué el polo no es un 
punto de intersección que se obtenga al resolver las ecuaciones 
en forma simultánea.

.43.33

r 2 1 sen r 2 3 sen 

r 4 sen r cos 

Hallar el área de una región polar entre dos curvas  En 
los ejercicios 35-42, use una herramienta de grafi cación para re-
presentar las ecuaciones polares y halle el área de la región dada.

35. Interior común a r = 4 sen 2u y r = 2

36. Interior común a r = 2(1 + cos u) y r = 2(1 – cos u)

37. Interior común a r = 3 – 2 sen u y r = –3 + 2 sen u

38. Interior común a r = 5 – 3 sen u y r = 5 – 3 cos u

39. Interior común a r = 4 sen u y r = 2

40. Interior común de r = 2 cos u y r = 2 sen u

41. Interior r = 2 cos u y exterior r = 1

42. Interior r = 3 sen u y exterior r = 1 + sen u

10.5 Ejercicios   Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios 
con numeración impar.
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732 Capítulo 10  Cónicas, ecuaciones paramétricas y coordenada s polares

Hallar el área de una región polar entre dos curvas  En 
los ejercicios 43-46, encuentre el área de la región.

43. En el interior de r = a(1 + cos u) y en el exterior de r = a cos u

44. En el interior de r = 2a cos u y en el exterior de r = a

45. Interior común a r = a(1 + cos u) y r = a sen u 

46. Interior común a r = a cos u y a r = a sen u, donde a > 0

47.  Radiación de una antena 

La radiación prove-
niente de una antena 
de transmisión no 
es uniforme en todas 
direcciones. La inten-
sidad de la transmisión 
proveniente de una 
determinada antena se 
describe por medio del 
modelo r = a cos2 u.

(a)   Transforme la 
ecuación polar a la 
forma rectangular.

(b)   Utilice una herramienta de grafi cación para trazar el 
modelo con a = 4 y a = 6.

(c)   Halle el área de la región geográfi ca que se encuentra 
entre las dos curvas del inciso (b).

48.  Área El área en el interior de una o más de las tres circunfe-

rencias entrelazadas 

 y r ar 2a sen r 2a cos ,

  está dividida en siete regiones. Determine el área de cada re-
gión.

49.  Conjetura Halle el área de la región limitada por 

 r a cos n

  para n = 1, 2, 3,... Con base en los resultados, formule una 
conjetura acerca del área limitada por la función cuando n es 
par y cuando n es impar.

50. Área Dibuje la estrofoide

 2
< <

2
.r sec 2 cos ,

  Transforme estas ecuaciones a coordenadas rectangulares. En-
cuentre el área comprendida en el lazo. 

Hallar la longitud de arco de una curva polar En los ejer-
cicios 51-56, encuentre la longitud de la curva sobre el intervalo 
indicado.

IntervaloEcuación polar

51.

52.

53.

54.

55.

56. 0 2r 8 1 cos 

0 2r 1 sen 

2 2
r 2a cos 

0r 4 sen 

0 2r a

0 2r 8

Hallar la longitud de arco de una curva polar En los 
ejercicios 57-62, utilice una herramienta de grafi cación para 
representar la ecuación polar sobre el intervalo dado. Emplee 
las funciones de integración de una herramienta de grafi cación 
para estimar la longitud de la curva con una precisión de dos 
decimales.

57.

58.

59.

60.

61.

62. 0r 2 sen 2 cos 

0r sen 3 cos 

0r e

2r
1

0
3

r sec 

0
2

r 2

IntervaloEcuación polar

Hallar el área de una superfi cie de revolución En los ejer-
cicios 63-66, encuentre el área de la superfi cie generada por re-
volución de la curva en torno a la recta dada.

Eje de revoluciónIntervaloEcuación polar

63. Eje polar

64.

65.

66. Eje polar0r a 1 cos 

2
0

2
r ea

2
0

2
r a cos 

0
2

r 6 cos 

Hallar el área de una superfi cie de revolución En los ejer-
cicios 67 y 68, use las funciones de integración de una herra-
mienta de grafi cación para estimar, con una precisión de dos ci-
fras decimales, el área de la superfi cie generada por revolución 
de la curva alrededor del eje polar.

67.

68. 0r ,

0
4

r 4 cos 2 ,

DESARROLLO DE CONCEPTOS

69. Puntos de intersección Explique por qué para en-

contrar puntos de intersección de gráfi cas polares es nece-

sario efectuar un análisis además de resolver dos ecuacio-

nes en forma simultánea.

70.  Área de una superfi cie de revolución Dé las 

fórmu las de las integrales para el área de una superfi cie de 

revolución generada por la gráfi ca de r = f(u) alrededor 

 (a)  del eje x 
 (b)  de la recta u = p/2.

71.  Área de una región Para cada ecuación polar, dibuje 

su gráfi ca, determine el intervalo que traza la gráfi ca sólo 

una vez y encuentre el área de la región acotada por la 

gráfi ca utilizando una formula geométrica e integración.

 (a) r = 10 cos u (b) r = 5 sen u 

BESTWEB/Shutterstock.com
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733 10.5 Área y longitud de arco en coordenadas polares

¿CÓMO LO VE? ¿Qué gráfi ca, trazada una sola 

vez, tiene la longitud de arco más grande? 

)b()a(

0

π
2

2
0

π
2

2

73.  Área de la superfi cie de un toro Determine el área de la 

superfi cie del toro generado por revolución de la circunferen-

cia r = 2 alrededor de la recta r = 5 sec u.

74.  Área de la superfi cie de un toro Encuentre el área de la 

superfi cie del toro generado por revolución de la circunferen-

cia r = a en torno a la recta r = b sec u, donde 0 < a < b.

75.  Aproximar un área Considere la circunferencia r = 8 cos u.

 (a) Halle el área del círculo.

 (b) Complete la tabla dando las áreas A de los sectores circu-
lares entre u = 0 y los valores de u dados en la tabla.

 

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

A

 (c) Use la tabla del inciso (b) para aproximar los valores de u 

para los cuales el sector circular contiene y 3
4

1
4, 12  del 

área total de la circunferencia. 
 (d) Use una herramienta de grafi cación para aproximar, con 

una precisión de dos cifras decimales, los ángulos u para 

los cuales el sector circular contiene y 3
4

1
4, 12  del área total 

de la circunferencia.

 (e)  ¿Los resultados del inciso (d) dependen del radio del 
círcu lo? Explique su respuesta.

76.  Aproximación de un área Considere la circunferencia 

r = 3 sen u.

 (a) Halle el área del círculo.

 (b) Complete la tabla dando las áreas A de los sectores circu-
lares entre u = 0 y los valores de u dados en la tabla.

 

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

A

 (c) Use la tabla del inciso (b) para aproximar los valores de u 

para los cuales el sector circular contiene y 1
2

1
4

1
8,  del área 

total de la circunferencia. 
 (d) Use una herramienta de grafi cación para aproximar, con 

una precisión de dos cifras decimales, los ángulos u para 

los cuales el sector circular contiene y 1
2

1
4

1
8, del área total 

de la circunferencia.

77. Cónica ¿Que sección cónica representa la siguiente ecua-

ción polar: r = a sen u + b cos u?

78. Área Encuentre el área del círculo dado por 

 r = sen u + cos u. 

  Compruebe el resultado transformando la ecuación polar a la 
forma rectangular y usando después la fórmula para el área del 
círculo.

79.  Espiral de Arquímedes La curva representada por la 

ecuación r = au, donde a es una constante, recibe el nombre 

de espiral de Arquímedes.

 (a) Use una herramienta de grafi cación para trazar la gráfi ca 
de r = u, donde u ≥ 0. ¿Qué ocurre con la gráfi ca de r = au 
a medida que a aumenta? ¿Qué pasa si u ≤ 0?

 (b) Determine los puntos de la espiral r = au (a > 0, u ≥ 0), 
en los que la curva cruza el eje polar.

 (c) Halle la longitud de r = u sobre el intervalo 0 ≤ u ≤ 2p.

 (d) Halle el área bajo la curva r = u para 0 ≤ u ≤ 2p.

80. Espiral logarítmica La curva descrita por la ecuación 

r = aebu, donde a y b son constantes, se denomina espiral 
logarítmica. La fi gura siguiente muestra la gráfi ca de r = eu/6, 
–2p ≤ 0 ≤ 2p. Halle el área de la zona sombreada.

 Figura para 81Figura para 80

0

π
2

1 2 3
0

π
2

81.  Área La mayor de las circunferencias mostradas en la fi gura 

es la gráfi ca de r = 1. Halle la ecuación polar para la circunfe-

rencia menor, de manera que las áreas sombreadas sean igua-

les.

82.  Folio de Descartes La curva llamada folio de Descartes 

puede representarse por medio de las ecuaciones paramétricas

 
y y

3t2

1 t3.x
3t

1 t3

 (a) Convierta las ecuaciones paramétricas a la forma polar.

 (b) Dibuje la gráfi ca de la ecuación polar del inciso (a).

 (c) Use una herramienta de grafi cación para aproximar el 
área comprendida en el lazo de la curva.

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 83 y 84, determine si 
la afi rmación es verdadera o falsa. Si es falsa, explique por qué 
o dé un ejemplo que demuestre que es falsa.

84. Si f(u) > 0 para todo u y g(u) < 0 para todo u, entonces las grá-
fi cas de r = f(u) y r = g(u) no se intersecan.

85. Si f(u) = g(u) para u = 0, p/2 y 3p/2, entonces las gráfi cas de 
r = f(u) y r = g(u) tienen cuando menos cuatro puntos 
de intersección.

86.  Longitud de arco en forma polar Use la fórmula para la 

longitud de arco de una curva en forma paramétrica para obte-

ner la fórmula de la longitud de arco de una curva polar.

10-CH10-LARSON.indd   733 03/12/14   12:29



734 Capítulo 10  Cónicas, ecuaciones paramétricas y coordenada s polares

  Analizar y dar las ecuaciones polares de las cónicas. 
  Entender y emplear las leyes del movimiento planetario de Kepler.

Ecuaciones polares de las cónicas
En este capítulo se ha visto que las ecuaciones rectangulares de elipses e hipérbolas 

adquieren formas simples cuando sus centros se encuentran en el origen. Sin embargo, 

existen muchas aplicaciones importantes de las cónicas en las cuales resulta más conve-

niente usar uno de los focos como punto de referencia (el origen) del sistema de coorde-

nadas. Por ejemplo, el Sol se encuentra en uno de los focos de la órbita de la Tierra; la 

fuente de luz en un refl ector parabólico se encuentra en su foco. En esta sección se verá 

que las ecuaciones polares de las cónicas adoptan formas simples si uno de los focos se 

encuentra en el polo.

El teorema siguiente usa el concepto de excentricidad, defi nido en la sección 10.1, 

para clasifi car los tres tipos básicos de cónicas. 

TEOREMA 10.16  Clasifi cación de las cónicas de acuerdo con 
la excentricidad  

Sean F un punto fi jo (foco) y D una recta fi ja (directriz) en el plano. Sean P otro 

punto en el plano y e (excentricidad) el cociente obtenido al dividir la distancia de 

P a F entre la distancia de P a D. El conjunto de todos los puntos P con una deter-

minada excentricidad es una cónica.

1.  La cónica es una elipse si 0 < e < 1.

2.  La cónica es una parábola si e = 1.

3.  La cónica es una hipérbola si e > 1. 

En el apéndice A se da una demostración de este teorema.

Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de esta demostración de Bruce 
Edwards.

En la fi gura 10.57, se observa que en todos los tipos de cónicas el polo coincide con 

el punto fi jo (foco) que se da en la defi nición. 

Figura 10.57

PF
PQ

P F
P Q

> 1PF PQ
PF
PQ

< 1

e > 1e 10 < e < 1

Directriz

0

P

P ′

Q

Q ′
F = (0, 0)

π
2

P
Q

F = (0, 0)

Directriz

0

π
2Directriz

0

PQ

F = (0, 0)

π
2

Hipérbola:Parábola:Elipse:

 

La ventaja de esta ubicación se aprecia en la demostración del teorema siguiente.

10.6 Ecuaciones polares de cónicas y leyes de Kepler

Exploración
Representación gráfi ca de 
cónicas En una herramienta 

de grafi cación, elija el modo 

polar e introducir ecuaciones 

polares de la forma

o

r
a

1 ± b sen 
.

r
a

1 ± b cos 

Si a ≠ 0, la gráfi ca será una 

cónica. Describa los valores de 

a y b que generan parábolas. 

¿Qué valores generan 

elipses? ¿Qué valores generan 

hipérbolas?
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735 10.6 Ecuaciones polares de cónicas y leyes de Kepler

TEOREMA 10.17 Ecuaciones polares de las cónicas 

La gráfi ca de una ecuación polar de la forma

o r
ed

1 ± e sen 
r

ed
1 ± e cos 

es una cónica, donde e > 0 es la excentricidad y �d� es la distancia entre el foco, en 

el polo, y la directriz correspondiente.

Demostración La siguiente es una demostración de r = ed/(1 + e cos u) con d > 0. 

En la fi gura 10.58, considere una directriz vertical que se encuentra d unidades a la de-

recha del foco F = (0, 0). Si P = (r, u) es un punto en la gráfi ca de r = ed/(1 + e cos u), 

puede demostrar que la distancia entre P y la directriz es

 
PQ d x d r cos 

r 1 e cos 
e

r cos 
r
e

.

Como la distancia entre P y el polo es simplemente PF = �r�, el radio PF entre PQ es 

 

PF
PQ

r
r e

e e

y de acuerdo con el teorema 10.16, la gráfi ca de la ecuación debe ser una cónica. Las 

demostraciones de los otros casos son similares.
Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de esta demostración de Bruce Edwards. 

Los cuatro tipos de ecuaciones que se indican en el teorema 10.17 se pueden clasi-

fi car como sigue, siendo d > 0:

a. Directriz horizontal arriba del polo:

b. Directriz horizontal debajo del polo:

c. Directriz vertical a la derecha del polo:

d. Directriz vertical a la izquierda del polo: r
ed

1 e cos 

r
ed

1 e cos 

r
ed

1 e sen 

r
ed

1 e sen 

La fi gura 10.59 ilustra estas cuatro posibilidades en el caso de una parábola.

x

Directriz
x = −d

y

r = ed
1 − e cos θ

(d)

x

Directriz
x = d

y

r = ed
1 + e cos θ

(c)

x

Directriz y = − d 

y

r = ed
1 − e senθ

(b)

x

r = ed
1 + e senθ

Directriz y = d

y

(a)
Los cuatro tipos de ecuaciones polares para una parábola.
Figura 10.59

0

Q
θ

F = (0, 0)

Directriz

θ

r

P = (r,   )

d

Figura 10.58
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736 Capítulo 10  Cónicas, ecuaciones paramétricas y coordenada s polares

EJEMPLO 1  Determinar una cónica a partir de su ecuación

Dibuje la gráfi ca de la cónica descrita por r
15

3 2 cos 
. 

Solución Para determinar el tipo de cónica, reescriba la ecuación como sigue 

Escriba la ecuación original.

Divida el numerador y el 
denominador entre 3.

 
5

1 2 3  cos 
.

 r
15

3 2 cos 

Por tanto, la gráfi ca es una elipse con e
2
3. Trace la mitad superior de la elipse localizan-

do gráfi camente los puntos desde u = 0 hasta u = p, como se muestra en la fi gura 10.60. 

Luego, empleando la simetría respecto al eje polar, trace la mitad inferior de la elipse. 

En la elipse de la fi gura 10.60, el eje mayor es horizontal y los vértices se encuen-

tran en (15, 0) y (3, p). Por tanto, la longitud del eje mayor es 2a = 18. Para encontrar 

la longitud del eje menor, utilice las ecuaciones e = c/a y b2 = a2 – c2 para concluir que

Elipse     b2 a2 c2 a2 ea 2 a2 1 e2 .     

Como e 2
3, tiene

b2 92 1 2
3

2
45

lo cual implica que b 45 3 5. Por tanto, la longitud del eje menor es 2b 6 5. 

Un análisis similar para la hipérbola da

Hipérbola     b2 c2 a2 ea 2 a2 a2 e2 1 .     

EJEMPLO 2  Trazar una cónica a partir de su ecuación polar 

Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo.

Trace la gráfi ca de la ecuación polar r
32

3 5 sen 
.

Solución Divida el numerador y el denominador entre 3, y obtiene

r
32 3

1 5 3  sen 

Como e 5
3 > 1, la gráfi ca es una hipérbola. Como d 32

5 ,, la directriz es la recta 

y 32
5 . El eje transversal de la hipérbola se encuentra en la recta u = p/2, y los vértices 

se encuentran en 

y r, 16, 
3
2

.r, 4, 
2

Dado que la longitud del eje transversal es 12, puede ver que a = 6. Para encontrar b, 

escriba

b2 a2 e2 1 62 5
3

2

1 64.

Por tanto, b = 8. Por último, use a y b para determinar las asíntotas de la hipérbola y 

obtener la gráfi ca que se muestra en la fi gura 10.61. 

(3,   )π (15, 0)

D
ir

ec
tr

iz
 x
=

 −
15 2

5 10

15r =
3 − 2 cos θ

0

π
2

La gráfica de la cónica es una elipse
con 
Figura 10.60

e 2
3.

4 8

a = 6
b = 832

5
y =

Directriz

0

π
2

4, )) 2
π

− 16,  )) 2
3π

r = 32
3 + 5 sen θ

La gráfica de la cónica es una hipérbola
con
Figura 10.61

e 5
3.
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737 10.6 Ecuaciones polares de cónicas y leyes de Kepler

Leyes de Kepler
Las leyes de Kepler, las cuales deben su nombre al astrónomo alemán Johannes Kepler, 

se emplean para describir las órbitas de los planetas alrededor del Sol.

1. Todo planeta se mueve en una órbita elíptica alrededor del Sol.

2. Un rayo que va del Sol al planeta barre áreas iguales de la elipse en tiempos iguales.

3. El cuadrado del periodo es proporcional al cubo de la distancia media entre el planeta 

y el Sol. 

Aun cuando Kepler dedujo estas leyes de manera empírica, más tarde fueron confi rma-

das por Newton. De hecho, Newton demostró que todas las leyes pueden deducirse de 

un conjunto de leyes universales del movimiento y la gravitación que gobiernan los mo-

vimientos de todos los cuerpos celestes, incluyendo cometas y satélites. Esto se muestra 

en el ejemplo siguiente con el cometa que debe su nombre al matemático inglés Edmund 

Halley (1656-1742).

EJEMPLO 3  Cometa Halley

El cometa Halley tiene una órbita elíptica, con el Sol en uno de sus focos y una excen-

tricidad e  ≈ 0.967. La longitud del eje mayor de la órbita es aproximadamente 35.88 

unidades astronómicas (UA). (Una unidad astronómica se defi ne como la distancia me-

dia entre la Tierra y el Sol, 93 millones de millas.) Halle una ecuación polar de la órbita. 

¿Qué tan cerca llega a pasar el cometa Halley del Sol?

Solución Utilizando un eje vertical, puede elegir una ecuación de la forma 

r
ed

1 e sen 
.

Como los vértices de la elipse se encuentran en u = p/2 y u = 3p/2, la longitud del eje 

mayor es la suma de los valores r en los vértices, como se observa en la fi gura 10.62. 

Es decir,

Por tanto,   y

ed 0.967 1.204 1.164.

d 1.204

2a 35.8888.53 29.79d.

 2a
0.967d

1 0.967
0.967d

1 0.967

Usando este valor en la ecuación se obtiene

r
1.164

1 0.967 sen  

donde r se mide en unidades astronómicas. Para hallar el punto más cercano al Sol (el 

foco), se escribe 

c ea 0.967 17.94 17.35.

Puesto que c es la distancia entre el foco y el centro, el punto más cercano es

millas. 55,000,000

 0.59 AU

 a c 17.94 17.35

 

JOHANNES KEPLER (1571-1630)
Kepler formuló sus tres leyes a 
partir de la extensa recopilación de 
datos del astrónomo danés Tycho 
Brahe, así como de la observación 
directa de la órbita de Marte. 
Consulte LarsonCalculus.com 
para leer más acerca de esta 
biografía.

0π
Tierra

Sol

Cometa
Halley

2
π3

π
2

No está dibujado a escala

Figura 10.62

* Si se usa como referencia la Tierra, cuyo periodo es 1 año y cuya distancia media es 1 unidad 

astronómica, la constante de proporcionalidad es 1. Por ejemplo, como la distancia media de 

Marte al Sol es D ≈ 1.524 UA, su periodo P está dado por D3 = P2. Por tanto, el periodo de Marte 

es P ≈ 1.88.

The Granger Collection, NYC – Todos los derechos reservados
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738 Capítulo 10  Cónicas, ecuaciones paramétricas y coordenada s polares

La segunda ley de Kepler establece que cuando un planeta se mueve alrededor del 

Sol, un rayo que va del Sol hacia el planeta barre áreas iguales en tiempos iguales. Esta 

ley también puede aplicarse a cometas y asteroides con órbitas elípticas. Por ejemplo, 

la fi gura 10.63 muestra la órbita del asteroide Apolo alrededor del Sol. Aplicando la 

segunda ley de Kepler a este asteroide, se sabe que cuanto más cerca está del Sol, mayor 

es su velocidad, ya que un rayo corto debe moverse más rápido para barrer la misma 

área que barre un rayo largo.

Un rayo que va del Sol al asteroide barre áreas iguales en tiempos iguales. 
Figura 10.63

SolSolSol

EJEMPLO 4  El asteroide Apolo

El periodo del asteroide Apolo es de 661 días terrestres, y su órbita queda descrita 

aproximadamente por la elipse

r
1

1 5 9  cos 
9

9 5 cos 

donde r se mide en unidades astronómicas. ¿Cuánto tiempo necesita Apolo para mo-

verse de la posición dada por u = –p/2 a u = p/2, como se ilustra en la fi gura 10.64?

Solución Para empezar se encuentra el área barrida cuando u aumenta de –p/2 a p/2.

Fórmula para el área de una gráfica polar

 
1
2

2

2
 

9
9 5 cos 

2
 d

 A
1
2

 r2 d

Usando la sustitución u = tan (u/2), analizada en la sección 8.6, se obtiene

A
81

112
5 sen 

9 5 cos 
18

56
 arctan 

56 tan 2
14

2

2

0.90429.

Como el eje mayor de la elipse tiene longitud 2a = 81/28 y la excentricidad es e = 5/9, 

se encuentra que 

b a 1 e2 9

56
.

Por tanto, el área de la elipse es

Área de la elipse ab  
81
56

9

56
5.46507.

Como el tiempo requerido para recorrer la órbita es 661 días, se puede aplicar la segun-

da ley de Kepler para concluir que el tiempo t requerido para moverse de la posición 

u = –p/2 a la posición u = p/2 está dado por

t
661

área del segmento elíptico
área de la elipse

0.90429
5.46507

lo cual implica que t ≈ 109 días. 

1

Sol

Tierra

Apolo

0

π
2

=
2
πθ

= −
2
πθ

Figura 10.64
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739 10.6 Ecuaciones polares de cónicas y leyes de Kepler

Razonamiento gráfi co En los ejercicios 1-4, use una herra-
mienta de grafi cación para representar la ecuación polar cuan-
do (a) e = 1, (b) e = 0.5 y (c) e = 1.5. Identifi que la cónica.

.2.1

.4.3 r
2e

1 e sen 
r

2e
1 e sen 

r
2e

1 e cos 
r

2e
1 e cos 

5. Redacción Considere la ecuación polar

 
r

4
1 e sen 

.

 (a) Use una herramienta de grafi cación para representar 
la ecuación con e = 0.1, e = 0.25, e = 0.5, e = 0.75 y 
e = 0.9. Identifi que la cónica y analice la variación en su 
forma cuando e → 1– y e → 0+.

 (b) Use una herramienta de grafi cación para representar 
la ecuación cuando e = 1. Identifi que la cónica.

 (c) Use una herramienta de grafi cación para representar la 
ecuación cuando e = 1.1, e = 1.5 y e = 2. Identifi que 
la cónica y analice la variación en su forma a medida 
que e → 1+ y e → .

6. Redacción Considere la ecuación polar

 
r

4
1 0.4 cos 

.

 (a) Identifi que la cónica sin elaborar la gráfi ca de la ecuación.
 (b) Sin elaborar la gráfi ca de las ecuaciones polares siguien-

tes, describa la diferencia de cada una con la ecuación 
polar de arriba.

  
r

4
1 0.4 sen 

r
4

1 0.4 cos 
,

 (c) Verifi que en forma gráfi ca los resultados del inciso (b).

Correspondencia En los ejercicios 7-12, relacione la ecua-
ción polar con su gráfi ca. [Las gráfi cas están etiquetadas (a), 
(b), (c), (d), (e) y (f).]

)b()a(

)d()c(

0π
1 3 4

2
π3

π
2

0π
2 4 6

2
π3

π
2

0π
4 6

2
π3

π
2

0
3

π

2
π3

π
2

)f()e(

0π
1 2

2
π3

π
2

0π
1 3

2
π3

π
2

.8.7

.01.9

.21.11 r
2

2 3 cos 
r

6
2 sen 

r
2

1 sen 
r

3
1 2 sen 

r
2

2 cos 
r

6
1 cos 

Trazar e identifi car una cónica En los ejercicios 13-22, ha-
lle la excentricidad y la distancia del polo a la directriz de la 
cónica. Después trace e identifi que la gráfi ca. Use una herra-
mienta de grafi cación para confi rmar los resultados. 

.41.31

.61.51

.81.71

.02.91

.22.12 r
1

1 sen 
r

300
12 6 sen 

r
6

3 7 sen 
r

6
2 cos 

r
10

5 4 sen 
r

5
1 2 cos 

r
4

1 cos 
r

3
2 6 sen 

r
6

3 2 cos 
r

1
1 cos 

Identifi car una cónica En los ejercicios 23-26, use una he-
rramienta de grafi cación para representar la ecuación polar. 
Identifi que la gráfi ca. 

.42.32

.62.52 r
6

6 7 cos 
r

10
1 cos 

r
15

2 8 sen 
r

3
4 2 sen 

Comparar gráfi cas En los ejercicios 31-34, use una grafi -
cadora para representar la cónica. Describa en qué difi ere la 
gráfi ca en la del ejercicio indicado.

27. (Vea el ejercicio 16.)

28. (Vea el ejercicio 18.)

29. (Vea el ejercicio 19.)

30. (Vea el ejercicio 20.)r
6

3 7 sen 2 3

r
6

2 cos 6

r
10

5 4 sen 4

r
4

1 cos 3

10.6 Ejercicios   Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios 
con numeración impar.
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740 Capítulo 10  Cónicas, ecuaciones paramétricas y coordenada s polares

31.  Elipse rotada Dé la ecuación de la elipse que se obtiene al 

girar la elipse p/6 radianes en sentido de las manecillas del reloj.

 
r

8
8 5 cos 

.

32.  Elipse rotada Dé la ecuación de la parábola que se obtiene 

al girar la parábola p/4 radianes en sentido contrario a las ma-

necillas del reloj.

 
r

9
1 sen 

.

33.  Hallar una ecuación polar En los ejercicios 33-44, ha-

lle una ecuación polar de la cónica con foco en el polo. (Por 

conveniencia, la ecuación de la directriz está dada en forma 

rectangular.)

DirectrizExcentricidadCónica

33. Parábola

34. Parábola

35. Elipse

36. Elipse

37. Hipérbola

38. Hipérbola

Vértice o vérticesCónica

39. Parábola

40. Parábola

41. Elipse

42. Elipse

43. Hipérbola

44. Hipérbola 2, 0 , 10, 0

1, 
3
2

, 9, 
3
2

2, 
2

, 4, 
3
2

2, 0 , 8, 

5, 

1, 
2

x 1e 3
2

x 1e 2

y 2e 3
4

y 1e 1
2

y 4e 1

x 3e 1

45.  Hallar una ecuación polar Encuentre la ecuación para 

la elipse con foco (0, 0), excentricidad de 12 y directriz en r = 

4 sec u.

46.  Hallar una ecuación polar Encuentre la ecuación para 

una hipérbola con foco (0, 0), excentricidad de 2 y directriz en 

r = –8 csc u.

DESARROLLO DE CONCEPTOS 

47. Excentricidad Clasifi que las cónicas de acuerdo con su 

excentricidad.

48. Identifi car cónicas Identifi que cada cónica.

  

)b()a(

)d()c( r
5

1 3 sen 4
r

5
3 3 cos 

r
5

10 sen 
r

5
1 2 cos 

49.  Distancia Describa qué pasa con la distancia entre la 

directriz y el centro de una elipse si los focos permanecen 

fi jos y e se aproxima a 0.

¿CÓMO LO VE? Identifi que la cónica en la gráfi ca 

y dé los valores posibles para la excentricidad.

)b()a(

)d()c(

0

π
2

4310

π
2

764321

0

π
2

432

0

π
2

1 2

51.  Elipse Demuestre que la ecuación polar de 
x2

a2

y2

b2 1 es

 
Elipser2 b2

1 e2 cos2 
.

52.  Hipérbola Demuestre que la ecuación polar de 
x2

a2

y2

b2 1 

es

Hipérbolar2 b2

1 e2 cos2 
.

Hallar una ecuación polar En los ejercicios 53-56, utilice los 
resultados de los ejercicios 51 y 52 para escribir la forma polar 
de la ecuación de la cónica. 

53.  Elipse: foco en (4, 0); vértices en (5, 0), (5, p)

54.  Hipérbola: foco en (5, 0); vértices en (4, 0), (4, p)  

55.

56.
x2

4
y2 1

x2

9
y2

16
1

Área de una región En los ejercicios 57-60, use las funciones 
de integración de una herramienta de grafi cación para estimar 
con una precisión de dos cifras decimales el área de la región 
limitada por la gráfi ca de la ecuación polar. 

.85.75

.06.95 r
3

6 5 sen 
r

2
3 2 sen 

r
9

4 cos 
r

3
2 cos 
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741 10.6 Ecuaciones polares de cónicas y leyes de Kepler

61.  Explorer 18 El 27 de noviembre de 1963, Estados Unidos 

lanzó el Explorer 18. Sus puntos bajo y alto sobre la superfi cie 

de la Tierra fueron aproximadamente 119 millas y 123 000 mi-

llas, respectivamente (vea la fi gura). El centro de la Tierra es el 

foco de la órbita. Determine la ecuación polar de la órbita y 

encuentre la distancia entre la superfi cie de la Tierra y el satélite 

cuando u = 60°. (Tome como radio de la Tierra 4000 mi llas.)

0

a

60°r

Tierra

Explorer 18

No está dibujado a escala

90°

62.  Movimiento planetario Los planetas giran en órbitas 

elípticas con el Sol como uno de sus focos, como se muestra 

en la fi gura.

0

a

r

Sol

Planeta

θ

No está dibujado a escala

π
2

 (a) Demuestre que la ecuación polar de la órbita está dada por

  
r

1 e2 a
1 e cos 

  donde e es la excentricidad.

 (b) Demuestre que la distancia mínima (perihelio) entre el 
Sol y el planeta es r = a(1 – e) y que la distancia máxima 
(afelio) es r = a(1 + e).

Movimiento planetario En los ejercicios 63-66, utilice los 
resultados del ejercicio 62 para encontrar la ecuación polar 
para la órbita elíptica del planeta y las distancias al perihelio 
y al afelio.

63. kilómetrosTierra

64. kilómetrosSaturno

65. kilómetrosNeptuno

66. kilómetrosMercurio

e 0.2056

a 5.791 107

e 0.0086

a 4.498 109

e 0.0542

a 1.427 109

e 0.0167

a 1.496 108

67.  Movimiento planetario 

En el ejercicio 65 se 
encontró la ecuación 
polar para la órbita 
elíptica de Neptuno. 
Use la ecuación y un 
sistema algebraico por 
computadora.

 (a) Aproxime el área 
que barre un rayo 
que va del Sol al 
planeta cuando u 
aumenta de 0 a p/9. Use este resultado para determinar 
cuántos años necesita Neptuno para recorrer este arco, si 
el periodo de una revolución alrededor del Sol es de 165 
años.

 (b)  Por ensayo y error, aproxime el ángulo  tal que el área 
barrida por un rayo que va del Sol al planeta cuando u 
aumenta de p a   sea igual al área encontrada en el inci-
so (a) (vea la fi gura). ¿ El rayo barre un ángulo mayor o 
menor que el del inciso (a), para generar la misma área? 
¿A qué se debe?

−α π

0

π
2

=
9
πθ

 (c)  Aproxime las distancias que recorrió el planeta en los 
incisos (a) y (b). Use estas distancias para aproximar la 
cantidad promedio de kilómetros al año que recorrió el 
planeta en los dos casos.

u

68.  Cometa Hale-Bopp El cometa Hale-Bopp tiene una órbi-

ta elíptica con el Sol en uno de sus focos y una excentricidad 

de e ≈ 0.995. La longitud del eje mayor de la órbita es aproxi-

madamente 500 unidades astronómicas.

 (a) Determine la longitud del eje menor.

 (b) Encuentre la ecuación polar de la órbita.

 (c) Halle las distancias en el perihelio y en el afelio. 

Excentricidad En los ejercicios 69 y 70, sea r0 la distancia del 
foco al vértice más cercano, y r1 la distancia del foco al vértice 
más lejano.
69.  Demuestre que la excentricidad de una elipse puede expresarse 

como 

  
Después demuestre que

r1

r0

1 e
1 e

.e
r1 r0

r1 r0
.

70.  Demuestre que la excentricidad de una hipérbola puede expre-
sarse como 

  
Después demuestre que

r1

r0

e 1
e 1

.e
r1 r0

r1 r0
.

NASA
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742 Capítulo 10  Cónicas, ecuaciones paramétricas y coordenada s polares

Correspondencia En los ejercicios 1 a 6, relacione la ecua-
ción con su gráfi ca. [Las gráfi cas están etiquetadas (a), (b), (c), 
(d), (e) y (f).] 

)b()a(

)d()c(

)f()e(

−2 2 4
−2

2

4

6

x

y

x
−2−4

−4

2 4

4

y

x
−2−4

−4

2 4

4

y

x
−2−4

−4

2

2

4

4

y

x

−4

−4−8−12

4

y

−2 2 4
−2

−4

2

4

x

y

.2.1

.4.3

.6.5 x2 4yx2 4y2 4

y2 4x2 4y2 4x

4x2 y2 44x2 y2 4

Identifi car una cónica En los ejercicios 7-14, identifi que 
la cónica, analice la ecuación (centro, radio, vértices, focos, 
excentricidad, directriz y asíntotas, si es posible) y trace su 
gráfi ca. Use una herramienta de grafi cación para confi rmar 
los resultados.

7.

8.

9.

10.

11.

12.

13.

14. 9x2 25y2 18x 100y 116 0

x2 6x 8y 1 0

12x2 12y2 12x 24y 45 0

3x2 2y2 12x 12y 29 0

5x2 y2 20x 19 0

3x2 2y2 24x 12y 24 0

y2 12y 8x 20 0

16x2 16y2 16x 24y 3 0

Hallar una ecuación de una parábola En los ejercicios 15 
y 16, determine una ecuación de la parábola. 

15. Vértice: 16. Vértice:

Foco:Directriz: 2, 4x 3

2, 60, 2

 

Hallar una ecuación de una elipse En los ejercicios 17-20, 
determine una ecuación de la elipse. 

17. Centro: 18. Centro:

Eje mayor: verticalFoco:

Puntos de la elipse:Vértice:

19. Vértices: 20. Focos:

Excentricidad: Longitud del eje mayor: 202
3

0, ± 73, 73, 1 ,

1, 2 , 2, 0
7, 0

5, 0

0, 00, 0

Hallar una ecuación de una hipérbola En los ejercicios 21-
24, determine una ecuación de la hipérbola. 

21. Vértices: 22. Vértices:

Asíntotas: Asíntotas:

23. Vértices: 24. Centro:

Vértices:Focos:

Focos: 0, 6

0, 3± 9, 1

0, 0± 7, 1

y ± 32xy ± 2x

± 2, 00, ± 8

25.  Antena satelital La sección transversal de una gran ante-

na parabólica se modela por medio de la gráfi ca de

100 x 100.y
x2

200
,

 El equipo de recepción y transmisión se coloca en el foco.
 (a) Determine las coordenadas del foco.
 (b) Encuentre el área de la superfi cie de la antena.

26.  Usar una elipse Considere la elipse 
x2

25
y2

9
1.

 (a) Determine el área de la región acotada por la elipse.
 (b) Encuentre el volumen del sólido generado al girar la re-

gión alrededor de su eje mayor.

Usar ecuaciones paramétricas En los ejercicios 27-34, 
trace la curva representada por las ecuaciones paramétricas 
(indique la orientación de la curva) y dé las ecuaciones rec-
tangulares correspondientes mediante la eliminación del pa-
rámetro.

.82.72

.03.92

31.

32.

33.

34. y 5 cos3 x 5 sen3 ,

y 3 tan x 2 sec ,

y 3 2 sen tx 2 5 cos t,

y 6 sen x 6 cos ,

y t 4x e4t,y e3tx et 1,

y t2x t 6,y 3 4tx 1 8t,

Hallar las ecuaciones paramétricas En los ejercicios 35 y 
36, encuentre dos conjuntos diferentes de ecuaciones paramé-
tricas para la ecuación rectangular.

.63.53 y x2 2y 4x 3

Ejercicios de repaso   Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas 
de los ejercicios con numeración impar.

10-CH10-LARSON.indd   742 03/12/14   12:29



743 Ejercicios de repaso

37.  Motor rotatorio El motor rotatorio fue inventado por Fé-

lix Wankel en la década de los cincuentas. Contiene un rotor 

que es un triángulo equilátero modifi cado. El rotor se mueve 

en una cámara que, en dos dimensiones, es un epitrocoide. 

Use una herramienta de grafi cación para trazar la cámara que 

describen las ecuaciones paramétricas.

 

 

y

y sen 3 5 sen .

x cos 3 5 cos 

38.  Curva serpentina Considere las ecuaciones paramétricas 

x = 2 cot u y y = 4 sen u cos u, 0 < u < p.

 (a) Use una herramienta de grafi cación para trazar la curva.
 (b)  Elimine el parámetro para demostrar que la ecuación rec-

tangular de la curva serpentina es (4 + x2)y = 8x.

Hallar pendiente y concavidad En los ejercicios 39 a 46, 
determine dy/dx y d2y/dx2, y la pendiente y concavidad (si es 
posible) para el valor dado del parámetro. 

ParámetroEcuaciones paramétricas

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46. t 1y e tx et,

3
y 4 sen3 x cos3 ,

4
y 10 sen x 10 cos ,

6
y 3 4 sen x 5 cos ,

t 2y t2x
1
t
,

t 1y 2t 3x
1
t
,

t 5y t2x t 6,

t 3y 1 4tx 2 5t,

Hallar una ecuación de una recta tangente En los ejerci-
cios 53 y 54, (a) use una herramienta de grafi cación para trazar 
la curva representada por las ecuaciones paramétricas, (b) use 
una herramienta de grafi cación para hallar dx/du, dy/du y dy/
dx, para el valor dado del parámetro, (c) halle una ecuación 
de la recta tangente a la curva en el valor dado del parámetro, 
y (d) use una herramienta de grafi cación para trazar la recta 
tangente a la curva del inciso (c).

ParámetroEcuaciones paramétricas

47.

48.
3

y 6 sen x
1
4

 tan ,

6
y  sen 2x cot ,

Tangencia horizontal y vertical En los ejercicios 49-52, en-
cuentre todos los puntos (si los hay) de tangencia horizontal y 
vertical a la curva. Use una herramienta de grafi cación para 
confi rmar los resultados.

49.

50. y t3 2tx t 2,

y 2t2x 5 t,

51.

52. y 2 sen 2x 2 2 cos ,

y 1 cos x 2 2 sen ,

Longitud de arco En los ejercicios 53 y 54, determine la lon-
gitud de arco de la curva sobre el intervalo que se indica.

53.

54. 0y 6 sen x 6 cos ,

0 t 2y 4t3 3x t2 1,

IntervaloEcuaciones paramétricas

Área de una superfi cie En los ejercicios 55 y 56, determine 
el área de la superfi cie generada por revolución de la curva en 
torno (a) al eje x y (b) al eje y. 

55.

56. 0
2

y 2 sen ,x 2 cos ,

0 t 2y 3t,x t,

Área En los ejercicios 57 y 58, encuentre el área de la región.

.85.75

0
2 2

y sen y 2 cos 

x 2 cos x 3 sen 

 

−1−2−3 1 2 3
−1

−2

−3

2

3

x

y

−1−2−3 1 2 3
−1

−2

1

3

4

x

y

Transformar coordenadas polares a rectangulares En 
los ejercicios 59-62, represente gráfi camente el punto en coor-
denadas polares y determine las coordenadas rectangulares co-
rrespondientes al punto.

.06.95

.26.16 2, 2.453, 1.56

6, 
7
6

5, 
3
2

Transformar coordenadas rectangulares a polares En 
los ejercicios 63-66 se dan las coordenadas rectangulares de un 
punto. Represente gráfi camente el punto y determine dos pares 
de coordenadas polares del punto para 0 ≤ u < 2p.

.46.36

.66.56 3, 31, 3

0, 74, 4

Transformar coordenadas rectangulares a polares En 
los ejercicios 67-72, convierta la ecuación rectangular a la for-
ma polar y trace su gráfi ca.

.86.76

.07.96

.27.17 x2 y2 4x 0x2 4y

x 6y 9

x2 y2 4x2 y2 25
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744 Capítulo 10  Cónicas, ecuaciones paramétricas y coordenada s polares

Transformar coordenadas polares a rectangulares En 
los ejercicios 73-78, convierta la ecuación polar a la forma rec-
tangular y trace su gráfi ca.

 

47.37 .

.67.57

.87.77
3
4

r 2 sec  tan 

r 3 csc r 6 sen 

r 10r 3 cos 

Trazar una ecuación polar En los ejercicios 79-82, use una 
herramienta de grafi cación para representar la ecuación polar.

 

79.

80.

81.

82. r 4 sec cos 

r 4 cos 2   sec 

r 2 sen   cos2  

r
3

cos 4

Tangencia horizontal y vertical En los ejercicios 83 y 84, 
encuentre todos los puntos de tangencia horizontal y vertical (si 
los hay) a la curva polar.

 .48.38 r 3 tan r 1 cos 

Rectas tangentes al polo En los ejercicios 85 y 86, repre-
sente una ecuación polar y encuentre las tangentes en el polo.

 .68.58 r 3 cos 4r 4 sen 3

Trazar una gráfi ca polar En los ejercicios 87-96, represente 
una gráfi ca de la ecuación polar.

 

.88.78

.09.98

.29.19

.49.39

.69.59 r cos 5r 3 cos 2

r 4r 4 3 cos 

r 3 4 cos r2 4 sen2 2

r 5 csc r sec 

10
r 6

Hallar el área de una región polar En los ejercicios 97-102, 
encuentre el área de la región.

 97. Un pétalo de r = 3 cos 5u

 98. Un pétalo de r = 2 sen 6u

 99. Interior de r = 2 + cos u

100. Interior de r = 5(1 – sen u)

101. Interior de r2 = 4 sen 2u

102. Interior común a r = 4 cos u y r = 2

Hallar el área de una región polar En los ejercicios 103-
106, use una herramienta de grafi cación para representar la 
ecuación polar. Encuentre analíticamente el área de la región 
dada.

103.  Lazo interior de r = 3 – 6 cos u

104.  Lazo interior de r = 2 + 4 sen u

105.  Entre los lazos de r = 3 – 6 cos u

106.  Entre los lazos de r = 2 + 4 sen u

Hallar puntos de intersección En los ejercicios 107 y 108, 
determine los puntos de intersección de las gráfi cas de las ecua-
ciones.

.801.701

r 3 sen r 1 sen 

r 1 sen r 1 cos 

Hallar la longitud de arco de una curva polar En los ejer-
cicios 109 y 110, encuentre la longitud de la curva sobre el in-
tervalo dado.  

IntervaloEcuación polar

109.

110. 0r 3 1 cos 

2
r 5 cos 

Hallar el área de una superfi cie de revolución En los 
ejercicios 111 y 112, use una herramienta de grafi cación para 
representar la ecuación polar. Dé una integral para encontrar 
el área de la región dada y use las funciones de integración de 
una herramienta de grafi cación para aproximar el valor de la 
integral con una precisión de dos cifras decimales.

Eje de revoluciónIntervaloEcuación polar

111. Eje polar

112.
2

0
2

r 2 sen 

0
2

r 1 4 cos 

Trazar e identifi car una cónica En los ejercicios 113-118, 
determine la excentricidad y la distancia del polo a la directriz 
de la cónica. Después trace e identifi que la gráfi ca. Use una he-
rramienta de grafi cación para confi rmar los resultados.

.411.311

.611.511

.811.711 r
8

2 5 cos 
r

4
2 3 sen 

r
4

5 3 sen 
r

6
3 2 cos 

r
2

1 cos 
r

6
1 sen 

Hallar una ecuación polar En los ejercicios 119-124, deter-
mine una ecuación polar de la cónica con foco en el polo. (Por 
conveniencia, la ecuación de la directriz está dada en forma 
rectangular.) 

DirectrizExcentricidadCónica

119. Parábola

120. Elipse

121. Hipérbola y 3e 3

y 2e
3
4

x 4e 1

Vértice o vérticesCónica

122. Parábola

123. Elipse

124. Hipérbola 1, 0 , 7, 0

5, 0 , 1, 

2, 
2
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745 Solución de problemas

1.  Uso de una parábola Considere la parábola x2 = 4y y la 

cuerda focal y 3
4x 1.

 (a) Dibuje la gráfi ca de la parábola y la cuerda focal.

 (b) Demuestre que las rectas tangentes a la parábola en los 
extremos de la cuerda focal se intersecan en ángulo recto.

 (c) Demuestre que las rectas tangentes a la parábola en los 
extremos de la cuerda focal se cortan en la directriz de la 
parábola.

2.  Uso de una parábola Considere la parábola x2 = 4py y 

una de sus cuerdas focales.

 (a) Demuestre que las rectas tangentes a la parábola en los 
extremos de la cuerda focal se cortan en ángulos rectos.

 (b) Demuestre que las rectas tangentes a la parábola en los 
extremos de la cuerda focal se cortan en la directriz de la 
parábola.

3.  Demostración Demuestre el teorema 10.2, la propiedad 

de refl exión de una parábola, como se ilustra en la fi gura.

x

P

F

y

4.  Trayectorias de vuelos Un controlador de tráfi co aéreo 

ubica a la misma altitud dos aviones que vuelan uno hacia el 

otro (vea la fi gura). Sus trayectorias de vuelo son 20° y 315°. 

Un avión está a 150 millas del punto P con una velocidad de 

375 millas por hora. El otro se encuentra a 190 millas del pun-

to P con una velocidad de 450 millas por hora.

y

x
P

45°

20°

190 mi
150 mi

 (a)  Determine las ecuaciones paramétricas para la trayecto-
ria de cada avión donde t es el tiempo en horas y corres-
ponde al instante en que el controlador de tráfi co aéreo 
localiza a los aviones.

 (b)  Use el resultado del inciso (a) para expresar la distancia 
entre los aviones como función de t.

 (c)  Use una herramienta de grafi cación para representar la 
función del inciso (b). ¿Cuándo será mínima la distancia 
entre los aviones? Si los aviones deben conservar una dis-
tancia entre ellos de por lo menos 3 millas, ¿se satisface 
este requerimiento?

5.  Estrofoide La curva descrita por las ecuaciones paramétri-

cas

 
y y t

t 1 t2

1 t2
x t

1 t2

1 t2

 se denomina estrofoide.
 (a)  Determine una ecuación rectangular de la estrofoide.

 (b)  Determine una ecuación polar de la estrofoide.

 (c)  Trace una gráfi ca de la estrofoide.

 (d)  Determine la ecuación de las dos rectas tangentes en el 
origen.

 (e)  Encuentre los puntos de la gráfi ca en los que las rectas 
tangentes son horizontales.

6.  Hallar una ecuación rectangular Encuentre una ecua-

ción rectangular para la porción de la cicloide dada por las 

ecuaciones paramétricas x = a(u – sen u) y y = a(u – cos u), 

0 ≤ u ≤ p, como se muestra en la fi gura.

x
a

2a

πO

y

7.  Espiral de Cornu Considere la espiral de Cornu dada por

 
y y t

t

0
sen

u2

2
 du.x t

t

0
cos

u2

2
 du

 (a)  Use una herramienta de grafi cación para representar la 
espiral en el intervalo –p ≤ t ≤ p.

 (b) Demuestre que la espiral de Cornu es simétrica respecto 
al origen.

 (c)  Encuentre la longitud de la espiral de Cornu desde t = 0 
hasta t = a. ¿Cuál es la longitud de la espiral desde 
t = –p hasta t = p? 

8.  Usar una elipse Considere la región limitada por la elipse 

con excentricidad.

 (a) Demuestre que el área de la región es pab.

 (b)  Demuestre que el volumen del sólido (esferoide oblato) 
generado por revolución de la región en torno al eje me-
nor de la elipse tiene un volumen de V = 4p2b/3 y el área 
de la superfi cie es

  
S 2 a2 b2

e
 ln

1 e
1 e

.

 (c)  Demuestre que el volumen del sólido (esferoide prolato) 
generado por revolución de la región alrededor del eje ma-
yor de la elipse es V = 4p2b/3 y el área de la superfi cie es

  
S 2 b2 2

ab
e

 arcsen e.

Solución de problemas    Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones 
trabajadas de los ejercicios con numeración impar.
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746 Capítulo 10  Cónicas, ecuaciones paramétricas y coordenada s polares

9.  Área Sean a y b constantes positivas. Encuentre el área de 

la región del primer cuadrante limitada por la gráfi ca de la 

ecuación polar

 
0

2
.r

ab
a sen b cos 

,

10.  Usar un triángulo rectángulo Considere el triángulo 

rectángulo de la fi gura.

 (a)  Demuestre que el área del triángulo es A
1
2 0

sec2  d . 

 (b)  Demuestre que 
0

sec2  d .

 (c)  Use el inciso (b) para deducir la fórmula para la derivada 
de la función tangente.

Figura para 11Figura para 10

x

−1

1

−1 1

(−1, 0) (1, 0)

y

1
α

11.  Hallar una ecuación polar Determine la ecuación polar 

del conjunto de todos los puntos (r, u), el producto de cuyas 

distancias desde los puntos y es igual a 1, como se observa en 

la fi gura.

12.  Longitud de arco Una partícula se mueve a lo largo de la 

trayectoria descrita por las ecuaciones paramétricas x = 1/t 
y y = (sen t)/t, con 1 ≤ t < ∞, como se muestra en la fi gura. 

Determine la longitud de esta trayectoria.

x
1

1

−1

y

13.  Hallar una ecuación polar Cuatro perros se encuentran 

en las esquinas de un cuadrado con lados de longitud d. Todos 

los perros se mueven en sentido contrario al de las manecillas 

del reloj a la misma velocidad y en dirección al siguiente pe-

rro, como se muestra en la fi gura. Encuentre la ecuación polar 

de la trayectoria de un perro a medida que se acerca en espiral 

hacia el centro del cuadrado.

d

dd

d

14.  Usar una hipérbola Considere la hipérbola 

 

x2

a2

y2

b2 1

  con focos F1 y F2, como se ilustra en la fi gura. Sea T la recta 
tangente en un punto de la hipérbola. Demuestre que los rayos 
de luz incidente en un foco son refl ejados por un espejo hiper-
bólico hacia el otro foco.

Figura para 15Figura para 14

xa cO

PA

B

θ

y

x
F1 F2

M

T ab

y

 

15.  Cisoide de Diocles Considere un círculo con radio a tan-

gente al eje y a la recta x = 2a, como se ilustra en la fi gura. 

Sea A el punto en el cual el segmento OB corta el círculo. La 

cisoide de Diocles consiste de todos los puntos P tales que 

OP = AB.

 (a) Determine una ecuación polar de la cisoide.

 (b)  Encuentre un conjunto de ecuaciones paramétricas para 
la cisoide que no contengan funciones trigonométricas.

 (c)  Halle la ecuación rectangular de la cisoide.

16.  Curva mariposa Use una herramienta de grafi cación para 

trazar la curva que se muestra abajo. La curva está dada por

 
r ecos 2 cos 4 sen 5 

12
.

 ¿Sobre qué intervalo debe variar u para generar la curva?

 

 PARA INFORMACIÓN ADICIONAL Para más información 

sobre esta curva, consulte el artículo “A Study in Step Size”, de 

Temple H. Fay, en Mathematics Magazine.

17.  Trazar ecuaciones polares Use una herramienta de grafi -

cación para representar la ecuación polar r = cos 5u + n cos u 

para 0 ≤ u < p y para los enteros desde n = –5 hasta n = 5. 

¿Qué valores de n producen la porción de la curva en forma de 

“corazón”? ¿Qué valores de n producen la porción de la curva 

en forma de “campana”? (Esta curva, creada por Michael W. 

Chamberlin, fue publicada en The College Mathematics Jour-
nal.)
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748 Capítulo 11  Vectores y la geometría del espacio

11.1 Vectores en el plano

  Expresar un vector mediante sus componentes.
  Realizar operaciones vectoriales e interpretar los resultados geométricamente. 
  Expresar un vector como combinación lineal de vectores unitarios estándar o 

canónicos.

Las componentes de un vector
Muchas cantidades en geometría y física, como el área, el volumen, la temperatura, la masa 

y el tiempo, se pueden caracterizar por medio de un solo número real en unidades de medi-

ción apropiadas. Estas cantidades se llaman escalares, y al número real se le llama escalar. 

Otras cantidades, como la fuerza, la velocidad y la aceleración, tienen magnitud y 

dirección y no pueden caracterizarse completamente por medio de un solo número real. 

Para representar estas cantidades se usa un segmento de recta dirigido, como se muestra 

en la fi gura 11.1. El segmento de recta dirigido PQ
\

 tiene como punto inicial P y como 

punto fi nal Q, y su longitud (o magnitud) se denota por  PQ
\

 . Segmentos de recta diri-

gidos que tienen la misma longitud y dirección son equivalentes, como se muestra en la 

fi gura 11.2. El conjunto de todos los segmentos de recta dirigidos que son equivalentes a 

un segmento de recta dirigido dado PQ
\

 es un vector en el plano y se denota por 

v PQ
\

.

En los libros, los vectores se denotan normalmente con letras minúsculas, en negrita, 

como u, v y w. Cuando se escriben a mano, se suelen denotar por medio de letras con 

una fl echa sobre ellas, como →w→v→u ,  y .

Es importante notar que un vector en el plano se puede representar por medio de 

un conjunto de segmentos de recta dirigidos diferentes, todos apuntando en la misma 

dirección y todos de la misma longitud.

EJEMPLO 1   Representar vectores por medio de segmentos 
de recta dirigidos

Sea v el vector representado por el segmento dirigido que va de (0, 0) a (3, 2), y sea u 

el vector representado por el segmento dirigido que va de (1, 2) a (4, 4). Demuestre que 

v y u son equivalentes.

Solución Sean P(0, 0) y Q(3, 2) los puntos inicial y fi nal de v, y sean R(1, 2) y S(4, 4) 

los puntos inicial y fi nal de u, como se muestra en la fi gura 11.3. Para demostrar que 

PQ
\

RS
\

y  tienen la misma longitud se usa la fórmula de la distancia.

  RS
\

 4 1 2 4 2 2 13

  PQ
\

 3 0 2 2 0 2 13

Los dos segmentos tienen la misma dirección, por-

que ambos están dirigidos hacia la derecha y hacia 

arriba sobre rectas que tienen la misma pendiente.

Pendiente de

y

Pendiente de RS
\ 4 2

4 1
2
3

PQ
\ 2 0

3 0
2
3

Como PQ
\

RS
\

y  tienen la misma longitud y la 

misma dirección, puede concluir que los dos 

vectores son equivalentes. Es decir, v y u son 

equivalentes.

QP

Punto
terminal

P

Punto
inicial

Q

Un segmento de recta dirigido.
Figura 11.1

Segmentos de recta dirigidos 
equivalentes.
Figura 11.2

1

1

2

2

3

3

4

4
x

(4, 4)

(1, 2) (3, 2)

(0, 0)P

R
Q

S

u

v

y

Los vectores u y v son equivalentes.
Figura 11.3
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749 11.1  Vectores en el plano

El segmento de recta dirigido cuyo punto inicial es el origen a menudo se considera 

el representante más adecuado de un conjunto de segmentos de recta dirigidos equiva-

lentes como los que se muestran en la fi gura 11.3. Se dice que esta representación de 

v está en la posición canónica o estándar. Un segmento de recta dirigido cuyo punto 

inicial es el origen puede representarse de manera única por medio de las coordenadas 

de su punto fi nal Q(v1, v2), como se muestra en la fi gura 11.4.

Defi nición de un vector en el plano mediante sus componentes

Si v es un vector en el plano cuyo punto inicial es el origen y cuyo punto fi nal es (v1, 

v2), entonces el vector v queda dado mediante sus componentes de la siguiente manera 

v = 〈v1, v2〉

Las coordenadas v1 y v2 son las componentes de v. Si el punto inicial y el punto fi nal es-

tán en el origen, entonces v es el vector cero (o vector nulo) y se denota por 0 = 〈0, 0〉

Esta defi nición implica que dos vectores u = 〈u1, u2〉 y v = 〈v1, v2〉 son iguales si y sólo 

si u1 = v1 y u2 = v2.

Los procedimientos siguientes pueden usarse para convertir un vector dado me-

diante un segmento de recta dirigido en un vector dado mediante sus componentes o 

viceversa.

1.  Si P(p1, p2) y Q(q1, q2) son los puntos inicial y fi nal de un segmento de recta dirigi-

do, el vector v representado por PQ
\

, dado mediante sus componentes, es

  〈v1, v2〉 = 〈q1 p1, q2 p2〉

 Además, de la fórmula de la distancia es posible ver que la longitud (o magnitud) 

de v es

Longitud de un vector

 v1
2 v2

2.

 v q1 p1
2 q2 p2

2

2.  Si v = 〈v1, v2〉  v puede representarse por el segmento de recta dirigido, en la posi-

ción canónica o estándar, que va de P(0, 0) a Q(v1, v2).

A la longitud de v también se le llama la norma de v. Si ��v�� = 1, v es un vector 

unitario. Y ��v�� = 0 si y sólo si v es el vector cero 0.

EJEMPLO 2  Forma en componentes y longitud de un vector

Determine las componentes y la longitud del vector v que tiene el punto inicial (3, –7) 

y el punto fi nal (–2, 5).

Solución Sean P(3, –7) = (p1, p2) y Q(–2, 5) = (q1, q2). Entonces las componentes 

de v = (v1, v2) son

y

v2 q2 p2 5 7 12.

v1 q1 p1 2 3 5

Así, como se muestra en la fi gura 11.5, v = 〈–5, 12〉, y la longitud de v es

 13.

 169

  v 5 2 122

 

x
1 2 3 4

4

3

2

1

(v1, v2)

(0, 0)

Q

P

v

v = 〈v1, v2〉

y

Posición estándar de un vector.
Figura 11.4

x
− 6 − 4 − 2 2 4 6

6

4

− 2

− 4

− 6

− 8

Q (− 2, 5)

P (3, − 7)

v

y

Vector v dado por medio de sus 
componentes:
Figura 11.5

v 5, 12 .
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750 Capítulo 11  Vectores y la geometría del espacio

Operaciones con vectores

Defi nición de la suma de vectores y de la multiplicación por un escalar

Sean u = 〈u1, u2〉 y v = 〈v1, v2〉 vectores y sea c un escalar.

1.  La suma vectorial de u y v es el vector u + v = 〈u1 + v1, u2 + v2〉.

2.  El múltiplo escalar de c y u es el vector 

 cu = 〈cu1, cu2〉.

3.  El negativo de v es el vector

 –v = (–l)v = 〈–v1, –v2〉.

4.  La diferencia de u y v es

 u – v = u + (–v)= 〈u1 – v1, u2 – v2〉.

Geométricamente, el múltiplo escalar de un vector v y un escalar c es el vector 

que tiene �c� veces la longitud de v, como se muestra en la fi gura 11.6. Si c es positivo, 

cv tiene la misma dirección que v. Si c es negativo, cv tiene dirección opuesta.

La suma de dos vectores puede representarse geométricamente colocando los vec-

tores (sin cambiar sus magnitudes o sus direcciones), de manera que el punto inicial de 

uno coincida con el punto fi nal del otro, como se muestra en la fi gura 11.7. El vector 

u + v, llamado el vector resultante, es la diagonal de un paralelogramo que tiene u 

y v como lados adyacentes.

 

hacer coincidir el 
punto inicial de u con 
el punto final de v.

 )2(

 

hacer coincidir el 
punto inicial de v con 
el punto final de u, o, 

 )1(Para hallar

Figura 11.7

u v,

u

v

u + v
u

v

u + vu

v

La fi gura 11.8 muestra la equivalencia de las defi niciones geométricas y algebrai-

cas de la suma de vectores y la multiplicación por un escalar, y presenta (en el extremo 

derecho) una interpretación geométrica de u – v.

Figura 11.8

u u − v

v

−v

u + (−v)

u

ku

(ku1, ku2)

(u1, u2)

u1

ku1

u2

ku2
u

v

u + v

(u1 + v1, u2 + v2)

(v1, v2)

(u1, u2)

u1

u2

v1

v2

The Granger Collection, New York

Suma vectorial Multiplicación escalar Sustracción de vectores

vvv 2v − v −1
2

3
2

La multiplicación escalar por un 
vector v.
Figura 11.6

WILLIAM ROWAN HAMILTON 
(1805-1865)

Algunos de los primeros trabajos 
con vectores fueron realizados 
por el matemático irlandés William 
Rowan Hamilton. Hamilton dedicó 
muchos años a desarrollar un 
sistema de cantidades semejantes 
a vectores llamados cuaterniones. 
No fue sino hasta la segunda mitad 
del siglo XIX cuando el físico 
escocés James Maxwell (1831-
1879) reestructuró la teoría de 
los cuaterniones de Hamilton, 
dándole una forma útil para la 
representación de cantidades como 
fuerza, velocidad y aceleración.
Vea LarsonCalculus.com para 
leer más acerca de esta biografía.
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751 11.1  Vectores en el plano

EJEMPLO 3  Operaciones con vectores

Dados v = 〈–2, 5〉 y w = 〈3, 4〉, encuentre cada uno de los vectores.

a. b. c. v 2ww v1
2v

Solución

a.

b.

c.

 4, 13 .

 2 6, 5 8

v 2w 2, 5 6, 8

2w 6, 8 , se tiene

w v w1 v1, w2 v2 3 2 , 4 5 5, 1

1
2v 1

2 2 , 12 5 1, 52

Usando

 

La suma de vectores y la multiplicación por un escalar comparten muchas propieda-

des con la aritmética ordinaria, como se muestra en el teorema siguiente.

TEOREMA 11.1 Propiedades de las operaciones con vectores

Sean u, v y w los vectores en el plano, y sean c y d escalares.

1. Propiedad conmutativa

2. Propiedad asociativa

3. Propiedad de la identidad aditiva

4. Propiedad del inverso aditivo

5.

6. Propiedad distributiva

7. Propiedad distributiva

8. 1 u u, 0 u 0

c u v cu cv

c d u cu du

c du cd u

u u 0

u 0 u

u v w u v w

u v v u

Demostración La demostración de la propiedad asociativa de la suma de vectores 

utiliza la propiedad asociativa de la suma de números reales.

 u v w

 u1, u2 v1 w1, v2 w2

 u1 v1 w1 , u2 v2 w2

 u1 v1 w1, u2 v2 w2

 u1 v1, u2 v2 w1, w2

 u v w u1, u2 v1, v2 w1, w2

Las otras propiedades pueden demostrarse de manera similar.
Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de esta demostración de Bruce Edwards. 

Cualquier conjunto de vectores (junto con uno de escalares) que satisfaga las ocho 

propiedades dadas en el teorema 11.1 es un espacio vectorial.* Las ocho propiedades son 

los axiomas del espacio vectorial. Por tanto, este teorema establece que el conjunto de 

vectores en el plano (con el conjunto de los números reales) forma un espacio vectorial.

*Para más información sobre espacios vectoriales, consulte Elementary Linear Algebra, 7a. ed., 

por Ron Larson (Boston: Boston, Massachusetts, Brooks�Cole, Cengage Learning, 2013).

EMMY NOETHER (1882–1935)
La matemática alemana Emmy 
Noether contribuyó a nuestro 
conocimiento de los sistemas 
axiomáticos. Noether generalmente 
se reconoce como la principal 
matemática de la historia reciente.

 PARA INFORMACIÓN ADICIONAL
Para más información acerca de Emmy 

Noether, consulte el artículo “Emmy 

Noether, Greatest Woman Mathema-

tician”, de Clark Kimberling, en The 
Mathematics Teacher. Para ver este 

artículo vaya a MathArticles.com.

The Granger Collection, NYC
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752 Capítulo 11  Vectores y la geometría del espacio

TEOREMA 11.2 Longitud de un múltiplo escalar

Sea v un vector y sea c un escalar. Entonces

es el valor absoluto de c.ccv c  v .

Demostración Como cv = ��〈cv1, cv2〉��, se tiene que

 c  v .

 c v1
2 v2

2

 c2 v1
2 v2

2

 c2v1
2 c2v2

2

 cv1
2 cv2

2

 cv cv1, cv2

Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de esta demostración de Bruce Edwards. 

En muchas aplicaciones de los vectores es útil encontrar un vector unitario que 

tenga la misma dirección que un vector dado. El teorema siguiente da un procedimiento 

para hacer esto.

TEOREMA 11.3 Vector unitario en la dirección de v

Si v es un vector distinto de cero en el plano, entonces el vector

u
v
v

1
v

v

tiene longitud 1 y la misma dirección que v. 

Demostración Como l���v�� es positivo y u = (1���v��)v, se puede concluir que u 

tiene la misma dirección que v. Para ver que ��u�� = 1, se observa que

1.
1
v 

 v 
1
v 

 v  u 
1
v 

v

Por tanto, u tiene longitud 1 y la misma dirección que v. 
Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de esta demostración de Bruce Edwards. 

Al vector u del teorema 11.3 se le llama un vector unitario en la dirección de v. 

El proceso de multiplicar v por 1���v�� para obtener un vector unitario se llama norma-
lización de v.

EJEMPLO 4  Hallar un vector unitario

Halle un vector unitario en la dirección de v = 〈–2, 5〉 y verifi que que tiene longitud 1.

Solución Por el teorema 11.3, el vector unitario en la dirección de v es

v
v 

2, 5

2 2 5 2

1

29
 2, 5

2

29
, 

5

29
.
 

Este vector tiene longitud 1, porque

2

29

2 5

29

2 4
29

25
29

29
29

1.
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753 11.1  Vectores en el plano

Generalmente la longitud de la suma de dos vectores no es igual a la suma de sus 

longitudes. Para ver esto, basta tomar los vectores u y v de la fi gura 11.9. Considerando 

a u y v como dos de los lados de un triángulo, se puede ver que la longitud del tercer 

lado es ��u + v��, y

u v u v . 

La igualdad sólo se da si los vectores u y v tienen la misma dirección. A este resultado 

se le llama la desigualdad del triángulo para vectores. (En el ejercicio 77, sección 11.3, se 

pide demostrar esto.)

Vectores unitarios canónicos o estándares
A los vectores unitarios (1, 0) y (0, 1) se les llama vectores unitarios canónicos o es-
tándares en el plano y se denotan por

Vectores unitarios canónicos o estándaresi 1, 0 y j 0, 1
 

como se muestra en la fi gura 11.10. Estos vectores pueden usarse para representar cual-

quier vector de manera única, como sigue.

v v1, v2 v1, 0 0, v2 v1 1, 0 v2 0, 1 v1 i v2 j

Al vector v = v1i + v2j se le llama una combinación lineal de i y j. A los escalares v1 y 

v2 se les llama las componentes horizontal y vertical de v.

EJEMPLO 5   Expresar un vector como combinación lineal 
de vectores unitarios

Sea u el vector con punto inicial (2, –5) y punto fi nal (–1, 3), y sea v = 2i − j. Exprese 

cada vector como combinación lineal de i y j.

a. b. w 2u 3vu

Solución 

a.

b. 12i 19j6i 16j 6i 3j w 2u 3v 2 3i 8j 3 2i j

3, 8 3i 8j1 2, 3 5 u q1 p1, q2 p2

 

Si u es un vector unitario y u es el ángulo (medido en sentido contrario a las ma-

necillas del reloj) desde el eje x positivo hasta u, el punto fi nal de u está en el círculo 

unitario, y tiene

Vector unitariou cos , sen cos i sen j

como se muestra en la fi gura 11.11. Además, cualquier vector distinto de cero v que 

forma un ángulo con el eje x positivo tiene la misma dirección que u y puede escribir

v v cos , sen  v  cos i  v sen j.

EJEMPLO 6  Escribir un vector de magnitud y dirección dadas

El vector v tiene una magnitud de 3 y forma un ángulo de 30° = p�6 con el eje x posi-

tivo. Exprese v como combinación lineal de los vectores unitarios i y j.

Solución Como el ángulo entre v y el eje x positivo es u = p�6, puede escribir lo 

siguiente.

3 3
2

 i
3
2

 j.3 cos 
6

 i 3 sen 
6

 j v v  cos i  v  sen j
 

x
1

1

2

2

j = 〈0, 1〉

i = 〈1, 0〉

y

Vectores unitarios estándares o 
canónicos i y j.
Figura 11.10

(cos   , sen   )

x

u

θ

θ  θ

θ

θ

sen

cos− 1 1

− 1

1

y

Ángulo

Figura 11.11

 desde el eje x positivo hasta 
el vector u.

x

u

v

u + v

y

Desigualdad del triángulo.
Figura 11.9
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754 Capítulo 11  Vectores y la geometría del espacio

Los vectores tienen muchas aplicaciones en física e ingeniería. Un ejemplo es la 

fuerza. Un vector puede usarse para representar fuerza, porque la fuerza tiene magnitud 

y dirección. Si dos o más fuerzas están actuando sobre un objeto, entonces la fuerza re-

sultante sobre el objeto es la suma vectorial de los vectores que representan las fuerzas.

EJEMPLO 7  Hallar la fuerza resultante

Dos botes remolcadores están empujando un barco, como se muestra en la fi gura 11.12. 

Cada bote remolcador está ejerciendo una fuerza de 400 libras. ¿Cuál es la fuerza resul-

tante sobre el barco?

Solución Usando la fi gura 11.12, puede representar las fuerzas ejercidas por el pri-

mer y segundo botes remolcadores como

400 cos 20 i 400 sen 20 j. F2 400 cos 20 , sen 20

400 cos 20 i 400 sen 20 j F1 400 cos 20 , sen 20

La fuerza resultante sobre el barco es

 752i.

 800 cos 20 i

 400 cos 20 i 400 sen 20 j 400 cos 20 i 400 sen 20 j

 F F1 F2

Por tanto, la fuerza resultante sobre el barco es aproximadamente 752 libras en la direc-

ción del eje x positivo. 

En levantamientos topográfi cos y en la navegación, un rumbo es una dirección que 

mide el ángulo agudo que una trayectoria o línea de mira forma con una recta fi ja norte-

sur. En la navegación aérea los rumbos se miden en el sentido de las manecillas del reloj 

en grados desde el norte.

EJEMPLO 8  Hallar una velocidad

Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo.

Un avión viaja a una altitud fi ja con un factor de viento despreciable y mantiene una 

velocidad de 500 millas por hora con un rumbo de 330°, como se muestra en la fi gura 

11.13(a). Cuando alcanza cierto punto, el avión encuentra un viento con una velocidad 

de 70 millas por hora en dirección 45° NE (45° este del norte), como se muestra en la 

fi gura 11.13(b). ¿Cuáles son la velocidad y la dirección resultantes del avión? 

Solución Usando la fi gura 11.13(a), represente la velocidad del avión (solo) como

v1 500 cos 120 i 500 sen 120 j.

La velocidad del viento se representa por el vector

v2 70 cos 45 i 70 sen 45 j.

La velocidad resultante del avión (en el viento) es

 200.5 i 482.5 j.

 500 cos 120 i 500 sen 120 j 70 cos 45 i 70 sen 45 j

 v v1 v2

Para encontrar la velocidad y la dirección resultantes, escriba v v cos  i sen  j . 

Puede escribir v 200.5 2 482.5 2 522.5,

v 522.5
200.5

522.5
 i

482.5
522.5

 j 522.5 cos 112.6 i sen 112.6 j .

La nueva velocidad del avión, alterada por el viento, es aproximadamente 522.5 millas 

por hora en una trayectoria que forma un ángulo de 112.6° con el eje x positivo. 

x

400 cos(− 20°)

400 cos(20°)

− 20°

20°

400

400

F2

F1

400 sen(−20°)

400 sen(20°)

y

Fuerza resultante sobre el barco ejercida 
por los dos remolcadores.
Figura 11.12

x

120°

v1

y

S

EW

N

(a) Dirección sin viento. 

S

EW

N

x

v1

v

v2

Viento

y

θ

(b) Dirección con viento.

Figura 11.13
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755 11.1  Vectores en el plano

Representar un vector En los ejercicios 1 a 4, (a) dé el vec-
tor v mediante sus componentes y (b) dibuje el vector con su 
punto inicial en el origen.

.2.1

.4.3

x
−1−2 2

2

4

1

1

(−1, 3)

(2, 1)

y

v
x

−6

−4 −2 2

2

4

(2, −3)(−4, −3)

y

v

x
1

1

−2
−1 2

2
3

4

4

5 6

(3, 4)

(3, −2)

y

v

x
1

1

−1 2

2

3

3

4

4

5

(1, 2)

(5, 4)
y

v

Vectores equivalentes En los ejercicios 5 a 8, halle los vec-
tores u y v cuyos puntos inicial y fi nal se dan. Demuestre que u 
y v son equivalentes.

.6.5

.8.7

10, 13 , 25, 10v:3, 10 , 9, 5v:

4, 1 , 11, 4u:0, 3 , 6, 2u:

2, 1 , 7, 7v:1, 4 , 3, 8v:

4, 0 , 1, 8u:3, 2 , 5, 6u:

Escribir un vector en diferentes formas En los ejercicios 9 
a 16 se dan los puntos inicial y fi nal de un vector v. (a) Dibuje el 
segmento de recta dirigido dado, (b) exprese el vector median-
te sus componentes, (c) exprese el vector como la combinación 
lineal de los vectores unitarios estándares i y j, y (d) dibuje el 
vector con el punto inicial en el origen.

.01.9

.21.11

.41.31

.61.51 0.84, 1.250.12, 0.601
2, 33

2, 43

3, 17, 16, 66, 2

5, 10, 46, 18, 3

3, 64, 65, 52, 0

Punto inicial Punto inicial
Punto
final

Punto
final

Representar múltiplos escalares En los ejercicios 17 y 18, 
dibuje cada uno de los múltiplos escalares de v. 

17.

(a) (b) (c) (d)

18.

(a) (b) (c) (d) 6v0v1
2v4v

v 2, 3

2
3v7

2v3v2v

v 3, 5

Uso de operaciones vectoriales En los ejercicios 19 y 20, 
halle (a) (b) (c) y (d) 2u 5vv u,3v,2

3u, . 

.02.91 v 8, 25u 3, 8 ,v 2, 5u 4, 9 ,

Representar un vector En los ejercicios 21 a 26, use la fi gu-
ra para representar gráfi camente el vector. Para imprimir una 
copia ampliada de la gráfi ca, vaya a MathGraphs.com.

21.

22.

23.

24.

25.

26. u 2v

u v

1
2v

v

2u

x

u v

yu

Hallar un punto fi nal En los ejercicios 27 y 28 se dan el vec-
tor v y su punto inicial. Encuentre el punto terminal.

27. Punto inicial:

28. Punto inicial: 5, 3v 4, 9 ;

4, 2v 1, 3 ;

Hallar una magnitud de un vector En los ejercicios 29 a 
34, encuentre la magnitud de v.

.03.92

.23.13

.43.33 v 10i 3jv 6i 5j

v 12, 5v 4, 3

v 3iv 7i

Encontrar un vector unitario En los ejercicios 35 a 38, ha-
lle el vector unitario en la dirección de v y verifi que que tiene 
longitud 1.

.63.53

.83.73 v 6.2, 3.4v 3
2, 52

v 5, 15v 3, 12

Encontrar magnitudes En los ejercicios 39 a 42, encuentre 
lo siguiente.

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

.04.93

.24.14 v 5, 5u 2, 4 ,v 2, 3u 1, 12 ,

v 3, 3u 0, 1 ,v 1, 2u 1, 1 ,

u v
u v 

 
v
v 

  
u
u 

 

u v v u 

Usar la desigualdad del triángulo En los ejercicios 43 y 
44, represente gráfi camente u, v y u + v. Después demuestre la 
desigualdad del triángulo usando los vectores u y v.

.44.34 v 1, 2u 3, 2 ,v 5, 4u 2, 1 ,

Encontrar un vector En los ejercicios 45 a 48, halle el vector v 
de la magnitud dada en la misma dirección que u.

45.

46.

47.

u.84 3, 3v 2

u 1, 2v 5

u 1, 1v 4

u 0, 3v 6

Magnitud Dirección

11.1 Ejercicios   Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios 
con numeración impar.
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756 Capítulo 11  Vectores y la geometría del espacio

Encontrar un vector En los ejercicios 49 a 52, halle las com-
ponentes de v dadas su magnitud y el ángulo que forman con 
el eje x positivo.

.05.94

.25.15 3.5v 4,150v 2,

120v 5,0v 3,

Encontrar un vector En los ejercicios 53 a 56, halle las com-
ponentes de u + v dadas las longitudes de u y v, y los ángulos 
que u y v forman con el eje x positivo.

.45.35

.65.55

v 5,  v 0.5v 1,  v 2

u 5,  u 0.5u 2,  u 4

v 2,  v 60v 3,  v 45

u 4,  u 0u 1,  u 0

DESARROLLO DE CONCEPTOS

57.  Escalar y vector Explique, con sus propias palabras, 

la diferencia entre un escalar y un vector. Dé ejemplos de 

cada uno.

58.  Escalar o vector Identifi que la cantidad como escalar 

o como vector. Explique su razonamiento.

 (a)  La velocidad en la boca de cañón de un arma de fuego.

 (b)  El precio de las acciones de una empresa.

 (c)  La temperatura del aire en un cuarto.

 (d) El peso de un automóvil.

59.  Usar un paralelogramo Tres de los vértices de un parale-

logramo son (1, 2), (3, 1) y (8, 4). Halle las tres posibilidades 

para el cuarto vértice (vea la fi gura).

x
1

1

2

2

3

3

4

4

5

5

6

6

7 8 9 10−4−3−2−1

(1, 2)
(3, 1)

(8, 4)

y

¿CÓMO LO VE? Use la fi gura para determinar si 

cada enunciado es verdadero o falso. Justifi que su 

respuesta.

)b()a(

)d()c(

)f()e( u v 2 b ta d 0

v w sa u c

c sa d

a
c s

d w

b

u

t

v

Encontrar valores En los ejercicios 61 a 66, determine a y b 
tales que v = au + bw, donde u = 〈1, 2〉 y w = 〈1, –1〉.

.26.16

.46.36

.66.56 v 1, 7v 1, 1

v 3, 3v 3, 0

v 0, 3v 2, 1

Encontrar vectores unitarios En los ejercicios 67 a 72, de-
termine un vector unitario (a) paralelo y (b) normal a la gráfi ca 
de f en el punto dado. A continuación, represente gráfi camente 
los vectores y la función.

.86.76

.07.96

71.

72.
4

, 1f x tan x,

3, 4f x 25 x2,

2, 8f x x3,1, 1f x x3,

1, 4f x x2 5,3, 9f x x2,

Encontrar un vector En los ejercicios 73 y 74, exprese v me-
diante sus componentes, dadas las magnitudes de u y de u + v, 
y los ángulos que u y u + v forman con el eje x positivo.

.47.37

u v 6, 120u v 2, 90

u 4, 30u 1, 45

75. Fuerza resultante Fuerzas con magnitudes de 500 libras y 

200 libras actúan sobre una pieza de la máquina a ángulos de 

30° y –45°, respectivamente, con el eje x (vea la fi gura). Halle 

la dirección y la magnitud de la fuerza resultante.

Figura para 76Figura para 75

x
275 N

180 N

θ

y

30°

−45°

500 lb

200 lb

x

76.   Análisis numérico y gráfi co Fuerzas con magnitudes de 

180 newtons y 275 newtons actúan sobre un gancho (vea la 

fi gura). El ángulo entre las dos fuerzas es de u grados.

 (a)  Si u = 30°, halle la dirección y la magnitud de la fuerza 
resultante.

 (b)  Exprese la magnitud M y la dirección a de la fuerza resul-
tante en funciones de u, donde 0° ≤ u ≤ 180°.

 (c)  Use una herramienta de grafi cación para completar la tabla. 

  

0 30 60 90 120 150 180

M

 (d)  Use una herramienta de grafi cación para representar las 
dos funciones M y a.

 (e)  Explique por qué una de las funciones disminuye cuando 
u aumenta mientras que la otra no.
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757 11.1  Vectores en el plano

77.  Fuerza resultante Tres fuerzas de magnitudes de 75 li-

bras, 100 libras y 125 libras actúan sobre un objeto a ángulos 

de 30°, 45° y 120°, respectivamente, con el eje x positivo. Ha-

lle la dirección y la magnitud de la fuerza resultante.

78.  Fuerza resultante Tres fuerzas de magnitudes de 400 

newtons, 280 newtons y 350 newtons, actúan sobre un objeto a 

ángulos de –30°, 45° y 135°, respectivamente, con el eje x po-

sitivo. Halle la dirección y la magnitud de la fuerza resultante.

79.  Piénselo Considere dos fuerzas de la misma magnitud que 

actúan sobre un punto. 

 (a)  Si la magnitud de la resultante es la suma de las magni-
tudes de las dos fuerzas, haga una conjetura acerca del 
ángulo entre las fuerzas.

 (b)  Si la resultante de las fuerzas es 0, haga una conjetura 
acerca del ángulo entre las fuerzas.

 (c)  ¿Puede ser la magnitud de la resultante mayor que la suma 
de las magnitudes de las dos fuerzas? Explique su respuesta.

80.  Tensión de un cable Determine la tensión en cada cable 

que sostiene la carga dada.

)b()a(

A B

C

5000 libras

24 pulg.

10 pulg. 20 pulg.
50° 30° BA

C

3000 libras

81.  Movimiento de un proyectil Un arma con una velocidad 

en la boca del cañón de 1200 pies por segundo se dispara a un 

ángulo de 6° sobre la horizontal. Encuentre las componentes 

horizontal y vertical de la velocidad. 

82.  Carga compartida Para llevar una pesa cilíndrica de 100 

libras, dos trabajadores sostienen los extremos de unas sogas 

cortas atadas a un aro en el centro de la parte superior del 

cilindro. Una soga forma un ángulo de 20° con la vertical y la 

otra forma un ángulo de 30° (vea la fi gura).

 (a)  Halle la tensión de cada soga si la fuerza resultante es 
vertical.

 (b)  Halle la componente vertical de la fuerza de cada trabajador.

Figura para 83Figura para 82

45°32°
900 km/hr

100 km/hr

S

EW

N

100 libras

20° 30°

Mikael Damkier/Shutterstock.com

83.  Navegación Un avión vuela en dirección 302°. Su velo-

cidad con respecto al aire es de 900 kilómetros por hora. El 

viento a la altitud del avión viene del suroeste a 100 kilóme-

tros por hora (vea la fi gura). ¿Cuál es la verdadera dirección 

del avión y cuál es su velocidad respecto al suelo?

84.  Navegación 

Un avión vuela a una 
velocidad constante 
de 400 millas por hora 
hacia el Este, respecto 
al suelo, y se encuentra 
con un viento de 50 
millas por hora pro-
veniente del noroeste. 
Encuentre la velocidad 
relativa al aire y el 
rumbo que permitirán al 
avión mantener su veloci-
dad respecto al suelo y su 
dirección hacia el Este.

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 85 a 90, determine si 
el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué 
o dé un ejemplo que demuestre que es falso.

85.  Si u y v tienen la misma magnitud y dirección, entonces u y v 
son equivalentes.

86.  Si u es un vector unitario en la dirección de v, entonces v = 
��v��u.

87.  Si u = ai + bj es un vector unitario, entonces a2 + b2 = 1.

88.  Si v = ai + bj = 0, entonces a = –b.

89.  Si a = b, entonces a i bj 2a.

90.  Si u y v tienen la misma magnitud pero direcciones opuestas, 
entonces u + v = 0.

91.  Demostración Demuestre que 

 y v sen i cos ju cos i sen j  

 son vectores unitarios para todo ángulo u.

92.  Geometría Usando vectores, demuestre que el segmento 

de recta que une los puntos medios de dos lados de un triángu-

lo es paralelo y mide la mitad de longitud del tercer lado.

93.  Geometría Usando vectores, demuestre que las diagonales 

de un paralelogramo se cortan a la mitad.

94.  Demostración Demuestre que el vector w u v  
v u corta a la mitad el ángulo entre u y v.

95.  Usar un vector Considere el vector u = 〈x, y〉. Describa el 

conjunto de todos los puntos (x, y) tales que ��u�� = 5.

DESAFÍOS DEL EXAMEN PUTNAM
96.  Un arma de artillería de costa puede ser disparada a cual-

quier ángulo de elevación entre 0° y 90° en un plano ver-
tical fi jo. Si se desprecia la resistencia del aire y la veloci-
dad en la boca de cañón es constante (= v0), determine el 
conjunto H de puntos en el plano y sobre la horizontal que 
puede ser golpeado.

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition. 

© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.
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758 Capítulo 11  Vectores y la geometría del espacio

  Entender el sistema de coordenadas rectangulares tridimensional.
  Analizar vectores en el espacio.

Coordenadas en el espacio
Hasta este punto del texto, se ha utilizado principalmente el sistema de coordenadas bi-

dimensional. En buena parte de lo que resta del estudio del cálculo se emplea el sistema 

de coordenadas tridimensional.

Antes de extender el concepto de vector a tres dimensiones, se debe poder iden-

tifi car puntos en el sistema de coordenadas tridimensional. Se puede construir este 

sistema trazando en el origen un eje z perpendicular al eje x y al eje y, como se muestra 

en la fi gura 11.14. Tomados por pares, los ejes determinan tres planos coordenados: el 

plano xy, el plano xz y el plano yz. Estos tres planos coordenados dividen el espacio 

tridimensional en ocho octantes. El primer octante es en el que todas las coordenadas 

son positivas. En este sistema tridimensional un punto P en el espacio está determinado 

por una terna ordenada (x, y, z) donde x, y y z son:

x = distancia dirigida que va del plano yz a P

y = distancia dirigida que va del plano xz a P

z = distancia dirigida que va del plano xy a P

En la fi gura 11.15 se muestran varios puntos.

Los puntos en el sistema de coordenadas tridimensional 
se representan por medio de ternas ordenadas.
Figura 11.15

x

y
8

− 2− 4
− 8

4
3

5
6

− 3
− 4

− 5
− 6

1

6

5

4

3

2

(2, − 5, 3)

(− 2, 5, 4)

(3, 3, − 2)

(1, 6, 0)

z

Un sistema de coordenadas tridimen-

sional puede tener orientación levógira o 

dextrógira. Para determinar la orientación 

de un sistema, se puede imaginar de pie 

en el origen, con los brazos apuntando en 

dirección de los ejes x y y positivo, y el eje z 

apuntando hacia arriba, como se muestra en 

la fi gura 11.16. El sistema es dextrógiro o 

levógiro, dependiendo de qué mano queda 

apuntando a lo largo del eje x. En este texto 

se trabaja exclusivamente con el sistema 

dextrógiro.

y

yzPlanoxzPlano

xyPlanox

z

Sistema de coordenadas tridimensional.

Figura 11.14

11.2 Coordenadas y vectores en el espacio

x

y

z

y

x

z

Sistema 
dextrógiro
Figura 11.16

Sistema 
levógiro

COMENTARIO Las 

gráfi cas rotativas tridimensio-

nales que están disponibles en 

LarsonCalculus.com pueden 

ayudarle a visualizar puntos u 

objetos en un sistema de coor-

denadas tridimensional.

11-CH11-LARSON.indd   758 03/12/14   12:42



759 11.2  Coordenadas y vectores en el espacio

Muchas de las fórmulas establecidas para el sistema de coordenadas bidimensional 

pueden extenderse a tres dimensiones. Por ejemplo, para encontrar la distancia entre 

dos puntos en el espacio, se usa dos veces el teorema pitagórico, como se muestra en la 

fi gura 11.17. Haciendo esto se obtiene la fórmula de la distancia entre los puntos (x1, y1, 

z1) y (x2, y2, z2).

Fórmula de la distancia     d x2 x1
2 y2 y1

2 z2 z1
2     

EJEMPLO 1   Encontrar la distancia entre dos puntos 
en el espacio

Encuentre la distancia entre los puntos (2, –1, 3) y (1, 0, –2).

Solución

Fórmula de la distancia

 3 3

 27

 1 1 25

 d 1 2 2 0 1 2 2 3 2

 

Una esfera con centro en (x0, y0, z0) y radio r está defi nida como el conjunto de todos 

los puntos tales que la distancia entre (x, y, z) y (x0, y0, z0) es r. Puede usar la fórmula de 

la distancia para encontrar la ecuación canónica o estándar de una esfera de radio r, 

con centro en (x0, y0, z0). Si (x, y, z) es un punto arbitrario en la esfera, la ecuación de la 

esfera es

Ecuación de la esfera     x x0
2 y y0

2 z z0
2 r2     

 

como se muestra en la fi gura 11.18. El punto medio del segmento de recta que une a los 

puntos (x1, y1, z1) y (x2, y2, z2) tiene coordenadas

Fórmula del punto medio     
x1 x2

2
, 

y1 y2

2
, 

z1 z2

2
.     

EJEMPLO 2  Encontrar la ecuación de una esfera

Determine la ecuación canónica o estándar de la esfera que tiene los puntos 

(5, –2, 3) y (0, 4, –3) 

como extremos de un diámetro.

Solución Según la fórmula del punto medio, el centro de la esfera es

Fórmula del punto medio
5 0

2
, 

2 4
2

, 
3 3

2
5
2

, 1, 0 .

Según la fórmula de la distancia, el radio es

r 0
5
2

2

4 1 2 3 0 2 97
4

97
2

.
 

Por consiguiente, la ecuación canónica o estándar de la esfera es

Ecuación de la esferax
5
2

2

y 1 2 z2 97
4

.
 

y
x

Q

P

d

(x1, y1, z1) (x2, y2, z1)

(x2, y2, z2)

⏐z2 − z1⏐

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2

z

Distancia entre dos puntos en el espacio.

Figura 11.17

(x0, y0, z0)

x

y

(x, y, z)
r

z

Figura 11.18
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760 Capítulo 11  Vectores y la geometría del espacio

Vectores en el espacio
En el espacio los vectores se denotan mediante ternas ordenadas v = 〈vl, v2, v3〉. El vec-
tor cero se denota por 0 = 〈0, 0, 0〉. Usando los vectores unitarios 

y k 0, 0, 1j 0, 1, 0i 1, 0, 0 ,

la notación de vectores unitarios canónicos o estándar para v es

v v1i v2 j v3k

como se muestra en la fi gura 11.19. Si v se representa por el segmento de recta dirigido 

de P(p1, p2, p3) a Q(q1, q2, q3), como se muestra en la fi gura 11.20, las componentes de 

v se obtienen restando las coordenadas del punto inicial de las coordenadas del punto 

fi nal como sigue

v v1, v2, v3 q1 p1, q2 p2, q3 p3

Vectores en el espacio

Sean u = 〈ul, u2, u3〉 y v = 〈vl, v2, v3〉 vectores en el espacio, y sea c un escalar.

1.  Igualdad de vectores: u = v si y sólo si ul = vl, u2 = v2 y u3 = v3.

2.  Expresión mediante las componentes: Si v se representa por el segmento de 

recta dirigido de P(p1, p2, p3) a Q(q1, q2, q3), entonces

   v v1, v2, v3 q1 p1, q2 p2, q3 p3 .

3.  Longitud: v v1
2 v2

2 v3
2 

4.  Vector unitario en la dirección de v: v 0
v
v

1
v

 v1, v2, v3 ,

5.  Suma de vectores: v u v1 u1, v2 u2, v3 u3  

6.  Multiplicación por un escalar: cv = 〈cvl, cv2, cv3〉

Observe que las propiedades de la suma de vectores y de la multiplicación por un 

escalar dadas en el teorema 11.1 (vea la sección 11.1) son también válidas para vectores 

en el espacio. 

EJEMPLO 3  Hallar las componentes de un vector en el espacio

Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo.

Encuentre las componentes y la longitud del vector v que tiene punto inicial (–2, 3, 1) y 

punto fi nal (0, –4, 4). Después, halle un vector unitario en la dirección de v.

Solución El vector v dado mediante sus componentes es

2, 7, 30 2 , 4 3, 4 1 v q1 p1, q2 p2, q3 p3  

lo cual implica que su longitud es

v 22 7 2 32 62. 

El vector unitario en la dirección de v es

 
2

62
, 

7

62
, 

3

62
.

 
1

62
2, 7, 3

 u
v
v

 

x

y

〈0, 1, 0〉

〈1, 0, 0〉

〈0, 0, 1〉

〈v1, v2, v3〉

i
j

k

v

z

Vectores unitarios canónicos 
o estándar en el espacio.
Figura 11.19

x

y

Q(q1, q2, q3)

P(p1, p2, p3) v

v = 〈q1 − p1, q2 − p2, q3 − p3〉

z

Figura 11.20
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761 11.2  Coordenadas y vectores en el espacio

Recuerde que en la defi nición de la multiplicación por un escalar vio que múltiplos 

escalares positivos de un vector v distinto de cero tienen la misma dirección que v, mien-

tras que múltiplos negativos tienen dirección opuesta a la de v. En general, dos vectores 

distintos de cero u y v son paralelos si existe algún escalar c tal que u = cv. Por ejemplo, 

en la fi gura 11.21 los vectores u, v y w son paralelos, porque

u = 2v  y  w = –v.

Defi nición de vectores paralelos

Dos vectores distintos de cero u y v son paralelos si hay algún escalar c tal que 

u = cv.

EJEMPLO 4  Vectores paralelos

El vector w tiene punto inicial (2, –1, 3) y punto fi nal (–4, 7, 5). ¿Cuál de los vectores 

siguientes es paralelo a w?

a. u = 〈3, –4, –1〉

b. v = 〈12, –16, 4〉

Solución Comience expresando w mediante sus componentes,

w 4 2, 7 1 , 5 3 6, 8, 2

a. Como u 3, 4, 1 1
2 6, 8, 2 1

2 w, puede concluir que u es paralelo 

a w.

b.  En este caso, se quiere encontrar un escalar c tal que

 12, 16, 4 c 6, 8, 2 . 

 Para encontrar c, iguale los componentes correspondientes y resuelva como se 

muestra.

 c   2 4 2c

c 216 8c

c 221 6c

 

 Observe que c = –2 para las primeras dos componentes y c = 2 para el tercer com-

ponente. Esto signifi ca que la ecuación 〈12, –16, 4〉 = c〈–6, 8, 2〉 no tiene solución 

y los vectores no son paralelos.

EJEMPLO 5  Usar vectores para determinar puntos colineales

Determine si los puntos 

P(l, –2, 3), Q(2, 1, 0) y R(4, 7, –6) 

son colineales.

Solución Los componentes de PQ
\

PR
\

y  son 

y

PR
\

4 1, 7 2 , 6 3 3, 9, 9 .

PQ
\

2 1, 1 2 , 0 3 1, 3, 3

Estos dos vectores tienen un punto inicial común. Por tanto, P, Q y R están en la misma 

recta si y sólo si yPQ
\

PR
\

 son paralelos, ya que PR
\

3 PQ
\

, como se muestra en la 

fi gura 11.22. 

x

u = 2v
w = − v

w

u

v

y

Vectores paralelos.
Figura 11.21

x y

2
4

6
8

6
8

4

2

(1, −2, 3)

(2, 1, 0)

(4, 7, −6)

P

Q

R

z

Los puntos P, Q y R están en la misma
recta.
Figura 11.22
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762 Capítulo 11  Vectores y la geometría del espacio

EJEMPLO 6   Notación empleando los vectores 
unitarios canónicos

a.  Exprese el vector v = 4i – 5k por medio de sus componentes.

b.  Encuentre el punto fi nal del vector v = 7i – j + 3k, dado que el punto inicial es 

P(–2, 3, 5).

c. Determine el punto fi nal del vector v = –6i + 2j – 3k. A continuación, encuentre 

un vector unitario en la dirección de v.

Solución

a.  Como falta j, su componente es 0 y

 v 4i 5k 4, 0, 5 .

b.  Necesita encontrar Q(q1, q2, q3) tal que 

 v PQ
\

7i j 3k. 
 Esto implica que q1 – (–2) = 7, q2 – 3 = −1 y q3 – 5 = 3. La solución de estas tres 

ecuaciones es q1 = 5, q2 = 2 y q3 = 8. Por tanto, Q es (5, 2, 8).

c.  Observe que v1 = –6, v2 = 2 y v3 = –3. Por consiguiente, la longitud de v es

 v 6 2 22 3 2 49 7.

 El vector unitario en la dirección de v es

 
1
7 6i 2j 3k 6

7i 2
7j 3

7k.

EJEMPLO 7  Magnitud de una fuerza

Una cámara de televisión de 120 libras está colocada en un trípode, como se muestra en 

la fi gura 11.23. Represente la fuerza ejercida en cada pata del trípode como un vector.

Solución Sean los vectores F1, F2 y F3 las fuerzas ejercidas en las tres patas. A partir 

de la fi gura 11.23 puede determinar que las direcciones de F1, F2 y F3 son las siguientes.

PQ
\

3
3

2
0, 

1
2

0, 0 4
3

2
, 

1
2

, 4

PQ
\

2
3

2
0, 

1
2

0, 0 4
3

2
, 

1
2

, 4

PQ
\

1 0 0, 1 0, 0 4 0, 1, 4

Como cada pata tiene la misma longitud, y la fuerza total se distribuye igualmente entre las 

tres patas, usted sabe que F1 F2 F3 . Por tanto, existe una constante c tal que

y F3 c
3

2
, 

1
2

, 4 .F2 c
3

2
, 

1
2

, 4F1 c 0, 1, 4 ,
 

Sea la fuerza total ejercida por el objeto dada por F = 〈0, 0, –120〉. Entonces, usando 

el hecho que

F F1 F2 F3

puede concluir que F1, F2 y F3 tienen todas una componente vertical de –40. Esto im-

plica que c(–4) = –40 y c = 10. Por tanto, las fuerzas ejercidas sobre las patas pueden 

representarse por

y

F3 5 3, 5, 40 .

F2 5 3, 5, 40 ,

F1 0, 10, 40 ,

 

x

y

P (0, 0, 4)

Q1 (0, −1, 0)

Q2
3

2
1
2

, )) , 0

z

Q3
3

2
1
2

, )) , 0−

Figura 11.23
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763 11.2  Coordenadas y vectores en el espacio

Representar puntos En los ejercicios 1 a 4, represente los 
puntos en el mismo sistema de coordenadas tridimensional.

1. )b()a(

2. )b()a(

3. )b()a(

4. )b()a( 4, 0, 50, 4, 5

5, 2, 25, 2, 2

3
2, 4, 23, 2, 5

1, 2, 12, 1, 3

Encontrar coordenadas de un punto En los ejercicios 5 
a 8, halle las coordenadas del punto.

 5.  El punto se localiza tres unidades detrás del plano yz, cuatro 
unidades a la derecha del plano xz y cinco unidades arriba del 
plano xy.

 6.  El punto se localiza siete unidades delante del plano yz, dos 
unidades a la izquierda del plano xz y una unidad debajo del 
plano xy.

 7.  El punto se localiza en el eje x, 12 unidades delante del plano yz.

 8.  El punto se localiza en el plano yz, tres unidades a la derecha 
del plano xz y dos unidades arriba del plano xy.

 9.  Piénselo ¿Cuál es la coordenada z de todo punto en el 

plano xy?

10.  Piénselo ¿Cuál es la coordenada x de todo punto en el 

plano yz?

Usar el sistema de coordenada tridimensional En los 
ejercicios 11 a 22, determine la localización de un punto (x, y, z) 
que satisfaga la(s) condición(es).

.21.11

.41.31

.61.51

.81.71

.02.91

.22.12 xyz > 0xyz < 0

z 4xy < 0,z 3xy > 0,

x > 4y 3

x > 0y < 0

z 5
2x 3

y 2z 6

Determinar la distancia entre dos puntos en el espacio 
En los ejercicios 23 a 26, halle la distancia entre los puntos.

.42.32

.62.52 4, 5, 62, 2, 3 ,6, 2, 21, 2, 4 ,

2, 5, 22, 3, 2 ,4, 2, 70, 0, 0 ,

Clasifi car un triángulo En los ejercicios 27 a 32, encuentre 
las longitudes de los lados del triángulo con los vértices que se 
indican, y determine si el triángulo es un triángulo rectángulo, 
un triángulo isósceles o ninguna de ambas cosas.

27.

28.

29.

30. 4, 1, 1 , 2, 0, 4 , 3, 5, 1

1, 0, 2 , 1, 5, 2 , 3, 1, 1

3, 4, 1 , 0, 6, 2 , 3, 5, 6

0, 0, 4 , 2, 6, 7 , 6, 4, 8

31.  Piénselo El triángulo del ejercicio 27 se traslada cinco uni-

dades hacia arriba a lo largo del eje z. Determine las coordena-

das del triángulo trasladado. 

32.  Piénselo El triángulo del ejercicio 28 se traslada tres uni-

dades a la derecha a lo largo del eje y. Determine las coorde-

nadas del triángulo trasladado.

Encontrar el punto medio En los ejercicios 33 y 36, halle 
las coordenadas del punto medio del segmento de recta que une 
los puntos.

.43.33

.63.53 4, 0, 6 , 8, 8, 205, 9, 7 , 2, 3, 3

7, 2, 2 , 5, 2, 33, 4, 6 , 1, 8, 0

Encontrar la ecuación de una esfera En los ejercicios 37 a 
40, halle la ecuación estándar de la esfera.

37. Centro: 38. Centro:

Radio: 2   Radio: 5

4, 1, 10, 2, 5

39.  Puntos terminales de un diámetro: (2, 0, 0), (0, 6, 0).

40.  Centro: (–3, 2, 4), tangente al plano yz.

Encontrar la ecuación de una esfera En los ejercicios 41 a 
44, complete el cuadrado para dar la ecuación de la esfera en 
forma canónica o estándar. Halle el centro y el radio.

41.

42.

43.

44. 4x2 4y 2 4z2 24x 4y 8z 23 0

9x2 9y 2 9z2 6x 18y 1 0

x2 y2 z2 9x 2y 10z 19 0

x2 y 2 z2 2x 6y 8z 1 0

Expresar un vector en el espacio en su forma de com-
ponentes En los ejercicios 45 a 48, (a) encuentre las compo-
nentes del vector v, (b) escriba el vector utilizando la notación 
del vector unitario estándar y (c) dibuje el vector con su punto 
inicial en el origen.

.64.54

.84.74

x

y

(2, 3, 0)

(2, 3, 4)

6
4

2
64

6

4

2

z

v

x

y

(0, 3, 3)

(3, 3, 0)6
4

2
64

6

4

2

z

v

x

y

(0, 5, 1)(4, 0, 3)

6
4 642

6

4

2

z

v

x

y

(2, 4, 3)

(4, 2, 1)

6

6

6

4

2

z

v

11.2 Ejercicios   Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios 
con numeración impar.
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764 Capítulo 11  Vectores y la geometría del espacio

Expresar un vector en el espacio en su forma de compo-
nentes En los ejercicios 49 y 50, halle las componentes y la 
magnitud del vector v dados sus puntos inicial y fi nal. Después, 
encuentre un vector unitario en la dirección de v.

49. Punto inicial: 50. Punto inicial:

2, 4, 24, 1, 6

1, 2, 43, 2, 0

Punto final: Punto final:

Expresar un vector en formas diferentes En los ejercicios 51 
y 52 se indican los puntos inicial y fi nal de un vector v. (a) Dibuje 
el segmento de recta dirigido, (b) encuentre las componentes del 
vector, (c) escriba el vector usando la notación del vector unitario 
estándar y (d) dibuje el vector con su punto inicial en el origen.

51. 52.

4, 3, 73, 3, 4

2, 1, 21, 2, 3Punto inicial: Punto inicial:

Punto final: Punto final:

Hallar un punto terminal En los ejercicios 53 y 54 se dan el 
vector v y su punto inicial. Encuentre el punto fi nal.

.45.35

0, 2, 520, 6, 2

v 1, 2
3, 12v 3, 5, 6

Punto inicial: Punto inicial:

Encontrar múltiplos escalares En los ejercicios 55 y 56, halle 
cada uno de los múltiplos escalares de v y represente su gráfi ca.

.65.55

(a) (b) (a) (b)

(c) (d) (c) (d) 5
2v1

2v0v3
2v

2vvv2v

v 2, 2, 1v 1, 2, 2

Hallar un vector En los ejercicios 57 a 60, encuentre el vec-
tor z, dado que u = 〈l, 2, 3〉, v = 〈2, 2, –l〉 y w = 〈4, 0, –4〉.

.85.75

.06.95 2u v w 3z 02z 3u w

z 5u 3v 1
2wz u v 2w

Vectores paralelos En los ejercicios 61 a 64, determine cuá-
les de los vectores son paralelos a z. Use una herramienta de 
grafi cación para confi rmar sus resultados.

.26.16

)a()a(

)b()b(

)c()c(

)d()d( 3
4i j 9

8k1, 4, 2

12i 9k6, 4, 10

i 4
3j 3

2k2, 43, 10
3

6i 4j 9k6, 4, 10

z 1
2i 2

3j 3
4kz 3, 2, 5

63.  z tiene el punto inicial (1, 1, 3) y el punto fi nal ( 2, 3, 5).

)b()a( 4j 2k6i 8j 4k

64.  z tiene el punto inicial (5, 4, 1) y el punto fi nal ( 2, 4, 4).

)b()a( 14, 16, 67, 6, 2

Utilizar vectores para determinar puntos colineales En 
los ejercicios 65 a 68, use vectores para determinar si los puntos 
son colineales.

65.

66.

67. 1, 2, 4 , 2, 5, 0 , 0, 1, 5

4, 2, 7 , 2, 0, 3 , 7, 3, 9

0, 2, 5 , 3, 4, 4 , 2, 2, 1

68. 0, 0, 0 , 1, 3, 2 , 2, 6, 4

Verifi car un paralelogramo En los ejercicios 69 y 70, use 
vectores para demostrar que los puntos son vértices de un pa-
ralelogramo.

69.

70. 1, 1, 3 , 9, 1, 2 , 11, 2, 9 , 3, 4, 4

2, 9, 1 , 3, 11, 4 , 0, 10, 2 , 1, 12, 5

Encontrar la magnitud En los ejercicios 71 a 76, halle la 
longitud de v.

.27.17

.47.37

.67.57 v 4i 3j 7kv i 2j 3k

v 2i 5j kv 3j 5k

v 1, 0, 3v 0, 0, 0

Encontrar vectores unitarios En los ejercicios 77 a 80, halle 
un vector unitario a) en la dirección de v y b) en la dirección 
opuesta a v.

.87.77

.08.97 v 5i 3j kv 4i 5j 3k

v 6, 0, 8v 2, 1, 2

81.  Usar vectores Considere dos vectores distintos de cero u 

y v, y sean s y t números reales. Describa la fi gura geométrica 

generada por los puntos fi nales de los tres vectores tv, u + tv 

y su + tv.

¿CÓMO LO VE? Determine (x, y, z) para cada 

fi gura. Después, encuentre la forma en componentes 

del vector desde el punto en el eje x al punto (x, y, z).

)b()a(

x 

y 

z 

(0, 4, 0) 

(x, y, z) 

(4, 0, 0) 

(4, 0, 8) 

x

y
(0, 3, 0)

(0, 3, 3)

(3, 0, 0)

z

(x, y, z)

Hallar un vector En los ejercicios 83 a 86, encuentre el vec-
tor v con la magnitud dada y en dirección de u.

83.

84.

85.

86. u 4, 6, 2v 7

u 2, 2, 1v 3
2

u 1, 1, 1v 3

u 0, 3, 3v 10

Magnitud Dirección

Representar un vector En los ejercicios 87 y 88, dibuje el 
vector v y dé sus componentes.

87.  v está en el plano yz, tiene magnitud 2 y forma un ángulo de 
30° con el eje y positivo.
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765 11.2  Coordenadas y vectores en el espacio

88.  v está en el plano xz, tiene magnitud 5 y forma un ángulo de 
45° con el eje z positivo.

Hallar un punto usando vectores En los ejercicios 89 y 90, 
use vectores para encontrar el punto que se encuentra a dos 
tercios del camino de P a Q.
89.

90. Q 6, 8, 2P 1, 2, 5 ,

Q 1, 3, 3P 4, 3, 0 ,

91.  Uso de vectores Sean u = i + j, v = j + k y w = au + bv.

 (a) Dibuje u y v.

 (b) Si w = 0, demuestre que tanto a como b deben ser cero.

 (c) Halle a y b tales que w = i + 2j + k.

 (d) Demuestre que ninguna elección de a y b da w = i + 2j + 
3k.

92.  Redacción Los puntos inicial y fi nal del vector v son (x1, y1, 

z1) y (x, y, z). Describa el conjunto de todos los puntos (x, y, z) 

tales que ��v�� = 4.

DESARROLLO DE CONCEPTOS

93.  Describir coordenadas Un punto en el sistema de 

coordenadas tridimensional tiene las coordenadas (x0, y0, z0). 

Describa qué mide cada una de las coordenadas.

94.  Fórmula de distancia Dé la fórmula para la distancia 

entre los puntos (x1, y1, z1) y (x2, y2, z2).

95.  Ecuación estándar de una esfera Dé la ecuación 

canónica o estándar de una esfera de radio r centrada en 

(x0, y0, z0).

96.  Vectores paralelos Dé la defi nición de vectores pa-

ralelos.

97.  Usar un triángulo y vectores Sean A, B y C los vértices 

de un triángulo. Encuentre AB
\

BC
\

CA
\

.

98.  Usar vectores Sean r = 〈x, y, z〉 y r0 = 〈1, 1, 1〉. Describa 

el conjunto de todos los puntos (x, y, z) tales que ��r – r0�� = 2.

99.  Diagonal de un cubo Halle las componentes del vector 

unitario v en la dirección de la diagonal del cubo que se mues-

tra en la fi gura.

Figura para 100Figura para 99

100

z

−50

75
x

yy

x

v

⏐⏐ v⏐⏐ = 1

z

100.  Cable de sujeción El cable de sujeción de una torre de 

100 pies tiene una tensión de 550 libras. Use las distancias 

mostradas en la fi gura y dé las componentes del vector F que 

representa la tensión del cable.

101.  Focos del auditorio 

Los focos en un auditorio son discos de 24 libras y 18 
pulgadas de radio. Cada disco está sostenido por tres 
cables igualmente espaciados de L pulgadas de longitud 
(vea la fi gura).

 

18 pulg.

L

(a)   Exprese la tensión T de cada cable en función de L. 
Determine el dominio de la función.

(b)   Use una herramienta de grafi cación y la función del 
inciso (a) para completar la tabla.

 

L 20 25 30 35 40 45 50

T

(c)   Represente en la herramienta de grafi cación el modelo 
del inciso (a) y determine las asíntotas de su gráfi ca.

(d)   Compruebe analíticamente las asíntotas obtenidas 
en el inciso (c).

(e)   Calcule la longitud mínima que debe tener cada ca-
ble, si un cable está diseñado para llevar una carga 
máxima de 10 libras.

102.  Piénselo Suponga que cada cable en el ejercicio 101 tie-

ne una longitud fi ja L = a y que el radio de cada disco es 

r0 pulgadas. Haga una conjetura acerca del límite lím
r0→a  T y 

justifi que su respuesta.

103.  Soportes de cargas Determine la tensión en cada uno 

de los cables de soporte mostrados en la fi gura si el peso de 

la caja es de 500 newtons.

Figura para 104Figura para 103

6 pies

A

C

D

10 pies

B

18 pies

8 pies

x
y

z

A

B

C

D

60 cm

70 cm45 cm

65 cm

115 cm

104.  Construcción Un muro de hormigón es sostenido tempo-

ralmente en posición vertical por medio de cuerdas (vea la 

fi gura). Halle la fuerza total ejercida sobre la clavija en posi-

ción A. Las tensiones en AB y AC son 420 libras y 650 libras.

105.  Geometría Escriba una ecuación cuya gráfi ca conste del 

conjunto de puntos P(x, y, z) que distan el doble de A(0, –1, 1) 

que de B(1, 2, 0). Describa la fi gura geométrica representada 

por la ecuación.
Losevsky Photo y Video/Shutterstock.com
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766 Capítulo 11  Vectores y la geometría del espacio

  Usar las propiedades del producto escalar de dos vectores.
  Hallar el ángulo entre dos vectores usando el producto escalar.
  Hallar los cosenos directores de un vector en el espacio. 
  Hallar la proyección de un vector sobre otro vector.
  Usar los vectores para calcular el trabajo realizado por una fuerza constante. 

El producto escalar
Hasta ahora se han estudiado dos operaciones con vectores, la suma de vectores y el 

producto de un vector por un escalar, cada una de las cuales da como resultado otro vec-

tor. En esta sección se presenta una tercera operación con vectores llamada el producto 
escalar. Este producto da como resultado un escalar y no un vector.

Defi nición de producto escalar

El producto escalar de u = 〈u1, u2〉 y v = 〈v1, v2〉 es

u v u1v1 u2v2.

El producto escalar de u = 〈u1, u2, u3〉 y v = 〈v1, v2, v3〉 es

u v u1v1 u2v2 u3v3.

TEOREMA 11.4 Propiedades del producto escalar

Sean u, v y w vectores en el plano o en el espacio, y sea c un escalar.

1. Propiedad conmutativa

2. Propiedad distributiva

3.

4.

5. v v v 2

0 v 0

c u v cu v u cv

u v w u v u w

u v v u

Demostración Para demostrar la primera propiedad, sea u = 〈u1, u2, u3〉 y v = 〈v1, 

v2, v3〉. Entonces

v u.v1u1 v2u2 v3u3 u v u1v1 u2v2 u3v3

Para la quinta propiedad, sea v = 〈v1, v2, v3〉. Entonces

v 2.v1
2 v2

2 v3
2 2 v v v1

2 v2
2 v3

2

Se dejan las demostraciones de las otras propiedades al lector.
Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de esta demostración de Bruce Edwards. 

EJEMPLO 1  Calcular productos escalares

Dados u = 〈2, –2〉, v = 〈5, 8〉 y w = 〈–4, 3〉.

a.

b.

c.

d. 254 4 3 34, 3 4, 3w 2 w w

u 2v 2 u v 2 6 12

u v w 6 4, 3 24, 18

u v 2, 2 5, 8 2 5 2 8 6

 

Observe que el resultado del inciso (b) es una cantidad vectorial, mientras que los resul-

tados de los otros tres incisos son cantidades escalares. 

11.3 El producto escalar de dos vectores

COMENTARIO El pro-

ducto escalar de dos vectores 

recibe este nombre debido a que 

da como resultado un escalar; 

también se le llama producto 
escalar o interno de los dos 

vectores.

Exploración
Interpretación de un producto 
escalar 
En la fi gura se muestran varios 

vectores en el círculo unitario. 

Halle los productos escalares 

de varios pares de vectores. 

Después encuentre el ángulo 

entre cada par usado. Haga 

una conjetura sobre la relación 

entre el producto escalar de dos 

vectores y el ángulo entre los 

vectores.

0°

30°

60°120°

150°

180°

210°

240°
270°

300°

330°

90°
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767 11.3  El producto escalar de dos vectores

Ángulo entre dos vectores
El ángulo entre dos vectores distintos de cero es el ángulo u, 0 ≤ u ≤ p, entre sus res-

pectivos vectores en posición canónica o estándar, como se muestra en la fi gura 11.24. 

El siguiente teorema muestra cómo encontrar este ángulo usando el producto escalar. 

(Observe que el ángulo entre el vector cero y otro vector no está defi nido aquí.)

El ángulo entre dos vectores.
Figura 11.24

Origen

u
v

θ

v − u

TEOREMA 11.5 Ángulo entre dos vectores

Si u es el ángulo entre dos vectores distintos de cero u y v, donde 0 ≤ u ≤ p, entonces

cos 
u v
u v

.
 

Demostración Considere el triángulo determinado por los vectores u, v y v – u, 

como se muestra en la fi gura 11.24. Por la ley de los cosenos se puede escribir

v u 2 u 2 v 2 2 u  v  cos .

Usando las propiedades del producto escalar, el lado izquierdo puede reescribirse como

 v 2 2u v u 2

 v v u v v u u u

 v u v v u u

 v u 2 v u v u

y sustituyendo en la ley de los cosenos se obtiene

 soc 
u v
u v

.

 2u v 2 u  v  cos 

 v 2 2u v u 2 u 2 v 2 2 u  v  cos 

Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de esta demostración de Bruce Edwards. 

Observe en el teorema 11.5 que debido a que ��u�� y ��v�� son siempre positivas, 

u ⋅ v y cos u siempre tendrán el mismo signo. La fi gura 11.25 muestra las orientaciones 

posibles de los dos vectores.

Figura 11.25
cos 10 < cos < 1cos 01 < cos < 0cos 1

00 < < 222 < <

u
v

Misma
dirección

θ
u

v

u   v > 0

θ
u

v

u   v = 0

θu

v

u   v < 0

θ

u v

Dirección
opuesta
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768 Capítulo 11  Vectores y la geometría del espacio

De acuerdo con el teorema 11.5, se puede ver que dos vectores distintos de cero 

forman un ángulo recto si y sólo si su producto escalar es cero, entonces se dice que los 

dos vectores son ortogonales.

Defi nición de vectores ortogonales

Los vectores u y v son ortogonales si u ⋅ v = 0.

COMENTARIO Los términos “perpendicular”, “ortogonal” y “normal” signifi can 

esencialmente lo mismo, formar ángulos rectos. Sin embargo, es común decir que dos 

vectores son ortogonales, dos rectas o planos son perpendiculares, y que un vector es 

normal a una recta o plano dado.

De esta defi nición se deduce que el vector cero es ortogonal a todo vector u, ya que 

0 ⋅ u = 0. Si 0 ≤ u ≤ p, entonces se sabe que cos u = 0 si y sólo si u = p�2. Por tanto, 

se puede usar el teorema 11.5 para concluir que dos vectores distintos de cero son orto-

gonales si y sólo si el ángulo entre ellos es p�2.

EJEMPLO 2  Hallar el ángulo entre dos vectores

Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo.

Si u = 〈3, –1, 2〉, v = 〈–4, 0, 2〉, w = 〈1, –1, –2〉 y z = 〈2, 0, –1〉, halle el ángulo entre 

cada uno de los siguientes pares de vectores.

a.  u y v  b. u y w c. v y z

Solución

a.

radianesComo

b.

son ortogonales. Así,

c. cos 
v z
v z

8 0 2

20 5

10

100
1

2.wuu w 0,

cos 
u w
u w

3 1 4

14 6

0

84
0

arcos 
4

70
2.069u v < 0,

cos 
u v
u v

12 0 4

14 20

8

2 14 5

4

70

Como y

Por consiguiente, u = p. Observe que v y z son paralelos, con v = –2z. 

Cuando se conoce el ángulo entre dos vectores, el teorema 11.5 se reescribe en la 

forma

Forma alternativa del producto escalar     u v u  v  cos      

EJEMPLO 3  Forma alternativa del producto punto

Dado que ��u�� = 10, ��v�� = 7, y el ángulo entre u y v es p�4, halle u ⋅ v.

Solución Use la forma alternativa del producto escalar como se muestra

u v u  v  cos 10 7  cos 
4

35 2
  

COMENTARIO El ángulo 

entre u y v en el ejemplo 3(a) 

también se puede escribir 

aproximadamente como 

118.561°.
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769 11.3  El producto escalar de dos vectores

Cosenos directores
En el caso de un vector en el plano se ha visto que 

es conveniente medir su dirección en términos del 

ángulo, medido en sentido contrario a las manecillas 

del reloj, desde el eje x positivo hasta el vector. En 

el espacio es más conveniente medir la dirección en 

términos de los ángulos entre el vector v distinto de 

cero y los tres vectores unitarios i, j y k, como se 

muestra en la fi gura 11.26. Los ángulos a, b y  son 

los ángulos de dirección de v, y cos a, cos b y 

cos  son los cosenos directores de v. Como

y

v i v1, v2, v3 1, 0, 0 v1

v i v  i  cos v  cos 

se deduce que cos a = v1���v��. Mediante un razonamiento similar con los vectores uni-

tarios j y k, se tiene

es el ángulo entre 

es el ángulo entre

es el ángulo entre k.vcos 
v3

v
.

j.vcos 
v2

v

i.vcos 
v1

v
e

y

y

Por consiguiente, cualquier vector v distinto de cero en el espacio tiene la forma normalizada

v
v

v1

v
i

v2

v
j

v3

v
k cos  i cos j cos k

y como v���v�� es un vector unitario, se deduce que

cos2 cos2 cos2 1.

EJEMPLO 4  Calcular los ángulos de dirección

Encuentre los cosenos y los ángulos directores del vector v = 2i + 3j + 4k, y demuestre 

que cos2 a + cos2 b + cos2  = 1.

Solución Como  v 22 32 42 29, puede escribir lo siguiente.

Ángulo entre 

Ángulo entre 

Ángulo entre kv42.0cos 
v3

v
4

29

jv56.1cos 
v2

v
3

29

iv68.2cos 
v1

v
2

29

y

y

e

Además, la suma de los cuadrados de los cosenos directores es

 1.

 
29
29

soc 2 cos2 cos2 
4
29

9
29

16
29

Vea la fi gura 11.27. 

COMENTARIO Recuer-

de que a, b y  son las letras 

griegas alfa, beta y gamma, 

respectivamente.

x

y

v

j

k

i

γ

β
α

z

Ángulos de dirección.

Figura 11.26

z

x y

4
3

2
1

4
3

1
2

4

3

2

1

γ

βα

γ
β = ángulo entre v y j

= ángulo entre v y k

v = 2i + 3j + 4k

α = ángulo entre v  e i

Ángulos de dirección de
Figura 11.27

v.
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770 Capítulo 11  Vectores y la geometría del espacio

Proyecciones y componentes vectoriales
Ya ha visto aplicaciones en las que se suman dos vectores para obtener un vector resul-

tante. Muchas aplicaciones en la física o en la ingeniería plantean el problema inverso, 

descomponer un vector dado en la suma de dos componentes vectoriales. El ejemplo 

físico siguiente permitirá comprender la utilidad de este procedimiento.

Considere una lancha sobre una rampa inclinada, como se muestra en la fi gura 

11.28. La fuerza F debida a la gravedad empuja la lancha hacia abajo de la rampa y 

contra la rampa. Estas dos fuerzas, w1 y w2, son ortogonales y reciben el nombre de 

componentes vectoriales de F.

Componentes vectoriales de FF w1 w2

Las fuerzas w1 y w2 ayudan a analizar el efecto de la gravedad sobre la lancha. Por ejem-

plo, w1 representa la fuerza necesaria para impedir que la lancha se deslice hacia abajo 

por la rampa, mientras que w2 representa la fuerza que deben soportar los neumáticos.

Defi niciones de proyección y componentes vectoriales

Sean u y v vectores distintos de cero. Además, sea 

u w1 w2 

donde w1 es paralelo a v y w2 es ortogonal a v, como se muestra en la fi gura 11.29.

1.  A w1 se le llama proyección de u en v o componente vectorial de u a lo largo 
de v, y se denota por w1 = proyv u. 

2.  A w2 = u – w se le llama componente vectorial de u ortogonal a v.

componente vectorial de

Figura 11.29
vuw2

vuvuw1 proyvu

θ

w1

w2
u

v

es obtuso..θ

θ

w1

w2
u

v

es agudo.θ

la proyección de en componente vectorial de en dirección de
ortogonal a 

EJEMPLO 5  Hallar la componente vectorial de u ortogonal a v

Encuentre la componente del vector de u = 〈5, 10〉 que es ortogonal a v = 〈4, 3〉, dado que 

y

u 5, 10 w1 w2.

w1 proyvu 8, 6

Solución Como u = w1 + w2, donde w1 es paralelo a v, se deduce que w2 es la com-

ponente vectorial de u ortogonal a v. Por tanto, tiene

 3, 4 .

 5, 10 8, 6

w2 u w1

Verifi que que w2 es ortogonal a v, como se muestra en la fi gura 11.30. 

F
w2

w1

La fuerza debida a la gravedad empuja 
la lancha contra la rampa y hacia abajo 
por la rampa.
Figura 11.28

x

w1w2

u

v

(− 3, 4)

(8, 6)

(4, 3)

(5, 10)

− 2− 4 2 4 6 8

− 2

2

4

8

10

y

Figura 11.30
u w1 w .2
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771 11.3  El producto escalar de dos vectores

Del ejemplo 5, puede ver que es fácil encontrar la componente vectorial w2 una vez 

que ha hallado la proyección, w1, de u en v. Para encontrar esta proyección, use el pro-

ducto escalar como establece el teorema siguiente, el cual se demuestra en el ejercicio 78.

TEOREMA 11.6 Proyección usando el producto escalar

Si u y v son vectores distintos de cero, entonces la proyección de u sobre v está 

dada por

proyvu
u v

v 2 v.

La proyección de u sobre v puede expresarse como un múltiplo escalar de un vector 

unitario en la dirección de v. Es decir,

u v
v 2 v

u v
v

 
v
v

k
v
v

.
 

Al escalar k se le llama la componente de u en la dirección de v. Por tanto, 

k
u v

v
u  cos .

EJEMPLO 6   Descomponer un vector en componentes 
vectoriales

Determine la proyección de u sobre v y la componente vectorial de u ortogonal a v de 

los vectores 

y v 7i j 2k.u 3i 5j 2k  

Solución La proyección de u sobre v es 

w1 proyv u
u v

v 2 v
12
54

7i j 2k
14
9

i
2
9

j
4
9

k.

La componente vectorial de u ortogonal a v es el vector

w2 u w1 3i 5j 2k
14
9

i
2
9

j
4
9

k
13
9

i
47
9

j
22
9

k.

Vea la fi gura 11.31.

EJEMPLO 7  Calcular una fuerza

Una lancha de 600 libras se encuentra sobre una rampa inclinada 30°, como se muestra 

en la fi gura 11.32. ¿Qué fuerza se requiere para impedir que la lancha resbale cuesta 

abajo por la rampa?

Solución Como la fuerza debida a la gravedad es vertical y hacia abajo, puede repre-

sentar la fuerza de la gravedad mediante el vector F = –600j. Para encontrar la fuerza 

requerida para impedir que la lancha resbale por la rampa, proyecte F sobre un vector 

unitario v en la dirección de la rampa, como sigue.

Vector unitario en la dirección de la rampav cos 30 i sen 30 j
3

2
i

1
2

j

Por tanto, la proyección de F sobre v está dada por

w1 proyvF
F v

v 2 v F v v 600
1
2

v 300
3

2
i

1
2

j .

La magnitud de esta fuerza es 300, y por consiguiente se requiere una fuerza de 300 libras 

para impedir que la lancha resbale por la rampa.  

8

6

2

4

2

− 2

− 4

y

x

w1

w2

u

v

u = 3i − 5j + 2k
v = 7i + j − 2k

z

Figura 11.31
u w1 w .2

F

w1 = proyv(F)

v

30°

w1

Figura 11.32

COMENTARIO Observe 

la diferencia entre los términos 

“componente” y “componente 

vectorial”. Por ejemplo, usando 

las vectores unitarios canónicos 

o estándar con u = u1i + u2j, 
u1 es la componente de u en la 

dirección de i y u1i es la compo-
nente vectorial en la dirección i.
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772 Capítulo 11  Vectores y la geometría del espacio

Trabajo
El trabajo W realizado por una fuerza constante F que actúa a lo largo de la recta de 

movimiento de un objeto está dado por

W magnitud de fuerza distancia F   PQ
\

como se muestra en la fi gura 11.33(a). Si la fuerza constante F no está dirigida a lo largo 

de la recta de movimiento, se puede ver en la fi gura 11.33(b) que el trabajo realizado W 

por la fuerza es

F PQ
\

.cos F  PQ
\

W proyPQ
\F  PQ

\

(a) La fuerza actúa a lo largo de la recta 
de movimiento.

(b) La fuerza actúa formando un ángulo 
con la recta de movimiento. 

Figura 11.33

proyPQ F

F

P Q

θ

Trabajo = ⎜⎜proyPQF⎜⎜⎜⎜PQ⎜⎜
Trabajo = ⎜⎜F⎜⎜⎜⎜PQ⎜⎜

F

P Q

Esta noción de trabajo se resume en la defi nición siguiente. 

Defi nición de trabajo

El trabajo W realizado por una fuerza constante F a medida que su punto de apli-

cación se mueve a lo largo del vector PQ
\

 está dado por las siguientes expresiones.

1. En forma de proyección

2. En forma de producto escalarW F PQ
\

 W proyPQ\ F  PQ
\

EJEMPLO 8  Calcular trabajo

Para cerrar una puerta corrediza, una persona tira de una cuerda con una fuerza constante 

de 50 libras y un ángulo constante de 60°, como se muestra en la fi gura 11.34. Encuentre 

el trabajo realizado al mover la puerta 12 pies hacia la posición en que queda cerrada.

Figura 11.34

P Q

12 pies

12 pies

F

60°

proyPQF

Solución Usando una proyección, se puede calcular el trabajo como sigue. 

300 pies-libras
1
2

50 12cos 60  F   PQ
\

W proyPQ\ F  PQ
\
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773 11.3  El producto escalar de dos vectores

Encontrar productos escalares En los ejercicios 1 a 8, en-
cuentre (a) u ∙ v, (b) u ∙ u, (c) ||u||2, (d) (u ∙ v)v, y (e) u ∙ (2v).

.2.1

.4.3

.6.5

.8.7

v i 3j 2kv i k

u 2i j 2ku 2i j k

v iu i,v 0, 6, 5u 2, 3, 4 ,

v 7, 5u 4, 8 ,v 3, 2u 6, 4 ,

v 2, 3u 4, 10 ,v 1, 5u 3, 4 ,

Hallar el ángulo entre dos vectores En los ejercicios 9 a 
16, calcule el ángulo U entre los vectores (a) en radianes y (b) en 
grados.

.01.9

11.

12.

.41.31

.61.51

v i 2j kv 2j 3k

u 2i 3j ku 3i 4j

v 2i 3jv 2, 1, 1

u 3i 2j ku 1, 1, 1

v cos
3
4

i sen
3
4

ju cos
6

i sen
6

j,

v 2i 4ju 3i j,

v 2, 1u 3, 1 ,v 2, 2u 1, 1 ,

Forma alternativa del producto punto En los ejercicios 17 
y 18, utilice la forma alternativa del producto escalar de u ∙ v. 

17. y el ángulo entre

18. y el ángulo entre 5 6.vuv 25,u 40,

3.vuv 5,u 8, y

y

es

es

Comparar vectores En los ejercicios 19 a 24, determine si u 
y v son ortogonales, paralelos o ninguna de las dos cosas.

.02.91

.22.12

.42.32

v sen , cos , 0v 1, 1, 1

u cos , sen , 1u 2, 3, 1

v 2i j kv i 2j k

u 2i 3j ku j 6k

v 2i 4ju 1
3 i 2j ,v 1

2, 2
3u 4, 3 ,

Clasifi car un triángulo En los ejercicios 25 a 28 se dan los 
vértices de un triángulo. Determine si el triángulo es un trián-
gulo agudo, un triángulo obtuso o un triángulo recto. Explique 
su razonamiento.

25.

26.

27.

28. 2, 7, 3 , 1, 5, 8 , 4, 6, 1

2, 0, 1 , 0, 1, 2 , 0.5, 1.5, 0

3, 0, 0 , 0, 0, 0 , 1, 2, 3

1, 2, 0 , 0, 0, 0 , 2, 1, 0

Hallar ángulos de dirección En los ejercicios 29 a 34, en-
cuentre los cosenos directores de u y demuestre que la suma de 
los cuadrados de los cosenos directores es 1.

.03.92 u 5i 3j ku i 2j 2k

.23.13

.43.33 u 1, 5, 2u 0, 6, 4

u 4i 3j 5ku 3i 2j 2k

Hallar la proyección de u sobre v En los ejercicios 35 a 
42, (a) encuentre la proyección de u sobre v, y (b) encuentre la 
componente del vector de u ortogonal a v.

.63.53

37.

38.

39.

40.

41.

42. v 3i 2ku i 4k,

v 3j 4ku 2i j 2k,

v 2, 1, 1u 8, 2, 0 ,

v 1, 1, 1u 0, 3, 3 ,

v 3i 2ju 2i 3j,

v 5i ju 2i 3j,

v 1, 3u 9, 7 ,v 1, 4u 6, 7 ,

DESARROLLO DE CONCEPTOS

43. Producto escalar Defi na el producto escalar de los 

vectores u y v.

44.  Vectores ortogonales Dé la defi nición de vectores 

ortogonales. Si los vectores no son paralelos ni ortogona-

les. ¿Cómo se encuentra el ángulo entre ellos? Explique.

45.  Usar vectores Determine cuál de las siguientes expre-

siones están defi nidas para vectores distintos de cero u, v 

y w. Explique el razonamiento.

 

)b()a(

)d()c( u v wu v w

u v wu v w

46.  Cosenos directores Describa los cosenos directores y 

los ángulos de dirección de un vector v.

47.  Proyección Dé una descripción geométrica de la pro-

yección de u sobre v.

48.  Proyección ¿Que puede decir acerca de los vectores u 

y v si (a) la proyección de u sobre v es igual a u y (b) la 

proyección de u sobre v es igual a 0?

49.  Proyección ¿Si la proyección de u sobre v tiene la mis-

ma magnitud que la proyección de v sobre u, ¿se puede 

concluir que ��u�� = ��v��? Explique. 

¿CÓMO LO VE? ¿Qué se sabe acerca de u, el ángu-

lo entre dos vectores u y v distintos de cero, cuando 

(a) ? (b) ? (c) ?

vu

Origen

θ

u v < 0u v > 0u v 0

11.3 Ejercicios   Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios 
con numeración impar.
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774 Capítulo 11  Vectores y la geometría del espacio

51.  Ingresos El vector u = 〈3240, 1450, 2235〉 da el número de 

hamburguesas, bocadillos de pollo y hamburguesas con queso, 

respectivamente, vendidas en una semana en un restaurante de 

comida rápida. El vector v = 〈2.25, 2.95, 2.65〉 da los precios (en 

dólares) por unidad de los tres artículos alimenticios. Encuentre 

el producto escalar u ⋅ v y explique qué información proporciona.

52.  Ingresos Repita el ejercicio 59 después de incrementar los 

precios 4%. Identifi que la operación vectorial usada para in-

crementar los precios 4%.

Vectores ortogonales En los ejercicios 53 a 56, encuentre 
dos vectores en direcciones opuestas que sean ortogonales al 
vector u. (Las respuestas no son únicas.)

.45.35

.65.55 u 4, 3, 6u 3, 1, 2

u 9i 4ju 1
4 i 3

2 j

57.  Hallar un ángulo Encuentre el ángulo entre la diagonal de 

un cubo y una de sus aristas.

58.  Hallar un ángulo Encuentre el ángulo entre la diagonal de 

un cubo y la diagonal de uno de sus lados.

59.  Fuerza de frenado Un camión de 48,000 libras está esta-

cionado sobre una pendiente de 10° (vea la fi gura). Si supone 

que la única fuerza a vencer es la de la gravedad, determine 

(a) la fuerza requerida para evitar que el camión ruede cuesta 

abajo y (b) la fuerza perpendicular a la pendiente.

Peso = 48,000 lb

10°

60.  Fuerza de frenado Una camioneta deportiva de 5400 li-

bras está estacionada sobre una pendiente de 18°. Si supone 

que la única fuerza a vencer es la debida a la gravedad. Deter-

mine (a) la fuerza requerida para evitar que la camioneta ruede 

cuesta abajo y (b) la fuerza perpendicular a la pendiente.

61.  Trabajo Un objeto es jalado 10 pies por el suelo usando una 

fuerza de 85 libras, la dirección de la fuerza es 60° sobre la 

horizontal (vea la fi gura). Calcule el trabajo realizado.

 Figura para 62Figura para 61

20°
60°

10 pies

85 libras

No está dibujado a escala

62.  Trabajo Un coche de juguete se jala ejerciendo una fuerza 

de 25 libras sobre una manivela que forma un ángulo de 20° 

con la horizontal (vea la fi gura). Calcule el trabajo realizado al 

jalar el coche 50 pies.

63.  Trabajo Un carro se remolca usando una fuerza de 1600 

newtons. La cadena que se usa para jalar el carro forma un 

ángulo de 25° con la horizontal. Encuentre el trabajo que se 

realiza al remolcar el carro 2 kilómetros.

64.  Trabajo

Se tira de un trineo 
ejerciendo una fuerza 
de 100 newtons en una 
cuerda que hace un 
ángulo de 25° con la 
horizontal. Encuentre 
el trabajo efectuado al 
jalar el trineo 40 metros.

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 65 y 66, determine si 
el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué 
o dé un ejemplo que demuestre que es falso.

65.  Si u ⋅ v = u ⋅ w y u ≠ 0, entonces v = w.

66.  Si u y v son ortogonales a w, entonces u + v es ortogonal a w.

Usar puntos de intersección En los ejercicios 67 a 70, (a) en-
cuentre todos los puntos de intersección de las gráfi cas de las dos 
ecuaciones, (b) encuentre los vectores unitarios tangentes a cada 
curva en los puntos de intersección y (c) determine los ángulos 
0° ≤ U ≤ 90° entre las curvas en sus puntos de intersección.

.86.76

.07.96 y x3 1y 1 2 x,y x2 1y 1 x2,

y x1 3y x3,y x1 3y x2,

71.  Demostración Use vectores para demostrar que las diago-

nales de un rombo son perpendiculares.

72.  Demostración Use vectores para demostrar que un pa-

ralelogramo es un rectángulo si y sólo si sus diagonales son 

iguales en longitud.

73.  Ángulo de enlace Considere un tetraedro regular con los 

vértices (0, 0, 0), (k, k, 0), (k, 0, k) y (0, k, k), donde k es un 

número real positivo.

 (a)  Dibuje la gráfi ca del tetraedro.

 (b)  Encuentre la longitud de cada arista.

 (c)  Encuentre el ángulo entre cada dos aristas.

 (d)  Encuentre el ángulo entre los segmentos de recta desde el 
centroide (k�2, k�2, k�2) a dos de los vértices. Éste es 
el ángulo de enlace en una molécula como CH4 o PbCl4, 
cuya estructura es un tetraedro.

74.  Demostración Considere los vectores u = 〈cos a, sen a, 0〉 
y v = 〈cos b, sen b, 0〉, donde a > b. Calcule el producto escalar 

de los vectores y use el resultado para demostrar la identidad

cos (a − b) = cos a cos b + sen a sen b.

75.  Demostración Demuestre que ��u – v��2 = ��u��2 + ��v��2 – 

2u ⋅ v.

76.  Demostración Demuestre la desigualdad de Cauchy-
Schwarz:

�u ⋅ v� ≤ ��u�� ��v��.
77.  Demostración Demuestre la desigualdad del triángulo 

��u + v�� ≤ ��u�� + ��v��.

78.  Demostración Demuestre el teorema 11.6.

Ziva_K/iStockphoto.com
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775 11.4  El producto vectorial de dos vectores en el espacio

  Hallar el producto vectorial de dos vectores en el espacio.
  Usar el producto escalar triple de tres vectores en el espacio.

El producto vectorial
En muchas aplicaciones en física, ingeniería y geometría hay que encontrar un vector en 

el espacio ortogonal a dos vectores dados. En esta sección estudiará un producto que da 

como resultado ese vector. Se llama producto vectorial y se defi ne y calcula de manera 

más adecuada utilizando los vectores unitarios canónicos o estándar. El producto vecto-

rial debe su nombre a que da como resultado un vector. Al producto vectorial también se 

le suele llamar producto cruz.

Defi nición de producto vectorial de dos vectores en el espacio

Sean 

y v v1i v2 j v3ku u1i u2 j u3k

vectores en el espacio. El producto cruz de u y v es el vector

u v u2v3 u3v2 i u1v3 u3v1 j u1v2 u2v1 k.

Es importante hacer notar que esta defi nición sólo aplica a vectores tridimensionales. El 

producto vectorial no está defi nido para vectores bidimensionales. 

Una manera adecuada para calcular u × v es usar determinantes con expansión de 

cofactores, como se muestra a continuación. (Esta forma empleando determinantes 3 × 3 

se usa sólo para ayudar a recordar la fórmula del producto vectorial, pero técnicamente 

no es un determinante, porque las entradas de la matriz correspondiente no son todas 

números reales.)

 u2v3 u3v2 i u1v3 u3v1 j u1v2 u2v1 k

 
u2

v2

u3

v3
 i

u1

v1

u3

v3
  j

u1

v1

u2

v2
  k

 
i
u1
v

1

j
u2

v2

k
u3

v3

  i
i
u1
v

1

j
u2

v2

k
u3

v3

   j
i
u1
v

1

j
u2

v2

k
u3

v3

   k

 u v
i  
u1

v1

j
u2

v2

 k
u3

v3

Poner u

Poner v

en la fila 2.

en la fila 3.

Observe el signo menos delante de la componente j. Cada uno de los tres determinantes 

se puede evaluar usando el modelo diagonal siguiente.

a
c

b
d

ad bc.

Aquí están un par de ejemplos

y

4
6

0
3

4 3 0 6 12

2
3

4
1

2 1 4 3 2 12 14

Exploración
Propiedad geométrica del 
producto vectorial Abajo se 

muestran tres pares de vectores. 

Use la defi nición para encontrar 

el producto vectorial de cada 

par. Dibuje los tres vectores 

en un sistema tridimensional. 

Describa toda relación entre los 

tres vectores. Use la descripción 

para escribir una conjetura 

acerca de u, v y u × v.

a.

b.

c.

x

y
1 2 3

2

−2
−3

3

2

1

−3

−3 −2

u

v

z
u 3, 3, 0 , v 3, 3, 0

x

y
1 2 33

2
1

−2
−3

3

2

−3

−2

−3 −2

v

u

z
u 0, 3, 3 , v 0, 3, 3

x

y
1 2 33

1

−2
−3

3

2

1

−3

−3
u

v

z

u 3, 0, 3 , v 3, 0, 3

11.4 El producto vectorial de dos vectores en el espacio
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776 Capítulo 11  Vectores y la geometría del espacio

EJEMPLO 1  Hallar el producto vectorial

Dados u = i – 2j + k y v = 3i + j – 2k, determine cada uno de los siguientes productos 

vectoriales.

a. b. c. v vv uu v

Solución

a.

b.

c. v v
i
3
3

j
1
1

k
2
2

0

 3i 5 j 7k

 1 4 i 3 2 j 6 1 k

 
1
2

2
1

i
3
1

2
1

j
3
1

1
2

k

  v u
i
3
1

j
1
2

k
2
1

 3i 5 j 7k

 4 1 i 2 3 j 1 6 k

 
2
1

1
2

i
1
3

1
2

j
1
3

2
1

k

  u v
i
1
3

j
2
1

k
1
2

 

Los resultados obtenidos en el ejemplo 1 sugieren algunas propiedades algebraicas 

interesantes del producto vectorial. Por ejemplo, u × v = –(v × u) y v × v = 0. Estas 

propiedades, y algunas otras, se presentan en forma resumida en el teorema siguiente.

TEOREMA 11.7 Propiedades algebraicas del producto vectorial

Sean u, v y w vectores en el espacio, y sea c un escalar.

1.

2.

3.

4.

5.

6. u v w u v w

u u 0

u 0 0 u 0

c u v cu v u cv

u v w u v u w

u v v u

Demostración Para demostrar la propiedad 1, sean u = u1i + u2j + u3k y v = v1i 
+ v2j + v3k. Entonces

y

v u v2u3 v3u2 i v1u 3 v3u1 j v1u2 v2u1 k

u v u2v3 u3v2 i u1v3 u3v1 j u1v2 u2v1 k

la cual implica que u × v = –(v × u). Las demostraciones de las propiedades 2, 3, 5 y 6 

se dejan como ejercicios (vea los ejercicios 51 a 54). 
Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de esta demostración de Bruce Edwards. 

NOTACIÓN PARA LOS PRODUCTOS 
ESCALAR Y VECTORIAL

La notación para el producto escalar 
y para el producto vectorial la 
introdujo el físico estadounidense 
Josiah Willard Gibbs (1839-1903). 
A comienzos de la década de 
1880, Gibbs construyó un sistema 
para representar cantidades físicas 
llamado “análisis vectorial”. El sistema 
fue una variante de la teoría de los 
cuaterniones de Hamilton.

COMENTARIO Observe 

que este resultado es el negativo 

del obtenido en el inciso (a).
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777 11.4  El producto vectorial de dos vectores en el espacio

Observe que la propiedad 1 del teorema 11.7 indica que el producto vectorial no es 
conmutativo. En particular, esta propiedad indica que los vectores u × v y v × u tienen 

longitudes iguales pero direcciones opuestas. El teorema siguiente da una lista de algu-

nas otras de las propiedades geométricas del producto vectorial de dos vectores.

TEOREMA 11.8 Propiedades geométricas del producto vectorial

Sean u y v vectores distintos de cero en el espacio, y sea u el ángulo entre u y v.

1.  u × v es ortogonal, tanto a u como a v.

2.  ��u × v�� = ��u�� ��v�� sen u.

3.  u × v = 0 si y sólo si u y v son múltiplos escalares uno de otro.

4.  ��u × v�� = área del paralelogramo que tiene u y v como lados adyacentes.

Demostración Para probar la propiedad 2, observe que como cos u v  
u  v , se deduce que

 u v .

 u2v3 u3v2)
2 u1v3 u3v1

2 u1v2 u2v1
2

 u1
2 u2

2 u3
2 v1

2 v2
2 v3

2 u1v1 u2v2 u3v3
2

 u 2 v 2 u v 2

 u  v 1
u v 2

u 2 v 2

 u  v sen u  v 1 cos2 

Para demostrar la propiedad 4, vaya a la fi gura 11.35, que es un paralelogramo que tiene 

v y u como lados adyacentes. Como la altura del paralelogramo es ��v�� sen u, el área es

 u v .

 u  v sen

Área  base altura

Las demostraciones de las propiedades 1 y 3 se dejan como ejercicios (vea los ejercicios 

55 y 56).
Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de esta demostración de Bruce Edwards. 

Tanto u × v como v × u son perpendiculares al plano determinado por u y v. Una 

manera de recordar las orientaciones de los vectores u, v y u × v es compararlos con los 

vectores unitarios i, j y k = i × j, como se muestra en la fi gura 11.36. Los tres vectores 

u, v y u × v forman un sistema dextrógiro, mientras que los tres vectores u, v y v × u 

forman un sistema levógiro.

Sistemas dextrógiros.
Figura 11.36

u × v

v

u
Plano determinado 
por u y v

j

i

k = i × j

xyPlano 

u

v

θ

  ⎜⎜v⎜⎜ θsen

Los vectores

Figura 11.35

vu y son los lados 
adyacentes de un paralelogramo.

COMENTARIO De las 

propiedades 1 y 2 presentadas 

en el teorema 11.8 se desprende 

que si n es un vector unitario 

ortogonal a u y a v, entonces

u v  ± u  v  sen n.
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778 Capítulo 11  Vectores y la geometría del espacio

EJEMPLO 2  Utilizar el producto vectorial

Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo.

Encuentre un vector unitario que es ortogonal tanto a

u = i – 4j + k 

como a 

v = 2i + 3j.

Solución El producto vectorial u × v, como se muestra en la fi gura 11.37, es ortogo-

nal tanto a u como a v. 

Producto vectorial

 3i 2j 11k

u v
i
1
2

j
4
3

k
1
0

Como

u v 3 2 22 112 134

un vector unitario ortogonal tanto a u como a v es

u v
u v

3

134
i

2

134
j

11

134
k.

 

En el ejemplo 2, observe que se podría haber usado el producto vectorial v × u para 

formar un vector unitario ortogonal tanto a u como a v. Con esa opción, se habría obte-

nido el negativo del vector unitario encontrado en el ejemplo. 

EJEMPLO 3  Aplicación geométrica del producto vectorial

Demuestre que el cuadrilátero con vértices en los puntos siguientes es un paralelogramo 

y calcule su área.

A = (5, 2, 0)  B = (2, 6, 1)

C = (2, 4, 7)  D = (5, 0, 6)

Solución En la fi gura 11.38 se puede ver que los lados del cuadrilátero corresponden 

a los siguientes cuatro vectores.

CB
\

0i 2j 6k AD
\

AD
\

0i 2j 6k

CD
\

3i 4j k AB
\

AB
\

3i 4j k

Por tanto, CB
\

AD
\

CD
\

AB
\

es paralelo a y es paralelo a , y se puede concluir que el cua-

drilátero es un paralelogramo con y AD
\

AB
\

 como lados adyacentes. Además, como

Producto vectorial

 26i 18j 6k

AB
\

AD
\

i
3
0

j
4
2

k
1
6

el área del paralelogramo es

AB
\

AD
\

1036 32.19.

¿Es el paralelogramo un rectángulo? Para decidir si lo es o no, se calcula el ángulo entre 

los vectores y AD
\

AB
\

. 

x

y

2

4

6

8

10

12

2
4

4

2

−4

(−3, 2, 11)

(2, 3, 0)

(1, −4, 1)
u

v

z

u × v

El vector
como a 

Figura 11.37
v.u
u v es ortogonal tanto a

y

x

6

2 4 6

8

6

2

C = (2, 4, 7)

D = (5, 0, 6)

B = (2, 6, 1)

A = (5, 2, 0)

z

El área del paralelogramo es 
aproximadamente 32.19.
Figura 11.38
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779 11.4  El producto vectorial de dos vectores en el espacio

En física, el producto vectorial puede usarse para medir el momento M de una 
fuerza F respecto a un punto P, como se muestra en la fi gura 11.39. Si el punto de 

aplicación de la fuerza es Q, el momento de F respecto a P está dado por

Momento de PFM PQ
\

F.  respecto a

La magnitud del momento M mide la tendencia del vector PQ
\

 al girar en sentido con-

trario al de las manecillas del reloj (usando la regla de la mano derecha) respecto a un 

eje en dirección del vector M. 

EJEMPLO 4  Una aplicación del producto vectorial

Se aplica una fuerza vertical de 50 libras al extremo de una palanca de 1 pie de longitud 

unida a un eje en el punto P, como se muestra en la fi gura 11.40. Calcule el momento de 

esta fuerza respecto al punto P cuando u = 60°.

Solución Si representa la fuerza de 50 libras como 

F 50k

y la palanca como 

PQ
\

cos 60 j sen 60 k
1
2

j
3

2
k.

El momento de F respecto a P está dado por 

Momento de PFM PQ
\

F

i

0

0

     

j

1
2
0

     

k

3
  2  

50

25i. respecto a 

La magnitud de este momento es 25 libras-pie. 

En el ejemplo 4, note que el momento (la tendencia de la palanca a girar sobre su 

eje) depende del ángulo u. Cuando u = p�2, el momento es 0. El momento es máximo 

cuando u = 0.

El triple producto escalar 
Dados vectores u, v y w en el espacio, al producto escalar de u y v × w

u v w

se le llama triple producto escalar, como se defi ne en el teorema 11.9. La demostra-

ción de este teorema se deja como ejercicio (ver el ejercicio 59).

TEOREMA 11.9 El triple producto escalar

Para u = u1i + u2j + u3k, v = v1i + v2j + v3k y w = w1i + w2j + w3k, el triple 

producto escalar está dado por

u v w
u1

v1

w1

u2

v2

w2

u3

w3

v3 .

E1 valor de un determinante se multiplica por –1 si se intercambian dos de sus fi las. 

Después de estos dos intercambios, el valor del determinante queda inalterado. Por tan-

to, los triples productos escalares siguientes son equivalentes.

w u vv w uu v w

F

M

PQ

Q

P

Momento de
Figura 11.39

P.F respecto a

x

y

F

Q

P
60°

z

Se aplica una fuerza vertical 
de 50 libras en el punto 
Figura 11.40

Q.
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780 Capítulo 11  Vectores y la geometría del espacio

Si los vectores u, v y w no están en el mismo plano, el triple producto escalar 

u ⋅ (v × w) puede usarse para determinar el volumen del paralelepípedo (un poliedro en 

el que todas sus caras son paralelogramos) con u, v y w como aristas adyacentes, como 

se muestra en la fi gura 11.41. Esto se establece en el teorema siguiente.

TEOREMA 11.10 Interpretación geométrica del triple producto escalar

El volumen V de un paralelepípedo con vectores u, v y w como aristas adyacentes 

está dado por

V u v w .

Demostración En la fi gura 11.41 se observa que el área de la base es ��v × w�� y la 

altura del paralelepípedo es proyv wu . Por consiguiente, el volumen es

 u v w .

 
u v w

v w
v w

 proyv wu v w

 V altura área de la base

Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de esta demostración de Bruce Edwards. 

EJEMPLO 5   Calcular un volumen por medio del triple 
producto escalar

Calcule el volumen del paralelepípedo mostra-

do en la fi gura 11.42 que tiene 

y

w 3i j k

v 2j 2k

u 3i 5j k

como aristas adyacentes.

Solución Por el teorema 11.10, tiene

Triple producto escalar

 36.

 3 4 5 6 1 6

 3
2
1

2
1

5
0
3

2
1

1
0
3

2
1

 
3
0
3

5
2
1

1
2
1

 V u v w

 

Una consecuencia natural del teorema 11.10 es que el volumen del paralelepípedo 

es 0 si y sólo si los tres vectores son coplanares. Es decir, si los vectores u = 〈u1, u2, u3〉, 
v = 〈v1, v2, v3〉 y w = 〈w1, w2, w3〉 tienen el mismo punto inicial, se encuentran en el 

mismo plano si y sólo si

u v w
u1

v1

w1

u2

v2

w2

u3

v3

w3

0.

u

w
v

⎜⎜proyv × wu ⎜⎜

v × w

Área de la base
Volumen del 
paralelepípedo
Figura 11.41

 u v w

 v w

y

6

3

2

1
u

w
v

(0, 2, − 2)

(3, − 5, 1) (3, 1, 1)

x

z

El paralelepípedo tiene un volumen de 36.
Figura 11.42
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781 11.4  El producto vectorial de dos vectores en el espacio

Producto vectorial de vectores unitarios En los ejercicios 
1 a 6, calcule el producto vectorial de los vectores unitarios y 
dibuje su resultado.

 

.2.1

.4.3

.6.5 k ii k

k jj k

i jj i

Hallar productos vectoriales En los ejercicios 7 a 10, calcu-
le (a) u × v, (b) v × u, y (c) v × v.

 

.8.7

.01.9

v 1, 5, 1v 1, 1, 5

u 3, 2, 2u 7, 3, 2

v 2i 3j 2kv 3i 2j 5k

u 3i 5ku 2i 4j

Hallar productos vectoriales En los ejercicios 11 a 16, 
calcu le u × v y demuestre que es ortogonal tanto a u como a v.

.21.11

.41.31

.61.51

v 2i j kv 2i j k

u i 6ju i j k

v 5, 3, 0v 1, 2, 1

u 10, 0, 6u 2, 3, 1

v 0, 1, 0v 2, 5, 0

u 1, 1, 2u 12, 3, 0

Hallar productos vectoriales En los ejercicios 17 a 20, en-
cuentre un vector unitario que sea ortogonal tanto a u como a v.

.81.71

.02.91

v 4i 6kv i j 4k

u 2ku 3i 2j 5k

v 10, 12, 2v 2, 5, 3

u 8, 6, 4u 4, 3, 1

Área En los ejercicios 21 a 24, calcule el área del paralelogra-
mo que tienen los vectores dados como lados adyacentes. Use 
un sistema algebraico por computadora o una herramienta de 
grafi cación para verifi car el resultado.

.22.12

.42.32

v 1, 2, 0v 1, 2, 3

u 2, 1, 0u 3, 2, 1

v j kv j k

u i j ku j

Área En los ejercicios 25 y 26, verifi que que los puntos son los 
vértices de un paralelogramo, y calcule su área.

25.

26. A 2, 3, 1 , B 6, 5, 1 , C 7, 2, 2 , D 3, 6, 4

A 0, 3, 2 , B 1, 5, 5 , C 6, 9, 5 , D 5, 7, 2

Área En los ejercicios 27 y 28, calcule el área del triángu-
lo con los vértices dados. (Sugerencia: 1

2 u  v  es el área del 
triángulo que tiene u y v como lados adyacentes.) 

27.

28. A 2, 3, 4 , B 0, 1, 2 , C 1, 2, 0

A 0, 0, 0 , B 1, 0, 3 , C 3, 2, 0

29.  Momento

Un niño frena en una 
bicicleta aplicando una 
fuerza dirigida hacia 
abajo de 20 libras sobre 
el pedal cuando la ma-
nivela forma un ángulo 
de 40° con la horizontal 
(vea la fi gura). La ma-
nivela tiene 6 pulgadas 
de longitud. Calcule el 
momento respecto a P.

40°
P

6 pulg.
F = 20 libras

30.  Momento La magnitud y la dirección de la fuerza sobre un 

cigüeñal cambian cuando éste gira. Calcule el momento sobre 

el cigüeñal usando la posición y los datos mostrados en la fi gura.

Figura para 31Figura para 30

180 libras

θ

A15 pulg.

12
 p

ul
g.

B

F

0.1
6 p

ies

2000 libras60°

31.  Optimización Una fuerza de 180 libras actúa sobre el so-

porte mostrado en la fi gura.

 (a)  Determine el vector AB
\

 y el vector F que representa la 
fuerza. (F estará en términos de u.)

 (b)  Calcule la magnitud del momento respecto a A evaluando 

AB
\

F .

 (c)  Use el resultado del inciso (b) para determinar la magni-
tud del momento cuando u = 30°.

 (d)  Use el resultado del inciso (b) para determinar el ángulo u 
cuando la magnitud del momento es máxima. A ese ángu-
lo, ¿cuál es la relación entre los vectores F y AB

\

? ¿Es lo 
que esperaba? ¿Por qué sí o por qué no?

 (e)  Use una herramienta de grafi cación para representar la 
función de la magnitud del momento respecto a A para 
0° ≤ u ≤ 180°. Encuentre el cero de la función en el domi-
nio dado. Interprete el signifi cado del cero en el contexto 
del problema. 

11.4 Ejercicios   Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios con 
numeración impar.

Elena Elisseeva/Shutterstock.com
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782 Capítulo 11  Vectores y la geometría del espacio

32.  Optimización Una fuerza 

de 56 libras actúa sobre la llave 

inglesa mostrada en la fi gura.

 (a)  Calcule la magnitud del 
momento respecto a O eva-
luando OA

\

F . Use una 
herramienta de grafi cación 
para representar la función 
de u que se obtiene. 

 (b)  Use el resultado del inciso (a) 
para determinar la magnitud del momento cuando u = 45°.

 (c)  Use el resultado del inciso (a) para determinar el ángulo u 
cuando la magnitud del momento es máxima. ¿Es la res-
puesta que esperaba? ¿Por qué sí o por qué no? 

Hallar un triple producto escalar En los ejercicios 33 a 46, 
calcule u ∙ (v × w).

.43.33

.63.53

w 0, 2, 2w 0, 0, 1

v 1, 1, 1v 0, 3, 0

u 2, 0, 0u 2, 0, 1

w 0, 0, 1w k

v 2, 1, 0v j

u 1, 1, 1u i

Volumen En los ejercicios 37 y 38, use el triple producto es-
calar para encontrar el volumen del paralelepípedo con aristas 
adyacentes u, v y w.

.83.73

y

x

v

u

w
4 6 8

6

4

2

z

y

x

2
2

2

1

v
w

u

z

w 4, 0, 4w i k

v 0, 6, 6v j k

u 1, 3, 1u i j

Volumen En los ejercicios 39 y 40, encuentre el volumen del 
paralelepípedo con los vértices dados.

39.

40.

3, 4, 0 , 1, 5, 5 , 4, 1, 5 , 4, 5, 5

0, 0, 0 , 0, 4, 0 , 3, 0, 0 , 1, 1, 5

3, 5, 1 , 5, 0, 5 , 2, 5, 6 , 5, 5, 6

0, 0, 0 , 3, 0, 0 , 0, 5, 1 , 2, 0, 5

41.  Comparar productos escalares Identifi que los produc-

tos escalares que son iguales. Explique su razonamiento. (Su-

ponga que u, v y w son vectores distintos de cero).

 

)b()a(

)d()c(

)f()e(

)h()g( w u vu v w

w v uu w v

u w vu v w

v w uu v w

42.  Usar productos escalares y vectoriales Cuando u × 

v = 0  y u ∙ v = 0, ¿qué puede concluir de u y de v?

DESARROLLO DE CONCEPTOS

43.  Producto vectorial Defi na el producto vectorial de los 

vectores u y v.

44.  Producto vectorial Dé las propiedades geométricas 

del producto vectorial.

45.  Magnitud Si las magnitudes de dos vectores se dupli-

can, ¿cómo se modifi cará la magnitud del producto vecto-

rial de los vectores? Explique.

¿CÓMO LO VE? Los vértices de un triángulo en 

el espacio son (x1, y1, z1), (x2, y2, z2) y (x3, y3, z3). 

Explique cómo encontrar un vector perpendicular al 

triángulo.

x

y
−2

5

4
3

2
1

1

5

4

3

2

z

(x1, y1, z1)
(x2, y2 z2)

(x3, y3, z3)

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 47 a 50, determine si 
el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué 
o dé un ejemplo que demuestre que es falso.

47.  Es posible encontrar el producto vectorial de dos vectores en 
un sistema de coordenadas bidimensional.

48.  Si u y v son vectores en el espacio que son distintos de cero y 
no paralelos, entonces u × v = v × u.

49.  Si u ≠ 0 y u × v = v × w, entonces v = w.

50.  Si u ≠ 0, u ∙ v = u ∙ w, y u × v = v × w, entonces v = w.

Demostración En los ejercicios 51 a 56, demuestre la propie-
dad del producto vectorial.

51.

52.

.45.35 u v w u v wu u 0

c u v cu v u cv

u v w u v u w

55.  u × v es ortogonal tanto a u como a v.

56.  u × v = 0 si y sólo si u y v son múltiplos escalares uno del 
otro.

57. Demostración Demuestre que �� u × v �� = ��u�� ��v�� si u y v 

son ortogonales.

58.  Demostración Demuestre que u × (v × w) = (u ⋅ w)v 

(u ⋅ v)w.

59.  Demostración Demuestre el teorema 11.9.

18 pulg.

30°

θ F

O

A
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783 11.5  Rectas y planos en el espacio

  Dar un conjunto de ecuaciones paramétricas para una recta en el espacio.
  Dar una ecuación lineal para representar un plano en el espacio.
  Dibujar el plano dado por una ecuación lineal.
  Hallar las distancias entre puntos, planos y rectas en el espacio.

Rectas en el espacio
En el plano se usa la pendiente para determinar una ecuación de una recta. En el espacio 

es más conveniente usar vectores para determinar la ecuación de una recta.

En la fi gura 11.43 se considera la recta L a través del punto P(x1, y1, z1) y paralela al 

vector v = 〈a, b, c〉. El vector v es un vector de dirección o director de la recta L, y a, 

b y c son los números de dirección (o directores). Una manera de describir la recta L es 

decir que consta de todos los puntos Q(x, y, z) para los que el vector PQ
\

 es paralelo a v. 

Esto signifi ca que PQ
\

 es un múltiplo escalar de v, y se puede escribir PQ
\

t v, don de t 
es un escalar (un número real).

PQ
\

x x1, y y1, z z1 at, bt, ct t v

Igualando los componentes correspondientes, se obtienen las ecuaciones paramétricas 

de una recta en el espacio.

TEOREMA 11.11 Ecuaciones paramétricas de una recta en el espacio

Una recta L paralela al vector v = 〈a, b, c〉 y que pasa por el punto P(x1, y1, z1) se 

representa por medio de las ecuaciones paramétricas

y z z1 ct.y y1 btx x1 at,

Si todos los números directores a, b y c son distintos de cero, se puede eliminar el 

parámetro t para obtener las ecuaciones simétricas (o cartesianas) de la recta.

Ecuaciones simétricas     
x x1

a
y y1

b
z z1

c
     

EJEMPLO 1  Hallar las ecuaciones paramétricas y simétricas

Encuentre las ecuaciones paramétricas y simétricas de la recta L que pasa por el punto 

(1, –2, 4) y es paralela a v = 〈2, 4, –4〉, como se muestra en la fi gura 11.44.

Solución Para hallar un conjunto de ecuaciones paramétricas de la recta, utilice las 

coordenadas x1 = 1, y1 = −2 y z1 = 4, y los números de dirección a = 2, b = 4 y c = –4.

Ecuaciones paramétricasz 4 4ty 2 4t,x 1 2t,

Como a, b y c son todos diferentes de cero, un conjunto de ecuaciones simétricas es

Ecuaciones simétricas
x 1

2
y 2

4
z 4

4
.

 

Ni las ecuaciones paramétricas ni las ecuaciones simétricas de una recta dada son 

únicas. Así, en el ejemplo 1, tomando t = 1 en las ecuaciones paramétricas se obtiene el 

punto (3, 2, 0). Usando este punto con los números de dirección a = 2, b = 4 y c = –4 

se obtiene un conjunto diferente de ecuaciones paramétricas. 

y z 4t.y 2 4tx 3 2t,

x

y

P(x1, y1, z1)

Q(x, y, z)

PQ = tv

L

v = 〈a, b, c〉

z

La recta
Figura 11.43

v.L  y su vector de dirección

x y
L

v = 〈2, 4, −4〉

(1, −2, 4)

4

2

−2

−4

2

4

−4

4

2

z

El vector
Figura 11.44

L.v es paralelo a la recta

11.5 Rectas y planos en el espacio
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784 Capítulo 11  Vectores y la geometría del espacio

EJEMPLO 2   Ecuaciones paramétricas de una recta 
que pasa por dos puntos

Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo.

Encuentre un conjunto de ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por los puntos 

(–2, 1, 0)  y  (1, 3, 5).

Solución Empiece por usar los puntos P(–2, 1, 0) y Q(1, 3, 5) para hallar un vector 

de dirección de la recta que pasa por P y Q dado por

v PQ
\

1 2 , 3 1, 5 0 3, 2, 5 a, b, c

Usando los números de dirección a = 3, b = 2 y c = 5 junto con el punto P(–2, 1, 0), 

obtiene las ecuaciones paramétricas

x = –2 + 3t,  y = 1 + 2t  y  z = 5t. 

COMENTARIO Como t varía sobre todos los números reales, las ecuaciones 

paramétricas del ejemplo 2 determinan los puntos (x, y, z) sobre la línea. En particular, 

observe que t = 0 y t = l dan los puntos originales (–2, 1, 0) y (l, 3, 5). 

Planos en el espacio
Ya ha visto cómo se puede obtener una ecuación 

de una recta en el espacio a partir de un punto 

sobre la recta y un vector paralelo a ella. Ahora 

verá que una ecuación de un plano en el espacio 

se puede obtener a partir de un punto en el plano 

y de un vector normal (perpendicular) al plano.

Considere el plano que contiene el punto P(x1, 

y1, z1) y que tiene un vector normal distinto de cero 

n = 〈a, b, c〉 
como se muestra en la fi gura 11.45. Este plano 

consta de todos los puntos Q(x, y, z) para los cuales 

el vector PQ
\

 es ortogonal a n. Usando el producto 

vectorial, se puede escribir

a x x1 b y y1 c z z1 0

 a, b, c x x1, y y1, z z1 0

 n PQ
\

0

La tercera ecuación del plano se dice que está en forma canónica o estándar.

TEOREMA 11.12  Ecuación canónica o estándar de un plano 
en el espacio

El plano que contiene el punto (x1, y1, z1) y tiene un vector normal 

n = 〈a, b, c〉
puede representarse en forma canónica o estándar por medio de la ecuación

a x x1 b y y1 c z z1 0.

Reagrupando términos se obtiene la forma general de la ecuación de un plano en el 

espacio.

Forma general de la ecuación de un plano     ax by cz d 0     

z

x

y

n

P

Q

n · PQ = 0

El vector normal

Figura 11.45
PQ

\
n es ortogonal

a todo vector en el plano.
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785 11.5  Rectas y planos en el espacio

Dada la forma general de la ecuación de un plano, es fácil hallar un vector normal 

al plano. Simplemente se usan los coefi cientes de x, y y z para escribir 

n = 〈a, b, c〉.

EJEMPLO 3   Hallar una ecuación de un plano en el espacio 
tridimensional

Encuentre la ecuación general del plano que contiene a los puntos 

(2, 1, 1),  (0, 4, 1)  y  (–2, 1, 4).

Solución Para aplicar el teorema 11.12 necesita un punto en el plano y un vector que 

sea normal al plano. Hay tres opciones para el punto, pero no se da ningún vector nor-

mal. Para obtener un vector normal, use el producto vectorial de los vectores u y v que 

van del punto (2, 1, 1) a los puntos (0, 4, 1) y (–2, 1, 4), como se muestra en la fi gura 

11.46. Los vectores u y v dados mediante sus componentes son

v 2 2, 1 1, 4 1 4, 0, 3

u 0 2, 4 1, 1 1 2, 3, 0

así que

 a, b, c

 9i 6j 12k

 
i
2
4

j
3
0

k
0
3

 n u v

es normal al plano dado. Usando los números de dirección para n y el punto (x1, y1, z1) 

= (2, 1, 1), puede determinar que una ecuación del plano es

Forma canónica o estándar

Forma general

Forma general simplificada3x 2y 4z 12 0.

9x 6y 12z 36 0

9 x 2 6 y 1 12 z 1 0

 a x x1 b y y1 c z z1 0

 

COMENTARIO En el ejemplo 3, verifi que que cada uno de los tres puntos origi-

nales satisface la ecuación 

3x 2y 4z 12 0.

Dos planos distintos en el espacio tridimensional o son paralelos o se cortan en una 

recta. Si se cortan, se puede determinar el ángulo (0 ≤ u ≤ p�2) entre ellos a partir del 

ángulo entre sus vectores normales, como se muestra en la fi gura 11.47. Específi camen-

te, si los vectores n1 y n2 son normales a dos planos que se cortan, el ángulo u entre los 

vectores normales es igual al ángulo entre los dos planos y está dado por

Ángulo entre dos planos     cos 
n1 n2

n1  n2
.     

Por consiguiente, dos planos con vectores normales n1 y n2 son

1.  Perpendiculares si n1 ∙ n2 = 0

2.  Paralelos si n1 es un múltiplo escalar de n2. 

(− 2, 1, 4)

(0, 4, 1)(2, 1, 1)

2
3

4
5

5

4

3

2

1

2

− 2

− 3

x y

u

v

z

Un plano determinado por
Figura 11.46

v.u y

n2

n1
θ

θ

El ángulo
Figura 11.47

 entre dos planos.
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786 Capítulo 11  Vectores y la geometría del espacio

EJEMPLO 4  Hallar la recta de intersección de dos planos

Encuentre el ángulo entre los dos planos dados por

y 2x 3y 2z 0,x 2y z 0

y determine las ecuaciones paramétricas de su recta de intersección (vea la fi gura 11.48).

Figura 11.48

x

y

z

θ

Recta de 
intersección

Plano 2

Plano 1

Solución Los vectores normales a los planos son n1 = (1, –2, l) y n2 = (2, 3, –2). Por 

consiguiente, el ángulo entre los dos planos está determinado como sigue.

0.59409
6

102

6

6 17
 cos 

n1 n2

n1  n2

Esto implica que el ángulo entre los dos planos es u ≈ 53.55°. Puede hallar la recta de 

intersección de los dos planos resolviendo simultáneamente las dos ecuaciones lineales 

que representan a los planos. Una manera de hacer esto es multiplicar la primera ecua-

ción por –2 y sumar el resultado a la segunda ecuación.

y
4z
7

7y 4z 0

2x
2x

4y
3y

2z
2z

0
0

x
2x

2y
3y

z
2z

0
0

Sustituyendo y = 4z�7 en una de las ecuaciones originales, puede determinar que 

x = z�7. Finalmente, haciendo t = z�7, se obtienen las ecuaciones paramétricas

y Recta de intersecciónz 7ty 4tx t,

lo cual indica que 1, 4 y 7 son los números de dirección de la recta de intersección. 

Observe que los números de dirección del ejemplo 4 se pueden obtener a partir del 

producto vectorial de los dos vectores normales como sigue. 

 i 4j 7k

 
2
3

1
2

i
1
2

1
2

j
1
2

2
3

k

 n1 n2

i
1
2

j
2
3

k
1
2

Esto signifi ca que la recta de intersección de los dos planos es paralela al producto vec-

torial de sus vectores normales.

COMENTARIO Las 

gráfi cas rotativas tridimensio-

nales que están disponibles en 

LarsonCalculus.com pueden 

ayudarle a visualizar superfi cies 

como las que se muestran en la 

fi gura 11.48. Si usted tiene ac-

ceso a estas gráfi cas, debe usar-

las para ayudar a su intuición 

espacial al estudiar esta sección 

y otras secciones en el texto que 

tratan con vectores, curvas o 

superfi cies en el espacio.
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787 11.5  Rectas y planos en el espacio

Trazado de planos en el espacio
Si un plano en el espacio corta uno de los planos coordenados, a la recta de intersección 

se le llama traza del plano dado en el plano coordenado. Para dibujar un plano en el 

espacio es útil hallar sus puntos de intersección con los ejes coordenados y sus trazas en 

los planos coordenados. Por ejemplo, considere el plano dado por

Ecuación del plano3x 2y 4z 12.

Puede hallar la traza xy haciendo z = 0 y dibujando la recta

Traza xy3x 2y 12

en el plano xy. Esta recta corta el eje x en (4, 0, 0) y el eje y en (0, 6, 0). En la fi gura 

11.49 se continúa con este proceso encontrando la traza yz y la traza xz, y sombreando 

la región triangular que se encuentra en el primer octante.

 Traza  Traza Traza 

Trazas del plano
Figura 11.49

3x 2y 4z 12.
3x 4z 122y 4z 123x 2y 12

y 0 :xzx 0 :yzz 0 :xy

y

x

(0, 0, 3)

(4, 0, 0)

(0, 6, 0)

z

y

x

(0, 0, 3)

(4, 0, 0)

(0, 6, 0)

z

y

x

(4, 0, 0)

(0, 6, 0)

z

Si en una ecuación de un plano está ausente 

una variable, como en la ecuación

2x z 1

el plano debe ser paralelo al eje correspondien-

te a la variable ausente, como se muestra en 

la fi gura 11.50. Si en la ecuación de un plano 

faltan dos variables, éste es

ax d 0

paralelo al plano coordenado correspondiente 

a las variables ausentes, como se muestra en la 

fi gura 11.51.

Figura 11.51
xy.xz.yz.

cz d 0by d 0ax d 0

x

y

z

d
c

 0, 0, − ))

x

y

z

d
b

0, −    , 0))
d
a

, 0, 0))x

y

−

z

El plano El plano El plano 
es paralelo al plano es paralelo al plano es paralelo al plano

y

x

z

1
2
, 0, 0( )

(0, 0, 1)

Plano: 2x + z = 1

El plano
al eje
Figura 11.50

y.
2x z 1 es paralelo 
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788 Capítulo 11  Vectores y la geometría del espacio

Distancias entre puntos, planos y rectas
Esta sección concluye con el análisis de dos tipos básicos de problemas sobre distancias 

en el espacio: (1) calcule la distancia de un punto a un plano, y (2) calcule la distancia 

de un punto a una recta. Las soluciones de estos problemas ilustran la versatilidad y 

utilidad de los vectores en la geometría analítica; el primer problema usa el producto 
escalar de dos vectores, y el segundo problema usa el producto vectorial.

La distancia D de un punto Q a un plano es la longitud del segmento de recta más 

corto que une a Q con el plano, como se muestra en la fi gura 11.52. Si P es un punto 

cualquiera del plano, esta distancia se puede hallar proyectando el vector PQ
\

 sobre el 

vector normal n. La longitud de esta proyección es la distancia buscada.

TEOREMA 11.13 Distancia de un punto a un plano

La distancia de un punto a un plano Q (no en el plano) es

D proynPQ
\ PQ

\

n
n

donde P es un punto en el plano y n es normal al plano.

Para encontrar un punto en el plano dado por ax + by + cz + d = 0, donde a × 0, se 

hace y = 0 y z = 0. Entonces, de la ecuación ax + d = 0 se puede concluir que el punto

d
a

, 0, 0

está en el plano.

EJEMPLO 5  Calcular la distancia de un punto a un plano

Calcule la distancia del punto Q(l, 5, –4) al plano dado por 3x – y + 2z = 6.

Solución Sabe que n = 〈3, –1, 2〉 es normal al plano dado. Para hallar un punto en el 

plano, haga y = 0 y z = 0, y obtiene el punto P(2, 0, 0). El vector que va de P a Q está 

dado por

 1, 5, 4 .

 PQ
\

1 2, 5 0, 4 0

Usando la fórmula para la distancia dada en el teorema 11.13 tiene

3 5 8

14

16

14
4.28. D

PQ
\

n
n

1, 5, 4 3, 1, 2

9 1 4

 

Del teorema 11.13 puede determinar que la distancia del punto Q(x0, y0, z0) al plano 

dado por ax + by + cz + d = 0 es

o

Distancia entre un punto y un plano     D
ax0 by0 cz0 d

a2 b2 c2
     

D
a x0 x1 b y0 y1 c z0 z1

a2 b2 c2

donde P(x1, y1, z1) es un punto en el plano y d = –(ax1 + by1 + cz1).

D = ⎜⎜proyn PQ⎜⎜

proyn PQ
P

Q

D

n

La distancia entre un punto y un plano.
Figura 11.52

COMENTARIO En la so-

lución, observe que el punto P 

que se eligió en el ejemplo 5 es 

arbitrario. Seleccione un punto 

diferente en el plano para ve-

rifi car que se obtiene la misma 

distancia.
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789 11.5  Rectas y planos en el espacio

EJEMPLO 6  Encontrar la distancia entre dos planos paralelos

Los dos planos paralelos dados por 3x – y + 2z – 6 = 0 y 6x – 2y + 4z + 4 = 0, se 

muestran en la fi gura 11.53. Para encontrar la distancia entre los planos, elija un punto 

en el primer plano, digamos (x0, y0, z0) = (2, 0, 0). Después, del segundo plano, puede de-

terminar que a = 6, b = –2, c = 4 y d = 4, y concluir que la distancia es

 
16

56

8

14
2.14.

 
6 2 2 0 4 0 4

62 2 2 42

 D
ax0 by0 cz0 d

a2 b2 c2

 

La fórmula para la distancia de un punto a una recta en el espacio se parece a la de la 

distancia de un punto a un plano, excepto que se remplaza el producto vectorial por la mag-

nitud del producto vectorial y el vector normal n por un vector de dirección para la recta.

TEOREMA 11.14 Distancia de un punto a una recta en el espacio

La distancia de un punto Q a una recta en el espacio está dada por

D
PQ

\

u
u

donde u es un vector de dirección para la recta y P es un punto sobre la recta.

Demostración En la fi gura 11.54, sea D la distancia del punto Q a la recta dada. 

Entonces D PQ
\

 sen , donde u es el ángulo entre u y PQ
\

. Por la propiedad 2 del 

teorema 11.8, se tiene  u  PQ
\

 sen u PQ
\

PQ
\

u . Por consiguiente,

D PQ
\

 sen 
PQ

\

u
u

 .

Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de esta demostración de Bruce Edwards. 

EJEMPLO 7  Hallar la distancia de un punto a una recta

Encuentre la distancia del punto Q(3, –1, 4) a la recta dada por

y z 1 4t.y 2tx 2 3t,

Solución Usando los números de dirección 3, –2 y 4, sabe que un vector de dirección 

de la recta es u = 〈3, –2, 4〉. Para determinar un punto en la recta, haga t = 0 y obtiene 

P = (–2, 0, 1). Así

PQ
\

3 2 , 1 0, 4 1 5, 1, 3

y se puede formar el producto vectorial

PQ
\

u
i
5
3

j
1
2

k
3
4

2i 11j 7k 2, 11, 7 .

Por último, usando el teorema 11.14 se encuentra que la distancia es

Vea la figura 11.55.6 2.45.
174

29
 D

PQ
\

u
u

 

D

(2, 0, 0)
2

3

−6

yx

z
3x − y + 2z − 6 = 0

6x − 2y + 4z + 4 = 0

La distancia entre los planos paralelos 
es aproximadamente 2.14.
Figura 11.53

θ

D = ⎜⎜PQ⎜⎜ sen θ

Punto

RectaP
u

Q

Distancia de un punto a una recta.
Figura 11.54

x

y

D

4
3

2
1

− 2

5
4

3
2

1

− 2

6

5

3

2

− 1

Q = (3, − 1, 4)

z

La distancia entre el punto 
y la recta es
Figura 11.55

6 2.45.
Q
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790 Capítulo 11  Vectores y la geometría del espacio

Verifi car los puntos de una recta En los ejercicios 1 y 2, 
determine si cada punto yace sobre la recta.

1.

(a) (b)

2.

(a) (b) 1, 1, 37, 23, 0

x 3
2

y 7
8

z 2

2, 3, 50, 6, 6

x 2 t, y 3t, z 4 t

Hallar ecuaciones paramétricas y simétricas En los ejer-
cicios 3 a 8, encuentre conjuntos de (a) ecuaciones paramétricas 
y (b) ecuaciones simétricas de la recta por el punto paralela al 
vector o recta dado (si es posible). (Para cada recta, escriba los 
números de dirección como enteros.)

3.

4.

5.

6.

7.

8.
x 1

3
y 1

2
z 33, 5, 4

x 3 3t, y 5 2t, z 7 t1, 0, 1

v 6j 3k3, 0, 2

v 2i 4j 2k2, 0, 3

v 2, 52, 10, 0, 0

v 3, 1, 50, 0, 0

Punto Paralela a

Hallar ecuaciones paramétricas y simétricas En los ejer-
cicios 9 a 12, encuentre conjuntos de (a) ecuaciones paramétri-
cas y (b) ecuaciones simétricas de la recta que pasa por los dos 
puntos (si es posible). (Para cada recta, escriba los números de 
dirección como enteros.)

.01.9

.21.11 0, 0, 25 , 10, 10, 07, 2, 6 , 3, 0, 6

0, 4, 3 , 1, 2, 55, 3, 2 , 2
3, 23, 1

Hallar ecuaciones paramétricas En los ejercicios 13 a 20, 
encuentre un conjunto de ecuaciones paramétricas de la recta.

13.  La recta pasa por el punto (2, 3, 4) y es paralela al plano xz y al 
plano yz.

14.  La recta pasa por el punto (–4, 5, 2) y es paralela al plano xy y 
al plano yz.

15.  La recta pasa por el punto (2, 3, 4) y es perpendicular al plano 
dado por 3x + 2y – z = 6.

16.  La recta pasa por el punto (–4, 5, 2) y es perpendicular al plano 
dado por –x + 2y + z = 5.

17.  La recta pasa por el punto (5, –3, –4) y es paralela a v = 〈2, 
–1, 3〉.

18.  La recta pasa por el punto (–1, 4, –3) y es paralela a v = 5i – j.

19.  La recta pasa por el punto (2, 1, 2) y es paralela a la recta x = –t, 
y = 1 + t, z = –2 + t.

20.  La recta pasa por el punto (–6, 0, 8) y es paralela a la recta x = 
5 – 2t, y = –4 + 2t, z = 0. 

Usar ecuaciones paramétricas y simétricas En los ejerci-
cios 21 a 24, determine las coordenadas de un punto P sobre la 
recta y un vector v paralelo a la recta.

21.

22.

.42.32
x 3

5
y
8

z 3
6

x 7
4

y 6
2

z 2

z 4 3ty 5 t,x 4t,

z 2y 1 2t,x 3 t,

Determinar rectas paralelas En los ejercicios 25 a 28, de-
termine si algunas de las rectas son paralelas o idénticas.

25.

26.

27.

28.

x 3
2

y 1
4

z 2
1

L4:

x 2
1

y 1
0.5

z 3
1

L3:

x 1
4

y 1
2

z 3
4

L2:

x 3
2

y 2
1

z 2
2

L1:

x 2
2

y 3
1

z 4
1.5

L4:

x 4
8

y 1
4

z 18
6

L3:

x 7
2

y 4
1

z 6
5

L2:

x 8
4

y 5
2

z 9
3

L1:

z 8 3ty 1 t,x 5 2t,L4:

z 1 4ty 3 10t,x 1 2t,L3:

z 3ty 1 t,x 1 2t,L2:

z 1 2ty 6t,x 3 2t,L1:

z 5 6ty 3 4t,x 4 6t,L4:

z 7 8ty 3 4t,x 10 6t,L3:

z 13 8ty 2 4t,x 6t,L2:

z 5 4ty 2 2t,x 6 3t,L1:

Hallar un punto de intersección En los ejercicios 29 a 32, 
determine si las rectas se cortan, y si es así, halle el punto de 
intersección y el coseno del ángulo de intersección. 

29.

30.

31.

32.
x 3

2
y 5

z 2
4

x 2
3

y 2
6

z 3,

x 1
4

y 2
z 3

3
x
3

y 2
1

z 1,

z s 1y 2s 4,x 3s 1,

z 2t 4y 4t 1,x 3t 1,

z s 1y 2s 3,x 2s 2,

z t 1y 3,x 4t 2,

11.5 Ejercicios   Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios 
con numeración impar.
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791 11.5  Rectas y planos en el espacio

Verifi car puntos en un plano En los ejercicios 33 y 34, de-
termine si el plano pasa por cada punto.

33.

(a) (b)

34.

(a) (b) 1, 5, 13, 6, 2

2x y 3z 6 0

5, 2, 27, 2, 1

x 2y 4z 1 0

Hallar la ecuación de un plano En los ejercicios 35 a 40, 
encuentre una ecuación del plano que pasa por el punto y es 
perpendicular al vector o recta dado. 

35.

36.

37.

38.

39.

40.
x 1

4
y 2

z 3
3

3, 2, 2

x 1 2t, y 5 t, z 3 2t1, 4, 0

n 3i 2k0, 0, 0

n 2i 3j k3, 2, 2

n k0, 1, 4

n j1, 3, 7

Punto Perpendicular a

Hallar una ecuación de un plano En los ejercicios 41 a 52, 
encuentre una ecuación del plano.

41.  El plano que pasa por (0, 0, 0), (2, 0, 3) y (–3, –1, 5).

42.  El plano que pasa por (3, –1, 2), (2, 1, 5) y (1, –2, –2).

43. El plano que pasa por (1, 2, 3), (3, 2, 1) y (–1, –2, 2).

44.  El plano que pasa por el punto (1, 2, 3) y es paralelo al plano yz.

45.  El plano que pasa por el punto (1, 2, 3) y es paralelo al plano xy.

46.  El plano contiene el eje y y forma un ángulo de p�6 con el eje x 
positivo.

47.  El plano contiene las rectas dadas por

  

y

x 2
3

y 1
4

z 2
1

.

x 1
2

y 4 z

48.  El plano pasa por el punto (2, 2, 1) y contiene la recta dada por 

  

x
2

y 4
1

z.

49.  El plano pasa por los puntos (2, 2, 1) y (–1, 1, –1) y es perpen-
dicular al plano 2x – 3y + z = 3.

50.  El plano pasa por los puntos (3, 2, 1) y (3, 1, –5), y es perpen-
dicular al plano 6x + 7y + 2z = 10.

51.  El plano pasa por los puntos (1, –2, –1) y (2, 5, 6), y es paralelo 
al eje x.

52.  El plano pasa por los puntos (4, 2, 1) y (–3, 5, 7), y es paralelo 
al eje z. 

Hallar una ecuación de un plano En los ejercicios 53 a 56, 
encuentre una ecuación del plano que contiene todos los puntos 
equidistantes de los puntos dados.

.45.35

.65.55 2, 1, 65, 1, 3 ,6, 2, 43, 1, 2 ,

2, 0, 11, 0, 2 ,0, 2, 22, 2, 0 ,

Comparar planos En los ejercicios 57 a 62, determine si los 
planos son paralelos, ortogonales o ninguna de las dos cosas. Si 
no son ni paralelos ni ortogonales, halle el ángulo de intersección.

.85.75

.06.95

.26.16

4x y 8z 105x 25y 5z 3

2x z 1x 5y z 1

x 4y 2z 05x y z 4

3x 2y z 7x 3y 6z 4

9x 3y 12z 4x 4y 7z 1

3x y 4z 35x 3y z 4

Trazar una gráfi ca de un plano En los ejercicios 63 a 70, 
dibuje una gráfi ca del plano y señale cualquier intersección.

.46.36

.66.56

.86.76

.07.96 z 8x 5

2x y 8x z 6

2x y z 42x y 3z 4

3x 6y 2z 64x 2y 6z 12

Planos paralelos En los ejercicios 71 a 74, determine si algu-
nos de los planos son paralelos o idénticos.

.27.17

73.

74.

12x 18y 6z 5P4:

20x 30y 10z 9P3:

6x 9y 3z 2P2:

60x 90y 30z 27P1:

75x 50y 125z 250P4:

3x 2y 5z 8P3:

6x 4y 10z 5P2:

3x 2y 5z 10P1:

4x 2y 6z 11P4:3x 2y 2z 4P4:

8x 4y 12z 5P3:6x 4y 4z 9P3:

3x 5y 2z 6P2:15x 6y 24z 17P2:

2x y 3z 8P1:5x 2y 8z 6P1:

Intersección de planos En los ejercicios 75 y 76, (a) encuen-
tre el ángulo entre los dos planos y (b) halle un conjunto de ecua-
ciones paramétricas de la recta de intersección de los planos.

.67.57

x y 5z 5x 4y 2z 0

6x 3y z 53x 2y z 7

Intersección de un plano y una recta En los ejercicios 77 a 
80, encuentre el (los) punto(s) de intersección (si los hay) del pla-
no y la recta. Investigue además si la recta se halla en el plano. 

77.

78.
x 1

4
y
2

z 3
6

2x 3y 5,

x
1
2

y 3 2
1

z 1
2

2x 2y z 12,
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792 Capítulo 11  Vectores y la geometría del espacio

79.

80.
x 4

2
y 1

3
z 2

5
5x 3y 17,

x 1
3

y 1
2

z 32x 3y 10,

Encontrar la distancia entre un punto y un plano En los 
ejercicios 81 a 84, encuentre la distancia del punto al plano.

.28.18

.48.38

3x 4y 5z 62x y z 5

1, 3, 12, 8, 4

5x y z 92x 3y z 12

0, 0, 00, 0, 0

Encontrar la distancia entre dos planos paralelos En los 
ejercicios 85 a 88, verifi que que los dos planos son paralelos, y 
halle la distancia entre ellos.

.68.58

.88.78

2x 4z 106x 12y 14z 25

2x 4z 43x 6y 7z 1

4x 4y 9z 18x 3y 4z 6

4x 4y 9z 7x 3y 4z 10

Encontrar la distancia entre un punto y una recta En los 
ejercicios 89 a 92, encuentre la distancia del punto a la recta 
dada por medio del conjunto de ecuaciones paramétricas.

89.

90.

91.

92. z 1 ty 1 3t,x 3,4, 1, 5 ;

z 2ty 2 t,x 1 t,2, 1, 3 ;

x 2t,  y t 3,  z 2t 21, 2, 4 ;

x 4t 2,  y 3,  z t 11, 5, 2 ;

Encontrar la distancia entre dos rectas paralelas En los 
ejercicios 93 y 94, verifi que que las rectas son paralelas y halle 
la distancia entre ellas.

93.

94.

z 8ty 3 6t,x 1 4t,L2:

z 1 12ty 2 9t,x 3 6t,L1:

z 4 3ty 1 6t,x 3t,L2:

z 4 ty 3 2t,x 2 t,L1:

DESARROLLO DE CONCEPTOS

95.  Ecuaciones paramétricas y simétricas. Dé las 

ecuaciones paramétricas y simétricas de una recta en el 

espacio. Describa qué se requiere para hallar estas ecua-

ciones.

96.  Ecuación estándar de un plano en el espacio Dé 

la ecuación estándar de un plano en el espacio. Describa 

qué se requiere para hallar esta ecuación.

97.  Intersección de dos planos Describa un método 

para hallar la recta de intersección entre dos planos.

98.  Planos paralelos y perpendiculares Describa un 

método para determinar cuándo dos planos a1x + b1y + 

c1z + d1 = 0, y a2x + b2y + c2z + d2 = 0 son (a) paralelos 

y (b) perpendiculares. Explique su razonamiento.

DESARROLLO DE CONCEPTOS (continuación)

99.  Vector normal Sean L1 y L2 rectas no paralelas que no 

se cortan. ¿Es posible hallar un vector v distinto de cero 

tal que v sea perpendicular a ambos L1 y L2? Explique su 

razonamiento.

100.  ¿CÓMO LO VE? Relacione la ecuación general 

con su gráfi ca. Después indique qué eje o plano de la 

ecuación es paralelo a 

)b()a(

)d()c( ax cz d 0cz d 0

ax d 0ax by d 0

)ii()i(

)vi()iii(

x
y

z

x
y

z

x
y

z

x
y

z

100. 11 . 

101.  Modelado de datos En la tabla siguiente se muestran 

gastos de consumo personal (en miles de millones de dóla-

res) de diferentes tipos de recreación del 2005 al 2010, donde 

x es el gasto en parques de atracciones y lugares para acam-

par, y es el gasto en entretenimiento en vivo (excluyendo de-

portes) y z es el gasto en espectadores de deportes. (Fuente: 
Ofi cina de Análisis Económico EE.UU.)

 

Año 2005 2006 2007 2008 2009 2010

x 36.4 39.0 42.4 44.7 43.0 45.2

y 15.3 16.6 17.4 17.5 17.0 17.3

z 16.4 18.1 20.0 20.5 20.1 21.4

 un modelo para los datos está dado por

 0.46x + 0.30y – z = 4.94.

 (a)  Haga un cuarto renglón de la tabla usando el modelo para 
aproximar z con los valores dados de x y y. Compare las 
aproximaciones con los valores reales de z.

 (b)  Según este modelo, cualquier incremento en el consumo 
de los dos tipos de recreación x y y correspondería a qué 
clase de cambio en gastos del tipo de recreación z?
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793 11.5  Rectas y planos en el espacio

102.  Diseño industrial La fi gura muestra un colector en la par-

te superior de un montacargas de grano que canaliza el grano 

a un contenedor. Halle el ángulo entre dos lados adyacentes.

6 pulg.
6 pulg.

8 pulg.

8 pulg.

8 pulg.

103.  Distancia Dos insectos se arrastran a lo largo de rectas 

diferentes en el espacio. En el instante t (en minutos), el pri-

mer insecto está en el punto (x, y, z) sobre la recta x = 6 + t, 
y = 8 – t, z = 3 + t. También en el instante t el segundo in-

secto está en el punto (x, y, z) sobre la recta x = 1 + t, y = 2 

+ t, z = 2t. Suponga que las distancias se dan en pulgadas.

 (a)  Encuentre la distancia entre los dos insectos en el instante 
t = 0. 

 (b)  Use una herramienta de grafi cación para representar la 
distancia entre los insectos desde t = 0 hasta t = 10.

 (c)  Use la gráfi ca del inciso (b), ¿qué se puede concluir acer-
ca de la distancia entre los insectos?

 (d)  ¿Qué tanto se acercan los insectos?

104.  Encontrar una ecuación de una esfera Encuentre la 

ecuación estándar de la esfera con el centro en (–3, 2, 4), que 

es tangente al plano dado por 2x + 4y – 3z = 8.

105.  Encontrar un punto de intersección Encuentre el 

punto de intersección del plano 3x – y + 4z = 7 con la recta 

que pasa por (5, 4, –3) y que es perpendicular a este plano.

106.  Encontrar la distancia entre un plano y una rec-
ta Demuestre que el plano 2x – y – 3z = 4 es paralelo a la 

recta x = –2 + 2t, y = –1 + 4t, z = 4, y encuentre la distan-

cia entre ambos.

107.  Encontrar un punto de intersección Encuentre el 

punto de intersección de la recta que pasa por (1, –3, l) y 

(3, –4, 2), y el plano dado por x – y + z = 2.

108.  Encontrar ecuaciones paramétricas Encuentre un 

conjunto de ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por 

el punto (l, 0, 2) y es paralela al plano dado por x + y + z = 5, 

y perpendicular a la recta x = t, y = 1 + t, z = 1 + t.

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 109 a 114, determine si 
el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué 
o dé un ejemplo que pruebe que es falso.

109.  Si v = a1i + b1j + c1k es cualquier vector en el plano dado por 
a2x + b2y + c2z + d2 = 0, entonces a1a2 + b1b2 + c1c2 = 0.

110.  Todo par de rectas en el espacio o se cortan o son paralelas.

111.  Dos planos en el espacio o se cortan o son paralelos.

112.  Si dos rectas L1 y L2 son paralelas a un plano P, entonces L1 
y L2 son paralelas.

113.  Dos planos perpendiculares a un tercer plano en el espacio 
son paralelos.

114.  Un plano y una recta en el espacio se intersecan o son paralelos.

PROYECTO DE TRABAJO

Distancias en el espacio
En esta sección ha visto dos fórmulas para distancia, la distan-

cia de un punto a un plano y la distancia de un punto a una recta. 

En este proyecto estudiará un tercer problema de distancias, la 

distancia de dos rectas que se cruzan. Dos rectas en el espacio 

son oblicuas si no son paralelas ni se cortan (vea la fi gura).

(a) Considere las siguientes dos rectas en el espacio.

  L2: x 4 s,  y 6 8s,  z 7 3s

L1: x 4 5t,  y 5 5t,  z 1 4t

  (i)  Demuestre que estas rectas no son paralelas,

  (ii)  Demuestre que estas rectas no se cortan, y por 

consiguiente las rectas se cruzan.

  (iii)  Demuestre que las dos rectas están en planos pa-

ralelos.

  (iv)  Encuentre la distancia entre los planos paralelos 

del inciso (iii). Ésta es la distancia entre las rectas 

que se cruzan originales.

(b)  Use el procedimiento del inciso (a) para encontrar la dis-

tancia entre las rectas.

  L2: x 1 s,  y 4 s,  z 1 s

L1: x 2t,  y 4t,  z 6t

(c)  Use el procedimiento del inciso (a) para encontrar la dis-

tancia entre las rectas.

  L2: x 1 4s,  y 2 s,  z 3 3s

L1: x 3t,  y 2 t,  z 1 t

(d)  Desarrolle una fórmula para encontrar la distancia de las 

rectas oblicuas.

  

L1

L2

L2: x x2 a2s,  y y2 b2s,  z z2 c2s

L1: x x1 a1t,  y y1 b1t,  z z1 c1t
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794 Capítulo 11  Vectores y la geometría del espacio

  Reconocer y dar las ecuaciones de superfi cies cilíndricas.
  Reconocer y dar las ecuaciones de superfi cies cuádricas.
  Reconocer y dar las ecuaciones de superfi cies de revolución.

Superfi cies cilíndricas
Las primeras cinco secciones de este capítulo contienen la parte vectorial de los conoci-

mientos preliminares necesarios para el estudio del cálculo vectorial y del cálculo en el 

espacio. En esta y en la próxima sección se estudian superfi cies en el espacio y sistemas 

alternativos de coordenadas para el espacio. Ya se han estudiado dos tipos especiales de 

superfi cies.

1. Esferas: Sección 11.2

2. Planos: Sección 11.5ax by cz d 0

x x0
2 y y0

2 z z0
2 r2

Un tercer tipo de superfi cie en el espacio son las llamadas superfi cies cilíndricas, 

o simplemente cilindros. Para defi nir un cilindro, considere el cilindro circular recto 

mostrado en la fi gura 11.56. Puede imaginar que este cilindro es generado por una recta 

vertical que se mueve alrededor del círculo x2 + y2 = a2 que se encuentra en el plano xy. 

A este círculo se le llama curva generadora o directriz para el cilindro, como se indica 

en la siguiente defi nición.

Defi nición de un cilindro

Sea C una curva en un plano y sea L una recta no paralela a ese plano. Al conjunto 

de todas las rectas paralelas a L que cortan a C se le llama cilindro. A C se le llama 

curva generadora o directriz del cilindro y a las rectas paralelas se les llama rectas 
generatrices.

Sin pérdida de generalidad, puede suponer 

que C se encuentra en uno de los tres planos 

coordenados. En este texto se restringe la 

discusión a cilindros rectos, es decir, a cilindros 

cuyas rectas generatrices son perpendiculares 

al plano coordenado que contiene a C, como 

se muestra en la fi gura 11.57. Observe que las 

rectas generatrices cortan a C y son paralelas a 

la recta L. 

Para el cilindro circular recto que se mues-

tra en la fi gura 11.56, la ecuación de la curva 

generadora en el plano xy es

x2 y2 a2.

Para encontrar una ecuación del cilindro, observe que se puede generar cualquiera 

de las (rectas) generatrices fi jando los valores de x y y, y dejando que z tome todos los 

valores reales. En este caso, el valor de z es arbitrario y, por consiguiente, no está in-

cluido en la ecuación. En otras palabras, la ecuación de este cilindro simplemente es la 

ecuación de su curva generadora.

Ecuación de un cilindro en el espaciox2 y2 a2

Ecuaciones de cilindros

La ecuación de un cilindro cuyas rectas generatrices son paralelas a uno de los ejes 

coordenados contiene sólo las variables correspondientes a los otros dos ejes.

y

x

z

Cilindro circular recto:
x2 + y2 = a2

Las rectas generatrices son paralelas 
al eje
Figura 11.56

z

11.6 Superfi cies en el espacio

x

z

y

Las rectas
generatrices 
cortan a C y son 
paralelas a L.

L corta a C.

Curva 
generadora C

Cilindro recto: las rectas generatrices 
cortan a C y son perpendiculares 
al plano coordenado que contiene a C.
Figura 11.57
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795 11.6  Superfi cies en el espacio

EJEMPLO 1  Trazar un cilindro

Trace la superfi cie representada por cada una de las ecuaciones.

a. b. 0 x 2z sen x,z y2

Solución

a. La gráfi ca es un cilindro cuya curva directriz, z = y2, es una parábola en el plano yz. 

Las generatrices del cilindro son paralelas al eje x, como se muestra en la fi gura 

11.58(a).

b. La gráfi ca es un cilindro generado por la curva del seno en el plano xz. Las genera-

trices son paralelas al eje y, como se muestra en la fi gura 11.58(b).

 

(a) Las generatrices son 
paralelas al eje

(b) Las generatrices son 
paralelas al eje

Figura 11.58

y.x.

z

y

π

1

x

Cilindro: z = sen x

La curva directriz C
está en el plano xz

z

x

y

Cilindro: z = y2

La curva directriz C 
está en el plano yz

 

Superfi cies cuádricas
El cuarto tipo básico de superfi cies en el espacio son las superfi cies cuádricas. Éstas 

son los análogos tridimensionales de las secciones cónicas.

Superfi cie cuádrica 

La ecuación de una superfi cie cuádrica en el espacio es una ecuación de segundo 

grado en tres variables. La forma general de la ecuación es

Ax2 By2 Cz2 Dxy Exz Fyz Gx Hy Iz J 0. 

Hay seis tipos básicos de superfi cies cuádricas: elipsoide, hiperboloide de una 
hoja, hiperboloide de dos hojas, cono elíptico, paraboloide elíptico y parabo-
loide hiperbólico.

A la intersección de una superfi cie con un plano se le llama traza de la superfi cie 
en el plano. Para visualizar una superfi cie en el espacio, es útil determinar sus trazas en 

algunos planos elegidos inteligentemente. Las trazas de las superfi cies cuádricas son 

cónicas. Estas trazas, junto con la forma canónica o estándar de la ecuación de cada 

superfi cie cuádrica, se muestran en la tabla de las siguientes dos páginas. 

En la tabla de las siguientes dos páginas se muestra sólo una de las varias orienta-

ciones posibles de cada superfi cie cuádrica. Si la superfi cie está orientada a lo largo de 

un eje diferente, su ecuación estándar cambiará consecuentemente, como se ilustra en 

los ejemplos 2 y 3. El hecho de que los dos tipos de paraboloides tengan una variable 

elevada a la primera potencia puede ser útil al clasifi car las superfi cies cuádricas. Los 

otros cuatro tipos de superfi cies cuádricas básicas tienen ecuaciones que son de segundo 
grado en las tres variables.
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796 Capítulo 11  Vectores y la geometría del espacio

y
x

z Elipsoide

La superficie es una esfera cuando
a b c 0.

x2

a2

y2

b2

z2

c2 1

y
x

z

xyTraza 

yzTraza xzTraza 

y

x

z Hiperboloide de una hoja

El eje del hiperboloide corresponde 
a la variable cuyo coeficiente es 
negativo.

x2

a2

y2

b2

z2

c2 1

y

x

z

xyTraza 

yzTraza 
xzTraza 

x y

z Hiperboloide de dos hojas

El eje del hiperboloide corresponde 
a la variable cuyo coeficiente es 
positivo. No hay traza en el plano 
coordenado perpendicular a este eje.

z2

c2

x2

a2

y2

b2 1

z

x y

No hay traza xy

yzTraza xzTraza 

Paralela al 
plano xy

PlanoTraza 

PlanoTraza 

PlanoTraza 

Elipse 
Elipse 
Elipse 

Paralelo al plano xy

Elipse Paralelo al plano xy

Elipse Paralelo al plano xy

Paralelo al plano xz

Paralelo al plano xz
Paralelo al plano yz

Hipérbola 
Paralelo al plano yzHipérbola 

Paralelo al plano xzHipérbola 
Paralelo al plano yzHipérbola 
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797 11.6  Superfi cies en el espacio

x

y

z Cono elíptico

El eje del cono corresponde a la 
variable cuyo coeficiente es negativo. 
Las trazas en los planos coordenados 
paralelos a este eje son rectas que 
se cortan.

x2

a2

y2

b2

z2

c2 0

x

z

y

xyTraza 
(un punto)

yzTraza 

Paralelo al 
plano xy

xzTraza 

x
y

z Paraboloide elíptico

El eje del paraboloide corresponde 
a la variable elevada a la primera 
potencia.

z
x2

a2

y2

b2

x
y

z
xzTraza yzTraza 

x

y

z Paraboloide hiperbólico

El eje del paraboloide corresponde 
a la variable elevada a la primera 
potencia.

z
y2

b2

x2

a2

x

y

z
yzTraza 

xzTraza 

PlanoTraza 

PlanoTraza 

PlanoTraza 

Elipse Paralelo al plano xy

Elipse Paralelo al plano xy

Paralelo al plano xz

Paralelo al plano xz

Hipérbola 
Paralelo al plano yz

Paralelo al plano yz

Hipérbola 

xyTraza 
(un punto)

Paralelo al 
plano xy

Paralelo al 
plano xy

Parábola
Parábola

Paralelo al plano xz
Paralelo al plano yz

Parábola
Parábola

Paralelo al plano xyHipérbola 
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798 Capítulo 11  Vectores y la geometría del espacio

Para clasifi car una superfi cie cuádrica, empiece por escribir la superfi cie en la for-

ma canónica o estándar. Después, determine varias trazas en los planos coordenados o 

en planos paralelos a los planos coordenados.

EJEMPLO 2  Trazar una superfi cie cuádrica

Clasifi que y dibuje la superfi cie dada por 

4x2 3y2 12z2 12 0.

Solución Empiece por escribir la ecuación en forma canónica o estándar.

Escriba la ecuación original.

Divida entre 

Forma canónica o estándar 
y2

4
x2

3
z2

1
1

12. 
x2

3
y2

4
z2 1 0

4x2 3y2 12z2 12 0

De la tabla en las páginas 796 y 797 puede concluir que la superfi cie es un hiperboloide 

de dos hojas con el eje y como su eje. Para esbozar la gráfi ca de esta superfi cie, conviene 

hallar las trazas en los planos coordenados.

Traza Hipérbola

Traza No hay traza

Traza Hipérbola 
y2

4
z2

1
1x 0 :yz

 
x2

3
z2

1
1y 0 :xz

 
y2

4
x2

3
1z 0 :xy

La gráfi ca se muestra en la fi gura 11.59.

EJEMPLO 3  Trazar una superfi cie cuádrica

Clasifi que y dibuje la superfi cie dada por

x y2 4z2 0.

Solución Como x está elevada sólo a la primera potencia, la superfi cie es un parabo-

loide. El eje del paraboloide es el eje x. En la forma canónica o estándar la ecuación es

Forma canónica o estándarx y2 4z2.

Algunas trazas útiles son las siguientes.

Traza Parábola

Traza Parábola

Paralelo al plano Elipse
y2

4
z2

1
1x 4 :yz

x 4z2y 0 :xz

x y2z 0 :xy

La superfi cie es un paraboloide elíptico, como se muestra en la fi gura 11.60. 

Algunas ecuaciones de segundo grado en x, y y z no representan ninguno de los 

tipos básicos de superfi cies cuádricas. He aquí dos ejemplos.

Un único punto x2 y2 z2 0

es un único punto, y la gráfi ca de 

Cilindro recto circularx2 y2 1

es un cilindro recto circular.

y

z

x

10

4
2

2
− 4

y2 z2

4 1
+       = 1

Paraboloide elíptico:
x = y2 + 4z2

x = 4z2

x = y2

Figura 11.60

y

z

Hiperboloide de dos hojas:

y2 x2

4 3
−       − z2 = 1

4
3

2 1 2

1

2

3

x

y2 z2

4 1
−       = 1

y2 x2

4 3
−       = 1

Figura 11.59
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799 11.6  Superfi cies en el espacio

En el caso de una superfi cie cuádrica no centrada en el origen, puede formar la 

ecuación estándar completando cuadrados, como se muestra en el ejemplo 4.

EJEMPLO 4  Una superfi cie cuádrica no centrada en el origen

Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo.

Clasifi que y dibuje la superfi cie dada por 

x2 2y2 z2 4x 4y 2z 3 0.

Solución Empiece por agrupar términos y donde sea posible factorice.

x2 4x 2 y2 2y z2 2z 3

Después, al completar el cuadrado de cada variable escriba la ecuación en su forma 

estándar:

 
x 2 2

4
y 1 2

2
z 1 2

4
1

 x 2 2 2 y 1 2 z 1 2 4

 x2 4x 4 2 y2 2y 1 z2 2z 1 3 4 2 1

 x2 4x  2 y2 2y  z2 2z  3

En esta ecuación puede ver que la superfi cie cuádrica es un elipsoide centrado en el 

punto (2, –1, 1). Su gráfi ca se muestra en la fi gura 11.61.  

TECNOLOGÍA Un sistema algebraico por computadora puede ayudar a visua-

lizar una superfi cie en el espacio.* La mayoría de estos sistemas algebraicos por 

computadora crean gráfi cas tridimensionales dibujando varias trazas de la superfi cie 

y aplicando una rutina de “línea oculta” que borra las porciones de la superfi cie si-

tuadas detrás de otras. Abajo se muestran dos ejemplos de fi guras que se generaron 

con Mathematica.

Paraboloide hiperbólico Paraboloide elíptico

z
y 2

16
x2

16
x

y2

2
z2

2

y

x

Generada con Mathematica

z

x

y

Generada con Mathematica

z

Usar una herramienta de grafi cación para representar una superfi cie en el espa-

cio requiere práctica. En primer lugar, se debe saber lo sufi ciente sobre la superfi cie 

en cuestión para poder especifi car que dé una vista representativa de la superfi cie. 

También, a menudo se puede mejorar la vista de una superfi cie girando los ejes. Por 

ejemplo, se observa que el paraboloide elíptico de la fi gura se ve desde un punto más 

“alto” que el utilizado para ver el paraboloide hiperbólico.

y

x

z

1

5

3

− 1

(2, − 1, 1)

(x − 2)2 (y + 1)2 (z − 1)2

4 2 4
+ + = 1

Un elipsoide centrado en
Figura 11.61

2, 1, 1 .

*Algunas grafi cadoras 3-D requieren que se den las superfi cies mediante ecuaciones paramétri-

cas. Para un análisis de esta técnica, vea la sección 15.5.

11-CH11-LARSON.indd   799 03/12/14   12:43



800 Capítulo 11  Vectores y la geometría del espacio

Superfi cies de revolución
El quinto tipo especial de superfi cie que estudiará recibe el nombre de superfi cie de 
revolución. En la sección 7.4 estudió un método para encontrar el área de tales super-

fi cies. Ahora verá un procedimiento para hallar su ecuación. Considere la gráfi ca de la 

función radio

Curva generadora o directrizy r z

en el plano yz. Si esta gráfi ca se gira sobre el eje z, forma una superfi cie de revolución, 

como se muestra en la fi gura 11.62. La traza de la superfi cie en el plano z = z0 es un 

círculo cuyo radio es r(z0) y cuya ecuación es

Traza circular en el plano: z z0x2 y2 r z0
2.

Sustituyendo z0 por z obtiene una ecuación que es válida para todos los valores de z. 

De manera similar, puede obtener ecuaciones de superfi cies de revolución para los otros 

dos ejes, y los resultados se resumen como sigue.

Superfi cie de revolución

Si la gráfi ca de una función radio r se gira sobre uno de los ejes coordenados, la 

ecuación de la superfi cie de revolución resultante tiene una de las formas siguientes.

1. Girada sobre el eje

2. Girada sobre el eje

3. Girada sobre el eje x2 y2 r z 2z:

x2 z2 r y 2y:

y2 z2 r x 2x:

EJEMPLO 5   Hallar una ecuación para una superfi cie 
de revolución

Encuentre una ecuación para la superfi cie de revolución generada al girar (a) la gráfi ca 

de y = 1�z en torno al eje z y (b) la gráfi ca de 9x2 = y3 con respecto al eje y.

Solución

a. Una ecuación para la superfi cie de revolución generada al girar la gráfi ca de 

 
Función radioy

1
z

 en torno al eje z es

 

Girada en torno al eje 

Sustituir r z .1 zx2 y2 1
z

2

.

zx2 y2 r z 2

por 

b. Para encontrar una ecuación para la superfi cie generada al girar la gráfi ca de 9x2 = y3 

en torno al eje y, despeje x en términos de y. Así obtiene 

 
Función radiox

1
3

y3 2 r y .

 Por tanto, la ecuación para esta superfi cie es

 

Girada en torno al eje 

Sustituir 

Ecuación de la superficiex2 z2 1
9

y3.

r y .1
3 y3 2x2 z2 1

3
y3 2

2

yx2 z2 r y 2

por

 La gráfi ca se muestra en la fi gura 11.63. 

y

x

(x, y, z)
r z( )

(0, 0, z)

(0, r (z), z)

z Curva generadora 
o directriz y = r (z)

Sección 
transversal 
circular

Figura 11.62

x
y

z

x2 + z2 = y31
9

Superficie:

Curva generadora
9x2 = y3

Figura 11.63
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801 11.6  Superfi cies en el espacio

La curva generadora o directriz de una superfi cie de revolución no es única. Por 

ejemplo, la superfi cie

x2 z2 e 2y

puede generarse al girar la gráfi ca de 

x e y

en torno al eje y o la gráfi ca de

z e y

sobre el eje y, como se muestra en la fi gura 11.64.

Figura 11.64

x

y

z Curva generadora 
en el plano yz
z = e− y

x

y

z

Superficie:
x2 + z2 = e− 2y

Curva generadora 
en el plano xy
x = e− y

EJEMPLO 6  Hallar una curva generadora o directriz

Encuentre una curva generadora o directriz y el eje de revolución de la superfi cie dada 

por

x2 3y2 z2 9.

Solución La ecuación tiene una de las formas siguientes.

Girada en torno al eje 

Girada en torno al eje 

Girada en torno al eje yx2 z2 r y 2

xy2 z2 r x 2

zx2 y2 r z 2

Como los coefi cientes de x2 y y2 son iguales, 

debe elegir la tercera forma y escribir

x2 z2 9 3y2.

El eje y es el eje de revolución. Puede elegir una 

curva directriz de las trazas siguientes.

Traza en el plano 

o

Traza en el plano yzz2 9 3y2.

xyx2 9 3y2

Por ejemplo, usando la primer traza, la curva 

generadora es la semielipse dada por

Curva generadora x 9 3y2.

La gráfi ca de esta superfi cie se muestra en la fi -

gura 11.65.

y

x

z

Superficie:
x2 + 3y2 + z2 = 9

Curva generadora 
en el plano yz
z =     9 − 3y2

Curva generadora 
en el plano xy
x =     9 − 3y2

Figura 11.65
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802 Capítulo 11  Vectores y la geometría del espacio

Correspondencia En los ejercicios 1 a 6, relacione la ecua-
ción con su gráfi ca. [Las gráfi cas están marcadas (a), (b), (c), 
(d), (e) y (f).]

)b()a(

)d()c(

)f()e(

.2.1

.4.3

.6.5 4x2 y2 4z 04x2 4y z2 0

y2 4x2 9z24x2 y2 4z2 4

15x2 4y2 15z2 4
x2

9
y2

16
z2

9
1

y
4

5
4

2
3

x

z

y
2

2
1

3

−3

3
4 4

x

z

6

4

2

2
y

x

z

x
y5

− 5

4

4

z

y

x

2
4

2

3

4
− 3

z

x
y5 6

4

6

3

z

Trazar una superfi cie en el espacio En los ejercicios 7 a 12, 
describa y dibuje la superfi cie.

.8.7

.01.9

.21.11 y2 z2 164x2 y2 4

y2 z 6y2 z2 9

z 2y 5

 

Trazar una superfi cie cuádrica En los ejercicios 13 a 24, 
identifi que y dibuje la superfi cie cuádrica. Use un sistema alge-
braico por computadora para confi rmar su dibujo.

.41.31

.61.51

.81.71

.02.91

.22.12

.42.32 x2 2y2 2z2z2 x2 y2

9

3z y2 x2x2 y2 z 0

z x2 4y2x2 y z2 0

z2 x2 y2

4
14x2 y2 z2 1

8x2 18y2 18z2 216x2 y2 16z2 4

x2

16
y2

25
z2

25
1x2 y2

4
z2 1

DESARROLLO DE CONCEPTOS

25.  Cilindro Dé la defi nición de un cilindro.

26.  Traza de una superfi cie ¿Qué es la traza de una su-

perfi cie? ¿Cómo encuentra una traza?

27.  Superfi cies cuádricas Identifi que las seis superfi cies 

cuádricas y dé la forma estándar de cada una.

28.  Clasifi car una ecuación ¿Qué representa la ecuación 

z = x2 en el plano xz? ¿Qué representa en el espacio tridi-

mensional?

29.  Clasifi car una ecuación ¿Qué representa la ecuación 

4x2 + 6y2 – 3z2 = 12 en el plano xy? ¿Qué representa en el 

espacio tridimensional?

¿CÓMO LO VE? Las cuatro fi guras son gráfi cas de 

la superfi cie cuádrica z = x2 + y2. Relacione cada una 

de las cuatro gráfi cas con el punto en el espacio desde 

el cual se ve el paraboloide. Los cuatro puntos son 

(0, 0, 20), (0, 20, 0), (20, 0, 0) y (10, 10, 20).

)b()a(

)d()c(

x

z

y

x

x y

zz

y

Encontrar una ecuación de una superfi cie de revolu-
ción En los ejercicios 31 a 36, encuentre una ecuación para la 
superfi cie de revolución generada al girar la curva en el plano 
coordenado indicado sobre el eje dado.

31.

32.

33. zyzz 2y

yyzz 3y

yyzz2 4y

Ecuación 
de la curva

Plano 
coordenado

Eje de 
revolución

Plano 

Plano 

Plano 

Eje 

Eje 

Eje 

11.6 Ejercicios   Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios 
con numeración impar.
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803 11.6  Superfi cies en el espacio

34.

35.

36. zyzz ln y

xxyxy 2

xxz2z 4 x2

Ecuación 
de la curva

Plano 
coordenado

Eje de 
revolución

Plano 

Plano 

Plano 

Eje 

Eje 

Eje 

Encontrar una curva generadora En los ejercicios 37 y 38, 
encuentre una ecuación de una curva generadora dada la ecua-
ción de su superfi cie de revolución.

.83.73 x2 z2 cos2 yx2 y2 2z 0

Hallar el volumen de un sólido En los ejercicios 39 y 40, 
use el método de las capas para encontrar el volumen del sólido 
que se encuentra debajo de la superfi cie de revolución y sobre 
el plano xy.

39.  La curva z = 4x – x2 en el plano xz se gira en torno al eje z.

40.  La curva z = sen y (0 ≤ y ≤ p) en el plano yz se gira en torno al 
eje z.

Analizar una traza En los ejercicios 41 y 42, analice la traza 
cuando la superfi cie

z 1
2x

2 1
4 y

2

se corta con los planos indicados.

41.  Encuentre las longitudes de los ejes mayor y menor, y las coor-
denadas del foco de la elipse generada cuando la superfi cie es 
cortada por los planos dados por

  (a) z = 2 y (b) z = 8.

 42.  Encuentre las coordenadas del foco de la parábola formada 
cuando la superfi cie se corta con los planos dados por 

  (a) y = 4 y (b) x = 2.

Encontrar una ecuación de una superfi cie En los ejerci-
cios 43 y 44, encuentre una ecuación de la superfi cie que satis-
faga las condiciones e identifi que la superfi cie.

43.  El conjunto de todos los puntos equidistantes del punto (0, 
2, 0) y del plano y = –2.

44.  El conjunto de todos los puntos equidistantes del punto (0, 
0, 4) y del plano xy.

45.  Geografía

Debido a las fuerzas causadas por su rotación, la Tiera es 
un elipsoide oblongo y no una esfera. El radio ecuatorial 
es de 3963 millas y 
el radio polar es de 
3950 millas. Halle 
una ecuación del elip-
soide. (Suponga que 
el centro de la Tierra 
está en el origen y que 
la traza formada por el 
plano corresponde al 
Ecuador.)

46.  Diseño de máquinas La parte superior de un buje de cau-

cho, diseñado para absorber las vibraciones en un automóvil, 

es la superfi cie de revolución generada al girar la curva

 
z 1

2 y2 1

 para 0 ≤ y ≤ 2 en el plano yz en torno al eje z.

 (a)  Encuentre una ecuación de la superfi cie de revolución.

 (b)  Todas las medidas están en centímetros y el buje está fi jo 
en el plano xy. Use el método de las capas para encontrar 
su volumen.

 (c)  El buje tiene un orifi cio de 1 centímetro de diámetro que 
pasa por su centro y en paralelo al eje de revolución. En-
cuentre el volumen del buje de caucho.

47.  Usar un paraboloide hiperbólico Determine la inter-

sección del paraboloide hiperbólico

 
z

y2

b2

x2

a2

 con el plano bx + ay – z = 0. (Suponga a, b > 0.)

48.  Intersección de superfi cies Explique por qué la curva 

de intersección de las superfi cies 

 

y

2x2 6y2 4z2 3x 2

x2 3y2 2z2 2y 4

 se encuentra en un plano.

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 49 a 52, determine si 
el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué 
o dé un ejemplo que pruebe que es falso.

49.  Una esfera es un elipsoide.

50.  La curva generadora o directriz de una superfi cie de revolución 
es única.

51.  Todas las trazas de un elipsoide son elipses.

52.  Todas las trazas de un hiperboloide de una hoja son hiperboloides.

53.  Piénselo A continuación se muestran tres tipos de superfi cies 

“topológicas” clásicas, la esfera y el toro tienen “interior” y “ex-

terior”. ¿Tiene la botella de Klein interior y exterior? Explique. 

Denis Tabler/Shutterstock.com

Esfera Toro

Botella de Klein Botella de Klein
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804 Capítulo 11  Vectores y la geometría del espacio

  Usar coordenadas cilíndricas para representar superfi cies en el espacio.
  Usar coordenadas esféricas para representar superfi cies en el espacio.

Coordenadas cilíndricas
Ya ha visto que algunas gráfi cas bidimensionales son más fáciles de representar en coor-

denadas polares que en coordenadas rectangulares. Algo semejante ocurre con las super-

fi cies en el espacio. En esta sección estudiará dos sistemas alternativos de coordenadas 

espaciales. El primero, el sistema de coordenadas cilíndricas, es una extensión de las 

coordenadas polares del plano al espacio tridimensional.

El sistema de coordenadas cilíndricas

En un sistema de coordenadas cilíndricas, un punto P en el espacio se representa 

por medio de una terna ordenada (r, u, z).

1.  (r, u) es una representación polar de la proyección de P en el plano xy.

2.  z es la distancia dirigida de (r, u) a P.

Para convertir coordenadas rectangulares en coordenadas cilíndricas (o viceversa), 

debe usar las siguientes fórmulas, basadas en las coordenadas polares, como se ilustra 

en la fi gura 11.66.

Cilíndricas a rectangulares:

     x r cos ,    y r sen ,    z z     

Rectangulares a cilíndricas:

     r2 x2 y2,    tan 
y
x
,    z z     

Al punto (0, 0, 0) se le llama el polo. Como la representación de un punto en el sistema 

de coordenadas polares no es única, la representación en el sistema de las coordenadas 

cilíndricas tampoco es única.

EJEMPLO 1   Convertir coordenadas cilíndricas 
a coordenadas rectangulares

Convierta el punto (r, u, z) = (4, 5p�6, 3) a coordenadas rectangulares.

Solución Usando las ecuaciones de conversión de cilíndricas a rectangulares obtiene

z 3.

y 4 sen 
5
6

4
1
2

2

x 4 cos 
5
6

4
3

2
2 3

Por tanto, en coordenadas rectangulares el punto es x, y, z 2 3, 2, 3 , como se 

muestra en la fi gura 11.67. 

11.7 Coordenadas cilíndricas y esféricas

x

y

z

(x, y, z)
(r,   , z)θ

θ
θ

θ

θ

P

x

y

Coordenadas 
rectangulares:
x = r cos
y = r sen
z = z

tan    =

r2 = x2 + y2

z = z

y
x

r

Coordenadas cilíndricas:

Figura 11.66

z

y

x

θ

θ

π
(r,   , z) =   4,      , 3

5
6( (

r

z

P

1

−2

−3

−4

−1
1 2 3 4− 1

1

2

3

4

(x, y, z) = (− 2    3, 2, 3)

Figura 11.67
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805 11.7  Coordenadas cilíndricas y esféricas

EJEMPLO 2   Convertir coordenadas rectangulares 
a coordenadas cilíndricas

Convierta el punto a coordenadas cilíndricas.

x, y, z 1, 3, 2

Solución Use las ecuaciones de conversión de rectangulares a cilíndricas.

z 2

arctan 3 n
3

ntan 3

r ± 1 3 ± 2

Tiene dos posibilidades para r y una cantidad infi nita de posibilidades para u. Como se 

muestra en la fi gura 11.68, dos representaciones adecuadas del punto son 

en el cuadrante I y

en el cuadrante III y

y

r < 02, 
4
3

, 2 .

r > 02, 
3

, 2

 

Las coordenadas cilíndricas son especialmente adecuadas para representar superfi -

cies cilíndricas y superfi cies de revolución en las que el eje z sea el eje de simetría, como 

se muestra en la fi gura 11.69.

Figura 11.69

z

y
x

r2 = z2 + 1
x2 + y2 − z2 = 1

z

y

x

r = z
x2 + y2 = z2

y
x

z

r = 2    z
x2 + y2 = 4z

y

x

z

r = 3
x2 + y2 = 9

Cilindro Paraboloide Cono Hiperboloide

Los planos verticales que contienen el eje z y los planos horizontales también tienen 

ecuaciones simples de coordenadas cilíndricas, como se muestra en la fi gura 11.70.

Figura 11.70

y

x

z Plano 
horizontal:
z = c

y

x

θ = c

z
Plano 
vertical:

= cθ

( , , ) = (1, 3, 2)x  y  z

θ
y

x

=

3

2

1 2 3

3

2

1

r = 2

z = 2

z

θ π
(r,   , z) =   2,    , 2   o   −2,      , 2

3

π
3

π4
3( (( (

Figura 11.68
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806 Capítulo 11  Vectores y la geometría del espacio

EJEMPLO 3   Convertir coordenadas rectangulares 
a coordenadas cilíndricas

Encuentre una ecuación en coordenadas cilíndricas para la superfi cie representada por 

cada ecuación rectangular.

a.

b. y2 x

x2 y2 4z2

Solución

a. Según la sección anterior, sabe que la gráfi ca de 

  x2 y2 4z2

 es un cono elíptico de dos hojas con su eje a lo largo del eje z, como se muestra en 

la fi gura 11.71. Si sustituye x2 + y2 por r2, la ecuación en coordenadas cilíndricas es

  

Ecuación rectangular

Ecuación cilíndrica r2 4z2.

 x2 y2 4z2

b. La gráfi ca de la superfi cie 

 y2 = x

 es un cilindro parabólico con rectas generatrices paralelas al eje z, como se muestra 

en la fi gura 11.72. Sustituyendo y2 por r2 sen2 u y x por r cos u, obtiene la ecuación 

siguiente en coordenadas cilíndricas.

  

Ecuación rectangular

Sustituya y por r sen    y x por r cos   .

Agrupe términos y factorice.

Divida cada lado entre r.

Despeje r.

Ecuación cilíndrica r csc  cot 

 r
cos 
sen2 

 r sen2 cos 0

 r r sen2 cos 0

 r2 sen2 r cos 

 y2 x

 Observe que esta ecuación comprende un punto en el que r = 0, por lo cual nada se 

pierde al dividir cada lado entre el factor r. 

La conversión de coordenadas rectangulares a coordenadas cilíndricas es más sen-

cilla que la conversión de coordenadas cilíndricas a coordenadas rectangulares, como se 

muestra en el ejemplo 4.

EJEMPLO 4   Convertir coordenadas rectangulares 
a coordenadas cilíndricas

Encuentre una ecuación en coordenadas rectangulares de la superfi cie representada por 

la ecuación cilíndrica

r2 cos 2 z2 1 0.

Solución 

Ecuación cilíndrica

Identidad trigonométrica

Sustituir x por r cos    y y por r sen   .

Ecuación rectangular y2 x2 z2 1

 x2 y2 z2 1

 r2 cos2 r2 sen2 z2 1

 r2 cos2 sen2 z2 1 0

 r2 cos 2 z2 1 0

Es un hiperboloide de dos hojas cuyo eje se encuentra a lo largo del eje y, como se mues-

tra en la fi gura 11.73. 

y

z

4 6

3

4
6

x

x2 + y2 = 4z2

Rectangular:

r2 = 4z2

Cilíndrica:

Figura 11.71

Cilíndrica:
r = csc    cotθ θ

y

x

z

2

2

4

1

Rectangular:
y2 = x

Figura 11.72

z

2
3

2
3

3

− 3

− 2

− 1 yx

Cilíndrica:
r2 cos 2   + z2 + 1 = 0θ

Rectangular:
y2 − x2 − z2 = 1

Figura 11.73
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807 11.7  Coordenadas cilíndricas y esféricas

Coordenadas esféricas
En el sistema de coordenadas esféricas, cada punto se representa por una terna orde-

nada: la primera coordenada es una distancia, la segunda y la tercera coordenadas son 

ángulos. Este sistema es similar al sistema de latitud-longitud que se usa para identifi car 

puntos en la superfi cie de la Tierra. Por ejemplo, en la fi gura 11.74 se muestra el punto 

en la superfi cie de la Tierra cuya latitud es 40° Norte (respecto al Ecuador) y cuya lon-

gitud es 80° Oeste (respecto al meridiano cero). Si se supone que la Tierra es esférica y 

tiene un radio de 4000 millas, este punto sería

hacia abajo
del Polo Norte

en el sentido de las
manecillas del reloj, 
desde el meridiano cero

Radio 5080

4000, 80 , 50 .

El sistema de coordenadas esféricas

En un sistema de coordenadas esféricas, un punto P en el espacio se representa por 

medio de una terna ordenada (r, u, f) donde r es la letra griega minúscula rho y f 

es la letra griega minúscula f i.

1.  r es la distancia entre P y el origen, r ≥ 0.

2.  u es el mismo ángulo utilizado en coordenadas cilíndricas para r ≥ 0.

3.  f es el ángulo entre el eje z positivo y el segmento de recta OP
\

, 0 ≤ f ≤ p.

Observe que la primera y tercera coordenadas, r y f, son no negativas.

La relación entre coordenadas rectangulares y esféricas se ilustra en la fi gura 11.75. 

Para convertir de un sistema al otro, use lo siguiente.

Esféricas a rectangulares:

     x  sen  cos ,    y  sen  sen ,    z  cos     

Rectangulares a esféricas:

     2 x2 y2 z2,    tan 
y
x
,    arccos

z
x2 y2 z2      

Para cambiar entre los sistemas de coordenadas cilíndricas y esféricas, use lo siguiente.

Esféricas a cilíndricas (r ≥ 0):

     r2 2 sen2 ,    ,    z  cos      

Cilíndricas a esféricas (r ≥ 0):

     r2 z2,    ,    arccos
z

r2 z2      

x

y

80° O
40° N

Ecuador

Meridiano
cero

z

Figura 11.74

x

y

(  ,   ,   )
(x, y, z)

θ φρ

θ

φ

ρ

P

x

y

r

O

z

z

φρr x2 + y2=    sen    =

Coordenadas esféricas. 
Figura 11.75
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808 Capítulo 11  Vectores y la geometría del espacio

El sistema de coordenadas esféricas es útil principalmente para superfi cies en el 

espacio que tienen un punto o centro de simetría. Por ejemplo, la fi gura 11.76 muestra 

tres superfi cies con ecuaciones esféricas sencillas.

Figura 11.76

y

x

Semicono:
= cφ 0 < c < π

2 ))

φ = c

z

y
x θ = c

Semiplano vertical:
= cθ

z

Esfera:
= cρ

y

x

c

z

EJEMPLO 5   Convertir coordenadas rectangulares 
a coordenadas esféricas

Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo.

Encuentre una ecuación en coordenadas esféricas para la superfi cie representada por 

cada una de las ecuaciones rectangulares

a. Cono: b. Esfera: x2 y2 z2 4z 0x2 y2 z2

Solución 

a. Use las ecuaciones de cambio de coordenadas de esféricas a rectangulares

  y z  cos y  sen  sen x  sen  cos ,

 y sustituya en la ecuación rectangular como se muestra.

   nat ±  1

nat 2 1

0 
sen2 
cos2 

1

 2 sen2 2 cos2 

 2 sen2  cos2 sen2 2 cos2 

 2 sen2  cos2 2 sen2  sen2 2 cos2  

 x2 y2 z2

 Por consiguiente, se puede concluir que

  
o

3
4

.
4

 La ecuación f = p�4 representa el semitono superior, y la ecuación f = 3p�4 

representa el semicono inferior.

b. Como r2 = x2 + y2 + z2 y z = r cos f, la ecuación rectangular tiene la forma esfé-

rica siguiente.

  4 cos 02 4  cos 0

 Descartando por el momento la posibilidad de que r = 0, se obtiene la ecuación 

esférica

  o 4 cos .4 cos 0

 Observe que el conjunto solución de esta ecuación comprende un punto en el cual 

r = 0, de manera que no se pierde nada al eliminar el factor r. La esfera represen-

tada por la ecuación r = 4 cos f se muestra en la fi gura 11.77. 

y

x

z

−2

2

4

11

2

ρ φ
Esférica:

= 4 cos
Rectangular:
x2 + y2 + z2 − 4z = 0

Figura 11.77
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809 11.7  Coordenadas cilíndricas y esféricas

Convertir cilíndricas a rectangulares En los ejercicios 1 a 6, 
convierta las coordenadas cilíndricas del punto en coordenadas 
rectangulares.

.2.1

.4.3

.6.5 0.5, 
4
3

, 84, 
7
6

, 3

6, 
4

, 23, 
4

, 1

2, , 47, 0, 5

Convertir rectangulares a cilíndricas En los ejercicios 7 a 
12, convierta las coordenadas rectangulares del punto en coor-
denadas cilíndricas.

.8.7

.01.9

.21.11 2 3, 2, 61, 3, 4

3, 3, 72, 2, 4

2 2, 2 2, 40, 5, 1

Convertir rectangulares a cilíndricas En los ejercicios 13 
a 20, encuentre una ecuación en coordenadas cilíndricas de la 
ecuación dada en coordenadas rectangulares,

.41.31

.61.51

.81.71

.02.91 x2 y2 z2 3z 0y2 10 z2

x2 y2 8xy x2

z x2 y2 11x2 y2 z2 17

x 9z 4

Convertir cilíndricas a rectangulares En los ejercicios 21 a 
28, encuentre una ecuación en coordenadas rectangulares de la 
ecuación dada en coordenadas cilíndricas y dibuje su gráfi ca.

.22.12

.42.32

.62.52

.82.72 r 2 cos r 2 sen 

z r2 cos2 r2 z2 5

r
1
2
z

6

z 2r 3

Convertir rectangulares a esféricas En los ejercicios 29 a 
34, convierta las coordenadas rectangulares del punto en coor-
denadas esféricas.

.03.92

.23.13

.43.33 1, 2, 13, 1, 2 3

2, 2, 4 22, 2 3, 4

4, 0, 04, 0, 0

Convertir esféricas a rectangulares En los ejercicios 35 a 
40, convierta las coordenadas esféricas del punto en coordena-
das rectangulares.

.63.53

.83.73

.04.93 6, , 
2

5, 
4

, 
3
4

9, 
4

, 12, 
4

, 0

12, 
3
4

, 
9

4, 
6

, 
4

Convertir rectangulares a esféricas En los ejercicios 41 a 
48, encuentre una ecuación en coordenadas esféricas de la ecua-
ción dada en coordenadas rectangulares.

.24.14

.44.34

.64.54

.84.74 x2 y2 z2 9z 0x2 y2 2z2

x 13x2 y2 16

x2 y2 3z2 0x2 y2 z2 49

z 6y 2

Convertir esféricas a rectangulares En los ejercicios 49 a 
56, encuentre una ecuación en coordenadas rectangulares de 
la ecuación dada en coordenadas esféricas y dibuje su gráfi ca. 

.05.94

.25.15

.45.35

.65.55 4 csc  sec csc 

2 sec 4 cos 

26

3
4

5

Correspondencia En los ejercicios 57 a 62, relacione la ecua-
ción (dada en términos de coordenadas cilíndricas o esféricas) 
con su gráfi ca. [Las gráfi cas se marcan (a), (b), (c), (d), (e) y (f).]

)b()a(

)d()c(

)f()e(

.85.75

.06.95

.26.16 4 sec r2 z

4
5

4
r 5

y
x

3

2

−2
12

z

y

x

2

1

2
−2

2

z

π
4

y
x

55

5

z

y

x
55

5

z

y

x

4

−4

4

2

z

y

x

π
4

1 2 3

3

−3 −2

3 2

z

11.7 Ejercicios   Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios 
con numeración impar.
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810 Capítulo 11  Vectores y la geometría del espacio

Convertir cilíndricas a esféricas En los ejercicios 63 a 70, 
convierta las coordenadas cilíndricas del punto en coordenadas 
esféricas.

.46.36

.66.56

.86.76

.07.96 4, 
2

, 312, , 5

4, 
3

, 44, 
6

, 6

2, 
2
3

, 24, 
2

, 4

3, 
4

, 04, 
4

, 0

Convertir esféricas a cilíndricas En los ejercicios 71 a 78, 
convierta las coordenadas esféricas del punto en coordenadas 
cilíndricas.

.27.17

.47.37

.67.57

.87.77 7, 
4

, 
3
4

8, 
7
6

, 
6

5, 
5
6

, 6, 
6

, 
3

18, 
3

, 
3

36, , 
2

4, 
18

, 
2

10, 
6

, 
2

DESARROLLO DE CONCEPTOS

79.  Convertir coordenadas rectangulares a cilíndri-
cas Dé las ecuaciones para la conversión de coordena-

das rectangulares a coordenadas cilíndricas y viceversa.

80.  Coordenadas esféricas Explique por qué en las coor-

denadas esféricas la gráfi ca de u = c es un semiplano y no 

un plano entero.

81.  Coordenadas rectangulares y esféricas Dé las 

ecuaciones para la conversión de coordenadas rectangula-

res a coordenadas esféricas y viceversa.

82.  ¿CÓMO LO VE? Identifi que la gráfi ca de la super-

fi cie con su ecuación rectangular. Después halle una 

ecuación en coordenadas cilíndricas para la ecuación 

dada en coordenadas rectangulares.

)b()a(

)ii()i( x2 y2 z2 2x2 y2 4
9z

2

44

z

y
x

4

z

y
x

3

22

82. 

Convertir una ecuación rectangular En los ejercicios 83 
a 90, convierta la ecuación rectangular a una ecuación (a) en 
coordenadas cilíndricas y (b) en coordenadas esféricas. 

.48.38

.68.58

.88.78

.09.98 y 4x2 y2 9

x2 y2 36x2 y2 4y

x2 y2 zx2 y2 z2 2z 0

4 x2 y2 z2x2 y2 z2 25

Trazar un sólido En los ejercicios 91 a 94, dibuje el sólido 
que tiene la descripción dada en coordenadas cilíndricas.

91.

92.

93.

94. 0 2 , 2 r 4, z2 r2 6r 8

0 2 , 0 r a, r z a

2 2, 0 r 3, 0 z r cos 

0 2, 0 r 2, 0 z 4

Trazar un sólido En los ejercicios 95 a 98, dibuje el sólido 
que tiene la descripción dada en coordenadas esféricas.

95.

96.

97.

98. 1 30 2,0 ,

0 20 2,0 2,

0 2 , 4 2, 0 1

0 2 , 0 6, 0 a sec 

Piénselo En los ejercicios 99 a 104, encuentre las desigualda-
des que describen al sólido y especifi que el sistema de coordena-
das utilizado. Posicione al sólido en el sistema de coordenadas 
en el que las desigualdades sean tan sencillas como sea posible.

 99.  Un cubo con cada arista de 10 centímetros de largo.

100.  Una capa cilíndrica de 8 metros de longitud, 0.75 metros de 
diámetro interior y un diámetro exterior de 1.25 metros.

101.  Una capa esférica con radios interior y exterior de 4 pulgadas 
y 6 pulgadas, respectivamente.

102.  El sólido que queda después de perforar un orifi cio de 1 pulgada 
de diámetro a través del centro de una esfera de 6 pulgadas de 
diámetro.

103.  El sólido dentro tanto de x2 + y2 + z2 = 9 como de 

x 3
2

2
y2 9

4.

104.  El sólido entre las esferas x2 + y2 + z2 = 4 y x2 + y2 + z2 = 9, 
y dentro del cono z2 = x2 + y2.

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 105 a 108, determine si 
el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué 
o dé un ejemplo que pruebe que es falso.

105.  En coordenadas cilíndricas, la ecuación r = z es un cilindro.

106. Las ecuaciones r = 2 y x2 + y2 + z2 = 4 representan la mis-
ma superfi cie.

107.  Las coordenadas cilíndricas de un punto (x, y, z) son únicas.

108.  Las coordenadas esféricas de un punto (x, y, z) son únicas.

109.  Intersección de superfi cies Identifi que la curva de in-

tersección de las superfi cies (en coordenadas cilíndricas) z = 

sen u y r = 1.

110.  Intersección de superfi cies Identifi que la curva de in-

tersección de las superfi cies (en coordenadas esféricas) r = 

2 sec f y r = 4. 
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811 Ejercicios de repaso

Escribir vectores en formas diferentes En los ejercicios 1 
y 2, sean u PQ

\

 y v PR
\

, (a) escriba u y v en la forma de 
componentes, (b) escriba u como combinación lineal de vecto-
res i y j unitarios estándar, (c) encuentre la magnitud de v, y 
(d) encuentre 2u + v.

 

1.

2. P 2, 1 , Q 5, 1 , R 2, 4

P 1, 2 , Q 4, 1 , R 5, 4

Hallar un vector En los ejercicios 3 y 4, encuentre las com-
ponentes del vector v dada su magnitud y el ángulo que forma 
con el eje x positivo.

 
.4.3 v 1

2, 225v 8, 60

 5.  Encontrar coordenadas de un punto Encuentre las 

coordenadas del punto en el plano xy cuatro unidades a la de-

recha del plano xz y cinco unidades detrás del plano yz.

 6.  Encontrar coordenadas de un punto Encuentre las 

coordenadas del punto localizado en el eje y y siete unidades a 

la izquierda del plano xz.

Hallar la distancia entre dos puntos en el espacio En los 
ejercicios 7 y 8, encuentre la distancia entre los puntos.

 

7.

8. 2, 1, 5 , 4, 1, 1

1, 6, 3 , 2, 3, 5

Hallar la ecuación de una esfera En los ejercicios 9 y 10, 
encuentre la ecuación estándar de la esfera.

 9.  Centro: (3, –2, 6); diámetro: 15.

10.  Puntos terminales de un diámetro: (0, 0, 4), (4, 6, 0).

Hallar la ecuación de una esfera En los ejercicios 11 y 12, 
complete el cuadrado para dar la ecuación de la esfera en for-
ma canónica o estándar. Encuentre el centro y el radio.

11.

12. x2 y2 z2 10x 6y 4z 34 0

x2 y2 z2 4x 6y 4 0

Escribir un vector en formas diferentes En los ejercicios 
13 y 14 se dan los puntos inicial y fi nal de un vector, (a) dibuje 
el segmento de recta dirigido, (b) encuentre la forma compo-
nente del vector, (c) escriba el vector usando notación vectorial 
unitaria estándar y (d) dibuje el vector con su punto inicial en 
el origen.

13. Punto inicial: 14. Punto inicial:

Punto terminal:  Punto terminal: 3, 3, 84, 4, 7

6, 2, 02, 1, 3

Usar vectores para determinar puntos colineales En los 
ejercicios 15 y 16, utilice vectores para determinar si los puntos 
son colineales.

15.

16. 5, 4, 7 , 8, 5, 5 , 11, 6, 3

3, 4, 1 , 1, 6, 9 , 5, 3, 6

17.  Encontrar un vector unitario Encuentre un vector unita-

rio en la dirección de u = 〈2, 3, 5〉.

18.  Encontrar un vector unitario Encuentre el vector v de 

magnitud 8 en la dirección 〈6, –3, 2〉.

Encontrar productos escalares En los ejercicios 19 y 20, 
sean v PR

\

 y u PQ
\

, encuentre (a) las componentes de u y 
de v, (b) u ∙ v, y (c) v ∙ v.

19.

20. P 2, 1, 3 , Q 0, 5, 1 , R 5, 5, 0

P 5, 0, 0 , Q 4, 4, 0 , R 2, 0, 6

Encontrar el ángulo entre dos vectores En los ejercicios 
21 a 24, encuentre el ángulo U entre los vectores (a) en radianes 
y (b) en grados.

21.

22.

23.

24. v 2, 2, 1u 1, 0, 3 ,

v 2, 1, 3u 10, 5, 15 ,

v i 5ju 6i 2j 3k,

v 2 cos 2 3 i sen 2 3 j

u 5 cos 3 4 i sen 3 4 j

Comparar vectores En los ejercicios 25 y 26, determine si u 
y v son ortogonales, paralelos o ninguna de las dos cosas.

.62.52

v 16, 12, 24v 1, 4, 5

u 4, 3, 6u 7, 2, 3

Encontrar la proyección de u sobre v En los ejercicios 27 
a 30, determine la proyección de u sobre v.

27.

28.

29.

30. v 2i 3j ku 5i j 3k,

v 2, 0, 2u 1, 1, 1 ,

v 3i 4ju 4i 2j,

v 1, 5u 7, 9 ,

31.  Vectores ortogonales Encuentre dos vectores en direc-

ciones opuestas que sean ortogonales al vector u = 〈5, 6, –3〉.

32.  Trabajo Un objeto es arrastrado 8 pies por el suelo aplican-

do una fuerza de 75 libras. La dirección de la fuerza es de 30° 

sobre la horizontal. Encuentre el trabajo realizado.

Encontrar productos vectoriales En los ejercicios 33 a 36, 
determine (a) u × v, (b) v × u y (c) v × v.

.43.33

.63.53

v 1, 3, 4v 1, 1, 3

u 0, 2, 1u 2, 4, 4

v 4i 2j 3kv 5i 2j k

u 6i 5j 2ku 4i 3j 6k

37.  Encontrar un vector unitario Encuentre un vector uni-

tario que sea ortogonal tanto a u = 〈2, –10, 8〉 como a v = 〈4, 

6, –8〉.

38.  Área Encuentre el área del paralelogramo que tiene los vec-

tores u = 〈3, –1, 5〉 y v = 〈2, –4, 1〉 como lados adyacentes. 

Ejercicios de repaso   Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas 
de los ejercicios con numeración impar.
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812 Capítulo 11  Vectores y la geometría del espacio

39.  Momento Las especifi caciones para un tractor establecen 

que el momento en un perno con tamaño de cabeza de 7
8 de 

pulgada no puede exceder 200 pies-libras. Determine la fuerza 

máxima ��F�� que puede aplicarse a la llave de la fi gura.

70°

50°

F

7
8

pulg.

2 pies

40.  Volumen Use el producto escalar triple para encontrar el 

volumen del paralelepípedo que tiene aristas adyacentes u = 

2i + j, v = 2j + k y w = –j + 2k.

Encontrar ecuaciones paramétricas y simétricas En los 
ejercicios 41 y 42, encuentre el conjunto de (a) ecuaciones para-
métricas y (b) ecuaciones simétricas de la recta a través de los 
dos puntos. (Para cada recta, dé los números directores como 
enteros.)

.24.14 8, 10, 51, 4, 3 ,3, 0, 2 ,  9, 11, 6

Encontrar ecuaciones paramétricas En los ejercicios 43 a 
46, determine un conjunto de ecuaciones paramétricas para la 
recta.

43.  La recta pasa por el punto (1, 2, 3) y es perpendicular al plano xz.

44.  La recta pasa por el punto (1, 2, 3) y es paralela a la recta dada 
por x = y = z.

45.  La intersección de los planos 3x – 3y – 7z = –4 y x – y + 2z = 3.

46.  La recta pasa por el punto (0, 1, 4) y es perpendicular a u = 
〈2, –5, 1〉 y v = 〈–3, l, 4〉.

Encontrar una ecuación de un plano En los ejercicios 47 a 
50, encuentre una ecuación del plano.

47.  El plano pasa por (–3, –4, 2), (–3, 4, 1) y (1, 1, –2).

48.  El plano pasa por el punto (–2, 3, 1) y es perpendicular a n = 
3i – j + k.

49.  El plano contiene las rectas dadas por

  
y

x 1
2

y 1 z 2.
x 1

2
y z 1

50.  El plano pasa por los puntos (5, 1, 3) y (2, –2, 1), y es perpen-
dicular al plano 2x + y – z = 4.

51.  Distancia Encuentre la distancia del punto (1, 0, 2) al plano 

2x – 3y + 6z = 6.

52.  Distancia Encuentre la distancia del punto (3, –2, 4) al pla-

no 2x – 5y + z = 10.

53.  Distancia Encuentre la distancia de los planos 5x – 3y + z 

= 2 y 5x – 3y + z = –3.

54.  Distancia Encuentre la distancia del punto (–5, 1, 3) a la 

recta dada por x = 1 + t, y = 3 – 2t y z = 5 – t.

Trazar una superfi cie en el espacio En los ejercicios 55–64, 
describa y dibuje la superfi cie.

.65.55

.85.75

.06.95

.26.16

.46.36 y2 z2 16x2 z2 4

x2

25
y2

4
z2

100
1

x2

16
y2

9
z2 1

16x2 16y2 9z2 0
x2

16
y2

9
z2 1

y cos zy 1
2z

y z2x 2y 3z 6

65.  Superfi cie de revolución Encuentre una ecuación para la 

superfi cie de revolución generada al girar la curva z2 = 2y en 

el plano yz en torno del eje y.

66.  Superfi cie de revolución Encuentre una ecuación para la 

superfi cie de revolución generada al girar la curva 2x + 3z = 1 

en el plano xz en torno del eje x.

Convertir coordenadas rectangulares En los ejercicios 67 
y 68, convierta las coordenadas rectangulares del punto a (a) coor-
denadas cilíndricas y (b) coordenadas esféricas.

.86.76
3

4
, 

3
4

, 
3 3

2
2 2, 2 2, 2

Convertir cilíndricas a esféricas En los ejercicios 69 y 70, 
convierta las coordenadas cilíndricas del punto a coordenadas 
esféricas.

.07.96 81, 
5
6

, 27 3100, 
6

, 50

Convertir esféricas a cilíndricas En los ejercicios 71 y 72, 
convierta las coordenadas esféricas del punto en coordenadas 
cilíndricas.

.27.17 12, 
2

, 
2
3

25, 
4

, 
3
4

Convertir una ecuación rectangular En los ejercicios 73 
y 74, convierta la ecuación rectangular a una ecuación en (a) coor-
denadas cilíndricas y (b) coordenadas esféricas.

.47.37 x2 y2 z2 16x2 y2 2z

Convertir cilíndricas a rectangulares En los ejercicios 75 y 
76, exprese en coordenadas rectangulares la ecuación dada en 
coordenadas cilíndricas y dibuje su gráfi ca. 

.67.57 z 4r 5 cos 

Convertir esféricas a rectangulares En los ejercicios 77 y 
78, exprese en coordenadas rectangulares la ecuación dada en 
coordenadas esféricas y dibuje su gráfi ca.

.87.77 3 cos 
4
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813 Solución de problemas

 1.  Demostración Utilizando vectores, demuestre la ley de 

los senos: si a, b y c son los tres lados del triángulo de la fi gu-

ra, entonces

 

a

A

B

C
b

c

sen A
a

sen B
b

sen C
c

.

2.  Usar una ecuación Considere la función 

 
 f x

x

0
t4 1 dt.

 (a) Use una herramienta de grafi cación para representar la 
función en el intervalo –2 ≤ x ≤ 2.

 (b) Encuentre un vector unitario paralelo a la gráfi ca de f en el 
punto (0, 0).

 (c) Encuentre un vector unitario perpendicular a la gráfi ca de 
f en el punto (0, 0).

 (d) Encuentre las ecuaciones paramétricas de la recta tangen-
te a la gráfi ca de f en el punto (0, 0).

3.  Demostración Utilizando vectores, demuestre que los 

segmentos de recta que unen los puntos medios de los lados 

de un paralelogramo forman un paralelogramo (vea la fi gura).

4.  Demostración Utilizando vectores, demuestre que las dia-

gonales de un rombo son perpendiculares (vea la fi gura).

5.  Distancia 

 (a)  Encuentre la distancia más corta entre el punto Q(2, 0, 0) 
y la recta determinada por los puntos P1(0, 0, 1) y P2(0, 
1, 2).

 (b)  Encuentre la distancia más corta entre el punto Q(2, 0, 0) y 
el segmento de recta que une los puntos P1(0, 0, 1) y P2(0, 
1, 2).

6.  Vectores ortogonales Sea P0 un punto en el plano con 

vector normal n. Describa el conjunto de puntos P en el plano 

para los que n PP
\

0  es el ortogonal a n PP
\

0 .

7.  Volumen

 (a)  Encuentre el volumen del sólido limitado abajo por el pa-
raboloide z = x2 + y2, y arriba por el plano z = 1. 

 (b)  Encuentre el volumen del sólido limitado abajo por el pa-
raboloide elíptico 

  
z

x2

a2

y2

b2

  y arriba por el plano z = k, donde k > 0.

 (c)  Demuestre que el volumen del sólido del inciso (b) es 
igual a la mitad del producto del área de la base por la 
altura (vea la fi gura).

x

y

Base

Altura

z

8.  Volumen

 (a) Use el método de los discos para encontrar el volumen de 
la esfera x2 + y2 + z2 = r2.

 (b)  Encuentre el volumen del elipsoide 
x2

a2

y2

b2

z2

c2 1.

9.  Demostración Demuestre la propiedad siguiente del pro-

ducto vectorial.

 u v w z u v z w u v w z

10.  Usar ecuaciones paramétricas Considere la recta dada 

por las ecuaciones paramétricas 

 
z 2t 1y 1

2t 1,x t 3,

y el punto para (4, 3, s) para todo número real s.

 (a)  Dé la distancia entre el punto y la recta como una función 
de s. 

 (b)  Use una herramienta de grafi cación para representar la 
función del inciso (a). Use la gráfi ca para encontrar un 
valor de s tal que la distancia entre el punto y la recta sea 
mínima.

 (c)  Use el zoom de una herramienta de grafi cación para am-
plifi car varias veces la gráfi ca del inciso (b). ¿Parece que 
la gráfi ca tenga asíntotas oblicuas? Explique. Si parece 
tener asíntotas oblicuas, encuéntrelas.

11.  Trazar gráfi cas Dibuje la gráfi ca de cada ecuación dada en 

coordenadas esféricas.

 )b()a( 2 cos 2 sen 

Solución de problemas    Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones 
trabajadas de los ejercicios con numeración impar.
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814 Capítulo 11  Vectores y la geometría del espacio

12.  Trazar gráfi cas Dibuje la gráfi ca de cada ecuación dada en 

coordenadas cilíndricas.

13.  Espiro Una pelota que pesa 1 libra y está sujetada por una 

cuerda a un poste, es lanzada en dirección opuesta al poste 

por una fuerza horizontal u que hace que la cuerda forme un 

ángulo de u grados con el poste (vea la fi gura).

 (a)  Determine la tensión resultante en la cuerda y la magnitud 
de u cuando u = 30°.

 (b)  Dé la tensión T de la cuerda y la magnitud de u como 
funciones de u. Determine los dominios de las funciones.

 (c)  Use una herramienta de grafi cación para completar la tabla.

0 10 20 30 40 50 60

T

u

 (d)  Use una herramienta de grafi cación para representar las 
dos funciones para 0° ≤ u ≤ 60°.

 (e)  Compare T y ��u�� a medida que u se aumenta. 

 (f)  Encuentre (si es posible) lím
→ 2

 T   y lím
→ 2

 u . ¿Son los 

resultados que esperaba? Explique.

Figura para 14Figura para 13

θ

θ
u

1 lb

θ

14.  Remolcar Una barcaza cargada es jalada por dos lanchas 

remolcadoras, y la magnitud de la resultante es de 6000 libras 

dirigidas a lo largo del eje de la barcaza (vea la fi gura). Cada 

cuerda del remolque forma un ángulo de u grados con el eje de 

la barcaza.

 (a)  Determine la tensión de las cuerdas del remolque si u = 20°.

 (b)  Dé la tensión T en cada cuerda como una función de u. 
Determine el dominio de la función.

 (c)  Use una herramienta de grafi cación para completar la tabla.

10 20 30 40 50 60

T

 (d)  Use una herramienta de grafi cación para representar la 
función de tensión.

 (e) Explique por qué la tensión aumenta a medida que u aumenta.

15.  Demostración Considere los vectores u = 〈cos a, sen a, 0〉 
y v = 〈cos b, sen b, 0〉, donde a > b. Halle el producto vecto-

rial de los vectores y use el resultado para demostrar la iden-

tidad

 sen sen  cos cos  sen .

16.  Sistema longitud-latitud Los Ángeles se localiza a 

34.05° de latitud Norte y 118.24° de longitud Oeste, y Río de 

Janeiro, Brasil, se localiza a 22.90° de latitud Sur y 43.23° 

de longitud Oeste (vea la fi gura). Suponga que la Tierra es 

esférica y tiene un radio de 4000 millas.

Los Ángeles

x

y

z

Ecuador

Río de Janeiro

Meridiano
cero

 (a)  Encuentre las coordenadas esféricas para la ubicación de 
cada ciudad. 

 (b)  Encuentre las coordenadas rectangulares para la ubicación 
de cada ciudad. 

 (c)  Encuentre el ángulo (en radianes) entre los vectores del 
centro de la Tierra a cada ciudad.

 (d)  Encuentre la distancia s del círculo máximo entre las ciu-
dades. (Sugerencia: s = ru.)

 (e)  Repita los incisos (a) a (d) con las ciudades de Boston, 
localizada a 42.36° latitud Norte y 71.06° longitud Oeste, 
y Honolulú, localizada a 21.31° latitud Norte y 157.86° 
longitud Oeste.

17.  Distancia entre un punto y un plano Considere el pla-

no que pasa por los puntos P, R y S. Demuestre que la distan-

cia de un punto Q a este plano es

 
Distancia

u v w
u v

donde u PR
\

, v PS
\

 y w PQ
\

.

18.  Distancia entre planos paralelos Demuestre que la dis-

tancia entre los planos paralelos

 
y ax by cz d2 0ax by cz d1 0

es

Distancia 
d1 d2

a2 b2 c2
 . 

19.  Intersección de planos Demuestre que la curva de in-

tersección del plano z = 2y, y el cilindro x2 + y2 = 1 es una 

elipse.

20.  Álgebra vectorial Lea el artículo “Tooth Tables: Solu-

tion of a Dental Problem by Vector Algebra”, de Gary Hosler 

Meisters, en Mathematics Magazine. (Para ver este artículo, 

vaya a MathArticles.com.) Después escriba un párrafo que ex-

plique cómo se pueden usar los vectores y el álgebra vectorial 

en la construcción de incrustaciones dentales.
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Control de tráfi co aéreo 
(Ejercicio 65, p. 850)

 12.1  Funciones vectoriales
 12.2   Derivación e integración de funciones vectoriales
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 12.4   Vectores tangentes y vectores normales
 12.5  Longitud de arco y curvatura 

Tiro de lanzamiento de 
bala (Ejercicio 42, p. 839)
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Futbol (Ejercicio 32, p. 839)

Funciones vectoriales

Resbaladilla (Ejercicio 81, p. 823)
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816 Capítulo 12  Funciones vectoriales

  Analizar y dibujar una curva en el espacio dada por una función vectorial.
  Extender los conceptos de límite y continuidad a funciones vectoriales.

Curvas en el espacio y funciones vectoriales
En la sección 10.2 se defi nió una curva plana como un conjunto de pares ordenados 

(f(t), g(t)) junto con sus ecuaciones paramétricas 

y y g tx f t

donde f y g son funciones continuas de t en un intervalo I. Esta defi nición puede extender-

se de manera natural al espacio tridimensional como sigue. Una curva en el espacio C 

es un conjunto de todas las demás ordenadas (f(t), g(t), h(t)) junto con sus ecuaciones 

paramétricas

y z h ty g tx f t ,

donde f, g y h son funciones continuas de t en un intervalo I.
Antes de ver ejemplos de curvas en el espacio, se introduce un nuevo tipo de fun-

ción, llamada función vectorial. Este tipo de función asigna vectores a números reales.

Defi nición de función vectorial

Una función de la forma

Plano

o

Espacior t f t i g t j h t k

r t f t i g t j

es una función vectorial, donde las funciones componentes f, g y h son funciones 

del parámetro t. Algunas veces las funciones vectoriales se denotan como 

Plano

o 

Espacior t f t , g t , h t .

r t f t , g t

Técnicamente, una curva en el plano o en el espacio consiste en una colección de 

puntos y ecuaciones paramétricas que la defi nen. Dos curvas diferentes pueden tener la 

misma gráfi ca. Por ejemplo, cada una de las curvas dadas por

y r t sen t2 i cos t2 jr t sen t i cos t j

tiene como gráfi ca el círculo unitario, pero estas ecuaciones no representan la misma 

curva, porque el círculo está trazado de diferentes maneras.

Es importante que se asegure de ver la diferencia entre la función vectorial r y las 

funciones reales f, g y h. Todas son funciones de la variable real t, pero r(t) es un vector, 

mientras que f(t), g(t) y h(t) son números reales (para cada valor específi co de t).
Las funciones vectoriales juegan un doble papel en la representación de curvas. 

Tomando como parámetro t, que representa el tiempo, se puede usar una función vecto-

rial para representar el movimiento a lo largo de una curva. O, en el caso más general, 

puede usar una función vectorial para trazar la gráfi ca de una curva. En ambos casos 

el punto fi nal del vector posición r(t) coincide con el punto (x, y) o (x, y, z) de la curva 

dada por las ecuaciones paramétricas, como se muestra en la fi gura 12.1. La punta de 

fl echa en la curva indica la orientación de la curva apuntando en la dirección de valores 

crecientes de t.

12.1 Funciones vectoriales 

C

Curva en el espacio

x

y

r(t0)

r(t1)

r(t2)

z

La curva 

Figura 12.1
r t .

C

x

r(t0)

r(t1)

r(t2)

Curva en un plano

C

y

es trazada por el punto final 

del vector posición
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817 12.1  Funciones vectoriales

A menos que se especifi que otra cosa, se considera que el dominio de una función 

vectorial r es la intersección de los dominios de las funciones componentes f, g y h. Por 

ejemplo, el dominio de  r t ln t i 1 t j tk es el intervalo (0, 1].

EJEMPLO 1  Trazar una curva plana

Dibujar la curva plana representada por la función vectorial

Función vectorial0 t 2 .r t 2 cos t i 3 sen t j,

Solución A partir del vector de posición r(t), se pueden dar las ecuaciones paramétricas 

y y 3 sen t.x 2 cos t

Despejando cos t y sen t, y utilizando la identidad cos2 t + sen2 t = 1, se obtiene la 

ecuación rectangular

Ecuación rectangular
x2

22

y2

32 1.

La gráfi ca de esta ecuación rectangular es la elipse mostrada en la fi gura 12.2. La curva 

está orientada en el sentido de las manecillas del reloj. Es decir, cuando t aumenta de 0 

a 2p, el vector de posición r(t) se mueve en el sentido de las manecillas del reloj, y sus 

puntos fi nales describen la elipse.

EJEMPLO 2  Trazar una curva en el espacio

Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo.

Dibuje la curva en el espacio representada por la función vectorial

Función vectorial0 t 4 .r t 4 cos t i 4 sen t j tk,

Solución De las dos primeras ecuaciones 

paramétricas

y y 4 sen tx 4 cos t

obtiene

Función vectorialx2 y2 16.

Esto signifi ca que la curva se encuentra en un 

cilindro circular recto de radio 4, centrado en el 

eje z. Para localizar en este cilindro la curva, use 

la tercera ecuación paramétrica

z = t.

En la fi gura 12.3, observe que a medida que t crece 

de 0 a 4p el punto sube en espiral por el cilin-

dro describiendo una hélice. Un ejemplo de una 

hélice de la vida real se muestra en el dibujo de la 

izquierda.

En los ejemplos 1 y 2 se dio una función vectorial y se le pidió dibujar la curva 

correspondiente. Los dos ejemplos siguientes se refi eren a la situación inversa: hallar 

una función vectorial para representar una gráfi ca dada. Claro está que si la gráfi ca se 

da en forma paramétrica, su representación por medio de una función vectorial es inme-

diata. Por ejemplo, para representar en el espacio la recta dada por x = 2 + t, y = 3t y 

z = 4 – t, use simplemente la función vectorial dada por

r t 2 t i 3tj 4 t k.

Si no se da un conjunto de ecuaciones paramétricas para la gráfi ca, el problema de 

representar la gráfi ca mediante una función vectorial se reduce a hallar un conjunto 

de ecuaciones paramétricas.

En 1953, Francis Crick y 
James D. Watson descubrieron la 
estructura de doble hélice del ADN.

x
− 3 − 1 1 3

2

1

y

r(t) = 2 cos ti − 3 sen tj

La elipse es trazada en el sentido 
de las manecillas del reloj a medida 
que t aumenta de 0 a 
Figura 12.2

2 .

x2 + y2 = 16
Cilindro:(4, 0, 4  )

(4, 0, 0)

4
π

π

x

y4

z

r(t) = 4 cos ti + 4 sen tj + tk

A medida que t crece de 0 a

Figura 12.3

4 , se 
describen dos espirales sobre la hélice. 
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818 Capítulo 12  Funciones vectoriales

EJEMPLO 3   Representar una gráfi ca mediante una 
función vectorial

Represente la parábola 

y x2 1

mediante una función vectorial.

Solución Aunque usted tiene muchas maneras de elegir el parámetro t, una opción 

natural es tomar x = t. Entonces y = t2 + 1 y tiene

Función vectorialr t t i t2 1 j.

Observe en la fi gura 12.4 la orientación obtenida con esta elección particular de pará-

metro. Si hubiera elegido como parámetro x = –t, la curva habría estado orientada en 

dirección opuesta.

EJEMPLO 4   Representar una gráfi ca mediante una 
función vectorial

Dibuje la gráfi ca C representada por la intersección del semielipsoide

z 0
x2

12
y2

24
z2

4
1,

y el cilindro parabólico y = x2. Después, halle una función vectorial que represente la 

gráfi ca.

Solución En la fi gura 12.5 se muestra la intersección de las dos superfi cies. Como en 

el ejemplo 3, una opción natural para el parámetro es x = t. Con esta opción, se usa la 

ecuación dada y = x2 para obtener y = t2. Entonces

z2

4
1

x2

12
y2

24
1

t2

12
t4

24
24 2t2 t4

24
6 t2 4 t2

24
.

Como la curva se encuentra sobre el plano xy, debe elegir para z la raíz cuadrada positi-

va. Así obtiene las ecuaciones paramétricas siguientes.

y z
6 t2 4 t2

6
.y t2x t,

La función vectorial resultante es

Función vectorial2 t 2.r t t i t2j
6 t2 4 t2

6
 k,

(Observe que el componente k de r(t) implica –2 ≤ t ≤ 2.) De los puntos (–2, 4, 0) y 

(2, 4, 0) que se muestran en la fi gura 12.5, puede ver que la curva es trazada a medida 

que t crece de –2 a 2.

La curva C es la intersección del semielipsoide y el cilindro parabólico.
Figura 12.5

y
x

4

2

5(2, 4, 0)

(− 2, 4, 0)

(0, 0, 2)

z
Cilindro parabólico C: x = t

y = t2

(6 + t2)(4 − t2)
6

z =

Curva en 
el espacio

Elipsoide

5

4

3

2

2−1−2 1
x

t = 2

t = 1t = −1

t = 0

t = −2

y

y = x2 + 1

Hay muchas maneras de parametrizar 
esta gráfica. Una de ellas es tomar 

Figura 12.4
x t.

COMENTARIO Las 

curvas en el espacio pueden 

especifi carse de varias mane-

ras. Por ejemplo, la curva del 

ejemplo 4 se describe como la 

intersección de dos superfi cies 

en el espacio.
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819 12.1  Funciones vectoriales

Límites y continuidad
Muchas de las técnicas y defi niciones utilizadas en el cálculo de funciones reales se pue-

den aplicar a funciones vectoriales. Por ejemplo, usted puede sumar y restar funciones 

vectoriales, multiplicar por un escalar, tomar su límite, derivarlas, y así sucesivamente. 

La estrategia básica consiste en aprovechar la linealidad de las operaciones vectoriales 

y extender las defi niciones en una base, componente por componente. Por ejemplo, para 

sumar o restar dos funciones vectoriales (en el plano), tiene 

Suma

 f1 t f2 t i g1 t g2 t j.

 r1 t r2 t f1 t i g1 t j f2 t i g2 t j

Para restar dos funciones vectoriales, puede escribir 

Resta

 f1 t f2 t i g1 t g2 t j.

 r1 t r2 t f1 t i g1 t j f2 t i g2 t j

De manera similar, para multiplicar y dividir una función vectorial por un escalar tiene

Multiplicación escalar

 cf1 t i cg1 t j.

 cr t c f1 t i g1 t j

Para dividir una función vectorial entre un escalar, 

División escalar

 
f1 t
c

 i
g1 t

c
 j.

c 0 
r t
c

f1 t i g1 t j
c

,

Esta extensión, componente por componente, de las operaciones con funciones reales a 

funciones vectoriales se ilustra más ampliamente en la defi nición siguiente del límite de 

una función vectorial.

Defi nición del límite de una función vectorial

1.  Si r es una función vectorial tal que r(t) = f(t)i + g(t)j, entonces

 
Planolím

t→a
 r t lím

t→a
  f t i lím

t→a
 g t j

 siempre que existan los límites de f y g cuando t → a.

2.  Si r es una función vectorial tal que r(t) = f(t)i + g(t)j + h(t)k, entonces

 
Espaciolím

t→a
 r t lím

t→a
  f t i lím

t→a
 g t j lím

t→a
 h t k

 siempre que existan los límites de f, g y h cuando t → a.

Si r(t) tiende al vector L cuando t → a, entonces la longitud del vector r(t) – 

L tiende a 0. Es decir,

cuando t →  a.r t L →  0

Esto se ilustra de manera gráfi ca en la fi gura 12.6. Con esta defi nición del límite de una 

función vectorial, usted puede desarrollar versiones vectoriales de la mayor parte de los 

teoremas del límite dados en el capítulo 1. Por ejemplo, el límite de la suma de dos funcio-

nes vectoriales es la suma de sus límites individuales. También puede usar la orientación de 

la curva r(t) para defi nir límites unilaterales de funciones vectoriales. La defi nición si-

guiente extiende la noción de continuidad a funciones vectoriales.

O

L

r(t)

r(
t) 

− 
L

O

L

r(t)

A medida que t tiende a

Figura 12.6

r ar a

r ta,
tiende al límite L. Para que el 
límite L exista, no es necesario 
que esté definida o que 
sea igual a L.
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820 Capítulo 12  Funciones vectoriales

Defi nición de continuidad de una función vectorial

Una función vectorial r es continua en un punto dado por t = a si el límite de r(t) 
cuando t → a existe y

lím
t→a

 r t r a .
 

Una función vectorial r es continua en un intervalo I si es continua en todos los 

puntos del intervalo.

De acuerdo con esta defi nición, una función vectorial es continua en t = a si y sólo 

si cada una de sus funciones componentes es continua en t = a.

EJEMPLO 5  Continuidad de funciones vectoriales

Analice la continuidad de la función vectorial

es una constante.ar t t i a j a2 t2 k

cuando t = 0.

Solución Cuando t tiende a 0, el límite es

 a j a2 k.

 0 i a j a2 k

 lím
t→0

 r t lím
t→0

 t i lím
t→0

 a j lím
t→0

 a2 t2 k

Como

 a j a2 k

r 0 0 i a j a2 k

puede concluir que r es continua en t = 0. Mediante un razonamiento similar, concluye 

que la función vectorial r es continua para todo valor real de t. 

Para cada valor de a, la curva representada por la función vectorial del ejemplo 5,

es una constante.ar t t i a j a2 t2 k

es una parábola. Usted puede imaginar cada una de estas parábolas como la intersección 

del plano vertical con el paraboloide hiperbólico

y2 x2 z

como se muestra en la fi gura 12.7.

EJEMPLO 6  Continuidad de funciones vectoriales

Determine los intervalo(s) en los cuales la función vectorial

r t t i t 1 j t2 1 k

es continua.

Solución Las funciones componentes son  y h tg t t 1f t t,
t2 1 . Tanto f como h son continuas para todos los valores de t. Sin embargo, la fun-

ción g es continua sólo para t ≥ –1. Por lo que r es continua en el intervalo [–1, ). 

TECNOLOGÍA Casi 

cualquier tipo de dibujo tridi-

mensional es difícil hacerlo a 

mano, pero trazar curvas en el 

espacio es especialmente difícil. 

El problema consiste en crear la 

impresión de tres dimensiones. 

Las herramientas de grafi cación 

usan diversas técnicas para dar 

la “impresión de tres dimensio-

nes” en gráfi cas de curvas en el 

espacio: una manera es mostrar 

la curva en una superfi cie, como 

en la fi gura 12.7.

y

x

2

4

4
−4

2

4

6

8

10

12

14

16

a = −4

a = −2

a = 4

a = 2
a = 0

z

Para todo a, la curva 
representada por la función vectorial 

es una parábola.

Figura 12.7

r t t i aj a2 t2 k
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821 12.1  Funciones vectoriales

Determinar el dominio En los ejercicios 1 a 8, halle el domi-
nio de la función vectorial.

 

1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

8.

G t 3 t i
1

t 1
 j t 2 kF t t 3 i t j tk,

r t F t G t , donde

G t sen t j cos tkF t sen t i cos t j,

r t F t G t , donde

G t i 4t j 3t2 kF t ln t i 5t j 3t 2 k,

r t F t G t , donde

G t cos t i sen t jF t cos t i sen t j t k,

r t F t G t , donde

r t sen t i 4 cos t j tk

r t ln t i et j tk

r t 4 t 2 i t 2j 6tk

r t
1

t 1
i

t
2

j 3tk

Evaluar una función En los ejercicios 9 a 12, evalúe (si es 
posible) la función vectorial en cada valor dado de t.

9.

(a) (b) (c)

(d)

10.

(a) (b) (c)

(d)

11.

(a) (b) (c)

(d)

12.

(a) (b) (c)

(d) r 9 t r 9

r c 2r 4r 0

r t t i t 3 2 j e t 4 k

r 1 t r 1

r t 4r 3r 2

r t ln t i
1
t
 j 3tk

r 6 t r 6

rr 4r 0

r t cos t i 2 sen t j

r 2 t r 2

r s 1r 0r 1

r t 1
2t 2 i t 1 j

Escribir una función vectorial En los ejercicios 13 a 16, re-
presente el segmento de recta desde P hasta Q mediante una 
función vectorial y mediante un conjunto de ecuaciones para-
métricas.

13.

14.

15.

16. P 1, 6, 8 , Q 3, 2, 5

P 2, 5, 3 , Q 1, 4, 9

P 0, 2, 1 , Q 4, 7, 2

P 0, 0, 0 , Q 3, 1, 2

Piénselo En los ejercicios 17 y 18, halle r(t) ∙ u(t). ¿Es el re-
sultado una función vectorial? Explique.

17.

18. u t 4 sen t, 6 cos t, t 2r t 3 cos t, 2 sen t, t 2 ,

u t t 2 i 8j t 3 kr t 3t 1 i 1
4t 3 j 4k,

Relacionar En los ejercicios 19 a 22, relacione cada ecuación 
con su gráfi ca. [Las gráfi cas están marcadas(a), (b), (c) y (d).]

)b()a(

)d()c(

19.

20.

21.

22. 0.1 t 5r t t i ln t j
2t
3

 k,

2 t 2r t t i t 2 j e0.75t k,

1 t 1r t cos t i sen t j t 2 k,

2 t 2r t t i 2t j t 2 k,

yx 

z 

4 
2 

2 

4 

x y

z 

1 

1 

1 

y 
x 

z 

2 −2 
2 

2 

4 

y 

x 

z 

4 
−2 2 

4 

2 

Trazar una curva En los ejercicios 23 a 28, dibuje la curva 
representada por la función vectorial y dé la orientación de la 
curva.

.42.32

.62.52

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38. r t cos t t sen t, sen t t cos t, t

r t t, t 2, 23 t 3

r t t 2i 2tj 3
2tk

r t 2 sen t i 2 cos t j e t k

r t t i 3 cos t j 3 sen tk

r t 2 cos t i 2 sen t j tk

r t t i 2t 5 j 3tk

r t t 1 i 4t 2 j 2t 3 k

r t 2 cos3 t i 2 sen3 tj

r 3 sec i 2 tan j

r t 2 cos t i 2 sen t j

r cos i 3 sen j

r t t2 t i t2 t jr t t3i t2j

r t 5 t i t jr t
t
4

i t 1 j

Identifi car una curva común En los ejercicios 39 a 42, use 
un sistema algebraico por computadora a fi n de representar 
gráfi camente la función vectorial e identifi que la curva común.

39. r t
1
2

t 2 i t j
3

2
t 2 k

12.1 Ejercicios   Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios 
con numeración impar.
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822 Capítulo 12  Funciones vectoriales

40.

41.

42. r t 2 sen t i 2 cos t j 2 sen tk

r t sen t i
3

2
 cos t

1
2

t j
1
2

 cos t
3

2
k

r t t i
3

2
t 2 j

1
2

t 2 k

Piénselo En los ejercicios 43 y 44, use un sistema algebraico 
por computadora a fi n de representar gráfi camente la función 
vectorial r(t). Para cada u(t), haga una conjetura sobre la trans-
formación (si la hay) de la gráfi ca de r(t). Use un sistema alge-
braico por computadora para verifi car su conjetura.

43.

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

44.

(a)

(b)

(c)

(d)

(e) u t t i t 2j 1
2 t 3k

u t t i t2j 1
8t3k

u t t i t2j 1
2t 3 4 k

u t t2i t j 1
2t3k

u t t i t 2 2 j 1
2t 3k

r t t i t2j 1
2t3k

u t 6 cos t i 6 sen t j 1
2tk

u t 1
2t i 2 sen t j 2 cos tk

u t 2 cos t i 2 sen t j 1
2 t k

u t 2 cos t i 2 sen t j 2tk

u t 2 cos t 1 i 2 sen t j 1
2tk

r t 2 cos t i 2 sen tj 1
2tk

Representar una gráfi ca mediante una función vecto-
rial En los ejercicios 45 a 52, represente la curva plana por me-
dio de una función vectorial. (Hay muchas respuestas correctas.)

.64.54

.84.74

.05.94

.25.15
x2

9
y 2

16
1

x2

16
y2

4
1

x 2 2 y2 4x2 y 2 25

y 4 x2y x 2 2

2x 3y 5 0y x 5

Representar una gráfi ca mediante una función vecto-
rial En los ejercicios 53 a 60, dibuje la curva en el espacio 
representada por la intersección de las superfi cies. Después re-
presente la curva por una función vectorial utilizando el pará-
metro dado.

ParámetroSuperficies

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60. x t primer octantex 2 y 2 z 2 16,  xy 4

x t primer octantex 2 z 2 4,  y 2 z 2 4

x 2 sen tx2 y 2 z 2 10,  x y 4

x 1 sen tx2 y 2 z 2 4,  x z 2

z t4x2 4y 2 z 2 16,  x z2

x 2 sen tx2 y 2 4,  z x2

x 2 cos tz x2 y 2,  z 4

x tz x2 y 2,  x y 0

61.  Dibujar una curva Demuestre que la función vectorial 

r(t) = ti + 2t cos tj + 2t sen tk se encuentra en el cono 4x2 = 

y2 + z2. Dibuje la curva.

62. Dibujar una curva Demuestre que la función vectorial 

r(t) = e–t cos ti + e–t sen tj + e–tk se encuentra en el 

cono z2 = x2 + y2. Dibuje la curva.

Determinar un límite En los ejercicios 63 a 68, evalúe el lí-
mite (si existe).

63.

64.

65.

66.

67.

68. lím
t→

 e t i
1
t
 j

t
t 2 1

 k

lím
t→0

 et i
sen t

t
 j e t k

lím
t→1

 t i
ln t

t 2 1
 j

1
t 1

 k

lím
t→0

 t 2 i 3t j
1 cos t

t
 k

lím
t→2

 3ti
2

t2 1
 j 

1
t
 k

lím
t→

 t i cos t j sen tk

Continuidad de una función vectorial En los ejercicios 69 
a 74, determine el (los) intervalo(s) en que la función vectorial 
es continua.

69.

70.

71.

72.

.47.37 r t 8, t, 3 tr t e t, t 2, tan t

r t 2e t i e t j ln t 1 k

r t t i arcsen t j t 1 k

r t t i t 1 j

r t t i
1
t
 j

DESARROLLO DE CONCEPTOS

Escribir una transformación En los ejercicios 75 a 78, 
considere la función vectorial

r(t) = t2i + (t – 3)j + tk.

Dé una función vectorial s(t) que sea la transformación es-
pecifi cada de r.

75.  Una traslación vertical tres unidades hacia arriba.

76.  Una traslación vertical dos unidades hacia abajo.

77.  Una traslación horizontal dos unidades en dirección del 
eje x negativo.

78.  Una traslación horizontal cinco unidades en dirección del 
eje y positivo.

79.  Continuidad de una función vectorial Escriba la 

defi nición de continuidad para una función vectorial. 

Dé un ejemplo de una función vectorial que esté de-

fi nida pero no sea continua en t = 2.

80.  Comparar funciones ¿Cuáles de las siguientes gráfi -

cas representa la misma gráfi ca?

(a)

(b)

(c)

(d) r t 3 cos 2t 1 i 5 sen 2t 2 j 4k

r t 3 cos t 1 i 5 sen t 2 j 4k

r t 4i 3 cos t 1 j 5 sen t 2 k

r t 3 cos t 1 i 5 sen t 2 j 4k
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823 12.1  Funciones vectoriales

81.  Resbaladilla

El borde exterior de 
una resbaladilla tie-
ne forma de una hé-
lice de 1.5 metros de 
radio. La resbaladilla 
tiene una altura de 
2 metros y hace una 
revolución completa 
desde arriba hacia 
abajo. Encuentre una 
función vectorial para 
la hélice. Use un sistema algebraico 
por computadora para grafi car la función. 
(Existen muchas respuestas correctas.)

¿CÓMO LO VE? Las cuatro fi guras que se mues-

tran a continuación son las gráfi cas de la función 

vectorial r(t) = 4 cos ti + 4 sen tj + (t/4)k. 

Relacione cada una de las cuatro gráfi cas con el 

punto en el espacio desde el cual se ve la hélice. 

Los cuatro puntos son (0, 0, 20), (20, 0, 0), 

(–20, 0, 0) y (10, 20, 10).

)b()a(

)d()c(

y

Generada con Mathematica

z

y

x
Generada con Mathematica

Generada con Mathematica
y

x

z

y

Generada con Mathematica

z

83.  Demostración Sean r(t) y u(t) funciones vectoriales 

cuyos límites existen cuando t → c. Demuestre que

 
lím
t→c

 r t u t  lím
t→c

 r t lím
t→c

 u t .

84.  Demostración Sean r(t) y u(t) funciones vectoriales 

cuyos límites existen cuando t → c. Demuestre que

 
lím
t→c

 r t u t  lím
t→c

 r t lím
t→c

 u t .

85.  Demostración Demuestre que si r es una función 

vectorial continua en c, entonces ��r�� es continua en c.

86.  Comprobar un inverso Verifi que que el recíproco de 

lo que se afi rma en el ejercicio 85 no es verdad encon-

trando una función vectorial r tal que ��r�� sea continua 

en c pero r no sea continua en c.

Movimiento de una partícula En los ejercicios 87 y 88, dos 
partículas viajan a lo largo de las curvas de espacio r(t) y u(t). 
Una colisión ocurrirá en el punto de intersección P si ambas 
partículas están en P al mismo tiempo. ¿Colisionan las partícu-
las? ¿Se intersecan sus trayectorias?

87.

88.

u t 2t 3 i 8tj 12t 2 k

r t ti t2j t3k

u t 3t 4 i t2j 5t 4 k

r t t2i 9t 20 j t2k

Piénselo En los ejercicios 89 y 90, dos partículas viajan a lo 
largo de las curvas de espacio r(t) y u(t).

89.  Si r(t) y u(t) se intersecan, ¿colisionarán las partículas?

90.  Si las partículas colisionan, ¿se intersecan sus trayectorias r(t) 
y u(t)?

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 91 a 94, determine si la 
declaración es verdadera o falsa. Si es falsa, explique por qué o 
dé un ejemplo que pruebe que es falsa.

91.  Si f, g y h son funciones polinomiales de primer grado, enton-
ces la curva dada por x = f(t), y = g(t) y z = h(t) es una recta.

92.  Si la curva dada por x = f(t), y = g(t) y z = h(t) es una recta, 
entonces f, g y h son funciones polinomiales de primer grado 
de t.

93.  Dos partículas viajan a través de las curvas de espacio r(t) y 
u(t). La intersección de sus trayectorias depende sólo de las 
curvas trazadas por r(t) y u(t) en tanto la colisión depende de 
la parametrización.

94. La función vectorial r(t) = t2i + t sen tj + cos tk se encuentra 
en el paraboloide x = y2 + z2.

PROYECTO DE TRABAJO

Bruja de Agnesi
En la sección 3.5 estudió una curva famosa llamada bruja de Ag-
nesi. En este proyecto se profundiza sobre esta función.

Considere un círculo de radio a centrado en el punto (0, a) del 
eje y. Sea A un punto en la recta horizontal y = 2a, O el origen y B 
el punto donde el segmento OA corta el círculo. Un punto P está en 
la bruja de Agnesi si P se encuentra en la recta horizontal que pasa 
por B y en la recta vertical que pasa por A.

(a)  Demuestre que el punto A está descrito por la función vectorial 
donde rA(u) = 2a cot ui + 2aj para 0 < u < p, donde u es el 
ángulo formado por OA con el eje x positivo.

(b)  Demuestre que el punto B está descrito por la función vectorial 
rB(u) = a sen 2ui + a(1 – cos 2u)j para 0 < u < p.

(c)  Combine los resultados de los incisos (a) y (b) para hallar la 
función vectorial r(u) para la bruja de Agnesi. Use una herra-
mienta de grafi cación para representar esta curva para a = 1.

(d)  Describa los límites y lím
→

 rlím
→0

 r . 

(e)  Elimine el parámetro u y determine la ecuación rectangular de 
la bruja de Agnesi. Use una herramienta de grafi cación para 
representar esta función para a = 1 y compare la gráfi ca con la 
obtenida en el inciso (c).

Jack.Q/Shutterstock.com
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824 Capítulo 12  Funciones vectoriales

 Derivar una función vectorial.
 Integrar una función vectorial.

Derivación de funciones vectoriales
En las secciones 12.3 a 12.5 estudiará varias aplicaciones importantes que emplean 

cálculo de funciones vectoriales. Como preparación para ese estudio, esta sección está 

dedicada a las mecánicas de derivación e integración de funciones vectoriales.

La defi nición de la derivada de una función vectorial es paralela a la dada para 

funciones reales.

Defi nición de la derivada de una función vectorial

La derivada de una función vectorial r se defi ne como

r t lím 
t→0

r t t r t
t

para todo t para el cual existe el límite. Si r′(t) existe, entonces r es derivable en t. 
Si r′(t) existe para toda t en un intervalo abierto I, entonces r es derivable en el 
intervalo I. La derivabilidad de funciones vectoriales puede extenderse a intervalos 

cerrados considerando límites unilaterales.

La derivación de funciones vectoriales puede hacerse componente por componente. 

Para ver que esto es cierto, considere la función dada por r(t) = f(t)i + g(t)j. Aplicando 

la defi nición de derivada se obtiene lo siguiente.

 f t i g t j

 lím
t→0

f t t f t
t

i lím
t→0

g t t g t
t

j

 lím
t→0

 
f t t f t

t
i

g t t g t
t

j

 lím
t→0

 
f t t i g t t j f t i g t j

t

 r t lím
t→0

 
r t t r t

t

Este importante resultado se enuncia en el teorema de la página siguiente. Observe que 

la derivada de la función vectorial r es también una función vectorial. En la fi gura 12.8 

puede ver que r′(t) es un vector tangente a la curva dada por r(t) y que apunta en la di-

rección de los valores crecientes de t.

TEOREMA 12.1 Derivación de funciones vectoriales

1.  Si r(t) = f(t)i + g(t)j, donde f y g son funciones derivables de t, entonces

   Planor t f t i g t j.

2.  Si r(t) = f(t)i + g(t)j + h(t)k, donde f, g y h son funciones derivables de t, 
entonces

   Espacior t f t i g t j h t k.

12.2 Derivación e integración de funciones vectoriales

x

y

r(t)
r(t + Δt)

r(t + Δt) − r(t)

r ′(t)

z

Figura 12.8

COMENTARIO Además 

de la notación r′(t), otras nota-

ciones para la derivada de una 

función vectorial son 

y Dt r t .
dr
dt

d
dt
r t ,
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825 12.2  Derivación e integración de funciones vectoriales

EJEMPLO 1  Derivación de funciones vectoriales

Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo.

Para la función vectorial dada por 

r t ti t2 2 j

encuentre r′(t). A continuación, bosqueje la curva plana representada por r(t) y las grá-

fi cas de r(1) y r′(1).

Solución Derive cada una de las componentes base para obtener

Derivadar t i 2tj.

Del vector de posición r(t), puede escribir las ecuaciones paramétricas x = t y y = t2 + 2. 

La ecuación rectangular correspondiente es y = x2 + 2. Cuando t = 1,

y

r 1 i 2j.

r 1 i 3j

En la fi gura 12.9, r(1) se dibuja iniciando en el origen, y r′(1) se dibuja en el punto fi nal 

de r(1). 

Derivadas de orden superior de funciones vectoriales se obtienen por derivación 

sucesiva de cada una de las funciones componentes.

EJEMPLO 2  Derivadas de orden superior

Para la función vectorial dada por 

r t cos t i sen tj 2 tk

encuentre

a.

b.

c.

d. r t r t

r t r t

r t

r t

Solución 

a. Primera derivada

b.

Segunda derivada

c. Producto escalar

d. Producto vectorial

 2 sen t i 2 cos tj k

 
cos t
sen t

2
0

i
sen t
cos t

2
0

j
sen t
cos t

cos t
sen t

k

 r t r t
i

sen t
cos t

j
cos t
sen t

k
2
0

r t r t sen t cos t sen t cos t 0

 cos ti sen tj

r t cos ti sen tj 0k

r t sen ti cos tj 2k

 

En el inciso 2(c) observe que el producto escalar es una función real, no una función 

vectorial.

r(1)

r ′(1)

r(t) = ti + (t2 + 2)j

−1−2− 3213
x

1

3

4

5

6

y

(1, 3)

Figura 12.9
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826 Capítulo 12  Funciones vectoriales

La parametrización de la curva representada por la función vectorial

r t f t i g t j h t k

es suave en un intervalo abierto I si f′, g′ y h′ son continuas en I y r′(t) ≠ 0 para todo 

valor de t en el intervalo I.

EJEMPLO 3  Intervalos en los que una curva es suave

Halle los intervalos en los que la epicicloide C dada por

0 t 2r t 5 cos t cos 5t i 5 sen t sen 5t j,

es suave.

Solución La derivada de r es

r t 5 sen t 5 sen 5 t i 5 cos t 5 cos 5t j.

En el intervalo [0, 2p] los únicos valores de t para los cuales

r t 0i 0 j

son t = 0, p�2, p, 3p�2 y 2p. Por consiguiente, puede concluir que C es suave en los 

intervalos

y
3
2

, 2, 3
22

, ,0, 
2

,

como se muestra en la fi gura 12.10. 

En la fi gura 12.10, observe que la curva no es suave en los puntos en los que tiene 

cambios abruptos de dirección. Tales puntos se llaman cúspides o nodos.

La mayoría de las reglas de derivación del capítulo 2 tienen sus análogas para fun-

ciones vectoriales, y varias de ellas se dan en el teorema siguiente. Observe que el 

teorema contiene tres versiones de “reglas del producto”. La propiedad 3 da la derivada 

del producto de una función real w y por una función vectorial r, la propiedad 4 da la de-

rivada del producto escalar de dos funciones vectoriales y la propiedad 5 da la derivada 

del producto vectorial de dos funciones vectoriales (en el espacio). 

TEOREMA 12.2 Propiedades de la derivada

Sean r y u funciones vectoriales derivables de t, w una función real derivable de t 
y c un escalar.

1.

2.

3.

4.

5.

6.

7. Si entonces r t r t 0.r t r t c,

d
dt

 r w t r w t w t

d
dt

 r t u t r t u t r t u t

d
dt

 r t u t r t u t r t u t

d
dt

 w t r t w t r t w t r t

d
dt

 r t ± u t r t ± u t

d
dt

 cr t cr t  

r(t) = (5 cos t − cos 5 t)i + (5 sen t − sen 5 t)j

x
2

2

4

4

6

6

−2

−2

−4

−4

−6

−6

t = 0t = π

t = 2π

t =

y

π3
2

t = π
2

La epicicloide no es suave en los 
puntos en los que corta los ejes.
Figura 12.10

COMENTARIO Obser-

ve que la propiedad 5 sólo se 

aplica a funciones vectoriales 

tridimensionales, porque el pro-

ducto vectorial no está defi nido 

para vectores bidimensionales.
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827 12.2  Derivación e integración de funciones vectoriales

Demostración Para demostrar la propiedad 4, sea

y u t f2 t i g2 t jr t f1 t i g1 t j

donde f1, f2, g1 y g2 son funciones derivables de t. Entonces,

r t u t f1 t f2 t g1 t g2 t

y se deduce que

 r t u t r t u t .

 f1 t f2 t g1 t g2 t f1 t f2 t g1 t g2 t

 
d
dt

 r t u t f1 t f2 t f1 t f2 t g1 t g2 t g1 t g2 t

Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostración. 

Las demostraciones de las otras propiedades se dejan como ejercicios (vea los ejercicios 

67 a 71 y el ejercicio 74).

EJEMPLO 4  Aplicar las propiedades de la derivada

Para y u t t2 i 2 tj kr t
1
t
 i j ln tk , halle

a. y b.
d
dt

 u t u t .
d
dt

 r t u t

Solución

a.  Como y u t 2ti 2j,r t
1
t2 i

1
t
 k  tiene

 
 3

1
t
.

 2 2 1
1
t

 
1
t
 i j ln tk 2 ti 2j

1
t2

 i
1
t
 k t2i 2tj k

 r t u t r t u t

 
d
dt

 r t u t

b.  Como y u t 2 i,u t 2ti 2 j  tiene

  2j 4 tk.

 0i 2 j 4 tk

 
2t
0

1
0

i
t2

2
1
0

j
t2

2
2t
0

k

 
i

t2

2

j
2t
0

k
1
0

0

d
dt

 u t u t u t u t u t u t

 

Haga de nuevo los incisos (a) y (b) del ejemplo 4 pero formando primero los pro-

ductos escalar y vectorial, y derivando después para comprobar que obtiene los mismos 

resultados. 

Exploración
Sea r(t) = cos ti + sen tj. 
Dibuje la gráfi ca de r(t). 
Explique por qué la gráfi ca es 

un círculo de radio 1 centrado 

en el origen. Calcule r(p�4) 

y r′(p�4). Coloque el vector 

r′(p�4) de manera que su 

punto inicial esté en el punto 

fi nal de r(p�4). ¿Qué observa? 

Demuestre que r(t) ∙ r(t) es 

constante y que r(t) ∙ r′(t) = 0 

para todo t. ¿Qué relación tiene 

este ejemplo con la propiedad 7 

del teorema 12.2?
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828 Capítulo 12  Funciones vectoriales

Integración de funciones vectoriales
La siguiente defi nición es una consecuencia lógica de la defi nición de la derivada de una 

función vectorial.

Defi nición de integración de funciones vectoriales

1.  Si r(t) = f(t)i + g(t)j, donde f y g son continuas en [a, b], entonces la integral 
indefi nida (antiderivada) de r es

 
Planor t  dt f t  dt i g t  dt j

 y su integral defi nida en el intervalo a ≤ t ≤ b es

 

b

a

r t  dt
b

a

f t  dt i
b

a

g t  dt j.

2.  Si r(t) = f(t)i + g(t)j + h(t)k, donde f, g y h son continuas en [a, b], entonces la 

integral indefi nida (antiderivada) de r es

 
Espacior t  dt f t  dt i g t  dt j h t  dt k

 y su integral defi nida en el intervalo a ≤ t ≤ b es

 

b

a

r t  dt
b

a

f t  dt i
b

a

g t  dt j
b

a

h t  dt k.

La antiderivada de una función vectorial es una familia de funciones vectoriales que 

difi eren entre sí en un vector constante C. Por ejemplo, si es una función vectorial tridi-

mensional, entonces al hallar la integral indefi nida r t  dt, se obtienen tres constantes 

de integración

 h t  dt H t C3 g t  dt G t C2, f t  dt F t C1,

donde F′(t) = f(t), G′(t) = g(t) y H′(t) = h(t). Estas tres constantes escalares forman un 

vector como constante de integración,

 R t C

 F t i G t j H t k C1i C2 j C3k

  r t  dt F t C1 i G t C2 j H t C3 k

donde R′(t) = r(t).

EJEMPLO 5  Integrar una función vectorial

Encuentre la integral indefi nida

 t i 3j  dt.

Solución Integrando componente por componente obtiene

 t i 3j  dt
t2

2
 i 3tj C.
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829 12.2  Derivación e integración de funciones vectoriales

El ejemplo 6 muestra cómo evaluar la integral defi nida de una función vectorial.

EJEMPLO 6  Integral defi nida de una función vectorial

Evalúe la integral

1

0
 r t  dt

1

0
 3 t i

1
t 1

 j e t k  dt.

Solución

 
3
4

i ln 2 j 1
1
e

k

 
3
4

t 4 3
1

0
i ln t 1

1

0
j e t

1

0
k

 
1

0
 r t  dt

1

0
 t1 3 dt i

1

0
 

1
t 1

 dt j
1

0
 e t dt k

 

Como ocurre con las funciones reales, puede reducir la familia de primitivas de una 

función vectorial r′ a una sola primitiva imponiendo una condición inicial a la función 

vectorial r, como muestra el ejemplo siguiente.

EJEMPLO 7  La primitiva de una función vectorial

Encuentre la primitiva de

r t cos 2ti 2 sen tj
1

1 t2 k

que satisface la condición inicial

r 0 3 i 2j k.

Solución

 
1
2

 sen 2 t C1 i 2 cos t C2 j arctan t C3 k

  cos 2t dt i  2 sen t dt j  
1

1 t2 dt k

 r t  r t  dt

Haciendo t = 0,

r 0 0 C1 i 2 C2 j 0 C3 k.

Usando el hecho que r(0) = 3i – 2j + k, tiene

0 C1 i 2 C2 j 0 C3 k 3i 2j k.

Igualando los componentes correspondientes obtiene

y C3 1.C1 3,    2 C2 2

Por tanto, la primitiva que satisface la condición inicial dada es

r t
1
2

 sen 2 t 3 i 2 cos t 4 j arctan t 1 k.
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830 Capítulo 12  Funciones vectoriales

Derivación de funciones vectoriales En los ejercicios 1 a 6, 
halle r′(t), r(t0) y r′(t0) para el valor dado de t0. Después dibuje la 
curva plana representada por la función vectorial, y dibuje los 
vectores r(t0) y r′(t0). Coloque los vectores de manera que el punto 
inicial de r(t0) esté en el origen y el punto inicial de r′(t0) esté en 
el punto fi nal de r(t0). ¿Qué relación hay entre r′(t0) y la curva?

 

1.

2.

3.

4.

5.

6. t0 0r t e t, et ,

t0 0r t et, e2t ,

t0 2
r t 3 sen ti 4 cos tj,

t0 2
r t cos ti sen tj,

t0 1r t 1 t i t3j,

t0 2r t t2 i tj,

Derivar funciones vectoriales En los ejercicios 7 y 8, halle 
r′(t), r(t0) y r′(t0) para el valor dado de t0. Después dibuje la 
curva plana representada por la función vectorial, y dibuje los 
vectores r(t0) y r′(t0).

 

7.

8. t0 2r t ti t2j 3
2k,

t0
3
2

r t 2 cos ti 2 sen tj tk,

Hallar una derivada En los ejercicios 11 a 22, halle r′(t).

.01.9

.21.11

.41.31

15.

16.

.81.71

19.

20. r t arcsen t, arccos t, 0

r t t sen t, t cos t, t

r t t3, cos 3t, sen 3tr t e t i 4j 5tet k

r t 4 t i t2 t j ln t2k

r t a cos3 t i a sen3 tj k

r t
1
t
 i 16tj

t2

2
 kr t 6ti 7t2j t3k

r t t cos t, 2 sen tr t 2 cos t, 5 sen t

r t t i 1 t3 jr t t3i 3tj

Derivadas de orden superior En los ejercicios 21 a 24, halle 
(a) r′(t), (b) r″(t), y (c) r′(t) ∙ r″(t).

21.

22.

23.

24. r t 8 cos t i 3 sen tj

r t 4 cos ti 4 sen tj

r t t2 t i t2 t j

r t t 3i 1
2t2j

Derivadas de orden superior En los ejercicios 25 a 28, halle 
(a) r′(t), (b) r″(t), (c) r′(t) ∙ r″(t), y (d) r′(t) × r″(t).

25.

26.

27.

28. r t e t, t2, tan t

r t cos t t sen t, sen t t cos t, t

r t t3i 2t2 3 j 3t 5 k

r t 1
2 t2i tj 1

6t3k

Determinar los intervalos en los que la curva es suave 
En los ejercicios 29 a 38, halle el (los) intervalo(s) abierto(s) en 
que la curva dada por la función vectorial es suave.

.03.92

31.

32.

33.

.53.43

36.

37.

38. r t t i t2 1 j 1
4tk

r t ti 3tj tan tk

r t eti e t j 3tk

r t t 1 i
1
t
 j t2kr t

2t
8 t3 i

2t2

8 t3 j

r 2 sen i 1 2 cos j

r sen i 1 cos j

r 2 cos3 i 3 sen3 j

r t
1

t 1
 i 3tjr t t2 i t3j

Usar las propiedades de la derivada En los ejercicios 39 y 
40, use las propiedades de la derivada para encontrar lo siguiente.

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

39.

40.

u t
1
t
 i 2 sen tj 2 cos tk

r t ti 2 sen tj 2 cos tk

r t ti 3tj t2k,  u t 4ti t2j t3k

d
dt

 r 2 t
d
dt

 [r t   u t ]
d
dt

 [r t u t ]

d
dt

 5t u t
d
dt  [3r t u t ]r t

Utilizar dos métodos En los ejercicios 41 y 42, halle 

(a) (b)y
d
dt

[r t   u t ]
d
dt

[r t u t ]  en dos diferentes formas.

  (i) Encuentre primero el producto y luego derive.
(ii) Aplique las propiedades del teorema 12.2.

41.

42. u t j tkr t cos t i sen t j tk,

u t t4kr t ti 2t2j t3k,

Determinar una integral indefi nida En los ejercicios 43 a 
50, encuentre la integral indefi nida.

.44.34

.64.54

47.

48.

49.

50.  e t sen ti e t cos tj  dt

 sec2 ti
1

1 t2 j  dt

 et i sen tj cos tk  dt

 2t 1 i 4t3j 3 t k  dt

 ln ti
1
t
 j k  dt 

1
t
 i j t 3 2 k  dt

 4t3 i 6tj 4 t k  dt 2ti j k  dt

12.2 Ejercicios   Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios 
con numeración impar.
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831 12.2  Derivación e integración de funciones vectoriales

Calcular una integral indefi nida En los ejercicios 51 a 56, 
evalúe la integral defi nida.

.25.15

53.

54.

.65.55
3

0
 t i t2 j  dt

2

0
 ti et  j tetk  dt

4

0
 sec t tan t i tan t j 2 sen t cos t k  dt

2

0
 a cos t i a sen t j k  dt

1

1
 ti t3j 3 t k  dt

1

0
 8ti tj k  dt

Determinar una antiderivada En los ejercicios 57 a 62, de-
termine r(t) que satisfaga las condiciones iniciales.

57.

58.

59.

60.

61.

62. r 1 2ir t
1

1 t2 i
1
t2 j

1
t
 k,

r 0 1
2i j kr t te t2 i e t j k,

r 0 4 jr 0 3k,r t 4 cos tj 3 sen tk,

r 0 0r 0 600 3i 600j,r t 32j,

 r 0 i 2jr t 3t2j 6 t k,

r 0 2ir t 4e2ti 3etj,

DESARROLLO DE CONCEPTOS

63.  Derivar Escriba la defi nición de derivada de una fun-

ción vectorial. Describa cómo hallar la derivada de una 

función vectorial y dé su interpretación geométrica.

64.  Integrar ¿Cómo encuentra la integral de una función 

vectorial?

65.  Usar una derivada Las tres componentes de la deri-

vada de una función vectorial u son positivas en t = t0. 

Describa el comportamiento de u en t = t0.

66.  Usar una derivada La componente z de la derivada de 

una función vectorial u es 0 para t en el dominio de la fun-

ción. ¿Qué implica esta información acerca de la gráfi ca 

de u? 

Demostración En los ejercicios 67 a 74, demuestre la pro-
piedad. En todos los casos, suponga que r, u y v son funciones 
vectoriales derivables de t, que w es una función real derivable 
de t, y que c es un escalar.

67.

68.

69.

70.

71.

72.
d
dt

 r t r t r t r t

d
dt

 r w t r w t w t

d
dt

 r t u t r t u t r t u t

d
dt

 w t r t w t r t w t r t

d
dt

 r t ± u t r t ± u t

d
dt

 cr t cr t

73.

r t u t v t r t u t v t

d
dt

r t u t v t r t u t v t

74.  Si r(t) ⋅ r(t) es una constante, entonces r(t) ⋅ r′(t) = 0.

75.  Movimiento de una partícula Una partícula se mueve 

en el plano xy a lo largo de la curva representada por la función 

vectorial r(t) = (t – sen t)i + (1 – cos t)j.

 (a)  Use una herramienta de grafi cación para representar r. 
Describa la curva.

 (b)  Halle los valores mínimo y máximo de ��r�� y ��r″��.

76.  Movimiento de una partícula Una partícula se mueve 

en el plano yz a lo largo de la curva representada por la función 

vectorial r(t) = (2 cos t)j + (3 sen t)k.

 (a)  Describa la curva.

 (b)  Halle los valores mínimo y máximo de ��r�� y ��r″��.

77.  Vectores perpendiculares Considere la función vec-

torial r(t) = (et sen t)i + (et cos t)j. Demuestre que r(t) 
y r ″(t) son siempre perpendiculares a cada uno.

¿CÓMO LO VE? La gráfi ca muestra una función 

vectorial r(t) para 0 ≤ t ≤ 2p y su derivada r′(t) 
para diferentes valores de t.

−1−2− 3215
−1

−2

−4

1

2

3

4

t = π5
6

t = π5
4

t = π
4

x

y

 (a)  Para cada derivada que se muestra en la gráfi ca, deter-
mine si cada componente es positiva o negativa.

 (b)  ¿Es suave la curva en el intervalo [0, 2p]? Explique su 
razonamiento.

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 79 a 82, determine si 
el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué 
o dé un ejemplo que muestre que es falso.

79.  Si una partícula se mueve a lo largo de una esfera centrada en 
el origen, entonces su vector derivada es siempre tangente a la 
esfera.

80.  La integral defi nida de una función vectorial es un número real. 

81.  d
dt

r t r t  

82.  Si r y u son funciones vectoriales derivables de t, entonces

  

d
dt

r t u t r t u t .
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832 Capítulo 12  Funciones vectoriales

 Describir la velocidad y la aceleración relacionadas con una función vectorial.
 Usar una función vectorial para analizar el movimiento de un proyectil.

Velocidad y aceleración
Ahora combinará el estudio de ecuaciones paramétricas, curvas, vectores y funciones 

vectoriales, a fi n de formular un modelo para el movimiento a lo largo de una curva. 

Empezará por ver el movimiento de un objeto en el plano. (El movimiento de un objeto 

en el espacio puede desarrollarse de manera similar.)

Conforme el objeto se mueve a lo largo de una curva en el plano, la coordenada x 

y la coordenada y de su centro de masa es cada una función del tiempo t. En lugar 

de utilizar las letras f y g para representar estas dos funciones, es conveniente escribir 

x = x(t) y y = y(t). Por tanto, el vector de posición r(t) toma la forma

Vector de posiciónr t x t i y t j.

Lo mejor de este modelo vectorial para representar movimiento es que puede usar la 

primera y la segunda derivadas de la función vectorial r para hallar la velocidad y la ace-

leración del objeto. (Recuerde del capítulo anterior que la velocidad y la aceleración son 

cantidades vectoriales que tienen magnitud y dirección.) Para hallar los vectores veloci-

dad y aceleración en un instante dado t, considere un punto Q(x(t + ∆t), y(t + ∆t)) que 

se aproxima al punto P(x(t), y(t)) a lo largo de la curva C dada por r(t) = x(t)i + y(t)j, 
como se muestra en la fi gura 12.11. A medida que ∆t → 0, la dirección del vector PQ

\

 

(denotada por ∆r) se aproxima a la dirección del movimiento en el instante t.

 lím
t→0

 
r
t

lím
t→0

 
r t t r t

t

 
r
t

r t t r t
t

 r r t t r t

Si este límite existe, se defi ne como vector velocidad o vector tangente a la curva en el 

punto P. Observe que éste es el mismo límite usado en la defi nición de r′(t). Por tanto, 

la dirección de r′(t) da la dirección del movimiento en el instante t. Además, la magnitud 

del vector r′(t)

r t x t i y t j x t 2 y t 2

da la rapidez del objeto en el instante t. De manera similar, puede usar r″(t) para hallar 

la aceleración, como se indica en las defi niciones siguientes.

Conforme 

Figura 12.11

t → 0, 
r
t

x

y

t

Δ
t →

 0

x

Vector velocidad en 
el instante 

Vector velocidad en 
el instante t

P

C Q

r(t)

r(t + Δt)

Δr

y

se aproxima al vector velocidad.

12.3 Velocidad y aceleración

Exploración
Exploración de 
velocidad Considere el 

círculo dado por

r t cos t i sen t j.

(El símbolo v es la letra griega 

omega.) Use una herramienta 

de grafi cación en modo 

paramétrico para representar 

este círculo para varios valores 

de v. ¿Cómo afecta v a la 

velocidad del punto terminal 

cuando se traza la curva? Para 

un valor dado de v, ¿parece ser 

constante la velocidad? ¿Parece 

ser constante la aceleración? 

Explique su razonamiento.

3

−2

−3

2

12-CH12-LARSON.indd   832 05/12/14   11:18



833 12.3  Velocidad y aceleración

Defi niciones de velocidad y aceleración

Si x y y son funciones de t que tienen primera y segunda derivadas, y r es una función 

vectorial dada por r(t) = x(t)i + y(t)j, entonces el vector velocidad, el vector acele-

ración y la rapidez en el instante t se defi nen como sigue

 Rapidez v t r t x t 2 y t 2

 Aceleración a t  r t  x t i y t j

 Velocidad v t  r t  x t i y t j

Para el movimiento a lo largo de una curva en el espacio, las defi niciones son simi-

lares. Es decir, para r(t) = x(t)i + y(t)j + z(t)k, se tiene

Rapidez

Aceleración

 Velocidad

v t r t x t 2 y t 2 z t 2.

a t  r t  x t i y t j z t k

v t  r t  x t i y t j z t k

EJEMPLO 1   Hallar la velocidad y la aceleración 
a lo largo de una curva plana

Encuentre el vector velocidad, la rapidez y el vector aceleración de una partícula que se 

mueve a lo largo de la curva plana C descrita por

Vector de posiciónr t 2 sen 
t
2

i 2 cos 
t
2

j.

Solución

El vector velocidad es

Vector velocidad v t r t cos 
t
2

i sen 
t
2

j.

La rapidez (en cualquier tiempo) es

Rapidezr t cos2 
t
2

sen2 
t
2

1.

El vector aceleración es

Vector aceleracióna t r t
1
2

 sen 
t
2

i
1
2

 cos 
t
2

j.

Las ecuaciones paramétricas de la curva del ejemplo 1 son

y y 2 cos 
t
2

.x 2 sen 
t
2

Eliminando el parámetro t, obtiene la ecuación rectangular

Ecuación rectangularx2 y2 4.

Por tanto, la curva es un círculo de radio 2 centrado en el origen, como se muestra en la 

fi gura 12.12. Como el vector velocidad

v t cos 
t
2

i sen 
t
2

j

tiene una magnitud constante pero cambia de dirección a medida que t aumenta, la par-

tícula se mueve alrededor del círculo con una rapidez constante

21

2

−1

−2

−1

−2

1

x

y

v(t)

Círculo: x2 + y2 = 4

a(t)

t
2

t
2

r(t) = 2 sen    i + 2 cos    j

La partícula se mueve alrededor 
del círculo con rapidez constante.
Figura 12.12

COMENTARIO En el 

ejemplo 1, observe que los vec-

tores velocidad y aceleración 

son ortogonales en todo punto 

y en cualquier instante. Esto es 

característico del movimiento 

con rapidez constante.

(Vea el ejercicio 53.)
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834 Capítulo 12  Funciones vectoriales

EJEMPLO 2  Vectores velocidad y aceleración en el plano

Dibuje la trayectoria de un objeto que se mueve a lo largo de la curva plana dada por

Vector posiciónr t t2 4 i t j

y encuentre los vectores velocidad y aceleración cuando t = 0 y t = 2.

Solución Utilizando las ecuaciones paramétricas x = t2 – 4 y y = t, puede determinar 

que la curva es una parábola dada por

Ecuación rectangularx y2 4

como se muestra en la fi gura 12.13. El vector velocidad (en cualquier instante) es

Vector velocidadv t r t 2t i j

y el vector aceleración (en cualquier instante) es

Vector aceleracióna t r t 2i.

Cuando t = 0, los vectores velocidad y aceleración están dados por

y a 0 2i.v 0 2 0 i j j

Cuando t = 2, los vectores velocidad y aceleración están dados por

y a 2 2i.v 2 2 2 i j 4i j

Si el objeto se mueve por la trayectoria mostrada en la fi gura 12.13, observe que 

el vector aceleración es constante (tiene una magnitud de 2 y apunta hacia la derecha). 

Esto implica que la rapidez del objeto va decreciendo conforme el objeto se mueve hacia 

el vértice de la parábola, y la rapidez va creciendo conforme el objeto se aleja del vértice 

de la parábola.

Este tipo de movimiento no es el característico de cometas que describen trayecto-

rias parabólicas en nuestro sistema solar. En estos cometas el vector aceleración apunta 

siempre hacia el origen (el Sol), lo que implica que la rapidez del cometa aumenta a 

medida que se aproxima al vértice de su trayectoria y disminuye cuando se aleja del 

vértice. (Vea la fi gura 12.14.)

EJEMPLO 3  Vectores velocidad y aceleración en el espacio

Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo.

Dibuje la trayectoria de un objeto que se mueve a lo largo de la curva en el espacio C 
dada por

Vector posiciónt 0r t t i t3j 3tk,

y encuentre los vectores velocidad y aceleración cuando t = 1.

Solución Utilizando las ecuaciones paramétricas x = t y y = t3, puede determinar 

que la trayectoria del objeto se encuentra en el cilindro cúbico dado por 

Ecuación rectangulary x3.

Como z = 3t, el objeto parte de (0, 0, 0) y se mueve hacia arriba a medida que t aumenta, 

como se muestra en la fi gura 12.15. Como r(t) = ti + t3j + 3tk, tiene

Vector velocidad

y

Vector aceleracióna t r t 6tj.

v t r t i 3t2j 3k

Cuando t = 1, los vectores velocidad y aceleración están dados por

y a 1 r 1 6j.v 1 r 1 i 3j 3k  

4

4

3

2

1

−1
−1 1−3 −2

−3

−4

3

y

x

v(2)

a(2)
v(0)

a(0)

x = y2 − 4

r(t) = (t2 − 4)i + tj

En todo punto en la curva, el vector 
aceleración apunta a la derecha.
Figura 12.13

xSol

a

y

En todo punto de la órbita 
del cometa, el vector aceleración 
apunta hacia el Sol.
Figura 12.14

z

(1, 1, 3)

v(1)

a(1)

Curva:
r(t) = ti + t3j + 3tk, t ≥ 0

C

y = x3

10

x
4

2

4

6

2

y

Figura 12.15

12-CH12-LARSON.indd   834 05/12/14   11:18



835 12.3  Velocidad y aceleración

Hasta aquí usted ha tratado de hallar la velocidad y la aceleración derivando la fun-

ción de posición. En muchas aplicaciones prácticas se tiene el problema inverso, halle 

la función de posición dada una velocidad o una aceleración. Esto se ejemplifi ca en el 

ejemplo siguiente.

EJEMPLO 4  Hallar una función posición por integración

Un objeto parte del reposo del punto P(1, 2, 0) y se mueve con una aceleración de

Vector aceleracióna t j 2k

donde ��a(t)�� se mide en pies por segundo al cuadrado. Determine la posición del objeto 

después de t = 2 segundos.

Solución A partir de la descripción del movimiento del objeto, se pueden deducir las 

condiciones iniciales siguientes. Como el objeto parte del reposo, se tiene 

v 0 0.

Como el objeto parte del punto (x, y, z) = (1, 2, 0), tiene

i 2j.1i 2j 0k r 0 x 0 i y 0 j z 0 k

Para hallar la función de posición, debe integrar dos veces, usando cada vez una de las 

condiciones iniciales para hallar la constante de integración. El vector velocidad es

 tj 2tk C

 j 2k  dt

 v t a t  dt

donde C = C1i + C2j + C3k. Haciendo t = 0 y aplicando la condición inicial v(0) = 0, 

obtiene

C1 C2 C3 0.v 0 C1i C2 j C3k 0

Por tanto, la velocidad en cualquier instante t es

Vector velocidadv t t j 2tk.

Integrando una vez más se obtiene

 
t2

2
 j t2k C

  t j 2tk  dt

 r t  v t  dt

donde C = C4i + C5j + C6k. Haciendo t = 0 y aplicando la condición inicial r(0) = 

i + 2j, tiene

C4 1, C5 2, C6 0.r 0 C4i C5 j C6k i 2j

Por tanto, el vector posición es

Vector posiciónr t i
t2

2
2 j t2k .

La posición del objeto después de t = 2 segundos está dada por

r 2 i 4 j 4k

como se muestra en la fi gura 12.16. 

y
6

6

4

2

6

4

2

r(t) = i + + 2  j + t2kt2

2( (
Curva:

z

x

(1, 4, 4)

(1, 2, 0)

t = 2

t = 0

r(2)

El objeto tarda 2 segundos 
en moverse del punto 
al punto  
de la curva.
Figura 12.16

1, 4, 4
1, 2, 0

a lo largo
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836 Capítulo 12  Funciones vectoriales

Movimiento de proyectiles 
Ahora ya dispone de lo necesario para deducir las ecuaciones paramétricas de la trayec-

toria de un proyectil. Suponga que la gravedad es la única fuerza que actúa sobre un pro-

yectil después de su lanzamiento. Por tanto, el movimiento ocurre en un plano vertical 

que puede representarse por el sistema de coordenadas xy con el origen correspondiente 

a un punto sobre la superfi cie de la Tierra, como se muestra en la fi gura 12.17. Para un 

proyectil de masa m, la fuerza gravitatoria es

Fuerza gravitatoriaF mgj

donde la aceleración de la gravedad es g = 32 pies por segundo al cuadrado, o 9.81 

metros por segundo al cuadrado. Por la segunda ley del movimiento de Newton, esta 

misma fuerza produce una aceleración a = a(t) y satisface la ecuación F = ma. Por 

consiguiente, la aceleración del proyectil está dada por ma = –mgj, lo que implica que

Aceleración del proyectila g j.

EJEMPLO 5  Deducir la función de posición de un proyectil

Un proyectil de masa m se lanza desde una posición inicial r0 con una velocidad inicial v0. 

Determine su vector posición en función del tiempo.

Solución Comience con el vector aceleración a(t) = –gj e integre dos veces.

 r t  v t  dt gt j C1  dt
1
2

gt2j C1t C2

 v t  a t  dt  g j dt gt j C1

Puede usar el hecho de que v(0) = v0 y r(0) = r0 para hallar los vectores constantes C1 

y C2. Haciendo esto obtiene

y C2 r0.C1 v0

Por consiguiente, el vector posición es

Vector posición r t
1
2

gt2j t v0 r0.

En muchos problemas sobre proyectiles, los vectores constantes r0 y v0 no se dan 

explícitamente. A menudo se dan la altura inicial h, la rapidez inicial v0 y el ángulo u 

con que el proyectil es lanzado, como se muestra en la fi gura 12.18. De la altura dada, 

se puede deducir que r0 = hj. Como la rapidez da la magnitud de la velocidad inicial, se 

deduce que v0 = ��v0�� y puede escribir

 v0 cos i v0 sen j.

 v0  cos i v0  sen j

 v0 x i y j

Por tanto, el vector posición puede expresarse en la forma

Vector posición

v0 cos t i h v0 sen t
1
2

gt2 j.

1
2

gt2j tv0 cos i tv0 sen j hj

      r t
1
2

gt2j tv0 r0     

x

v(t2)a

v(t1)

v0 = Velocidad inicial

v0 = v(0)
a

Altura inicial
a

y

Figura 12.17

y

x

h

θ

yj

xi
r0

v0

⎜⎜r0 ⎜⎜= h = altura inicial

x = ⎜⎜v0 ⎜⎜ θcos

y = ⎜⎜v0 ⎜⎜ θsen

⎜⎜v0 ⎜⎜= v0 = rapidez inicial

Figura 12.18
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837 12.3  Velocidad y aceleración

TEOREMA 12.3 Vector posición de un proyectil

Despreciando la resistencia del aire, la trayectoria de un proyectil lanzado de una 

altura inicial h con rapidez inicial v0 y ángulo de elevación u se describe por medio 

de la función vectorial

r t v0 cos t i h v0 sen t 1
2gt

2 j

donde g es la aceleración de la gravedad.

EJEMPLO 6  Describir la trayectoria de una pelota de béisbol

Una pelota de béisbol es golpeada 3 pies sobre 

el nivel del suelo a 100 pies por segundo y con 

un ángulo de 45° respecto al suelo, como se 

muestra en la fi gura 12.19. Encuentre la altura 

máxima que alcanza la pelota de béisbol. ¿Pasa-

rá por encima de una cerca de 10 pies de altura 

localizada a 300 pies del plato de lanzamiento?

Solución Usted tiene que

y 45 .v0 100h 3,

Así, utilizando el teorema 12.3 con g = 32 pies 

por segundo al cuadrado obtiene

 50 2t i 3 50 2t 16t2 j.

 r t 100 cos 
4
t i 3 100 sen 

4
t 16t2 j

El vector velocidad es

 v t r t 50 2i 50 2 32t j.

La altura máxima se alcanza cuando

y t 50 2 32 t

es igual a 0, lo cual implica que

t
25 2

16
2.21 segundos.

Por tanto, la altura máxima que alcanza la pelota es

Altura máxima cuando t 2.21 81 pies.

 
649

8

 y 3 50 2
25 2

16
16

25 2
16

2

segundos

La pelota está a 300 pies de donde fue golpeada cuando

300 50 2 t.300 x t

Despejando t de esta ecuación se obtiene t 3 2 4.24 segundos. En este instante, 

la altura de la pelota es

Altura cuando t 4.24 15 pies.

 303 288

 y 3 50 2 3 2 16 3 2 2

segundos

Por consiguiente, la pelota pasará sobre la cerca de 10 pies. 

300 pies

45°

3 pies

10 pies

Figura 12.19
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838 Capítulo 12  Funciones vectoriales

Determinar la velocidad y la aceleración a lo largo de una 
curva plana En los ejercicios 1 a 8 el vector posición r des-
cribe la trayectoria de un objeto que se mueve en el plano xy. 

 (a)  Halle la velocidad, la rapidez y el vector aceleración del 
objeto.

(b)  Evalúe el vector velocidad y el vector aceleración del objeto 
en el punto dado.

(c)  Dibuje una gráfi ca de la trayectoria y trace los vectores ve-
locidad y aceleración en el punto dado.

1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

8. 1, 1r t e t, et
, 2r t t sen t, 1 cos t

3, 0r t 3 cos t i 2 sen t j

2, 2r t 2 cos t i 2 sen t j

3, 2r t 1
4 t3 1 i tj

4, 2r t t 2 i t j

1, 3r t t i t2 4 j

3, 0r t 3t i t 1 j

Vector de posición Punto

Determinar los vectores velocidad y aceleración En los 
ejercicios 9 a 18, el vector posición r describe la trayectoria de 
un objeto que se mueve en el espacio. 

 (a)  Halle la velocidad, rapidez y el vector aceleración del ob-
jeto.

(b)  Evalúe el vector velocidad y el vector aceleración del objeto 
a un valor dado de t.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18. t 2r t ln t, 
1
t
, t4

t 0r t et cos t, et sen t, et

t
4

r t 2 cos t, 2 sen t, t2

tr t 4t, 3 cos t, 3 sen t

t 4r t t 2 i t j 2t 3 2 k

t 0r t t i t j 9 t 2 k

t 2r t 3t i t j 1
4t

2k

t 4r t t i t 2j 1
2t

2k

t 3r t 4t i 4t j 2tk

t 1r t t i 5tj 3tk

Vector de posición Tiempo

Determinar un vector de posición por integración En los 
ejercicios 19 a 24, use la función aceleración dada para deter-
minar los vectores velocidad y posición. Después, halle la posi-
ción en el instante t = 2.

19. r 0 0v 0 0,a t i j k,

20.

21.

22.

23.

24. r 0 0v 0 2i 3j k,a t et i 8k,

r 0 iv 0 j k,a t cos t i sen t j,

r 0 5j 2kv 0 3i 2j k,a t 32k,

r 1 0v 1 5j,a t t j tk,

r 0 0v 0 4j,a t 2i 3k,

Movimiento de proyectiles En los ejercicios 25 a 38, use el 
modelo para el movimiento de un proyectil, suponiendo que no 
hay resistencia del aire.

25.  Una pelota de béisbol es golpeada 2.5 pies sobre el nivel del 
suelo, se aleja del bate con una velocidad inicial de 140 pies 
por segundo y con un ángulo de 22° arriba de la horizontal, 
Encuentre la altura máxima alcanzada por la pelota de béisbol. 
Determine si librará una cerca de 10 pies de altura que se en-
cuentra a 375 pies del plato de lanzamiento. 

26.  Determine la altura máxima y el alcance de un proyectil dis-
parado desde una altura de 3 pies sobre el nivel del suelo con 
velocidad inicial de 900 pies por segundo y con un ángulo de 
45° sobre la horizontal.

27.  Una pelota de béisbol es golpeada 3 pies sobre el nivel del 
suelo, se aleja del bate con un ángulo de 45° y es cachada por 
un jardinero a 3 pies sobre el nivel del suelo y a 300 pies del 
plato de lanzamiento. ¿Cuál es la rapidez inicial de la pelota y 
qué altura alcanza?

28.  Un jugador de béisbol en segunda base lanza una pelota al ju-
gador de primera base a 90 pies. La pelota es lanzada desde 
5 pies sobre el nivel del suelo con una velocidad inicial de 
50 millas por hora y con un ángulo de 15° con la horizontal. ¿A 
qué altura cacha la pelota el jugador de primera base? 

29.  Elimine el parámetro t de la función de posición para el movi-
miento de un proyectil y demuestre que la ecuación rectangular es 

  
y

16 sec2 
v0

2 x2 tan x h.

30.  La trayectoria de una pelota la da la ecuación rectangular

  y x 0.005x2.

  Use el resultado del ejercicio 29 para hallar la función de po-
sición. Después, encuentre la velocidad y la dirección de la 
pelota en el punto en que ha recorrido 60 pies horizontalmente.

31.  El Rogers Centre en Toronto, Ontario, tiene una cerca en su 
campo central que tiene 10 pies de altura y está a 400 pies del 
plato de lanzamiento. Una pelota es golpeada a 3 pies sobre el 
nivel del suelo y se da el batazo a una velocidad de 100 millas 
por hora.

  (a)  La pelota se aleja del bate formando un ángulo de u = u0 
con la horizontal. Dé la función vectorial para la trayecto-
ria de la pelota.

  (b)  Use una herramienta de grafi cación para representar la 
función vectorial para u0 = 10°, u0 = 15°, u0 = 20° y 
u0 = 25°. Use las gráfi cas para aproximar el ángulo míni-
mo requerido para que el golpe sea un home run.

  (c)  Determine analíticamente el ángulo mínimo requerido 
para que el golpe sea un home run.

12.3 Ejercicios   Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios 
con numeración impar.
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839 12.3  Velocidad y aceleración

32.  Futbol 

El mariscal de campo 
de un equipo de futbol 
americano lanza un 
pase a una altura de 
7 pies sobre el campo 
de juego, y el balón lo 
captura un receptor a 
30 yardas, a una altura 
de 4 pies. El pase se 
lanza con un ángulo de 
35° con la horizontal.

 (a)  Determine la rapidez del balón de futbol al ser lanzado.

 (b)  Encuentre la altura máxima del balón de futbol. 

 (c)  Calcule el tiempo que el receptor tiene para alcanzar la 
posición apropiada después que el mariscal de campo 
lanza el balón de futbol.

33.  Un expulsor de pacas consiste en dos bandas de velocidad varia-
ble al fi nal del expulsor. Su función es lanzar pacas a un camión. 
Al cargar la parte trasera del camión, una paca debe lanzarse a 
una posición 8 pies hacia arriba y 16 pies detrás del expulsor.

 (a)  Halle la velocidad inicial mínima de la paca y el ángulo 
correspondiente al que debe ser lanzada del expulsor.

 (b)  El expulsor tiene un ángulo fi jo de 45°. Halle la velocidad 
inicial requerida.

34.  Un bombardero vuela a una altitud de 30,000 pies a una veloci-
dad de 540 millas por hora (vea la fi gura). ¿Cuándo debe lanzar 
la bomba para que pegue en el blanco? (Dé su respuesta en tér-
minos del ángulo de depresión del avión con relación al blanco.) 
¿Cuál es la velocidad de la bomba en el momento del impacto?

30,000 pies

540 mi/h

35.  Un disparo de un arma con una velocidad de 1200 pies por 
segundo se lanza hacia un blanco a 3000 pies de distancia. De-
termine el ángulo mínimo de elevación del arma.

36.  Un proyectil se lanza desde el suelo con un ángulo de 12° con 
la horizontal. El proyectil debe tener un alcance de 200 pies. 
Halle la velocidad inicial mínima requerida. 

37.  Use una herramienta de grafi cación para representar la trayec-
toria de un proyectil para los valores dados de u y v0. En cada 
caso, use la gráfi ca para aproximar la altura máxima y el alcan-
ce del proyectil. (Suponga que el proyectil se lanza desde el 
nivel del suelo.)

 

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

(f) v0 146 pies/s60 ,

v0 66 pies/s60 ,

v0 146 pies/s45 ,

v0 66 pies/s45 ,

v0 146 pies/s10 ,

v0 66 pies/s10 ,

38.  Halle el ángulo con el que un objeto debe lanzarse para tener 
(a) el alcance máximo y (b) la altura máxima.

Movimiento de un proyectil En los ejercicios 39 y 40, use 
el modelo para el movimiento de un proyectil, suponiendo que 
no hay resistencia del aire. [g = –9.8 metros por segundo al 
cuadrado.]

39.  Determine la altura y el alcance máximos de un proyectil dis-
parado desde una altura de 1.5 metros sobre el nivel del suelo 
con una velocidad inicial de 100 metros por segundo y con un 
ángulo de 30° sobre la horizontal.

40.  Un proyectil se dispara desde el nivel del suelo con un ángulo 
de 8° con la horizontal. El proyectil debe tener un alcance de 
50 metros. Halle la velocidad mínima necesaria.

41.  Lanzamiento de peso La trayectoria de un objeto 

lanzado con un ángulo u es

 
r t v0 cos t i h v0 sen t

1
2
gt2  j

  donde v0 es la rapidez inicial, h es la altura inicial, t es el tiem-
po en segundos y g es la aceleración debida a la gravedad. Ve-
rifi que que el objeto permanecerá en el aire 

 
t

v0 sen v0
2 sen2 2gh
g

 segundos

  y recorrerá una distancia horizontal de

 
pies.

v0
2 cos 
g

 sen sen2 
2gh
v0

2

42.  Lanzamiento de peso 

Un peso es lanzado 
desde una altura de 
h = 6 pies con rapidez 
inicial v0 = 45 pies 
por segundo y con un 
ángulo de u = 42.5° 
con la horizontal. 
Utilice el resultado 
del ejercicio 41 para 
hallar el tiempo total de 
recorrido y la distancia 
horizontal recorrida.

Movimiento cicloidal En los ejercicios 43 y 44, considere el 
movimiento de un punto (o partícula) en la circunferencia de 
un círculo que rueda. A medida que el círculo rueda genera la 
cicloide 

r t b t sen t i b 1 cos t j

donde v es la velocidad angular constante del círculo y b es el 
radio del círculo.

43.  Halle los vectores velocidad y aceleración de la partícula. Use 
los resultados para determinar los instantes en que la rapidez 
de la partícula será (a) cero y (b) máxima.

44.  Encuentre la rapidez máxima de un punto de un neumático de 
automóvil de radio 1 pie cuando el automóvil viaja a 60 millas 
por hora. Compare esta rapidez con la rapidez del automóvil.

Nicholas Moore�Shutterstock.com; Jamie Roach�Shutterstock.com
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840 Capítulo 12  Funciones vectoriales

Movimiento circular En los ejercicios 45 a 58, considere una 
partícula que se mueve a lo largo de una trayectoria circular de 
radio b descrita por r(t) = b cos Vti + b sen Vtj, donde V = du/
dt es la velocidad angular constante.
45.  Encuentre el vector velocidad y muestre que es ortogonal a r(t).

46. (a)   Demuestre que la rapidez de la partícula es bv.

  (b)   Use una herramienta de grafi cación en modo paramétrico 
para representar el círculo para b = 6. Pruebe con distin-
tos valores de v. ¿La herramienta de grafi cación dibuja 
más rápido los círculos para los valores mayores de v?

47.  Halle el vector aceleración y demuestre que su dirección es 
siempre hacia el centro del círculo.

48.  Demuestre que la magnitud del vector aceleración es bv2.

Movimiento circular En los ejercicios 49 y 50, use los resul-
tados de los ejercicios 45 a 58.

49.  Una piedra que pesa 1 libra se ata a un cordel de 2 pies de largo 
y se hace girar horizontalmente (vea la fi gura). El cordel se 
romperá con una fuerza de 10 libras. Halle la velocidad máxi-
ma que la piedra puede alcanzar sin que se rompa el cordel. 

(Use F = ma, donde m 1
32.)

Figura para 50Figura para 49 

300 pies

30 mi/h
2 pies

1 lb

50.  Un automóvil de 3400 libras está tomando una curva circu-
lar de 300 pies de radio a 30 millas por hora (vea la fi gura). 
Suponiendo que la carretera está nivelada, encuentre la fuer-
za necesaria entre los neumáticos y el pavimento para que el 
automóvil mantenga la trayectoria circular sin derrapar. (Use 
F = ma, donde m = 3400�32.) Determine el ángulo de peralte 
necesario para que ninguna fuerza de fricción lateral sea ejer-
cida sobre los neumáticos del automóvil.

DESARROLLO DE CONCEPTOS
51.  Velocidad y rapidez Con sus propias palabras, ex-

plique la diferencia entre la velocidad de un objeto y 

su rapidez.

52.  Movimiento de una partícula Considere una par-

tícula que se mueve sobre la trayectoria r1(t) = x(t)i 
+ y(t)j + z(t)k.

 (a)  Analice todo cambio en la posición, velocidad o ace-
leración de la partícula si su posición está dada por la 
función vectorial r2(t) = r1(2t).

 (b)  Generalice los resultados a la función posición 
r3(t) = r1(vt).

53.  Demostración Demuestre que cuando un objeto se 

mueve con una rapidez constante, sus vectores veloci-

dad y aceleración son ortogonales.

54.  Demostración Demuestre que cuando un objeto se 

mueve en una línea recta a una rapidez constante tiene 

aceleración cero.

55.  Investigación Una partícula sigue una trayectoria elípti-

ca dada por la función vectorial r(t) = 6 cos ti + 3 sen tj.
 (a)  Halle v(t), ��v(t)�� y a(t).

 (b)  Use una herramienta de grafi cación para completar la tabla.

t 0 4 2
2
3

Rapidez

 (c)  Represente gráfi camente la trayectoria elíptica y los vec-
tores velocidad y aceleración para los valores de t dados 
en la tabla del inciso (b).

 (d)  Use los resultados de los incisos (b) y (c) para describir la 
relación geométrica entre los vectores velocidad y acele-
ración cuando la rapidez de la partícula aumenta y cuando 
disminuye.

56.  Movimiento de una partícula Considere una partícu-

la que se mueve sobre una trayectoria elíptica descrita 

por r(t) = a cos vti + b sen vtj, donde v = du�dt es la 

velocidad angular constante.

 (a)  Encuentre el vector velocidad. ¿Cuál es la rapidez de la 
partícula?

 (b)  Encuentre el vector aceleración y demuestre que su direc-
ción es siempre hacia el centro de la elipse.

57.  Trayectoria de un objeto Cuando t = 0, un objeto está 

en el punto (0, 1) y tiene un vector velocidad v(0) = –i. 
Se mueve con aceleración a(t) = sen ti – cos tj. De-

muestre que la trayectoria del objeto es un círculo.

¿CÓMO LO VE? La gráfi ca muestra la trayec-

toria de un proyectil y los vectores velocidad y 

aceleración t1 y t2. Clasifi que el ángulo entre el 

vector velocidad y el vector aceleración en los 

instantes t1 y t2. ¿La rapidez aumenta o dismi-

nuye en los instantes t1 y t2? Explique su razo-

namiento.

x

v(t2)
a(t2)

v(t1)

a(t1)

y

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 59 a 62, determine si 
el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué 
o dé un ejemplo que pruebe que es falso.

59.  La aceleración de un objeto es la derivada de la rapidez.

60.  La velocidad de un objeto es la derivada de la posición.

61.  El vector velocidad apunta en la dirección de movimiento.

62.  Si una partícula se mueve a lo largo de una línea recta, entonces 
los vectores velocidad y aceleración son ortogonales.
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841 12.4  Vectores tangentes y vectores normales

 Hallar un vector unitario tangente en un punto a una curva en el espacio.
 Hallar las componentes tangencial y normal de la aceleración.

Vectores tangentes y vectores normales
En la sección precedente aprendió que el vector velocidad apunta en la dirección del mo-

vimiento. Esta observación lleva a la defi nición siguiente, que es válida para cualquier 

curva suave, no sólo para aquellas en las que el parámetro es el tiempo.

Defi nición del vector unitario tangente

Sea C una curva suave en un intervalo abierto I representada por r. El vector unita-
rio tangente T(t) en t se defi ne como

r t 0.T t
r t
r t

,

Como recordará, una curva es suave en un intervalo si r′ es continua y distinta de 

cero en el intervalo. Por tanto, la “suavidad” es sufi ciente para garantizar que una curva 

tenga un vector unitario tangente.

EJEMPLO 1  Hallar el vector unitario tangente

Encuentre el vector unitario tangente a la curva dada por

r t ti t2j

cuando t = 1.

Solución La derivada de r(t) es

Derivada de r tr t i 2t j.

Por tanto, el vector unitario tangente es

Definición de 

Sustituya r t . 
1

1 4t2
i 2t j .

T t T t
r t
r t

Cuando t = 1, el vector unitario tangente es

T 1
1

5
i 2j

como se muestra en la fi gura 12.20. 

En el ejemplo 1, observe que la dirección del vector unitario tangente depende de la 

orientación de la curva. Para la parábola descrita por 

r t t 2 i t 2 2j

T(1) representaría al vector unitario tangente en el punto (1, 1), pero apuntaría en direc-

ción opuesta. Trate de verifi car esto.

4

21

3

2

1

−1−2
x

T(1)

y

r(t) = ti + t2j

La dirección del vector unitario 
tangente depende de la orientación 
de la curva. 
Figura 12.20

12.4 Vectores tangentes y vectores normales
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842 Capítulo 12  Funciones vectoriales

La recta tangente a una curva en un punto es la recta que pasa por el punto y es 

paralela al vector unitario tangente. En el ejemplo 2 se usa el vector unitario tangente 

para hallar la recta tangente a una hélice en un punto.

EJEMPLO 2  Hallar la recta tangente a una curva en un punto

Encuentre T(t) y enseguida halle un conjunto de ecuaciones paramétricas para la recta 

tangente a la hélice dada por 

r t 2 cos t i 2 sen t j tk

en el punto 2, 2, 
4

. 

Solución La derivada de r(t) es 

r t 2 sen t i 2 cos t j k

lo que implica que r t 4 sen2 t 4 cos2 t 1 5. Por consiguiente, el vec-

tor unitario tangente es

Vector unitario tangente 
1

5
2 sen t i 2 cos t j k .

 T t
r t
r t

En el punto t 42, 2, 4 ,  y el vector unitario tangente es

 
1

5
2 i 2 j k .

 T
4

1

5
2

2
2

 i 2
2

2
 j k

Usando los números directores y c 1,b 2a 2,  y el punto x1, y1, z1

2, 2, 4 , puede obtener las ecuaciones paramétricas siguientes (dadas con el 

parámetro s).

z z1 cs
4

s

y y1 bs 2 2s

x x1 as 2 2s

Esta recta tangente se muestra en la fi gura 12.21. 

En el ejemplo 2 hay una cantidad infi nita de vectores que son ortogonales al vector 

tangente T(t). Uno de estos vectores es el vector T′(t). Esto se desprende de la propiedad 7 

del teorema 12.2. Es decir,

T t T t 0.T t T t T t 2 1

Normalizando el vector T′(t) usted obtiene un vector especial llamado vector unitario 
normal principal, como se indica en la defi nición siguiente.

Defi nición de vector unitario normal principal 

Sea C una curva suave en un intervalo abierto I representada por r. Si T′(t) ≠ 0, 

entonces el vector unitario normal principal en t se defi ne como

N t
T t
T t

.

y

x

z

3 3

−3

5

6

2,    2,
π
4))

Curva:
r(t) = 2 cos ti + 2 sen tj + tk

C

Recta 
tangente

La recta tangente a una curva en un 
punto está determinada por el vector 
unitario tangente en el punto.
Figura 12.21
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843 12.4  Vectores tangentes y vectores normales

EJEMPLO 3  Hallar el vector unitario normal principal

Encuentre N(t) y N(1) para la curva representada por r(t) = 3ti + 2t2j.

Solución Derivando, obtiene

r t 3i 4t j

lo que implica 

r t 9 16t2.

Por lo que el vector unitario tangente es

Vector unitario tangente 
1

9 16t2
3i 4t j .

 T t
r t
r t

Usando el teorema 12.2, derive T(t) con respecto a t para obtener

 
12

9 16t2 3 2 4t i 3j

T t
1

9 16t2
4j

16t
9 16t2 3 2 3i 4t j

lo que implica que

 T t 12
9 16t2

9 16t2 3

12
9 16t2

.

Por tanto, el vector unitario normal principal es

Vector unitario normal principal 
1

9 16t2
4t i 3j .

 N t
T t
T t

Cuando t = 1, el vector unitario normal principal es

N 1
1
5

4i 3j

como se muestra en la fi gura 12.22.

El vector unitario normal 
principal apunta hacia el lado 
cóncavo de la curva.
Figura 12.22

C

3

1

2

321

y

x

r(t) = 3ti + 2t2j
Curva:

(3i + 4j)1
5

1
5

T(1) =

(−4i + 3j)N(1) =
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844 Capítulo 12  Funciones vectoriales

El vector unitario normal principal puede ser difícil de evaluar algebraicamente. En 

curvas planas, puede simplifi car el álgebra hallando

Vector unitario tangenteT t x t i y t j

y observando que N(t) debe ser

o      N2 t y t i x t j.          N1 t y t i x t j     

Como x t 2 y t 2 1, se deduce que tanto N1(t) como N2(t) son vectores unita-

rios normales. El vector unitario normal principal es N, el que apunta hacia el lado cón-

cavo de la curva, como se muestra en la fi gura 12.22 (vea el ejercicio 76). Esto también 

es válido para curvas en el espacio. Es decir, si un objeto se mueve a lo largo de la curva C 

en el espacio, el vector T(t) apunta hacia la dirección en la que se mueve el objeto, 

mientras que el vector N(t) es ortogonal a T(t) y apunta hacia la dirección en que gira el 

objeto, como se muestra en la fi gura 12.23.

En todo punto de una curva, un 
vector unitario normal es ortogonal 
al vector unitario tangente. El vector 
unitario normal principal apunta hacia 
la dirección en que gira la curva.
Figura 12.23

CC

y
x

T N

z

EJEMPLO 4  Determinar el vector unitario normal principal

Encuentre el vector unitario normal principal para la hélice dada por r(t) = 2 cos ti + 

2 sen tj + tk.

Solución De acuerdo con el ejemplo 2, usted sabe que el vector unitario tangente es

Vector unitario tangenteT t
1

5
2 sen t i 2 cos t j k .

Así, T′(t) está dado por

T t
1

5
2 cos t i 2 sen t j .

Como T t 2 5, se deduce que el vector unitario normal principal es

Vector unitario normal principal cos t i sen t j.

 
1
2

2 cos t i 2 sen t j

 N t
T t
T t

Observe que este vector es horizontal y apunta hacia el eje z, como se muestra en la 

fi gura 12.24. 

x y

z

1

2

−2

−1

2

1

−1

−2

π

π

π

π

2

2

2

3

Hélice:
r(t) = 2 cos ti + 2 sen tj + tk

es horizontal y apunta hacia
el eje z. 
Figura 12.24

N t
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845 12.4  Vectores tangentes y vectores normales

Componentes tangencial y normal de la aceleración
Ahora se vuelve al problema de describir el movimiento de un objeto a lo largo de una 

curva. En la sección anterior usted vio que si un objeto se mueve con rapidez constante, 

los vectores velocidad y aceleración son perpendiculares. Esto parece razonable, porque 

la rapidez no sería constante si alguna aceleración actuara en dirección del movimiento. 

Esta afi rmación se puede verifi car observando que 

r t r t 0

si ��r′(t)�� es una constante. (Vea la propiedad 7 del teorema 12.2.)

Sin embargo, si un objeto viaja con rapidez variable, los vectores velocidad y ace-

leración no necesariamente son perpendiculares. Por ejemplo, vio que en un proyectil el 

vector aceleración siempre apunta hacia abajo, sin importar la dirección del movimiento.

En general, parte de la aceleración (la componente tangencial) actúa en la línea 

del movimiento, y otra parte (la componente normal) actúa perpendicular a la línea del 

movimiento. Para determinar estas dos componentes, puede usar los vectores unitarios 

T(t) y N(t), que juegan un papel análogo a i y j cuando se representan los vectores en el 

plano. El teorema siguiente establece que el vector aceleración se encuentra en el plano 

determinado por T(t) y N(t).

TEOREMA 12.4 Vector aceleración

Si r(t) es el vector posición de una curva suave C y existe N(t), entonces el vector 

aceleración a(t) se encuentra en el plano determinado por T(t) y N(t).

Demostración Para simplifi car la notación, escriba T en lugar de T(t), T′ en lugar 

de T′(t) y así sucesivamente. Como T r r v v , se deduce que 

v v T.

Por derivación, obtiene

Regla del producto

N T T 
d
dt

v T v T N.

 
d
dt

v T v T
T
T

 
d
dt

v T v T

  a v

Como a se expresa mediante una combinación lineal de T y N, se deduce que a está en 

el plano determinado por T y N.

Consulte LarsonCalculus.com para el video de esta demostración de Bruce Edwards. 

A los coefi cientes de T y de N en la demostración del teorema 12.4 se les conoce 

como componentes tangencial y normal de la aceleración, y se denotan por

aT
d
dt

v

y aN = ��v����T′��. Por tanto, puede escribir

     a t aTT t aNN t .     

El teorema siguiente da algunas fórmulas útiles para aN y aT.
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846 Capítulo 12  Funciones vectoriales

TEOREMA 12.5 Componentes tangencial y normal de la aceleración

Si r(t) es el vector posición de una curva suave C [para la cual N(t) existe], enton-

ces las componentes tangencial y normal de la aceleración son las siguientes.

aN v T a N
v a

v
a 2 aT

2

aT
d
dt

v a T
v a

v

Observe que aN ≥ 0. A la componente normal de la aceleración también se le llama 

componente centrípeta de la aceleración. 

Demostración Observe que a se encuentra en el plano de T y N. Por tanto, puede 

usar la fi gura 12.25 para concluir que, en cualquier instante t, las componentes de la 

proyección del vector aceleración sobre T y sobre N están dadas por aT = a ∙ T y aN = 

a ∙ N, respectivamente. Además, como a = v′ y T = v���v��, tiene

aT a T T a
v
v

a
v a

v
.
 

En los ejercicios 78 y 79 se le pide demostrar las otras partes del teorema.

Consulte LarsonCalculus.com para el video de esta demostración de Bruce Edwards. 

EJEMPLO 5   Componentes tangencial y normal de la aceleración

Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo.

Encuentre las componentes tangencial y normal de la aceleración para el vector posición 

dado por r(t) = 3ti – tj + t2k.

Solución Comience determinando la velocidad, la rapidez y la aceleración.

Vector velocidad

Rapidez

Vector aceleración a t r t 2k

 v t 9 1 4t2 10 4t2
 v t r t 3i j 2tk

De acuerdo con el teorema 12.5, la componente tangencial de la aceleración es

Componente tangencial de la aceleración

y como

v a
i
3
0

j
1
0

k
2t
2

2i 6j

aT
v a
v

4t

10 4t2

la componente normal de la aceleración es

Componente normal de la aceleraciónaN
v a

v
4 36

10 4t2
2 10

10 4t2
.

En el ejemplo 5 podría haber usado la fórmula alternativa siguiente para aN.

aN a 2 aT
2 2 2 16t2

10 4t2
2 10

10 4t2

a • T < 0

a • T > 0

a • N

N

N

T

T
a

a

a • N

Las componentes tangencial y 
normal de la aceleración se obtienen 
proyectando
Figura 12.25

N.Ta sobre y
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847 12.4  Vectores tangentes y vectores normales

EJEMPLO 6  Hallar aT y aN para una hélice circular

Encuentre las componentes tangencial y normal de la aceleración para la hélice dada por 

r(t) = b cos ti + b sen tj + ctk, b > 0.

Solución

Vector velocidad

Rapidez

Vector aceleración a t r t b cos t i b sen t j

 v t b2 sen2 t b2 cos2 t c2 b2 c2

 v t r t b sen t i b cos t j ck

De acuerdo con el teorema 12.5, la componente tangencial de la aceleración es

Componente tangencial 
de la aceleración

aT
v a

v
b2 sen t cos t b2 sen t cos t 0

b2 c2
0.

Como

a b2 cos2 t b2 sen2 t b

puede usar la fórmula alternativa para la componente normal de la aceleración para 

obtener

Componente normal 
de la aceleración

aN a 2 aT
2 b2 02 b.

Observe que la componente normal de la aceleración es igual a la magnitud de la acele-

ración. En otras palabras, puesto que la rapidez es constante, la aceleración es perpen-

dicular a la velocidad. Vea la fi gura 12.26.

EJEMPLO 7  Movimiento de un proyectil

El vector posición para el proyectil mostrado en la fi gura 12.27 está dado por

Vector posiciónr t 50 2 t i 50 2 t 16t2 j.

Halle la componente tangencial de la aceleración cuando t = 0, 1 y 25 2 16. 

Solución

Vector velocidad

Rapidez

Vector aceleración a t 32j

 v t 2 502 16 50 2 t 162t2

 v t 50 2 i 50 2 32t j

La componente tangencial de la aceleración es

Componente tangencial 
de la aceleración

aT t
v t a t

v t
32 50 2 32t

2 502 16 50 2 t 162t2
.

En los instantes especifi cados, usted tiene

 aT
25 2

16
32 50 2 50 2

50 2
0.

 aT 1
32 50 2 32

2 502 16 50 2 162
15.4

 aT 0
32 50 2

100
16 2 22.6

En la fi gura 12.27 puede ver que, a la altura máxima, cuando t = 25 2 16, la compo-

nente tangencial es 0. Esto es razonable, porque en ese punto la dirección del movimien-

to es horizontal y la componente tangencial de la aceleración es igual a la componente 

horizontal de la aceleración. 

x

y

aN = b

b

z

La componente normal 
de la aceleración es igual al radio 
del cilindro alrededor del cual 
la hélice gira en espiral.

Figura 12.26

100

150100 125

50

25

5025 75

75

x

y

r(t) = (50    2t)i + (50    2t − 16t2)j

25    2
16

t = 
t = 1

t = 0

Trayectoria de un proyectil.
Figura 12.27
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848 Capítulo 12  Funciones vectoriales

Determinar el vector unitario tangente En los ejercicios 1 
a 6, dibuje el vector unitario tangente y los vectores normales a 
los puntos dados.

.2.1

3.

4.

.6.5 t 0r t et cos ti etj,t er t 3t i ln t j,

r t 6 cos ti 2 sen tj,  t
3

r t 4 cos ti 4 sen tj,  t
4

r t t3i 2t2j,  t 1r t t2i 2tj,  t 1

Determinar una recta tangente En los ejercicios 7 a 12, 
halle el vector unitario tangente a la curva T(t) y determine un 
conjunto de ecuaciones paramétricas para la recta tangente a la 
curva en el espacio en el punto P.

7.

8.

9.

10.

11.

12. P 1, 3, 1r t 2 sen t, 2 cos t, 4 sen2 t ,

P 2, 2, 4r t 2 cos t, 2 sen t, 4 ,

P 1, 1, 3r t t, t, 4 t2 ,

P 3, 0, 0r t 3 cos t i 3 sen tj tk,

P 1, 1, 43r t t2 i t j 4
3k,

P 0, 0, 0r t t i t 2j tk,

Determinar el vector unitario normal principal En los 
ejercicios 13 a 20, encuentre el vector unitario normal principal 
a la curva en el valor especifi cado del parámetro.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20. r t cos 3t i 2 sen 3t j k,  t

r t 6 cos t i 6 sen tj k,  t
3
4

t 0r t 2 t i et j e t k,

t 1r t t i t2j ln tk,

t
6

r t  cos t i  sen tj,

t 2r t ln t i t 1 j,

r t ti
6
t

j,  t 3

r t ti 1
2t2j,  t 2

Determinar las componentes tangencial y normal de la 
aceleración En los ejercicios 21 a 28, encuentre T(t), N(t), aT 
y aN en un instante dado t para la curva plana r(t). 

.22.12

23.

24.

25.

26.

27.

28. tr t 4 cos 3t i 4 sen 3t j,

t
2

r t et cos t i et sen t j,

t 0r t et i e t j tk,

t 0r t et i e 2t j,

t 0r t t3 4t i t2 1 j,

t 1r t t t3 i 2t2j,

t 1r t t2 i 2t j,t 1r t t i
1
t
 j,

Movimiento circular En los ejercicios 29 a 32, considere un 
objeto que se mueve según al vector de posición

r t a cos t i a sen t j.

29.  Halle T(t) y N(t), aT y aN.

30.  Determine las direcciones de T y N en relación con el vector de 
posición r.

31.  Determine la rapidez del objeto en cualquier instante t y expli-
que su valor en relación con el valor de aT.

32.  Si la velocidad angular v se reduce a la mitad, ¿en qué factor 
cambia aN?

Dibujar una gráfi ca y vectores En los ejercicios 33 a 36, di-
buje la gráfi ca de la curva plana dada por la función vectorial, y 
en el punto de la curva determinado por r(t0), dibuje los vectores 
T y N. Observe que N apunta hacia el lado cóncavo de la curva.

33.

34.

35.

36. t0 4
r t 2 cos t i 2 sen tj

t0 2r t 2t 1 i t2j

t0 1r t t3i tj

t0 2r t t i
1
t
 j

Función vectorial Instante

Determinar vectores En los ejercicios 37 a 42, halle T(t), 
N(t), aT y aN en el instante t dado para la curva en el espacio 
r(t). [Sugerencia: Encuentre a(t), T(t), aT y aN. Despeje N en la 
ecuación a(t) = aTT + aNN.] 

37.

38.

39.

40.

41.

42. t 0r t et i 2tj e t k

t 0r t et sen t i et cos t j et k

t 2r t 2t 1 i t2j 4tk

t 1r t t i t 2j
t2

2
 k

t
3

r t cos ti sen tj 2tk

t 1r t t i 2t j 3tk

Función vectorial Instante

DESARROLLO DE CONCEPTOS

43.  Defi niciones Defi na el vector unitario tangente, el vec-

tor unitario normal principal y las componentes tangencial 

y normal de la aceleración.

44.  Vector unitario tangente ¿Cuál es la relación entre 

el vector unitario tangente y la orientación de una curva? 

Explique.

45.  Aceleración Describa el movimiento de una partícula 

si la componente normal de la aceleración es 0.

46.  Aceleración Describa el movimiento de una partícula 

si la componente tangencial de la aceleración es 0.

12.4 Ejercicios   Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios 
con numeración impar.
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849 12.4  Vectores tangentes y vectores normales

47.  Hallar vectores Un objeto se mueve a lo largo de la trayec-

toria dada por

  r t 3ti 4tj.

  Encuentre v(t), a(t), T(t) y N(t) (si existe). ¿Cuál es la forma 
de la trayectoria? ¿La velocidad del objeto es constante o va-
riable?

¿CÓMO LO VE? Las fi guras muestran las trayecto-

rias de dos partículas

)ii()i(

s t

z
y

x

y

z
t

sy
x

y

 (a)  ¿Cuál vector, s o t, representa al vector unitario tangente?

 (b)  ¿Cuál vector, y o z, representa al vector unitario nor-
mal principal? Explique su razonamiento.

49.  Movimiento cicloidal La fi gura muestra la trayectoria 

de una partícula representada por la función vectorial

 r t t sen t, 1 cos t .

    La fi gura muestra también los vectores v(t)���v(t)�� y a(t)���a(t)�� 
en los valores indicados de t.

 (a)  Encuentre aT y aN en y t 3
2.t 1t 1

2,

 (b)  En cada uno de los valores indicados de t, determine si la 
rapidez de la partícula aumenta o disminuye. Dé razones 
para sus respuestas.

Figura para 50Figura para 49

x

t = 1

t = 2

y

x

t = 1t =

t =

1
2

3
2

y

50.  Movimiento a lo largo de una involuta de un círculo 
La fi gura muestra una partícula que sigue la trayectoria 

dada por

 r t cos t t sen t, sen t t cos t .

 La fi gura muestra también los vectores v(t) y a(t) para t = 1 y 
t = 2.

 (a)  Encuentre aT y aN en t = 1 y t = 2.

 (b)  Determine si la rapidez de la partícula aumenta o disminu-
ye en cada uno de los valores indicados de t. Dé razones 
para sus respuestas.

Hallar un vector binormal En los ejercicios 51 a 56, halle los 
vectores T y N, y el vector unitario binormal B = T × N, de la 
función vectorial r(t) en el valor dado de t.

51.

52.

53.

54.

55.

56. t0 4
r t 3 cos 2t i 3 sen 2t j tk,

t0 3
r t 4 sen t i 4 cos t j 2tk,

t0 0r t 2et i et cos t j et sen tk,

t0 4
r t i sen t j cos tk,

t0 1r t t i t 2 j
t3

3
 k,

t0 2
r t 2 cos t i 2 sen t j

t
2

 k,

Fórmula alternativa para el vector unitario normal prin-
cipal En los ejercicios 57 a 60, utilice la función vectorial r(t) 
para encontrar al vector unitario normal principal N(t) usando 
la fórmula alternativa

57.

58.

59.

60. r t 5 cos ti 5 sen tj 3tk

r t 2ti 4tj t2k

r t 3 cos 2ti 3 sen 2tj

r t 3ti 2t2j

N
v v a v a v
v v a v a v

.

61.  Movimiento de un proyectil Encuentre las compo-

nentes tangencial y normal de la aceleración de un pro-

yectil disparado con un ángulo u con la horizontal y con 

rapidez inicial v0. ¿Cuáles son las componentes cuando 

el proyectil está en su altura máxima?

62.  Movimiento de un proyectil Utilice los resultados 

del ejercicio 61 para hallar las componentes tangencial 

y normal de la aceleración de un proyectil disparado con 

un ángulo de 45° con la horizontal con rapidez inicial 

de 150 pies por segundo. ¿Cuáles son las componentes 

cuando el proyectil está en su altura máxima?

63.  Movimiento de un proyectil Un proyectil se lanza 

con velocidad inicial de 120 pies por segundo desde 

5 pies de altura y con un ángulo de 30° con la horizontal.

 (a)  Determine la función vectorial de la trayectoria del pro-
yectil.

 (b)  Use una herramienta de grafi cación para representar la 
trayectoria y aproximar la altura máxima y el alcance del 
proyectil.

 (c)  Encuentre v(t), ��v(t)�� y a(t).

 (d)  Use una herramienta de grafi cación para completar la tabla.

t 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Rapidez

 (e)  Use una herramienta de grafi cación para representar las 
funciones escalares aT y aN. ¿Cómo cambia la velocidad 
del proyectil cuando aT y aN tienen signos opuestos?
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850 Capítulo 12  Funciones vectoriales

64.  Movimiento de un proyectil Un proyectil se lanza 

con velocidad inicial de 220 pies por segundo desde una 

altura de 4 pies y con un ángulo de 45° con la horizontal.

 (a)  Determine la función vectorial de la trayectoria del proyectil.

 (b)  Use una herramienta de grafi cación para representar la 
trayectoria y aproximar la altura máxima y el alcance del 
proyectil.

 (c)  Encuentre v(t), ��v(t)�� y a(t).

 (d)  Use una herramienta de grafi cación para completar la tabla.

t 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Rapidez

65.  Control del tráfi co aéreo

Debido a una tor-
menta, los contro-
ladores aéreos en 
tierra indican a un 
piloto que vuela a 
una altitud de 4 millas 
que efectúe un giro 
de 90° y ascienda 
a una altitud de 4.2 
millas. El modelo de 
la trayectoria del avión 
durante esta maniobra es 

 0 t 1
20r t 10 cos 10 t, 10 sen 10 t, 4 4t ,  

 donde t es el tiempo en horas y r es la distancia en millas.

 (a)  Determine la rapidez del avión.

 (b)  Calcule aT y aN. ¿Por qué una de éstas es igual a 0?

66.  Movimiento de un proyectil Un avión volando a una 

altitud de 36,000 pies, con rapidez de 600 millas por hora, 

deja caer una bomba. Halle las componentes tangencial y 

normal de la aceleración que actúan sobre la bomba.

67.  Aceleración centrípeta Un objeto, atado al extremo 

de una cuerda, gira con rapidez constante, de acuerdo 

con la función de posición dada en los ejercicios 29 a 32.

 (a)  Si la velocidad angular v se duplica, ¿cómo se modifi ca la 
componente centrípeta de la aceleración?

 (b)  Si la velocidad angular no se modifi ca, pero la longitud de 
la cuerda se reduce a la mitad, ¿cómo cambia la compo-
nente centrípeta de la aceleración?

68.  Fuerza centrípeta Un objeto de masa m se mueve con 

rapidez constante v siguiendo una trayectoria circular de 

radio r. La fuerza requerida para producir la componen-

te centrípeta de la aceleración se llama fuerza centrípeta 
y está dada por F = mv2�r. La ley de Newton de la gra-

vitación universal establece que F GMm d 2, donde d 
es la distancia entre los centros de los dos cuerpos 

de masas M y m, y G es una constante gravitatoria. Use 

esta ley para demostrar que la rapidez requerida para el 

movimiento circular es v GM r.

Velocidad orbital En los ejercicios 69 a 72, use el resultado 
del ejercicio 86 para hallar la rapidez necesaria para la órbita 
circular dada alrededor de la Tierra. Tome G = 9.56 × 104 mi-
llas cúbicas por segundo al cuadrado, y suponga que el radio de 
la Tierra es 4000 millas.

69.  La órbita de un transbordador espacial que viaja a 255 millas 
sobre la superfi cie de la Tierra.

70.  La órbita del telescopio Hubble que viaja a 360 millas sobre la 
superfi cie de la Tierra.

71.  La órbita de un satélite de detección térmica que viaja a 385 
millas sobre la superfi cie de la Tierra.

72.  La órbita de un satélite de comunicación que está en órbita 
geosíncrona a r millas sobre la superfi cie de la Tierra. [El sa-
télite realiza una órbita por día sideral (aproximadamente 23 
horas, 56 minutos) y, por consiguiente, parece permanecer es-
tacionario sobre un punto en la Tierra.]

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 73 y 74, determine si 
el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué 
o dé un ejemplo que muestre que es falso.

73.  Si el indicador de velocidad de un automóvil es constante, en-
tonces el automóvil no puede estar acelerando.

74.  Si aN = 0 en un objeto en movimiento, entonces el objeto se 
mueve en una línea recta.

75.  Movimiento de una partícula Una partícula sigue 

una trayectoria dada por 

 r t cosh bt i senh bt j

 donde b es una constante positiva.

 (a)  Demuestre que la trayectoria de la partícula es una hipér-
bola.

 (b) Demuestre que a(t) = b2 r(t).

76.  Demostración Demuestre que el vector unitario nor-

mal principal N apunta hacia el lado cóncavo de una 

curva plana.

77.  Demostración Demuestre que el vector T′(t) es 0 

para un objeto que se mueve en línea recta.

78.  Demostración Demuestre que aN
v a

v
.

79.  Demostración Demuestre que aN a 2 aT
2.

DESAFÍOS DEL EXAMEN PUTNAM

80.  Una partícula de masa unitaria se mueve en línea recta bajo 
la acción de una fuerza que es función de la velocidad v de la 
partícula, pero no se conoce la forma de esta función. Se 
observa el movimiento y se encuentra que la distancia x 
recorrida en el tiempo t está relacionada con t por medio de 
la fórmula x = at + bt2 + ct3, donde a, b y c tienen valores 
numéricos determinados por la observación del movimien-
to. Halle la función f(v) para el rango de v cubierto en el 
experimento.

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition. 

© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.

Elena Aliaga�Shutterstock.com
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851 12.5  Longitud de arco y curvatura

  Calcular la longitud de arco de una curva en el espacio. 
  Utilizar el parámetro de longitud de arco para describir una curva plana o curva 

en el espacio.
  Calcular la curvatura de una curva en un punto en la curva.
  Utilizar una función vectorial para calcular la fuerza de fricción.

Longitud de arco
En la sección 10.3 usted vio que la longitud de arco de una curva plana suave C dada por 

las ecuaciones paramétricas x = x(t) y y = y(t), a ≤ t ≤ b, es

s
b

a

 x t 2 y t 2 dt.

En forma vectorial, donde C está dada por r(t) = x(t)i + y(t)j, puede expresar esta ecua-

ción de la longitud de arco como

s
b

a

 r t  dt.

La fórmula para la longitud de arco de una curva plana tiene una extensión natural a una 

curva suave en el espacio, como se establece en el teorema siguiente.

TEOREMA 12.6 Longitud de arco de una curva en el espacio

Si C es una curva suave dada por r(t) = x(t)i + y(t)j + z(t)k en un intervalo [a, b], 

entonces la longitud de arco de C en el intervalo es

s
b

a

 x t 2 y t 2 z t 2 dt
b

a

 r t  dt.

EJEMPLO 1   Hallar la longitud de arco de una curva 
en el espacio

Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo.

Encuentre la longitud de arco de la curva dada por

r t t 2 i
4
3

t3 j
1
2

t4 k

desde t = 0 hasta t = 2, como se muestra en la fi gura 12.28.

Solución Utilizando y z t 1
2t

2y t 4
3t

3 2x t t, , obtiene x′(t) = 1, y′ = 

2t1�2
 y z′(t) = t. Por tanto, la longitud de arco t = 0 hasta t = 2 está dada por 

Fórmula para longitud de arco

 4.816.

 2 13
3
2

 ln 4 13 1
3
2

 ln 3

 
t 2

2
 t 2 2 3

3
2

 ln t 2 t 2 2 3
2

0

Tablas de integración 
(apéndice B), fórmula 26

 
2

0
 t 2 2 3 dt

 
2

0
 1 4t t2 dt

 s
2

0
 x t 2 y t 2 z t 2 dtyx

z

3
4

1

1

−1

2

2

t = 2
t = 0 C

r(t) = ti +   t3/2j +   t2k4
3

1
2

A medida que t crece de 0 a 2, 
el vector
Figura 12.28

r t traza una curva.

12.5 Longitud de arco y curvatura

Exploración
Fórmula para la longitud 
de arco La fórmula para la 

longitud de arco de una curva 

en el espacio está dada en 

términos de las ecuaciones 

paramétricas que se usan para 

representar la curva. ¿Signifi ca 

esto que la longitud de arco de 

la curva depende del parámetro 

que se use? ¿Sería deseable 

que fuera así? Explique su 

razonamiento. 

  Ésta es una representación 

paramétrica diferente de la 

curva del ejemplo 1.

r t t i
4
3

t3 2 j
1
2

t2k

Halle la longitud de arco desde 

t = 0 hasta t 2 y compare 

el resultado con el encontrado 

en el ejemplo 1.
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852 Capítulo 12  Funciones vectoriales

EJEMPLO 2  Hallar la longitud de arco de una hélice

Encuentre la longitud de un giro de la hélice dada por

r t b cos ti b sen t j 1 b2 tk

como se muestra en la fi gura 12.29.

Solución Comience hallando la derivada.

Derivadar t b sen ti b cos tj 1 b2k

Ahora, usando la fórmula para la longitud de arco, puede encontrar la longitud de un 

giro de la hélice integrando ��r′(t)�� desde 0 hasta 2p.

Fórmula para la longitud de arco

 2

 t
2

0

 
2

0
 dt

 
2

0
 b2 sen2 t cos2 t 1 b2  dt

 s
2

0
 r t  dt

Por tanto, la longitud es 2p unidades. 

Parámetro longitud de arco
Usted ha visto que las curvas pueden representarse por medio de funciones vectoriales 

de maneras diferentes, dependiendo del parámetro que se elija. Para el movimiento a lo 

largo de una curva, el parámetro adecuado es el tiempo t. Sin embargo, cuando se desean 

estudiar las propiedades geométricas de una curva, el parámetro adecuado es a menudo 

la longitud de arco s.

Defi nición de la función longitud de arco

Sea C una curva suave dada por r(t) defi nida en el intervalo cerrado [a, b]. Para 

a ≤ t ≤ b, la función longitud de arco es

s t
t

a

 r u  du
t

a

 x u 2 y u 2 z u 2 du.

La longitud de arco s se llama el parámetro longitud de arco. (Vea la fi gura 12.30.)

Observe que la función de longitud de arco s es no negativa. Mide la distancia sobre C 
desde el punto inicial (x(a), y(a), z(a)), hasta el punto (x(t), y(t), z(t)).

Usando la defi nición de la función longitud de arco y el segundo teorema funda-

mental de cálculo, puede concluir que 

Derivada de la función longitud de arco     
ds
dt

r t .     

En la forma diferencial, puede escribir

ds r t  dt.

Curva:
r(t) = b cos ti + b sen tj +    1 − b2 tk

t = 2

t = 0

π

x

y

z

b b

C

Un giro de la hélice.
Figura 12.29

C

x

y

z

t = a

t = b

t

s(t) =         [x ′(u)]2 + [y ′(u)]2 + [z ′(u)]2 du∫
t

a

Figura 12.30
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853 12.5  Longitud de arco y curvatura

EJEMPLO 3   Determinar la función longitud de arco 
para una recta

Encuentre la función longitud de arco s(t) para el segmento de recta dado por

0 t 1r t 3 3t i 4 t j,

y exprese r como función del parámetro s. (Vea la fi gura 12.31.)

Solución Como r′(t) = –3i + 4j y

r t 3 2 42 5

obtiene

 5t.

 
t

0
 5 du

 s t
t

0
 r u  du

Usando s = 5t (o t = s�5), puede reescribir r utilizando el parámetro longitud de arco 

como sigue.

0 s 5r s 3
3
5

s i
4
5

s j,

Una de las ventajas de escribir una función vectorial en términos del parámetro 

longitud de arco es que ��r′(s)�� = 1. De este modo, en el ejemplo 3 tiene

r s
3
5

2 4
5

2

1.

Así, dada una curva suave C representada por r(s), donde s es el parámetro longitud de 

arco, la longitud de arco entre a y b es

 longitud del intervalo.

 b a

 
b

a

 ds

Longitud de arco 
b

a

 r s  ds

Además, si t es cualquier parámetro tal que ��r′(t)�� = 1, entonces t debe ser el parámetro 

longitud de arco. Estos resultados se resumen en el teorema siguiente, que se presenta 

sin demostración.

TEOREMA 12.7 Parámetro longitud de arco

Si C es una curva suave dada por

Curva plana

o

Curva espacialr s x s i y s j z s k

r s x s i y s j

donde s es el parámetro longitud de arco, entonces

��r′(t)�� = 1

Además, si t es cualquier parámetro para la función vectorial r, tal que ��r′(t)�� = 1, 

entonces t debe ser el parámetro longitud de arco.

3

2

1

321

4

y

x

0 ≤ t ≤ 1
r(t) = (3 − 3t)i + 4tj

El segmento de recta desde 
hasta

Figura 12.31

s.

0, 4
3, 0

puede parametrizarse 
usando el parámetro longitud 
de arco
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854 Capítulo 12  Funciones vectoriales

Curvatura
Un uso importante del parámetro longitud de arco es para hallar la curvatura, la medida 

de qué tan agudamente se dobla una curva. Por ejemplo, en la fi gura 12.32 la curva se 

dobla más agudamente en P que en Q, y se dice que la curvatura es mayor en P que 

en Q. Usted puede hallar la curvatura calculando la magnitud de la razón de cambio del 

vector unitario tangente T con respecto a la longitud de arco s, como se muestra en la 

fi gura 12.33.

Defi nición de curvatura

Sea C una curva suave (en el plano o en el espacio) dada por r(s),donde s es el pará-

metro longitud de arco. La curvatura K en s está dada por

K
d T
ds

T s .

Un círculo tiene la misma curvatura en todos sus puntos. La curvatura y el radio del 

círculo están relacionados inversamente. Es decir, un círculo con un radio grande tiene 

una curvatura pequeña, y un círculo con un radio pequeño tiene una curvatura grande. 

Esta relación inversa se explica en el ejemplo siguiente.

EJEMPLO 4  Hallar la curvatura de un círculo

Demuestre que la curvatura de un círculo de radio r es 

K
1
r
.

Solución Sin pérdida de generalidad, puede considerar que el círculo está centrado en 

el origen. Sea (x, y) cualquier punto en el círculo y sea s la longitud de arco desde (r, 0) 

hasta (x, y), como se muestra en la fi gura 12.34. Denotando por u el ángulo central del 

círculo, puede representar el círculo por 

es el parámetror r cos i r sen j.

Usando la fórmula para la longitud de un arco circular s = ru, puede reescribir r(u) en 

términos del parámetro longitud de arco como sigue.

La longitud de arco s es el parámetror s r cos 
s
r
 i r sen 

s
r
 j

Así, r s sen 
s
r
 i cos 

s
r
 j, de donde se deduce que ��r′(s)�� = 1, lo que implica que 

el vector unitario tangente es

T s
r s
r s

sen 
s
r
 i cos 

s
r
 j

y la curvatura está dada por

K T s
1
r
 cos 

s
r
 i

1
r
 sen 

s
r
 j

1
r

en todo punto del círculo. 

Puesto que una recta no se curva, usted esperaría que su curvatura fuera 0. Trate de 

comprobar esto hallando la curvatura de la recta dada por

r s 3
3
5

 s i
4
5

 sj.

C

x

P

Q

y

La curvatura en 
Figura 12.32

Q.P es mayor que en

C

x

P

Q

T1

T2 T3

y

La magnitud de la razón de cambio 
de 

Figura 12.33

T respecto a la longitud de arco 
es la curvatura de una curva.

x

1
r

T

(x, y)

K =

(r, 0)

s
θ

r

y

La curvatura de un círculo es constante.
Figura 12.34
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855 12.5  Longitud de arco y curvatura

En el ejemplo 4, la curvatura se encontró aplicando directamente la defi nición. Esto 

requiere que la curva se exprese en términos del parámetro longitud de arco s. El teore-

ma siguiente da otras dos fórmulas para encontrar la curvatura de una curva expresada 

en términos de un parámetro arbitrario t. La demostración de este teorema se deja como 

ejercicio [ver ejercicio 84, incisos (a) y (b)].

TEOREMA 12.8 Fórmulas para la curvatura

Si C es una curva suave dada por r(t), entonces la curvatura K de C en t está dada por

K
T t
r t

r t r t
r t 3 .

Como ��r′(t)�� = ds�dt, la primera fórmula implica que la curvatura es el cociente de 

la razón de cambio del vector tangente T entre la razón de cambio de la longitud de arco. 

Para ver que esto es razonable, sea ∆t un número “pequeño”. Entonces

T t
ds dt

T t t T t t
s t t s t t

T t t T t
s t t s t

T
s

.

En otras palabras, para un ∆s dado, cuanto mayor sea la longitud ∆T de la curva se dobla 

más en t, como se muestra en la fi gura 12.35.

EJEMPLO 5  Hallar la curvatura de una curva en el espacio

Determine la curvatura de la curva defi nida por

r t 2t i t2j
1
3

t3k.

Solución No se sabe a simple vista si este parámetro representa la longitud de arco, 

así es que debe usar la fórmula K T t r t . 

Longitud de 

Longitud de T t 
2

t2 2

 
2 t2 2
t2 2 2

 T t
16t2 16 16t2 4t4 16t2

t2 2 2

 
4t i 4 2t2 j 4tk

t2 2 2

 T t
t2 2 2j 2tk 2t 2i 2t j t2k

t2 2 2

 
2i 2t j t2k

t2 2

 T t
r t
r t

 t2 2

r t r t 4 4t2 t4

 r t 2i 2t j t2k

Por tanto,

CurvaturaK
T t
r t

2
t2 2 2.

C

T(t)

T(t)

T(t + Δt)

Δs

ΔT

C

T(t)

ΔT
T(t + Δt)

Δs

T(t)

Figura 12.35
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856 Capítulo 12  Funciones vectoriales

El teorema siguiente presenta una fórmula para calcular la curvatura de una curva 

plana dada por y = f(x).

TEOREMA 12.9 Curvatura en coordenadas rectangulares

Si C es la gráfi ca de una función dos veces derivable, entonces la curvatura en el 

punto está dada por y = f(x), y la curvatura K en el punto (x, y) es

K
y

1 y 2 3 2.

Demostración Si representa la curva C por r(x) = xi + f(x)j + 0k (donde x es el 

parámetro), obtiene r′(x) = i + f′(x)j,

r x 1 f x 2

y r″(x) = f ″(x)j. Como r′(x) × r″(x) = f ″(x)k, se deduce que la curvatura es

 
y

1 y 2 3 2.

 
f x

1 f x 2 3 2

K
r x r x

r x 3

Consulte LarsonCalculus.com para el video de esta demostración de Bruce Edwards. 

Sea C una curva con curvatura K en el punto P. El círculo que pasa por el punto P 

de radio r = 1�K se denomina círculo de curvatura si su centro se encuentra en el lado 

cóncavo de la curva y tiene en común con la curva una recta tangente en el punto P. Al 

radio se le llama radio de curvatura en P, y al centro se le llama centro de curvatura.

El círculo de curvatura le permite estimar gráfi camente la curvatura K en un punto P 
de una curva. Usando un compás, puede trazar un círculo contra el lado cóncavo de la 

curva en el punto P, como se muestra en la fi gura 12.36. Si el círculo tiene radio r, usted 

puede estimar que la curvatura es K = 1�r.

EJEMPLO 6  Hallar la curvatura en coordenadas rectangulares

Encuentre la curvatura de la parábola dada por y x 1
4x2 en x = 2. Dibuje el círculo 

de curvatura en (2, 1).

Solución La curvatura en x = 2 se calcula como sigue:

K
1
2

K
y

1 y 2 3 2

y
1
2

y
1
2

y 0y 1
x
2

La curvatura en es 1
2,P 2, 1  el radio del círculo de curvatura en ese punto, que es 2. Por 

tanto, el centro de curvatura es (2, –1), como se muestra en la fi gura 12.37. [En la fi gura, 

observe que la curva tiene la mayor curvatura en P. Trate de demostrar que la curvatura 

en Q(4, 0) es 1�25�2 ≈ 0.177.] 

C

x

r = radio de
curvatura

K = 1
r

Centro de 
curvatura

r

P

y

El círculo de curvatura.
Figura 12.36

x

−4

−3

−2

−1

1

−1 1 2 3

P(2, 1)

Q(4, 0)

(2, −1)

1
4

y = x − x2

r =      = 21
K

y

El círculo de curvatura.
Figura 12.37
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857 12.5  Longitud de arco y curvatura

La longitud de arco y la curvatura están estrechamente relacionadas con las com-

ponentes tangencial y normal de la aceleración. La componente tangencial de la ace-

leración es la razón de cambio de la rapidez, que a su vez es la razón de cambio de la 

longitud de arco. Esta componente es negativa cuando un objeto en movimiento reduce 

su velocidad y positiva cuando la aumenta, independientemente de si el objeto gira o 

viaja en una recta. En consecuencia, la componente tangencial es solamente función de 

la longitud de arco y es independiente de la curvatura.

Por otro lado, la componente normal de la aceleración es función tanto de la rapidez 

como de la curvatura. Esta componente mide la aceleración que actúa perpendicular a la 

dirección del movimiento. Para ver por qué afectan la rapidez y la curvatura a la com-

ponente normal, imagínese conduciendo un automóvil por una curva, como se muestra 

en la fi gura 12.38. Si la velocidad es alta y la curva muy cerrada, se sentirá empujado 

contra la puerta del automóvil. Al bajar la velocidad o tomar una curva más suave, se 

disminuye este efecto de empuje lateral.

El teorema siguiente establece explícitamente la relación entre rapidez, curvatura y 

componentes de la aceleración.

TEOREMA 12.10 Aceleración, rapidez y curvatura

Si r(t) es el vector posición de una curva suave C, entonces el vector aceleración 

está dado por

a t
d2s
dt2 T K

ds
dt

2

N

donde K es la curvatura de C y ds�dt es la rapidez.

Demostración Para el vector posición r(t), se tiene

 
d2s
dt2 T K

ds
dt

2

N.

 
d2s
dt2 T

ds
dt

 v K N

 
d
dt

 v T v T N

 a t aTT aNN

Consulte LarsonCalculus.com para el video de esta demostración de Bruce Edwards. 

EJEMPLO 7   Componentes tangencial y normal de 
la aceleración

Encuentre aT y aN de la curva dada por

r t 2t i t2j 1
3 t3k.

Solución Por el ejemplo 5, usted sabe que

y K
2

t2 2 2
.ds

dt
r t t2 2

Por tanto

Componente tangencial

y

Componente normalaN K
ds
dt

2 2
t2 2 2 t2 2 2 2.

aT
d2s
dt2 2t

La fuerza del empuje lateral que 
perciben los pasajeros en un automóvil 
que toma una curva depende de 
dos factores: la rapidez del automóvil 
y lo brusco de la curva.
Figura 12.38

COMENTARIO El teore-

ma 12.10 da fórmulas adiciona-

les para aT y aN.
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858 Capítulo 12  Funciones vectoriales

Aplicación
Hay muchas aplicaciones prácticas en física e ingeniería dinámica en las que se emplean 

las relaciones entre rapidez, longitud de arco, curvatura y aceleración. Una de estas apli-

caciones se refi ere a la fuerza de fricción.

Un objeto de masa m en movimiento está en contacto con un objeto estacionario. 

La fuerza requerida para producir una aceleración a a lo largo de una trayectoria dada es 

 maTT maNN.

 m
d2s
dt2 T mK

ds
dt

2

N

  F ma

La porción de esta fuerza que es proporcionada por el objeto estacionario se llama fuer-
za de fricción. Por ejemplo, si un automóvil se mueve con rapidez constante tomando 

una curva, la carretera ejerce una fuerza de fricción o rozamiento que impide que el au-

tomóvil salga de la carretera. Si el automóvil no se desliza, la fuerza de fricción es per-

pendicular a la dirección del movimiento y su magnitud es igual a la componente normal 

de la aceleración, como se muestra en la fi gura 12.39. La fuerza de fricción potencial de 

una carretera en una curva puede incrementarse peraltando la carretera.

La fuerza de fricción es perpendicular a la dirección del movimiento.
Figura 12.39

Fuerza 
de fricción

EJEMPLO 8  Fuerza de fricción

Un coche de carreras (go-kart) de 360 kilogramos viaja a una velocidad de 60 kilóme-

tros por hora por una pista circular de 12 metros de radio, como se muestra en la fi gura 

12.40. ¿Qué fuerza de fricción debe ejercer la superfi cie en los neumáticos para impedir 

que el coche salga de su curso?

Solución La fuerza de fricción o rozamiento debe ser igual a la masa por la componen-

te normal de aceleración. En el caso de esta pista circular, usted sabe que la curvatura es 

Curvatura de la pista circularK
1

12
.

Por consiguiente, la fuerza de fricción es

 8333 kg m s2.

 360 kg
1

12 m
60,000 m

3600 s

2

 maN mK
ds
dt

2

12 m

60 km/h

Figura 12.40
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859 12.5  Longitud de arco y curvatura

RESUMEN SOBRE VELOCIDAD,  ACELERACIÓN 
Y CURVATURA

A menos que se indique lo contrario, sea C una curva (en el plano o en el espacio) 

dada por el vector de posición

Curva en el plano

o

Curva en el espacior t x t i y t j z t k

r t x t i y t j

donde x, y y z son funciones dos veces derivables de t.

Vector velocidad, rapidez y vector aceleración

Vector velocidad

Rapidez

Vector aceleración

es la curvatura y 
ds
dt

K 
d 2s
dt2

 T t K
ds
dt

2

N t

 aTT t aNN t

 a t r t

v t
ds
dt

r t

v t r t

es la rapidez.

Vector unitario tangente y vector unitario normal principal

Vector unitario tangente

Vector unitario normal principalN t
T t
T t

T t
r t
r t

Componentes de la aceleración

Componente tangencial de la aceleración 

Componente normal de la aceleración

es la curvatura y 
ds
dt

K K
ds
dt

2

 a 2 aT
2

 
v a

v

 aN a N

 aT a T
v a

v
d2s
dt2

es la rapidez.

Fórmulas para la curvatura en el plano

dada por 

dada por x x t , y y tCK
x y y x

x 2 y 2 3 2

y f xCK
y

1 y 2 3 2

Fórmulas para la curvatura en el plano o en el espacio

es el parámetro longitud de arco.

es el parámetro general.

K
a t N t

v t 2

tK
T t
r t

r t r t
r t 3

sK T s r s

Las fórmulas con productos vectoriales se aplican sólo a curvas en el espacio.
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860 Capítulo 12  Funciones vectoriales

Determinar la longitud de arco de una curva plana En 
los ejercicios 1 a 6, dibuje la curva plana y determine su longi-
tud en el intervalo dado.

 

1.

2.

3.

4.

5.

6. 0, 2r t a cos t i a sen t j,

0, 2r t a cos3 t i a sen3 t j,

0, 6r t t 1 i t2 j,

0, 1r t t3 i t2j,

0, 4r t t i t 2j,

0, 3r t 3ti tj,

 7.  Movimiento de un proyectil Una pelota de béisbol es 

golpeada desde 3 pies sobre el nivel del suelo a 100 pies por 

segundo y con un ángulo de 45° con respecto al nivel del suelo.

 (a)  Encuentre la función vectorial de la trayectoria de la pelo-
ta de béisbol.

 (b)  Determine la altura máxima.

 (c)  Encuentre el alcance.

 (d)  Halle la longitud de arco de la trayectoria.

8.  Movimiento de un proyectil Repita el ejercicio 7 

para una pelota de béisbol que es golpeada desde 4 pies 

sobre el nivel del suelo a 80 pies por segundo y con un 

ángulo de 30° con respecto al nivel del suelo.

Determinar la longitud de arco de una curva en el espa-
cio En los ejercicios 9 a 14, dibuje la curva en el espacio y 
halle su longitud sobre el intervalo dado.

9.

10.

11.

12.

13.

14. 0, 
2

r t cos t t sen t, sen t t cos t, t 2

0, 2r t a cos t i a sen t j bt k

0, r t 2 sen t, 5t, 2 cos t

0, 
3
2

r t 4t, cos t, sen t

0, 2r t i t2j t3k

0, 1r t t i 4t j 3t k

Función vectorial Intervalo

15.  Investigación Considere la gráfi ca de la función vectorial 

r(t) = ti + (4 – t2)j + t3k en el intervalo [0, 2].

 (a)  Aproxime la longitud de la curva hallando la longitud del 
segmento de recta que une sus extremos. 

 (b)  Aproxime la longitud de la curva sumando las longitudes 
de los segmentos de recta que unen los extremos de los 
vectores r(0), r(0.5), r(1), r(1.5) y r(2). 

 (c)  Describa cómo obtener una estimación más exacta me-
diante los procesos de los incisos (a) y (b). 

 (d)  Use las funciones de integración de una herramienta de 
grafi cación para aproximar la longitud de la curva. Compa-
re este resultado con las respuestas de los incisos (a) y (b).

16.  Investigación Repita el ejercicio 15 con la función 

vectorial r(t) = 6 cos (pt�4)i + 2 sen (pt�4)j + tk.

17.  Investigación Considere la hélice representada por la 

función vectorial r(t) = 2 cos t, 2 sen t, t〉
 (a)  Exprese la longitud de arco s de la hélice como función 

de t evaluando la integral

  
s

t

0
 x u 2 y u 2 z u 2 du.

 (b)  Despeje t en la relación deducida en el inciso (a), y susti-
tuya el resultado en el conjunto de ecuaciones paramétri-
cas original. Esto da una parametrización de la curva en 
términos del parámetro longitud de arco s.

 (c)  Halle las coordenadas del punto en la hélice con longitud 
de arco y s 4s 5 .

 (d)  Verifi que que ��r′(s)�� = 1.

18.  Investigación Repita el ejercicio 17 con la curva re-

presentada por la función vectorial

 r t 4 sen t t cos t , 4 cos t t sen t , 32t2 .

Determinar la curvatura En los ejercicios 19 a 22, determi-
ne la curvatura K de la curva donde s es el parámetro longitud 
de arco.

19.

20. r s 3 s i j

r s 1
2

2
s i 1

2
2

s j

21.  La hélice del ejercicio 17: r t 2 cos t, 2 sen t, t  

22.  La curva del ejercicio 18: 

 
3
2 t24 cos t t sen t ,r t 4 sen t t cos t ,

Determinar la curvatura En los ejercicios 23 a 28, determi-
ne la curvatura K de la curva plana en el valor dado del pará-
metro.

.42.32

.62.52

27.

28. t
3

r t 5 cos t, 4 sen t ,

t
2

r t t, sen t ,

t 2r t t i
1
9

t3 j,t 1r t t i
1
t
 j,

t 2r t t2i j,t 1r t 4t i 2t j,

Determinar la curvatura En los ejercicios 29 a 36, determi-
ne la curvatura K de la curva.

29.

30.

31.

32.

.43.33

35.

36. r t e2t i e2t cos t j e2t sen tk

r t 4t i 3 cos t j 3 sen t k

r t 2t2 i tj
1
2

t2kr t t i t 2 j
t2

2
 k

r t a cos t i b sen t j

r t a cos t i a sen t j

r t 2 cos t i sen t j

r t 4 cos 2 t i 4 sen 2 t j

12.5 Ejercicios   Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios 
con numeración impar.
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861 12.5  Longitud de arco y curvatura

Determinar la curvatura En los ejercicios 37 a 40, determi-
ne la curvatura K de la curva en el punto P.

37.

38.

39.

40. P 1, 0, 1r t et cos ti et sen tj et k,

P 2, 4, 2r t ti t2j
t3

4
 k,

P 1, 0r t et i 4tj,

P 3, 2r t 3ti 2t2j,

Determinar la curvatura En los ejercicios 41 a 48, determi-
ne la curvatura y el radio de curvatura de la curva plana en el 
valor dado de x.

.24.14

.44.34

.64.54

.84.74 n 2x 1,y xn,x 2y x3,

x 0y e3x,x 2y cos 2x,

x 0y 3
4 16 x2,x 1y 2x2 3,

x 1y 2x
4
x
,x ay 3x 2,

Curvatura máxima En los ejercicios 49 a 54, (a) encuen-
tre el punto de la curva en el que la curvatura K es máxima, y 
(b) halle el límite de K cuando x → .

.05.94

.25.15

.45.35 y exy ln x

y
1
x

y x 2 3

y x3y x 1 2 3

Curvatura En los ejercicios 55 a 58, determine todos los pun-
tos de la gráfi ca de una función en los que la curvatura es cero.

.65.55

.85.75 y sen xy cos x

y x 1 3 3y 1 x3

DESARROLLO DE CONCEPTOS

59.  Longitud de arco Escriba la fórmula para la longitud 

de arco de una curva suave en el espacio.

60.  Curvatura Escriba las fórmulas para la curvatura en el 

plano y en el espacio.

61.  Curvatura Describa la gráfi ca de una función vectorial 

para la que la curvatura sea 0 en todos los valores t de su 

dominio.

62.  Curvatura Dada una función y = f(x) dos veces deri-

vable, determine su curvatura en un extremo relativo. ¿La 

curvatura puede tener valores mayores que los que alcanza 

en un extremo relativo? ¿Por qué sí o por qué no?

63.  Investigación Considere la función f(x) = x4 – x2.

 (a) Use un sistema computacional algebraico y encuentre la 
curvatura de la curva como función de x. 

 (b) Use el resultado del inciso (a) para hallar los círculos de 
curvatura de la gráfi ca de f en x = 0 y x = 1. Use un siste-
ma algebraico por computadora para representar gráfi ca-
mente la función y los dos círculos de curvatura.

 (c) Represente gráfi camente la función K(x) y compárela con 
la gráfi ca de f(x). Por ejemplo, ¿se presentan los extremos 
de f y K en los mismos números críticos? Explique su ra-
zonamiento.

64.  Movimiento de una partícula Una partícula se mueve 

a lo largo de la curva plana C descrita por r(t) = ti + t2j.
 (a) Encuentre la longitud de C en el intervalo 0 ≤ t ≤ 2.

 (b) Encuentre la curvatura K de la curva plana en t = 0, t = 1 
y t = 2.

 (c) Describa la curvatura de C cuando t varía desde t = 0 
hasta t = 2.

65.  Investigación Halle todos los a y b tales que las dos 

curvas dadas por

 
y y2

x
x 2

y1 ax b x

  se corten en un solo punto y tengan una recta tangente común y 
curvatura igual en ese punto. Trace una gráfi ca para cada con-
junto de valores de a y b.

¿CÓMO LO VE? Usando la gráfi ca de la elipse, 

¿en qué punto(s) es la menor y la mayor curva-

tura?

x2 + 4y2 = 4

x

y

−1 1

−2

2

67.  Esfera y paraboloide Una esfera de radio 4 se deja 

caer en el paraboloide dado por z = x2 + y2.

 (a)  ¿Qué tanto se acercará la esfera al vértice del paraboloide?

 (b)  ¿Cuál es el radio de la esfera mayor que toca el vértice?

68.  Rapidez

Cuanto menor es la 
curvatura en una cur-
va de una carretera, 
mayor es la veloci-
dad a la que pueden 
ir los automóviles. 
Suponga que la velo-
cidad máxima en una 
curva es inversamente 
proporcional a la raíz 
cuadrada de la curvatu-
ra. Un automóvil que recorre la trayectoria y 1

3x3, 
donde x y y están medidos en millas, puede ir con seguri-

dad a 30 millas por hora en 1, 13 . ¿Qué tan rápido puede 
ir en 3

2, 98 ?

69.  Centro de curvatura Sea C una curva dada por y = 

f(x). Sea K la curvatura (K ≠ 0) en el punto P(x0, y0) y sea

 
z

1 f x0
2

f x0
.

  Demuestre que las coordenadas (a, b) del centro de curvatura 
en P son (a, b) = (x0 – f ′(x0)z, y0 + z).

06photo�Shutterstock.com
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862 Capítulo 12  Funciones vectoriales

70.  Centro de curvatura Use el resultado del ejercicio 69 

para hallar el centro de curvatura de la curva en el punto dado.

 
(a) (b) (c) 0, 0y x2,1, 

1
2

y
x2

2
,0, 1y ex,

71.  Curvatura Se da una curva C por medio de la ecuación po-

lar r = f(u). Demuestre que la curvatura K en el punto (r, u) es, 

 
K

2 r 2 rr r2

r 2 r2 3 2 .

 [Sugerencia: Represente la curva por r(u) = r cos ui + r sen uj.]

72.  Curvatura Use el resultado del ejercicio 71 para hallar la 

curvatura de cada una de las curvas polares.

 

)b()a(

)d()c( r er a sen 

rr 1 sen 

73.  Curvatura Dada la curva polar r = eau, a > 0, encuentre la 

curvatura K y determine el límite de K cuando (a) u →  y 

(b) a → .

73.  Curvatura en el polo Demuestre que la fórmula para la 

curvatura de una curva r = f(u), dada en el ejercicio 71, se 

reduce a K = 2��r′� para la curvatura en el polo.

Curvatura en el polo En los ejercicios 75 y 76, use el resultado 
del ejercicio 74 para hallar la curvatura de la curva rosa en el polo.

.67.57 r 6 cos 3r 4 sen 2

77.  Demostración Para una curva suave dada por las 

ecuaciones paramétricas x = f(t) y y = g(t), demuestre 

que la curvatura está dada por

 
K

f t g t g t f t
f t 2 g t 2 3 2 .

78.  Asíntotas horizontales Use el resultado del ejercicio 

77 para encontrar la curvatura K de la curva represen-

tada por ecuaciones paramétricas x(t) = t3 y y t 1
2t 2. 

Use una herramienta de grafi cación para representar K y 

determinar toda asíntota horizontal. Interprete las asín-

totas en el contexto del problema.

79.  Curvatura de una cicloide Use el resultado del ejerci-

cio 77 para encontrar la curvatura K de la cicloide repre-

sentada por las ecuaciones paramétricas

 y y a 1 cos .x a sen 

 ¿Cuáles son los valores mínimo y máximo de K?

80.  Componentes tangencial y normal Use el teorema 

12.10 para encontrar aT y aN de cada una de las curvas 

dadas por las funciones vectoriales.

 

(a)

(b) r t t i t2 j 1
2t 2 k

r t 3t 2 i 3t t3 j

81.  Fuerza de fricción Un vehículo de 5500 libras va a 

una velocidad de 30 millas por hora por una glorieta 

de 100 pies de radio. ¿Cuál es la fuerza de fricción que 

debe ejercer la superfi cie de la carretera en los neumáti-

cos para impedir que el vehículo salga de curso? 

82.  Fuerza de fricción Un vehículo de 6400 libras viaja a 

35 millas por hora en una glorieta de 250 pies de radio. 

¿Cuál es la fuerza de fricción o de rozamiento que debe 

ejercer la superfi cie de la carretera en los neumáticos 

para impedir que el vehículo salga de curso?

83.  Curvatura Verifi que que la curvatura en cualquier 

punto (x, y) de la gráfi ca de y = cosh x es 1�y2.

84.  Fórmulas de curvatura Use la defi nición de curvatura 

en el espacio K = ��T′(s)� = ��r″(s)��, para verifi car cada 

una de las fórmulas siguientes.

 

(a)

(b)

(c) K
a t N t

v t 2

K
r t r t

r t 3

K
T t
r t

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 85 a 88, determine si 
el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué 
o dé un ejemplo que demuestre que es falso.

85.  La longitud de arco de una curva en el espacio depende de la 
parametrización.

86.  La curvatura de un círculo es igual a su radio.

87.  La curvatura de una recta es 0.

88.  La componente normal de la aceleración es función tanto de la 
velocidad como de la curvatura.

Leyes de Kepler En los ejercicios 89 a 96, se le pide verifi car 
las leyes de Kepler del movimiento planetario. En estos ejerci-
cios, suponga que todo planeta se mueve en una órbita dada por 
la función vectorial r. Sean r = ||r||, G la constante gravitatoria 
universal, M la masa del Sol y m la masa del planeta.

89.  Demuestre que r r r 
dr
dt

.

90.  Usando la segunda ley del movimiento de Newton, F = ma, y 
la segunda ley de la gravitación de Newton

 
F

GmM
r3 r

  demuestre que a y r son paralelos, y que r(t) × r′(t) = L es 
un vector constante. Por tanto, r(t) se mueve en un plano fi jo, 
ortogonal a L.

91.  Demuestre que 
d
dt

r
r

1
r3 r r r . 

92.  Demuestre que 
r

GM
L

r
r

e es un vector constante.

93.  Demuestre la primera ley de Kepler: todo planeta describe una 
órbita elíptica con el Sol como uno de sus focos.

94.  Suponga que la órbita elíptica 

  
r

ed
1 e cos  

  está en el plano xy, con L a lo largo del eje z. Demuestre que

  
L r2 

d
dt

.

95.  Demuestre la segunda ley de Kepler: todo rayo del Sol en un 
planeta barre áreas iguales de la elipse en tiempos iguales.

96.  Demuestre la tercera ley de Kepler: el cuadrado del periodo de 
la órbita de un planeta es proporcional al cubo de la distancia 
media entre el planeta y el Sol.
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863 Ejercicios de repaso

Dominio y continuidad En los ejercicios 1 a 4, (a) halle el 
dominio de r y (b) determine los valores de t (si los hay) en los 
que la función es continua.

 

.2.1

3.

4. r t 2t 1 i t 2 j tk

r t ln t i t j t k

r t t i
1

t 4
 j kr t tan t i j t k

Evaluar una función En los ejercicios 5 y 6, evalúe (si es po-
sible) la función vectorial en cada uno de los valores dados de t.

 

5.

(a) (b) (c)

(d)

6.

(a) (b) (c)

(d) r t r

r sr
2

r 0

r t 3 cos t i 1 sen t j t k

r 1 t r 1

r c 1r 2r 0

r t 2t 1 i t 2 j t 2 k

Escribir una función vectorial En los ejercicios 7 y 8, re-
presente el segmento de recta de P a Q mediante una función 
vectorial y por un conjunto de ecuaciones paramétricas.

 

7.

8. Q 5, 1, 2P 2, 3, 8 ,

Q 2, 2, 3P 3, 0, 5 ,

Dibujar una curva En los ejercicios 9 a 12, dibuje la curva re-
presentada por la función vectorial y dé la orientación de la curva.

.01.9

11.

12. r t 2 cos t i t j 2 sen tk

r t t 1 i 3t 1 j 2tk

r t t 2, t2 1r t  cos t,  sen t

Representar una gráfi ca mediante una función vecto-
rial En los ejercicios 13 y 14, trace la curva plana represen-
tada por la función vectorial. (Hay varias respuestas correctas.)

.41.31 y 9 x23x 4y 12 0

Representar una gráfi ca mediante una función vecto-
rial En los ejercicios 15 y 16, trace la curva en el espacio re-
presentada por la intersección de las superfi cies. Utilice el pará-
metro x = t para encontrar una función vectorial para la curva 
en el espacio. 

15.

16. x y 0x2 z2 4,

x y 0z x2 y 2,

Encontrar un límite En los ejercicios 17 y 18, halle el límite.

17.

18. lím
t→0

 
sen 2t

t
 i e t j et k

lím
t→4

 t i 4 t j k

Derivadas de orden superior En los ejercicios 19 y 20, en-
cuentre (a) r′(t), (b) r″(t), y (c) r′(t) ∙ r″(t).

19.

20. r t  5 cos t i 2 sen t j

r t t2 4t i 3t2j

Derivadas de orden superior En los ejercicios 21 y 22, en-
cuentre (a) r′(t), (b) r″(t), (c) r′(t) ∙ r″(t), y (d) r′(t) × r″(t).

21.

22. r t 4t 3 i t2j 2t2 4 k

r t 2t3i 4tj t2k

Usar propiedades de la derivada En los ejercicios 23 y 24, 
use las propiedades de la derivada para hallar lo siguiente.

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

23.

24. u t sen t i cos t j
1
t
 kr t sen t i cos t j t k,

u t t i t 2 j 2
3t

3 kr t 3t i t 1 j,

d
dt

 u 2t
d
dt

 [r t   u t ]
d
dt

 [r t u t ]

d
dt

 3t r t
d
dt

 [u t 2r t ]r t

Determinar una integral indefi nida En los ejercicios 25 a 
28, encuentre la integral indefi nida.

25.

26.

27.

28.  sen t i cos t j e2t k  dt

 3 t i
2
t

j k  dt

 t2i 5tj 8t3k  dt

 i 3j 4tk  dt

Evaluar una integral defi nida En los ejercicios 29 a 32, eva-
lúe la integral defi nida.

29.

30.

31.

32.
3

0
 2 cos t i sen t j 3k  dt

2

0
et 2 i 3t2j k  dt

1

0
t i t j 4tk  dt

2

2
 3t i 2t 2 j t 3 k  dt

Encontrar una antiderivada En los ejercicios 33 y 34, halle 
r(t) para las condiciones iniciales dadas.

33.

r.43 0 3kr t sec t i tan t j t 2 k,

r 0 i 3j 5kr t 2t i et j e t k,

Ejercicios de repaso   Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas 
de los ejercicios con numeración impar.
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864 Capítulo 12  Funciones vectoriales

Determinar los vectores velocidad y aceleración En los 
ejercicios 35 a 38, el vector posición r describe la trayectoria de 
un objeto que se mueve en el espacio. 

 (a)  Halle la velocidad, la rapidez y la aceleración del ob-
jeto.

 (b)  Evalúe el vector velocidad y el vector aceleración del 
objeto para un valor dado de t.

35.

36.

37.

38. t 0r t t, tan t, et

tr t cos3 t, sen3 t, 3t

t 4r t t i 5tj 2t2k

t 1r t 4ti t3j tk

Vector de posición Tiempo

Movimiento de un proyectil En los ejercicios 39 a 42, use el 
modelo para el movimiento de un proyectil, suponiendo que no 
hay resistencia del aire. [a(t) = –32 pies por segundo al cuadra-
do o a(t) = –9.8 metros por segundo al cuadrado.]

39.  Un proyectil se dispara desde el nivel del suelo a una velocidad 
inicial de 84 pies por segundo con un ángulo de 30° con la 
horizontal. Halle el alcance del proyectil.

40.  Una pelota de béisbol es golpeada desde una altura de 3.5 pies 
arriba del suelo con una velocidad inicial de 120 pies por se-
gundo y a un ángulo de 30° arriba de la horizontal. Halle la 
altura máxima que alcanza la pelota de béisbol. Determine si 
libra una cerca de 8 pies de altura localizada a 375 pies del 
plato de lanzamiento.

41.  Un proyectil se dispara desde el nivel del suelo con un ángulo 
de 20° con la horizontal. El proyectil tiene un alcance de 95 
metros. Halle la velocidad inicial mínima. 

42.  Use una herramienta de grafi cación para representar las tra-
yectorias de un proyectil para v0 = 20 metros por segundo, 
h = 0 y (a) u = 30°, (b) u = 45° y (c) use las gráfi cas para 
aproximar en cada caso la altura máxima y el alcance máximo 
del proyectil.

Encontrar el vector tangente unitario En los ejercicios 43 
y 44, encuentre el vector tangente unitario a la curva en el valor 
dado del parámetro.

43.

44. t
6

r t 2 sen t i 4 cos t j,

t 1r t 3t i 3t3 j,

Encontrar una recta tangente En los ejercicios 45 y 46, ha-
lle el vector tangente unitario T(t) y determine un conjunto de 
ecuaciones paramétricas para la recta tangente a la curva en el 
espacio en el punto P.

45.

46. P 2, 4, 16
3r t t i t 2 j 2

3t3 k,

P 1, 3, 
3

r t 2 cos t i 2 sen t j t k,

Encontrar el vector unitario normal principal En los ejer-
cicios 47-50, encuentre el vector unitario normal principal a la 
curva en el valor dado del parámetro.

.84.74

49. t
4

r t 3 cos 2t i 3 sen 2t j 3k,

t 2r t t i ln t j,t 1r t 2t i 3t2 j,

50. t
2
3

r t 4 cos ti 4 sen tj k,

Encontrar las componentes tangencial y normal de la 
aceleración En los ejercicios 51 y 52, halle T(t), N(t), aT y aN 
en el tiempo t dado para la curva plana r(t).

51.

52. t
6

r t 3 cos 2t i 3 sen 2t j,

t 3r t
3
t

i 6t j,

Determinar la longitud de arco de una curva plana En 
los ejercicios 53 a 56, trace la curva en el plano y halle su longi-
tud en el intervalo dado.

53.

54.

55.

56. 0, 2r t 10 cos t i 10 sen t j

0, 2r t 10 cos3 t i 10 sen3 t j

0, 3r t t2i 2tk

0, 5r t 2ti 3tj

Función vectorial Intervalo

Determinar la longitud de arco de una curva en el espacio 
En los ejercicios 57 a 60, trace la curva en el espacio y halle su 
longitud en el intervalo dado.

57.

58.

59.

60. 0,  
2

r t 2 sen t t cos t , 2 cos t t sen t , t

0,  
2

r t 8 cos t, 8 sen t, t

0, 2r t ti t2j 2tk

0, 3r t 3t i 2tj 4tk

Función vectorial Intervalo

Determinar la curvatura En los ejercicios 61 a 64, halle la 
curvatura K de la curva.

.26.16

63.

64. r t 2ti 5 cos tj 5 sen tk

r t 2ti 1
2t2j t2k

r t 2 t i 3tjr t 3ti 2tj

Determinar la curvatura En los ejercicios 65 a 66, determi-
ne la curvatura K de la curva en el punto P.

65.

66. P 4, 0, r t 4 cos t i 3 sen t j tk,

P 1
2, 1, 13r t 1

2t2i tj 1
3t3k,

Determinar la curvatura en coordenadas de recta En los 
ejercicios 67 a 70, determine la curvatura y el radio de curvatu-
ra de la curva plana en el valor dado de x.

.86.76

.07.96 y tan x,  x
4

y ln x,  x 1

y e x 2,  x 0y 1
2 x2 2,  x 4

71.  Fuerza de fricción Un vehículo de 7200 libras va a 

una velocidad de 25 millas por hora por una glorieta de 

150 pies de radio. ¿Cuál es la fuerza de fricción que 

debe ejercer la superfi cie de la carretera en los neumáti-

cos para impedir que el vehículo salga de curso?
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865 Solución de problemas

1.  Espiral de Cornu La espiral de Cornu está dada por

 
y y t

t

0
 sen

u2

2
 du.x t

t

0
 cos

u2

2
 du

  La espiral mostrada en la fi gura fue trazada sobre el intervalo  

–p ≤ t ≤ p.

Generada con Mathematica

 (a)  Encuentre la longitud de arco de esta curva desde t = 0 
hasta t = a.

 (b) Determine la curvatura de la gráfi ca cuando t = a. 

 (c)  La espiral de Cornu la descubrió James Bernoulli. Bernou-
lli encontró que la espiral tiene una relación interesante en-
tre curvatura y longitud del arco. ¿Cuál es esta relación?

2.  Radio de curvatura Sea T la recta tangente en el pun-

to P(x, y) a la gráfi ca de la curva x2�3 + y2�3 = a2�3, a > 0, 

como se observa en la fi gura. Demuestre que el radio de 

curvatura en P es el triple de la distancia del origen a la 

recta tangente T.

x

−a

a

−a a

P(x, y)

T

y

3.  Movimiento de un proyectil Un bombardero vuela ho-

rizontalmente a una altitud de 3200 pies con una velocidad 

de 400 pies por segundo cuando suelta una bomba. Un pro-

yectil se lanza 5 segundos después desde un cañón orien-

tado hacia el bombardero y abajo a 5000 pies del punto 

original del bombardero, como se muestra en la fi gura. 

El proyectil va a interceptar la bomba a una altitud de 

1600 pies. Determine la velocidad inicial y el ángulo de in-

clinación del proyectil. (Desprecie la resistencia del aire.)

x
5000

4000

1600

3200

θ

Cañón

Proyectil

Bomba

y

4.  Movimiento de un proyectil Repita el ejercicio 3 si el 

bombardero está orientado en dirección opuesta a la del 

lanzamiento, como se muestra en la fi gura.

x
5000

4000

1600

3200

θ
Cañón

Proyectil

Bomba

y

5.  Cicloide Considere un arco de la cicloide

 0 2r sen i 1 cos j,

  que se muestra en la fi gura. Sea s(u) la longitud de arco desde 
el punto más alto del arco hasta el punto (x(u), y(u)), y sea r(u) 
= 1�K el radio de curvatura en el punto (x(u), y(u)). Demues-
tre que s y r están relacionados por la ecuación s2 + r2 = 16. 
(Esta ecuación se llama ecuación natural de la curva.)

x
π π2

(x(  ), y(  ))θ θ

y

6.  Cardioide Considere la cardioide 

 0 2r 1 cos ,

  que se muestra en la fi gura. Sea s(u) la longitud de arco des-
de el punto (2, p) de la cardioide hasta el punto (r, u) y sea 
r(u) = 1�K el radio de curvatura en el punto (r, u). Demuestre 
que s y r están relacionados por la ecuación s2 + 9r2 = 16. 
(Esta ecuación se llama ecuación natural de la curva.)

π
2

0
(2,   )π

(r,   )θ

1

7.  Demostración Si r(t) es una función no nula y deriva-

ble en t, demuestre que

 

d
dt

r t
1

r t
r t r t .

Solución de problemas    Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones 
trabajadas de los ejercicios con numeración impar.
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866 Capítulo 12  Funciones vectoriales

8.  Satélite Un satélite de comunicaciones se mueve en 

una órbita circular alrededor de la Tierra a una distancia 

de 42,000 kilómetros del centro de la Tierra. La veloci-

dad angular

 
radianes por hora

d
dt 12

 es constante.

 (a) Utilice coordenadas polares para demostrar que el vector 
aceleración está dado por

  
a

d2r
dt2

d2r
dt2 r

d
dt

2

ur r
d2

dt2 2
dr
dt

 
d
dt

u

  donde ur = cos ui + sen uj es el vector unitario en la di-
rección radial y uu = –sen ui + cos uj.

 (b) Encuentre las componentes radial y angular de la acelera-
ción para el satélite.

Vector binormal En los ejercicios 9 a 11, use el vector binor-
mal defi nido por la ecuación B = T × N.

 9.  Encuentre los vectores unitario tangente, unitario normal y bi-
normal a la hélice 

  r t 4 cos ti 4 sen tj 3tk 

  en t = p�2. Dibuje la hélice junto con estos tres vectores uni-
tarios mutuamente ortogonales.

 10.  Encuentre los vectores unitario tangente, unitario normal y bi-
normal a la curva 

  r t cos ti sen tj k 

  en t = p�4. Dibuje la curva junto con estos tres vectores unita-
rios mutuamente ortogonales.

 11.  (a) Demuestre que existe un escalar llamado torsión, tal que 
dB�ds = –tN.

 (b)  Demuestre que 
dN
ds

K T B. 

  (Las tres ecuaciones dT�ds = KN, dN�ds = –KT + tB y 
dB�ds = –tN son llamadas las fórmulas de Frenet-Serret.)

12. Rampa de salida Una autopista tiene una rampa de 

salida que empieza en el origen de un sistema coordena-

do y sigue la curva 

 
y

1
32

x5 2

  Hasta el punto (4, 1) (vea la fi gura). Después sigue una trayec-
toria circular cuya curvatura es la dada por la curva en (4, 1). 
¿Cuál es el radio del arco circular? Explique por qué la curva y 
el arco circular deben tener en (4, 1) la misma curvatura.

x
2

2

4

4

6

(4, 1)

y =     x5/21
32

Arco 
circular

y

13.  Longitud de arco y curvatura Considere la función 

vectorial 

0 t 2.t cos t, t sen t ,r t  

 (a)  Use una herramienta de grafi cación para representar la 
función.

 (b)  Halle la longitud de arco en el inciso (a).

 (c)  Determine la curvatura K como función de t. Halle las cur-
vaturas cuando t es 0, 1 y 2.

 (d)  Use una herramienta de grafi cación para representar la 
función K.

 (e)  Encuentre (si es posible) el lím
t→

 K.. 

 (f)  Con el resultado del inciso (e), conjeture acerca de la grá-
fi ca de r cuando t → .

14.  Rueda de la fortuna Usted quiere lanzar un objeto 

a un amigo que está en una rueda de la fortuna (vea la 

fi  gu ra). Las ecuaciones paramétricas siguientes dan 

la tra yec toria del amigo r1(t) y la trayectoria del objeto 

r2(t). La distancia está dada en metros y el tiempo en 

segundos.

 1 11.47 t t0 4.9 t t0
2  j

 r2 t 22 8.03 t t0 i

r1 t 15 sen 
t

10
i 16 15 cos 

t
10

j

 (a)  Localice la posición del amigo en la rueda en el instante 
t = 0.

 (b)  Determine el número de revoluciones por minuto de la 
rueda de la fortuna. 

 (c)  ¿Cuál es la rapidez y el ángulo de inclinación (en grados) 
al que el objeto es lanzado en el instante t = t0? 

 (d)  Use una herramienta de grafi cación para representar las 
funciones vectoriales usando un valor de t0 que permite al 
amigo alcanzar el objeto. (Haga esto por ensayo y error.) 
Explique la importancia de t0.

 (e) Halle el instante aproximado en el que el amigo deberá 
poder atrapar el objeto. Aproxime las velocidades del ami-
go y del objeto en ese instante.
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Ley de Hardy-Weinberg (Ejercicio 15, p. 949)

Fondo del océano 
(Ejercicio 74, p. 926)

Costos marginales 
(Ejercicio 110, p. 898)

Factor del viento (Ejercicio 31, p. 906)

Funciones de varias variables

Silvicultura (Ejercicio 75, p. 878)
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868 Capítulo 13  Funciones de varias variables

  Entender la notación para una función de varias variables.
  Dibujar la gráfi ca de una función de dos variables.
  Dibujar las curvas de nivel de una función de dos variables.
  Dibujar las superfi cies de nivel de una función de tres variables.
  Utilizar gráfi cos por computadora para representar una función de dos variables.

Funciones de varias variables
Hasta ahora en este texto sólo ha visto funciones de una sola variable (independiente). 

Sin embargo, muchos problemas comunes son funciones de dos o más variables. En 

seguida se dan tres ejemplos.

1.  El trabajo realizado por una fuerza, W = FD, es una función de dos variables.

2.  El volumen de un cilindro circular recto V = pr2h es función de dos variables.

3.  El volumen de un sólido rectangular V = lwh es una función de tres variables. 

La notación para una función de dos o más variables es similar a la utilizada para una 

función de una sola variable. Aquí se presentan dos ejemplos.

Función de dos variables

2 variables

y

Función de tres variables

3 variables

w f x, y, z x 2y 3z

z f x, y x2 xy

Defi nición de una función de dos variables

Sea D un conjunto de pares ordenados de números reales. Si a cada par ordena-

 do (x, y) de D le corresponde un único número real f(x, y), entonces se dice que f es 

una función de x y y. El conjunto D es el dominio de f, y el correspondiente conjun-

to de valores f(x, y) es el rango de f. Para la función 

z = f(x, y)

x y y son las variables independientes y z es la variable dependiente.

Pueden darse defi niciones similares para las funciones de tres, cuatro o n variables, 

donde los dominios consisten en tríadas (x1, x2, x3), tétradas (x1, x2, x3, x4) y n-adas 

(x1, x2,.... xn). En todos los casos, el rango es un conjunto de números reales. En este 

capítulo sólo estudiará funciones de dos o tres variables.

Como ocurre con las funciones de una variable, la manera más común para des-

cribir una función de varias variables es por medio de una ecuación, y a menos que se 

diga explícitamente lo contrario, puede suponer que el dominio es el conjunto de todos 

los puntos para los que la ecuación está defi nida. Por ejemplo, el dominio de la función 

dada por

f x, y x2 y2

es todo el plano xy. Similarmente, el dominio de

f x, y ln xy

es el conjunto de todos los puntos (x, y) en el plano para los que xy > 0. Esto consiste en 

todos los puntos del primer y tercer cuadrantes.

13.1 Introducción a las funciones de varias variables

Exploración
Sin usar una herramienta 

de grafi cación, describa la 

gráfi ca de cada función de dos 

variables.

a.

b.

c.

d.

e. z 1 x2 y2

z x2 y2

z x2 y

z x y

z x2 y2

MARY FAIRFAX SOMERVILLE 
(1780-1872)

Somerville se interesó por el 
problema de crear modelos 
geométricos de funciones de varias 
variables. Su libro más conocido, 
The Mechanics of the Heavens, se 
publicó en 1831.
Consulte LarsonCalculus.com 
para leer más acerca de esta 
biografía.

Mary Evans Picture Library�The Image Works
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869 13.1  Introducción a las funciones de varias variables

EJEMPLO 1  Dominios de funciones de varias variables

Halle el dominio de cada función.

.b.a g x, y, z
x

9 x2 y2 z2f x, y
x2 y2 9

x

Solución 

a.  La función f está defi nida para todos los puntos (x, y) tales que x ≠ 0 y

 x2 y2 9.

 Por tanto, el dominio es el conjunto de todos los puntos que están en el círculo x2 + 

y2 = 9, o en su exterior, con excepción de los puntos en el eje y, como se muestra en 

la fi gura 13.1.

b.  La función g está defi nida para todos los puntos (x, y, z) tales que

 x2 y2 z2 < 9.

 Por consiguiente, el dominio es el conjunto de todos los puntos (x, y, z) que se en-

cuentran en el interior de la esfera de radio 3 centrada en el origen. 

Las funciones de varias variables pueden combinarse de la misma manera que las 

funciones de una sola variable. Por ejemplo, se puede formar la suma, la diferencia, el 

producto y el cociente de funciones de dos variables como sigue.

Suma o diferencia

Producto

Cociente
f
g
x, y

f x, y
g x, y

, g x, y 0

f g x, y f x, y g x, y

f ± g x, y f x, y ± g x, y

No se puede formar la composición de dos funciones de varias variables. Sin embargo, 

si h es una función de varias variables y g es una función de una sola variable, puede 

formarse la función compuesta (g ∘ h)(x, y) como sigue

Composicióng h x, y g h x, y

El dominio de esta función compuesta consta de todo (x, y) en el dominio de h tal que 

h(x, y) está en el dominio de g. Por ejemplo, la función dada por 

f x, y 16 4x2 y2

se puede ver como la función compuesta de dos variables dada por

16 4x2 y2h x, y

y la función de una sola variable dada por 

g u u.

El dominio de esta función es el conjunto de todos los puntos que se encuentran en la 

elipse dada por 4x2 + y2 = 16 o en su interior.

Una función que puede expresarse como suma de funciones de la forma cxmyn (don-

de c es un número real y m y n son enteros no negativos) se llama una función polino-
mial de dos variables. Por ejemplo, las funciones dadas por

y g x, y 3xy2 x 2f x, y x2 y2 2xy x 2

son funciones polinomiales de dos variables. Una función racional es el cociente de 

dos funciones polinomiales. Terminología similar se utiliza para las funciones de más 

de dos variables.

y

x2 + y2 − 9
x

f(x, y) =

Dominio de

x
1

1

2

2

4

4

−1
−1

−2

−2

−4

−4

Figura 13.1
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870 Capítulo 13  Funciones de varias variables

Gráfi ca de una función de dos variables
Como en el caso de las funciones de una sola variable, usted puede saber mucho acerca del 

comportamiento de una función de dos variables dibujando su gráfi ca. La gráfi ca de una 

función f de dos variables es el conjunto de todos los puntos (x, y, z) para los que z = f(x, y) 

y (x, y) está en el dominio de f. Esta gráfi ca puede interpretarse geométricamente como una 

superfi cie en el espacio, como se explicó en las secciones 11.5 y 11.6. En la fi gura 13.2 debe 

observar que la gráfi ca de z = f(x, y) es una superfi cie cuya proyección sobre el plano xy 
es D, el dominio de f. A cada punto (x, y) en D corresponde un punto (x, y, z) de la superfi cie, 

y viceversa, a cada punto (x, y, z) de la superfi cie le corresponde un punto (x, y) en D.

EJEMPLO 2   Describir la gráfi ca de una función de dos 
variables

¿Cuál es el rango de

f x, y 16 4x2 y2?

Describa la gráfi ca de f.

Solución El dominio D dado por la ecuación de f es el conjunto de todos los puntos 

(x, y) tales que

16 4x2 y2 0.

Por tanto, D es el conjunto de todos los puntos que pertenecen o son interiores a la elipse 

dada por

Elipse en el plano xy
x2

4
y2

16
1.

El rango de f está formado por todos los valores z = f(x, y) tales que 0 z 16, o sea

Rango de f0 z 4.

Un punto (x, y, z) está en la gráfi ca de f si y sólo si

x2

4
y2

16
z2

16
1,    0 z 4.

4x2 y2 z2 16

z2 16 4x2 y2

z 16 4x2 y2

De acuerdo con la sección 11.6, usted sabe que la gráfi ca de f es la mitad superior de un 

elipsoide, como se muestra en la fi gura 13.3. 

Para dibujar a mano una superfi cie en el espacio, es útil usar trazas en planos paralelos 

a los planos coordenados, como se muestra en la fi gura 13.3. Por ejemplo, para hallar la tra-

za de la superfi cie en el plano z = 2, sustituya z = 2 en la ecuación z 16 4x2 y2 

y obtiene

x2

3
y2

12
1.2 16 4x2 y2

Por tanto, la traza es una elipse centrada en el punto (0, 0, 2) con ejes mayor y menor 

de longitudes 

y 2 3.4 3

Las trazas también se usan en la mayor parte de las herramientas de grafi cación 

tridimensionales. Por ejemplo, la fi gura 13.4 muestra una versión generada por compu-

tadora de la superfi cie dada en el ejemplo 2. En esta gráfi ca la herramienta de grafi cación 

tomó 25 trazas paralelas al plano xy y 12 trazas en planos verticales.

Si usted dispone de una herramienta de grafi cación tridimensional, utilícela para 

representar varias superfi cies.

z

y

x
Dominio: D

f(x, y)

(x, y)

(x, y, z)

Superficie: z = f(x, y)

Figura 13.2

y

z

Dominio

Rango

3

4

4

x

Superficie: z =     16 − 4x2 − y2

Traza en el 
plano z = 2

La gráfica de
es la parte

superior de un elipsoide.
Figura 13.3

f x, y 16 4x2 y2

z

yx

z =     16 − 4x2 − y2

Figura 13.4
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871 13.1  Introducción a las funciones de varias variables

Curvas de nivel
Una segunda manera de visualizar una función de dos variables es usar un campo esca-
lar en el que el escalar 

z f x, y

se asigna al punto (x, y). Un campo escalar puede caracterizarse por sus curvas de ni-
vel (o líneas de contorno) a lo largo de las cuales el valor de f(x, y) es constante. Por 

ejemplo, el mapa climático en la fi gura 13.5 muestra las curvas de nivel de igual presión, 

llamadas isobaras. Las curvas de nivel que representan puntos de igual temperatura 

en mapas climáticos se llaman isotermas, como se muestra en la fi gura 13.6. Otro uso 

común de curvas de nivel es la representación de campos de potencial eléctrico. En este 

tipo de mapa, las curvas de nivel se llaman líneas equipotenciales.

Las curvas de nivel muestran las líneas 
de igual presión (isobaras) medidas en 
milibares.

5.31arugiF

001 8

0
21

1004

1

001 4
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12
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61

8010

8100

001
0

110
0

0 48
001 01
0 4

10
0

21
10

00
8

1
4001

00
8

10
00

10

08

Las curvas de nivel muestran las líneas 
de igual temperatura (isotermas) medidas 
en grados Fahrenheit.

6.31arugiF

40
°

30
°20°

30°

20°

20°
30°20

°

40
°

50°

60
°

90°

80
°

08
°

70
°

Los mapas de contorno suelen usarse para representar regiones de la superfi cie de la 

Tierra, donde las curvas de nivel representan la altura sobre el nivel del mar. Este tipo de 

mapas se llama mapa topográfi co. Por ejemplo, la montaña mostrada en la fi gura 13.7 

se representa por el mapa topográfi co de la fi gura 13.8.

Figura 13.8

Un mapa de contorno representa la variación de z respecto a x y y mediante espacio 

entre las curvas de nivel. Una separación grande entre las curvas de nivel indica que 

z cambia lentamente, mientras que un espacio pequeño indica un cambio rápido en z. 

Además, en un mapa de contorno, es importante elegir valores de c uniformemente es-
paciados, para dar una mejor ilusión tridimensional. 

Figura 13.7

Alfred B. Thomas�Earth Scenes�Animals Animals; USGS
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872 Capítulo 13  Funciones de varias variables

EJEMPLO 3  Dibujar un mapa de contorno

El hemisferio dado por

f x, y 64 x2 y2

se muestra en la fi gura 13.9. Dibuje un mapa de contorno de esta superfi cie utilizando 

curvas de nivel que correspondan a c = 0, 1, 2, ... , 8.

Solución Para cada c, la ecuación dada por f(x, y) = c es un círculo (o un punto) en 

el plano xy. Por ejemplo, para c1 = 0, la curva de nivel es

Círculo de radio 8x2 y2 64

la cual es un círculo de radio 8. La fi gura 13.10 muestra las nueve curvas de nivel del 

hemisferio.

Mapa de contorno.
Figura 13.10

x
4

4

8

8

−4

−4

−8

−8

y
c1 = 0
c2 = 1
c3 = 2
c4 = 3 c8 = 7

c7 = 6
c6 = 5
c5 = 4

c9 = 8

Hemisferio.
Figura 13.9

y

z

f (x, y) = 64 − x2 − y2

Superficie:

x

8

8

8

EJEMPLO 4  Dibujar un mapa de contorno

Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo.

El paraboloide hiperbólico 

z y2 x2

se muestra en la fi gura 13.11. Dibuje un mapa de contorno de esta superfi cie.

Solución Para cada valor de c, sea f(x, y) = c, y dibuje la curva de nivel resultante en 

el plano xy. Para esta función, cada una de las curvas de nivel (c ≠ 0) es una hipérbola 

cuyas asíntotas son las rectas y = ±x. Si c < 0, 

el eje transversal es horizontal. Por ejemplo, la 

curva de nivel para c = –4 está dada por

x2

22

y2

22 1.

Si c > 0, el eje transversal es vertical. Por ejem-

plo, la curva de nivel para c = 4 está dada por 

y2

22

x2

22 1.

Si c = 0, la curva de nivel es la cónica degene-

rada representada por las asíntotas que se cortan, 

como se muestra en la fi gura 13.12.

x
y

4 4

10

12

8

6

4

2

z

Superficie:
z = y2 − x2

Paraboloide hiperbólico.
Figura 13.11

4

4

−4

−4

x

c = −2
c = −4

c = −8
c = −10

c = −6

c = −12

c = 12
c = 2 y

c = 0

Curvas de nivel hiperbólicas 
(en incrementos de 2).
Figura 13.12
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873 13.1  Introducción a las funciones de varias variables

Un ejemplo de una función de dos variables usada en economía es la función de 
producción de Cobb-Douglas. Esta función se utiliza como un modelo para represen-

tar el número de unidades producidas al variar las cantidades de trabajo y capital. Si x 

mide las unidades de trabajo y y mide las unidades de capital, entonces el número de 

unidades producidas está dado por 

f x, y Cxa y1 a

donde C y a son constantes, con 0 < a < 1. 

EJEMPLO 5  La función de producción de Cobb-Douglas

Un fabricante de juguetes estima que su función de producción es 

f x, y 100x0.6y0.4

donde x es el número de unidades de trabajo y y es el número de unidades de capital. 

Compare el nivel de producción cuando x = 1000 y y = 500 con el nivel de producción 

cuando x = 2000 y y = 1000.

Solución Cuando x = 1000 y y = 500, el nivel de producción es

f 1000, 500 100 10000.6 5000.4 75,786.

Cuando x = 2000 y y = 1000, el nivel de producción es 

f 2000, 1000 100 20000.6 10000.4 151,572.

Las curvas de nivel de z = f(x, y) se muestran en la fi gura 13.13. Observe que al doblar 

ambas x y y, se duplica el nivel de producción (vea el ejercicio 79). 

Superfi cies de nivel
El concepto de curva de nivel puede extenderse una dimensión para defi nir una super-
fi cie de nivel. Si f es una función de tres variables y c es una constante, la gráfi ca de la 

ecuación 

f(x, y, z) = c 

es una superfi cie de nivel de la función f, como se muestra en la fi gura 13.14. 

Superficies de nivel de  .
Figura 13.14

f

y

z

x

f (x, y, z) = c1

f (x, y, z) = c3

f (x, y, z) = c2

2000

2000

1500

1500

1000

1000

500

500
x

(1000, 500)

(2000, 1000)

c = 80,000 c = 160,000y
z = 100x0.6y0.4

Curvas de nivel (con incrementos 
de 10,000).
Figura 13.13
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874 Capítulo 13  Funciones de varias variables

EJEMPLO 6  Superfi cies de nivel

Describa las superfi cies de nivel de la función

f x, y, z 4x2 y2 z2.

Solución Cada superfi cie de nivel tiene una ecuación de la forma

Ecuación de una superficie de nivel4x2 y2 z2 c.

Por tanto, las superfi cies de nivel son elipsoides (cuyas secciones transversales paralelas 

al plano yz son círculos). A medida que c aumenta, los radios de las secciones transver-

sales circulares aumentan según la raíz cuadrada de c. Por ejemplo, las superfi cies de 

nivel correspondientes a los valores c = 0, c = 4 y c = 16 son como sigue. 

Superficie de nivel para

Superficie de nivel para

Superficie de nivel para c 16
x2

4
y2

16
z2

16
1

c 4
x2

1
y2

4
z2

4
1

c 04x2 y2 z2 0 (un solo punto)

(elipsoide)

(elipsoide)

Estas superfi cies de nivel se muestran en la fi gura 13.15.  

Si la función del ejemplo 6 representara la temperatura en el punto (x, y, z), las 

superfi cies de nivel mostradas en la fi gura 13.15 se llamarían superfi cies isotermas.

Gráfi cas por computadora
El problema de dibujar la gráfi ca de una superfi cie en el espacio puede simplifi carse 

usando una computadora. Aunque hay varios tipos de herramientas de grafi cación tridi-

mensionales, la mayoría utiliza alguna forma de análisis de trazas para dar la impresión 

de tres dimensiones. Para usar tales herramientas de grafi cación, por lo general se ne-

cesita dar la ecuación de la superfi cie, la región del plano xy sobre la cual la superfi cie 

ha de visualizarse y el número de trazas a considerar. Por ejemplo, para representar 

gráfi camente la superfi cie dada por

f x, y x2 y2 e1 x2 y2

usted podría elegir los límites siguientes para x, y y z.

Límites para

Límites para

Límites para z 0 z 3

y3 y 3

x3 x 3

La fi gura 13.16 muestra una gráfi ca de esta su-

perfi cie generada por computadora utilizando 26 

trazas paralelas al plano yz. Para realizar el efecto 

tridimensional, el programa utiliza una rutina de 

“línea oculta”. Es decir, comienza dibujando las 

trazas en primer plano (las correspondientes a los 

valores mayores de x), y después, a medida que se 

dibuja una nueva traza, el programa determina si 

mostrará toda o sólo parte de la traza siguiente.

Las gráfi cas en la página siguiente muestran 

una variedad de superfi cies que fueron dibujadas 

por una computadora. Si se dispone de un programa 

de computadora para dibujo, podrán reproducirse 

estas superfi cies. Recuerde también que se pueden 

visualizar y girar. Estas gráfi cas rotables están 

disponibles en LarsonCalculus.com. 

y

c = 16

c = 0

c = 4

x

z Superficies de nivel:
4x2 + y2 + z2 = c

Figura 13.15

x y

z

f (x, y) = (x2 + y2)e1 − x2 − y2

Figura 13.16
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875 13.1  Introducción a las funciones de varias variables

Tres vistas diferentes de la gráfica de f x, y 2 y2 x2 e1 x2 y2 4

Trazas y curvas de nivel de la gráfica de f x, y
4x

x2 y2 1

Curvas de nivelTrazas doblesTrazas simples

x
y

z

x

y

z

y

x

z

x y

z

x y

z

x

y

z

x

y

f (x, y) = sen x sen y

x y

f (x, y) = −
x2 + y2

1

z

                 

x y

f (x, y) =
⎪1 − x2 − y2⎪

1 − x2 − y2

z
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876 Capítulo 13  Funciones de varias variables

Determinar si una gráfi ca es una función En los ejercicios 
1 y 2, utilice la gráfi ca para determinar si z es una función de 
x y de y.

1.

2.

x

5

5

3

y

z

y

x

4
4

3

2

z

Determinar si una ecuación es una función En los ejerci-
cios 3 a 6, determine si z es una función de x y de y.

.4.3

.6.5 z x ln y 8yz 0
x2

4
y2

9
z2 1

xz2 2xy y2 4x2z 3y2 xy 10

Evaluar una función En los ejercicios 7 a 18, encuentre y 
simplifi que los valores de la función.

7.

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

8.

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

9.

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

10.

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

11.

(a) (b) (c) (d)

12.

(a) (b)

(c) (d) 10, 4, 34, 6, 2

6, 8, 30, 5, 4

f x, y, z x y z

5, 4, 62, 3, 41, 0, 12, 3, 9

h x, y, z
xy
z

2, 5e, e 21, 1

0, e0, 11, 0

g x, y ln x y

t, tx, 25, y

2, 13, 25, 0

f x, y xey

t, 1x, 01, y

2, 30, 10, 0

f x, y 4 x2 4y2

5, tx, 25, y

30, 51, 43, 2

f x, y xy

13.

(a) (b) (c) (d)

14.

(a) (b) (c) (d)

15.

(a) (b) (c) (d)

16.

(a) (b) (c) (d)

17.

)b()a(

18.

)b()a(
f x, y y f x, y

y
f x x, y f x, y

x

f x, y 3x2 2y

f x, y y f x, y
y

f x x, y f x, y
x

f x, y 2x y2

1
2, 72, 56, 34, 1

g x, y
y

x

1
t

dt

3
2, 04, 3

24, 14, 0

g x, y
y

x

2t 3 dt

6, 44, 85, 23, 10

V r, h r2h

4, 23, 33, 12, 4

f x, y x sen y

Obtener el dominio y rango de una función En los ejer-
cicios 19 a 30, determine el dominio y el rango de la función.

.02.91

.22.12

.42.32

.62.52

.82.72

.03.92 f x, y ln xy 6f x, y ln 4 x y

f x, y arcsen y xf x, y arccos x y

f x, y 4 x2 4y2f x, y 4 x2 y2

z
xy

x y
z

x y
xy

g x, y
y

x
g x, y x y

f x, y exyf x, y x2 y2

31.  Piénselo Las gráfi cas marcadas (a), (b), (c) y (d) son grá-

fi cas de la función f(x, y) = 4x�(x2 + y2 + 1). Asocie cada 

gráfi ca con el punto en el espacio desde el que la superfi cie es 

visualizada. Los cuatro puntos son (20, 15, 25), (15, 10, 20), 

(20, 20, 0) y (20, 0, 0).

 Generada con Maple

yx

z

y

x

Generada con Maple

z

x

y

Generada con Maple

z

y

Generada con Maple

z(a) (b)

(c) (d)

13.1 Ejercicios   Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios 
con numeración impar.
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877 13.1  Introducción a las funciones de varias variables

32.  Piénselo Use la función dada en el ejercicio 31.

 (a) Encuentre el dominio y rango de la función.
 (b) Identifi que los puntos en el plano xy donde el valor de la 

función es 0.
 (c) ¿Pasa la superfi cie por todos los octantes del sistema de 

coordenadas rectangular? Dé las razones de su respuesta.

Dibujar una superfi cie En los ejercicios 33 a 40, dibuje la 
superfi cie dada por la función.

.43.33

.63.53

.83.73

39.

40. f x, y
xy,
0,

x 0, y 0
x < 0 o y < 0

f x, y e x

z 1
2 x2 y2z x2 y2

g x, y 1
2 yf x, y y2

f x, y 6 2x 3yf x, y 4

Grafi car una función usando tecnología En los ejercicios 
41 a 44, utilice un sistema algebraico por computadora para 
representar gráfi camente la función.

.24.14

.44.34 f x, y x sen yf x, y x2e xy 2

z 1
12 144 16x2 9y2z y2 x2 1

Relacionar En los ejercicios 45 a 48, asocie la gráfi ca de la 
superfi cie con uno de los mapas de contorno. [Los mapas de 
contorno están marcados (a), (b), (c) y (d).]

)b()a(

)d()c(

.64.54

y

x

3

6

4
4

z

y

x

3
3

3

z

f x, y e1 x2 y2f x, y e1 x2 y2

x

y

x

y

x

y

x

y

.84.74

y

x

−6

4

10

z

4
65

45
3 2

5

−2
x

y

z

f x, y cos
x2 2y2

4
f x, y ln y x2

Dibujar un mapa de contorno En los ejercicios 49 a 56, 
describa las curvas de nivel de la función. Dibuje las curvas de 
nivel para los valores dados de c.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56. c 0, ±1
2, ±1, ±3

2, ±2f x, y ln x y ,

c ±1
2, ±1, ±3

2, ±2f x, y x x2 y2 ,

c 2, 3, 4, 12, 1
3, 1

4f x, y exy 2,

c ±1, ±2, .  .  . , ±6f x, y xy,

c 0, 1, 2, 3f x, y 9 x2 y2,

c 0, 1, 2, 3, 4z x2 4y2,

c 0, 2, 4, 6, 8, 10z 6 2x 3y,

c 1, 0, 2, 4z x y,

Dibujar curvas de nivel En los ejercicios 57 a 60, utilice una 
herramienta de grafi cación para representar seis curvas de ni-
vel de la función.

.85.75

.06.95 h x, y 3 sen x yg x, y
8

1 x2 y2

f x, y xyf x, y x2 y2 2

DESARROLLO DE CONCEPTOS

61. Función de dos variables ¿Qué es una gráfi ca de una 

función de dos variables? ¿Cómo se interpreta geométrica-

mente? Describa las curvas de nivel.

62. Usar curvas de nivel Todas las curvas de nivel de la 

superfi cie dada por z = f(x, y) son círculos concéntricos. 

¿Implica esto que la gráfi ca de f es un hemisferio? Ilustre 

la respuesta con un ejemplo.

63. Crear una función Construya una función cuyas cur-

vas de nivel sean rectas que pasen por el origen.

64.  Conjetura Considere la función f(x, y) = xy, para x ≥ 0 

y y ≥ 0.

 (a) Trace la gráfi ca de la superfi cie dada por f.

 (b) Conjeture acerca de la relación entre las gráfi cas de f 
y g(x, y) = f(x, y) – 3. Explique su razonamiento.

 (c) Conjeture acerca de la relación entre las gráfi cas de f y 
g(x, y) = –f(x, y). Explique su razonamiento.

 (d) Conjeture acerca de la relación entre las gráfi cas de f 
y g x, y 1

2 f x, y . Explique su razonamiento.

 (e) Sobre la superfi cie en el inciso (a), trace la gráfi ca de 
z = f(x, x).
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878 Capítulo 13  Funciones de varias variables

Redacción En los ejercicios 65 y 66, utilice las gráfi cas de las 
curvas de nivel (valores de c uniformemente espaciados) de la 
función f para dar una descripción de una posible gráfi ca de f. 
¿Es única la gráfi ca de f? Explique su respuesta.

.66.56

x

y

x

y

67. Inversión En el 2012 se efectuó una inversión de $1000 al 

6% de interés compuesto anual. Suponga que el inversor paga 

una tasa de impuesto R y que la tasa de infl ación anual es I. En 

el año 2022, el valor V de la inversión en dólares constantes de 

2012 es

 
V I, R 1000

1 0.06 1 R
1 I

10

.
 

 Utilice esta función de dos variables para completar la tabla.

Tasa de inflación

0 0.03 0.05

0

0.28

0.35

Tasa de impuestos

68.  Inversión Se depositan $5000 en una cuenta de ahorro 

a una tasa de interés compuesto continuo r (expresado en 

forma decimal). La cantidad A(r, t) después de t años es 

 A r, t 5000ert.

 Utilice esta función de dos variables para completar la tabla.

Número de años

5 10 15 20

0.02

0.03

0.04

0.05

Tasa

Dibujar una superfi cie de nivel En los ejercicios 69 a 74, 
dibuje la gráfi ca de la superfi cie de nivel f(x, y, z) = c para el 
valor de c que se especifi ca.

69.

70.

71.

72. c 1f x, y, z x2 1
4y

2 z,

c 9f x, y, z x2 y2 z2,

c 4f x, y, z 4x y 2z,

c 1f x, y, z x y z,

73.

74. c 0f x, y, z sen x z,

c 0f x, y, z 4x2 4y2 z2,

75.  Silvicultura 

La regla de troncos 
de Doyle es uno de los 
diferentes métodos usa-
dos para determinar la 
producción de madera 
(en pies tablares) como 
función de su diámetro d 
(en pulgadas) y de su altu-
ra L (en pies). El número 
de pies tablares es 

 
N d, L

d 4
4

2

L.

 (a)  Determine el número de pies tablares de madera en un 
tronco de 22 pulgadas de diámetro y 12 pies de altura.

 (b)  Encuentre N(30, 12).

76. Modelo de fi las La cantidad de tiempo promedio que 

un cliente espera en una fi la para recibir un servicio es

 
W x, y

1
x y

,  x > y

  donde y es la tasa media de llegadas, expresada como número 
de clientes por unidad de tiempo, y x es la tasa media de servi-
cio, expresada en las mismas unidades. Evalúe cada una de las 
siguientes cantidades.

 

(a) (b)

(c) (d) W 5, 2W 12, 7

W 15, 13W 15, 9

77.  Distribución de temperaturas La temperatura T (en 

grados Celsius) en cualquier punto (x, y) de una placa 

circular de acero de 10 metros de radio es

 T 600 0.75x2 0.75y2

  donde x y y se miden en metros. Dibuje algunas de las curvas 
isotermas.

78.  Potencial eléctrico El potencial eléctrico V en cual-

quier punto (x, y) es

 
V x, y

5

25 x2 y2
.

  Dibuje las curvas equipotenciales de y V 1
4.V 1

3V 1
2,

79.  Función de producción de Cobb-Douglas Utilice la 

función de producción de Cobb-Douglas (ver ejemplo 5) 

para demostrar que si el número de unidades de trabajo 

y el número de unidades de capital se duplican, el nivel 

de producción también se duplica. 

80.  Función de producción de Cobb-Douglas Demues-

tre que la función de producción de Cobb-Douglas 

  z Cxay1 a
 

  puede reescribirse como 

  
ln
z
y

lnC a ln 
x
y
.
 

Val Thoermer�Shutterstock.com
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879 13.1  Introducción a las funciones de varias variables

81.  Ley de los gases ideales De acuerdo con la ley de los 

gases ideales,

 PV kT  

  donde P es la presión, V es el volumen, T es la temperatura (en 
kelvins) y k es una constante de proporcionalidad. Un tanque 
contiene 2000 pulgadas cúbicas de nitrógeno a una presión de 
26 libras por pulgada cuadrada y una temperatura de 300 K. 

 (a)  Determine k.

 (b) Exprese P como función de V y T, y describa las curvas de 
nivel.

82.  Modelar datos La tabla muestra las ventas netas x (en 

miles de millones de dólares), los activos totales y (en mi-

les de millones de dólares) y los derechos de los accionis-

tas z (en miles de millones de dólares) para Apple desde 

2006 hasta el 2011. (Fuente: Apple Inc.)

 

2006 2007 2008 2009 2010 2011

x 19.3 24.6 37.5 42.9 65.2 108.2

y 17.2 24.9 36.2 47.5 75.2 116.4

z 10.0 14.5 22.3 31.6 47.8 76.6

Año

 

 Un modelo para estos datos es

 z f x, y 0.035x 0.640y 1.77.

 (a) Utilizar una herramienta de grafi cación y el modelo para 
aproximar z para los valores dados de x y y.

 (b) ¿Cuál de las dos variables en este modelo tiene mayor in-
fl uencia sobre los derechos de los accionistas? Explique 
su razonamiento.

 (c)  Simplifi que la expresión de f(x, 150) e interprete su signi-
fi cado en el contexto del problema.

83.  Meteorología Los meteorólogos miden la presión at-

mosférica en milibares. A partir de estas observaciones 

elaboran mapas climáticos en los que se muestran las 

curvas de presión atmosférica constante (isobaras) (ver 

la fi gura). En el mapa, cuanto más juntas están las isoba-

ras, mayor es la velocidad del viento. Asocie los puntos 

A, B y C con (a) la mayor presión, (b) la menor presión 

y (c) la mayor velocidad del viento. 

Figura para 84Figura para 83

B

AC

84.  Lluvia ácida La acidez del agua de lluvia se mide en 

unidades llamadas pH. Un pH de 7 es neutro, valores 

menores corresponden a acidez creciente, y valores ma-

yores a alcalinidad creciente. El mapa muestra las curvas 

de pH constante y da evidencia de que en la dirección 

en la que sopla el viento de áreas muy industrializadas 

la acidez ha ido aumentando. Utilice las curvas de nivel 

en el mapa, para determinar la dirección de los vientos 

dominantes en el noreste de Estados Unidos.

85.  Costo de construcción Una caja rectangular abierta 

por arriba tiene x pies de longitud, y pies de ancho y 

z pies de alto. Construir la base cuesta $1.20 por pie 

cuadrado y construir los lados $0.75 por pie cuadrado. 

Exprese el costo C de construcción de la caja en función 

de x, y y z.

¿CÓMO LO VE? El mapa de contorno mostrado 

en la fi gura fue generado por computadora usan-

do una colección de datos mediante instrumenta-

ción del satélite. El color se usa para mostrar el 

“agujero de ozono” en la atmósfera de la Tierra. 

Las áreas púrpura y azul representan los más 

bajos niveles de ozono y las áreas verdes repre-

sentan los niveles más altos. (Fuente: National 
Aeronautics and Space Administration)

 (a)  ¿Corresponden las curvas de nivel a los mismos nive-
les de ozono espaciados? Explique. 

 (b)  Describa cómo obtener un mapa de contorno más de-
tallado.

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 87 a 90, determine si 
el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué 
o dé un ejemplo que demuestre que es falso. 

 87.  Si f(x0, y0) = f(x1, y1), entonces x0 = x1 y y0 = y1. 

 88.  Si f es una función, entonces f(ax, ay) = a2f(x, y).

 89.  Una recta vertical puede cortar la gráfi ca de z = f(x, y) a lo 
sumo una vez.

 90. Dos diferentes curvas de nivel de la gráfi ca de z = f(x, y) pue-
den intersecarse.

DESAFÍOS DEL EXAMEN PUTNAM

 91.  Sea f: 2 →  una función tal que

f x, y f y, z f z, x 0

  para todos los números reales x, y y z. Demuestre que exis-
te una función g: →  tal que 

  f x, y g x g y

  para todos los números reales x y y.

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition. 

© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.

NASA
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880 Capítulo 13  Funciones de varias variables

  Entender la defi nición de una vecindad en el plano. 
  Entender y utilizar la defi nición de límite de una función de dos variables. 
  Extender el concepto de continuidad a una función de dos variables. 
  Extender el concepto de continuidad a una función de tres variables.

Vecindad en el plano
En esta sección estudiará límites y continuidad de funciones de dos o tres variables. La 

sección comienza con funciones de dos variables. Al fi nal de la sección, los conceptos 

se extienden a funciones de tres variables.

Su estudio del límite de una función de dos variables inicia defi niendo el análogo 

bidimensional de un intervalo en la recta real. Utilizando la fórmula para la distancia 

entre dos puntos 

(x, y)  y  (x0, y0) 

en el plano, puede defi nir la vecindad D de (x0, y0) como el disco con radio d > 0, cen-

trado en (x0, y0) 

Disco abiertox, y : x x0
2 y y0

2 <

como se muestra en la fi gura 13.17. Cuando esta fórmula contiene el signo de desigual-

dad < menor que, al disco se le llama abierto, y cuando contiene el signo de desigualdad 

≤ menor o igual que, al disco se le llama cerrado. Esto corresponde al uso de < y ≤ al 

defi nir intervalos abiertos y cerrados. 

Un disco abierto.
Figura 13.17

x

(x0, y0)

δ

y

Puntos interior y frontera de una 
región
Figura 13.18

R.

x

Punto
frontera

Punto
interior

R

Frontera de R

y

Un punto (x0, y0) en una región del plano R es un punto interior si existe un entorno d 

que esté contenido completamente en R, como se muestra en la fi gura 13.18. Si todo 

punto de R es un punto interior, entonces R es una región abierta. Un punto (x0, y0) es 

un punto frontera de R si todo disco abierto centrado en (x0, y0) contiene puntos dentro 

de R y puntos fuera de R. Por defi nición, una región debe contener sus puntos interiores, 

pero no necesita contener sus puntos frontera. Si una región contiene todos sus puntos 

frontera, la región es cerrada. Una región que contiene algunos, pero no todos, sus pun-

tos frontera no es ni abierta ni cerrada.

PARA INFORMACIÓN ADICIONAL Para más información acerca de Sonya Kovalevsky, vea 

el artículo “S. Kovalevsky: A Mathematical Lesson”, de Karen D. Rappaport, en The American 
Mathematical Monthly. Para ver este artículo, visite MathArticles.com. 

13.2 Límites y continuidad

SONYA KOVALEVSKY 
(1850-1891)

Gran parte de la terminología usada 
para defi nir límites y continuidad de 
una función de dos o tres variables 
la introdujo el matemático alemán 
Karl Weierstrass (1815-1897). El 
enfoque riguroso de Weierstrass 
a los límites y a otros temas en 
cálculo le valió la reputación de 
“padre del análisis moderno”. 
Weierstrass era un maestro 
excelente. Una de sus alumnas 
más conocidas fue la matemática 
rusa Sonya Kovalevsky, quien 
aplicó muchas de las técnicas de 
Weierstrass a problemas de la física 
matemática y se convirtió en una 
de las primeras mujeres aceptada 
como investigadora matemática. 

The Granger Collection
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881 13.2  Límites y continuidad

Límite de una función de dos variables

Defi nición del límite de una función de dos variables

Sea f una función de dos variables defi nidas, excepto posiblemente en (x0, y0), en un 

disco centrado en (x0, y0), y sea L un número real. Entonces 

lím
x, y → x0, y0

f x, y L

Si a cada  > 0 le corresponde un d > 0 tal que

siempre que   0 < x x0
2 y y0

2 < .f x, y L <

Gráfi camente, la defi nición del límite de 

una función implica que para todo punto (x, y) 

≠ (x0, y0) en el disco de radio d, el valor f(x, y) 

está entre L + e y L – e, como se muestra en la 

fi gura 13.19.

La defi nición del límite de una función 

en dos variables es similar a la defi nición del 

límite de una función en una sola variable, pero 

existe una diferencia importante. Para deter-

minar si una función en una sola variable tiene 

límite, usted sólo necesita ver que se aproxime 

al límite por ambas direcciones: por la derecha 

y por la izquierda. Si la función se aproxima al 

mismo límite por la derecha y por la izquierda, 

puede concluir que el límite existe. Sin embar-

go, en el caso de una función de dos variables, 

x, y → x0, y0

la expresión signifi ca que el punto puede aproximarse al punto por cualquier dirección. 

Si el valor de

lím
x, y → x0, y0

f x, y

no es el mismo al aproximarse por cualquier trayectoria a (x0, y0) el límite no existe. 

EJEMPLO 1  Verifi car un límite a partir de la defi nición

Demuestre que lím
x, y → a, b

x a.

Solución Sea f(x, y) = x y L = a. Necesita demostrar que para cada e > 0, existe un 

entorno d de (a, b) tal que 

f x, y L x a <

siempre que (x, y) ≠ (a, b) se encuentre en el entorno. Primero puede observar que

0 < x a 2 y b 2 <

implica que

< .

x a 2 y b 2

x a 2

f x, y a x a

Así que puede elegir d = e y el límite queda verifi cado.  

x (x1, y1) (x0, y0)

y

L + ε

L − ε

L

z

Disco de radio δ

Para todo
el valor de

y
Figura 13.19

L .L
f x, y

,x, y en el círculo de radio
se encuentra entre
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882 Capítulo 13  Funciones de varias variables

Los límites de funciones de varias variables tienen las mismas propiedades respecto 

a la suma, diferencia, producto y cociente que los límites de funciones de una sola va-

riable. (Vea el teorema 1.2 en la sección 1.3.) Algunas de estas propiedades se utilizan 

en el ejemplo siguiente.

EJEMPLO 2  Calcular un límite

Calcule 

lím
x, y → 1, 2

5x2y
x2 y2.

Solución Usando las propiedades de los límites de productos y de sumas, obtiene

y

lím
x, y → 1, 2

x2 y2 12 22 5.

lím
x, y → 1, 2

 5x2y 5 12 2 10

Como el límite de un cociente es igual al cociente de los límites (y el denominador no 

es 0), tiene

 lím
x, y → 1, 2

5x2y
x2 y2

10
5

2.

EJEMPLO 3  Verifi car un límite 

Calcule lím
x, y → 0, 0

5x2y
x2 y2.

Solución En este caso, los límites del numerador y del denominador son ambos 0, por 

tanto no puede determinar la existencia (o inexistencia) del límite tomando los límites del 

numerador y el denominador por separado y dividiendo después. Sin embargo, por la grá-

fi ca de f (fi gura 13.20), parece razonable pensar que el límite pueda ser 0. En consecuen-

cia, puede intentar aplicar la defi nición de límite a L = 0. Primero, debe observar que

y

x2

x2 y2 1.

y x2 y2

Entonces, en una vecindad d de (0, 0), tiene que, 

0 < x2 y2 <

y se tiene que para (x, y) ≠ (0, 0), 

< 5 .

5 x2 y2

5 y

5 y
x2

x2 y2

f x, y 0
5x2y

x2 y2

Por tanto, puede elegir d = e�5 y concluir que 

lím
x, y → 0, 0

5x2y
x2 y2 0.

 

y32
4 5

−5 −4

7

6

5

x
5

z

Superficie:

f (x, y) =
x2 + y2

5x2y

Figura 13.20
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883 13.2  Límites y continuidad

Con algunas funciones es fácil reconocer que el límite no existe. Por ejemplo, está 

claro que el límite

lím
x, y → 0, 0

1
x2 y2

no existe porque el valor de f(x, y) crece sin tope cuando (x, y) tiende a (0, 0) por cual-
quier trayectoria (vea la fi gura 13.21). 

Con otras funciones no es tan fácil reconocer que un límite no existe. Así, el si-

guiente ejemplo describe un caso en el que el límite no existe, ya que la función se 

aproxima a valores diferentes a lo largo de trayectorias diferentes. 

EJEMPLO 4  Un límite que no existe

Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo.

Demuestre que el siguiente límite no existe. 

lím
x, y → 0, 0

x2 y2

x2 y2

2

Solución El dominio de la función 

f x, y
x2 y2

x2 y2

2

consta de todos los puntos en el plano xy con excepción del punto (0, 0). Para demostrar 

que el límite no existe cuando (x, y) se aproxima a (0, 0), considere aproximaciones a 

(0, 0) a lo largo de dos “trayectorias” diferentes, como se muestra en la fi gura 13.22. A 

lo largo del eje x, todo punto es de la forma 

(x, 0) 

y el límite a lo largo de esta trayectoria es

Límite a lo largo del eje xlím
x, 0 → 0, 0

x2 02

x2 02

2

lím
x, 0 → 0, 0

12 1.

Sin embargo, si (x, y) se aproxima a (0, 0) a lo largo de la recta y = x, se obtiene

Límite a lo largo de y xlím
x, x → 0, 0

x2 x2

x2 x2

2

lím
x, x → 0, 0

0
2x2

2

0.

Esto signifi ca que en cualquier disco 

abierto centrado en (0, 0) existen puntos 

(x, y) en los que f toma el valor 1 y otros 

puntos en los que asume el valor 0. Por 

ejemplo,

f(x, y) = 1

en los puntos (1, 0), (0.1, 0), (0.01, 0) y 

(0.001, 0), y 

f(x, y) = 0

en (1, 1), (0.1, 0.1), (0.01, 0.01) y (0.001, 

0.001). Por tanto, f no tiene límite cuando 

(x, y) → (0, 0).

En el ejemplo 4 puede concluir que el límite no existe, ya que se encuentran dos 

trayectorias que dan límites diferentes. Sin embargo, si dos trayectorias hubieran dado el 

mismo límite, no podría concluir que el límite existe. Para llegar a tal conclusión, debe 

demostrar que el límite es el mismo para todas las aproximaciones posibles

y

x

3
3

4

z

no existe.

Figura 13.21

lím
x, y → 0, 0

1
x2 y 2

3

2

3

A lo largo de 
y = x:  (x, x) → (0, 0)
El límite es 0.

y
x

A lo largo del eje x:
(x, 0) → (0, 0)
El límite es 1.

z

no existe

Figura 13.22

lim
x, y → 0, 0

x2 y 2

x2 y 2

2
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884 Capítulo 13  Funciones de varias variables

Continuidad de una función de dos variables
En el ejemplo 2, observe que límite de cuando x, y → 1, 2f x, y 5x2y x2 y2  

puede calcularse por sustitución directa. Es decir, el límite es f(1, 2) = 2. En tales casos, 

se dice que la función es continua en el punto (1, 2).

Defi nición de continuidad de una función de dos variables

Una función f de dos variables es continua en un punto (x0, y0) de una región abierta 

R si f(x0, y0) es igual al límite de f(x, y), cuando (x, y) tiende a (x0, y0). Es decir,

lím
x, y → x0, y0

f x, y f x0, y0 .

La función f es continua en la región abierta R si es continua en todo punto de R.

En el ejemplo 3 se demostró que la función

f x, y
5x2y

x2 y2

no es continua en (0, 0). Sin embargo, como el límite en este punto existe, usted puede 

eliminar la discontinuidad defi niendo el valor de f en (0, 0) igual a su límite. Tales dis-

continuidades se llaman removibles. En el ejemplo 4 se demostró que la función 

f x, y
x2 y2

x2 y2

2

tampoco es continua en (0, 0), pero esta discontinuidad es no removible.

TEOREMA 13.1 Funciones continuas de dos variables

Si k es un número real y f y g son funciones continuas en (x0, y0), entonces las fun-

ciones siguientes son continuas en (x0, y0).

1.  Múltiplo escalar: kf  2. Suma y diferencia: f ± g

3.  Producto: fg   4. Cociente: f�g, g(x0, y0) ≠ 0

El teorema 13.1 establece la continuidad de las funciones polinomiales y racio-
nales en todo punto de su dominio. La continuidad de otros tipos de funciones puede 

extenderse de manera natural de una a dos variables. Por ejemplo, las funciones cuyas 

gráfi cas se muestran en las fi guras 13.23 y 13.24 son continuas en todo punto del plano.

Superficie:
f (x, y) =   sen(x2 + y2)1

2

x y

z

La función
punto del plano.
Figura 13.23

f es continua en todo

y2

2

2
x

z

f (x, y) = cos(y2)e−     x2 + y2
Superficie:

La función
punto del plano.
Figura 13.24

f es continua en todo

COMENTARIO Esta 

defi nición de continuidad puede 

extenderse a puntos frontera 
de la región abierta R, conside-

rando un tipo especial de límite 

en el que (x, y) sólo se permite 

tender hacia (x0, y0) a lo largo 

de trayectorias que están en la 

región. Este concepto es similar 

al de límites unilaterales, trata-

do en el capítulo 1.
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885 13.2  Límites y continuidad

El siguiente teorema establece las condiciones bajo las cuales una función com-

puesta es continua.

TEOREMA 13.2 Continuidad de una función compuesta

Si h es continua en (x0, y0) y g es continua en h(x0, y0), entonces la función com-

puesta por g h x, y g h x, y  es continua en (x0, y0). Es decir,

lím
x, y → x0, y0

g h x, y g h x0, y0 .

En el teorema 13.2 hay que observar que h es una función de dos variables, mientras 

que g es una función de una variable.

EJEMPLO 5  Analizar la continuidad

Analice la continuidad de cada función

.b.a g x, y
2

y x2f x, y
x 2y
x2 y2

Solución

a.  Como una función racional es continua en todo punto de su dominio, puede concluir 

que es continua en todo punto del plano xy, excepto en (0, 0), como se muestra en la 

fi gura 13.25.

b.  La función dada por

 
g x, y

2
y x2

 es continua, excepto en los puntos en los cuales el denominador es 0, que está dado por 

 y x2 0.

 Por tanto, puede concluir que la función es continua en todos los puntos, excepto en 

los puntos en que se encuentra la parábola y = x2. En el interior de esta parábola se 

tiene y > x2, y la superfi cie representada por la función se encuentra sobre el plano xy, 

como se muestra en la fi gura 13.26. En el exterior de la parábola y < x2, y la superfi cie 

se encuentra debajo del plano xy. 

Figura 13.25

0, 0 .f

x
y4

3

5

z

x − 2y
f (x, y) =

x2 + y2

La función no es continua en
parábola
Figura 13.26

y x2.
g

y

x

5

5

4

4

3

2

z
g(x, y) =

y − x2
2

y = x2

La función no es continua en la

13-CH13-LARSON.indd 885 05/12/14 11:21



886 Capítulo 13  Funciones de varias variables

Continuidad de una función de tres variables
Las defi niciones anteriores de límites y continuidad pueden extenderse a funciones de 

tres variables, considerando los puntos (x, y, z) dentro de la esfera abierta

Esfera abiertax x0
2 y y0

2 z z0
2 < 2.

El radio de esta esfera es d, y la esfera está centrada en (x0, y0, z0), como se muestra en 

la fi gura 13.27. 

Esfera abierta en el espacio.

Figura 13.27

x
y

(x0, y0, z0)

z

δ

Un punto (x0, y0, z0) en una región R en el espacio es un punto interior de R si existe una 

esfera d centrada en (x0, y0, z0) que está contenida completamente en R. Si todo punto de 
R es un punto interior, entonces se dice que R es una región abierta.

Defi nición de continuidad de una función de tres variables

Una función de tres variables es continua en un punto (x0, y0, z0) de una región 

abierta R si f(x0, y0, z0) está defi nido y es igual al límite de f(x, y, z) cuando (x, y, z) se 

aproxima a (x0, y0, z0). Es decir,

lím
x, y, z → x0, y0, z0

f x, y, z f x0, y0, z0 .

La función f es continua en una región abierta R si es continua en todo punto de R.

EJEMPLO 6   Verifi car la continuidad de una función 
de tres variables

Analice la continuidad de

f x, y, z
1

x2 y2 z
.

Solución La función f es continua, excepto en los puntos en los que el denominador 

es igual a 0, que están dados por la ecuación 

x2 y2 z 0.

Por lo que f es continua en cualquier punto del espacio, excepto en los puntos del pa-

raboloide

z x2 y2.
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887 13.2  Límites y continuidad

Comprobar un límite a partir de su defi nición En los 
ejercicios 1 a 4, utilice la defi nición de límite de una función de 
dos variables para verifi car el límite

.2.1

.4.3 lím
x, y → a, b

y blím
x, y → 1, 3

y 3

lím
x, y → 4, 1

x 4lím
x, y → 1, 0

x 1

Usar las propiedades de límites En los ejercicios 5 a 8, en-
cuentre el límite indicado utilizando los límites

y lím
x, y → a, b

g x, y 3.lím
x, y → a, b

f x, y 4

5.

6.

7.

8. lím
x, y → a, b

f x, y g x, y
f x, y

lím
x, y → a, b

f x, y g x, y

lím
x, y → a, b

5 f x, y
g x, y

lím
x, y → a, b

f x, y g x, y

Límites y continuidad En los ejercicios 9 a 22, calcule el lí-
mite y analice la continuidad de la función.

.01.9

.21.11

.41.31

.61.51

.81.71

.02.91

.22.12 lím
x, y, z → 2, 1, 0

xeyzlím
x, y, z → 1, 3, 4

x y z

lím
x, y → 0, 1

arccos x y
1 xy

lím
x, y → 0, 1

arcsen xy
1 xy

lím
x, y → 2 , 4

 sen 
x
y

lím
x, y → 4, 2

y cos xy

lím
x, y → 1, 1

x

x y
lím

x, y → 1, 1

xy
x2 y2

lím
x, y → 1, 2

x y
x y

lím
x, y → 0, 2

x
y

lím
x, y → 2, 4

x y
x2 1

lím
x, y → 1, 2

exy

lím
x, y → 0, 0

x 4y 1lím
x, y → 2, 1

2x2 y

Obtener un límite En los ejercicios 23 a 34, encuentre el lí-
mite (si existe). Si el límite no existe, explique por qué.

.42.32

.62.52

.82.72

.03.92

31.

32.

33. lím
x, y, z → 0, 0, 0

xy yz xz
x2 y2 z2

lím
x, y → 0, 0

 ln x2 y2

lím
x, y → 0, 0

x2

x2 1 y2 1

lím
x, y → 0, 0

x
x2 y2lím

x, y → 0, 0

x y
x2 y

lím
x, y → 2, 1

x y 1

x y 1
lím

x, y → 0, 0

x y

x y

lím
x, y → 0, 0

1
x2y2lím

x, y → 0, 0

1
x y

lím
x, y → 1, 1

x2y
1 xy2lím

x, y → 1, 1

xy 1
1 xy

34. lím
x, y, z → 0, 0, 0

xy yz2 xz2

x2 y2 z2

Continuidad En los ejercicios 37 y 38, analice la continuidad 
de la función y evalúe el límite (si existe) cuando (x, y) → (0, 0).

35.

36.

y43
54

5
x

1

2

z

f x, y 1
cos x2 y2

x2 y2

x

1 2 3
3

7

y

z

f x, y exy

Límite y continuidad En los ejercicios 37 a 40, utilice una 
herramienta de grafi cación para elaborar una tabla que mues-
tre los valores de los puntos que se especifi can. Utilice el resulta-
do para formular una conjetura sobre el límite de f(x, y) cuando 
(x, y) → (0, 0). Determine analíticamente si el límite existe y 
analice la continuidad de la función.

37.

Trayectoria:

Puntos:

Trayectoria:

Puntos:

0.001, 0.001
0.01, 0.01 ,0.1, 0.1 ,

0.5, 0.5 ,1, 1 ,

y x

0.001, 0
0.01, 0 ,0.1, 0 ,

0.5, 0 ,1, 0 ,

y 0
2

2

2

y

x

z
f x, y

xy
x2 y2

13.2 Ejercicios   Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios 
con numeración impar.
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888 Capítulo 13  Funciones de varias variables

38.

Trayectoria:

Puntos:

Trayectoria:

Puntos:

39.

Trayectoria:

Puntos:

Trayectoria:

Puntos:

40.

Trayectoria:

Puntos:

Trayectoria:

Puntos:

0.0001, 0.0001
0.001, 0.001 ,
0.01, 0.01 ,

0.25, 0.25 ,1, 1 ,

y x

0.000001, 0
0.001, 0 ,
0.01, 0 ,

0.25, 0 ,1, 0 ,

y 0

y

x

−3

−4

4

−2−3

32

z

f x, y
2x y2

2x2 y

0.001, 0.001
0.01, 0.01 ,
0.1, 0.1 ,

0.5, 0.5 ,1, 1 ,

y x

0.001, 0
0.01, 0 ,0.1, 0 ,

0.5, 0 ,1, 0 ,

y 0

y
3

4

3

2

x 3

z
f x, y

y
x2 y2

0.000001, 0.001
0.0001, 0.01 ,
0.01, 0.1 ,

0.25, 0.5 ,1, 1 ,

x y2

0.000001, 0.001
0.0001, 0.01 ,
0.01, 0.1 ,

0.25, 0.5 ,1, 1 ,

x y2

y

x

4

2

3

z
f x, y

xy2

x2 y4

Comparar la continuidad En los ejercicios 43 a 46, analice 
la continuidad de las funciones f y g. Explique cualquier dife-
rencia.

41.

42.

g x, y
x2 2xy2 y2

,
x2 y2

1,

x, y 0, 0

x, y 0, 0

f x, y
x2 2xy2 y2

,
x2 y2

0,

x, y 0, 0

x, y 0, 0

g x, y

x4 y4

x2 y2
,

1,

x, y 0, 0

x, y 0, 0

f x, y

x4 y4

x2 y2
,

0,

x, y 0, 0

x, y 0, 0

Determinar un límite usando coordenadas polares En 
los ejercicios 43 a 48, utilice coordenadas polares para hallar el 
límite. [Sugerencia: Sea x = r cos u y y = r sen u, y observe que 
(x, y) → (0, 0) implica r → 0.]

.44.34

.64.54

.84.74 lím
x, y → 0, 0

 sen x2 y2lím
x, y → 0, 0

 cos x2 y2

lím
x, y → 0, 0

x2 y2

x2 y2
lím

x, y → 0, 0

x2y2

x2 y2

lím
x, y → 0, 0

x3 y3

x2 y2lím
x, y → 0, 0

xy2

x2 y2

Determinar un límite usando coordenadas polares En 
los ejercicios 49 a 52, use coordenadas polares y la regla de 
L’Hôpital para encontrar el límite.

.05.94

51.

52. lím
x, y → 0, 0

x2 y2 ln x2 y2

lím
x, y → 0, 0

1 cos x2 y2

x2 y2

lím
x, y → 0, 0

sen x2 y2

x2 y2lím
x, y → 0, 0

sen x2 y2

x2 y2

Continuidad En los ejercicios 53 a 58, analice la continuidad 
de la función.

53.

54.

.65.55

57.

58. f x, y

sen x2 y2

x2 y2 ,  x2 y2

1,  x2 y2

f x, y

sen xy
xy

,  xy 0

1,  xy 0

f x, y, z xy sen zf x, y, z
sen z

ex ey

f x, y, z
z

x2 y2 4

f x, y, z
1

x2 y2 z2

Continuidad de una función compuesta En los ejercicios 
59 a 62, analice la continuidad de la función compuesta f ∘ g.

.06.95

.26.16

g x, y x2 y2g x, y 2x 3y

f t
1

1 t
f t

1
t

g x, y x2 y2g x, y 2x 3y

f t
1
t

f t t2

Determinar un límite En los ejercicios 63 a 68, halle cada 
límite.

(a)

(b)

.46.36

.66.56

.86.76 f x, y y y 1f x, y 3x xy 2y

f x, y
1

x y
f x, y

x
y

f x, y x2 y2f x, y x2 4y

lím
y→0

f x, y y f x, y
y

lím
x→0

f x x, y f x, y
x
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889 13.2  Límites y continuidad

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 79 a 82, determine si 
el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué 
o dé un ejemplo que demuestre que es falso.

69.  Si entonces lím
x→0

f x, 0 0lím
x, y → 0, 0

f x, y 0, .

70.  Si entonces lím
x, y → 0, 0

f x, y 0lím
x, y → 0, 0

f 0, y 0, .

71.  Si f es continua para todo x y para todo y distintos de cero, y 

 f(0, 0) = 0, entonces lím
x, y → 0, 0

f x, y 0.

72.  Si g y h son funciones continuas de x y y, y f(x, y) = g(x) + 
h(y), entonces f es continua.

73.  Límite Considere lím
x, y → 0, 0

x2 y2

xy
 (vea la fi gura).

x

z

y2020

20

 (a)  Determine el límite (si es posible) a lo largo de toda recta 
de la forma y = ax.

 (b) Determine el límite (si es posible) a lo largo de la parábola 
y = x2.

 (c)  ¿Existe el límite? Explique su respuesta.

74.  Límite Considere lím
x, y → 0, 0

x2y
x4 y2

 (vea la fi gura). 

x

y

1

1

−1

−1

z

 (a) Determine el límite (si es posible) a lo largo de toda recta 
de la forma y = ax.

 (b)  Determine el límite (si es posible) a lo largo de la parábola 
y = x2.

 (c)  ¿Existe el límite? Explique su respuesta.

Determinar un límite usando coordenadas esféricas En 
los ejercicios 75 y 76, utilice las coordenadas esféricas para en-
contrar el límite. [Sugerencia: Tome x = R sen F cos U, y = 
R sen F sen U y z = R cos U, y observe que (x, y, z) → (0, 0, 0) es 
equivalente a R → 0+.]

75. lím
x, y, z → 0, 0, 0

xyz
x2 y2 z2

76. lím
x, y, z → 0, 0, 0

 tan 1 1
x2 y2 z2

77.  Obtener un límite Halle el límite siguiente.

lím
x, y → 0, 1

 tan 1 x2 1
x2 y 1 2

78.  Continuidad Dada la función

 
f x, y xy

x2 y2

x2 y2

 defi na f(0, 0) de manera que f sea continua en el origen.

79.  Demostración Demuestre que

 
lím

x, y → a, b
f x, y g x, y L1 L2

  donde f(x, y) tiende a L1 y g(x, y) se aproxima a L2 cuando 
(x, y) → (0, 0).

80.  Demostración Demuestre que si f es continua y f(a, b) 

< 0, entonces existe una vecindad d de (a, b) tal que 

f(x, y) < 0 para todo punto (x, y) en la vecindad.

DESARROLLO DE CONCEPTOS

81.  Límite Defi na el límite de una función de dos va-

riables. Describa un método que demuestre que

 
lím

x, y → x0, y0

f x, y

 no existe.

82.  Continuidad Establezca la defi nición de continui-

dad de una función de dos variables.

83.  Límites y evaluación de funciones 

 (a)  Si f(2, 3) = 4, ¿puede concluir algo acerca de 

lím
x, y → 2, 3

f x, y ? Dé razones que justifi quen su res-

puesta.

 (b)  Si lím
x, y → 2, 3

f x, y 4, ¿puede concluir algo acerca de 

f(2, 3)? Dé razones que justifi quen su respuesta.

¿CÓMO LO VE? En la fi gura se muestra la gráfi -

ca de f(x, y) = ln x2 + y2? A partir de la gráfi ca, 

¿puede inferir que existe el límite en cada punto?

(a) (b)

(c) (d) 2, 00, 0

0, 31, 1

y
2 4

−4−6−8

6 8

−5

x

4
6

8

z
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890 Capítulo 13  Funciones de varias variables

  Hallar y utilizar las derivadas parciales de una función de dos variables.
  Hallar y utilizar las derivadas parciales de una función de tres o más variables.
  Hallar derivadas parciales de orden superior de una función de dos o tres 

variables.

Derivadas parciales de una función de dos variables
En aplicaciones de funciones de varias variables suele surgir la pregunta: ¿“Cómo afec-

taría al valor de una función un cambio en una de sus variables independientes”? Usted 

puede contestar esta pregunta considerando cada una de las variables independientes por 

separado. Por ejemplo, para determinar el efecto de un catalizador en un experimento, 

un químico podría repetir el experimento varias veces usando cantidades distintas de ca-

talizador, mientras mantiene constantes las otras variables, como temperatura y presión. 

Para determinar la velocidad o la razón de cambio de una función f respecto a una de 

sus variables independientes puede utilizar un procedimiento similar. A este proceso se 

le llama derivación parcial, y el resultado se llama derivada parcial de f respecto a la 

variable independiente elegida.

Defi nición de las derivadas parciales de una función de dos variables

Si z = f(x, y), las primeras derivadas parciales de f con respecto a x y y son las 

funciones fx y fy defi nidas por

Derivada parcial con respecto a

y

Derivada parcial con respecto a yfy x, y lím
y→0

f x, y y f x, y
y

xfx x, y lím
x→0

f x x, y f x, y
x

siempre y cuando el límite exista.

Esta defi nición indica que si z = f(x, y), entonces para hallar fx, considere y cons-
tante y derive respecto a x. De manera similar, para calcular fy, considere x constante y 

derive respecto a y.

EJEMPLO 1  Hallar las derivadas parciales

a.  Para hallar fx para f(x, y) = 3x – x2y2 + 2x3y, considere y constante y derive respec-

to a x.

 Derivada parcial con respecto a xfx x, y 3 2xy2 6x2y

 Para hallar fy, considere y constante y derive respecto a y.

 Derivada parcial con respecto a yfy x, y 2x2y 2x3

b.  Para hallar fx para f(x, y) = (ln x)(sen x2y), considere y constante y derive respecto a x.

 
Derivada parcial respecto a xfx x, y lnx cos x2y 2xy

sen x2y
x

 Para hallar fy, considere x constante y derive respecto a y.

Derivada parcial respecto a yfy x, y ln x cos x2y x2

 

13.3 Derivadas parciales

JEAN LE ROND D’ALEMBERT
(1717-1783) 

La introducción de las derivadas 
parciales ocurrió años después 
del trabajo sobre el cálculo de 
Newton y Leibniz. Entre 1730 y 
1760, Leonhard Euler y Jean Le 
Rond d’Alembert publicaron por 
separado varios artículos sobre 
dinámica, en los cuales establecieron 
gran parte de la teoría de las 
derivadas parciales. Estos artículos 
utilizaban funciones de dos o más 
variables para estudiar problemas de 
equilibrio, movimiento de fl uidos y 
cuerdas vibrantes.
Consulte LarsonCalculus.com 
para leer más acerca de esta 
biografía.

Gianni Dagli Orti�The Art Archive�Alamy
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891 13.3  Derivadas parciales

Notación para las primeras derivadas parciales

Para z = f(x, y), las derivadas parciales fx y fy se denotan por

Derivada parcial respecto a

y

Derivada parcial respecto a y
y

f x, y fy x, y zy

z
y
.

x
x

f x, y fx x, y zx

z
x

Las primeras derivadas parciales evaluadas en el punto (a, b) se denotan por

y

z
y a, b

fy a, b .

z
x a, b

fx a, b

EJEMPLO 2  Hallar y evaluar las derivadas parciales

Dada f x, y xex2y, halle fx y fy, y evalúe cada una en el punto (1, ln 2).

Solución Como

Derivada parcial respecto a xfx x, y xex2y 2xy ex2y

la derivada parcial de f respecto a x en (1, ln 2) es

4 ln 2 2.

fx 1, ln2 eln 2 2ln 2 eln 2

Como

Derivada parcial respecto a yx3ex2y

fy x, y xex2y x2

la derivada parcial de f respecto a y en (1, ln 2) es

2.

fy 1, ln 2 eln 2

Las derivadas parciales de una función de dos variables z = f(x, y), tienen una inter-

pretación geométrica útil. Si y = y0 entonces z = f(x, y) representa la curva intersección 

de la superfi cie z = f(x, y) con el plano y = y0, como se muestra en la fi gura 13.28. Por 

consiguiente,

fx x0, y0 lím
x→0

f x0 x, y0 f x0, y0

x

representa la pendiente de esta curva en el punto (x0, y0, f(x0, y0)). Observe que tanto la 

curva como la recta tangente se encuentran en el plano y = y0. Análogamente,

fy x0, y0 lím
y→0

f x0, y0 y f x0, y0

y

representa la pendiente de la curva dada por la intersección de z = f(x, y) y el plano 

x = x0 en (x0, y0, f(x0, y0)), como se muestra en la fi gura 13.29.

Informalmente, los valores ∂f�∂x y ∂f�∂y en (x0, y0, z0) denotan las pendientes de 
la superfi cie en las direcciones de x y y, respectivamente.

COMENTARIO La nota-

ción ∂z�∂x se lee como “la deri-

vada parcial de z respecto a x” y 

∂z�∂y se lee como “la derivada 

parcial de z respecto a y”.

x

Plano: y = y0

y

(x0, y0, z0)
z

pendiente en la dirección

Figura 13.28

x.
f
x

x y

Plano: x = x0

z
(x0, y0, z0)

pendiente en la dirección

Figura 13.29

y.
f
y
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892 Capítulo 13  Funciones de varias variables

EJEMPLO 3   Hallar las pendientes de una superfi cie 
en las direcciones de x y de y

Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo.

Halle las pendientes en las direcciones de x y de y de la superfi cie dada por 

f x, y
x2

2
y2 25

8

en el punto 
1
2, 1, 2 .

Solución Las derivadas parciales de f respecto a x y a y son

y Derivadas parcialesfy x, y 2y.fx x, y x

Por tanto, en la dirección de x, la pendiente es

Figura 13.30fx
1
2

, 1
1
2

y en la dirección y, la pendiente es

Figura 13.31fy
1
2

, 1 2.

Figura 13.30

fx , 1   = −1
2

1
2(

, 1, 21
2( (

(
Pendiente en la dirección x:

y2
3

4

x

z

f (x, y) = −     − y2 + 

Superficie:
x2

2 8
25

Figura 13.31

x

y2
3

4

z

fy , 1   = − 21
2(

, 1, 21
2( (

(
Pendiente en la dirección y:

EJEMPLO 4   Hallar las pendientes de una superfi cie 
en las direcciones de x y de y

Halle las pendientes de la superfi cie dada por

f x, y 1 x 1 2 y 2 2

en el punto (1, 2, 1), en las direcciones de x y de y.

Solución Las derivadas parciales de f respecto a x y y son 

y Derivadas parcialesfy x, y 2 y 2 .fx x, y 2 x 1

Por tanto, en el punto (1, 2, 1), las pendientes en la dirección x es

fx 1, 2 2 1 1 0

y la pendiente en la dirección y es

fy 1, 2 2 2 2 0

como se muestra en la fi gura 13.32. 

f (x, y) = 1 − (x − 1)2 − (y − 2)2

Superficie:

y
x

z

4
3

2
1

1
(1, 2, 1)

fy(x, y)

fx(x, y)

Figura 13.32
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893 13.3  Derivadas parciales

Sin importar cuántas variables haya, las derivadas parciales se pueden interpretar 

como razones de cambio.

EJEMPLO 5  Usar derivadas parciales como razones de cambio

El área de un paralelogramo con lados adyacentes a y b entre los que se forma un ángulo u 

está dada por A = ab sen u, como se muestra en la fi gura 13.33.

a.  Halle la razón de cambio de A respecto de a si a = 10, b = 20 y 
6

. 

b.  Calcule la razón de cambio de A respecto de u si a = 10, b = 20 y 
6

. 

Solución

a.  Para hallar la razón de cambio del área respecto de a, se mantienen b y u constan-

tes, y se deriva respecto de a para obtener

  
Encuentre la derivada parcial con respecto a a.

A
a

b sen .

 Para a = 10, b = 20 y u = p�6, la razón de cambio del área con respecto de a es 

  
Sustituya b

A
a

20 sen 
6

10. y

b. Para hallar la razón de cambio del área respecto de u, se mantienen a y b constantes 

y se deriva respecto de u para obtener

  
Encuentre la derivada parcial con respecto a .

A
ab cos .

 Para a = 10, b = 20 y u = p�6, la razón de cambio del área con respecto de u es 

  
Sustituya .a, b,

A
200 cos 

6
100 3. y

 

Derivadas parciales de una función de tres o más variables
El concepto de derivada parcial puede extenderse de manera natural a funciones de tres 

o más variables. Por ejemplo, si w = f(x, y, z) existen tres derivadas parciales, cada una 

de las cuales se forma manteniendo constantes las otras dos variables. Es decir, para 

defi nir la derivada parcial de w respecto a x, considere y y z constantes y derive respecto 

a x. Para hallar las derivadas parciales de w respecto a y y respecto a z se emplea un 

proceso similar.

w
z

fz x, y, z lím
z→0

f x, y, z z f x, y, z
z

w
y

fy x, y, z lím
y→0

f x, y y, z f x, y, z
y

w
x

fx x, y, z lím
x →0

f x x, y, z f x, y, z
x

En general, si w = f(x1, x2, . . . , xn), hay n derivadas parciales denotadas por

k 1, 2, .  .  . , n.
w
xk

fxk
x1, x2, .  .  . , xn ,

Para hallar la derivada parcial con respecto a una de las variables, se mantienen constan-

tes las otras variables y se deriva con respecto a la variable dada.

a sena

b

θ

θA = ab sen θ

El área del paralelogramo es 

Figura 13.33

ab sen .
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894 Capítulo 13  Funciones de varias variables

EJEMPLO 6  Hallar las derivadas parciales

a.  Para hallar la derivada parcial de f(x, y, z) = xy + yz2 + xz respecto a z considere x 
y y constantes y obtiene

 z
xy yz2 xz 2yz x.

b.  Para hallar la derivada parcial de f(x, y, z) = z sen(xy2 + 2z) respecto a z, considere 

x y y constantes. Entonces, usando la regla del producto, obtiene 

 2z cos xy2 2z sen xy2 2z .

z cos xy2 2z 2 sen xy2 2z

z
z sen xy2 2z z

z
sen xy2 2z sen xy2 2z

z
z

c.  Para encontrar la derivada parcial de

 
f x, y, z, w

x y z
w

 respecto a w, se consideran x, y y z constantes y obtiene 

 w
x y z

w
x y z

w2 .
 

Derivadas de orden parcial de orden superior
Como sucede con las derivadas ordinarias, es posible hallar las segundas, terceras, etc., 

derivadas parciales de una función de varias variables, siempre que tales derivadas exis-

tan. Las derivadas de orden superior se denotan por el orden al que se hace la derivación. 

Por ejemplo, la función z = f(x, y) tiene las siguientes derivadas parciales de segundo 

orden.

1.  Derivando dos veces con respecto a x:

x
f
x

2f
x2 fxx.

2.  Derivando dos veces con respecto a y:

y
f
y

2f
y2 fyy.

3.  Derivando primero con respecto a x y después con respecto a y:

y
f
x

2f
y x

fxy.

4.  Derivando primero con respecto a y, y después con respecto a x: 

x
f
y

2f
x y

fyx.

El tercer y cuarto casos se llaman derivadas parciales mixtas.

COMENTARIO Observe 

que los dos tipos de notación 

para las derivadas parciales 

mixtas tienen convenciones 

diferentes para indicar el orden 

de derivación. 

Orden de 
izquierda a 
derecha

fx y fxy

Orden de 
derecha a 
izquierday

f
x

2f
y x

Puede recordar el orden de am-

bas notaciones observando que 

primero se deriva con respecto 

a la variable más “cercana” a f.
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895 13.3  Derivadas parciales

EJEMPLO 7  Hallar derivadas parciales de segundo orden

Encuentre las derivadas parciales de segundo orden de 

f x, y 3xy2 2y 5x2y2

y determine el valor de fxy(–1, 2).

Solución Empiece por hallar las derivadas parciales de primer orden respecto a x y y.

y fy x, y 6xy 2 10x2yfx x, y 3y2 10xy2

Después, derive cada una de éstas respecto a x y respecto a y.

y

y fyx x, y 6y 20xyfxy x, y 6y 20xy

fyy x, y 6x 10x2fxx x, y 10y2

En (–1, 2), el valor de fxy es

fxy 1, 2 12 40 28.

Observe que en el ejemplo 7 las dos derivadas parciales mixtas son iguales. En el 

teorema 13.3 se dan condiciones sufi cientes para que esto ocurra. 

TEOREMA 13.3 Igualdad de las derivadas parciales mixtas

Si f es una función de x y y tal que fxy y fyx son continuas en un disco abierto R, 

entonces, para todo (x, y) en R,

fxy x, y fyx x, y .

El teorema 13.3 también se aplica a una función de tres o más variables siempre y 

cuando las derivadas parciales de segundo orden sean continuas. Por ejemplo, si

Función de tres variablesw f x, y, z

y todas sus derivadas parciales de segundo orden son continuas en una región abierta, 

entonces en todo punto el orden de derivación para obtener las derivadas parciales mix-

tas de segundo orden es irrelevante. Si las derivadas parciales de tercer orden también 

son continuas, el orden de derivación para obtener las derivadas parciales mixtas de 

tercer orden es irrelevante.

EJEMPLO 8  Hallar derivadas parciales de orden superior

Demuestre que fxz = fzx y fxzz = fzxz = fzzx para la función dada por

f x, y, z yex x ln z.

Solución

Derivadas parciales de primer orden:

fz x, y, z
x
z

fx x, y, z yex lnz,

Derivadas parciales de segundo orden (nótese que las dos primeras son iguales):

fzz x, y, z
x
z2fzx x, y, z

1
z
,fxz x, y, z

1
z
,

Derivadas parciales de tercer orden (nótese que las tres son iguales):

fzzx x, y, z
1
z2fzxz x, y, z

1
z2,fxzz x, y, z

1
z2,
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896 Capítulo 13  Funciones de varias variables

Examinar una derivada parcial En los ejercicios 1 a 6, ex-
plique si se debe usar o no la regla del cociente para encontrar 
la derivada parcial. No derive.

.2.1

.4.3

.6.5
y

xy
x2 1x

xy
x2 1

x
x y
x2 1y

x y
x2 1

y
x2y

y2 3x
x2y

y2 3

Determinar derivadas parciales En los ejercicios 7 a 38, 
halle las dos derivadas parciales de primer orden.

.8.7

.01.9

.21.11

.41.31

.61.51

.81.71

.02.91

.22.12

.42.32

.62.52

.82.72

.03.92

.23.13

.43.33

.63.53

37.

38. f x, y
y

x

2t 1 dt
x

y

2t 1 dt

f x, y
y

x

t 2 1 dt

z cosh xy2z senh 2x 3y

z cos x2 y 2z ey sen xy

z sen 5x cos 5yz tan 2x y

z sen x 2yz cos xy

f x, y 2x y3f x, y x2 y 2

g x, y ln x2 y 2h x, y e x2 y2

z
xy

x2 y 2z
x2

2y
3y 2

x

z ln
x y
x y

z ln x2 y2

z ln xyz ln
x
y

z yey xz x2e2y

z ex yz exy

z y3 2xy2 1z x2 4xy 3y 2

z 2y2 xz x y

f x, y 4x3y 2f x, y x2y3

f x, y x2 2y 2 4f x, y 2x 5y 3

Evaluar derivadas parciales En los ejercicios 39 a 42, utili-
ce la defi nición de derivadas parciales empleando límites para 
calcular fx(x, y) y fy(x, y).

.04.93

24.14 . f x, y
1

x y
f x, y x y

f x, y x2 2xy y 2f x, y 3x 2y

Evaluar derivadas parciales En los ejercicios 43 a 50, eva-
lúe fx y fy en el punto dado.

43.

44.

45. f x, y cos 2x y ,  
4

,
3

f x, y e x cos y,  0, 0

f x, y ey sen x,  , 0

46.

47.

48.

49.

50. 1, 1f x, y
2xy

4x2 5y 2
,

2, 2f x, y
xy

x y
,

1, 1f x, y arccos xy,

2, 2f x, y arctan
y
x
,

f x, y sen xy,  2,
4

Determinar pendientes de superfi cies En los ejercicios 51 
y 52, calcule las pendientes de la superfi cie en las direcciones de 
x y de y en el punto dado.

.25.15

y
x 3 3

7

6

4

3

5

2

z

y
x

2

4

2

z

2, 1, 31, 1, 2

h x, y x2 y 2g x, y 4 x2 y 2

Determinar derivadas parciales En los ejercicios 53 a 58, 
encuentre las derivadas parciales de primer orden con respecto 
a x, y y z.

53.

54.

55.

56.

57.

58. G x, y, z
1

1 x2 y 2 z 2

F x, y, z ln x2 y 2 z 2

w
7xz

x y

w x2 y 2 z2

f x, y, z 3x2y 5xyz 10yz 2

H x, y, z sen x 2y 3z

Evaluar derivadas parciales En los ejercicios 59 a 64, eva-
lúe fx, fy y fz en el punto dado.

59.

60.

61.

62.

63.

64. 1, 2, 1f x, y, z 3x2 y2 2z2,

0,
2

, 4f x, y, z z sen x y ,

3, 1, 1f x, y, z
xy

x y z
,

f x, y, z
x
yz

,  1, 1, 1

2, 1, 2f x, y, z x2y3 2xyz 3yz,

f x, y, z x3yz2,  1, 1, 1

13.3 Ejercicios   Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios 
con numeración impar.
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897 13.3  Derivadas parciales

Uso de las primeras derivadas parciales En los ejercicios 
65 a 72, para f(x, y), encuentre todos los valores de x y y, tal que 
fx(x, y) = 0 y fy(x, y) = 0 simultáneamente.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72. f x, y ln x2 y 2 1

f x, y ex2 xy y2

f x, y 3x3 12xy y3

f x, y
1
x

1
y

xy

f x, y x2 xy y2

f x, y x2 4xy y 2 4x 16y 3

f x, y x2 xy y2 5x y

f x, y x2 xy y2 2x 2y

Determinar segundas derivadas parciales En los ejerci-
cios 73 a 82, calcule las cuatro derivadas parciales de segundo 
orden. Observe que las derivadas parciales mixtas de segun-
do orden son iguales.

.47.37

.67.57

.87.77

.08.97

.28.18 z arctan
y
x

z cos xy

z 2xey 3ye xz ex tan y

z ln x yz x2 y 2

z x4 3x2y 2 y4z x2 2xy 3y 2

z x2 3y2z 3xy2

Determinar derivadas parciales usando tecnología En 
los ejercicios 83 a 86, utilice un sistema algebraico por compu-
tadora, y halle las derivadas parciales de primero y segundo 
orden de la función. Determine si existen valores de x y y tales 
que fx(x, y) = 0 y fy(x, y) = 0 simultáneamente.

.48.38

.68.58 f x, y
xy

x y
f x, y ln

x
x2 y2

f x, y 25 x2 y 2f x, y x sec y

Comparar derivadas parciales mixtas En los ejercicios 87 
a 90, demuestre que las derivadas parciales mixtas fxyy, fyxy y fyyx 
son iguales.

87.

88.

89.

90. f x, y, z
2z

x y

f x, y, z e x sen yz

f x, y, z x2 3xy 4yz z3

f x, y, z xyz

Ecuación de Laplace En los ejercicios 91 a 94, demuestre que la 
función satisface la ecuación de Laplace 2z/ x2 2z/ y2 0.

.29.19

.49.39 z arctan
y
x

z ex sen y

z 1
2 ey e y sen xz 5xy

Ecuación de ondas En los ejercicios 95 a 98, demuestre que 
la función satisface la ecuación de onda 2z/ t 2 c2 2z/ x2 .

.69.59

.89.79 z sen ct sen xz ln x ct

z cos 4x 4ctz sen x ct

Ecuación del calor En los ejercicios 99 y 100, demuestre que 
la función satisface la ecuación del calor z/ t c2 2z/ x2 .

.001.99 z e t sen 
x
c

z e t cos 
x
c

Usar primeras derivadas En los ejercicios 101 y 102, determine 
si existe o no una función f(x, y) con las derivadas parciales dadas. 
Explique su razonamiento. Si tal función existe, dé un ejemplo.

101.

102. fy x, y x 4yfx x, y 2x y,

fy x, y 2 sen 3x 2yfx x, y 3 sen 3x 2y ,

DESARROLLO DE CONCEPTOS

103.  Primeras derivadas parciales Sea f una función 

de dos variables x y y. Describa el procedimiento 

para hallar las derivadas parciales de primer orden.

104.  Primeras derivadas parciales Dibuje una super-

fi cie que represente una función f de dos variables 

x y y. Utilice la gráfi ca para dar una interpretación 

geométrica de ∂f�∂x y ∂f�∂y.

105.  Dibujar una gráfi ca Dibuje la gráfi ca de una fun-

ción z = f(x, y) cuya derivada fx sea siempre negati-

va y cuya derivada fy sea siempre positiva.

106.  Dibujar una gráfi ca Dibuje la gráfi ca de una fun-

ción z = f(x, y) cuyas derivadas fx y fy sean siempre 

positivas.

107.  Derivadas parciales mixtas Si f es una función de 

x y de y, tal que fxy y fyx son continuas, ¿qué relación 

existe entre las derivadas parciales mixtas? Explique.

 ¿CÓMO LO VE? Utilice la gráfi ca de la super-

fi cie para determinar el signo de cada derivada 

parcial. Explique su razonamiento.

(a) (b)

(c) (d) fy 1, 2fx 1, 2

fy 4, 1fx 4, 1

5

2

− 5

y

x

z

5

109.  Ingreso marginal Una corporación farmacéutica tiene 

dos plantas que producen la misma medicina. Si x1 y x2 

son los números de unidades producidas en la planta 1 

y en la planta 2, respectivamente, entonces el ingreso 

total para el producto está dado por R 200x1 200x2

4x1
2 8x1x2 4x2

2. Cuando x1 = 4 y x2 = 12, encuen-

tre (a) el ingreso marginal para la planta 1, ∂R�∂x1, y 

(b) el ingreso marginal para la planta 2, ∂R�∂x2.
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898 Capítulo 13  Funciones de varias variables

110.  Costo marginal 

Una empresa fabrica 
dos tipos de estufas 
de combustión de ma-
dera: el modelo au-
toestable y el modelo 
para inserción en una 
chimenea. La función 
de costo para producir 
x estufas autoestables 
y y de inserción en una 
chimenea es

 C 32 xy 175x 205y 1050.

 (a)  Calcule los costos marginales (∂C�∂x) y (∂C�∂y) cuan-
do x = 80 y y = 20.

 (b)  Cuando se requiera producción adicional, ¿qué mo-
delo de estufa hará incrementar el costo con una tasa 
más alta? ¿Cómo puede determinarse esto a partir del 
modelo del costo?

111.  Psicología Recientemente en el siglo XX se desa-

rrolló una prueba de inteligencia llamada la Prueba de 
Stanford-Binet (más conocida como la prueba IQ). En 

esta prueba, una edad mental individual M es dividida 

entre la edad cronológica individual C y el cociente es 

multiplicado por 100. El resultado es el IQ de la persona

  
IQ M, C

M
C

100

  Encuentre las derivadas parciales de IQ respecto a M y res-
pecto a C. Evalúe las derivadas parciales en el punto (12, 10) 
e interprete el resultado. (Fuente: Adaptado de Bernstein/
ClarkSteward/Roy/Wickens, Psicología, 4a. ed.)

112.  Productividad marginal Considere la función de 

producción de Cobb-Douglas f x, y 200x0.7y0.3. Si 

x = 1000 y y = 500, encuentre (a) la productividad 

marginal del trabajo ∂f�∂x y (b) la productividad mar-

ginal de capital ∂f�∂y.

113.  Piénselo Sea N el número de aspirantes a una univer-

sidad, p el costo por alimentación y alojamiento en la 

universidad, y t el costo de la matrícula. Suponga que N 

es una función de p y t tal que ∂N�∂p < 0 y ∂N�∂t < 0. 

¿Qué información obtiene al saber que ambas deriva-

das parciales son negativas?

114.  Inversión El valor de una inversión de $1000 al 6% 

de interés compuesto anual es

  
V I, R 1000

1 0.06 1 R
1 I

10

  donde I es la tasa anual de infl ación y R es la tasa de impuesto 
para el inversionista. Calcule VI (0.03, 0.28) y VR (0.03, 0.28). 
Determine si la tasa de impuesto o la tasa de infl ación es el 
mayor factor “negativo” sobre el crecimiento de la inversión. 

115.  Distribución de temperatura La temperatura en 

cualquier punto (x, y) de una placa de acero T = 500 – 

0.6x2 – 1.5y2, donde x y y son medidos en metros. En 

el punto (2, 3), halle la razón de cambio de la tempera-

tura respecto a la distancia recorrida en la placa en las 

direcciones del eje x y del eje y.

116.  Temperatura aparente Una medida de la percepción 

del calor ambiental para una persona promedio es el 

Índice de temperatura aparente. Un modelo para este 

índice es

  A 0.885t 22.4h 1.20th 0.544

  donde A es la temperatura aparente en grados Celsius, t es la 
temperatura del aire y h es la humedad relativa dada en forma 
decimal. (Fuente: The UMAP Journal)

 (a)  Halle y
A
h

A
t

 si t = 30° y h = 0.80.

 (b)  ¿Qué infl uye más sobre A, la temperatura del aire o la 
humedad? Explique.

117.  Ley de los gases ideales La ley de los gases ideales 

establece que PV nRT , donde P es la presión, V es 

el volumen, n es el número de moles de gas, R es una 

constante (la constante de los gases) y T es la tempera-

tura absoluta. Demuestre que

  

T
P

P
V

V
T

1.

118.  Utilidad marginal La función de utilidad U = f(x, y) 

es una medida de la utilidad (o satisfacción) que obtie-

ne una persona por el consumo de dos productos x y y. 

La función de utilidad para los dos productos es 

  U 5x2 xy 3y 2.

 (a)  Determine la utilidad marginal del producto x.

 (b)  Determine la utilidad marginal del producto y.

 (c)  Si x = 2 y y = 3, ¿se debe consumir una unidad más de 
producto x o una unidad más de producto y? Explique su 
razonamiento. 

 (d)  Utilice un sistema algebraico por computadora y repre-
sente gráfi camente la función. Interprete las utilidades 
marginales de productos x y y con una gráfi ca.

119.  Modelo matemático En la tabla se muestran los 

consumos per cápita (en miles de millones de dólares) 

de diferentes tipos de entretenimiento en Estados Uni-

dos desde 2005 hasta 2010. Los gastos en parques de 

atracciones y lugares para acampar, entretenimiento en 

vivo (excluyendo deportes), y espectadores de depor-

tes están representados por las variables x, y y z (Fuen-
te: U.S. Bureau of Economic Analysis)

 

2005 2006 2007 2008 2009 2010

x 36.4 39.0 42.4 44.7 43.0 45.2

y 15.3 16.6 17.4 17.5 17.0 17.3

z 16.4 18.1 20.0 20.5 20.1 21.4

Año

 Un modelo para los datos está dado por 

  z 0.461x 0.301y 494.

 (a)  Halle y
z
y

z
x

 .

 (b)  Interprete las derivadas parciales en el contexto del pro-
blema.

Amy Walters�Shutterstock.com
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899 13.3  Derivadas parciales

120.  Modelado de datos La tabla muestra el gasto en 

atención pública médica (en miles de millones de dóla-

res) en compensación a trabajadores x, asistencia públi-

ca y, y seguro médico del Estado z, del año 2005 al 2010. 

(Fuente: Centers for Medicare and Medicaid Services) 

2005 2006 2007 2008 2009 2010

x 41.2 41.6 41.2 40.1 36.7 37.2

y 309.5 306.8 326.4 343.8 374.4 401.4

z 338.8 403.1 432.3 466.9 499.8 524.6

Año

 Un modelo para los datos está dado por 

 z 11.734x2 0.028y2 888.24x 23.09y 12,573.9.

 (a)  Halle y
2z
y2

2z
x2 .

 (b)  Determine la concavidad de las trazas paralelas al plano xz. 
Interprete el resultado en el contexto del problema. 

 (c)  Determine la concavidad de las trazas paralelas al plano 
yz. Interprete el resultado en el contexto del problema.

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 121 a 124, determine si 
el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué 
o dé un ejemplo que demuestre que es falso.

121.

122.

123.
2z

y x
xy 1 e xy.z exy,

z
x

z
y

f x g y f x g y .z f x g y ,

z c x y .
z
x

z
y
,z f x, y

Si

Si

Si y

entonces

entonces

entonces

124.  Si una superfi cie cilíndrica z = f(x, y) tiene rectas generatri-
ces paralelas al eje y, entonces ∂z�∂y = 0.

125.  Uso de una función Considere la función defi nida por

  

f x, y
xy x2 y2

,
x2 y2

0,

x, y 0, 0

x, y 0, 0
.

 (a)  Halle fx(x, y) y fy(x, y) para (x, y) ≠ (0, 0).

 (b)  Utilice la defi nición de derivadas parciales para hallar 
fx(0, 0) y fy(0, 0).

   
Sugerencia: fx 0, 0 lím

x→0

f x, 0 f 0, 0
x

 (c)  Utilice la defi nición de derivadas parciales para hallar 
fxy(0, 0) y fyx(0, 0).

 (d)  Utilizando el teorema 13.3 y el resultado del inciso (c), 
indique qué puede decirse acerca de fxy o fyx.

126.  Uso de una función Considere la función 

 f x, y x3 y3 1 3.

 (a)  Halle fx(0, 0) y fy(0, 0). 

 (b)  Determine los puntos (si los hay) en los cuales fx(x, y) o 
fy(x, y) no existen.

127.  Uso de una función Considere la función 

 f x, y x2 y2 2 3.

 Demuestre que 

  

fx x, y
4x

3 x2 y2 1 3,

0,

x, y 0, 0

x, y 0, 0
.

PARA INFORMACIÓN ADICIONAL Para más información so-

bre este problema, consulte el artículo “A Classroom Note on a 

Naturally Occurring Piecewise Defi ned Function”, de Don Cohen, 

en Mathematics and Computer Education.

PROYECTO DE TRABAJO

Franjas de Moiré
Lea el artículo “Moiré Fringes and the Conic Sections”, de Mike 
Cullen, en The College Mathematics Journal. El artículo describe 
cómo dos familias de curvas de nivel dadas por

y g x, y bf x, y a

pueden formar franjas de Moiré. Después de leer el artículo, escriba 
un documento que explique cómo se relaciona la expresión

f
x

g
x

f
y

g
y

con las franjas de Moiré formadas por la intersección de las dos 
familias de curvas de nivel. Utilice como ejemplo uno de los mo-
delos siguientes.

Mike Cullen; Mike Cullen
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900 Capítulo 13  Funciones de varias variables

  Entender los conceptos de incrementos y diferenciales.
  Extender el concepto de diferenciabilidad a funciones de dos variables.
  Utilizar una diferencial como aproximación.

Incrementos y diferenciales
En esta sección se generalizan los conceptos de incrementos y diferenciales a funciones 

de dos o más variables. Recuerde que en la sección 3.9, dada y = f(x) se defi nió la dife-

rencial de y como

dy f x dx.

Terminología similar se usa para una función de dos variables, z = f(x, y). Es decir, ∆x y 

∆y son los incrementos en x y en y, y el incremento en z está dado por

Incremento en zz f x x, y y f x, y .

Defi nición de diferencial total

Si z = f(x, y), y ∆x y ∆y son los incrementos en x y en y, entonces las diferenciales 

de las variables independientes x y y son

y dy ydx x

y la diferencial total de la variable dependiente z es

dz
z
x

dx
z
y

dy fx x, y dx fy x, y dy.

Esta defi nición puede extenderse a una función de tres o más variables. Por ejem-

plo, si w = (x, y, z, u), entonces dx = ∆x, dy = ∆y, dz = ∆z, du = ∆u, y la diferencial 

total de w es

dw
w
x

dx
w
y

dy
w
z

dz
w
u

du.

EJEMPLO 1  Hallar la diferencial total

Encuentre la diferencial total de cada función.

.b.a w x2 y2 z2z 2x sen y 3x2y2

Solución

a.  La diferencial total dz de z = 2x sen y – 3x2y2 es

Diferencial total

2 sen y 6xy2 dx 2x cos y 6x2y dy.

dzdz
z
x

dx
z
y

dy

b.  La diferencial total dw de w = x2 + y2 + z2 es

Diferencial total 

2x dx 2y dy 2z dz.

dwdw
w
x

dx
w
y

dy
w
z

dz

13.4 Diferenciales 
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901 13.4  Diferenciales

Diferenciabilidad
En la sección 3.9 aprendió que si una función dada por y = f(x) es diferenciable, puede 

utilizar la diferencial dy = f ′(x) dx como una aproximación (para ∆x pequeños) al valor 

∆y = f(x + ∆x) – f(x). Cuando es válida una aproximación similar para una función de 

dos variables, se dice que la función es diferenciable. Esto se expresa explícitamente 

en la defi nición siguiente.

Defi nición de diferenciabilidad

Una función f dada por z = f(x, y) es diferenciable en (x0, y0) si ∆z puede expresarse 

en la forma

z fx x0, y0 x fy x0, y0 y 1 x 2 y

donde e1 y e2 → 0 cuando 

(∆x, ∆y) → (0, 0). 

La función f es diferenciable en una región R si es diferenciable en todo punto de R.

EJEMPLO 2  Demostrar que una función es diferenciable

Demuestre que la función dada por

f x, y x2 3y

es diferenciable en todo punto del plano.

Solución Haciendo z = f(x, y), el incremento de z en un punto arbitrario (x, y) en el 

plano es

Incremento de 

fx x, y x fy x, y y 1 x 2 y

2x x 3 y x x 0 y

2x x x2 3 y

x2 2x x x2 3 y y x2 3y

zz f x x, y y f x, y

donde e1 = Δx y E2 = 0. Como E1 → 0 y E2 → 0 cuando (∆x, ∆y)→ (0, 0), se sigue que 

f es diferenciable en todo punto en el plano. La gráfi ca de f se muestra en la fi  gu ra 

13.34. 

Debe tener en cuenta que el término “diferenciable” se usa de manera diferente para 

funciones de dos variables y para funciones de una variable. Una función de una variable 

es diferenciable en un punto si su derivada existe en el punto. Sin embargo, en el caso de 

una función de dos variables, la existencia de las derivadas parciales fx y fy no garantiza 

que la función sea diferenciable (vea el ejemplo 5). El teorema siguiente proporciona 

una condición sufi ciente para la diferenciabilidad de una función de dos variables. 

TEOREMA 13.4 Condiciones sufi cientes para la diferenciabilidad

Si f es una función de x y y, para la que fx y fy son continuas en una región abier-

ta R, entonces f es diferenciable en R.

En el apéndice A se da una demostración del teorema 13.4. 
Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostración.

y

x
4

− 4

4

1

z

Figura 13.34

13-CH13-LARSON.indd 901 05/12/14 11:21



902 Capítulo 13  Funciones de varias variables

Aproximación mediante diferenciales
El teorema 13.4 dice que puede elegir (x + Δx, y + Δy) sufi cientemente cerca de (x, y) 

para hacer que E1Δx y E2Δy sean insignifi cantes. En otros términos, para Δx y Δy peque-

ños, se puede usar la aproximación

z dz.

Esta aproximación se ilustra gráfi camente en la fi gura 13.35. Hay que recordar que las 

derivadas parciales ∂z/∂x y ∂z/∂y pueden interpretarse como las pendientes de la super-

fi cie en las direcciones de x y de y. Esto signifi ca que

dz
z
x

x
z
y

y

representa el cambio en altura de un plano tangente a la superfi cie en el punto (x, y, 

f(x, y)). Como un plano en el espacio se representa mediante una ecuación lineal en las 

variables x, y y z, la aproximación de ∆z mediante dz se llama aproximación lineal. 
Aprenderá más acerca de esta interpretación geométrica en la sección 13.7.

EJEMPLO 3  Usar la diferencial como una aproximación

Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo.

Utilice la diferencial dz para aproximar el cambio en z 4 x2 y2 cuando (x, y) 

se desplaza del punto (1, 1) al punto (1.01, 0.97). Compare esta aproximación con el 

cambio exacto en z.

Solución Haciendo (x, y) = (1, 1) y (x + Δx, y + Δy) = (1.01, 0.97), obtiene 

y dy y 0.03.dx x 0.01

Por tanto, el cambio en z puede aproximarse mediante

z dz
z
x

dx
z
y

dy
x

4 x2 y2
x

y

4 x2 y2
y.

Cuando x = 1 y y = 1, se tiene 

z
1

2
0.01

1

2
0.03

0.02

2
2 0.01 0.0141.

En la fi gura 13.36 puede ver que el cambio exacto corresponde a la diferencia entre las 

alturas de dos puntos sobre la superfi cie de un hemisferio. Esta diferencia está dada por

0.0137.

4 1.01 2 0.97 2 4 12 12

z f 1.01, 0.97 f 1, 1

Una función de tres variables w = f(x, y, z) se dice que es diferenciable en (x, 

y, z) si

w f x x, y y, z z f x, y, z

puede expresarse en la forma

w fx x fy y fz z 1 x 2 y 3 z

donde E1, E2 y E3 → 0 cuando (Δx, Δy, Δz) → (0, 0, 0). Con esta defi nición de diferen-

ciabilidad, el teorema 13.4 puede extenderse de la siguiente manera a funciones de tres 

variables: si f es una función de x, y y z, donde f, fx, fy y fz son continuas en una región 

abierta R, entonces f es diferenciable en R.

En la sección 3.9 utilizó las diferenciales para aproximar el error de propagación 

introducido por un error en la medida. Esta aplicación de las diferenciales se ilustra en 

el ejemplo 4.

y
x

∆z2

∆z1
∆z

(x, y) (x + ∆x, y + ∆y)(x + ∆x, y)

dz
y
z ∆y

x
z ∆x

z

∂

∂
∂

∂

El cambio exacto en
cambio puede aproximarse mediante la 
diferencial
Figura 13.35

dz.

z.z Estees

x

y

z

(1, 1)
(1.01, 0.97)

22

2

f (x, y)f (x + ∆x, y + ∆y)

z =     4 − x2 − y2

Cuando
el valor de

cambia aproximadamente en 0.0137.
Figura 13.36

f x, y1.01, 0.97 ,
1, 1x, y se desplaza de al 

punto
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903 13.4  Diferenciales

EJEMPLO 4  Analizar errores

El error producido al medir cada una de las dimensiones de una caja rectangular es ±0.1 

milímetros. Las dimensiones de la caja son x = 50 centímetros, y = 20 centímetros y 

z = 15 centímetros, como se muestra en la fi gura 13.37. Utilice dV para estimar el error 

propagado y el error relativo en el volumen calculado de la caja.

Solución El volumen de la caja está dado por V = xyz, y por tanto

yz dx xz dy xy dz.

dV
V
x

dx
V
y

dy
V
z

dz

Utilizando 0.1 milímetros = 0.01 centímetros, obtiene

dx dy dz ± 0.01

y el error propagado es aproximadamente

centímetros cúbicos.±20.5

2050 ±0.01

300 ±0.01 750 ±0.01 1000 ±0.01

dV 20 15 ±0.01 50 15 ±0.01 50 20 ±0.01

Como el volumen medido es

centímetros cúbicos,V 50 20 15 15,000

el error relativo, ΔV�V, es aproximadamente

V
V

dV
V

20.5
15,000

0.14%.

Como ocurre con una función de una sola variable, si una función de dos o más 

variables es diferenciable en un punto, también es continua en él. 

TEOREMA 13.5 Diferenciabilidad implica continuidad 

Si una función de x y y es diferenciable en (x0, y0), entonces es continua en (x0, y0).

Demostración Sea f diferenciable en (x0, y0), donde z = f(x, y). Entonces

z fx x0, y0 1 x fy x0, y0 2 y

donde E1 y E2 → 0 cuando (Δx, Δy) → (0, 0). Sin embargo, por defi nición, usted sabe que 

Δz está dada por

z f x0 x, y0 y f x0, y0 .

Haciendo x = x0 + Δx y y = y0 + Δy obtiene

fx x0, y0 1 x x0 fy x0, y0 2 y y0 .

f x, y f x0, y0 fx x0, y0 1 x fy x0, y0 2 y

Tomando el límite cuando (x, y) → (x0, y0) obtiene

lím
x, y → x0, y0

f x, y f x0, y0

lo cual signifi ca que f es continua en (x0, y0).

Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostración. 

x

y

50

20

20

x = 50

z = 15

y = 20

z

Volumen
Figura 13.37

xyz.
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904 Capítulo 13  Funciones de varias variables

Recuerde que la existencia de fx y fy no es sufi ciente para garantizar la diferenciabi-

lidad, como se ilustra en el siguiente ejemplo. 

EJEMPLO 5  Una función que no es diferenciable

Para la función 

f x, y
3xy

x2 y2, x, y 0, 0

0, x, y 0, 0

demuestre que fx(0, 0) y fy(0, 0) existen, pero f no es diferenciable en (0, 0).

Solución Usted puede demostrar que f no es diferenciable en (0, 0) demostrando que 

no es continua en este punto. Para ver que f no es continua en (0, 0), observe los valores 

de f(x, y) a lo largo de dos trayectorias diferentes que se aproximan a (0, 0), como se 

muestra en la fi gura 13.38. A lo largo de la recta y = x, el límite es 

lím
x, x → 0, 0

f x, y lím
x, x → 0, 0

3x2

2x2

3
2

mientras que a lo largo de y = –x tiene 

lím
x, x → 0, 0

f x, y lím
x, x → 0, 0

3x2

2x2

3
2

.

Así, el límite de f(x, y) cuando (x, y) → (0, 0) no existe, y puede concluir que f no es 

continua en (0, 0). Por tanto, de acuerdo con el teorema 13.5, f no es diferenciable en 

(0, 0). Por otro lado, de acuerdo con la defi nición de las derivadas parciales fx y fy, tiene

y

fy 0, 0 lím
y→0

f 0, y f 0, 0
y

lím
y→0

0 0
y

0.

fx 0, 0 lím
x→0

f x, 0 f 0, 0
x

lím
x→0

0 0
x

0

Por tanto, las derivadas parciales en (0, 0) existen.

Figura 13.38

f (x, y) =

− 3xy

x2 + y2
,  (x, y) ≠ (0, 0)

(x, y) = (0, 0)0,

y = x, f(x, y)
− 3/2.

y

z

(0, 0, 0)

x

recta
A lo largo de la

y = − x, f(x, y)
se aproxima o tiende
a 3/2.

A lo largo de la recta
se aproxima

o tiende a

TECNOLOGÍA Utilice una herramienta de grafi cación para representar la 

función del ejemplo 5. Por ejemplo, la gráfi ca que se muestra a continuación fue 

generada con Mathematica.

y

x

Generada con Mathematica

z
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905 13.4  Diferenciales

Determinar una diferencial total En los ejercicios 1 a 10, 
encuentre la diferencial total.

.2.1

.4.3

.6.5

.8.7

.01.9 w x2yz2 sen yzw 2z3y sen x

w ey cos x z2z ex sen y

z 1
2 ex2 y2

e x2 y2
z x cos y y cos x

w
x y
z 3y

z
1

x2 y2

z 2x4y 8x2y3z 2x2y3

Usar una diferencial como aproximación En los ejercicios 
11 a 16, (a) evalúe f(2, 1) y f(2.1, 1.05) y calcule Δz, y (b) use la 
diferencial total dz para aproximar Δz.

.21.11

.41.31

.61.51 f x, y x cos yf x, y yex

f x, y
y
x

f x, y 16 x2 y2

f x, y x2 y2f x, y 2x 3y

 

Aproximar una expresión En los ejercicios 17 a 20, encuen-
tre z = f(x, y) y utilice la diferencial total para aproximar la 
cantidad.

.81.71

19.

20. sen 1.05 2 0.95 2 sen 12 12

5.05 2 3.1 2 52 32

1 3.05 2

5.95 2

1 32

622.01 2 9.02 22 9

DESARROLLO DE CONCEPTOS

21.  Aproximación Describa el cambio en la exactitud de 

dz como aproximación a ∆z cuando ∆x y ∆y aumentan.

22.  Aproximación lineal ¿Qué se quiere decir con una 

aproximación lineal de z = f(x, y) en el punto P(x0, y0)?

23.  Usar diferenciales Cuando se usan diferenciales, 

¿qué signifi can los términos error de propagación y 

error relativo?

¿CÓMO LO VE? ¿Qué punto tiene un diferencial 

mayor, 
1
2, 1

22, 2 o ? Explique. (Suponga que dx y dy 

son iguales en ambos puntos.)

3
3

3

z

y

x

25.  Área El área del rectángulo sombreada en la fi gura es 

A = lh. Los posibles errores en la longitud y la altura son 

∆l y ∆h, respectivamente. Encuentre dA e identifi que las 

regiones de la fi gura cuyas áreas están dadas por los tér-

minos de dA. ¿Qué región representa la diferencia entre 

∆A y dA?

Figura para 26Figura para 25

∆r

∆h
∆h

h

l ∆l

26.  Volumen El volumen del cilindro circular recto de co-

lor rojo es V = pr2h. Los posibles errores en el radio y 

en la altura son ∆r y ∆h, respectivamente. Determine dV 

e identifi que los sólidos en la fi gura cuyos volúmenes 

están dados en términos de dV. ¿Qué sólido representa 

la diferencia entre ∆V y dV? 

27.  Análisis numérico Se construye un cono circular rec-

to de altura h = 8 y radio r = 4, y durante la medición 

se cometieron errores ∆r en el radio y ∆h en la altura. 

Complete la tabla para mostrar la relación entre ∆V y dV 

para los errores indicados.

r h
o
dS

dV
o
S

V
o

S dS

V dV

0.1 0.1

0.1 0.1

0.001 0.002

0.0001 0.0002

Tabla para 27 y 28

28.  Análisis numérico La altura y radio de un cono circular 

recto midieron h = 16 metros y r = 6 metros. En la medi-

ción, se cometieron errores ∆r y ∆h. S es el área de la su-

perfi cie lateral de un cono. Complete la tabla anterior para 

mostrar la relación entre ∆S y dS para los errores indicados.

29.  Volumen El posible error implicado en la medición de 

cada dimensión de una caja rectangular es ±0.02 pulg. 

Las dimensiones de la caja son 8 pulgadas por 5 pulga-

das por 12 pulgadas. Aproxime el error propagado y el 

error relativo en el volumen calculado de la caja.

30.  Volumen El posible error implicado en la medición de 

cada dimensión de un cilindro circular recto es ±0.05 

pulg. El radio es de 3 centímetros y la altura de 10 centí-

metros. Aproxime el error propagado y el error relativo 

en el volumen calculado del cilindro.

13.4 Ejercicios   Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios 
con numeración impar.
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906 Capítulo 13  Funciones de varias variables

31.  Viento 

La fórmula para la frialdad producida por el viento C (en 
grados Fahrenheit) es

 C 35.74 0.6215T 35.75v0.16 0.4275Tv0.16

  donde v es la veloci-
dad del viento en mi-
llas por hora y T es la 
temperatura en grados 
Fahrenheit. La veloci-
dad del viento es 23 ± 
3 millas por hora y la 
temperatura es 8º ± 1º. 
Utilice dC para estimar 
el posible error pro-
pagado y el error relativo máximos al calcular la frialdad 
producida por el viento. (Fuente: National Oceanic and 
Atmospheric Administration)

32.  Resistencia La resistencia total R (en ohms) de dos 

resistencias conectadas en paralelo es

 

1
R

1
R1

1
R2

.
 

  Aproxime el cambio en R cuando R1 incrementa de 10 ohms a 
10.5 ohms y R2 decrece de 15 ohms a 13 ohms.

33.  Potencia La potencia eléctrica P está dada por 

 
P

E2

R

  donde E es el voltaje y R es la resistencia. Aproxime el máximo 
error porcentual al calcular la potencia si se aplican 120 volts a 
una resistencia de 2000 ohms y los posibles errores porcentua-
les al medir E y R son 3 y 4%, respectivamente.

34.  Aceleración La aceleración centrípeta de una par-

tícula que se mueve en un círculo es a = v2�r, donde v 
es la velocidad y r es el radio del círculo. Aproxime el 

error porcentual máximo al medir la aceleración debida 

a errores de 3% en v y 2% en r.

35.  Volumen Un abrevadero tiene 16 pies de largo (vea la 

fi gura). Sus secciones transversales son triángulos isós-

celes en los que los dos lados iguales miden 18 pulga-

das. El ángulo entre los dos lados iguales es u.

18 pulg.

16 pies

θ
18 pulg.

No dibujado a escala

 (a)  Exprese el volumen del abrevadero en función de u y de-
termine el valor de u para el que el volumen es máximo.

 (b) El error máximo en las mediciones lineales es de 1�2 pul-
gada y el error máximo en la medida del ángulo es 2°. 
Aproxime el cambio a partir del volumen máximo.

36.  Deportes Un jugador de béisbol en el jardín central se 

encuentra aproximadamente a 330 pies de una cámara 

de televisión que está en la base. Un bateador golpea 

una pelota que sale hacia una valla situada a una distan-

cia de 420 pies de la cámara (vea la fi gura).

330 pies

420 pies

9°

 (a)  La cámara gira 9° para seguir la carrera. Aproxime el nú-
mero de pies que el jugador central tiene que correr para 
atrapar la pelota.

 (b)  La posición del jugador central podría tener un error has-
ta de 6 pies y el error máximo al medir la rotación de la 
cámara de 1°. Aproxime el máximo error posible en el 
resultado del inciso (a).

37. Inductancia La inductancia L (en microhenrys) de un 

hilo recto no magnético en el vacío es

 
L 0.00021 ln

2h
r

0.75

  donde h es la longitud del alambre y r es el radio de una 

sección transversal circular. Aproxime L cuando r 2 ±

milímetros y  milímetros.h 100 ± 1
100

1
16

38.  Péndulo El periodo T de un péndulo de longitud L es

  
T

2 L

g  

  donde g es la aceleración de la gravedad. Un péndulo se mue-
ve desde la zona del canal, donde g = 32.09 pies por segun-
do cuadrado, a Groenlandia, donde g = 32.23 pies por segundo 
cua drado. Debido al cambio en la temperatura, la longitud del 
péndulo cambia de 2.5 pies a 2.48 pies. Aproxime el cambio en 
el periodo del péndulo.

Diferenciabilidad En los ejercicios 39 a 42, demuestre que la 
función es diferenciable, hallando los valores de E1 y E2 que se 
dan en la defi nición de diferenciabilidad, y verifi que que tanto 

E1 como E2 tienden a 0 cuando (∆x, ∆y) → (0, 0).

.04.93

.24.14 f x, y 5x 10y y3f x, y x2y

f x, y x2 y2f x, y x2 2x y

Diferenciabilidad En los ejercicios 43 y 44, utilice la función 
para demostrar que (a) tanto fx(0, 0) como fy(0, 0) existen, y 
(b) f no es diferenciable en (0, 0).

43.

44. f x, y
   5x2y
x3 y3

,

0,

x, y 0, 0

x, y 0, 0

f x, y
   3x2y
x4 y2

,

0,

x, y 0, 0

x, y 0, 0

Roca/Shutterstock.com
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907 13.5  Regla de la cadena para funciones de varias variables

  Utilizar la regla de la cadena para funciones de varias variables.
  Hallar las derivadas parciales implícitamente.

Regla de la cadena para funciones de varias variables
Su trabajo con diferenciales de la sección anterior proporciona las bases para la ex-

tensión de la regla de la cadena a funciones de dos variables. Hay dos casos: el primer 

caso cuando w es una función de x y y, donde x y y son funciones de una sola variable 

independiente t, como se muestra en el teorema 13.6.

TEOREMA 13.6 Regla de la cadena: una variable independiente 

Sea w = f(x, y) donde f es una función derivable de x y y. Si x = g(t) y y = h(t), donde 

g y h son funciones derivables de t, entonces w es una función diferenciable de t y

dw
dt

w
x
dx
dt

w
y
dy
dt

.

La regla de la cadena se muestra esquemáticamente en la fi gura 13.39. 

Una demostración de este teorema se da en el apéndice A.

Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostración.

EJEMPLO 5   Regla de la cadena con una variable 
independiente

Sea w = x2y – y2, donde x = sen t y y = et. Halle dw�dt cuando t = 0.

Solución De acuerdo con la regla de la cadena para una variable independiente, usted 

tiene

dw
dt

2.

2et sen t cos t et sen2 t 2e2t.

2 sen t et cos t sen2 t 2et et
2xy cos t x2 2y et

dw
dt

w
x
dx
dt

w
y
dy
dt

Cuando t = 0 se deduce que

La regla de la cadena presentada en esta sección proporciona técnicas alternativas 

para resolver muchos problemas del cálculo de una sola variable. Así, en el ejemplo 1 

podría haber usado técnicas para una sola variable para encontrar dw�dt expresando 

primero w como función de t,

dw
dt

2et sen t cos t et sen2 t 2e2t

et sen2 t e2t

sen t 2 et et 2

w x2y y2

y derivando después como de costumbre.

w

x y

t t

dx
dt

w
y

dy
dt

∂
∂

w
x

∂
∂

Regla de la cadena: una variable 
dependiente w, es función de x y y,
las que a su vez son funciones de t.
Este diagrama representa la derivada 
de w con respecto a t.

Figura 13.39

13.5 Regla de la cadena para funciones de varias variables
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908 Capítulo 13  Funciones de varias variables

La regla de la cadena en el teorema 13.6 puede extenderse a cualquier número de va-

riables. Por ejemplo, si cada xi es una función derivable de una sola variable t, entonces para 

dw
dt

w
x1

dx1

dt
w
x2

dx2

dt
. . . w

xn

dxn
dt

.

w f x1, x2, . . . , xn

tiene

EJEMPLO 2   Aplicación de la regla de la cadena a razones 
de cambio relacionadas

Dos objetos recorren trayectorias elípticas dadas por las ecuaciones paramétricas siguientes.

y Primer objeto

y Segundo objetoy2 3 cos 2tx2 2 sen 2t

y1 2 sen tx1 4 cos t

¿A qué velocidad cambia la distancia entre los dos objetos cuando t = p?

Solución En la fi gura 13.40 puede ver que la distancia s entre los dos objetos está 

dada por 

s x2 x1
2 y2 y1

2

y que cuando t = p, se tiene x1 = –4, y1 = 0, x2 = 0, y2 = 3, y 

s 0 4 2 3 0 2 5.

Cuando t = p, las derivadas parciales de s son las siguientes

s
y2

y2 y1

x2 x1
2 y2 y1

2

1
5

3 0
3
5

s
x2

x2 x1

x2 x1
2 y2 y1

2

1
5

0 4
4
5

s
y1

y2 y1

x2 x1
2 y2 y1

2

1
5

3 0
3
5

s
x1

x2 x1

x2 x1
2 y2 y1

2

1
5

0 4
4
5

 

Cuando t = p, las derivadas de x1, y1, x2 y y2 son

dy2

dt
6 sen 2t 0.

dx2

dt
4 cos 2t 4

dy1

dt
 2 cos t 2

dx1

dt
4 sen t 0

Por tanto, usando la regla de la cadena apropiada, usted sabe que la distancia cambia a 

una razón de

22
5

.

4
5

0
3
5

2
4
5

4
3
5

0

ds
dt

s
x1

dx1

dt
s
y1

dy1

dt
s
x2

dx2

dt
s
y2

dy2

dt

 

x

2

4

4

−2

−2

−4

−4

s

t =
3

y

π

x

2

4

4

−2

−2

−4

−4

s

y

t =
2
π

x

4

4

−2

−4

−4

s

t = π

y

Trayectorias de dos objetos que 
recorren órbitas elípticas.
Figura 13.40
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909 13.5  Regla de la cadena para funciones de varias variables

En el ejemplo 2, observe que s es función de cuatro variables intermedias, x1, y1, x2 y 

y2, cada una de las cuales es a su vez función de una sola variable t. Otro tipo de función 

compuesta es aquella en la que las variables intermedias son, a su vez, funciones de más de 

una variable. Por ejemplo, si w = f(x, y), donde x = g(s, t) y y = h(s, t), se deduce que w 
es función de s y de t, y usted puede considerar las derivadas parciales de w respecto a s y t. 
Una manera de encontrar estas derivadas parciales es expresar w explícitamente como 

función de s y t sustituyendo las ecuaciones x = g(s, t) y y = h(s, t) en la ecuación 

w = f(x, y). Así puede encontrar las derivadas parciales de la manera usual, como se mues-

tra en el ejemplo siguiente.

EJEMPLO 3  Hallar derivadas parciales por sustitución

Encuentre ∂w�∂s y ∂w�∂t para w = 2xy, donde x = s2 + t2 y y = s�t. 

Solución Comience por sustituir x = s2 + t2 y y = s�t en la ecuación w = 2xy para 

obtener 

w 2xy 2 s2 t2
s
t

2
s3

t
st .

Después, para encontrar ∂w�∂s mantenga constante t y derive respecto a s.

6s2 2t2

t

w
s

2
3s2

t
t

 

De manera similar, para hallar ∂w�∂t, mantenga constante s y derive respecto a t para 

obtener

2st2 2s3

t2
.

2
s3 st2

t2

w
t

2
s3

t2
s

El teorema 13.7 proporciona un método alternativo para hallar las derivadas parcia-

les del ejemplo 3, sin expresar w explícitamente como función de s y t.

TEOREMA 13.7 Regla de la cadena: dos variables independientes

Sea w = f(x, y), donde f es una función diferenciable de x y y. Si x = g(s, t) y y = 

h(s, t) son tales que las derivadas parciales de primer orden ∂x�∂s, ∂x�∂t, ∂y�∂s y 

∂y�∂t existen, entonces ∂w�∂s y ∂w�∂t existen y están dadas por

y

w
t

w
x

x
t

w
y

y
t
.

w
s

w
x

x
s

w
y

y
s

La regla de la cadena en este teorema se muestra esquemáticamente en la fi gura 13.41. 
 

Demostración Para obtener ∂w�∂s, mantenga constante t y aplique el teorema 13.6 

para obtener el resultado deseado. De manera similar, para obtener ∂w�∂t mantenga 

constante s y aplique el teorema 13.6.

Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostración. 

y

w

x

stst

∂w
∂ x

y

∂

∂
s∂

y∂
t∂

x∂
s∂

x∂
t∂

w
∂ y

Regla de la cadena: dos variables 
independientes.
Figura 13.41
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910 Capítulo 13  Funciones de varias variables

EJEMPLO 4   Regla de la cadena con dos variables 
independientes

Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo.

Utilice la regla de la cadena para encontrar ∂w�∂s y ∂w�∂t, dada

w = 2xy

donde x = s2 + t2 y y = s�t.

Solución Observe que estas mismas derivadas parciales fueron calculadas en el 

ejemplo 3. Esta vez, usando el teorema 13.7 puede mantener constante t y derivar con 

respecto a s para obtener 

6s2 2t2

t
.

4s2

t
2s2 2t2

t

x.s2 t2y
s
t

2
s
t

2s 2 s2 t2
1
t

2y 2s 2x
1
t

w
s

w
x

x
s

w
y

y
s

Sustituya por por y

De manera similar, manteniendo s constante obtiene

2st2 2s3

t2
.

4st2 2s3 2st2

t2

4s
2s3 2st2

t2

x.s2 t2y
s
t

2
s
t

2t 2 s2 t2 s
t2

2y 2t 2x
s

t2

w
t

w
x

x
t

w
y

y
t

Sustituya por por y

La regla de la cadena del teorema 13.7 también puede extenderse a cualquier núme-

ro de variables. Por ejemplo, si w es una función diferenciable de n variables 

x1, x2, .  .  . , xn

donde cada xi es una función diferenciable de m variables t1, t2, . . ., tm, entonces para

w f x1, x2, .  .  . , xn

se obtiene lo siguiente.

w
tm

w
x1

x1

tm

w
x2

x2

tm
.  .  . w

xn

xn
tm

w
t2

w
x1

x1

t2

w
x2

x2

t2
.  .  . w

xn

xn
t2

w
t1

w
x1

x1

t1

w
x2

x2

t1
.  .  . w

xn

xn
t1
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911 13.5  Regla de la cadena para funciones de varias variables

EJEMPLO 5   Regla de la cadena para una función 
de tres variables

Determine ∂w�∂s y ∂w�∂t, cuando s = 1 y t = 2p para

w xy yz xz

donde x = s cos t, y = s sen t, y z = t. 

Solución Por extensión del teorema 13.7, tiene

y z cos t x z sen t .

y z cos t x z sen t y x 0

w
s

w
x

x
s

w
y

y
s

w
z
z
s

Cuando s = 1 y t = 2p, usted tiene que x = 1, y = 0 y z = 2p. Así

w
s

0 2 1 1 2 0 2 .

Además,

y z s sen t x z s cos t y x 1

w
t

w
x

x
t

w
y

y
t

w
z
z
t

y si s = 1 y t = 2p, tiene que

2 2 .

w
t

0 2 0 1 2 1 0 1 1

Diferenciación parcial implícita
Esta sección concluye con una aplicación de la regla de la cadena para determinar la 

derivada de una función defi nida implícitamente. Suponga que x y y están relacionadas 

por la ecuación F(x, y) = 0, donde se asume que y = f(x) es función derivable de x. Para 

hallar dy�dx podría recurrir a las técnicas vistas de la sección 2.5. Sin embargo, verá que 

la regla de la cadena proporciona una útil alternativa. Si considera la función dada por

w F x, y F x, f x .

Puede aplicar el teorema 13.6 para obtener 

dw
dx

Fx x, y
dx
dx

Fy x, y
dy
dx

.

Como w = F(x, y) = 0 para toda x en el dominio de f usted sabe que

dw
dx

0

y tiene

Fx x, y
dx
dx

Fy x, y
dy
dx

0.

Ahora, si F(x, y) ≠ 0, puede usar el hecho de que dx�dx = 1 para concluir que 

dy
dx

Fx x, y
Fy x, y

.

Un procedimiento similar puede usarse para encontrar las derivadas parciales de funcio-

nes de varias variables defi nidas implícitamente.
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912 Capítulo 13  Funciones de varias variables

TEOREMA 13.8 Regla de la cadena: derivación implícita

Si la ecuación F(x, y) = 0 defi ne a y implícitamente como función derivable de x, 

entonces

Fy x, y 0.
dy
dx

Fx x, y
Fy x, y

,

Si la ecuación F(x, y, z) = 0 defi ne a z implícitamente como función diferenciable 

de x y y, entonces

y Fz x, y, z 0.
z
y

Fy x, y, z
Fz x, y, z

,
z
x

Fx x, y, z
Fz x, y, z

Este teorema puede extenderse a funciones diferenciables defi nidas implícitamente 

de cualquier número de variables. 

EJEMPLO 6  Hallar una derivada implícitamente

Encuentre dy�dx dada la ecuación

y3 y2 5y x2 4 0. 

Solución Comience por defi nir una función

F x, y y3 y2 5y x2 4.

Entonces

y Fy x, y 3y2 2y 5.Fx x, y 2x

Usando el teorema 13.8, tiene

dy
dx

Fx x, y
Fy x, y

2x
3y2 2y 5

2x
3y2 2y 5

.

EJEMPLO 7  Hallar derivadas parciales implícitamente

Encuentre ∂z�∂x y ∂z�∂y para

3x2z x2y2 2z3 3yz 5 0.

Solución Comience haciendo

F x, y, z 3x2z x2y2 2z3 3yz 5.

Entonces

y

Fz x, y, z 3x2 6z2 3y.

Fy x, y, z 2x2y 3z

Fx x, y, z 6xz 2xy2

Usando el teorema 13.8, tiene

y

z
y

Fy x, y, z
Fz x, y, z

2x2y 3z
3x2 6z2 3y

.

z
x

Fx x, y, z
Fz x, y, z

2xy2 6xz
3x2 6z2 3y

COMENTARIO Compare 

la solución del ejemplo 6 

con la solución del ejemplo 2 

en la sección 2.5.
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913 13.5  Regla de la cadena para funciones de varias variables

Usar la regla de la cadena En los ejercicios 1 a 4, encuentre 
dw/dt utilizando la regla de la cadena apropiada. Evalúe dw/dt 
para el valor dado de t.

1.

2.

3.

4.

x cos t, y sen t

t
4

w ln
y
x

x et,  y t

t 0w x sen y

x cos t, y et
t 0w x2 y2

x 2t, y 3t

t 2w x2 y2

Función Valor

Usar métodos diferentes En los ejercicios 5 a 10, encuentre 
dw/dt (a) utilizando la regla de la cadena apropiada y (b) convir-
tiendo w en función de t antes de derivar 

5.

6.

7.

8.

9.

10. w xy2 x2z yz2,  x t2,  y 2t,  z 2

w xy xz yz,  x t 1,  y t2 1,  z t

w xy cos z,  x t,  y t2,  z arccos t

w x2 y2 z2,  x cos t,  y sen t,  z et
w cos x y ,  x t2,  y 1

w xy,  x et,  y e 2t

Movimiento de un proyectil En los ejercicios 11 y 12 se dan 
las ecuaciones paramétricas de las trayectorias de dos proyec-
tiles. ¿A qué velocidad cambia la distancia entre los dos objetos 
en el valor de t dado?

11. Primer objeto

Segundo objeto

12. Primer objeto

Segundo objeto

t 1

x2 48 3 t, y2 48t 16t2
x1 48 2 t, y1 48 2 t 16t2
t 2

x2 7 cos t, y2 4 sen t

x1 10 cos 2t, y1 6 sen 2t

Hallar derivadas parciales En los ejercicios 13 a 16, deter-
mine ∂w/∂s y ∂w/∂t utilizando la regla de la cadena apropiada. 
Evalúe cada derivada parcial en los valores dados de s y t.

13.

14.

15.

x s t,  y s t

s 0,  t
2

w sen 2x 3y

x es,  y et
s 1,  t 2w y3 3x2y

x s t,  y s t

s 1,  t 0w x2 y2

Función Valores

x s cos t,  y s sen t

s 3,  t
4

w x2 y2

Función Valores

16.

Usar métodos diferentes En los ejercicios 17 a 20, encuen-
tre ∂w/∂s y ∂w/∂t (a) utilizando la regla de la cadena apropiada 
y (b) convirtiendo w en una función de s y t antes de derivar.

17.

18.

19.

20. w x cos yz,  x s2,  y t2,  z s 2t

w zexy,  x s t,  y s t,  z st

w x2 y2 z2,  x t sen s,  y t cos s,  z st2
w xyz,  x s t,  y s t,  z st2

Hallar una derivada implícita En los ejercicios 21 a 24, en-
cuentre dy/dx por derivación implícita.

21.

22.

23.

24.
x

x2 y2 y2 6

ln x2 y2 x y 4

sec xy tan xy 5 0

x2 xy y2 x y 0

Hallar derivadas parciales implícitas En los ejercicios 25 
a 32, determine las primeras derivadas parciales de z por deri-
vación implícita.

.62.52

.82.72

29.

30.

31.

32. x ln y y2z z2 8

ex z xy 0

z ex sen y z

tan x y tan y z 1

x sen y z 0x2 2yz z2 1

xz yz xy 0x2 y2 z2 1

Hallar derivadas parciales implícitas En los ejercicios 33 a 
36, determine las primeras derivadas parciales de w por deri-
vación implícita.

33.

34.

35.

36. w x y y z 0

cos xy sen yz wz 20

x2 y2 z2 5yw 10w2 2

xy yz wz wx 5

Funciones homogéneas Una función es homogénea de gra-
do n si f(tx, ty) = tnf(x, y). En los ejercicios 37 a 40, (a) demues tre 
que la función es homogénea y determine n, y (b) demuestre que 
xfx(x, y) + yfy(x, y) = nf(x, y).

37.

38.

39.

40. f x, y
x2

x2 y2

f x, y ex y

f x, y x3 3xy2 y3

f x, y
xy

x2 y2

13.5 Ejercicios   Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios 
con numeración impar.
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914 Capítulo 13  Funciones de varias variables

41.  Usar una tabla de valores Sean w = f(x, y), x = g(t) y 

y = h(t), donde f, g y h son diferenciables. Use la regla de 

la cadena apropiada para encontrar dw�dt cuando t = 2, 

dada la siguiente tabla de valores. 

g 2 h 2 g 2 h 2 fx 4, 3 fy 4, 3

4 3 1 6 5 7

42.  Usar una tabla de valores Sean w = f(x, y), x = g(s, t) 
y y = h(s, t), donde f, g y h son diferenciables. Use la 

regla de la cadena apropiada para encontrar ws(1, 2) y 

wt(1, 2), dada la siguiente tabla de valores.

g 1, 2 h 1, 2 gs 1, 2 hs 1, 2

4 3 3 5

gt 1, 2 ht 1, 2 fx 4, 3 fy 4, 3

2 8 5 7

DESARROLLO DE CONCEPTOS

43.  Regla de la cadena Sea w = f(x, y) una función 

donde x y y son funciones de una sola variable t. Dé 

la regla de la cadena para hallar dw�dt.

44.  Regla de la cadena Sea w = f(x, y) una función 

donde x y y son funciones de dos variables s y t. Dé 

la regla de la cadena para hallar ∂w�∂s y ∂w�∂t.

45.  Diferenciación implícita Si f(x, y) = 0, dé la regla 

para hallar dy�dx implícitamente. Si f(x, y, z) = 0, dé 

la regla para hallar ∂z�∂x y ∂z�∂y implícitamente.

46.  ¿CÓMO LO VE? A continuación se muestra la 
gráfi ca de la función w = f(x, y).

x

y

z

2

2

−2

2

 (a)  Suponga que x y y son funciones de una sola variable r. 
Dé la regla de la cadena para encontrar dw�dr.

 (b)  Suponga que x y y son funciones de dos variables r y u. 
Dé la regla de la cadena para hallar ∂w�∂r y ∂w�∂t.

46. 

47.  Volumen y área superfi cial El radio de un cilindro circu-

lar recto se incrementa a razón de 6 pulgadas por minuto, y 

la altura decrece a razón de 4 pulgadas por minuto. ¿Cuál 

es la razón de cambio del volumen y del área superfi cial 

cuando el radio es 12 pulgadas y la altura 36 pulgadas?

48.  Ley de los gases ideales Según la ley de los gases idea-

les pV = nRT, donde p es la presión, V es el volumen, m es 

la masa constante, R es una constante, T es la temperatura, 

y p y V son funciones del tiempo. Encuentre dT�dt, la ra-

zón de cambio de la temperatura con respecto al tiempo.

49.  Momento de inercia Un cilindro anular tiene un radio 

interior de r1 y un radio exterior de r2 (vea la fi gura). Su 

momento de inercia es I 1
2m r 2

1 r2
2 , donde m es la 

masa. Los dos radios se incrementan a razón de 2 cen-

tímetros por segundo. Encuentre la velocidad a la que 

varía I en el instante en que los radios son 6 y 8 centí-

metros. (Suponga que la masa es constante.)

R

h

r

r1

r2

Figura para 49 Figura para 50

50.  Volumen y área superfi cial Los dos radios del tron-

co de un cono circular recto se incrementan a razón de 

4 centímetros por minuto y la altura se incrementa a ra-

zón de 12 centímetros por minuto (vea la fi gura). De-

termine a qué velocidad cambian el volumen y el área 

superfi cial cuando los radios son 15 y 25 centímetros, 

respectivamente, y la altura es de 10 centímetros.

51.  Usar la regla de la cadena Demuestre que

 

w
u

w
v

0

 para w = f(x, y), x = u – v, y y = v – u.

52.  Usar la regla de la cadena Demuestre el resultado del 

ejercicio 51 para

 w = (x – y) sen(y – x)

53.  Ecuaciones de Cauchy-Riemann Dadas las funciones 

u(x, y) y v(x, y), compruebe que las ecuaciones diferen-
ciales de Cauchy-Riemann

 
y

u
y

v
x

u
x

v
y  

 Se pueden escribir en forma de coordenadas polares como

y
v
r

1
r

u
.

u
r

1
r

v

54.  Ecuaciones de Cauchy-Riemann Demuestre el resul-

tado del ejercicio 53 para las funciones 

 
y v arctan

y
x
.u ln x2 y2

55.  Función homogénea Demuestre que si f(x, y) es ho-

mogénea de grado n, entonces

 x fx x, y yfy x, y nf x, y .

  [Sugerencia: Sea g(t) = f(tx, ty) = tnf(x, y). Halle g ′(t) y des-
pués haga t = 1.]
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915 13.6  Derivadas direccionales y gradientes

  Hallar y usar las derivadas direccionales de una función de dos variables.
  Hallar el gradiente de una función de dos variables.
  Utilizar el gradiente de una función de dos variables en aplicaciones.
  Hallar las derivadas direccionales y el gradiente de funciones de tres variables.

Derivada direccional
Suponga que está en la colina de la fi gura 

13.42 y quiere determinar la inclinación de la 

colina respecto al eje z. Si la colina está repre-

sentada por z = f(x, y) y sabe cómo determinar 

la pendiente en dos direcciones diferentes: la 

pendiente en la dirección de y está dada por 

la derivada parcial fy(x, y) y la pendiente en la 

dirección de x está dada por la derivada parcial 

fx(x, y). En esta sección verá que estas dos 

derivadas parciales pueden usarse para calcular 

la pendiente en cualquier dirección.

Para determinar la pendiente en un punto de 

una superfi cie, defi nirá un nuevo tipo de derivada 

llamada derivada direccional. Sea z = f(x, y) 

una superfi cie y P(x0, y0) un punto en el dominio de f, como se muestra en la fi gura 

13.43. La “dirección” de la derivada direccional está dada por un vector unitario 

u cos i sen j

donde u es el ángulo que forma el vector con el eje x positivo. Para hallar la pendiente de-

seada, reduzca el problema a dos dimensiones cortando la superfi cie con un plano vertical 

que pasa por el punto P y es paralelo a u, como se muestra en la fi gura 13.44. Este plano 

vertical corta la superfi cie formando una curva C. La pendiente de la superfi cie en (x0, 

y0, f(x0, y0)) en la dirección de u se defi ne como la pendiente de la curva C en ese punto.

De manera informal, puede expresar la pendiente de la curva C como un límite aná-

logo a los usados en el cálculo de una variable. El plano vertical utilizado para formar C 
corta el plano xy en una recta L, representada por las ecuaciones paramétricas,

y

y y0 t sen 

x x0 t cos 

de manera que para todo valor de t, el punto Q(x, y) se encuentra en la recta L. Para cada 

uno de los puntos P y Q hay un punto correspondiente en la superfi cie.

Punto sobre 

Punto sobre Qx, y, f x, y

Px0, y0, f x0, y0

Como la distancia entre P y Q es

t

x x0
2 y y0

2 t cos 2 t sen 2

puede escribir la pendiente de la recta secante, que pasa por (x0, y0, f(x0, y0)) y (x, y, 

f (x, y)) como

f x, y f x0, y0

t
f x0 t cos , y0 t sen f x0, y0

t
.

Por último, haciendo que t se aproxime a 0, usted llega a la defi nición siguiente.

13.6 Derivadas direccionales y gradientes

y

x Superficie:
z = f (x, y)

z

Figura 13.42

x

P

L

θ y
u

z

z = f (x, y)

Figura 13.43

y

x

t

P Q

Curva: C
(x0, y0, f (x0, y0))

(x, y, f (x, y))

z Superficie:
z = f (x, y)

Figura 13.44
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916 Capítulo 13  Funciones de varias variables

Defi nición de la derivada direccional

Sea f una función de dos variables x y y, y sea u = cos u i + sen u j un vector unitario. 

Entonces la derivada direccional de f en la dirección de u, que se denota Duf, es

Du f x, y lím
t→0

f x t cos , y t sen f x, y
t

siempre que este límite exista.

Calcular derivadas direccionales empleando esta defi nición es lo mismo que encontrar 

la derivada de una función de una variable empleando el proceso del límite (sección 2.1). 

Una fórmula “de trabajo” más simple para hallar derivadas direccionales emplea las deri-

vadas parciales fx y fy.

TEOREMA 13.9 Derivada direccional

Si f es una función diferenciable de x y y, entonces la derivada direccional de f en 

la dirección del vector unitario u = cos u i + sen u j es

Du f x, y fx x, y  cos fy x, y  sen .

Demostración Dado un punto fi jo (x0, y0), sea 

y y y0 t sen .x x0 t cos 

Ahora, sea g(t) = f(x, y). Como f es diferenciable, puede aplicar la regla de la cadena del 

teorema 13.6 para obtener

g t fx x, y x t fy x, y y t fx x, y  cos fy x, y  sen .
 

Si t = 0, entonces x = x0 y y = y0, por tanto

g 0 fx x0, y0  cos fy x0, y0  sen .
 

De acuerdo con la defi nición de g ′(t) también es verdad que

lím
t→0

f x0 t cos , y0 t sen f x0, y0

t
.

g 0 lím
t→0

g t g 0
t

Por consiguiente, Du f x0, y0 fx x0, y0  cos fy x0, y0  sen .

Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostración. 

Hay una cantidad infi nita de derivadas direccionales en un punto dado de una su-

perfi cie, una para cada dirección especifi cada por u, como se muestra en la fi gura 13.45. 

Dos de éstas son las derivadas parciales fx y fy.

1.  En la dirección del eje x positivo (u = 0): u = cos 0 i + sen 0 j = i

   Di f x, y fx x, y  cos 0 fy x, y  sen 0 fx x, y  

2.  En la dirección del eje y positivo 
2

: u cos
2

 i sen
2

j j 

   
Dj f x, y fx x, y  cos 

2
fy x, y  sen 

2
fy x, y

y

x
(x, y)

Vector u

z

Superficie:
z = f (x, y)

Figura 13.45
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917 13.6  Derivadas direccionales y gradientes

EJEMPLO 1  Hallar una derivada direccional

Encuentre la derivada direccional de

Superficief x, y 4 x2 1
4

y2

en (1, 2) en la dirección de

Direcciónu cos
3
i sen

3
j.

Solución Como fx(x, y) = –2x y fy(x, y) = –y/2 son continuas, f es diferenciable, y 

puede aplicar el teorema 13.9.

Du f x, y fx x, y  cos fy x, y  sen 2x  cos 
y
2

sen

Evaluando en u = p/3, x = 1 y y = 2 obtiene,

Vea figura 13.46.1.866.

1
3

2

Du f 1, 2 2
1
2

1
3

2

Observe en la fi gura 13.46 que la derivada direccional se puede interpretar como la pen-

diente de la superfi cie en el punto (1, 2, 2) en la dirección del vector unitario u. 

Usted ha especifi cado la dirección por medio de un vector unitario u. Si la dirección 

está dada por un vector cuya longitud no es 1, debe normalizar el vector antes de aplicar 

la fórmula del teorema 13.9.

EJEMPLO 2  Hallar una derivada direccional

Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo.

Encuentre la derivada direccional de

Superficief x, y x2 sen 2y

en (1, p/2) en la dirección de

Direcciónv 3i 4j.

Solución Como fx(x, y) = 2x sen 2y, y fy(x, y) = 2x2 cos 2y son continuas, f es dife-

renciable y puede aplicar el teorema 13.9. Comience por calcular un vector unitario en 

la dirección de v.

u
v
v

3
5
i

4
5
j cos i sen j

Usando este vector unitario, tiene

Vea figura 13.47.
8
5

.

0
3
5

2
4
5

Du f 1,
2

2 sen 
3
5

2 cos 
4
5

Du f x, y 2x sen 2y cos 2x2 cos 2y sen

y

z

(1, 2)

5

4

3 ux

3
π

Superficie:

f (x, y) = 4 − x2 − y21
4

Figura 13.46

y
x

/2π
πu

1,( (

z

25

−25

20

15

10

5

3

2
π

Superficie:
f (x, y) = x2 sen 2y

Figura 13.47
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918 Capítulo 13  Funciones de varias variables

El gradiente de una función de dos variables
El gradiente de una función de dos variables es una función vectorial de dos variables. 

Esta función tiene múltiples aplicaciones importantes, algunas de las cuales se describen 

más adelante en esta misma sección.

Defi nición de gradiente de una función de dos variables

Sea z = f(x, y) una función de x y y tal que fx y fy existen. Entonces el gradiente de f, 
denotado por∇f(x, y), es el vector

f x, y fx x, y i fy x, y j.

(El símbolo ∇f se lee como nabla f.) Otra notación para el gradiente es grad f(x, y). 

En la fi gura 13.48 advierta que para cada (x, y), el gradiente ∇f (x, y) es un vector en 

el plano (no un vector en el espacio). 

Observe que el símbolo ∇ no tiene ningún valor. Es un operador, de la misma ma-

nera que d/dx es un operador. Cuando ∇ opera sobre f(x, y), produce el vector ∇f(x, y). 

EJEMPLO 3  Hallar el gradiente de una función

Encuentre el gradiente de 

f x, y y ln x xy2

en el punto (1, 2).

Solución Utilizando

y

tiene

y
x

y2 i ln x 2xy j.

f x, y fx x, y i fy x, y j

fy x, y ln x 2xyfx x, y
y
x

y2

En el punto (1, 2), el gradiente es

6i 4j.

f 1, 2
2
1

22 i ln 1 2 1 2 j

Como el gradiente de f es un vector, puede expresar la derivada direccional de f en 

la dirección de u como 

Du f x, y fx x, y i fy x, y j cos i sen j

En otras palabras, la derivada direccional es el producto escalar del gradiente y el vector 

de dirección. Este útil resultado se resume en el teorema siguiente. 

TEOREMA 13.10 Forma alternativa de la derivada direccional

Si f es una función diferenciable de x y y, entonces la derivada direccional de f en 

la dirección del vector unitario u es

Du f x, y f (x, y u.
 

y

x

(x, y, f(x, y))

(x, y)∇f (x, y)

z

Figura 13.48

El gradiente de f es un vector en
el plano xy.
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919 13.6  Derivadas direccionales y gradientes

EJEMPLO 4  Hallar una derivada direccional usando ∇ f(x, y)

Encuentre la derivada direccional de

f x, y 3x2 2y2

en 3
4, 0  en la dirección de a Q 0, 1P 3

4, 0 .

Solución Como las derivadas de f son continuas, f es diferenciable y puede aplicar el 

teorema 13.10. Un vector en la dirección dada es 

3
4

i j

PQ
\

0
3
4

i 1 0 j

y un vector unitario en esta dirección es

Vector unitario en la dirección de PQ
\

u
PQ

\

PQ
\

3
5

i
4
5

j.

Como 

f x, y fx x, y i fy x, y j 6xi 4yj

el gradiente en 
3
4, 0  es

Gradiente en 3
4, 0f

3
4

, 0
9
2

i 0j.

Por consiguiente, en 3
4, 0 , la derivada direccional es

Derivada direccional en 3
4, 0

27
10

.

9
2

i 0j
3
5

i
4
5

j

Du f
3
4

, 0 f
3
4

, 0 u

Vea la fi gura 13.49. 

Aplicaciones del gradiente
Usted ha visto ya que hay muchas derivadas direccionales en un punto de una superfi cie. 

En muchas aplicaciones, desea saber en qué dirección moverse de manera que f(x, y) 

crezca más rápidamente. Esta dirección se llama dirección de mayor ascenso, y viene 

dada por el gradiente, como se establece en el teorema siguiente.

TEOREMA 13.11 Propiedades del gradiente

Sea f diferenciable en el punto.

1.  Si ∇f(x, y) = 0 entonces Du f(x, y) = 0 para todo u.

2.  La dirección de máximo incremento de f está dada por ∇f(x, y). El valor máxi-

mo de Du f(x, y) es

 Valor máximo de Du f x, yf x, y .

3.  La dirección de mínimo incremento de f está dada por –∇f(x, y). El valor míni-

mo de Du f(x, y) es

 Valor mínimo de Du f x, yf x, y .

y

x

z

P

Q
2

3

2

1

1

Superficie:

f (x, y) = 3x2 − 2y2

Figura 13.49

COMENTARIO La pro-

piedad 2 del teorema 13.11 dice 

que en el punto (x, y), f crece 

más rápidamente en dirección 

del gradiente, ∇f(x, y).
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920 Capítulo 13  Funciones de varias variables

Demostración Si ∇f(x,y) = 0, entonces en cualquier dirección (con cualquier u), tiene

0.

0i 0j cos i sen j

Du f x, y f x, y u

Si ∇f(x, y) ≠ 0, sea f el ángulo entre ∇f(x, y) y un vector unitario u. Usando el producto 

escalar puede aplicar el teorema 11.5 para concluir que

f x, y cos

f x, y u  cos 

Du f x, y f x, y u

y se deduce que el valor máximo de Du f(x, y) se presentará cuando 

cos f = l.

Por tanto, f = 0, y el valor máximo de la derivada direccional se tiene cuando u tiene la 

misma dirección que ∇f(x, y). Este valor máximo de Du f(x, y) es precisamente

f x, y cos f x, y .

De igual forma, el valor mínimo de Du f(x, y) puede obtenerse haciendo 

f = p 

de manera que u apunte en dirección opuesta a ∇f(x, y), como se muestra en la fi gura 13.50.

Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostración. 

Para visualizar una de las propiedades del gradiente, imagine a un esquiador que 

desciende por una montaña. Si f(x, y) denota la altitud a la que se encuentra el esquia-

dor, entonces –∇f(x, y) indica la dirección de acuerdo con la brújula que debe tomar el 

esquiador para seguir el camino de descenso más rápido. (Recuerde que el gradiente 

indica una dirección en el plano xy y no apunta hacia arriba ni hacia abajo de la ladera 

de la montaña.)

Otra ilustración del gradiente es la temperatura T(x, y) en cualquier punto (x, y) de una 

placa metálica plana. En este caso, ∇T(x, y) da la dirección de máximo aumento de tempe-

ratura en el punto (x, y), como se ilustra en el ejemplo siguiente.

EJEMPLO 5  Hallar la dirección de máximo incremento

La temperatura en grados Celsius en la superfi cie de una placa metálica es

T x, y 20 4x2 y2

donde x y y se miden en centímetros. ¿En qué dirección a partir de (2, –3) aumenta más 

rápido la temperatura? ¿Cuál es la razón de crecimiento?

Solución El gradiente es

8x i 2y j.

T x, y Tx x, y i Ty x, y j

Se deduce que la dirección de máximo incremento está dada por

T 2, 3 16i 6j

como se muestra en la fi gura 13.51, y la tasa de incremento es 

17.09 por centímetro.

292

T 2, 3 256 36

y

x

Máximo
incremento

(x, y, f (x, y))

(x, y)

∇f (x, y)

z

El gradiente de
plano xy que apunta en dirección del 
máximo incremento sobre la superficie
dada por
Figura 13.50

z f x, y .

f es un vector en el 

3−3

−5

y

x

T(x, y) = 20 − 4x2 − y2

(2, −3)

Curvas de nivel:

5

La dirección del máximo incremento 
de la temperatura en

Figura 13.51
16i 6j.

2, 3 está dada
por
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921 13.6  Derivadas direccionales y gradientes

La solución del ejemplo 5 puede entenderse erróneamente. Aunque el gradiente 

apunta en la dirección de máximo incremento de la temperatura, no necesariamente apun-

ta hacia el punto más caliente de la placa. En otras palabras, el gradiente proporciona una 

solución local para encontrar un incremento relativo de la temperatura en el punto (2, –3). 

Una vez que se abandona esa posición, la dirección de máximo incremento puede cam-
biar.

EJEMPLO 6  Hallar la trayectoria de un rastreador térmico

Un rastreador térmico se encuentra en el punto (2, –3) sobre una placa metálica cuya 

temperatura en (x, y) es

T x, y 20 4x2 y2.

Encuentre la trayectoria del rastreador, si éste se mueve continuamente en dirección de 

máximo incremento de temperatura.

Solución Represente la trayectoria por la función de posición

r t x t i y t j.

Un vector tangente en cada punto (x(t), y(t)) está dado por 

r t
dx
dt

i
dy
dt

j.

Como el rastreador busca el máximo incremento de temperatura, las direcciones de r ′(t) 
y ∇T(x, y) = –8xi – 2yj son iguales en todo punto de la trayectoria. Así,

y 2y k
dy
dt

8x k
dx
dt

donde k depende de t. Despejando en cada ecuación para dt/k e igualando los resultados, 

obtiene 

dx
8x

dy
2y

.

La solución de esta ecuación diferencial es x = Cy4. Como el rastreador comienza en 

el punto (2, –3) puede determinar que C = 2/81. Por tanto, la trayectoria del rastreador 

del calor es

x
2
81

y4.

La trayectoria se muestra en la fi gura 13.52. 

En la fi gura 13.52, la trayectoria del rastreador (determinada por el gradiente en 

cada punto) parece ser ortogonal a cada una de las curvas de nivel. Esto resulta claro 

cuando se considera que la temperatura T(x, y) es constante en cada una de las curvas de 

nivel. Así, en cualquier punto (x, y) sobre la curva, la razón de cambio de T en la direc-

ción de un vector unitario tangente u es 0, y usted puede escribir 

f x, y u DuT x, y 0. u es un vector unitario tangente 

Puesto que el producto escalar de ∇f(x, y) y u es 0, puede concluir que deben ser ortogo-

nales. Este resultado se establece en el teorema siguiente.

TEOREMA 13.12 El gradiente es normal a las curvas de nivel

Si es f diferenciable en (x0, y0) y ∇f(x0, y0) ≠ 0, entonces ∇f(x0, y0) es normal (orto-

gonal) a la curva de nivel que pasa por (x0, y0).

− 33

− 5

5

x

y

(2, − 3)

T(x, y) = 20 − 4x2 − y2
Curvas de nivel:

Figura 13.52

Trayectoria seguida por un rastreador
térmico.
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922 Capítulo 13  Funciones de varias variables

EJEMPLO 7  Hallar un vector normal a una curva de nivel

Dibuje la curva de nivel que corresponde a c = 0 para la función dada por 

f x, y y sen x

y encuentre un vector normal a varios puntos de la curva.

Solución La curva de nivel para c = 0 está dada por 

o

y sen x

0 y sen x

como se muestra en la fi gura 13.53(a). Ya que el vector gradiente de f en (x, y) es

cos xi j

f x, y fx x, y i fy x, y j

puede utilizar el teorema 13.12 para concluir que ∇f(x, y) es normal a la curva de nivel 

en el punto (x, y). Algunos vectores gradiente son

y

f , 0 i j.

f
2
3

,
3

2
1
2

i j

f
2

, 1 j

f
3

,
3

2
1
2

i j

f 0, 0 i j

f
3

,
3

2
1
2

i j

f
2

, 1 j

f
2
3

,
3

2
1
2

i j

f , 0 i j

Estos vectores se muestran en la fi gura 13.53(b).

(a) La superficie está dada por (b) La curva de nivel está dada por 

Figura 13.53
f x, y y sen x.

f x, y 0.

x

3

2

1

− 2

− 3

y − sen x = 0

ππ− π
2

El gradiente 
es normal a la 
curva de nivel.

y

y

x

z

π
π

− 4

− 4

4

4

−
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923 13.6  Derivadas direccionales y gradientes

Funciones de tres variables
Las defi niciones de derivada direccional y gradiente se pueden extender de manera natu-

ral a funciones de tres o más variables. Como sucede a menudo, algo de la interpretación 

geométrica se pierde al generalizar funciones de dos variables a funciones de tres varia-

bles. Por ejemplo, usted no puede interpretar la derivada direccional de una función de 

tres variables como una pendiente.

Las defi niciones y propiedades de la derivada direccional y del gradiente de una 

función de tres variables se dan en el resumen siguiente. 

Derivada direccional y gradiente para funciones de tres variables

Sea f una función de x, y y z, con derivadas parciales de primer orden continuas. La 

derivada direccional de f en dirección de un vector unitario

u ai bj ck

está dada por

Du f x, y, z afx x, y, z bfy x, y, z cfz x, y, z .

El gradiente de f se defi ne como

f x, y, z fx x, y, z i fy x, y, z j fz x, y, z k.

Las propiedades del gradiente son las siguientes.

1.

2. u.Du f x, y, z 0f x, y, z 0,

Du f x, y, z f x, y, z u

Si entonces para toda

3.  La dirección de máximo crecimiento de f está dada por ∇f(x, y, z). El valor máxi-

mo de Du f(x, y, z) es

  Valor máximo de Du f x, y, zf x, y, z .

4.  La dirección de mínimo crecimiento de f está dada por –∇f(x, y, z). El valor míni-

mo de Du f(x, y, z) es

  Valor mínimo de Du f x, y, zf x, y, z .

El teorema 13.12 se puede generalizar a funciones de tres variables. Bajo las hipó-

tesis adecuadas,

f x0, y0, z0

es normal a la superfi cie de nivel a través de (x0, y0, z0).

EJEMPLO 8  Hallar el gradiente de una función 

Encuentre ∇f(x, y, z) para la función 

f x, y, z x2 y2 4z

y determine la dirección de máximo crecimiento de f en el punto (2, –1, 1).

Solución El vector gradiente está dado por

2xi 2yj 4k.

f x, y, z fx x, y, z i fy x, y, z j fz x, y, z k

Por tanto, la dirección de máximo crecimiento en (2, –1,1) es

Vea la figura 13.54.f 2, 1, 1 4i 2j 4k.  

y

x

∇f (2, − 1, 1) = 4i − 2j − 4k

(2, − 1, 1)

z

2 4 6

− 2

2

2

4

6

8

− 6

− 4

− 4

Superficie de nivel y vector gradiente en
para

Figura 13.54
f x, y, z x2 y2 4z.2, 1, 1
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924 Capítulo 13  Funciones de varias variables

Hallar una derivada direccional En los ejercicios 1 a 4, utilice 
el teorema 13.9 para encontrar la derivada direccional de la fun-
ción en P en la dirección del vector unitario u = cos ui + sen uj.

1.

2.

3.

4.
2
3

P 0, 2 ,g x, y xey ,

3
P 0, 0 ,f x, y sen 2x y ,

6
P 3, 0 ,f x, y

y
x y

,

4
P 1, 2 ,f x, y x2 y 2,

Hallar una derivada direccional En los ejercicios 5 a 8, uti-
lice el teorema 13.9 para encontrar la derivada direccional de 
la función en P en la dirección de v.

5.

6.

7.

8. v i jP 0, 0 ,h x, y e x2 y2
,

v 3i 4jP 3, 4 ,g x, y x2 y2,

v
2

2
i jP 4, 3 ,f x, y x3 y3,

v 3
5 i 4

5 jP 1, 2 ,f x, y 3x 4xy 9y,

Hallar una derivada direccional En los ejercicios 9 a 12, 
utilice el teorema 13.9 para encontrar la derivada direccional 
de la función en P en la dirección de Q.

9.

10.

11.

12. Q
2

,P , 0 ,f x, y sen 2x cos y,

Q 2, 1P 0, 0 ,f x, y ey sen x,

Q
2

, 0P 0, ,f x, y cos x y ,

Q 4, 5P 1, 1 ,f x, y x2 3y 2,

Hallar el gradiente de una función En los ejercicios 13 a 
18, determine el gradiente de la función en el punto dado.

13.

14.

15.

16.

17.

18. 4, 3, 1w x tan y z ,

1, 1, 2w 3x2 5y2 2z2,

3, 4z cos x2 y2 ,

2, 3z ln x2 y ,

2, 0g x, y 2xey x,

2, 1f x, y 3x 5y2 1,

Hallar una derivada direccional En los ejercicios 19 a 22, 
utilice el gradiente para determinar la derivada direccional de 
la función en P en la dirección de v.

19.

20.

21. v
3

3
i j kP 1, 1, 1 ,f x, y, z x2 y 2 z2,

v iP 1,
2

,h x, y ex sen y,

v 1
2 i 3 jP 0, 2 ,f x, y xy,

22. v 2i j kP 1, 2, 1 ,f x, y, z xy yz xz,

Hallar una derivada direccional usando el gradiente En 
los ejercicios 23 a 26, utilice el gradiente para hallar la derivada 
direccional de la función en P en la dirección Q.

23.

24.

25.

26. Q 4, 3, 1P 1, 0, 0 ,h x, y, z ln x y z ,

Q 0, 0, 0P 2, 4, 0 ,g x, y, z xyez,

Q 3, 6P 1, 4 ,f x, y 3x2 y2 4,

Q 2, 3P 1, 2 ,g x, y x2 y2 1,

Usar las propiedades del gradiente En los ejercicios 27 a 
36, encuentre el gradiente de la función y el valor máximo de la 
derivada direccional en el punto dado. 

PuntoFunción

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36. 2, 0, 4f x, y, z xeyz
2, 1, 1w xy 2z2

0, 0, 0w
1

1 x2 y 2 z2

1, 4, 2f x, y, z x2 y 2 z2

1, 2g x, y ln 3 x2 y 2

0, 5g x, y ye x

0,
3

h x, y y cos x y

2,
4

h x, y x tan y

0, 1f x, y
x y
y 1

1, 0f x, y x2 2xy

Usar una función En los ejercicios 37-42, considere la función 

f x, y 3
x
3

y
2

.

37.  Dibuje la gráfi ca de f en el primer octante y marque el punto (3, 
2, l) sobre la superfi cie.

38.  Encuentre Duf(3, 2), donde u = cos ui + sen uj, usando cada 
valor dado de u.

  
(a) (b) (c) (d)

6
4
3

2
34

39.  Determine Duf(3, 2), donde u
v
v

, usando cada vector v

 

) v()a(

(c) es el vector de a 

(d) es el vector de a 4, 5 .3, 2v

2, 6 .1, 2v

b 3i 4jv i j

40.  Encuentre ∇f(x, y).

41.  Determine el valor máximo de la derivada direccional en (3, 2).

42.  Encuentre un vector unitario u ortogonal a ∇f(3, 2) y calcule 
Du  f(3, 2). Analice el signifi cado geométrico del resultado.

13.6 Ejercicios   Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios 
con numeración impar.
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925 13.6  Derivadas direccionales y gradientes

Investigación En los ejercicios 43 y 44, (a) utilice la gráfi ca 
para estimar las componentes del vector en la dirección de la 
razón máxima de crecimiento en la función en el punto dado, 
(b) encuentre el gradiente en el punto y compárelo con el esti-
mado del inciso (a), y (c) explique en qué dirección decrece más 
rápido la función.

.44.34

3

3

x

y

1

1

2

2

Generada con Maple

z

1

3
3

x

y

Generada con Maple

z

1, 21, 2

f x, y 1
2y xf x, y 1

10 x2 3xy y 2

45.  Investigación Considere la función 

 f x, y x2 y 2

 en el punto (4, –3, 7).

 (a)  Utilice un sistema algebraico por computadora para dibu-
jar la superfi cie dada por esa función.

 (b)  Determine la derivada direccional Duf(4, –3) como fun-
ción de u, donde u = cos ui + sen uj. Utilice un sistema 
algebraico por computadora para representar gráfi camen-
te la función en el intervalo [0, 2p).

 (c)  Aproxime las raíces de la función del inciso (b) e interpre-
te cada uno en el contexto del problema.

 (d)  Aproxime los números críticos de la función del inciso (b) 
e interprete cada uno en el contexto del problema.

 (e)  Encuentre ��∇f(4, –3)�� y explique su relación con las res-
puestas del inciso (d).

 (f)  Utilice un sistema algebraico por computadora para re-
presentar gráfi camente la curva de nivel de la función f en 
el nivel c = 7. En esta curva, represente gráfi camente el 
vector en la dirección de ∇f(4, –3) y establezca su relación 
con la curva de nivel.

46.  Investigación Considere la función 

 
f x, y

8y
1 x2 y 2.

 (a)  Verifi que analíticamente que la curva de nivel de f(x, y) 
para el nivel c = 2 es un círculo.

 (b)  En el punto 3, 2  sobre la curva de nivel para la cual 
c = 2, dibuje el vector que apunta en dirección de la ma-
yor razón de crecimiento de la función. (Para imprimir 
una copia ampliada vaya a MathGraphs.com.)

 (c)  En el punto 3, 2  sobre la curva de nivel, dibuje el vec-
tor cuya derivada direccional sea 0.

 (d)  Utilice un sistema algebraico por computadora para repre-
sentar gráfi camente la superfi cie y verifi que las respuestas 
a los incisos (a) al (c).

Hallar un vector normal En los ejercicios 47 a 50, determine 
un vector normal a la curva de nivel f(x, y) = c en P.

.84.74

.05.94

P 1, 1c 1
2,P 1, 3c 3,

f x, y
x

x2 y 2f x, y xy

P 3, 4c 25,P 0, 0c 6,

f x, y x2 y 2f x, y 6 2x 3y

Utilizar una función En los ejercicios 51 a 54, (a) encuentre el 
gradiente de la función en P, (b) encuentre un vector normal uni-
tario para la curva de nivel f(x, y) = c en P, (c) encuentre la recta 
tangente a la curva de nivel f(x, y) = c en P, y (d) trace la curva de 
nivel, el vector unitario normal y la recta tangente en el plano xy.

.25.15

.45.35

P 2, 1c 40,P 1, 1c 1,

f x, y 9x2 4y2f x, y 3x2 2y2

P 4, 1c 3,P 2, 10c 6,

f x, y x y2f x, y 4x2 y

DESARROLLO DE CONCEPTOS

55.  Derivada direccional Defi na la derivada de la fun-

ción z = f(x, y) en la dirección de u = cos ui + sen uj.

56.  Derivada direccional Redacte un párrafo que des-

criba la derivada direccional de la función f en la di-

rección de u = cos ui + sen uj cuando (a) u = 0° y 

(b) u = 90°. 

57.  Gradiente Defi na el gradiente de una función de 

dos variables. Dé las propiedades del gradiente.

58.  Dibujar una gráfi ca y un vector Dibuje la gráfi ca 

de una superfi cie y elija un punto P sobre la super-

fi cie. Dibuje un vector en el plano xy que indique la 

dirección de mayor ascenso sobre la superfi cie en P.

59.  Gradiente y curvas de nivel Describa la relación 

del gradiente con las curvas de nivel de una superfi -

cie dada por z = f(x, y).

60.  Usar una función Considere la función 

 f x, y 9 x2 y 2.

 (a)  Trace la gráfi ca de f en el primer octante y grafi que el pun-
to (1, 2, 4) sobre la superfi cie.

 (b)  Encuentre Du f(l, 2), donde u = cos ui + sen uj, para 
u = –p/4.

 (c)  Repita el inciso (b) para u = p/3.

 (d)  Encuentre ∇f(l, 2) y ||∇f(1, 2)||.

 (e) Encuentre un vector unitario u ortogonal para ∇f(l, 2) y 
calcule Duf(l, 2). Discuta el signifi cado geométrico del re-
sultado.

61.  Topografía La superfi cie de una montaña se modela 

mediante la ecuación

h x, y 5000 0.001x2 0.004y 2.

  Un montañista se encuentra en el punto (500, 300, 4390). ¿En 
qué dirección debe moverse para ascender con la mayor rapidez?

13-CH13-LARSON.indd 925 05/12/14 11:22



926 Capítulo 13  Funciones de varias variables

¿CÓMO LO VE? La fi gura muestra un mapa 

topográfi co utilizado por un grupo de excursio-

nistas. Dibuje las trayectorias de descenso más 

rápidas si los excursionistas parten del punto A y 

si parten del punto B. (Para imprimir una copia 

ampliada de la gráfi ca, vaya a MathGraphs.com.)

1800

1800

A

B
1994

1671

63.  Distribución de temperatura La temperatura en el 

punto (x, y) de una placa metálica se modela mediante

 
T

x
x2 y2.

.

  Encuentre la dirección del mayor incremento de calor desde el 
punto (3, 4)

64.  Temperatura La temperatura de una placa de metal en el 

punto (x, y) está dada por y 0.x 0,T x, y 400e x2 y 2,

 (a)  Utilice un sistema algebraico por computadora para grafi -
car la función distribución de temperaturas.

 (b)  Encuentre las direcciones sobre la placa en el punto (3, 5), 
en las que no hay cambio en el calor.

 (c)  Encuentre la dirección de mayor crecimiento de calor en 
el punto (3, 5).

Hallar la dirección de máximo crecimiento En los ejerci-
cios 65 y 66, la temperatura en grados Celsius en la superfi cie 
de una placa de metal está dada por T(x, y), donde x y y se mi-
den en centímetros. Encuentre la dirección del punto P donde 
la temperatura aumenta más rápido y la razón de crecimiento.

65.

66. P 2, 1T x, y 50 x2 4y2,

P 1, 5T x, y 80 3x2 y2,

Rastreador térmico En los ejercicios 67 y 68, encuentre la 
trayectoria de un rastreador térmico situado en el punto P de 
una placa metálica con un campo de temperatura T(x, y). 

67.

68. P 4, 3T x, y 100 x2 2y 2,

P 10, 10T x, y 400 2x2 y 2,

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 69 a 72, determine si 
el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué 
o dé un ejemplo que demuestre que es falso.

69.  Si f x, y 1 x2 y 2, entonces Du  f(0, 0) = 0 para 
todo vector unitario u.

70.  Si f(x, y) = x + y. entonces –1 ≤ Du  f(x, y) ≤ 1.

71.  Si Du  f(x, y) existe, entonces Du  f(x, y)= –D–u  f(x, y)

72.  Si Du  f(x0, y0)= c para todo vector unitario u, entonces c = 0.

73.  Hallar una función Determine una función f tal que

 f e x cos y i e x sen y j z k. 

74.  Fondo del océano 

Un equipo de oceanógrafos está elaborando un mapa del 
fondo del océano para ayudar a recuperar un barco hundi-
do. Utilizando el sonido, desarrollan el modelo

 
0 x 2, 0 y 2D 250 30x2 50 sen 

y
2

,

   donde D es la pro-
fundidad en metros, 
y x y y son las distan-
cias en kilómetros.

 (a)  Utilice un sistema 
algebraico por 
computadora 
para representar 
gráfi camente la 
superfi cie.

 (b)  Como la gráfi ca del inciso (a) da la profundidad, no es 
un mapa del fondo del océano. ¿Cómo podría modifi -
carse el modelo para que se pudiera obtener una gráfi ca 
del fondo del océano?

 (c)  ¿Cuál es la profundidad a la que se encuentra el barco si 
se localiza en las coordenadas x = 1 y y = 0.5?

 (d)  Determine la pendiente del fondo del océano en la di-
rección del eje x positivo a partir del punto donde se en-
cuentra el barco.

 (e)  Determine la pendiente del fondo del océano en la direc-
ción del eje y positivo en el punto donde se encuentra el 
barco.

 (f)  Determine la dirección de mayor razón de cambio de la 
profundidad a partir del punto donde se encuentra el barco.

75.  Usar una función Considere la función

 f x, y 3 xy.

 (a)  Demuestre que f es continua en el origen. 

 (b)  Demuestre que fx y fy existen en el origen, pero que la 
derivada direccional en el origen en todas las demás di-
recciones no existe.

 (c)  Use un sistema algebraico por computadora para grafi car 
f cerca del origen a fi n de verifi car las respuestas de los 
incisos (a) y (b). Explique.

76.  Derivada direccional Considere la función 

  

f x, y

4xy
x2 y2

,

0,

x, y 0, 0

x, y 0, 0

  y el vector unitario 

  
u

1

2
i j .

  ¿La derivada direccional de f en P(0, 0) en la dirección de u 
existe? Si f(0, 0) se defi niera como 2 en lugar de 0, existiría la 
derivada direccional? 

Brandelet/Shutterstock.com
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927 13.7  Planos tangentes y rectas normales

  Hallar ecuaciones de planos tangentes y rectas normales a superfi cies.
  Hallar el ángulo de inclinación de una recta en el espacio.
  Comparar los gradientes ∇f(x, y) y ∇F(x, y, z).

Plano tangente y recta normal a una superfi cie
Hasta ahora las superfi cies en el espacio las ha representado principalmente por medio 

de ecuaciones de la forma

Ecuación de una superficie Sz f x, y .

Sin embargo, en el desarrollo que sigue es conveniente utilizar la representación más 

general F(x, y, z) = 0. Una superfi cie dada por z = f(x, y) puede convertirla a la forma ge-

neral defi niendo F como

F x, y, z f x, y z.

Puesto que f(x, y) – z = 0, puede considerar S como la superfi cie de nivel de F dada por

Ecuación alternativa de la superficie SF x, y, z 0.

EJEMPLO 1  Expresar la ecuación de una superfi cie

Dada la función

F x, y, z x2 y2 z2 4

describa la superfi cie de nivel dada por

F x, y, z 0. 

Solución La superfi cie de nivel dada por F(x, y, z) = 0 puede expresarse como 

x2 y2 z2 4

la cual es una esfera de radio 2 centrada en el origen. 

Usted ha visto muchos ejemplos acerca de 

la utilidad de rectas normales en aplicaciones 

relacionadas con curvas. Las rectas normales son 

igualmente importantes al analizar superfi cies y 

sólidos. Por ejemplo, considere la colisión de dos 

bolas de billar. Cuando una bola estacionaria es 

golpeada en un punto de su superfi cie, se mueve a 

lo largo de la línea de impacto determinada por P 

y por el centro de la bola. El impacto puede ser de 

dos maneras. Si la bola que golpea se mueve a lo 

largo de la línea de impacto, se detiene y transfi ere 

todo su momento a la bola estacionaria, como se 

muestra en la fi gura 13.55. Si la bola que golpea 

no se mueve a lo largo de la línea de impacto, se 

desvía a un lado o al otro y retiene parte de su mo-

mento. La transferencia de parte de su momento 

a la bola estacionaria ocurre a lo largo de la línea 

de impacto, sin tener en cuenta la dirección de 

la bola que golpea, como se muestra en la fi gura 

13.56. A esta línea de impacto se le llama recta 
normal a la superfi cie de la bola en el punto P.

Línea de 
impacto

Línea de 
impacto

Figura 13.55

Línea de 
impacto

Figura 13.56

Exploración
Bolas de billar y rectas 
normales En cada una de 

las tres fi guras la bola en 

movimiento está a punto de 

golpear una bola estacionaria 

en el punto P. Explique cómo 

utilizar la recta normal a la 

bola estacionaria en el punto P 
para describir el movimiento 

resultante en cada una de las 

bolas. Suponiendo que todas las 

bolas en movimiento tengan la 

misma velocidad, ¿cuál de las 

bolas estacionarias adquirirá 

mayor velocidad? ¿Cuál 

adquirirá menor velocidad? 

Explique su razonamiento.

Recta normal a la 
bola estacionaria 
en el punto P

Bola
estacionaria

Bola en 
movimiento

P

Recta normal a la 
bola estacionaria 
en el punto P

Bola
estacionaria

Bola en 
movimientoP

Recta normal a la 
bola estacionaria 
en el punto P

Bola
estacionaria

Bola en 
movimiento

P

13.7 Planos tangentes y rectas normales
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928 Capítulo 13  Funciones de varias variables

En el proceso de hallar una recta normal a una superfi cie, usted puede también re-

solver el problema de encontrar un plano tangente a la superfi cie. Sea S una superfi cie 

dada por 

F x, y, z 0

y sea un punto P(x0, y0, z0) en S. Sea C una curva en S que pasa por P defi nida por la 

función vectorial

r t x t i y t j z t k.

Entonces, para todo t,

F x t , y t , z t 0.

Si F es diferenciable, x ′(t), y ′(t) y z ′(t) existen, y por la regla de la cadena se deduce que

Fx x, y, z x t Fy x, y, z y t Fz x, y, z z t .

0 F t

En (x0, y0, z0), la forma vectorial equivalente es

Gradiente Vector
tangente

0 F x0, y0, z0 r t0 .

Este resultado signifi ca que el gradiente en P es ortogonal al vector tangente de toda 

curva en S que pase por P. Por tanto, todas las rectas tangentes en S se encuentran en un 

plano que es normal a ∇F(x0, y0, z0) y contiene a P, como se muestra en la fi gura 13.57

Defi nición de plano tangente y recta normal

Sea F diferenciable en un punto P(x0, y0, z0) de la superfi cie S dada por F(x, y, z) = 0 

tal que

F x0, y0, z0 0.

1.  Al plano que pasa por P y es normal a ∇F(x0, y0, z0) se le llama plano tangente 
a S en P.

2.  A la recta que pasa por P y tiene la dirección de ∇F(x0, y0, z0) se le llama recta 
normal a S en P.

Para hallar una ecuación para el plano tangente a S en (x0, y0, z0), sea un punto (x, y, z) 

arbitrario en el plano tangente. Entonces el vector

v x x0 i y y0 j z z0 k

se encuentra en el plano tangente. Como ∇F(x0, y0, z0) es normal al plano tangente en 

(x0, y0, z0), debe ser ortogonal a todo vector en el plano tangente, y se tiene

F x0, y0, z0 v 0

lo que demuestra el resultado enunciado en el teorema siguiente.

TEOREMA 13.13 Ecuación del plano tangente

Si F es diferenciable en (x0, y0, z0), entonces una ecuación del plano tangente a la 

superfi cie dada por F(x, y, z) = 0 en (x0, y0, z0) es

Fx x0, y0, z0 x x0 Fy x0, y0, z0 y y0 Fz x0, y0, z0 z z0) 0.

F

Superficie S:
F(x, y, z) = 0

P (x0, y0, z0)

Plano tangente a la superficie 
Figura 13.57

P.S en

COMENTARIO En el 

resto de esta sección, suponga 

que ∇F(x0, y0, z0) es distinto de 

cero, a menos que se establezca 

lo contrario.
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929 13.7  Planos tangentes y rectas normales

EJEMPLO 2  Hallar una ecuación de un plano tangente

Determine una ecuación del plano tangente al hiperboloide

z2 2x2 2y2 12

en el punto (1, –1, 4). 

Solución Comience por expresar la ecuación de la superfi cie como

z2 2x2 2y2 12 0.

Entonces, considerando

F x, y, z z2 2x2 2y2 12

usted tiene

Fx x, y, z 4x,  Fy x, y, z 4y y  Fz x, y, z 2z.

En el punto (1, –1, 4), las derivadas parciales son

Fx 1, 1, 4 4,  Fy 1, 1, 4 4 y   Fz 1, 1, 4 8.

Por tanto, una ecuación del plano tangente en (1, –1, 4) es

x y 2z 6 0.

4x 4y 8z 24 0

4x 4 4y 4 8z 32 0

4 x 1 4 y 1 8 z 4 0

La fi gura 13.58 muestra una parte del hiperboloide y el plano tangente.

Plano tangente a la superficie.
Figura 13.58

x

y

z

3

3

6

5

F(1, − 1, 4)

Superficie:
z2 − 2x2 − 2y2 − 12 = 0

Para hallar la ecuación del plano tangente en un punto a una superfi cie dada por z = 

f(x, y), defi na la función F mediante

F x, y, z f x, y z.

Entonces S está dada por medio de la superfi cie de nivel F(x, y, z) = 0, y por el teorema 

13.13, una ecuación del plano tangente a S en el punto (x0, y0, z0) es

fx x0, y0 x x0 fy x0, y0 y y0 z z0 0.

TECNOLOGÍA Algunas 

herramientas de grafi cación 

tridimensionales pueden 

representar planos tangentes a 

superfi cies. A continuación se 

muestra un ejemplo.

Esfera: x2 y2 z2 1

y

x

Generada por Mathematica

z
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930 Capítulo 13  Funciones de varias variables

EJEMPLO 3  Hallar una ecuación del plano tangente

Encuentre la ecuación del plano tangente al paraboloide 

z 1
1

10
x2 4y2

en el punto 1, 1, 1
2 .

Solución De z f x, y 1 1
10 x2 4y2 , se obtiene

y

fy 1, 1
4
5

.fy x, y
4y
5

fx 1, 1
1
5

fx x, y
x
5

Así, una ecuación del plano tangente en 1, 1, 1
2  es

1
5
x

4
5
y z

3
2

0.

1
5

x 1
4
5

y 1 z
1
2

0

fx 1, 1 x 1 fy 1, 1 y 1 z
1
2

0

Este plano tangente se muestra en la fi gura 13.59. 

El gradiente ∇F(x, y, z) proporciona una manera adecuada de obtener ecuaciones de 

rectas normales, como se muestra en el ejemplo 4.

EJEMPLO 4   Hallar una ecuación de una recta normal 
a una superfi cie

Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo.

Encuentre un conjunto de ecuaciones simétricas para la recta normal a la superfi cie dada por 

xyz 12

en el punto (2, –2, –3).

Solución Comience por hacer

F x, y, z xyz 12.

Entonces, el gradiente está dado por

yz i xz j xyk

F x, y, z Fx x, y, z i Fy x, y, z j Fz x, y, z k

y en el punto (2, –2, –3) tiene

6i 6j 4k.

F 2, 2, 3 2 3 i 2 ( 3 j 2 2 k

La recta normal en (2, –2, –3) tiene números de dirección o directores 6, –6 y –4, y el 

conjunto correspondiente de ecuaciones simétricas es

x 2
6

y 2
6

z 3
4

.
 

Vea la fi gura 13.60. 

z

Superficie:

1
2

z = 1 − (x2 + 4y2)1
10

y

x

1, 1, 

2

2

3

−3

6

−6

5

))

Figura 13.59

y

x

z

2

2

4

4

−6

−4

−2

−2

−4

∇F(2, −2, −3)

Superficie: xyz = 12

Figura 13.60
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931 13.7  Planos tangentes y rectas normales

Saber que el gradiente ∇F(x, y, z) es normal a la superfi cie dada por F(x, y, z) = 0 le 

permite resolver diversos problemas relacionados con superfi cies y curvas en el espacio.

EJEMPLO 5  Hallar la ecuación de una recta tangente a una curva

Describa la recta tangente a la curva de intersección de las superfi cies

Elipsoidex2 2y2 2z2 20

y el paraboloide 

Paraboloidex2 y2 z 4

en el punto (0, 1, 3), como se muestra en la fi gura 13.61.

Solución Comience la búsqueda de los gradientes a ambas superfi cies en el punto 

(0, 1, 3).

G 0, 1, 3 2j kF 0, 1, 3 4j 12k

G x, y, z 2xi 2yj kF x, y, z 2xi 4yj 4zk

G x, y, z x2 y2 z 4F x, y, z x2 2y2 2z2 20

Elipsoide Paraboloide

El producto vectorial de estos dos gradientes es un vector tangente a ambas superfi cies 

en el punto (0, 1, 3).

F 0, 1, 3 G 0, 1, 3
i
0
0

j
4
2

k
12
1

20i

Por tanto, la recta tangente a la curva de intersección de las dos superfi cies en el punto 

(0, 1, 3) es una recta paralela al eje x y que pasa por el punto (0, 1, 3). 

El ángulo de inclinación de un plano
Otro uso del gradiente 

∇F(x, y, z)

es determinar el ángulo de inclinación del plano tangente a una superfi cie. El ángulo de 

inclinación de un plano se defi ne como el ángulo u (0 ≤ u ≤ p/2) entre el plano dado y 

el plano xy, como se muestra en la fi gura 13.62. (El ángulo de inclinación de un plano 

horizontal es por defi nición cero.) Como el vector k es normal al plano xy, usted puede 

utilizar la fórmula del coseno del ángulo entre dos planos (dado en la sección 11.5) para 

concluir que el ángulo de inclinación de un plano con vector normal n está dado por

Ángulo de inclinación de un plano

El ángulo de inclinación.
Figura 13.62

y

x
θ 

θ 

z

n k

     cos 
n k
n k

n k
n

.

x
y

z

4 5
32

4

5

(0, 1, 3)

Elipsoide: x2 + 2y2 + 2z2 = 20

Recta tangente

Paraboloide: x2 + y2 + z = 4

Figura 13.61
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932 Capítulo 13  Funciones de varias variables

EJEMPLO 6   Hallar el ángulo de inclinación de un 
plano tangente

Determine el ángulo de inclinación del plano tangente al elipsoide 

x2

12
y2

12
z2

3
1

en el punto (2, 2, 1).

Solución Comience haciendo 

F x, y, z
x2

12
y2

12
z2

3
1.

Entonces, el gradiente de F en el punto (2, 2, 1) es

F 2, 2, 1
1
3

i
1
3

j
2
3

k.

F x, y, z
x
6

i
y
6

j
2z
3

k

Como ∇F(2, 2, 1) es normal al plano tangente y k es normal al plano xy, se deduce que 

el ángulo de inclinación del plano tangente está dado por

cos
F 2, 2, 1 k
F 2, 2, 1

2 3

1 3 2 1 3 2 2 3 2

2
3

lo que implica que 

arccos
2
3

35.3 ,

como se muestra en la fi gura 13.63. 

Un caso especial del procedimiento mostrado en el ejemplo 6 merece mención 

especial. El ángulo de inclinación u del plano tangente a la superfi cie z = f(x, y) en (x0, 

y0, z0) está dado por 

Fórmula alternativa para el ángulo 
de inclinación (Vea el ejercicio 67.) 

cos
1

fx x0, y0
2 fy x0, y0

2 1
.

Comparación de los gradientes ∇f(x, y) y ∇F(x, y, z)
Esta sección concluye con una comparación de los gradientes ∇f(x, y) y ∇F(x, y, z). En 

la sección anterior usted vio que el gradiente de una función f de dos variables es nor-

mal a las curvas de nivel de f. Específi camente, el teorema 13.12 establece que si f es 

diferenciable en (x0, y0) y ∇f(x0, y0) ≠ 0, entonces ∇f(x0, y0) es normal a la curva de nivel 

que pasa por (x0, y0). Habiendo desarrollado rectas normales a superfi cies, ahora puede 

extender este resultado a una función de tres variables. La demostración del teorema 

13.14 se deja como ejercicio (vea el ejercicio 68).

TEOREMA 13.14 El gradiente es normal a las superfi cies de nivel

Si F es diferenciable en (x0, y0, z0) y

F x0, y0, z0 0

entonces ∇F(x0, y0, z0) es normal a la superfi cie de nivel que pasa por (x0, y0, z0).

Al trabajar con los gradientes ∇f(x, y) y ∇F(x, y, z) debe recordar que ∇f(x, y) es un 

vector en el plano xy y ∇F(x, y, z) es un vector en el espacio.

+       +       = 1

y

x

θ
∇F(2, 2, 1)k

6
6

3

Elipsoide:

x2 y2 z2

12 12 3

z

Figura 13.63
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933 13.7  Planos tangentes y rectas normales

Describir una superfi cie En los ejercicios 1 a 4, describa la 
superfi cie de nivel F(x, y, z) = 0. 

1.

2.

3.

4. F x, y, z 16x2 9y2 36z

F x, y, z 4x2 9y2 4z2

F x, y, z x2 y2 z2 25

F x, y, z 3x 5y 3z 15

Hallar un vector unitario normal En los ejercicios 5 a 8, 
determine un vector unitario normal a la superfi cie en el punto 
dado. [Sugerencia: Normalice el vector gradiente ∇F(x, y, z).]

5.

6.

7.

8. 1, 1, 1x2y3 y2z 2xz3 4

2, 1, 2x2 3y z3 9

1, 1, 2x2 y2 z2 6

0, 0, 03x 4y 12z 0

Superficie Punto

Hallar la ecuación de un plano tangente En los ejercicios 
9 a 20, determine una ecuación del plano tangente a la superfi -
cie en el punto dado.

.01.9

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20. 0,
2

, 2z ex sen y 1 ,

1, 3, 2xy2 3x z2 8,

1, 3, 2x2 2z2 y2,

2, 2, 4x2 4y2 z2 36,

5,
4

,
2

2
h x, y cos y,

3, 4, ln 5h x, y ln x2 y2,

1, 2, 1f x, y x2 2xy y2,

1, 1, 2g x, y x2 y2,

1, 0, 0g x, y arctan
y
x
,

3, 4, 5z x2 y2,

x

y

(1, 2, 2)
2

4

6

6
4

2

6

8

10

z

x y

(2, 1, 8)

z

2

2

4

6

10

2

1, 2, 22, 1, 8

f x, y
y
x

z x2 y2 3

Hallar la ecuación de un plano y una recta normal En los 
ejercicios 21 a 30, determine una ecuación del plano tangente 
y encuentre ecuaciones simétricas para la recta normal a la su-
perfi cie en el punto dado.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30. e, 2, 1y ln xz2 2,

1, 1, 
4

z arctan
y
x
,

0, 2, 2z ye2xy,

1, 2, 5xyz 10,

2, 3, 6xy z 0,

3, 2, 5z x2 y2,

2, 2, 8z 16 x2 y2,

1, 2, 4x2 y2 z 9,

1, 2, 2x2 y2 z2 9,

3, 3, 3x y z 9,

Hallar la ecuación de una recta tangente a una curva En 
los ejercicios 31 a 36, (a) encuentre ecuaciones simétricas de la 
recta tangente a la curva de intersección de las superfi cies en 
el punto dado, y (b) encuentre el coseno del ángulo entre los 
vectores gradiente en este punto. Establezca si son ortogonales 
o no las superfi cies en el punto de intersección.

31.

32.

33.

34.

35.

36. 1, 2, 5z x2 y2,  x y 6z 33,

3, 1, 2x2 y2 z2 14,  x y z 0,

3, 4, 5z x2 y2,  5x 2y 3z 22,

3, 3, 4x2 z2 25,  y2 z2 25,

2, 1, 5z x2 y2,  z 4 y,

1, 1, 1x2 y2 2,  z x,

Hallar el ángulo de inclinación de un plano tangente En 
los ejercicios 37 a 40, encuentre el ángulo de inclinación U del 
plano tangente a la superfi cie en el punto dado.

37.

38.

39.

40. 2, 1, 3x2 y2 5,

1, 2, 3x2 y2 z 0,

2, 2, 22xy z3 0,

2, 2, 53x2 2y2 z 15,

Plano tangente horizontal En los ejercicios 41 a 46, en-
cuentre el (los) punto(s) sobre la superfi cie en la cual el plano 
tangente es horizontal.

41.

42.

43.

44.

45.

46. z xy
1
x

1
y

z 5xy

z 4x2 4xy 2y2 8x 5y 4

z x2 xy y2 2x 2y

z 3x2 2y2 3x 4y 5

z 3 x2 y2 6y

13.7 Ejercicios   Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios 
con numeración impar.
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934 Capítulo 13  Funciones de varias variables

Superfi cies tangentes En los ejercicios 47 y 48, demuestre 
que las superfi cies son tangentes a cada una en el punto dado 
para demostrar que las superfi cies tienen el mismo plano tan-
gente en este punto.
47.

48.

2, 3, 3x2 y2 2z 7,

x2 y2 z2 8x 12y 4z 42 0,

1, 1, 0

x2 y2 z2 6x 10y 14 0,x2 2y2 3z2 3,

Planos tangentes perpendiculares En los ejercicios 49 
y 50, (a) demuestre que las superfi cies intersecan en el punto 
dado y (b) demuestre que las superfi cies tienen planos tangen-
tes perpendiculares en este punto.
49.

50.

4x2 y2 16z2 24,  1, 2, 1

x2 y2 z2 2x 4y 4z 12 0,

z 2xy2, 8x2 5y2 8z 13,  1, 1, 2

51.  Usar un elipsoide Encuentre un punto sobre el elip-

soide x2 + 4y2 + z2 = 9, donde el plano tangente es 

perpendicular a la recta, con ecuaciones paramétricas

 y z 3 2t.x 2 4t, y 1 8t

52.  Usar un hiperboloide Encuentre un punto sobre el hi-

perboloide x2 + 4y2 – z2 = 1, donde el plano tangente es 

paralelo al plano x + 4y – z = 0.

DESARROLLO DE CONCEPTOS

53.  Plano tangente Dé la forma estándar de la ecua-

ción del plano tangente a una superfi cie dada por 

F(x, y, z) = 0 en (x0, y0, z0).

54.  Rectas normales En algunas superfi cies, las rectas 

normales en cualquier punto pasan por el mismo ob-

jeto geométrico. ¿Cuál es el objeto geométrico común 

en una esfera? ¿Cuál es el objeto geométrico común en 

un cilindro circular recto? Explique.

55.  Plano tangente Analice la relación entre el plano 

tangente a una superfi cie y la aproximación por dife-

renciales.

¿CÓMO LO VE? La gráfi ca muestra el elipsoi-

de x2 + 4y2 + z2 = 16. Utilice la gráfi ca para 

determinar la ecuación del plano tangente a cada 

uno de los puntos dados. 

 (a) (b) (c) 0, 0, 40, 2, 04, 0, 0

x

y

z

3

4

4

5
−3

57.  Investigación Considere la función 

 
f x, y

4xy
x2 1 y2 1  

 en los intervalos –2 ≤ x ≤ 2 y 0 ≤ y ≤ 3.

 (a) Determine un conjunto de ecuaciones paramétricas de la 
recta normal y una ecuación del plano tangente a la super-
fi cie en el punto (1, 1, 1).

 (b)  Repita el inciso (a) con el punto 1, 2, 4
5 .

 (c)  Utilice un sistema algebraico por computadora y repre-
sente gráfi camente la superfi cie, las rectas normales y los 
planos tangentes encontrados en los incisos (a) y (b).

58.  Investigación Considere la función

 
f x, y

sen y
x

 en los intervalos –3 ≤ x ≤ 3 y 0 ≤ y ≤ 2p.

 (a)  Determine un conjunto de ecuaciones paramétricas de la 
recta normal y una ecuación del plano tangente a la super-
fi cie en el punto

  
2,

2
,

1
2

.

 (b)  Repita el inciso (a) con el punto 
2
3

,
3
2

,
3
2

.

 (c) Utilice un sistema algebraico por computadora y repre-
sente gráfi camente la superfi cie, las rectas normales y los 
planos tangentes calculados en los incisos (a) y (b).

59.  Usar funciones Considere las funciones 

 
y g x, y 2x y.f x, y 6 x2 y2

4

 (a)  Determine un conjunto de ecuaciones paramétricas de la 
recta tangente a la curva de intersección de las superfi cies 
en el punto (1, 2, 4), y encuentre el ángulo entre los vecto-
res gradientes.

 (b)  Utilice un sistema algebraico por computadora y repre-
sente gráfi camente las superfi cies. Represente gráfi ca-
mente la recta tangente obtenida en el inciso (a).

60.  Usar funciones Considere las funciones 

 

y

g x, y
2

2
1 3x2 y2 6x 4y.

f x, y 16 x2 y2 2x 4y

 (a)  Utilice un sistema algebraico por computadora y repre-
sente gráfi camente la porción del primer octante de las 
superfi cies representadas por f y g.

 (b)  Encuentre un punto en el primer octante sobre la curva in-
tersección y demuestre que las superfi cies son ortogonales 
en este punto.

 (c)  Estas superfi cies son ortogonales a lo largo de la curva in-
tersección. ¿Demuestra este hecho el inciso (b)? Explique.

Expresar un plano tangente En los ejercicios 61 y 62, de-
muestre que el plano tangente a la superfi cie cuádrica en el 
punto (x0, y0, z0), puede expresarse en la forma dada.

61.  Elipsoide:

Plano:
x0x
a2

y0y
b2

z0z
c2 1

x2

a2

y2

b2

z2

c2 1
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935 13.7  Planos tangentes y rectas normales

62. Hiperboloide:

Plano:
x0x
a2

y0y
b2

z0z
c2 1

x2

a2

y2

b2

z2

c2 1

63.  Planos tangentes de un cono Demuestre que todo 

plano tangente al cono

 z2 a2x2 b2y2

 pasa por el origen.

64.  Planos tangentes Sea f una función derivable y con-

sidere la superfi cie

  
z xf

y
x

.

  Demuestre que el plano tangente a cualquier punto P(x0, y0, z0) 
de la superfi cie pasa por el origen.

65.  Aproximación Considere las aproximaciones siguien-

tes para una función f(x, y) centrada en (0, 0).

Aproximación lineal:
P1 x, y f 0, 0 fx 0, 0 x fy 0, 0 y

Aproximación cuadrática:

1
2 fxx 0, 0 x2 fxy 0, 0 xy 1

2 fyy 0, 0 y2

P2 x, y f 0, 0 fx 0, 0 x fy 0, 0 y

  [Observe que la aproximación lineal es el plano tangente a la 
superfi cie en (0, 0, f(0, 0)).] 

 (a)  Encuentre la aproximación lineal a f(x, y) = e(x – y) centra-
da en (0, 0).

 (b)  Encuentre la aproximación cuadrática a f(x, y) = e(x – y) 
centrada en (0, 0).

 (c)  Si x = 0 es la aproximación cuadrática, ¿para qué función 
se obtiene el polinomio de Taylor de segundo orden? Res-
ponda la misma pregunta para y = 0.

 (d)  Complete la tabla.

x y f x, y P1 x, y P2 x, y

0 0

0 0.1

0.2 0.1

0.2 0.5

1 0.5

 (e)  Utilice un sistema algebraico por computadora y repre-
sente gráfi camente las superfi cies z = f(x, y), z = P1(x, y) 
y z = P2(x, y).

66.  Aproximación Repita el ejercicio 65 con la función 

f(x, y) = cos(x + y).

67.  Demostración Demuestre que el ángulo de inclina-

ción u del plano tangente a la superfi cie z = f(x, y) en el 

punto (x0, y0, z0) está dado por

 

cos
1

[ fx x0, y0 ]2 [ fy x0, y0 ]2 1
.

68.  Demostración Demuestre el teorema 13.14.

PROYECTO DE TRABAJO

Flora silvestre
La diversidad de la fl ora silvestre en una pradera se puede medir 
contando el número de margaritas, linos, amapolas, etc. Si existen 
n tipos de fl ores silvestres, cada una en una proporción pi respecto 
a la población total, se deduce que 

p1 p2
.  .  . pn 1.

La medida de diversidad de la población se defi ne como

H
n

i 1
pi log2 pi.

En esta defi nición, se entiende que pi log2 pi = 0 cuando pi = 0. Las 
tablas muestran las proporciones de fl ores silvestres en una pradera 
en mayo, junio, agosto y septiembre.

Mayo

Junio

Agosto

Septiembre

Tipo de flor 1 2 3 4

Proporción 5
16

5
16

5
16

1
16

Tipo de flor 1 2 3 4

Proporción 1
4

1
4

1
4

1
4

1 2 3 4

Proporción 1
4

0 1
4

1
2

Tipo de flor 1 2 3 4

Proporción 0 0 0 1

Tipo de flor

(a)  Determine la diversidad de fl ores silvestres durante cada mes. 
¿Cómo interpretaría la diversidad en septiembre? ¿Qué mes 
tiene mayor diversidad?

(b)  Si la pradera contiene 10 tipos de fl ores silvestres en proporcio-
nes aproximadamente iguales, ¿la diversidad de la población es 
mayor o menor que la diversidad de una distribución similar con 
4 tipos de fl ores? ¿Qué tipo de distribución (de 10 tipos de fl ores 
silvestres) produciría la diversidad máxima?

(c)  Sea Hn la diversidad máxima de n tipos de fl ores silvestres. 
¿Tiende Hn a algún límite cuando n tiende a ?

PARA INFORMACIÓN ADICIONAL Los biólogos utilizan el 

concepto de diversidad para medir las proporciones de diferentes 

tipos de organismos dentro de un medio ambiente. Para más in-

formación sobre esta técnica, vea el artículo “Information Theory 

and Biological Diversity”, de Steven Kolmes y Kevin Mitchell, en 

UMAP Modules.
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936 Capítulo 13  Funciones de varias variables

  Hallar extremos absolutos y relativos de una función de dos variables.
  Utilizar el criterio de las segundas derivadas parciales para hallar un extremo 

relativo de una función de dos variables.

Extremos absolutos y extremos relativos
En el capítulo 3 estudió las técnicas para hallar valores extremos de una función de una 

(sola) variable. En esta sección extenderá estas técnicas a funciones de dos variables. 

Por ejemplo, en el teorema 13.15 se extiende el teorema del valor extremo para una 

función de una sola variable a una función de dos variables.

Considere la función continua f de dos variables, defi nida en una región acotada 

cerrada R. Los valores f(a, b) y f(c, d), tales que

están en y Rc, da, bf a, b f x, y) f c, d

para todo (x, y) en R se conocen como el mínimo y máximo de f en la región R, como 

se muestra en la fi gura 13.64. Recuerde de la sección 13.2 que una región en el plano 

es cerrada si contiene todos sus puntos frontera. El teorema del valor extremo se refi ere 

a una región en el plano que es cerrada y acotada. A una región en el plano se le llama 

acotada si es una subregión de un disco cerrado en el plano.

TEOREMA 13.15 Teorema del valor extremo

Sea f una función continua de dos variables x y y defi nida en una región acotada 

cerrada R en el plano xy.

1.  Existe por lo menos un punto en R, en el que f toma un valor mínimo.

2.  Existe por lo menos un punto en R, en el que f toma un valor máximo.

A un mínimo también se le llama un mínimo absoluto, y a un máximo también se 

le llama un máximo absoluto. Como en el cálculo de una variable, se hace una distin-

ción entre extremos absolutos y extremos relativos.

Defi nición de extremos relativos

Sea f una función defi nida en una región R que contiene (x0, y0).

1.  La función f tiene un mínimo relativo en (x0, y0) si

  
f x, y f x0, y0

 para todo (x, y) en un disco abierto que contiene (x0, y0).

2.  La función f tiene un máximo relativo en (x0, y0) si

  f x, y f x0, y0  

 para todo (x, y) en un disco abierto que contiene (x0, y0).

Decir que f tiene un máximo relativo en (x0, y0) signifi ca que el punto (x0, y0, z0) es 

por lo menos tan alto como todos los puntos cercanos en la gráfi ca de 

z = f(x, y). 

De manera similar, f tiene un mínimo relativo en (x0, y0) si (x0, y0, z0) es por lo menos tan 

bajo como todos los puntos cercanos en la gráfi ca. (Vea la fi gura 13.65.)

13.8 Extremos de funciones de dos variables

Superficie:
z = f (x, y)

x y

z

Máximo
Mínimo

Región acotada
cerrada R

contiene algún(os) punto(s) donde 
es un mínimo y algún(os) 

punto(s) donde 
Figura 13.64

f x, y
f x, y
R

es un máximo.

y

x

5

5

z

Extremo relativo.
Figura 13.65
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937 13.8  Extremos de funciones de dos variables

Para localizar los extremos relativos de f, puede investigar los puntos en los que el 

gradiente de f es 0 o los puntos en los cuales una de las derivadas parciales no exista. 

Tales puntos se llaman puntos críticos de f.

Defi nición de los puntos críticos

Sea f defi nida en una región abierta R que contiene (x0, y0). El punto (x0, y0) es un 

punto crítico de f si se satisface una de las condiciones siguientes:

1. y

2. o fy x0, y0fx x0, y0

fy x0, y0 0fx x0, y0 0

no existe.

Recuerde del teorema 13.11 que si f es diferenciable y 

f x0, y0 fx(x0, y0 i fy x0, y0 j 0i 0j

entonces toda derivada direccional en (x0, y0) debe ser 0. Esto implica que la función 

tiene un plano tangente horizontal al punto (x0, y0) como se muestra en la fi gura 13.66. 

Al parecer, tal punto es una localización probable para un extremo relativo. Esto es ra-

tifi cado por el teorema 13.16.

Figura 13.66

z

y

x

(x0, y0, z0)

(x0, y0)

Superficie:
z = f (x, y)

(x0, y0, z0)

(x0, y0)

y

x

z Superficie:
z = f (x, y)

Máximo relativo. Mínimo relativo.

TEOREMA 13.16  Los extremos relativos se presentan sólo en 
puntos críticos

Si f tiene un extremo relativo en (x0, y0) en una región abierta R, entonces (x0, y0) 

es un punto crítico de f.

Exploración
Utilice una herramienta de grafi cación para representar z = x3 – 3xy + y3 usando 

las cotas 0 ≤ x ≤ 3, 0 ≤ y ≤ 3, y –3 ≤ z ≤ 3. Esta vista parece sugerir que la 

superfi cie tuviera un mínimo absoluto. Pero, ¿lo tiene?

3

−3

3

3

z

x

y

KARL WEIERSTRASS 
(1815-1897)

Aunque el teorema del valor 
extremo había sido ya utilizado 
antes por los matemáticos, el 
primero en proporcionar una 
demostración rigurosa fue 
el matemático alemán Karl 
Weierstrass, quien también 
proporcionó justifi caciones 
rigurosas para muchos otros 
resultados matemáticos ya de uso 
común. A él se deben muchos de 
los fundamentos lógicos sobre los 
cuales se basa el cálculo moderno.
Consulte LarsonCalculus.com 
para leer más acerca de esta 
biografía.

Jacques Boyer/Roger-Viollet/The Image Works

13-CH13-LARSON.indd 937 05/12/14 11:22



938 Capítulo 13  Funciones de varias variables

EJEMPLO 1  Hallar un extremo relativo

Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo.

Encuentre los extremos relativos de

f x, y 2x2 y2 8x 6y 20.

Solución Para comenzar, encuentre los puntos críticos de f. Como

Derivada parcial respecto a 

y

Derivada parcial respecto a yfy x, y 2y 6

xfx x, y 4x 8

están defi nidas para todo x y y, los únicos puntos críticos son aquellos en los cuales las de-

rivadas parciales de primer orden son 0. Para localizar estos puntos, haga fx(x, y) y fy(x, y) 

igual a 0, y resuelva las ecuaciones

y 2y 6 04x 8 0

para obtener el punto crítico (–2, 3). Completando cuadrados en f, puede concluir que para 

todo (x, y) ≠ (–2, 3)

f x, y 2 x 2 2 y 3 2 3 > 3.

Por tanto, un mínimo relativo de f se encuentra en (–2, 3). El valor del mínimo relativo 

es f(–2, 3) = 3, como se muestra en la fi gura 13.67. 

El ejemplo 1 muestra un mínimo relativo que se presenta en un tipo de punto críti-

co; el tipo en el cual ambos fx(x, y) y fy(x, y) son 0. En el siguiente ejemplo se presenta un 

máximo relativo asociado al otro tipo de punto crítico; el tipo en el cual fx(x, y) o fy(x, y) 

no existe.

EJEMPLO 2  Hallar un extremo relativo

Determine los extremos relativos de 

f x, y 1 x2 y2 1 3.

Solución Como

Derivada parcial con respecto a 

y

Derivada parcial con respecto a yfy x, y
2y

3 x2 y2 2 3

xfx x, y
2x

3 x2 y2 2 3

se deduce que ambas derivadas parciales existen para todo punto en el plano xy, salvo 

para (0, 0). Como las derivadas parciales no pueden ser ambas 0 a menos que x y y sean 

0, usted puede concluir que (0, 0) es el único punto crítico. En la fi gura 13.68 observe 

que f(0, 0) es 1. Para cualquier otro (x, y) es claro que

f x, y 1 x2 y2 1 3 < 1.

Por tanto, f tiene un máximo relativo en (0, 0). 

En el ejemplo 2, fx(x, y) = 0 para todo punto distinto de (0, 0) en el eje y. Sin em-

bargo, como fy(x, y) no es cero, éstos no son puntos críticos. Recuerde que una de las 

derivadas parciales debe no existir o las dos deben ser 0 para tener un punto crítico. 

x
y

z

−2
−3

−4

21
3 4 5

1

2

3

4

5

6

(−2, 3, 3)

Superficie:
f(x, y) = 2x2 + y2 + 8x − 6y + 20

La función
relativo en
Figura 13.67

2, 3 .
z f x, y tiene un mínimo

Superficie:
f(x, y) = 1 − (x2 + y2)1/3

y

x

z

44
3

2

1

(0, 0, 1)

y

Figura 13.68
0, 0 .

fy x, yfx x, y están indefinidas en
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939 13.8  Extremos de funciones de dos variables

El criterio de las segundas derivadas parciales
El teorema 13.16 le dice que para encontrar extremos relativos sólo necesita examinar 

los valores de f(x, y) en los puntos críticos. Sin embargo, como sucede con una función 

de una variable, los puntos críticos de una función de dos variables no siempre son má -

ximos o mínimos relativos. Algunos puntos críticos dan puntos silla que no son ni 

máximos relativos ni mínimos relativos.

Como ejemplo de un punto crítico que no 

es un extremo relativo, considere el paraboloide 

hiperbólico

f x, y y2 x2

que se muestra en la fi gura 13.69. En el punto (0, 0), 

ambas derivadas parciales 

y fy x, y 2yfx x, y 2x

son 0. Sin embargo, la función f no tiene un 

extremo relativo en este punto, ya que en todo 

disco abierto centrado en (0, 0) la función asume 

valores negativos (a lo largo del eje x) y valores 

positivos (a lo largo del eje y). Por tanto, el punto 

(0, 0, 0) es un punto silla de la superfi cie. (El 

término “punto silla” viene del hecho de que la 

superfi cie mostrada en la fi gura 13.69 se parece a 

una silla de montar.)

En las funciones de los ejemplos 1 y 2 fue relativamente fácil determinar los ex-

tremos relativos, porque cada una de las funciones estaba dada, o se podía expresar, en 

forma de cuadrado perfecto. Con funciones más complicadas, los argumentos algebrai-

cos son menos adecuados y es mejor emplear los medios analíticos presentados en el 

siguiente criterio de las segundas derivadas parciales. Es el análogo, para funciones de 

dos variables, del criterio de las segundas derivadas para las funciones de una variable. 

La demostración de este teorema se deja para un curso de cálculo avanzado.

TEOREMA 13.17 Criterio de las segundas derivadas parciales

Sea f una función con segundas derivadas parciales continuas en una región abierta 

que contiene un punto (a, b) para el cual

y fy a, b 0.fx a, b 0

Para buscar los extremos relativos de f considere la cantidad

d fxx a, b fyy a, b fxy a, b 2.

1.  Si d > 0 y fxx(a, b) > 0, entonces f tiene un mínimo relativo en (a, b).

2. Si d > 0 y fxx(a, b) < 0, entonces f tiene un máximo relativo en (a, b).

3.  Si d < 0, entonces (a, b, f(a, b)) es un punto silla.

4.  Si d = 0, el criterio no lleva a ninguna conclusión.

Un recurso conveniente para recordar la fórmula de d en el criterio de las segundas 

derivadas parciales lo da el determinante 2 × 2

d
fxx a, b
fyx a, b

fxy a, b
fyy a, b

donde fxy(a, b) = fyx(a, b) de acuerdo al teorema 13.3.

y

x

z f (x, y) = y2 − x2

Punto silla en

Figura 13.69
fx 0, 0 fy 0, 0 0.

0, 0, 0 :

COMENTARIO Si d > 0, 

entonces fxx(a, b) y fyy(a, b) de-

ben tener el mismo signo. Esto 

signifi ca que fxx(a, b) puede 

sustituirse por fyy(a, b) en las 

dos primeras partes del criterio.
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940 Capítulo 13  Funciones de varias variables

EJEMPLO 3   Aplicar el criterio de las segundas derivadas 
parciales

Identifi que los extremos relativos de f(x, y) = –x3 + 4xy – 2y2 + 1.

Solución Para comenzar, identifi que los puntos críticos de f. Como

y fy x, y 4x 4yfx x, y 3x2 4y

existen para todo x y y, los únicos puntos críticos son aquellos en los que ambas deriva-

das parciales de primer orden son 0. Para localizar estos puntos, iguale fx(x, y) y fy(x, y) 

a 0 para obtener

y 4x 4y 0.3x2 4y 0

De la segunda ecuación usted sabe que x = y, y por sustitución en la primera ecuación 

obtiene dos soluciones: y = x = 0 y y x 4
3. Como

y fxy x, y 4fyy x, y 4fxx x, y 6x,

se deduce que para el punto crítico (0, 0),

d fxx 0, 0 fyy 0, 0 fxy 0, 0 2 0 16 < 0

y por el criterio de las segundas derivadas parciales, usted puede concluir que (0, 0, 1) 

es un punto silla de f. Para el punto crítico 4
3, 4

3 ,

> 0

16

8 4 16

d fxx

4
3

,
4
3

fyy

4
3

,
4
3

fxy

4
3

,
4
3

2

y como fxx
4
3, 4

3 8 < 0, puede concluir que f tiene un máximo relativo en 
4
3, 4

3 , 

como se muestra en la fi gura 13.70.  

Con el criterio de las segundas derivadas parciales pueden no hallarse los extremos 

relativos por dos razones. Si alguna de las primeras derivadas parciales no existe, usted 

no puede aplicar el criterio. Si

d fxx a, b fyy a, b fxy a, b 2 0

el criterio no es concluyente. En tales casos, puede tratar de hallar los extremos median-

te la gráfi ca o mediante algún otro método, como se muestra en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 4   Cuando el criterio de las segundas derivadas 
parciales no es concluyente

Encuentre los extremos relativos de f(x, y) = x2y2.

Solución Como fx(x, y) = 2xy2 y fy(x, y) = 2x2y, usted sabe que ambas derivadas 

parciales son igual a 0 si x = 0 o y = 0. Es decir, todo punto del eje x o del eje y es un 

punto crítico. Como

y fxy x, y 4xyfyy x, y 2x2fxx x, y 2y2,

sabe que 

12x2y2

4x2y2 16x2y2

d fxx x, y fyy x, y fxy x, y 2

es 0 si x = 0 o y = 0. Por tanto, el criterio de las segundas derivadas parciales no es con-

cluyente, no funciona. Sin embargo, como f(x, y) = 0 para todo punto en los ejes x o y, y 

f(x, y) = x2y2 > 0 en todos los otros puntos, usted puede concluir que cada uno de estos 

puntos críticos son un mínimo absoluto, como se muestra en la fi gura 13.71. 

y

x

4
3

4
3

,( (

23

4

3

4

5

6

7

8

9

Punto silla
(0, 0, 1)Máximo

relativo

z

f(x, y) = −x3 + 4xy − 2y2 + 1

Figura 13.70

x

y

z

2
2

1

Si y = 0,
entonces
f (x, y) = 0.

Si x = 0,
entonces
f (x, y) = 0.

f(x, y) = x2y2

Figura 13.71
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941 13.8  Extremos de funciones de dos variables

Los extremos absolutos de una función se pueden presentar de dos maneras. Pri-

mero, algunos extremos relativos también resultan ser extremos absolutos. Así, en el 

ejemplo 1, f(–2, 3) es un mínimo absoluto de la función. (Por otro lado, el máximo 

relativo encontrado en el ejemplo 3 no es un máximo absoluto de la función.) Segundo, 

los extremos absolutos pueden presentarse en un punto frontera del dominio. Esto se 

ilustra en el ejemplo 5.

EJEMPLO 5  Encontrar extremos absolutos

Encuentre los extremos absolutos de la función

f x, y sen xy

en la región cerrada dada por 

y 0 y 1.0 x

Solución La expresión de las derivadas parciales

y fy x, y x cos xyfx x, y y cos xy

le permite ver que todo punto en la hipérbola dada por xy = p/2 es un punto crítico. En 

todos estos puntos el valor de f es 

f x, y sen
2

1

el cual sabe que es el máximo absoluto, como se 

muestra en la fi gura 13.72. El otro punto crítico de 

f que se encuentra en la región dada es (0, 0). Este 

punto da un mínimo absoluto de 0, ya que

0 sen xy 1.

0 xy

implica que

Para localizar otros extremos absolutos debe consi-

derar las cuatro fronteras de la región formadas por 

las trazas de los planos verticales x = 0, x = p, y = 0 

y y = 1. Al hacer esto, encuentra que sen xy = 0 en 

todos los puntos del eje x, en todos los puntos del eje y 

y en el punto (p, 1). Cada uno de estos puntos es un 

mínimo absoluto de la superfi cie, como se muestra en 

la fi gura 13.72.

Los conceptos de extremos relativos y puntos críticos pueden extenderse a funcio-

nes de tres o más variables. Si todas las primeras derivadas parciales de

w f x1, x2, x3, . . . , xn

existen, puede mostrarse que se presenta un máximo o un mínimo relativo en (x1, x2, 

x3, ..., xn) sólo si cada una de las primeras derivadas parciales en ese punto es 0. Esto sig-

nifi ca que los puntos críticos se obtienen al resolver el sistema de ecuaciones siguiente.

fxn
x1, x2, x3, . . . , xn 0

fx2
x1, x2, x3, . . . , xn 0

fx1
x1, x2, x3, . . . , xn 0

La extensión del teorema 13.17 a tres o más variables también es posible, aunque no se 

considerará en este texto.

y

x

1

1

3

Mínimo
absoluto

Mínimo
absoluto

Máximo
absoluto

(  , 1)π Dominio:
0 ≤ x ≤
0 ≤ y ≤ 1

π

z
Superficie:
f(x, y) = sen xy

πxy =
2

Figura 13.72
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942 Capítulo 13  Funciones de varias variables

Hallar los extremos relativos En los ejercicios 1 a 6, identi-
fi que los extremos de la función reconociendo su forma dada o 
su forma después de completar cuadrados. Verifi que los resul-
tados empleando derivadas parciales para localizar los puntos 
críticos y probar si son extremos relativos.

1.

2.

3.

4.

5.

6. f x, y x2 y2 10x 12y 64

f x, y x2 y2 2x 6y 6

f x, y 25 x 2 2 y2

f x, y x2 y2 1

g x, y 5 x 3 2 y 2 2

g x, y x 1 2 y 3 2

Usar el criterio de segundas derivadas En los ejercicios 7 
a 20, examine la función para localizar los extremos relativos y 
los puntos silla.

7.

8.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

y

x

2

− 2

3

z

f x, y 2xy 1
2 x4 y4 1

y

x 3 3

4

z

f x, y x2 xy y2 3x y

h x, y x2 y2 1 3 2

f x, y x2 y2

z 5x2 4xy y2 16x 10

z x2 xy 1
2 y2 2x y

f x, y 2x2 2xy y2 2x 3

f x, y 3x2 2y2 3x 4y 5

h x, y x2 3xy y2

g x, y xy

g x, y x2 y2 x y

h x, y 80x 80y x2 y2

19.

20.

y

x

4

4

2

z

z
1
2

x2 y2 e1 x2 y2

y

x

3

8

4

2

6

6 π

z

z e x sen y

Usar tecnología para hallar extremos relativos y puntos 
silla En los ejercicios 21 a 24, utilice un sistema algebraico 
por computadora, represente la superfi cie y localice los extre-
mos relativos y los puntos silla.

21.

22.

23.

24. z exy

z x2 4y2 e1 x2 y2

f x, y y3 3yx2 3y2 3x2 1

z
4x

x2 y2 1

Hallar extremos relativos En los ejercicios 25 y 26, busque 
los extremos de la función sin utilizar los criterios de la derivada 
y utilice un sistema algebraico por computadora para represen-
tar gráfi camente la superfi cie. (Sugerencia: Por observación, de-
termine si es posible que z sea negativo. ¿Cuándo z es igual a 0?)

.62.52 z
x2 y2 2

x2 y2z
x y 4

x2 y2

Piénselo En los ejercicios 27 a 30, determine si hay un máxi-
mo relativo, un mínimo relativo, un punto silla, o si la informa-
ción es insufi ciente para determinar la naturaleza de la función 
f(x, y) en el punto crítico (x0, y0).

27.

28.

29.

30. fxx x0, y0 25,  fyy x0, y0 8,  fxy x0, y0 10

fxx x0, y0 9,  fyy x0, y0 6,  fxy x0, y0 10

fxx x0, y0 3,  fyy x0, y0 8,  fxy x0, y0 2

fxx x0, y0 9,  fyy x0, y0 4,  fxy x0, y0 6

13.8 Ejercicios   Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios 
con numeración impar. 
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943 13.8  Extremos de funciones de dos variables

31.  Usar el criterio de segundas derivadas parciales Una 

función f tiene segundas derivadas parciales continuas en una 

región abierta que contiene el punto crítico (3, 7). La función 

tiene un mínimo en (3, 7) y d > 0 para el criterio de las segun-

das derivadas parciales. Determine el intervalo para fxy(3, 7) si 

fxx(3, 7) = 2 y fyy(3, 7) = 8.

32.  Usar el criterio de segundas derivadas parciales Una 

función f tiene segundas derivadas parciales continuas en una 

región abierta que contiene el punto crítico (a, b). Si fxx(a, b) y 

fyy(a, b) tiene signos opuestos, ¿qué implica esto? Explique.

Hallar los extremos relativos y los puntos silla En los 
ejercicios 33 a 38, (a) encuentre los puntos críticos, (b) pruebe 
los extremos relativos, (c) indique los puntos críticos en los cua-
les el criterio de las segundas derivadas parciales no es conclu-
yente, y (d) use un sistema algebraico por computadora para 
trazar la función, clasifi cando cualesquiera puntos extremo y 
puntos silla.

33.

34.

35.

36.

37.

38. f x, y x2 y2 2 3

f x, y x2 3 y2 3

f x, y x 1 2 y 2 2

f x, y x 1 2 y 4 2

f x, y x3 y3 6x2 9y2 12x 27y 19

f x, y x3 y3

Examinar una función En los ejercicios 39 y 40, encuentre los 
puntos críticos de la función y, por la forma de la función, determi-
ne si se presenta un máximo o un mínimo relativo en cada punto.

39.

40. f x, y, z 9 x y 1 z 2 2

f x, y, z x2 y 3 2 z 1 2

Hallar extremos absolutos En los ejercicios 41 a 48, deter-
mine los extremos absolutos de la función en la región R. (En 
cada caso, R contiene sus puntos frontera.) Utilice un sistema 
algebraico por computadora y confi rme los resultados.

41.

42.

43. f x, y 12 3x 2y

f x, y x2 xy,  R x, y  : x 2, y 1

R x, y  : 1 x 4, 0 y 2

f x, y x2 4xy 5

  R: La región triangular en el plano xy con vértices (2, 0), (0, 1) 
y (1, 2).

44.  f(x, y) = (2x – y)2

  R: La región triangular en el plano xy con vértices (2, 0), (0, 1) 
y (1, 2).

45.  f(x, y) = 3x2 + 2y2 – 4y

  R: La región en el plano xy acotada por las gráfi cas de y = x2 y 
y = 4.

46.  f(x, y) = 2x – 2xy + y2

  R: La región en el plano xy acotada por las gráfi cas de y = x2 y 
y = 1.

47.

48.

R x, y  : 0 x 1, 0 y 1

f x, y
4xy

x2 1 y2 1

f x, y x2 2xy y2,  R x, y  : x 2, y 1

DESARROLLO DE CONCEPTOS

49.  Defi nir términos Defi na cada uno de los siguientes 

para una función de dos variables.

 (a)  Mínimo relativo  (b) Máximo relativo

 (c)  Punto crítico (d) Punto silla

Dibujar una gráfi ca En los ejercicios 50 a 52, trace la 
gráfi ca de una función arbitraria f que satisfaga las con-
diciones dadas. Diga si la función tiene extremos o puntos 
silla. (Hay muchas respuestas correctas.)

50.  Todas las primeras y segundas derivadas parciales de f son 0.

51. y

52.

y x, y .fxy x, y 0fyy x, y < 0fxx x, y > 0,

fx x, y
<  0,

>  0,

x < 0

x > 0
,    fy x, y

>  0,

<  0,

y < 0

y > 0

fy 0, 0 0fx 0, 0 0,

x, y .fy x, y < 0fx x, y   >  0 para todo

para todo

53.  Comparar funciones Considere las funciones 

 y g x, y x2 y2.f x, y x2 y2

 (a)  Demuestre que ambas funciones tienen un punto crítico 
en (0, 0).

 (b)  Explique cómo f y g se comportan de manera diferente en 
este punto crítico.

54.  ¿CÓMO LO VE? La fi gura muestra las curvas de 

nivel de una función desconocida f(x, y). ¿Qué 

información, si la hay, se puede dar respecto a f 
en los puntos A, B, C y D? Explique su razona-

miento.

x
A

B
C

y

D

54. 

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 55 a 58, determine si 
el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué 
o dé un ejemplo que demuestre que es falso.
55.  Si f tiene un máximo relativo en (x0, y0, z0), entonces 

 fy x0, y0 0.fx x0, y0

56.  Si fx(x0, y0) = fy(x0, y0) = 0, entonces f tiene un máximo relativo 
en (x0, y0, z0).

57.  Entre cualesquiera dos mínimos relativos de f, aquí debe estar 
al menos un máximo relativo de f.

58.  Si f es continua para todo x y y, y tiene dos mínimos relativos, 
entonces f debe tener por lo menos un máximo relativo.
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944 Capítulo 13  Funciones de varias variables

  Resolver problemas de optimización con funciones de varias variables.
  Utilizar el método de mínimos cuadrados.

Problemas de optimización aplicada
En esta sección examinará algunas de las muchas aplicaciones de los extremos de fun-

ciones de dos (o más) variables.

EJEMPLO 1  Hallar un volumen máximo

Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo.

Una caja rectangular descansa en el plano xy con uno de sus vértices en el origen. El 

vértice opuesto está en el plano

6x + 4y + 3z = 24

como se muestra en la fi gura 13.73. Encuentre el volumen máximo de la caja.

Solución Sean x, y y z el largo, ancho y la altura de la caja. Como un vértice de la caja 

se encuentra en el plano 6x + 4y + 3z = 24, usted sabe que z 1
3 24 6x 4y , y así 

puede expresar el volumen xyz de la caja en función de dos variables.

1
3 24xy 6x2y 4xy2

V x, y x y 1
3 24 6x 4y

Ahora, encuentre las primeras derivadas parciales de V

Vy x, y
1
3

24x 6x2 8xy
x
3

24 6x 8y

Vx x, y
1
3

24y 12xy 4y2 y
3

24 12x 4y

Observe que las primeras derivadas parciales se defi nen para toda x y y. Por tanto, hacien-

do Vx(x, y) y Vy(x, y) iguales a 0 y resolviendo las ecuaciones 
1
3y 24 12x 4y 0 y 

1
3x 24 6x 8y 0, obtiene los puntos críticos y 4

3, 20, 0 . En (0, 0), el volumen 

es 0, por lo que en este punto no se tiene el volumen máximo. En el punto 
4
3, 2 , puede 

aplicar el criterio de las segundas derivadas parciales.

Ya que

y

Vxx
4
3, 2 8 < 0

Vxx
4
3, 2 Vyy

4
3, 2 Vxy

4
3, 2

2
8 32

9
8
3

2 64
3 > 0

Vxy x, y
1
3

24 12x 8y

Vyy x, y
8x
3

Vxx x, y 4y

puede concluir, de acuerdo con el criterio de las segundas derivadas parciales, que el 

volumen máximo es

unidades cúbicas.64
9V 4

3, 2 1
3 24 4

3 2 6 4
3

2
2 4 4

3 22

Observe que el volumen es 0 en los puntos frontera del dominio triangular de V. 

y

x (4, 0, 0)
(0, 6, 0)

(0, 0, 8)

z

Plano:
6x + 4y + 3z = 24

Figura 13.73

13.9  Aplicaciones de los extremos de funciones 
de dos variables

COMENTARIO En mu-

chos problemas prácticos, el do-

minio de la función a optimizar 

es una región acotada cerrada. 

Para encontrar los puntos 

mínimos o máximos, no sólo 

debe probar los puntos críticos, 

sino también los valores de la 

función en los puntos frontera.
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945 13.9  Aplicaciones de los extremos de funciones de dos variables

En las aplicaciones de los extremos a la economía y a los negocios a menudo se tie-

ne más de una variable independiente. Por ejemplo, una empresa puede producir varios 

modelos de un mismo tipo de producto. El precio por unidad y la ganancia o benefi cio 

por unidad de cada modelo son, por lo general, diferentes. La demanda de cada modelo 

es, a menudo, función de los precios de los otros modelos (así como su propio precio). 

El siguiente ejemplo ilustra una aplicación en la que hay dos productos.

EJEMPLO 2  Hallar la ganancia máxima

Un fabricante de artículos electrónicos determina que la ganancia P (en dólares) obteni-

da al producir x unidades de un televisor LCD y y unidades de un televisor de plasma se 

aproxima mediante el modelo

P x, y 8x 10y 0.001 x2 xy y2 10,000.

Encuentre el nivel de producción que proporciona una ganancia máxima. ¿Cuál es la 

ganancia máxima?

Solución Las derivadas parciales de la función de ganancia son

y

Py x, y 10 0.001 x 2y .

Px x, y 8 0.001 2x y

Igualando estas derivadas parciales a 0, usted obtiene el sistema de ecuaciones siguiente.

01 0.001 x 2y 0

 8 0.001 2x y 0

Después de simplifi car, este sistema de ecuaciones lineales puede expresarse como

.x  2y  10,000

 2x y   8000

La solución de este sistema produce x = 2000 y y = 4000. Las segundas derivadas 

parciales de P son

Ya que 

0.002 2 0.001 2Pxx 2000, 4000 Pyy 2000, 4000 Pxy 2000, 4000 2

Pxx < 0

Pxy 2000, 4000 0.001.

Pyy 2000, 4000 0.002

Pxx 2000, 4000 0.002

y

es mayor que 0, puede concluir que el nivel de producción con x = 2000 unidades y y = 

4000 unidades proporciona la ganancia máxima. La ganancia máxima es

$18,000.

8 2000 10 4000 0.001 20002 2000 4000 40002 10,000

P 2000, 4000

En el ejemplo 2 se supuso que la planta industrial puede producir el número reque-

rido de unidades para proporcionar la ganancia máxima. En la práctica, la producción 

estará limitada por restricciones físicas. En la sección siguiente estudiará tales proble-

mas de optimización. 

PARA INFORMACIÓN ADICIONAL Para más información sobre el uso de la matemática en 

la economía, consulte el artículo “Mathematical Methods of Economics”, de Joel Franklin, en The 
American Mathematical Monthly. Para ver este artículo, consulte MathArticles.com.
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946 Capítulo 13  Funciones de varias variables

El método de mínimos cuadrados
En muchos de los ejemplos en este texto se han empleado modelos matemáticos, como 

en el caso del ejemplo 2, donde se utiliza un modelo cuadrático para la ganancia. Hay 

varias maneras para desarrollar tales modelos; una es la conocida como el método de 

mínimos cuadrados.

Al construir un modelo para representar un fenómeno particular, los objetivos son 

simplicidad y precisión. Por supuesto, estas metas entran a menudo en confl icto. Por 

ejemplo, un modelo lineal simple para los puntos en la fi gura 13.74 es

y 1.9x 5.

Sin embargo, la fi gura 13.75 muestra que si se elige el modelo cuadrático, ligeramente 

más complicado, que es

y 0.20x2 0.7x 1

se logra mayor precisión.

Figura 13.74

5

105

10

15

y

x

y = 1.9x − 5

(11, 17)

(9, 12)

(7, 6)

(5, 2)(2, 1)

Figura 13.75

5

105

10

15

y

x

(11, 17)

(9, 12)

(7, 6)

(5, 2)(2, 1)

y = 0.20x2 − 0.7x + 1

Como medida de qué tan bien se ajusta el modelo y = f(x) a la colección de puntos

x1, y1 , x2, y2 , x3, y3 , .  .  . , xn, yn

usted puede sumar los cuadrados de las diferencias entre los valores reales y los valores 

dados por el modelo para obtener la suma de los cuadrados de los errores o errores 
cuadráticos

Suma de los errores cuadráticosS
n

i 1
f xi yi

2.

Gráfi camente, S puede interpretarse como la suma 

de los cuadrados de las distancias verticales entre 

la gráfi ca de f y los puntos dados en el plano (los 

puntos de los datos), como se muestra en la fi gura 

13.76. Si el modelo es perfecto, entonces S = 0. 

Sin embargo, cuando la perfección no es posible, 

puede conformarse con un modelo que minimice 

el valor de S. Por ejemplo, la suma de los errores 

cuadráticos en el modelo lineal en la fi gura 13.74 es 

S 17.6.

En estadística, al modelo lineal que minimiza el 

valor de S se le llama recta de regresión o por 
mínimos cuadrados. La demostración de que esta 

recta realmente minimiza S requiere minimizar una 

función de dos variables.

x

(x3, y3)

(x2, y2)

(x1, y1)

d1

d2

d3

y = f(x)

y

Suma de errores cuadráticos:

Figura 13.76
S d1

2 d2
2 d3

2

COMENTARIO En el ejer-

cicio 31 se describe un método 

para encontrar la regresión cua-

drática con mínimos cuadrados 

para un conjunto de datos.
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947 13.9  Aplicaciones de los extremos de funciones de dos variables

TEOREMA 13.18 Recta de regresión de mínimos cuadrados

La recta de regresión de mínimos cuadrados para {(x1, y1), (x2, y2), . . . (xn, yn)} 

está dada por f(x) = ax + b, donde

y b
1
n

n

i 1
yi a

n

i 1
xi .a

n
n

i 1
xiyi

n

i 1
xi

n

i 1
yi

n
n

i 1
xi

2
n

i 1
xi

2

Demostración Sea S(a, b) la suma de los cuadrados de los errores para el modelo 

f x ax b

y el conjunto de puntos dado. Es decir,

n

i 1
axi b yi

2

S a, b
n

i 1
f xi yi

2

donde los puntos (xi, yi) representan constantes. Como S es una función de a y b, se 

pueden usar los métodos de la sección anterior para encontrar el valor mínimo de S. Las 

primeras derivadas parciales de S son

y

2a
n

i 1
xi 2nb 2

n

i 1
yi.

Sb a, b
n

i 1
 2 axi b yi

2a
n

i 1
xi

2 2b
n

i 1
xi 2

n

i 1
xiyi

Sa a, b
n

i 1
 2xi axi b yi

Igualando estas dos derivadas parciales a 0, usted obtiene los valores de a y b que indica 

el teorema. Se deja como ejercicio aplicar el criterio de las segundas derivadas parciales 

(vea el ejercicio 47) para verifi car que estos valores de a y b dan un mínimo.

Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostración. 

Si los valores de x están simétricamente distribuidos respecto al eje y, entonces 

xi 0 y las fórmulas para a y b se simplifi can:

y

b
1
n

n

i 1
yi.

a

n

i 1
xiyi

n

i 1
xi

2

Esta simplifi cación es a menudo posible mediante una traslación de los valores x. Por 

ejemplo, si los valores x en una colección de datos son los años 2009, 2010, 2011, 2012 

y 2013, se puede tomar 2011 como 0.

ADRIEN-MARIE LEGENDRE 
(1752-1833)

El método de mínimos cuadrados 
lo introdujo el matemático francés 
Adrien-Marie Legendre. Legendre 
es mejor conocido por su trabajo 
en geometría. De hecho, su texto 
Elementos de geometría fue tan 
popular en Estados Unidos que se 
usó durante un periodo de más de 
100 años y hubo 33 ediciones.
Consulte LarsonCalculus.com 
para leer más acerca de esta 
biografía.
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948 Capítulo 13  Funciones de varias variables

EJEMPLO 3  Hallar la recta de regresión de mínimos cuadrados

Encuentre la recta de regresión de mínimos cuadrados para los puntos

(–3, 0), (–1, 1), (0, 2) y (2, 3).

Solución La tabla muestra los cálculos necesarios para encontrar la recta de regre-

sión de mínimos cuadrados usando n = 4.

x y xy x2

3 0 0 9

1 1 1 1

0 2 0 0

2 3 6 4

n

i 1
xi 2

n

i 1
yi 6

n

i 1
xiyi 5

n

i 1
xi

2 14

Aplicando el teorema 13.18 obtiene

y

47
26

.

1
4

6
8
13

2

b
1
n

n

i 1
yi a

n

i 1
xi

8
13

4 5 2 6
4 14 2 2

a
n

n

i 1
xiyi

n

i 1
xi

n

i 1
yi

n
n

i 1
xi

2
n

i 1
xi

2

La recta de regresión de mínimos cuadrados es

f x
8
13

x
47
26

como se muestra en la fi gura 13.77.

Recta de regresión de mínimos cuadrados.
Figura 13.77

3

1

2

21− 1− 2− 3
x

(0, 2)

(2, 3)

(− 1, 1)(− 3, 0)

y

x + 8
13

f(x) = 47
26

TECNOLOGÍA Muchas 

calculadoras tienen “incorpo-

rados” programas de regresión 

de mínimos cuadrados. Puede 

utilizar una calculadora con 

estos programas para reproducir 

los resultados del ejemplo 3.
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949 13.9  Aplicaciones de los extremos de funciones de dos variables

Hallar la distancia mínima En los ejercicios 1 y 2, determi-
ne la distancia mínima del punto al plano x – y + z = 3. (Suge-
rencia: Para simplifi car los cálculos, minimice el cuadrado de 
la distancia.)

.2.1 1, 2, 30, 0, 0

Hallar la distancia mínima En los ejercicios 3 y 4, en-
cuentre la distancia mínima desde el punto a la superfi cie 
z 1 2x 2y. (Sugerencia: Para simplifi car los cálculos 
minimice el cuadrado de la distancia.)

.4.3 4, 1, 02, 2, 0

Hallar números positivos En los ejercicios 5 a 8, determine 
tres números positivos x, y y z que satisfagan las condiciones dadas.

 5.  El producto es 27 y la suma es mínima.

 6.  La suma es 32 y P = xy2z es máxima.

 7.  La suma es 30 y la suma de los cuadrados es mínima.

 8.  El producto es 1 y la suma de los cuadrados es mínima.

 9.  Costo Un contratista de mejorías caseras está pintando las 

paredes y el techo de una habitación rectangular. El volumen de 

la habitación es de 668.25 pies cúbicos. El costo de pintura 

de pared es de $0.06 por pie cuadrado y el costo de pintura de 

techo es de $0.11 por pie cuadrado. Encuentre las dimensiones 

de la habitación que den por resultado un mínimo costo para la 

pintura. ¿Cuál es el mínimo costo por la pintura?

10.  Volumen máximo El material para construir la base de 

una caja abierta cuesta 1.5 veces más por unidad de área que 

el material para construir los lados. Dada una cantidad fi ja de 

dinero C, determine las dimensiones de la caja de mayor volu-

men que puede ser fabricada.

11. Volumen y área superfi cial Demuestre que una caja rec-

tangular de volumen dado y área exterior mínima es un cubo.

12.  Volumen máximo Demuestre que la caja rectangular de 

volumen máximo inscrita en una esfera de radio r es un cubo.

13.  Ingreso máximo Una empresa fabrica dos tipos de zapa-

tos tenis, tenis para correr y tenis para básquetbol. El ingreso 

total de x1 unidades de tenis para correr y x2 unidades de tenis 

de básquetbol es 

 
R 5x1

2 8x2
2 2x1x2 42x1 102x2

  donde x1 y x2 están en miles de unidades. Determine las x1 y x2 
que maximizan el ingreso.

14.  Ganancia máxima Una empresa fabrica velas en dos luga-

res. El costo de producción de x1 unidades en el lugar 1 es

  
C1 0.02x1

2 4x1 500

  y el costo de producción de x2 unidades en el lugar 2 es

  
C2 0.05x2

2 4x2 275.

  Las velas se venden a $15 por unidad. Encuentre la cantidad 
que debe producirse en cada lugar para aumentar al máximo la 
ganancia P = 15(x1 + x2) – C1 – C2.

15.  Ley de Hardy-Weinberg

Los tipos sanguíneos son genéticamente determinados por 
tres alelos: A, B y O. (Alelo es cualquiera de las posibles 
formas de mutación de un gen.) Una persona cuyo tipo 
sanguíneo es AA, BB u OO es homocigótica. Una persona 
cuyo tipo sanguíneo es AB, AO o BO es heterocigótica. 

La ley Hardy-Weinberg establece que la proporción P de 

individuos heterocigótica en cualquier población dada es 

  P p, q, r 2pq 2pr 2qr

  donde p representa el porcentaje de alelos A en la población, 

q representa el porcentaje de alelos B en la población y r repre-

senta el porcentaje de 

alelos O en la pobla-

ción. Utilice el hecho 

de que 

  p q r 1

  para demostrar que la 
proporción máxima 
de individuos hetero-
cigóticos en cualquier 
población es 

2
3.

16.  Índice de diversidad de Shannon Una forma de medir 

la diversidad de especies es usar el índice de diversidad de 

Shannon H. Si un hábitat consiste de tres especies, A, B y C, 

su índice de diversidad de Shannon es

  H x ln x y ln y z ln z

  donde x es el porcentaje de especies A en el hábitat, y es el 
porcentaje de especies B en el hábitat y z es el porcentaje de 
especies C en el hábitat. Use el hecho de que

  x + y + z = 1 

  para demostrar que el valor máximo de H ocurre cuando 
x y z 1

3. ¿Cuál es el máximo valor de H?

17.  Costo mínimo Hay que construir un conducto para agua 

desde el punto P al punto S y debe atravesar regiones donde 

los costos de construcción difi eren (ver la fi gura). El costo por 

kilómetro en dólares es 3k de P a Q, 2k de Q a R y k de R a S. 

Encuentre x y y tales que el costo total C se minimice.

Figura para 18Figura para 17

30 − 2x

x x

θθ

1 km

P

Q

R

S

x

y

10 km

2 km

18.  Área Un comedero de secciones transversales en forma de 

trapecio se forma doblando los extremos de una lámina de alu-

minio de 30 pulgadas de ancho (ver la fi gura). Halle la sección 

transversal de área máxima.

13.9 Ejercicios   Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios 
con numeración impar.

Sashkin/Shutterstock.com
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950 Capítulo 13  Funciones de varias variables

DESARROLLO DE CONCEPTOS

19.  Problemas de optimización aplicada Con sus pro-

pias palabras, describa la estrategia para la solución de 

problemas de aplicación de mínimos y máximos.

20. Método de mínimos cuadrados Con sus propias 

palabras, describa el método de mínimos cuadrados para 

elaborar modelos matemáticos.

Hallar la recta de regresión de mínimos cuadrados En 
los ejercicios 21 a 24, (a) determine la recta de regresión de mí-
nimos cuadrados y (b) calcule S, la suma de los errores al cua-
drado. Utilice el programa para regresión de una herramienta 
de grafi cación para verifi car los resultados.

.22.12

.42.32

x

1

1

2

2 5 643

(3, 1) (4, 1)

(4, 2)

(5, 2)

(6, 2)

(2, 0)

(3, 0)(1, 0)

y

x

1

1

2

2

3

4

43

(1, 3)

(1, 1)

(0, 4)

(2, 0)

y

x

1

1

2

2

3

4

3

−2

−1−2−3

(1, 1)
(3, 2)

(−1, 1)
(−3, 0)

y

x

1

1

2

2

3

−1
−1−2

(0, 1)

(2, 3)

(−2, 0)

y

Hallar la recta de regresión de mínimos cuadrados En 
los ejercicios 25 a 28, encuentre la recta de regresión de míni-
mos cuadrados para los puntos dados. Utilice el programa de 
regresión de una herramienta de grafi cación para verifi car los 
resultados. Utilice la herramienta de grafi cación para trazar 
los puntos y representar la recta de regresión.

25.

26.

27.

28. 6, 4 , 1, 2 , 3, 3 , 8, 6 , 11, 8 , 13, 8

0, 6 , 4, 3 , 5, 0 , 8, 4 , 10, 5

1, 0 , 3, 3 , 5, 6

0, 0 , 1, 1 , 3, 4 , 4, 2 , 5, 5

29.  Modelado de datos En la tabla se muestran las edades x 
(en años) y las presiones arteriales sistólicas y de siete hombres. 

Edad, x 16 25 39 45 49 64 70

Presión
arterial
sistólica, y

109 122 150 165 159 183 199

 (a)  Utilice el programa de regresión de una herramienta de 
grafi cación para hallar la recta de regresión de mínimos 
cuadrados para los datos.

 (b)  Utilice el modelo para aproximar la variación en la presión 
arterial sistólica por cada incremento de un año en la edad.

30.  Modelado de datos En la tabla se muestran las reco-

lecciones de impuesto sobre los ingresos brutos (en miles de 

millones de dólares) por el servicio de ingresos internos para 

personas y negocios. (Fuente: U.S. Internal Revenue Service)

Año

Personas, x 156 288 397 540

Negocios, y 46 72 77 110

Año

Personas, x 676 1137 1108 1164

Negocios, y 174 236 307 278

1975 1980 1985 1990

1995 2000 2005 2010

 (a)  Utilice las funciones de regresión de una utilidad gráfi ca 
para encontrar la línea de regresión de mínimos cuadra-
dos para los datos.

 (b)  Utilice el modelo para calcular los impuestos sobre la 
renta empresarial colectados cuando los impuestos sobre 
la renta individuales recolectados son de 1300 miles de 
millones de dólares.

31.  Método de mínimos cuadrados Encuentre un sistema 

de ecuaciones con cuya solución se obtienen los coefi cientes 

a, b y c para la regresión de mínimos cuadrados cuadrática 

  y ax2 bx c

  para los puntos (x1, y1), (x2, y2),…, (xn, yn) mediante la minimi-
zación de la suma

  
S a, b, c

n

i 1
yi axi

2 bxi c 2.
 

32.  ¿CÓMO LO VE? Asocie la ecuación de regresión 

con la gráfi ca apropiada. Explique su razonamiento. 

(Observe que x y y están rotos.)

)b()a(

)d()c(

)ii()i(

)vi()iii(

50 55 60 65 70 75

4
5
6
7
8
9

10

x

y

1200 1800 2400

120

150

180

210

240

x

y

20 30 40 50

65

25

35

45

55

x

y

10 15 20 25

3
4
5
6
7
8
9

x

y

y 1.29x 89.8y 0.09x 19.8

y 0.35x 11.5y 0.22x 7.5

32. 
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951 13.9  Aplicaciones de los extremos de funciones de dos variables

Hallar la regresión cuadrática de mínimos cuadrados En 
los ejercicios 33 a 36, utilice el resultado del ejercicio 31 para 
determinar la regresión cuadrática de mínimos cuadrados de 
los puntos dados. Utilice las capacidades de regresión de una 
utilidad gráfi ca para confi rmar los resultados. Utilice la utili-
dad gráfi ca para trazar los puntos y la gráfi ca de la regresión 
cuadrática de mínimos cuadrados.

33.

34.

.63.53 0, 10 , 1, 9 , 2, 6 , 3, 00, 0 , 2, 2 , 3, 6 , 4, 12

4, 5 , 2, 6 , 2, 6 , 4, 2

2, 0 , 1, 0 , 0, 1 , 1, 2 , 2, 5

37.  Modelado matemático Después de que fue desarrollado 

un nuevo turbopropulsor para un motor de automóvil, se ob-

tuvieron los datos experimentales siguientes de velocidad y en 

millas por hora a intervalos x de 2 segundos.

Tiempo, x 0 2 4 6 8 10

Velocidad, y 0 15 30 50 65 70

 a) Encuentre el modelo cuadrático de regresión de mínimos 
cuadrados para los datos. Use una herramienta de grafi ca-
ción para confi rmar sus resultados.

 b) Utilice una herramienta de grafi cación para trazar los pun-
tos y grafi car el modelo.

38.  Modelado matemático La tabla muestra la población 

mundial y (en miles de millones) para cinco años diferentes. 

Considere que x = 3 representa el año 2003. (Fuente: U.S. 
Census Bureau, International Data Base)

Año, x 2003 2005 2007 2009 2011

Población, y 6.3 6.5 6.6 6.8 6.9

 (a)  Utilice el programa de regresión de una herramienta de 
grafi cación para hallar la recta de regresión de mínimos 
cuadrados para los datos.

 (b)  Utilice el programa de regresión de una herramienta de 
grafi cación para hallar el modelo cuadrático de regresión 
de mínimos cuadrados para los datos.

 (c) Use una herramienta de grafi cación para trazar los datos y 
grafi car los modelos.

 (d)  Utilice ambos modelos para pronosticar la población 
mundial para el año 2020. ¿Cómo difi eren los dos mode-
los cuando los extrapola a futuro?

39.  Modelado de datos Un meteorólogo mide la presión at-

mosférica P (en kilogramos por metro cuadrado) a una altitud h 
(en kilómetros). Los datos se muestran en la tabla.

Altura, h 0 5 10 15 20

Presión, P 10,332 5583 2376 1240 517

 (a)  Utilice el programa de regresión de una herramienta de 
grafi cación para hallar una recta de regresión de mínimos 
cuadrados para los puntos (h, ln P).

 (b)  El resultado del inciso (a) es una ecuación de la forma 
ln P = ah + b. Exprese esta forma logarítmica en forma ex-
ponencial.

 (c)  Utilice una herramienta de grafi cación para trazar los datos 
originales y representar el modelo exponencial del inciso (b).

 (d)  Si una herramienta de grafi cación puede ajustar modelos 
logarítmicos a datos, utilícela para verifi car el resultado 
del inciso (b).

40.  Modelado de datos Los puntos terminales del intervalo 

de visión se llaman punto próximo y punto lejano del ojo. Con 

la edad, estos puntos cambian. La tabla muestra los puntos 

próximos y (en pulgadas) a varias edades x (en años). (Fuente: 
Ophtalmology & Physiological Optics)

 

Edad, x 16 32 44 50 60

Punto próximo, y 3.0 4.7 9.8 19.7 39.4

 (a)  Encuentre un modelo racional para los datos tomando el 
recíproco o inverso de los puntos próximos para generar 
los puntos (x, 1/y). Utilice el programa para regresión de 
una herramienta de grafi cación para hallar una recta de re-
gresión de mínimos cuadrados para los datos revisados. La 
recta resultante tiene la forma 1/y = ax + b. Despeje y.

 (b)  Utilice una herramienta de grafi cación para trazar los da-
tos y representar el modelo.

 (c)  ¿Puede utilizarse el modelo para predecir el punto próxi-
mo en una persona de 70 años? Explique.

41.  Usar el criterio de las segundas derivadas parcia-
les Utilice el criterio de las segundas derivadas parciales 

para verifi car que las fórmulas para a y b proporcionadas en el 

teorema 13.18 llevan a un mínimo.

 Sugerencia: Considere el hecho que n
n

i 1
xi

2
n

i 1
xi

2

.

PROYECTO DE TRABAJO

Construcción de un oleoducto 
Una empresa petrolera desea construir un oleoducto desde su pla-
taforma A hasta su refi nería B. La plataforma está a 2 millas de la 
costa, y la refi nería está 1 milla tierra adentro. Además, A y B están 
a 5 millas de distancia una de otra, como se muestra en la fi gura.

1 mi

5 mi

P

A

B

x

2 mi

El costo de construcción del oleoducto es $3 millones por mi-
lla en el mar, y $4 millones por milla en tierra. Por tanto, el costo 
del oleoducto depende de la localización del punto P en la orilla. 
¿Cuál sería la ruta más económica para el oleoducto?

Imagine que hay que redactar un informe para la empresa pe-
trolera acerca de este problema. Sea x la distancia mostrada en la 
fi gura. Determine el costo de construir el oleoducto de A a P, y el 
costo de construir de P a B. Analice alguna trayectoria muestra para 
el oleoducto y sus costos correspondientes. Por ejemplo, ¿cuál es el 
costo de la ruta más directa? Utilice después el cálculo para deter-
minar la ruta del oleoducto que minimiza el costo. Explique todos 
los pasos del desarrollo e incluya una gráfi ca pertinente.
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952 Capítulo 13  Funciones de varias variables

  Entender el método de los multiplicadores de Lagrange.
  Utilizar los multiplicadores de Lagrange para resolver problemas de optimiza-

ción con restricciones.
  Utilizar el método de multiplicadores de Lagrange con dos restricciones.

Multiplicadores de Lagrange
Muchos problemas de optimización tienen restricciones, o ligaduras, para los valores 

que pueden usarse para dar la solución óptima. Tales restricciones tienden a complicar 

los problemas de optimización, porque la solución óptima puede presentarse en un pun-

to frontera del dominio. En esta sección estudiará una ingeniosa técnica para resolver 

tales problemas, es el método de los multiplicadores de Lagrange.

Para ver cómo funciona esta técnica, suponga que quiere hallar el rectángulo de 

área máxima que puede inscribirse en la elipse dada por

x2

32

y2

42 1.

Sea (x, y) el vértice del rectángulo que se encuentra en el primer cuadrante, como se 

muestra en la fi gura 13.78. Como el rectángulo tiene lados de longitudes 2x y 2y, su área 

está dada por

Función objetivof x, y 4xy.

Desea hallar x y y tales que f(x, y) es un máximo. La elección de (x, y) está restringida a 

puntos del primer cuadrante que están en la elipse

Restricción
x2

32

y2

42 1.

Ahora, considere la ecuación restrictiva o de ligadura como una curva de nivel fi ja de

g x, y
x2

32

y2

42.

Las curvas de nivel de f representan una familia de hipérbolas 

f(x, y) = 4xy = k.

En esta familia, las curvas de nivel que satisfacen la restricción dada corresponden 

a hipérbolas que cortan a la elipse. Es más, para maximizar f(x, y), usted quiere hallar la 

hipérbola que justo satisfaga la restricción. La curva de nivel que hace esto es la que es 

tangente a la elipse, como se muestra en la fi gura 13.79.

:Restricción:Función objetivo

97.31arugiF87.31arugiF

g x, y
x2

32

y2

42 1f x, y 4xy

x

y

2

2 4 5 6

5

1

1

3

−2

−2
−1

−1

−3

Curvas de nivel de f :
4xy = k

k = 24
k = 40
k = 56
k = 72

Elipse:
x2 y2

= 1
32 42

+

x

y

2

2 4

1

1

3

−2

−2−4
−1

−1

−3

(x, y)

13.10 Multiplicadores de Lagrange

MULTIPLICADORES DE LAGRANGE
El método de los multiplicadores 
de Lagrange debe su nombre al 
matemático francés Joseph Louis 
Lagrange. Lagrange presentó el 
método por primera vez en su 
famoso trabajo sobre mecánica, 
escrito cuando tenía apenas 19 años.
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953 13.10  Multiplicadores de Lagrange

Para encontrar la hipérbola apropiada use el hecho de que dos curvas son tangentes 

en un punto si y sólo si sus vectores gradiente son paralelos. Esto signifi ca que ∇f(x, y) 

debe ser un múltiplo escalar de ∇g(x, y) en el punto de tangencia. En el contexto de los 

problemas de optimización con restricciones, este escalar se denota con  (la letra griega 

lambda minúscula del alfabeto griego).

f x, y g x, y

Al escalar  se le conoce como un multiplicador de Lagrange. El teorema 13.19 da las 

condiciones necesarias para la existencia de tales multiplicadores.

TEOREMA 13.19 Teorema de Lagrange

Sean f y g funciones con primeras derivadas parciales continuas, y tales que f tiene 

un extremo en un punto (x0, y0) sobre la curva suave de restricción g(x, y) = c. Si 

∇g(x0, y0) ≠ 0, entonces existe un número real  tal que

f x0, y0 g x0, y0 .

Demostración Para empezar, represente la curva suave dada por g(x, y) = c median-

te la función vectorial

r t 0r t x t i y t j,

donde x ′ y y ′ son continuas en un intervalo abierto I. Se defi ne la función h como h(t) = 

f(x(t), y(t)). Entonces, como f(x0, y0) es un valor extremo de f usted sabe que

h t0 f x t0 , y t0 f x0, y0

es un valor extremo de h. Esto implica que h ′(t0) = 0, y por la regla de la cadena,

h t0 fx x0, y0 x t0 fy x0, y0 y t0 f x0, y0 r t0 0.

Así, ∇f(x0, y0) es ortogonal a r ′(t0). Por el teorema 13.12, ∇g(x0, y0) también es ortogo-

nal a r ′(t0). Por consiguiente, los gradientes ∇f(x0, y0) y ∇g(x0, y0) son paralelos y debe 

existir un escalar  tal que

f x0, y0 g x0, y0 .

Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostración. 

El método de los multiplicadores de Lagrange emplea el teorema 13.19 para encon-

trar los valores extremos de una función f sujeta a una restricción.

Método de los multiplicadores de Lagrange

Sean f y g funciones que satisfacen las hipótesis del teorema de Lagrange, y sea f una 

función que tiene un mínimo o un máximo sujeto a la restricción g(x, y) = c. Para 

hallar el mínimo o el máximo de f, siga los pasos descritos a continuación.

1.  Resolver simultáneamente las ecuaciones ∇f(x, y) =  ∇g(x, y) y g(x, y) = c 

resolviendo el sistema de ecuaciones siguiente.

  g x, y c

fy x, y gy x, y

fx x, y gx x, y

2.  Evaluar f en cada punto solución obtenido en el primer paso. El valor mayor da 

el máximo de f sujeto a la restricción g(x, y) = c, y el valor menor da el mínimo 

de f sujeto a la restricción g(x, y) = c.

COMENTARIO Puede 

demostrar que el teorema de 

Lagrange también es válido 

para funciones de tres variables, 

usando un argumento similar 

con superfi cies de nivel y con el 

teorema 13.14.

COMENTARIO Como 

verá en los ejemplos 1 y 2, el 

método de los multiplicadores 

de Lagrange requiere resolver 

sistemas de ecuaciones no li-

neales. Esto a menudo requiere 

de alguna manipulación alge-

braica ingeniosa.
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954 Capítulo 13  Funciones de varias variables

Problemas de optimización con restricciones
En el problema presentado al principio de esta sección, usted quería maximizar el área 

de un rectángulo inscrito en una elipse. El ejemplo 1 muestra cómo usar los multiplica-

dores de Lagrange para resolver este problema.

EJEMPLO 1  Multiplicador de Lagrange con una restricción

Encuentre el valor máximo de f(x, y) = 4xy, donde x > 0 y y > 0 sujeto a la restricción 

x2 32 y2 42 1.

Solución Para comenzar, sea

g x, y
x2

32

y2

42 1.

Igualando y g x, y 2 x 9 i y 8 jf x, y 4yi 4xj , puede obtener el 

sistema de ecuaciones siguiente.

Restricción
x2

32

y2

42 1

fy x, y gy x, y4x
1
8

y

fx x, y gx x, y4y
2
9

x

De la primera ecuación, obtiene  = 18y/x, que sustituido en la segunda ecuación da 

x2 9
16

y2.4x
1
8

18y
x

y

Sustituyendo este valor de x2 en la tercera ecuación produce

y2 8.
1
9

9
16

y2 1
16

y2 1

Así, y ± 2 2 . Como se requiere que y > 0, elija el valor positivo para encontrar que

x
3

2
.

9
2

9
16

8

x2 9
16

y2

Por tanto, el valor máximo de f es 

f
3

2
, 2 2 4xy 4

3

2
2 2 24.

Observe que el expresar la restricción como

o g x, y
x2

32

y2

42 1 0g x, y
x2

32

y2

42 1

no afecta la solución, la constante se elimina cuando se calcula ∇g.

COMENTARIO El ejem-

plo 1 también puede resolverse 

utilizando las técnicas aprendidas 

en el capítulo 3. Para ver cómo se 

hace esto, calcule el valor máxi-

mo de A = 4xy dado que

x2

32

y2

42 1.

Para empezar, despeje y de la se-

gunda ecuación para obtener 

y 4
3 9 x2.

Después sustituya este valor en 

la primera ecuación para obtener 

A 4x 4
3 9 x2 .

Por último, use las técnicas del 

capítulo 3 para maximizar A. 
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955 13.10  Multiplicadores de Lagrange

EJEMPLO 2  Una aplicación a la economía

La función de producción de Cobb-Douglas (vea el ejemplo 5, sección 13.1) para un 

fabricante de software está dada por

Función objetivof x, y 100x3 4y1 4

donde x representa las unidades de trabajo (a $150 por unidad) y y representa las uni-

dades de capital (a $250 por unidad). El costo total de trabajo y capital está limitado a 

$50,000. Encuentre el nivel máximo de producción de este fabricante.

Solución El gradiente de f es

f x, y 75x 1 4y1 4 i 25x3 4y 3 4 j.

El límite para el costo de trabajo y capital se refl eja en la restricción

Restriccióng x, y 150x 250y 50,000.

Así, g x, y 150 i 250 j. Esto da lugar al sistema de ecuaciones siguiente.

Restricción051 x 250y 50,000

fy x, y gy x, y52 x3 4y 3 4 250

fx x, y gx x, y57 x 1 4 y1 4 150

Resolviendo para  en la primera ecuación

75x 1 4y1 4

150
x 1 4y1 4

2

y sustituyendo en la segunda ecuación, obtiene

Multiplique por

x 5y.

x1 4y3 452 x 125y

25x3 4y 3 4 250
x 1 4y1 4

2

Sustituyendo este valor de x en la tercera ecuación, tiene

y 50 unidades de capital.

0001 y 50,000

051 5y 250y 50,000

Esto signifi ca que el valor de x es 

250 unidades de trabajo.

x 5 50

Por tanto, el nivel máximo de producción es

16,719 unidades producidas.

f 250, 50 100 250 3 4 50 1 4

Los economistas llaman al multiplicador de Lagrange obtenido en una función de 

producción la productividad marginal del capital. Por ejemplo, en el ejemplo 2 la 

productividad marginal de capital en x = 250 y y = 50 es

x 1 4y1 4

2
250 1 4 50 1 4

2
0.334

lo cual signifi ca que por cada dólar adicional gastado en la producción, puede producirse 

0.334 unidades adicionales del producto.

PARA INFORMACIÓN ADICIONAL
Para más información sobre la 

utilización de los multiplicadores de 

Lagrange en economía, consulte el 

artículo “Lagrange Multiplier Problems 

in Economics”, de John V. Baxley y 

John C. Moorhouse, en The American 
Mathematical Monthly. Para ver este 

artículo vaya a MathArticles.com.
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956 Capítulo 13  Funciones de varias variables

EJEMPLO 3  Multiplicadores de Lagrange y tres variables

Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo.

Encuentre el valor mínimo de

Función objetivof x, y, z 2x2 y2 3z2

sujeto a la restricción o ligadura 2x – 3y – 4z = 49.

Solución Sea g(x, y, z) = 2x – 3y – 4z = 49. Entonces, como

y

g x, y, z 2 i 3 j 4 k

f x, y, z 4xi 2yj 6zk

usted obtiene el sistema de ecuaciones siguiente.

Restricción2x 3y 4z 49

fz x, y, z gz x, y, z6z 4

fy x, y, z gy x, y, z2y 3

fx x, y, z gx x, y, z4x 2

La solución de este sistema es x = 3, y = –9 y z = –4. Por tanto, el valor óptimo de f es

147.

f 3, 9, 4 2 3 2 9 2 3 4 2

De la función original y de la restricción, resulta claro que f(x, y, z) no tiene máximo. Por 

tanto, el valor óptimo de f determinado arriba es un mínimo.  

Una interpretación gráfi ca del problema de optimización con restricciones para dos 

variables. Con tres variables la interpretación es similar, sólo que se usan superfi cies de 

nivel en lugar de curvas de nivel. Así, en el ejemplo 3 las superfi cies de nivel de f son 

elipsoides centradas en el origen, y la restricción 

2x – 3y – 4z = 49

es un plano. El valor mínimo de f está representado por la elipsoide tangente al plano de 

la restricción, como se muestra en la fi gura 13.80.

EJEMPLO 4  Optimizar el interior de una región

Encuentre los valores extremos de 

Función objetivof x, y x2 2y2 2x 3

sujeto a la restricción x2 + y2 ≤ 10.

Solución Para resolver este problema, puede dividir la restricción en dos casos.

a.  Para los puntos en el círculo x2 + y2 = 10, puede usar los multiplicadores de 

Lagrange para hallar que el valor máximo de f(x, y) es 24; este valor se presenta en 

(–1, 3) y en (–1, –3). De manera similar, puede determinar que el valor mínimo de 

f(x, y) es aproximadamente 6.675; este valor se presenta en 10, 0 .

b.  Para los puntos interiores al círculo, puede usar las técnicas analizadas en la sección 

13.8 para concluir que la función tiene un mínimo relativo de 2 en el punto (1, 0).

Combinando estos dos resultados, puede concluir que f tiene un máximo de 24 en (–1, ±3) 

y un mínimo de 2 en (1, 0), como se muestra en la fi gura 13.81. 

z

y

x24

16

− 16

8

Punto de tangencia
(3, − 9, − 4)

Elipsoide:
2x2 + y2 + 3z2 = 147

Plano:
2x − 3y − 4z = 49

Figura 13.80

x

y
2

3
4 4

8

16

24

32

40
(− 1, − 3, 24)

(− 1, 3, 24)

10, 0, 6.675( (

Máximo
relativo

Mínimo
relativo
(1, 0, 2)

z

Figura 13.81
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957 13.10  Multiplicadores de Lagrange

El método de multiplicadores de Lagrange 

con dos restricciones
En problemas de optimización que involucran dos funciones de restricción g y h usted 

puede introducir un segundo multiplicador de Lagrange, m (letra minúscula mu del alfa-

beto griego), y resolver la ecuación

f g h

donde los vectores gradiente no son paralelos, como se ilustra en el ejemplo 5.

EJEMPLO 5  Optimizar con dos restricciones

Sea T(x, y, z) = 20 + 2x + 2y + z2 la temperatura en cada punto en la esfera 

x2 y2 z2 11.

Encuentre las temperaturas extremas en la curva formada por la intersección del plano 

x + y + z = 3 y la esfera.

Solución Las dos restricciones son 

y h x, y, z x y z 3.g x, y, z x2 y2 z2 11

Usando

y

h x, y, z i j k

g x, y, z 2 x i 2 yj 2 zk

T x, y, z 2i 2j 2zk

puede escribir el sistema de ecuaciones siguiente 

Restricción 1

Restricción 2x y z 3

x2 y2 z2 11

Tz x, y, z gz x, y, z hz x, y, z2z 2 z

Ty x, y, z gy x, y, z hy x, y, z2 2 y

Tx x, y, z gx x, y, z hx x, y, z2 2 x

Restando la segunda ecuación de la primera, obtiene el sistema siguiente.

x y z 3

x2 y2 z2 11

2z 1 0

x y 0

De la primera ecuación, puede concluir que  = 0 o x = y. Si  = 0 puede demostrar 

que los puntos críticos son (3, –1, 1) y (–1, 3, 1). (Tratar de hacer esto toma un poco de 

trabajo.) Si  ≠ 0, entonces x = y y puede demostrar que los puntos críticos se presen-

tan donde y z 3  4 3 3x y 3 ± 2 3 3 . Por último, para encontrar las 

soluciones óptimas se deben comparar las temperaturas en los cuatro puntos críticos.

T
3 2 3

3
,

3 2 3
3

,
3 4 3

3
91
3

30.33

T
3 2 3

3
,

3 2 3
3

,
3 4 3

3
91
3

30.33

T 3, 1, 1 T 1, 3, 1 25

Así, T = 25 es la temperatura mínima y T 91
3  es la temperatura máxima en la curva. 

COMENTARIO El sistema 

de ecuaciones que se obtiene 

en el método de los multipli-

cadores de Lagrange no es, 

en general, un sistema lineal, 

y a menudo hallar la solución 

requiere de ingenio. 
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958 Capítulo 13  Funciones de varias variables

Usar multiplicadores de Lagrange En los ejercicios 1 a 8, 
utilice multiplicadores de Lagrange para hallar el extremo in-
dicado, suponga que x y y son positivos.

1. Maximizar:

Restricción:

2. Minimizar:

Restricción:

3. Minimizar:

Restricción:

4. Maximizar:

Restricción:

5. Maximizar:

Restricción:

6. Minimizar:

Restricción:

7. Maximizar:

Restricción:

8. Minimizar:

Restricción: 2x 4y 15 0

f x, y x2 y2

x y 2 0

f x, y 6 x2 y2

x2y 6

f x, y 3x y 10

2x y 100

f x, y 2x 2xy y

2y x2 0

f x, y x2 y2

x 2y 5 0

f x, y x2 y2

xy 32

f x, y 2x y

x y 10

f x, y xy

Usar multiplicadores de Lagrange En los ejercicios 9 a 12, 
utilice los multiplicadores de Lagrange para hallar los extre-
mos indicados, suponiendo que x, y y z son positivos

9. Minimizar:

Restricción:

10. Maximizar:

Restricción:

11. Minimizar:

Restricción:

12. Maximizar:

Restricción: x2 y2 z2 1

f x, y, z x y z

x y z 1

f x, y, z x2 y2 z2

x y z 3 0

f x, y, z xyz

x y z 9 0

f x, y, z x2 y2 z2

Usar multiplicadores de Lagrange En los ejercicios 13 y 
14, utilice los multiplicadores de Lagrange para hallar todos 
los extremos de la función sujetos a la restricción x2 + y2 ≤ 1.

.41.31 f x, y e xy 4f x, y x2 3xy y2

Usar multiplicadores de Lagrange En los ejercicios 15 y 
16, utilice los multiplicadores de Lagrange para hallar los ex-
tremos de f indicados sujetos a dos restricciones. En cada caso, 
suponga que x, y y z son no negativos.

15. Maximizar:

Restricción:

16. Minimizar:

Restricción: x y 12x 2z 6,

f x, y, z x2 y2 z2

x y z 0x y z 32,

f x, y, z xyz

Hallar la distancia mínima En los ejercicios 17 a 26, use los 
multiplicadores de Lagrange para encontrar la distancia mínima 
desde la curva o superfi cie al punto indicado. (Sugerencia: Para 
simplifi car los cálculos, minimice el cuadrado de la distancia.)

17. Recta:

18. Recta:

19. Recta:

20. Recta:

21. Parábola:

22. Parábola:

23. Circunferencia:

24. Circunferencia: 0, 10x 4 2 y2 4

4, 4x2 y 1 2 9

3, 0y x2

0, 3y x2

1, 0x 4y 3

0, 2x y 4

0, 02x 3y 1

0, 0x y 1

Curva Punto

Punto

25. Plano:

26. Cono: 4, 0, 0z x2 y2

2, 1, 1x y z 1

Superficie

Intersección de superfi cies En los ejercicios 27 y 28, hallar 
el punto más alto de la curva de intersección de las superfi cies.

27. Cono:

Plano:

28. Esfera:

Plano: 2x y z 2

x2 y2 z2 36

x 2z 4

x2 y2 z2 0

DESARROLLO DE CONCEPTOS

29.  Problemas de optimización con restriccio-
nes Explique qué se quiere decir con problemas de op-

timización con restricciones.

30.  Método de multiplicadores de Lagrange Expli-

que el método de los multiplicadores de Lagrange para 

resolver problemas de optimización con restricciones.

Usar multiplicadores de Lagrange En los ejercicios 31 a 
38, use los multiplicadores de Lagrange para resolver el ejerci-
cio indicado en la sección 13.9.

31. Ejercicio 1  32. Ejercicio 2

33. Ejercicio 5  34. Ejercicio 6

35. Ejercicio 9   36. Ejercicio 10

37. Ejercicio 15  38. Ejercicio 16

39.  Volumen máximo Utilice multiplicadores de Lagrange 

para determinar las dimensiones de la caja rectangular de vo-

lumen máximo que puede ser inscrita (con los bordes parale-

los a los ejes de coordenadas) en el elipsoide 

 

x2

a2

y2

b2

z2

c2 1.

13.10 Ejercicios   Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios 
con numeración impar.
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959 13.10  Multiplicadores de Lagrange

¿CÓMO LO VE? Las gráfi cas muestran la 

restricción y varias curvas de nivel de la función 

objetivo. Utilice la gráfi ca para aproximar los 

extremos indicados.

(a) (b)

x

4

4

c = 2
c = 4
c = 6
c = 8

− 4

− 4

y

x

2

2

4

4

6

6

c = 2
c = 4

c = 6

y

x y 4 02x y 4

z x2 y2z xyMaximizar Minimizar

Restricción: Restricción:

41.  Costo mínimo Un contenedor de carga (en forma de un 

sólido rectangular) debe tener un volumen de 480 pies cúbi-

cos. La parte inferior costará $5 por pie cuadrado para cons-

truir, y los lados y la parte superior costarán $3 por pie cua-

drado para construcción. Use los multiplicadores de Lagrange 
para encontrar las dimensiones del contenedor de este tamaño 
que tiene costo mínimo.

42.  Medias geométrica y aritmética

 (a)  Utilice los multiplicadores de Lagrange para demostrar 
que el producto de tres números positivos x, y y z, cuya 
suma tiene un valor constante S, es máxima cuando los 
tres números son iguales. Utilice este resultado para de-
mostrar que

  

3 xyz
x y z

3
.

 (b)  Generalice el resultado del inciso (a) para demostrar que 
el producto 

  
x1 x2 x3

.  .  . xn

  es máximo cuando 

  
y todo xi 0.x1 x2 x3

.  .  . xn,
n

i 1
xi S,

  Después, demuestre que

  

n x1 x2 x3
.  .  . xn

x1 x2 x3
.  .  . xn

n
.
 

    Esto demuestra que la media geométrica nunca es mayor 
que la media aritmética.

43.  Superfi cie mínima Utilice multiplicadores de Lagrange 

para encontrar las dimensiones de un cilindro circular recto 

con volumen de V0 unidades cúbicas y superfi cie mínima.

44.  Temperatura Sea T(x, y, z) = 100 + x2 + y2 la tempe-

ratura en cada punto sobre la esfera 

 x2 + y2 + z2 = 50.

  Encuentre la temperatura máxima en la curva formada por la 
intersección de la esfera y el plano x – z = 0.

45.  Refracción de la luz Cuando las ondas de luz que viajan 

en un medio transparente atraviesan la superfi cie de un segun-

do medio transparente, tienden a “desviarse” para seguir la tra-

yectoria de tiempo mínimo. Esta tendencia se llama refracción 

y está descrita por la ley de refracción de Snell, según la cual

  

sen 1

v1

sen 2

v2

  donde u1 y u2 son las magnitudes de los ángulos mostrados 
en la fi gura, y v1 y v2 son las velocidades de la luz en los dos 
medios. Utilice los multiplicadores de Lagrange para deducir 
esta ley usando x + y = a.

a

x

d1

y
1θ

2θ
Q

d2

Medio 1

Medio 2

P

46.  Área y perímetro Un semicírculo está sobre un rectángulo 

(vea la fi gura). Si el área es fi ja y el perímetro es un mínimo, o 

si el perímetro es fi jo y el área es un máximo, utilice multipli-

cadores de Lagrange para verifi car que la longitud del rectán-

gulo es el doble de su altura.

l

h

Nivel de producción En los ejercicios 47 y 48, determine el 
máximo nivel de producción P cuando el costo total de trabajo 
(a $72 por unidad) y capital (a $60 por unidad) está restringido 
a $250,000, donde x es el número de unidades de trabajo y y es 
el número de unidades de capital.

.84.74 P x, y 100x0.4y0.6P x, y 100x0.25y0.75

Costo En los ejercicios 49 y 50, determine el costo mínimo 
para producir 50,000 unidades de un producto, donde x es el nú-
mero de unidades de trabajo (a $72 por unidad) y y es el número 
de unidades de capital (a $60 por unidad).

.05.94 P x, y 100x0.6y0.4P x, y 100x0.25y0.75

DESAFÍOS DEL EXAMEN PUTNAM

51.  Una boya está hecha de tres piezas, a saber, un cilindro y 
dos conos iguales, la altura de cada uno de los conos es 
igual a la altura del cilindro. Para una superfi cie dada, ¿con 
qué forma se tendrá el volumen máximo?

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition. 

© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.
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960 Capítulo 13  Funciones de varias variables

Evaluar una función En los ejercicios 1 y 2, encuentre y sim-
plifi que los valores de la función

1.

(a) (b) (c) (d)

2.

(a) (b) (c) (d) 3, y1, 25, 00, 2

f x, y 6 4x 2y2

x, 24, 01, 11, 3

f x, y 3x2y

Hallar el dominio y el rango de una función En los ejerci-
cios 3 y 4, determine el dominio y el rango de la función.

.4.3 f x, y 36 x2 y2f x, y
x

y

Trazar un mapa de contorno En los ejercicios 5 y 6, describa 
las curvas de nivel de la función. Trace un mapa de contorno de 
la superfi cie usando curvas de nivel para los valores de c dados. 

5.

6. c 1, 2, 3, 4, 5z 2x2 y2,

c 0, 2, 4, 6, 8z 3 2x y,

7.  Conjetura Considere la función f(x, y) = x2 + y2.

 (a)  Trace la gráfi ca de la superfi cie dada por f.

 (b)  Haga una conjetura sobre la relación entre las gráfi cas de 
f y g(x, y) = f(x, y) + 2. Explique su razonamiento.

 (c)  Haga una conjetura sobre la relación entre las gráfi cas de 
f y g(x, y) = f(x, y – 2). Explique su razonamiento.

 (d)  Sobre la superfi cie en el inciso (a), trace las gráfi cas z = 
f(1, y) y z = f(x, 1).

8.  Inversión Un capital de $2000 se deposita en una cuenta 

de ahorro que gana intereses a una tasa r (escrita con un deci-

mal) compuesto continuamente. La cantidad A(r, t) después de 

t años es 

 A r, t 2000ert. 

 Utilice esta función de dos variables para completar la tabla.

Número de años

5 10 15 20

0.02

0.04

0.06

0.07

Tasa

Dibujar una superfi cie de nivel En los ejercicios 9 y 10, di-
buje la gráfi ca de la superfi cie de nivel f(x, y, z) = c para un 
valor dado c.

9.

10. c 0f x, y, z 4x2 y2 4z2,

c 2f x, y, z x2 y z2,

Límite y continuidad En los ejercicios 11 a 14, encuentre 
el límite (si éste existe) y analice la continuidad de la función. 

.21.11

.41.31 lím
x, y → 0, 0

x2y
x 4 y2lím

x, y → 0, 0

y xe y2

1 x2

lím
x, y → 1, 1

xy
x2 y2lím

x, y → 1, 1

xy
x2 y2

Hallar derivadas parciales En los ejercicios 15 a 22, deter-
mine todas las primeras derivadas parciales.

.61.51

.81.71

.02.91

21.

22. w x2 y2 z2

f x, y, z 2xz2 6xyz 5xy3

z ln x2 y2 1f x, y y3e4x

f x, y
xy

x y
f x, y ex cos y

f x, y 4x2 2xy y2f x, y 5x3 7y 3

Hallar segundas derivadas parciales En los ejercicios 23 a 
26, determine las cuatro segundas derivadas parciales. Observe 
que las derivadas parciales mixtas son iguales.

.42.32

.62.52 g x, y cos x 2yh x, y x sen y y cos x

h x, y
x

x y
f x, y 3x2 xy 2y3

27.  Hallar las pendientes de una superfi cie Determine las 

pendientes de la superfi cie z = x2 ln(y + 1) en las direcciones 

x y y en el punto (2, 0, 0).

28.  Ingreso marginal Una empresa tiene dos plantas que pro-

ducen la misma podadora de césped. Si x1 y x2 son los números 

de unidades producidas en la planta 1 y en la planta 2, respec-

tivamente, entonces los ingresos totales de la producción están 

dados por

  
R 300x1 300x2 5x2

1 10x1x2 5x2
2.

  Si x1 = 5 y x2 = 8, determine (a) el ingreso marginal para la plan-
ta 1, ∂R/∂x1, y (b) el ingreso marginal para la planta 2,∂R/∂x2.

Hallar una diferencial total En los ejercicios 29 a 32, deter-
mine la diferencial total.

.03.92

.23.13 w
3x 4y
y 3z

w 3xy2 2x3yz2

z 5x4y3z x sen xy

Usar una diferencial como una aproximación En los ejer-
cicios 33 y 34, (a) evalúe f(2, 1) y f(2.1, 1.05) y calcule ∆z, y (b) 
utilice la diferencial total dz para aproximar ∆z.

.43.33 f x, y 36 x2 y2f x, y 4x 2y

35.  Volumen El posible error implicado en la dimensión de 

cada dimensión de un cono circular recto es ±1
8 pulg. El radio 

es de 2 pulgadas y la altura de 5 pulgadas. Aproxime el error 

propagado y el error relativo en el cálculo del volumen del 

cono. 

Ejercicios de repaso   Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas 
de los ejercicios con numeración impar.
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961 Ejercicios de repaso

36.  Superfi cie lateral Aproxime el error propagado y el error 

relativo en el cálculo de la superfi cie lateral del cono del ejerci-

cio 35. (La superfi cie lateral está dada por A r r2 h2.

Usar diferentes métodos En los ejercicios 37 y 38, en-
cuentre dw/dt, a) utilizando la regla de la cadena apropiada y 
(b) convirtiendo w en función de t antes de derivar.

37.

38. y sen tx cos t,w y2 x,

y 4 tx 2t,w ln x2 y ,

Usar diferentes métodos En los ejercicios 39 y 40, encuen-
tre ∂w/∂r y ∂w/∂t, (a) utilizando la regla de la cadena apropiada 
y (b) convirtiendo w en una función de r y de t antes de derivar. 

39.

40. z ty r sen t,x r cos t,w x2 y2 z2,

z 2r ty rt,x 2r t,w
xy
z

,

Hallar derivadas parciales implícitamente En los ejerci-
cios 41 y 42, encuentre las primeras derivadas parciales de z por 
derivación implícita.

.24.14 xz2 y sen z 0x2 xy y2 yz z2 0

Hallar una derivada direccional En los ejercicios 43 y 44, 
use el teorema 13.9 para encontrar la derivada direccional de 
la función en P en dirección de v.

43.

44. v 2i jP 1, 4 ,f x, y 1
4 y2 x2,

v 3i 4jP 5, 5 ,f x, y x2y,

Hallar una derivada direccional En los ejercicios 45 y 46, 
use el gradiente para encontrar la derivada direccional de la 
función en P en dirección de v.

45.

46. v i j kP 1, 0, 1 ,w 5x2 2xy 3y2z,

v 2i j 2kP 1, 2, 2 ,w y2 xz,

Usar propiedades del gradiente En los ejercicios 47 a 50, 
encuentre el gradiente de la función y el máximo valor de la 
derivada direccional en el punto dado.

47.

48.

49.

50. z
x2

x y
, 2, 1

z
y

x2 y2 , 1, 1

z e x cos y, 0,
4

z x2y, 2, 1

Usar una función En los ejercicios 51 y 52, (a) encuentre el 
gradiente de la función en P, (b) encuentre un vector normal 
unitario para la curva de nivel f(x, y) = c en P, (c) encuentre la 
recta tangente a la curva de nivel f(x, y) = c en P, y (d) trace 
la curva de nivel, el vector unitario normal y la recta tangente 
en el plano xy.

.25.15

c 3, P
2

, 1c 65, P 3, 2

f x, y 4y sen x yf x, y 9x2 4y2

Hallar una ecuación de un plano tangente En los ejer-
cicios 53 a 56, encuentre una ecuación del plano tangente a la 
superfi cie en el punto dado.

53.

54.

55.

56. 2, 3, 4f x, y 25 y 2,

2, 3, 4z 9 4x 6y x2 y2,

0, 3, 29x2 y2 4z2 25,

1, 3, 12z x2 y2 2,

Hallar una ecuación de un plano tangente y una recta 
normal En los ejercicios 57 a 58, encuentre una ecuación del 
plano tangente y determine ecuaciones simétricas para la recta 
normal a la superfi cie en el punto dado

57.

58. 1, 2, 2z 9 x2 y 2,

2, 1, 4f x, y x2y,

59.  Ángulo de inclinación Encuentre el ángulo de inclina-

ción u del plano tangente a la superfi cie x2 + y2 + z2 = 14 en 

el punto (2, 1, 3).

60.  Aproximación Considere las siguientes aproximaciones 

para una función f(x, y) centrada en (0, 0).

 Aproximación lineal:

 
P1 x, y f 0, 0 fx 0, 0 x fy 0, 0 y

 Aproximación cuadrática:

 
1
2 fxx 0, 0 x2 fxy 0, 0 xy 1

2 fyy 0, 0 y2

P2 x, y f 0, 0 fx 0, 0 x fy 0, 0 y

  [Observe que la aproximación lineal es el plano tangente a la 
superfi cie en (0, 0, f(0,0)).]

 (a)  Encuentre la aproximación lineal de

  f x, y cos x sen y 

  centrada en (0, 0).

 (b)  Encuentre la aproximación cuadrática de

  f x, y cos x sen y

  centrada en (0, 0).

 (c)  Si y = 0 en la aproximación cuadrática, ¿se obtiene el 
polinomio de segundo grado de Taylor de dicha función?

 (d)  Complete la tabla.

x y f x, y P1 x, y P2 x, y

0 0

0 0.1

0.2 0.1

0.5 0.3

1 0.5

 (e)  Use un sistema algebraico computarizado para grafi car las 
superfi cies z = f(x, y), z = P1(x, y) y z = P2(x, y). ¿Cómo 
cambia la precisión de las aproximaciones cuando la dis-
tancia desde (0, 0) aumenta?
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962 Capítulo 13  Funciones de varias variables

Usar el criterio de segundas parciales En los ejercicios 
61 a 66, examine la función para los extremos relativos y los 
puntos silla.

61.

62.

63.

64.

65.

66. f x, y 8x2 4xy y2 12x 7

f x, y xy
1
x

1
y

f x, y x2 3xy y2 5x

f x, y 2x2 6xy 9y2 8x 14

f x, y x2 y2 16x 16y

f x, y x2 4y2 8x 8y 11

67.  Hallar la distancia mínima Determine la distancia míni-

ma del punto al plano. (Sugerencia: Para simplifi car los cálcu-

los, minimice el cuadrado de la distancia.) 

68.  Hallar los números positivos Determine tres números po-

sitivos x, y y z tales que el producto es 64 y la suma es mínima. 

69.  Ingreso máximo Una compañía fabrica dos tipos de bi-

cicletas, una bicicleta de carreras y una bicicleta de montaña. 

El ingreso total de x1 unidades de bicicletas de carrera y x2 

unidades de bicicletas de montaña es

 
R 6x 2

1 10x2
2 2x1x2 32x1 84x2

  donde x1 y x2 están en miles de unidades. Encuentre x1 y x2 de 
tal forma que maximicen el ingreso. 

70.  Máxima ganancia Una corporación fabrica, en dos luga-

res, cámaras digitales. Las funciones de costo para producir 

x1 uni dades en el lugar 1 es C1 0.05x1
2 15x1 5400C1 0.05x1
2 15x1 5400 

y x2 unidades en el lugar 2 es C2 0.03x2
2 15x2 6100. 

Las cámaras digitales se venden a $180 por unidad. Determine 

los niveles de producción en los dos lugares que maximizan la 

ganancia P 180 x1 x2 C1 C2.

Hallar la recta de regresión de mínimos cuadrados En 
los ejercicios 71 y 72, determine la recta de regresión de míni-
mos cuadrados para los puntos. Utilice las capacidades de re-
gresión de una herramienta de grafi cación para comparar sus 
resultados. Use la herramienta de grafi cación para trazar los 
puntos y grafi car la recta de regresión. 

71.

72. 12, 09, 3 ,7, 5 ,4, 7 ,2, 8 ,0, 10 ,

8, 106, 8 ,3, 6 ,1, 5 ,0, 4 ,

73.  Modelado de datos Un agrónomo prueba cuatro fertili-

zantes en los campos de cultivo para determinar la relación en-

tre la producción de trigo y (en bushels por acre) y la cantidad 

de fertilizante x (en cientos de libras por acre). Los resultados 

se muestran en la tabla.

Fertilizante, x 100 150 200 250

Cosecha, y 35 44 50 56

 (a)  Utilice el programa de regresión de una herramienta de 
grafi cación para hallar la recta de regresión de mínimos 
cuadrados para los datos.

 (b)  Utilice el modelo para estimar la producción para una 
aplicación de 175 libras de fertilizante por acre.

74.  Modelado de datos La tabla muestra los datos de producto y 

(en miligramos) de una reacción química después de t minutos.

Minutos, t 1 2 3 4

Producto, y 1.2 7.1 9.9 13.1

Minutos, t 5 6 7 8

Producto, y 15.5 16.0 17.9 18.0

 (a)  Use el programa de regresión de una herramienta de gra-
fi cación para encontrar la recta de regresión de mínimos 
cuadrados. Después utilice la herramienta de grafi cación 
para trazar los datos y grafi car el modelo.

 (b)  Utilice una herramienta de grafi cación para los puntos 
(ln t, y). Estos puntos parecen seguir un patrón lineal más 
cerca que la gráfi ca de los datos dados en el inciso (a)?

 (c)  Use el modelo de regresión de una herramienta de gra-
fi cación para encontrar la recta de regresión de mínimos 
cuadrados para los puntos (ln t, y) y obtener el modelo 
logarítmico y = a + b ln t.

 (d)  Utilice una herramienta de grafícación para trazar los da-
tos originales y representar los modelos lineal y logarítmi-
co. ¿Cuál es el mejor modelo? Explique. 

Usar los multiplicadores de Lagrange En los ejercicios 75 
a 80, utilice los multiplicadores de Lagrange para encontrar los 
extremos indicados, suponga que x y y son positivos.

75. Minimizar:

Restricción:

76. Maximizar:

Restricción:

77. Maximizar:

Restricción:

78. Minimizar:

Restricción:

79. Maximizar:

Restricción:

80. Minimizar:

Restricción:

f x, y 2xy

f x, y 2x 3xy y

f x, y xy

2x 2y 5 0

2x y 12

x 2y 6 0

x 2y 29

x 3y 6 0

x y 8 0

f x, y 3x2 y2

f x, y x2 y2

f x, y x2 y2

81.  Costo mínimo Hay que construir un conducto para agua 

desde el punto P al punto S, y debe atravesar regiones donde 

los costos de construcción difi eren (ver la fi gura). El costo por 

kilómetro en dólares es 3k de P a Q, 2k de Q a R y k de R a S. 

Por simplicidad haga k = 1. Use multiplicadores de Lagrange 

para hallar x, y y z tales que el costo total C se minimice.

1 km

P

Q

R S
x y z

10 km

2 km
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963 Solución de problemas

1.  Área La fórmula de Heron establece que el área de un 

triángulo con lados de longitudes a, b y c está dada por

 A s s a s b s c

 donde s
a b c

2
, como se muestra en la fi gura.

 (a)  Utilice la fórmula de Herón para calcular el área del trián-
gulo con vértices (0, 0), (3, 4} y (6, 0).

 (b)  Demuestre que de todos los triángulos que tienen un mis-
mo perímetro, el triángulo con el área mayor es un trián-
gulo equilátero.

 (c)  Demuestre que de todos los triángulos que tienen una mis-
ma área, el triángulo con el perímetro menor es un trián-
gulo equilátero.

h

r

a b

c

Figura para 1 Figura para 2

2.  Minimizar material Un tanque industrial tiene forma ci-

líndrica con extremos hemisféricos, como se muestra en la 

fi gura. El depósito debe almacenar 1000 litros de fl uido. De-

termine el radio r y la longitud h que minimizan la cantidad de 

material utilizado para la construcción del tanque.

3.  Plano tangente Sea P(x0, y0, z0) un punto en el primer oc-

tante en la superfi cie xyz = 1.

 (a)  Encuentre la ecuación del plano tangente a la superfi cie en 
el punto P.

 (b)  Demuestre que el volumen del tetraedro formado en los 
tres planos de coordenadas y el plano tangente es constan-
te, independiente del punto de tangencia (vea la fi gura).

y

x

3

3

3

z

P

4.  Usar funciones Utilice un sistema algebraico por compu-

tadora y represente las funciones 

 y g x xf x 3 x3 1  

 en la misma pantalla.

 (a)  Demuestre que

  
y lím

x→
f x g x 0.lím

x→
f x g x 0

 (b)  Encuentre el punto en la gráfi ca de f que está más alejado 
de la gráfi ca de g.

5.  Hallar valores máximos y mínimos

 (a)  Sean f(x, y) = x – y y g(x, y) = x2 + y2 = 4. Grafi que varias 
curvas de nivel de f y la restricción g en el plano xy. Use la 
gráfi ca para determinar el valor mayor de f sujeto a la res-
tricción g = 4. Después, verifi que su resultado mediante 
los multiplicadores de Lagrange.

 (b)  Sean f(x, y) = x – y y g(x, y) = x2 + y2 = 0. Encuentre los 
valores máximos y mínimos de f sujetos a la restricción 
g = 0. ¿Funcionará el método de los multiplicadores de 
Lagrange en este caso? Explique.

6.  Costos de minimización Un cuarto caliente de almace-

namiento tiene la forma de una caja rectangular y un volumen 

de 1000 pies cúbicos, como se muestra en la fi gura. Como el 

aire caliente sube, la pérdida de calor por unidad de área a 

través del techo es cinco veces mayor que la pérdida de calor 

a través del suelo. La pérdida de calor a través de las cuatro 

paredes es tres veces mayor que la pérdida de calor a través del 

suelo. Determine las dimensiones del cuarto que minimizan la 

pérdida de calor y que por consiguiente minimizan los costos 

de calefacción.

z

x
y

V = xyz = 1000

7.  Costos de minimización Repita el ejercicio 6 suponien-

do que la pérdida de calor a través de las paredes y el techo 

sigue siendo la misma, pero el suelo se aísla de manera que no 

hay ninguna pérdida de calor a través del mismo.

8.  Temperatura Considere una placa circular de radio 1 dada 

por x2 + y2 ≤ 1, como se muestra en la fi gura. La temperatura 

sobre cualquier punto P(x, y) de la placa es T(x, y) = 2x2 + 

y2 – y + 10.

x
1− 1

− 1

1

y

x2 + y2 ≤ 1

 (a)  Dibuje la isoterma T(x, y) = 10. Para imprimir una copia 
ampliada de la gráfi ca, vaya a MathGraphs.com. 

 (b)  Determine el punto más caliente y el punto más frío de la 
placa.

9.  Función de producción de Cobb-Douglas Considere 

la función de producción de Cobb-Douglas

 0 < a < 1.f x, y Cxay1 a,  

 (a)  Demuestre que f satisface la ecuación x
f
x

y
f
y

f.

 (b)  Demuestre que f(tx, ty) = tf(x, y).

Solución de problemas    Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones 
trabajadas de los ejercicios con numeración impar.
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964 Capítulo 13  Funciones de varias variables

10.  Minimizar el área Considere la elipse

 

x2

a2

y2

b2 1

  que encierra el círculo x2 + y2 = 2x. Halle los valores de a y b que 
minimizan el área de la elipse.

11.  Movimiento de proyectil Un proyectil es lanzado a un 

ángulo de 45° respecto a la horizontal y con una velocidad 

inicial de 64 pies por segundo. Una cámara de televisión se lo-

caliza en el plano de la trayectoria del proyectil 50 pies detrás 

del sitio del lanzamiento (vea la fi gura).

(− 50, 0) 45°

(x, y)

α

y

x

 (a)  Encuentre las ecuaciones paramétricas de la trayectoria 
del proyectil en términos del parámetro t que representa 
tiempo.

 (b)  Exprese el ángulo  que la cámara forma con la horizontal 
en términos de x, y y en términos de t.

 (c)  Utilice los resultados del inciso (b) para calcular 
d
dt

.

 (d)  Utilice una herramienta de grafi cación para representar  
en términos de t. ¿Es simétrica la gráfi ca respecto al eje 
del arco parabólico del proyectil? ¿En qué momento es 
mayor la razón de cambio de ?

 (e)  ¿En qué momento es máximo el ángulo ? ¿Ocurre esto 
cuando el proyectil está a su mayor altura?

12.  Distancia Considere la distancia d entre el sitio del lanza-

miento y el proyectil del ejercicio 11.

 (a)  Exprese la distancia d en términos de x, y y en términos 
del parámetro t.

 (b)  Utilice los resultados del inciso (a) para hallar la razón de 
cambio de d.

 (c)  Encuentre la razón de cambio de la distancia cuando t = 2.

 (d)  Durante el vuelo del proyectil, ¿cuándo es mínima la ra-
zón de cambio de d? ¿Ocurre esto en el momento en que 
el proyectil alcanza su altura máxima?

13.  Determinar puntos extremos y silla usando tecnolo-
gía Considere la función

 f x, y x2 y2 e x2 y2 ,  0 < < .

 (a)  Utilice un sistema algebraico por computadora y repre-
sente gráfi camente la función empleando  = 1 y b = 2, 
e identifi que todos los extremos o puntos silla.

 (b)  Utilice un sistema algebraico por computadora y repre-
sente gráfi camente la función empleando  = –1 y b = 2, 
e identifi que todos los extremos o puntos silla.

 (c)  Generalice los resultados de los incisos (a) y (b) para la 
función f.

14.  Demostración Demuestre que si f es una función diferen-

ciable tal que ∇f(x0, y0) = 0, entonces el plano tangente en 

(x0, y0) es horizontal.

15.  Área La fi gura muestra un rectángulo que tiene aproxima-

damente l = 6 centímetros de largo y h = 1 centímetro de 

altura.

 

h = 1 cm

l = 6 cm

 (a)  Dibuje una franja rectangular a lo largo de la región rectan-
gular que muestre un pequeño incremento en la longitud.

 (b)  Dibuje una franja rectangular a lo largo de la región rec-
tangular que muestre un pequeño incremento en la altura.

 (c)  Utilice los resultados de los incisos (a) y (b) para iden-
tifi car la medida que tiene mayor efecto en el área A del 
rectángulo.

 (d)  Verifi que analíticamente la respuesta dada en el inciso (c) 
comparando los valores de dA cuando dl = 0.01 y cuando 
dh = 0.01.

16.  Planos tangentes Sea f una función de una variable de-

rivable. Demuestre que los planos tangentes a la superfi cie se 

cortan en un punto común.

17.  Ecuación de onda Demuestre que

  
u x, t

1
2

sen x t sen x t
 

  es una solución a la ecuación de ondas unidimensional

  

2u
t2

2u
x2.

 

18.  Ecuación de onda Demuestre que 

  
u x, t

1
2

f x ct f x ct
 

  es una solución a la ecuación de ondas unidimensional

  

2u
t2 c2

2u
x2.

 

  (Esta ecuación describe la vibración transversal pequeña de una 
cuerda elástica, como las de ciertos instrumentos musicales.)

19.  Comprobar ecuaciones Considere la función w = f(x, y), 

donde x = r cos u y y = r sen u. Verifi que cada una de las 

ecuaciones siguientes 

 

(a)

(b)
w
x

2 w
y

2 w
r

2 1
r2

w 2

w
y

w
r

sen
w cos

r

w
x

w
r

cos
w sen

r

20.  Usar una función Demuestre el resultado del ejercicio 

19(b) para

 
w arctan

y
x
.
 

21.  Ecuación de Laplace Reescriba la ecuación de Laplace

 

2u
x2

2u
y2

2u
z2 0

 

 en coordenadas cilíndricas.
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966 Capítulo 14  Integración múltiple

  Evaluar una integral iterada.
  Utilizar una integral iterada para hallar el área de una región plana.

Integrales iteradas
En los capítulos 14 y 15 estudió varias aplicaciones de integración que implican funcio-

nes de varias variables. Este capítulo es muy similar al capítulo 7, ya que ilustra el uso 

de la integración para hallar áreas planas, volúmenes, áreas de superfi cies, momentos y 

centros de masa. 

En el capítulo 13 vio cómo derivar funciones de varias variables con respecto a una 

variable manteniendo constantes las demás variables. Empleando un procedimiento si-

milar puede integrar funciones de varias variables. Por ejemplo, la derivada parcial fx(x, 

y) = 2xy. Considerando a y constante, puede integrar respecto a x para obtener

Integre respecto a x.

Mantenga y constante.

Saque y como factor constante.

La antiderivada de 2x es x2.

es una función de y. C y x2y C y .

 y x2 C y

 y  2x dx

  2xy dx

 f x, y  fx x, y  dx

La “constante” de integración, C(y), es una función de y. En otras palabras, al integrar 

con respecto a x, puede recobrar f(x, y) sólo parcialmente. Cómo recobrar totalmente 

una función de x y y a partir de sus derivadas parciales es un tema que estudiará en el 

capítulo 15. Por ahora, lo que interesa es extender las integrales defi nidas a funciones 

de varias variables. Por ejemplo, al considerar y constante, puede aplicar el teorema 

fundamental del cálculo para evaluar

El resultado

es una función

de y.

Sustituya x
por los límites

de integración.

x es la variable

de integración y

y es constante.

2y

1
 2xy dx x2y

2y

1
2y 2y 1 2y 4y3 y.

De manera similar se puede integrar con respecto a y, manteniendo x fi ja. Ambos proce-

dimientos se resumen como sigue.

Con respecto a x

Con respecto a y

g
2

x

g1 x

 fy x, y  dy f x, y
g

2
x

g1 x
f x, g2 x f x, g1 x

h2 y

h1 y

 fx x, y  dx f x, y
h2 y

h1 y

f h2 y , y f h1 y , y

Observe que la variable de integración no puede aparecer en ninguno de los límites de 

integración. Por ejemplo, no tiene ningún sentido escribir

x

0
 y dx.

14.1 Integrales iteradas y área en el plano
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967 14.1  Integrales iteradas y área en el plano

EJEMPLO 1  Integrar con respecto a y

Evalúe 
x

1
 2x2y 2 2y  dy.

Solución Considere x constante e integre respecto a y, con lo que obtiene

Integre respecto a y.

 3x2 2x 1.

 
2x2

x
x2 2x2

1
1

 
x

1
 2x2y 2 2y  dy

2x2

y
y2

x

1

 

En el ejemplo 1 observe que la integral defi ne una función de x que puede ser inte-

grada ella misma, como se muestra en el ejemplo siguiente.

EJEMPLO 2  La integral de una integral

Evalúe 
2

1
 

x

1
2x2y 2 2y  dy  dx. 

Solución Utilizando el resultado del ejemplo 1, tiene

Integre respecto a x.

 3.

 2 1

 x3 x2 x
2

1

 
2

1
 

x

1
2x2y 2 2y  dy  dx

2

1
 3x2 2x 1  dx

 

La integral del ejemplo 2 es una integral iterada. Los corchetes usados en el ejem-

plo 2 normalmente no se escriben. Las integrales iteradas se escriben normalmente como

y
d

c

h
2

y

h1 y

 f x, y  dx dy.
b

a

g
2

x

g1(x
 f x, y  dy dx

Los límites interiores de integración pueden ser varia-

bles con respecto a la variable exterior de integración. 

Sin embargo, los límites exteriores de integración 
deben ser constantes respecto a ambas variables de 

integración. Después de realizar la integración inte-

rior, usted obtiene una integral defi nida “ordinaria” y 

la segunda integración produce un número real. Los 

límites de integración de una integral iterada defi nen 

dos intervalos para las variables. Como en el ejemplo 2, 

los límites exteriores indican que x está en el intervalo 

1 ≤ x ≤ 2 y los límites interiores indican que y está en el 

intervalo 1 ≤ y ≤ x. Juntos, estos dos intervalos determi-

nan la región de integración R de la integral iterada, 

como se muestra en la fi gura 14.1.

Como una integral iterada es simplemente un tipo 

especial de integral defi nida, en el que el integrando es 

también una integral, puede utilizar las propiedades de las 

integrales defi nidas para evaluar integrales iteradas.

1 2

1

2

x

y y = x

R: 1 ≤ x ≤ 2
1 ≤ y ≤ x

La región de integración para

Figura 14.1

2

1

x

1
f x, y  dy dx
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968 Capítulo 14  Integración múltiple

Área de una región plana
En el resto de esta sección verá desde una perspectiva nueva un viejo problema, el de hallar 

el área de una región plana. Considere la región plana R acotada por a ≤ x ≤ b y g1(x) ≤ y 
≤ g2(x), como se muestra en la fi gura 14.2. El área de R está dada por la integral defi nida

Área de R 

b

a

 g2 x g1 x  dx.

Usando el teorema fundamental del cálculo, puede reescribir el integrando g2(x) – g1(x) 

como una integral defi nida. Concretamente, si considera x fi ja y deja que y varíe desde 

g1(x) hasta g2(x) puede escribir

g
2
x

g1 x

 dy y
g2 x

g1 x
g2 x g1 x .

Combinando estas dos integrales, puede expresar el área de la región R mediante una 

integral iterada

Área de R 

b

a

 g2 x g1 x  dx. 
b

a

g
2

x

g1 x

 dy dx
b

a

 y
g2 x

g1 x

 dx

Colocar un rectángulo representativo en la región R 
ayuda a determinar el orden y los límites de integra-

ción. Un rectángulo vertical implica el orden dy dx, 
donde los límites interiores corresponden a los lími-

tes superior e inferior del rectángulo, como se mues-

tra en la fi gura 14.2. Este tipo de región se llama 

verticalmente simple, porque los límites exteriores 

de integración representan las rectas verticales 

x = a 

y

x = b 

De manera similar, un rectángulo horizontal impli-

ca el orden dx dy, donde los límites interiores están 

determinados por los límites izquierdo y derecho 

del rectángulo, como se muestra en la fi gura 14.3. 

Este tipo de región se llama horizontalmente 
simple, porque los límites exteriores representan 

las rectas horizontales 

y = c 

y

y = d 

Las integrales iteradas utilizadas en estos dos tipos de regiones simples se resumen 

como sigue.

Área de una región en el plano

1.  Si R está defi nida por a ≤ x ≤ b y g1(x) ≤ y ≤ g2(x), donde g1 y g2 son continuas 

en [a, b], entonces el área de R está dada por

  

Figura 14.2 (verticalmente simple)A
b

a

g
2

x

g1 x

 dy dx.

2.  Si R está defi nida por c ≤ y ≤ d y h1(y) ≤ x ≤ h2(y), donde h1 y h2 son continuas 

en [c, d], entonces el área de R está dada por

  
Figura 14.3 (horizontalmente simple)A

d

c

h
2

y

h1 y

 dx dy.

y

x

g2

g1

g1(x) ≤ y ≤ g2(x)
a ≤ x ≤ b  y

R

b

dxdy

∆x
a

g
2
(x)b

a g
1
(x)

Área = 

La región está limitada por

Región verticalmente simple.
Figura 14.2

y

x

∆y

R

d

dydx

h2

h
2
(y)

h
1
(y)c

d

h1

Área = 

c

h1(y) ≤ x ≤ h2(y)

La región está acotada
por c ≤ y ≤ d  y

Región horizontalmente simple.
Figura 14.3

COMENTARIO Observe 

que el orden de integración de 

estas dos integrales es diferente, 

el orden dy dx corresponde a una 

región verticalmente simple, y el 

orden dx dy corresponde a una 

región horizontalmente simple.
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969 14.1  Integrales iteradas y área en el plano

Si los cuatro límites de integración son constantes, la región de integración es rec-

tangular, como ocurre en el ejemplo 3.

EJEMPLO 3  Área de una región rectangular

Utilice una integral iterada para representar el área del rectángulo que se muestra en la 

fi gura 14.4.

Solución La región de la fi gura 14.4 es verticalmente simple y horizontalmente sim-

ple, por tanto puede emplear cualquier orden de integración. Eligiendo el orden dy dx, 

obtiene lo siguiente.

Integre respecto a y.

Integre respecto a x.

 d c b a

 d c x
b

a

 
b

a

 d c  dx

 
b

a

d

c

 dy dx
b

a

 y
d

c

  dx

Observe que esta respuesta es consistente con los conocimientos de la geometría.

EJEMPLO 4  Hallar el área por medio de una integral iterada

Utilice una integral iterada para hallar el área de la región acotada por las gráfi cas de

La curva seno constituye el límite superior.

y

La curva coseno constituye el límite inferior g x cos x

 f x sen x

entre x = p/4 y x = 5p/4.

Solución Como f y g se dan como funciones de x, es conveniente un rectángulo re-

presentativo vertical, y puede elegir dy dx como orden de integración, como se muestra 

en la fi gura 14.5. Los límites exteriores de integración son

4
x

5
4

.

Además, dado que el rectángulo está limitado o acotado, superiormente por f(x) = sen x 
e inferiormente por g(x) = cos x, tiene

Integre respecto a y.

Integre respecto a x

 2 2.

 cos x sen x
5 4

4

 
5 4

4
 sen x cos x  dx

 
5 4

4
 y

sen x

cos
 
x

  dx

 ed aerÁ R
5 4

4

sen x

cos x
 dy dx

La región de integración en una integral iterada no necesariamente debe estar aco-

tada por rectas. Por ejemplo, la región de integración que se muestra en la fi gura 14.5 es 

verticalmente simple aun cuando no tiene rectas verticales como fronteras izquierda y 

derecha. Lo que hace que la región sea verticalmente simple es que está acotada supe-

riormente e inferiormente por gráfi cas de funciones de x.

x

d
Región rectangular

b

b − a

c

a

Rd − c

y

Figura 14.4

Área =
sen x

cos x
dy dx

5π /4

π /4

x

y

−1

π3
2

π
4

y = sen x

y = cos x

Δx

π
4

π
4

5≤ x ≤R:

cos x ≤ y ≤ sen x

π π
2

Figura  14.5
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970 Capítulo 14  Integración múltiple

Con frecuencia, uno de los órdenes de integración hace que un problema de inte-

gración sea más sencillo de como resulta con el otro orden de integración. Por ejemplo, 

haga de nuevo el ejemplo 4 con el orden dx dy; le sorprenderá ver que la tarea es for-

midable. Sin embargo, si llega al resultado, verá que la respuesta es la misma. En otras 

palabras, el orden de integración afecta la complejidad de la integración, pero no el valor 

de la integral.

EJEMPLO 5  Comparar diferentes órdenes de integración

Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo.

Dibuje la región cuya área está representada por la integral

2

0

4

y2

 dx dy.

Después encuentre otra integral iterada que utilice el orden dy dx para representar la 

misma área y demuestre que ambas integrales dan el mismo valor.

Solución De acuerdo con los límites de integración dados, sabe que

Límites interiores de integración.y2 x 4

lo cual signifi ca que la región R está acotada a la izquierda por la parábola x = y2 y a la 

derecha por la recta x = 4. Además, como

Límites exteriores de integración.0 y 2

sabe que R está acotada inferiormente por el eje x, como se muestra en la fi gura 14.6(a). 

El valor de esta integral es

Integre respecto a x.

Integre respecto a y.

 
16
3

.

 4y
y3

3

2

0

 
2

0
 4 y2  dy

 
2

0

4

y2

 dx dy
2

0
 x

4

y2

 dy

Para cambiar el orden de integración a dy dx, coloque un rectángulo vertical en la región, 

como se muestra en la fi gura 14.6(b). Con esto puede ver que los límites constantes 

0 ≤ x ≤ 4 sirven como límites exteriores de integración. Despejando y de la ecuación 

x = y2 puede concluir que los límites interiores son 0 y x. Por tanto, el área de 

la región también se puede representar por

4

0

x

0
 dy dx.

Evaluando esta integral, observe que tiene el mismo valor que la integral original.

Integre respecto a y.

Integre respecto a x.

 
16
3

 
2
3

 x3 2
4

0

 
4

0
 x dx

 
4

0

x

0
 dy dx

4

0
 y

x

0
 dx

y2 ≤ x ≤ 4

Área =
4

y2
dydx

2

0

x

Δy

0 ≤ y ≤ 2R:

1

1

−1

2

2

3

3

4

x = y2 (4, 2)

y

(a)

Área =
x
dy dx

4

0 0

x
Δx

0 ≤ x ≤ 4R:

1

1

−1

2

2

3

3

4

(4, 2)y =    x

0 ≤ y ≤    x

y

(b)

Figura 14.6
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971 14.1  Integrales iteradas y área en el plano

Algunas veces no es posible calcular el área de una región con una sola integral 

iterada. En estos casos se divide la región en subregiones, de manera que el área de cada 

subregión pueda calcularse por medio de una integral iterada. El área total es entonces 

la suma de las integrales iteradas.

EJEMPLO 6  Área representada por dos integrales iteradas

Determine el área de la región R que se encuentra bajo la parábola

La parábola forma el límite superior.y 4x x2

sobre el eje x, y sobre la recta

La recta y el eje x forman el límite inferior.y 3x 6.

Solución Para empezar divida R en dos subregiones, como se muestra en la fi gura 14.7.

Figura 14.7

x
1

1

2

2

3

4

4

(1, 3)

Δx

R1

R2

y = −3x + 6

Δx

Área =
4x − x2

dy dx
2

1 −3x + 6
+

4x − x2

dy dx
4

2 0

y

y = 4x − x2

En ambas regiones es conveniente usar rectángulos verticales y obtiene

 
15
2

.

 14
8
3

12
7
2

1
3

6 32
64
3

8
8
3

 
7x2

2
x3

3
6x

2

1
2x2 x3

3

4

2

 
2

1
 4x x2 3x 6  dx

4

2
 4x x2  dx

aerÁ 
2

1

4x x2

3x 6
 dy dx

4

2

4x x2

0
 dy dx

El área de la región es 15/2 unidades cuadradas. Trate de comprobar el resultado usando el 

procedimiento para hallar el área entre dos curvas, que se presentó en la sección 7.1. 

En este punto, usted se puede preguntar para qué se necesitan las integrales iteradas. 

Después de todo, ya sabe usar la integración convencional para hallar el área de una re-

gión en el plano. (Por ejemplo, compare la solución del ejemplo 4 de esta sección con la 

del ejemplo 3 en la sección 7.1.) La necesidad de las integrales iteradas será más clara en 

la sección siguiente. En esta sección se presta especial atención a los procedimientos para 

determinar los límites de integración de las integrales iteradas, y el conjunto de ejercicios 

siguiente está diseñado para adquirir práctica en este procedimiento importante.

TECNOLOGÍA Algunos 

paquetes de software pueden 

efectuar integración simbóli-

ca de integrales como las del 

ejemplo 6. Si cuenta con acceso 

a alguno de estos paquetes, uti-

lícelo para evaluar las integrales 

de los ejercicios y ejemplos 

dados en esta sección.

COMENTARIO En los 

ejemplos 3 a 6, observe la 

ventaja de dibujar la región de 

integración. Se recomienda que 

desarrolle el hábito de hacer 

dibujos como ayuda para deter-

minar los límites de integración 

de todas las integrales iteradas 

de este capítulo.
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972 Capítulo 14  Integración múltiple

Evaluar una integral En los ejercicios 1 a 10, evalúe la in-
tegral.

.2.1

.4.3

.6.5

.8.7

.01.9
2

y

 sen3 x cos y dx
x3

0
 ye y x  dy

1 y2

1 y2

 x2 y 2  dxy > 0
y

ey
 
y ln x

x
 dx,

x

x3
 x2 3y 2  dy

4 x2

0
 x 2y dy

cos y

0
 y dxy > 0

2y

1
 
y
x
 dx,

x2

x

 
y
x
 dy

x

0
 x 2y  dy

Evaluar una integral iterada En los ejercicios 11 a 30, eva-
lúe la integral iterada.

.21.11

.41.31

.61.51

.81.71

.02.91

21.

22.

.42.32

.62.52

.82.72

.03.92
4

0

cos 

0
 3r 2 sen  dr d

2

0

sen 

0
 r dr d

4

0

3 cos 

3
r dr d

2

0

2 cos
 

0
 r dr d

3

1

y

0

4
x2 y2 dx dy

2

0

4 y2

0
 

2

4 y 2
 dx dy

2

0

2y y2

3y2 6y

 3y dx dy
1

0

1 y2

0
 x y  dx dy

2

0

2y

y

 10 2x2 2y 2  dx dy

5

1

3y

0
3 x2 1

4
y2  dx dy

4

4

x2

0
64 x3 dy dx

1

0

x

0
 1 x2 dy dx

4

1

x

1
 2ye x dy dx

0

sen x

0
 1 cos x  dy dx

ln 4

0

ln 3

0
e x y dy dx

2

0

1

0
y cos x dy dx

2

1

3

1
x y2  dx dy

2

1

4

0
 x2 2y 2  dx dy

1

1

2

2
x2 y2  dy dx

1

0

2

0
 x y  dy dx

Evaluar una integral iterada impropia En los ejercicios 31 
a 34, evalúe la integral iterada impropia.

.23.13

.43.33
0 0

 xye x2 y 2  dx dy
1 1

 
1
xy

 dx dy

3

0 0
 

x2

1 y 2 dy dx
1

1 x

0
 y dy dx

Determinar el área de una región En los ejercicios 35 a 
38, utilice una integral iterada para hallar el área de la región.

.63.53

.83.73

x
1

1

2

32 5

5

3

4

4

2 ≤ x ≤ 5

y = 1
x − 1

y

x
1

1

2

3

3

4

y = 4 − x2

y

x
1

1

2

2

3

3
(2, 3)

(2, 1)

(1, 3)

(1, 1)

y

x
2

2

4

4

6

6

8

8

(8, 3)

y

Determinar el área de una región En los ejercicios 39 a 44, 
utilice una integral iterada para calcular el área de la región 
acotada por las gráfi cas de las ecuaciones.

39.

40.

41.

42.

43.

44. y x,  y 2x,  x 2

y 4 x2,  y x 2

x2

a2

y 2

b2 1

2x 3y 0,  x y 5,  y 0

y x3 2,  y 2x

x y 2,  x 0,  y 0

Cambiar el orden de integración En los ejercicios 45 a 52, di-
buje la región R de integración y cambie el orden de integración.

.64.54

.84.74

.05.94

.25.15
2

2
 

cos x

0
 f x, y  dy dx

1

1

1

x2

 f x, y  dy dx

2

1
 

e x

0
 f x, y  dy dx

10

1

ln y

0
 f x, y  dx dy

2

0

4 x2

0
 f x, y  dy dx

2

2
 

4 x2

0
 f x, y  dy dx

4

0

2

y
  f x, y  dx dy

4

0

y

0
 f x, y  dx dy

Cambiar el orden de integración En los ejercicios 53 a 62, 
dibuje la región R cuya área está dada por la integral iterada. 
Después, cambie el orden de integración y demuestre que am-
bos órdenes dan la misma área.

.45.35

.65.55
2

2
 

4 x2

4 x2

 dy dx
1

0

1 y2

1 y2

 dx dy

2

1

4

2
 dx dy

1

0

2

0
 dy dx

14.1 Ejercicios   Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios con 
numeración impar.
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973 14.1  Integrales iteradas y área en el plano

57.

58.

.06.95

.26.16
2

2

4 y2

0
 dx dy

1

0

3 y

y2

 dx dy

9

0

3

x
 dy dx

2

0

1

x 2
 dy dx

4

0

x 2

0
 dy dx

6

4

6 x

0
 dy dx

2

0

x

0
 dy dx

4

2

4 x

0
 dy dx

63.  Piénselo Dé un argumento geométrico para la igualdad. 

Compruebe la igualdad analíticamente.

x
5

5 (5, 5)

y

y = x

5   20,(            )
y =    50 − x2

5

0

y

0
 x2y 2 dx dy

5 2

5

50 y2

0
 x2y2 dx dy

5

0

50 x2

x

 x2y 2 dy dx

¿CÓMO LO VE? Complete las integrales iteradas en 

forma tal que cada una represente el área de la región R 
(vea la fi gura).

(a) (b)

x

(4, 2)

y = x
2

y

1 2 3 4

1

2

R

y =     x

Área dy dxÁrea dx dy

Cambiar el orden de integración En los ejercicios 65 a 70, 
trace la región de integración. Después, evalúe la integral itera-
da. (Sugerencia: Observe que es necesario cambiar el orden de 
integración.)

.66.56

.86.76

.07.96
2

0

4

y2

 x sen x dx dy
1

0

1

y

 sen x2 dx dy

2

0

2

x

 e y 2
 dy dx

1

0

2

2x
4ey

2
 dy dx

4

0

2

x

 
3

2 y3  dy dx
2

0

2

x

 x 1 y3 dy dx

Evaluar una integral iterada usando tecnología En los 
ejercicios 71 a 78, utilice un sistema algebraico por computado-
ra para evaluar la integral iterada.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

77.

78.
2

0

1 sen 

0
15 r dr d

2

0

1 cos 

0
 6r2 cos  dr d

2

0

2

x

 16 x3 y3 dy dx

2

0

4 x2

0
 exy dy dx

a

0

a x

0
 x2 y 2  dy dx

4

0

y

0
 

2
x 1 y 1

 dx dy

1

0

2y

y

 sen x y  dx dy

2

0

2x

x2

 x3 3y 2  dy dx

Comparar diferentes órdenes de integración usando tec-
nología En los ejercicios 79 y 80, (a) dibuje la región de inte-
gración, (b) cambie el orden de integración y (c) use un sistema 
algebraico por computadora para demostrar que ambos órde-
nes dan el mismo valor.

79.

80.
2

0

4 x 2 4

4 x2

 xy
x2 y 2 1

 dy dx

2

0

4 2y

y3
 x2y xy 2  dx dy

DESARROLLO DE CONCEPTOS

81.  Integral iterada Explique qué se quiere decir con una 

integral iterada. ¿Cómo se evalúa?

82.  Verticalmente simple y horizontalmente sim-
ple Describa regiones que sean verticalmente simples y 

regiones que sean horizontalmente simples.

83.  Región de integración Dé una descripción geométri-

ca de la región de integración si los límites interiores y 

exteriores de integración son constantes.

84.  Orden de integración Explique por qué algunas ve-

ces es una ventaja cambiar el orden de integración.

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 85 y 86, determine si 
el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué 
o dé un ejemplo que demuestre que es falso.

85.

86.
1

0

x

0
 f x, y  dy dx

1

0

y

0
 f x, y  dx dy

b

a

d

c

 f x, y  dy dx
d

c

b

a

 f x, y  dx dy
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974 Capítulo 14  Integración múltiple

  Utilizar una integral doble para representar el volumen de una región sólida y 
utilizar las propiedades de las integrales dobles.

  Evaluar una integral doble como una integral iterada.
  Hallar el valor promedio de una función sobre una región.

Integrales dobles y volumen de una región sólida
Ya sabe que una integral defi nida sobre un intervalo utiliza un proceso de límite para 

asignar una medida a cantidades como el área, el volumen, la longitud de arco y la masa. 

En esta sección, usará un proceso similar para defi nir la integral doble de una función 

de dos variables sobre una región en el plano.

Considere una función continua f tal que f(x, y) ≥ 0 para todo (x, y) en una región R 
del plano xy. El objetivo es hallar el volumen de la región sólida comprendida entre la 

superfi cie dada por 

Superficie sobre el plano xyz f x, y

y el plano xy, como se muestra en la fi gura 14.8. Para empezar, superponga una red o 

cuadrícula rectangular sobre la región, como se muestra en la fi gura 14.9. Los rectán-

gulos que se encuentran completamente dentro de R forman una partición interior ∆, 
cuya norma ||∆|| está defi nida como la longitud de la diagonal más larga de los n rectán-

gulos. Después, elija un punto (xi, yi) en cada rectángulo y forme el prisma rectangular 

cuya altura es 

Altura del i-ésimo prisma f xi, yi

como se muestra en la fi gura 14.10. Como el área del i-ésimo rectángulo es

Área del rectángulo i-ésimoAi

se deduce que el volumen del prisma i-ésimo es

Volumen del prisma i-ésimo f xi, yi  Ai

y puede aproximar el volumen de la región sólida por la suma de Riemann de los volú-

menes de todos los n prismas,

Suma de Riemann
n

i 1
f xi, yi  Ai

como se muestra en la fi gura 14.11. Esta aproximación se puede mejorar tomando redes 

o cuadrículas con rectángulos más y más pequeños, como se muestra en el ejemplo 1.

x

y

z

Volumen aproximado por prismas 
rectangulares.
Figura 14.11

x

y

z

f (xi, yi)

Prisma rectangular cuya base tiene un área 
de
Figura 14.10

f xi, yiAi

Rx

y

z

(xi, yi)

Superficie:
z = f (x, y)

Los rectángulos que se encuentran dentro 
de R forman una partición interior de R.
Figura 14.9

. y cuya altura es .

x

y

R

zSuperficie:
z = f (x, y)

Figura 14.8

14.2 Integrales dobles y volumen
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975 14.2  Integrales dobles y volumen

EJEMPLO 1  Aproximar el volumen de un sólido

Aproxime el volumen del sólido comprendido entre el paraboloide

f x, y 1
1
2
x2 1

2
y2

y la región cuadrada R dada por 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1. Utilice una partición formada por 

los cuadrados cuyos lados tengan una longitud de 
1
4.

Solución Comience formando la partición especifi cada de R. En esta partición, es con-

veniente elegir los centros de las subregiones como los puntos en los que se evalúa f(x, y).

7
8, 18       7

8, 38       7
8, 58       7

8, 78

5
8, 18       5

8, 38       5
8, 58       5

8, 78

3
8, 18       3

8, 38       3
8, 58       3

8, 78

1
8, 18       1

8, 38       1
8, 58       1

8, 78

Como el área de cada cuadrado Ai
1
16, el volumen se puede aproximar por la suma 

16

i 1
f xi , yi  Ai

16

i 1
1

1
2
x 2
i

1
2
y 2
i

1
16

0.672.

Esta aproximación se muestra gráfi camente en la fi gura 14.12. El volumen exacto 

del sólido es 23 (vea el ejemplo 2). Se obtiene una mejor aproximación si se usa una par-

tición más fi na. Por ejemplo, con una partición con cuadrados con lados de longitud la 

aproximación es 0.668. 

x

y

zTECNOLOGÍA Algunas herramientas 

de grafi cación tridimensionales pueden 

representar fi guras como la mostrada en 

la fi gura 14.12. La gráfi ca mostrada en la 

fi gura 14.12 se dibujó con una herramienta 

de grafi cación. En esta gráfi ca, observe que 

cada uno de los prismas rectangulares está 

dentro de la región sólida.

En el ejemplo 1 debe observar que usando particiones más fi nas obtiene mejores 

aproximaciones al volumen. Esta observación sugiere que podría obtener el volumen 

exacto tomando un límite. Es decir

Volumen lím
→0

 
n

i 1
 f xi, yi  Ai .

El signifi cado exacto de este límite es que el límite es igual a L si para todo  > 0 existe 

una δ > 0 tal que

L
n

i 1
f xi, yi  Ai <

para toda partición ∆ de la región plana R (que satisfaga ||∆|| < δ) y para toda elección 

posible de xi y yi en la región i-ésima.

El uso del límite de una suma de Riemann para defi nir un volumen es un caso espe-

cial del uso del límite para defi nir una integral doble. Sin embargo, el caso general no 

requiere que la función sea positiva o continua.

x

y

Superficie:

f (x, y) = 1 −    x2 −    y21
2

1
2

1

1

1

z

Figura 14.12
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976 Capítulo 14  Integración múltiple

Defi nición de integral doble

Si f está defi nida en una región cerrada y acotada R del plano xy, entonces la integral 
doble de f sobre R está dada por

R
 f x, y  d A lím

→0

n

i 1
f xi, yi  Ai

siempre que el límite exista. Si existe el límite, entonces f es integrable sobre R.

Una vez defi nidas las integrales dobles, verá 

que una integral defi nida ocasionalmente se llama 

integral simple. 

Para que la integral doble de f en la región R 
exista, es sufi ciente que R pueda expresarse como 

la unión de un número fi nito de subregiones que no 

se sobrepongan (vea la fi gura de la derecha) y que 

sean vertical u horizontalmente simples, y que f sea 

continua en la región R. Esto signifi ca que la inter-

sección de dos regiones que no se sobreponen es 

un conjunto que tiene un área igual a 0. En la fi gura 

14.13, el área del segmento común a R1 y R2 es 0. 

Puede usar una integral doble para hallar el vo-

lumen de una región sólida que se encuentra entre 

el plano xy y la superfi cie dada por z = f(x, y).

Volumen de una región sólida

Si f es integrable sobre una región plana R y f(x, y)  0 para todo (x, y) en R, enton-

ces el volumen de la región sólida que se encuentra sobre R y bajo la gráfi ca de f se 

defi ne como

V
R

 f x, y  dA.

Las integrales dobles tienen muchas de las propiedades de las integrales simples. 

TEOREMA 14.1 Propiedades de las integrales dobles

Sean f y g continuas en una región cerrada y acotada R del plano, y sea c una 

constante

1.

2.

3. si

4. si

5. donde es la uniónR
R

 f x, y  dA
R1

 f x, y  dA
R2

 f x, y  dA,

f x, y g x, y
R

 f x, y  dA
R

g x, y  dA,

f x, y 0
R

 f x, y  dA 0,

R

f x, y ± g x, y  dA
R

 f x, y  d A ±
R

g x, y  dA

R

 cf x, y  dA c
R

 f x, y  dA

 donde R es la unión de dos subregiones R1 y R2 que no se sobreponen.

x

R2R1

R = R1 ∪ R2

y

Las dos regiones

Figura 14.13

R2R1

sobreponen.
y no se

Exploración
Las cantidades en la tabla 

representan la profundidad 

(en unidades de 10 yardas) de 

la tierra en el centro de cada 

cuadrado de la fi gura.

z

40

30

20

x

y

1 2 3

1 10 9 7

2 7 7 4

3 5 5 4

4 4 5 3

x
y

Aproxime el número de yardas 

cúbicas de tierra en el primer 

octante. (Esta exploración 

la sugirió Robert Vojack, 

Ridgewood High School, 

Ridgewood, NJ.)

14-CH14-LARSON.indd   976 04/12/14   11:15



977 14.2  Integrales dobles y volumen

Evaluación de integrales dobles
Normalmente, el primer paso para evaluar una integral doble es reescribirla como 

una integral iterada. Para mostrar cómo se hace esto, se utiliza el modelo geométrico de una 

integral doble, el volumen de un sólido.

Considere la región sólida acotada por el plano z = f(x, y) = 2 – x – 2y, y por los tres 

planos coordenados, como se muestra en la fi gura 14.14. Cada sección transversal ver-

tical paralela al plano yz es una región triangular cuya base tiene longitud y = (2 – x)/2 

y cuya altura es z = 2 – x. Esto implica que para un valor fi jo de x, el área de la sección 

transversal triangular es 

A x
1
2

base altura
1
2

2 x
2

2 x
2 x 2

4
.

De acuerdo con la fórmula para el volumen de un sólido de secciones transversales co-

nocidas (sección 7.2), el volumen del sólido es

 
2
3

.

 
2 x 3

12

2

0

 
2

0
 

2 x 2

4
 dx

Volumen
b

a

 A x  dx

Este procedimiento funciona sin importar cómo se obtenga A(x). En particular, puede 

hallar A(x) por integración, como se muestra en la fi gura 14.15. Es decir, considere x 
constante, e integre z = 2 – x – 2y desde 0 hasta (2 – x)/2 para obtener

 
2 x 2

4
.

 2 x y y2
2 x 2

0

 A x
2 x 2

0
 2 x 2y  dy

Combinando estos resultados, obtiene la integral iterada

Volumen
R

f x, y  dA
2

0

2 x 2

0
 2 x 2y  dy dx.

Para comprender mejor este procedimiento, puede imaginar la integración como dos 

barridos. En la integración interior, una recta vertical barre el área de una sección trans-

versal. En la integración exterior, la sección transversal triangular barre el volumen, 

como se muestra en la fi gura 14.16.

x
y

z

Integre respecto a y para obtener el área de la sección transversal.
Figura 14.16

x
y

z

x
y

z

x
y

z

Integre respecto a x para obtener el volumen del sólido.

x y22
1

(0, 0, 2)

(2, 0, 0)
(0, 1, 0)

Base: y =

Sección 
transversal 
triangular

Altura:
z = 2 − x

2 − x
2

2

1

z

Plano:
z = 2 − x − 2y

Volumen:

Figura 14.14

2

0
A x  dx

2

z = 2 − x − 2y

y = 2 − x
y = 0

Sección transversal triangular.
Figura 14.15
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978 Capítulo 14  Integración múltiple

El teorema siguiente lo demostró el matemático italiano Guido Fubini (1879-1943). 

El teorema establece que si R es vertical u horizontalmente simple y f es continua en R, 

la integral doble de f en R es igual a una integral iterada.

TEOREMA 14.2 Teorema de Fubini

Sea f continua en una región plana R.

1. Si R está defi nida por a ≤ x ≤ b y g1(x) ≤ y ≤ g2(x), donde g1 y g2 son continuas 

en [a, b], entonces

 R

f x, y  dA
b

a

g
2

x

g
1

x

 f x, y  dy dx.

2. Si R está defi nida por c ≤ y ≤ d y h1(y) ≤ x ≤ h2(y), donde h1 y h2 son continuas 

en [c, d], entonces

 R

f x, y  dA
d

c

h2 y

h1 y

 f x, y  dx dy.

EJEMPLO 2  Evaluar una integral doble como integral iterada

Evalúe

R

1
1
2

x2 1
2

y2  dA

donde R es la región dada por

0 y 1.0 x 1,

Solución Como la región R es un cuadrado, 

es vertical y horizontalmente simple, puede em-

plear cualquier orden de integración. Elija dy dx 
colocando un rectángulo representativo vertical 

en la región, como se muestra en la fi gura a la 

derecha. Con esto obtiene lo siguiente. 

 
2
3

 
5
6

x
x3

6

1

0

 
1

0
 

5
6

1
2

x2  dx

 
1

0
 1

1
2

x2  y
y3

6

1

0
 dx

 
R

1
1
2

x2 1
2

y2  dA
1

0

1

0
 1

1
2

x2 1
2

y2  dy dx

La integral doble evaluada en el ejemplo 2 representa el volumen de la región sólida 

que fue aproximado en el ejemplo 1. Observe que la aproximación obtenida en el ejem-

plo 1 es buena 0.672 contra 2
3 , aun cuando empleó una partición que constaba sólo de 

16 cuadrados. El error se debe a que usó los centros de las subregiones cuadradas como 

los puntos para la aproximación. Esto es comparable a la aproximación de una integral 

simple con la regla del punto medio.

x

R: 0 ≤ x ≤ 1
0 ≤ y ≤ 1

1

1

f (x, y) dA = f (x, y) dy dx
1 1

0 0R

Δx

y

14-CH14-LARSON.indd   978 04/12/14   11:15



979 14.2  Integrales dobles y volumen

La difi cultad para evaluar una integral simple 
b
a  f x  dx depende normalmente de la 

función f, y no del intervalo [a, b]. Ésta es una diferencia importante entre las integrales 

simples y las integrales dobles. En el ejemplo siguiente se integra una función similar a 

la de los ejemplos 1 y 2. Observe que una variación en la región R lleva a un problema 

de integración mucho más difícil.

EJEMPLO 3   Hallar el volumen por medio de 
una integral doble

Determine el volumen de la región sólida acotada por el paraboloide z = 4 – x2 – 2y2 y 

el plano xy, como se muestra en la fi gura 14.17(a).

Solución Haciendo z = 0, observe que la base de la región, en el plano xy, es la elip-

se x2 + 2y2 = 4, como se muestra en la fi gura 14.17(b). Esta región plana es vertical y 

horizontalmente simple, por tanto el orden dy dx es apropiado.

Límites variables para y: 4 x2

2
y

4 x2

2

Límites constantes para x: –2 ≤ x ≤ 2

El volumen está dado por

Ver figura 14.17(b).

Fórmula de Wallis

)b()a(

Figura 14.17

x

y

1

1

2

−2

−1

−1

Δx

(4 − x2 − 2y2)dy dx
2

−2 − (4 − x2)/2

(4 − x2)/2

Volumen:

Base: −2 ≤ x ≤ 2
− (4 − x2)/2 ≤ y ≤ (4 − x2)/2

x

y

z

3
2

4

Superficie:
f (x, y) = 4 − x2 − 2y2

 4 2 .

 
128

3 2

3
16

 
64

3 2
2

2

0
 cos4  d

x 2 sen  
4

3 2
 

2

2
 16 cos4  d

 
4

3 2
 

2

2
 4 x2 3 2 dx

 
2

2
4 x2 y

2y3

3

4 x2 2

4 x2 2
 dx

 V
2

2

4 x2 2

4 x2 2
 4 x2 2y2  dy dx

Exploración
El volumen de un sector 
de paraboloide El sólido 

del ejemplo 3 tiene una base 

elíptica (no circular). Considere 

la región limitada o acotada por 

el paraboloide circular

z a2 x2 y2,  a > 0

y el plano xy. ¿Cuántas maneras 

de hallar el volumen de este 

sólido conoce ahora? Por 

ejemplo, podría usar el método 

del disco para encontrar el 

volumen como un sólido de 

revolución. ¿Todos los métodos 

emplean integración?

y 

x 

a 

z 

a 

−a 

a2 

COMENTARIO En el 

ejemplo 3, observe la utilidad 

de la fórmula de Wallis para 

evaluar 
2

0  cosn  d . Esta 

fórmula puede consultarla en la 

sección 8.3. 
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980 Capítulo 14  Integración múltiple

En los ejemplos 2 y 3, los problemas se podrían haber resuelto empleando cual-

quiera de los órdenes de integración, porque las regiones eran vertical y horizontalmente 

simples. En caso de haber usado el orden dx dy habría obtenido integrales con difi cultad 

muy parecida. Sin embargo, hay algunas ocasiones en las que uno de los órdenes de in-

tegración es mucho más conveniente que otro. El ejemplo 4 muestra uno de estos casos.

EJEMPLO 5  Comparar diferentes órdenes de integración

Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo.

Encuentre el volumen de la región sólida R acotada por la superfi cie

Superficie f x, y e x2

y los planos z = 0, y = 0, y = x y x = 1, como se muestra en la fi gura 14.18.

Solución La base de R en el plano xy está acotada por las rectas y = 0, x = 1 y y = x. 

Los dos posibles órdenes de integración se muestran en la fi gura 14.19.

Figura 14.19

x

0 ≤ y ≤ 1
y ≤ x ≤ 1

1

1

e−x2
dydx

1 1

y0

R:

(1, 1)

(1, 0)

Δy

y

x

0 ≤ x ≤ 1
0 ≤ y ≤ x

1

1

e−x2
dy dx

1 x

0 0

R:

Δx

(1, 1)

(1, 0)

y

Estableciendo las integrales iteradas correspondientes, observe que el orden dx dy re-

quiere la antiderivada 

e x2
 dx

la cual no es una función elemental. Por otro lado, con el orden dy dx obtiene

 0.316.

 
e 1

2e

 
1
2

1
e

1

 
1
2

e x2
1

0

 
1

0
 xe x2

 dx

 
1

0

x

0
 e x2

 dy dx
1

0
 e x2

y
x

0
dx

TECNOLOGÍA Trate de utilizar un integrador simbólico para evaluar la inte-

gral del ejemplo 4. 

1

1
1

y
x

z
Superficie:
f (x, y) = e−x

2

y = 0

z = 0

y = xx = 1

La base está acotada por

Figura 14.18
x 1.

y 0, 
y x y
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981 14.2  Integrales dobles y volumen

EJEMPLO 5   Volumen de una región acotada 
por dos superfi cies 

Encuentre el volumen de la región sólida acotada por arriba por el paraboloide

Paraboloidez 1 x2 y2

y por debajo por el plano

Planoz 1 y

como se muestra en la fi gura 14.20.

Figura 14.20

x

y

z

1 1

1

Plano:
z = 1 − yz = 1 − x2 − y2

Paraboloide:

Solución Igualando los valores z, puede determinar que la intersección de dos super-

fi cies se presenta en el cilindro circular recto dado por

x2 y y2.1 y 1 x2 y2

Así, la región R en el plano xy es un círculo, como se muestra en la fi gura 14.21. Ya que 

el volumen de la región sólida es la diferencia entre el volumen bajo el paraboloide y el 

volumen bajo el plano, tiene

Volumen = (volumen bajo el paraboloide) – (volumen bajo el plano)

Fórmula de Wallis

 
32

.

 
1
6

3
16

 
1
6

2

0
 cos4  d

2y 1 sen  
1
6

2

2
 
cos4 

2
 d

 
4
3

1
8

1

0
 1 2y 1 2 3 2 dy

 
4
3

1

0
 y y2 3 2 dy

 
1

0
y y2 x

x3

3

y y2

y y2

 

 dy

 
1

0

y y2

y y2

 y y2 x2  dx dy

 
1

0

y y2

y y2
 1 x2 y2  dx dy 

1

0

y y2

y y2
 1 y  dx dyx

1
2

1
2

1
2

−

y

R:

− ≤ x ≤y − y2 y − y2

0 ≤ y ≤ 1

Figura 14.21
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982 Capítulo 14  Integración múltiple

Valor promedio de una función 
Recuerde de la sección 4.4 que para una función f en una variable, el valor promedio de f 
sobre [a, b] es 

1
b a

b

a

 f x  dx.

Dada una función f en dos variables, puede encontrar el valor promedio de f sobre la 

región del plano R como se muestra en la siguiente defi nición.

Defi nición del valor promedio de una función sobre una región 

Si f es integrable sobre la región plana R, entonces el valor promedio de f sobre R es 

Valor promedio
1
A R

 f x, y  dA

donde A es el área de R.

EJEMPLO 6  Hallar el valor promedio de una función 

Determine el valor promedio de

f x, y
1
2
xy

sobre la región del plano R, donde R es un rectángulo con vértices

y 0, 3 .0, 0 , 4, 0 , 4, 3

Solución El área de la región rectangular R es

A 4 3 12

como se muestra en la fi gura 14.22. Los límites de x son

0 x 4

y los límites de y son

0 y 3.

Entonces, el valor promedio es

 
3
2

.

 
3
16

8

 
3

16
1
2
x2

4

0

 
1
12

9
4

4

0
x dx

 
1

12

4

0
 
1
4
xy2

3

0
 dx

 
1

12

4

0

3

0
 
1
2
xy dy dx

Valor promedio
1
A R

f x, y  dA

1

1

2 

3 

4

2

3

4

5

6

y

x

(4, 3)
(4, 0) 

(0, 3) 

R 

z 

(0, 0)
1

f (x, y) =   xy1
2

Figura 14.22
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983 14.2  Integrales dobles y volumen

Aproximar En los ejercicios 1 a 4, aproxime la integral 

R  f x, y  dA dividiendo el rectángulo R con vértices (0, 0), (4, 0), 
(4, 2) y (0, 2) en ocho cuadrados iguales y hallando la suma 

8

i 1
 f xi, yi  Ai, donde (xi, yi) es el centro del cuadrado i-ésimo. 

Evalúe la integral iterada y compárela con la aproximación.

.2.1

.4.3
4

0

2

0
 

1
x 1 y 1

 dy dx
4

0

2

0
 x2 y2  dy dx

1
2

4

0

2

0
 x2y dy dx

4

0

2

0
 x y  dy dx

Evaluar una doble integral En los ejercicios 5 a 10, dibuje 
la región R y evalúe la integral iterada R  f x, y  dA.

.6.5

.8.7

9.

10.
1

0

0

y 1
 ex y dx dy

1

0

1 y

0
 ex y dx dy

a

a

a2 x2

a2 x2

 x y  dy dx

4

0

y

1
2 y

 x2y2 dx dy
6

0

3

y 2
 x y  dx dy

0

2

0
 sen2 x cos2 y dy dx

2

0

1

0
 1 2x 2y  dy dx

Evaluar una doble integral En los ejercicios 11 a 18, establez-
ca las integrales para ambos órdenes de integración. Utilice el 
orden más conveniente para evaluar la integral sobre la región R.

11.

rectángulo con vértices 

12.

rectángulo con vértices 

13.

trapezoide acotado por 

14.

triángulo acotado por 

15.

región acotada por 

16.

región acotada por 

17.

sector de un círculo en el primer cuadrante acotado por
y 25 x2, 3x 4y 0, y 0
R:

R

x dA

y 0, y x, x 4R:
R

y
1 x2 dA

y 4 x2, y 4 xR:
R

2y dA

x 0y 4 x, y 0,R:
R

xey dA

y x, y 2x, x 1, x 2R:
R

y
x2 y2 dA

, 2, 2 ,, 0 ,, 0 ,R:
R

sen x sen y dA

0, 0 , 0, 5 , 3, 5 , 3, 0R:
R

xy dA

18.
R

x2 y2  dA

  R: semicírculo acotado por y 4 x2, y 0

Determinar volumen En los ejercicios 19 a 26, utilice una 
integral doble para hallar el volumen del sólido indicado.

.02.91

.22.12

.42.32

25. Integral impropia 26. Integral impropia

y

0 ≤ x < ∞
0 ≤ y < ∞

2 2

1

x

z
z e− (x + y)/2=

y

z

0 ≤ x < ∞
0 ≤ y < ∞

2
2

1

x

z = 1
(x + 1)2(y + 1)2

y

x

4

3

2

1

22
1

z

y = x y = 2

z = 4 − y2

y

x

1

11

z

y = x y = 1

z = 1 − xy

z

x

3

4

6

2x + 3y + 4z = 12

y

x

4

3

2

1

22
1

z

y = 2y = x

z = 4 − x − y

0 ≤ x ≤ 4
0 ≤ y ≤ 2

y

x

6

2
4

z

z = 6 − 2y

y

x

3

1

4

2 2

1

0 ≤ x ≤ 4
0 ≤ y ≤ 2

z
z =

y
2

14.2 Ejercicios   Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios 
con numeración impar.
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984 Capítulo 14  Integración múltiple

Determinar volumen En los ejercicios 27 a 32, dé una in-
tegral doble para hallar el volumen del sólido acotado por las 
gráfi cas de las ecuaciones.

27. primer octante

28.

29. primer octante

30. primer octante

31. primer octante

32. z
1

1 y2, x 0, x 2, y 0

z x y, x2 y2 4,

y 4 x2, z 4 x2,

x2 z2 1, y2 z2 1, 

z 0, z x2, x 0, x 2, y 0, y 4

z xy, z 0, y x, x 1,

Volumen de una región acotada por dos superfi cies En 
los ejercicios 33 a 38, establezca una integral doble para encon-
trar el volumen de una región sólida limitada por las gráfi cas de 
las ecuaciones. No evalúe la integral.

.43.33

35.

36.

37.

38. z x2 y2, z 18 x2 y2

z x2 2y2, z 4y

z sen2 x, z 0, 0 x , 0 y 5

z x2 y2, x2 y2 4, z 0

yx

4

2

−2 −2

12 1 

z 

z = 2x

z = x2 + y2

y 

x 

4 

2 2 

z z = 4 − 2x

z = 4 − x2 − y2

Determinar el volumen usando tecnología En los ejer-
cicios 39 a 42, utilice un sistema algebraico por computadora 
para encontrar el volumen del sólido acotado por las gráfi cas 
de las ecuaciones.

39.

40. primer octante

41.

42. z ln 1 x y , z 0, y 0, x 0, x 4 y

z
2

1 x2 y2, z 0, y 0, x 0, y 0.5x 1

x2 9 y, z2 9 y,

z 9 x2 y2, z 0

43.  Demostración Si f es una función continua tal que 

0 ≤ f(x, y) ≤ 1 en una región R de área 1. Demuestre que 0

R  f x, y  dA 1.

44.  Determinar el volumen Encuentre el volumen del sólido 

que se encuentra en el primer octante, acotado por los planos 

coordenados y el plano (x/a) + (y/b) + (z/c) = 1, donde a > 0, 

b > 0 y c > 0.

Evaluar una integral iterada En los ejercicios 45 a 50, trace 
la región de integración. Después, evalúe la integral iterada y, si 
es necesario, cambie el orden de integración.

.64.54
ln 10

0

10

ex
 

1
ln y

 dy dx
1

0

1 2

y 2
 e x2

 dx dy

.84.74

49.

50.
2

0

2

1 2 x2 
y cos y dy dx

1

0

arccos y

0
 sen x 1 sen2 x dx dy

3

0

1

y 3
 

1
1 x 4 dx dy

2

2

4 x2

4 x2
 4 y2 dy dx

Valor promedio En los ejercicios 51 a 56, encuentre el valor 
promedio de f(x, y) sobre la región R.

51.  f(x, y) = x 

  R: rectángulo con vértices (0, 0), (4, 0), (4, 2), (0, 2)

52.  f(x, y) = 2xy

  R: rectángulo con vértices (0, 0), (5, 0), (5, 3), (0, 3)

53.  f(x, y) = x2 + y2

  R: cuadrado con vértices (0, 0), (2, 0), (2, 2), (0, 2)

54.  f x, y
1

x y
, R: triángulo con vértices (0, 0), (1, 0), (1, 1)

55.  f(x, y) = ex + y, R: triángulo con vértices (0, 0), (0, 1), (1, 1)

56.  f(x, y) = sen(x + y)

  R: rectángulo con vértices (0, 0), (p, 0), (p, p), (0, p)

57.  Producción promedio 

La función de pro-
ducción Cobb-Dou-
glas para un fabrican-
te de automóviles es 

  f x, y 100x0.6y0.4
 

donde x es el número 
de unidades de trabajo 
y y es el número de 
unidades de capital. 
Estime el nivel promedio de producción si el número x de 
unidades de trabajo varía entre 200 y 250, y el número y 
de unidades de capital varía entre 300 y 325.

58.  Temperatura promedio La temperatura en grados Cel-

sius sobre la superfi cie de una placa metálica es 

 T x, y 20 4x2 y2

  donde x y y están medidas en centímetros. Estime la tempera-
tura promedio si x varía entre 0 y 2 centímetros y y varía entre 
0 y 4 centímetros.

DESARROLLO DE CONCEPTOS

59.  Doble integral Enuncie la defi nición de integral doble. 

Dé la interpretación geométrica de una integral doble si el 

integrando es una función no negativa sobre la región de 

integración.

60.  Volumen Sea R una región en el plano xy cuya área es B. 

Si f(x, y) = k para todo punto (x, y) en R, ¿cuál es el valor 

de R  f x, y  dA? Explique.

Nataliya Hora/Shutterstock.com
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985 14.2  Integrales dobles y volumen

DESARROLLO DE CONCEPTOS
61.  Volumen Sea la región del plano R de un círculo unita-

rio, y el máximo valor de f sobre R sea 6. ¿Es el valor más 

grande posible de R
 f x, y  dy dx igual a 6? ¿Por qué sí o 

por qué no? Si es no, ¿cuál es el valor más grande posible?

62.  Comparar integrales iteradas Las siguientes inte-

grales iteradas representan la solución del mismo proble-

ma. ¿Cuál integral iterada es más fácil de evaluar? Expli-

que su razonamiento.

  

4

0

2

x 2
sen y2 dy dx

2

0

2y

0
sen y2 dx dy

Probabilidad Una función de densidad de probabilidad con-
junta de las variables aleatorias continuas x y y es una función 
f(x, y) que satisface las propiedades siguientes.

(a) para todo (b)

(c) P [ x, y R]
R

 f x, y  dA

 f x, y  dA 1x, yf x, y 0

En los ejercicios 63 a 66, demuestre que la función es una fun-
ción de densidad de probabilidad conjunta y encuentre la pro-
babilidad requerida.

63.

64.

65.

66.

P 0 x 1, x y 1

f x, y
e x y,

0,
    

x 0, y 0

demás

P 0 x 1, 4 y 6

f x, y
1
27 9 x y ,

0,

0 x 3, 3 y 6

demás

P 0 x 1, 1 y 2

f x, y
1
4 xy,

0,

0 x 2, 0 y 2

demás

P 0 x 2, 1 y 2

f x, y
1
10,

0,

0 x 5, 0 y 2

demás

67.  Aproximación La tabla muestra valores de una función f 
sobre una región cuadrada R. Divida la región en 16 cuadrados 

iguales y elija (xi, yi) como el punto más cercano al origen en el 

cuadrado i-ésimo. Compare esta aproximación con la obtenida 

usando el punto más lejano al origen en el cuadrado i-ésimo.

 

4

0

4

0
 f x, y  dy dx

0 1 2 3 4

0 32 31 28 23 16

1 31 30 27 22 15

2 28 27 24 19 12

3 23 22 19 14 7

4 16 15 12 7 0

x
y

¿CÓMO LO VE? La fi gura siguiente muestra el 

Condado de Erie, Nueva York. Sea f(x, y) la precipita-

ción anual de nieve en el punto (x, y) en el condado, 

donde R es el condado. Interprete cada una de las 

siguientes integrales

(a)

(b)
R

 f x, y  dA

R
 dA

R

 f x, y  dA

Búfalo

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 69 y 70, determine si 
el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué 
o dé un ejemplo que demuestre que es falso.

69.  El volumen de la esfera x2 + y2 + z2 = 1 está dado por la integral

  
V 8

1

0

1

0
 1 x2 y2 dx dy.

70.  Si f(x, y) < g(x, y) para todo (x, y) en R, y f y g son continuas 
sobre R, entonces R  f x, y  dA R  g x, y  dA.

71.  Maximizar una integral doble Determine la región R en 

el plano xy que maximiza el valor de

 R

 9 x2 y2  dA.

72.  Minimizar una integral doble Determine la región R en 

el plano xy que minimiza el valor de 

 R

 x2 y2 4  dA.

73.  Valor promedio Sea

 
 f x

x

1
 et2

 dt.

 Encuentre el valor promedio de f en el intervalo [0, 1].

74.  Usar geometría Utilice un argumento geométrico para 

demostrar que

  

3

0

9 y2

0
 9 x2 y2 dx dy

9
2

.
 

DESAFÍOS DEL EXAMEN PUTNAM

75.  Evalúe
a
0  b

0  emáx b2x2, a2 y2
 dy dx, donde a y b son positivos.

76.  Demuestre que si > 1
2, no existe una función real u 

tal que, para todo x en el intervalo cerrado 0 < x < 1, 

u x 1 1
x  u y u y x  dy.

Estos problemas fueron preparados por el Committee on the Putnam Prize Compe-

tition. © The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.
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986 Capítulo 14  Integración múltiple

 Expresar y evaluar integrales dobles en coordenadas polares.

Integrales dobles en coordenadas polares
Algunas integrales dobles son mucho más fáciles de evaluar en forma polar que en 

forma rectangular. Esto es así especialmente cuando se trata de regiones circulares, car-

dioides y pétalos de una curva rosa, y de integrandos que contienen x2 + y2. 

En la sección 10.4 vio que las coordenadas polares de un punto están relacionadas 

con las coordenadas rectangulares (x, y) del punto, de la manera siguiente.

y

y tan 
y
x

r2 x2 y2

y r sen x r cos 

EJEMPLO 1   Utilizar coordenadas polares para describir 
una región

Utilice coordenadas polares para describir cada una de las regiones mostradas en la 

fi gura 14.23.

x

y

−3− 434
−1

−2

1

2

3

4

5

R

(c)

2

4

x
2 4−2

−2

−4

−4

y

R

(b)

x

1

2

1 2

y

R

(a)

Figura 14.23

Solución

a.  La región R es un cuarto del círculo de radio 2. Esta región se describe en coordena-

das polares como

    0 2 .R r, : 0 r 2,

b.  La región R consta de todos los puntos comprendidos entre los círculos concéntri-

cos de radios 1 y 3. Esta región se describe en coordenadas polares como

    0 2 .R r, : 1 r 3,

c.  La región R es una cardioide con a = b = 3. Se puede describir en coordenadas 

polares como

 R r, : 0 r 3 3 sen , 0 2 .

 Las regiones del ejemplo 1 son casos especiales de sectores polares

Sector polar     R r, : r1 r r2,  1 2      

como el mostrado en la fi gura 14.24.

14.3 Cambio de variables: coordenadas polares

0

θ1

θ2

θ∆

∆r

r1

r2

(ri,   i)θ

R

π
2

Sector polar.
Figura 14.24
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987 14.3  Cambio de variables: coordenadas polares

Para defi nir una integral doble de una función continua z = f(x, y) en coordenadas 

polares, considere una región R acotada por las gráfi cas de 

y r g2r g1

y las rectas u =  y u = b. En lugar de hacer una partición de R en rectángulos peque-

ños, utilice una partición en sectores polares pequeños. A R se le superpone una red o 

cuadrícula polar formada por rayos o semirrectas radiales y arcos circulares, como se 

muestra en la fi gura 14.25. Los sectores polares Ri que se encuentran completamente 

dentro de R forman una partición polar interna ∆ cuya norma ||∆|| es la longitud de la 

diagonal más larga en los n sectores polares.

Considere un sector polar específi co Ri, como se muestra en la fi gura 14.26. Se 

puede demostrar (vea el ejercicio 70) que el área de Ri es 

Área de R iAi ri ri i

donde ∆ri = r2 – r1 y ∆ui = u2 – u1. Esto implica que el volumen del sólido de altura 

f(ri cos ui, ri sen ui) sobre Ri es aproximadamente

f ri cos i, ri sen i ri ri i

y tiene

R

 f x, y  dA
n

i 1
 f ri cos i, ri  sen i ri ri i.

Puede interpretar la suma de la derecha como una suma de Riemann para 

f r cos , r sen r.

La región R corresponde a una región S horizontalmente simple en el plano ru, como se 

muestra en la fi gura 14.28. Los sectores polares Ri corresponden a los rectángulos Si, y 

el área ∆Ai de Si es ∆ri∆ui. Por tanto, el lado derecho de la ecuación corresponde a la 

integral doble

S

 f r cos , r sen r dA.

A partir de esto, puede aplicar el teorema 14.2 para escribir

 
g

2

g1

 f r cos , r sen r dr d .

 
R

 f x, y  dA
S

 f r cos , r sen r dA

Esto sugiere el teorema siguiente, cuya demostración se verá en la sección 14.8.

Figura 14.27

Figura 14.26
1 2.

r1 r r2r, 
Ri

r

α

β

Si

θ(ri,   i)

θ
r = g1(  )θ r = g2(  )θ

Ri

r1

r2

θ

2

(ri,   i)

0

θ

1θ

π
2

El sector polar  es el conjunto de todos
tal que y

Región S horizontalmente simple.
los puntos 

θΔ

Δri

g2

g1

(ri,   i)θ

i

Ri

α
β

0

π
2

La red o cuadrícula polar se 
sobrepone sobre la región R.

Figura 14.25
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988 Capítulo 14  Integración múltiple

TEOREMA 14.3 Cambio de variables a la forma polar

Sea R una región plana que consta de todos los puntos (x, y) = (r cos u, r sen u) que 

satisfacen las condiciones 0 ≤ g1(u) ≤ r ≤ g2(u),  ≤ u ≤ b, donde 0 ≤ (b – ) ≤ 2p. 

Si g1 y g2 son continuas en [ , b] y f es continua en R, entonces

R

 f x, y  dA
g

2

g
1

 f r cos , r sen r dr d .

Si z = f(x, y) es no negativa en R, entonces la integral del teorema 14.3 puede 

interpretarse como el volumen de la región sólida entre la gráfi ca de f y la región R. 

Cuando use la integral en el teorema 14.3, asegúrese de no omitir el factor extra de r en 

el integrando. 

La región R puede ser de dos tipos básicos, regiones r-simples y regiones u-sim-
ples, como se muestra en la fi gura 14.28.

Región Región r-simple

Figura 14.28

r = r1

h1

r = r2

h2

Δr

Límites fijos para r:
r1 ≤ r ≤ r2

0 ≤ h1(r) ≤    ≤ h2(r)θ
Límites variables para   :θ

0

π
2

g1

g2

Δθ

θ =

αθ =

β

Límites variables para r:
0 ≤ g1(  ) ≤ r ≤ g2(  )θ θ

α β≤    ≤θ
Límites fijos para   :θ

0

π
2

-simple

EJEMPLO 2   Evaluar una integral usando coordenadas 
polares dobles

Sea R la región anular comprendida entre los dos círculos x2 + y2 = 1 y x2 + y2 = 5. 

Evalúe la integral

R

 x2 y  dA.

Solución Los límites polares son y 0 2 ,1 r 5  como se muestra en 

la fi gura 14.29. Además, x2 = (r cos u)2 y y = r sen u. Por tanto, tiene

 6 .

 3  
3 sen 2

2
5 5 1

3
 cos 

2

0

 
2

0
 3 3 cos 2

5 5 1
3

 sen  d

 
2

0
 6 cos2 

5 5 1
3

 sen  d

 
2

0
 

r4

4
 cos2 

r3

3
 sen 

5

1
d

 
2

0

5

1
 r3 cos2 r2 sen  dr d

 
R

 x2 y  dA
2

0

5

1
 r2 cos2 r sen r dr d

 

Exploración
Volumen de un sector 
paraboloide En la 

exploración de la página 

979, se le pidió resumir los 

diferentes métodos hasta ahora 

estudiados para calcular el 

volumen del sólido acotado por 

el paraboloide

a > 0z a2 x2 y2,

y el plano xy. Ahora conoce 

un método más. Utilícelo para 

encontrar el volumen del sólido.

2 3

R

R: 1 ≤ r ≤    5
0 ≤    ≤ 2π

0

θ

π
2

Región r-simple.
Figura 14.29

14-CH14-LARSON.indd   988 04/12/14   11:15



989 14.3  Cambio de variables: coordenadas polares

En el ejemplo 2, observe el factor extra de r en el integrando. Esto proviene de la 

fórmula para el área de un sector polar. En notación diferencial, puede escribirlo como

dA r dr d

lo que indica que el área de un sector polar aumenta al alejarse del origen.

EJEMPLO 3  Cambiar variables a coordenadas polares

Utilice las coordenadas polares para hallar el volumen de la región sólida limitada supe-

riormente por el hemisferio

Hemisferio que forma la superficie superiorz 16 x2 y2

e inferiormente por la región circular R dada por

Región circular que forma la superficie inferiorx2 y2 4

como se muestra en la fi gura 14.30.

Solución En la fi gura 14.30 puede ver que R tiene como límites

2 y 24 y2 x 4 y2,

y que  0 z 16 x2 y2. En coordenadas polares, los límites son

y 0 20 r 2

con altura z 16 x2 y2 16 r2. Por consiguiente, el volumen V está dado 

por 

 46.979.

 
16

3
8 3 3

 
8
3

3 3 8
2

0

 
1
3

 
2

0
 24 3 64  d

 
1
3

 
2

0
 16 r2 3 2

2

0

 d

 
2

0

2

0
 16 r2 r dr d

 V
R

 f x, y  dA

TECNOLOGÍA Todo sistema algebraico por computadora que calcula inte-

grales dobles en coordenadas rectangulares también calcula integrales dobles en 

coordenadas polares. La razón es que una vez que se ha formado la integral iterada, 

su valor no cambia al usar variables diferentes. En otras palabras, si usa un sistema 

algebraico por computadora para evaluar 

2

0

2

0
16 x2 x dx dy

deberá obtener el mismo valor que obtuvo en el ejemplo 3.

Así como ocurre con coordenadas rectangulares, la integral doble

R

 dA

puede usarse para calcular el área de una región en el plano.

y

x

z

R: x2 + y2 ≤ 4

Superficie: 16 − x2 − y2z =

4

4

4

Figura 14.30

COMENTARIO Para ver 

la ventaja de las coordenadas 

polares en el ejemplo 3, trate 

de evaluar la integral iterada 

rectangular correspondiente

2

2

4 y2

4 y2

 16 x2 y 2 dx dy.
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990 Capítulo 14  Integración múltiple

EJEMPLO 4  Hallar áreas de regiones polares

Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo.

Utilice una integral doble para hallar el área encerrada por la gráfi ca de r = 3 cos 3u, sea R 
un pétalo de la curva mostrada en la fi gura 14.31. Esta región es r-simple y los límites 

son los siguientes: –p/6 ≤ u ≤ p/6 y 0 ≤ r ≤ 3 cos 3u. Por tanto, el área de un pétalo es

 
3
4

.

 
9
4

1
6

 sen 6
6

6

 
9
4

 
6

6
 1 cos 6  d

 
9
2

 
6

6
 cos2 3  d

 
6

6
 
r2

2
 

3 cos 3

0

 d

 
1
3

 A
R

 dA
6

6

3 cos 3

0
 r dr d

Así, el área total es A = 9p/4. 

Como se ilustra en el ejemplo 4, el área de una región en el plano puede represen-

tarse mediante 

A
g

2

g1

 r dr d .

Para g1(u) = 0, obtiene

 
1
2

 g2
2 d 

r2

2
 

g
2

0
d A

g
2

0
 r dr d

lo cual concuerda con el teorema 10.13.

Hasta ahora en esta sección todos los ejemplos de integrales iteradas en forma polar 

han sido de la forma

g
2

g1

 f r cos , r sen r dr d

en donde el orden de integración es primero con respecto a r. Algunas veces se puede 

simplifi car el problema de integración cambiando el orden de integración.

EJEMPLO 5  Cambiar el orden de integración

Encuentre el área de la región acotada superiormente por la espiral r = p/(3u) e inferior-

mente por el eje polar, entre r = 1 y r = 2.

Solución La región se muestra en la fi gura 14.32. Los límites polares de la región son 

y 0
3r

.1 r 2

Por tanto, el área de la región puede evaluarse como sigue.

3
r

3

2

1

2

1
 
3

 dr
2

1
 r

3r

0
dr A

2

1

3r

0
 r d  dr

0
3

R:

0 ≤ r ≤ 3 cos 3

≤    ≤θ

θ

θr = 3 cos 3

=θ

6
−

π
2 π

6
π

6
π

= −θ
6
π

Figura 14.31

0
21

R:

1 ≤ r ≤ 2

0 ≤    ≤θ

θ
π
3

r =

=θ

π
2

6
π

=θ
3
π

3r
π

Región 
Figura 14.32

-simple.
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991 14.3  Cambio de variables: coordenadas polares

Elegir un sistema coordenado En los ejercicios 1 a 4 se 
muestra la región R para la integral R  f x, y  dA. Diga si se-
rían más convenientes coordenadas rectangulares o polares 
para evaluar la integral. 

.2.1

.4.3

x
1

1

−1

2

3

2 3 4

R

y

x
−4

−4

2

4

2 4

R

y

x

−2

−2−6

−4

2

4

2

R

y

x
1

1

2

3

4

2 3 4

R

y

Describir una región En los ejercicios 5 a 8, utilice las coor-
denadas polares para describir la región mostrada.

.6.5

.8.7

x
−2−4

−4

2

4

4

y

x

y

−2 2 4 6 8 10
−2

2

4

6

8

10

x

−2

−2−4

2

6

2 4

y

x

−4

−4−8

4

12

4 8

y

Evaluar una integral doble En los ejercicios 9 a 16, evalúe 
la integral doble R  f r,  dA y dibuje la región R.

9.

10.
0

sen 

0
r 2 dr d

0

cos 

0
r dr d

11.

12.

13.

14.

15.

16.
2

0

1 cos
 

0
 sen r dr d

2

0

1 sen 

0
 r dr d

2

0

3

0
 re r2

 dr d

2

0

3

2
 9 r2 r dr d

4

0

4

0
 r2 sen  cos  dr d

2

0

6

0
 3r2 sen  dr d

Convertir a coordenadas polares En los ejercicios 17 a 26, 
evalúe la integral iterada convirtiendo a coordenadas polares.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.
2

0

4 x2

0
sen x2 y2 dy dx

1

1
 

1 x2

0
cos x2 y2  dy dx

4

0

4y y2

0
 x2 dx dy

2

0

2x x2

0
 xy dy dx

2

0

8 y2

y

 x2 y2 dx dy

3

0

9 x2

0
 x2 y 2 3 2 dy dx

1

0

x x2

x x2
x2 y2  dy dx

2

2
 

4 x2

0
x2 y2  dy dx

a

0

a2 x2

0
 x dy dx

a

0

a2 y2

0
 y dx dy

Convertir a coordenadas polares En los ejercicios 27 y 28, 
combine la suma de las dos integrales iteradas en una sola 
integral iterada convirtiendo a coordenadas polares. Evalúe 
la integral iterada resultante.

27.

28.
5 2 2

0

x

0
 xy dy dx

5

5 2 2
 

25 x2

0
 xy dy dx

2

0

x

0
 x2 y 2 dy dx

2 2

2

8 x2

0

 x2 y 2 dy dx

14.3 Ejercicios   Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios con 
numeración impar.
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992 Capítulo 14  Integración múltiple

Convertir a coordenadas polares En los ejercicios 29 a 32, 
utilice coordenadas polares para escribir y evaluar la integral 
doble R  f x, y  dA.

29.

30.

31.

32.

R: x2 y 2 9, x 0, y 0

f x, y 9 x 2 y 2

R: x2 y 2 1, x2 y 2 4, 0 y x

f x, y arctan 
y
x

R: x2 y2 25, x 0

f x, y e x2 y2 2

R: x2 y 2 4, x 0, y 0

f x, y x y

Volumen En los ejercicios 33 a 38, utilice una integral doble 
en coordenadas polares para hallar el volumen del sólido aco-
tado por las gráfi cas de las ecuaciones.

33.

34.

35.

36. z ln x2 y 2 , z 0, x2 y 2 1, x2 y 2 4

z x2 y 2, z 0, x2 y 2 25

z x2 y 2 3, z 0, x2 y 2 1

z xy, x2 y 2 1, primer octante

37.  Interior al hemisferio z 16 x2 y 2 e interior al cilin-
dro x2 + y2 – 4x = 0.

38.  Interior al hemisferio z 16 x2 y 2 y exterior al cilin-
dro x2 + y2 = 1.

39.  Volumen Encuentre a tal que el volumen en el interior del 

hemisferio

 z 16 x2 y 2

 y en el exterior del cilindro

 x2 y 2 a2

 es la mitad del volumen del hemisferio.

40.  Volumen Utilice la integral doble en coordenadas polares 

para encontrar el volumen de una esfera de radio a.

Área En los ejercicios 41 a 46, utilice una integral doble para 
calcular el área de la región sombreada.

.24.14

.44.34

0
2 43

r = 2 + sen θ

π
2

0
1

π
2 r = 1 + cos θ

0

r = 4

1 3

π
2r = 2

0
1 2 3 4 75

r = 6 cos θ

π
2

.64.54

0
3

r = 3 cos 2θ
π
2

0
1 2

r = 2 sen 3θ

π
2

Área En los ejercicios 47 a 52, trace una gráfi ca de la región 
acotada por las gráfi cas de las ecuaciones. Después, use una in-
tegral doble para encontrar el área de la región.

47.  Dentro del círculo r = 2 cos u y fuera del círculo r = 1.

48.  Dentro de la cardioide r = 2 + 2 cos u y fuera del círculo r = 1.

49.  Dentro del círculo r = 3 cos u y fuera de la cardioide r = 1 + 
cos u.

50.  Dentro de la cardioide r = 1 + cos u y fuera del círculo r = 
3 cos u.

51.  Dentro de la curva rosa r = 4 sen 3u y fuera del círculo r = 2.

52.  Dentro del círculo r = 2 y fuera de la cardioide r = 2 – 

2 cos u.

DESARROLLO DE CONCEPTOS

53.  Coordenadas polares Describa la partición de la re-

gión de integración R en el plano xy cuando se utilizan 

coordenadas polares para evaluar una integral doble.

54.  Convertir coordenadas Explique cómo pasar de 

coordenadas rectangulares a coordenadas polares en una 

integral doble.

55.  Describir regiones Con sus propias palabras, describa 

regiones r-simples y regiones u-simples.

56.  Comparar integrales Sea R la región acotada por el 

círcu lo x2 + y2 = 9.

 (a)  Establezca la integral 
R

f x, y  dA.

 (b)  Convierta la integral en el inciso (a) a coordenadas 
polares.

 (c)  ¿Qué integral debería elegirse para evaluar? ¿Por qué?

57.  Población

La densidad de población de una ciudad es aproximada 
por el modelo

  f x, y 4000e 0.01 x2 y2

para la región x2 + 
y2 ≤ 9, donde x y y 
se miden en millas. 
Integre la función 
de densidad sobre la 
región circular indi-
cada para aproximar 
la población de la 
ciudad.

ValeStock/Shutterstock.com
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993 14.3  Cambio de variables: coordenadas polares

¿CÓMO LO VE? Cada fi gura muestra una región 

de integración para la integral doble R
 f x, y  dA. 

Para cada región, diga si es más fácil obtener los 

límites de integración con elementos representativos 

horizontales, elementos representativos verticales o 

con sectores polares. Explique su razonamiento.

(a) (b) (c)

x

R

y

x

R

y

x

R

y

59.  Volumen Determine el diámetro de un orifi cio cavado ver-

ticalmente a través del centro del sólido acotado por las gráfi -

cas de las ecuaciones z 25e x2 y2 4, z 0 y x2 + y2 = 16 

si se elimina la décima parte del volumen del sólido.

60.  Glaciar 

Las secciones transversales horizontales de un bloque de 
hielo desprendido de un glaciar tienen forma de un cuarto 
de círculo con radio aproximado de 50 pies. La base se 
divide en 20 subregiones, como se muestra en la fi gura. 
En el centro de cada subregión se mide la altura del hielo, 
dando los puntos siguientes en coordenadas cilíndricas.

 5, 716, 5 , 15, 716, 8 , 25, 716, 11 , 35, 716, 16 , 45, 716, 12

5, 516, 9 , 15, 516, 11 , 25, 516, 15 , 35, 516, 18 , 45, 516, 14 ,

5, 316, 9 , 15, 316, 10 , 25, 316, 14 , 35, 316, 15 , 45, 316, 10 ,

5, 16, 7 , 15, 16, 8 , 25, 16, 10 , 35, 16, 12 , 45, 16, 9 ,

 (a)  Aproxime el volumen del sólido.

 (b)  El hielo pesa aproximadamente 57 libras por pie cúbico. 
Aproxime el peso del sólido.

 (c)  Aproxime el número de galones de agua en el sólido si 
hay 7.48 galones de agua por pie cúbico.

0
10 20 30 40 50

8
π

8
π

4
π

3
π
2

Aproximación En los ejercicios 61 y 62, utilice un sistema 
algebraico por computadora y aproxime la integral iterada. 

61.

62.
4

0

4

0
 5re r  dr d

2

4

5

0
 r 1 r 3 sen  dr d

 

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 63 y 64, determine si 
el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué 
o dé un ejemplo que demuestre que es falso.

63.  Si R  f r,  dA > 0, entonces f(r, u) > 0 para todo (r, u) en R.

64.  Si f(r, u) es una función constante y el área de la región S es el 
doble del área de la región R, entonces

  
2 

R

 f r,  dA
S

 f r,  dA.

65.  Probabilidad El valor de la integral 

  
I  e x2 2 dx

  se requiere en el desarrollo de la función de densidad de proba-
bilidad normal.

 (a)  Utilice coordenadas polares para evaluar la integral impropia 

 
  e x2 y2 2 dA

 I 2  e x2 2 dx  e y2 2 dy

 (b)  Utilice el resultado del inciso (a) para calcular I.

 PARA INFORMACIÓN ADICIONAL Para más información 

sobre este problema, vea el artículo “Integrating Without Polar 

Coordinates”, de William Dunham, en Mathematics Teacher. Para 

consultar este artículo, visite MathArticles.com. 

66.  Evaluar integrales Utilice el resultado del ejercicio 65 y 

un cambio de variables para evaluar cada una de las integrales 

siguientes. No se requiere hacer ninguna integración.

  
)b()a(  e 4x 2 dx e x 2 dx

67.  Piénselo Considere la región acotada por las gráfi cas de 

y = 2, y = 4, y = x y y 3x, y la integral doble R  f dA. 

Determine los límites de integración si la región R está dividi-

da en (a) elementos representativos horizontales, (b) elemen-

tos representativos verticales y (c) sectores polares. 

68.  Piénselo Repita el ejercicio 67 para una región R acotada 

por la gráfi ca de la ecuación (x – 2)2 + y2 = 4.

69.  Probabilidad Encuentre k tal que la función

  
 f x, y

ke x2 y2 ,
0,

     x 0, y 0
     demás

70.  Área Demuestre que el área A del sector polar R (vea la fi gura) 

es A = r∆r∆u, donde r = (r1 + r2)/2 es el radio promedio de R.

θΔ

Δr

r1
r2

R

Volodymyr Goinyk/Shutterstock.com
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994 Capítulo 14  Integración múltiple

  Hallar la masa de una lámina plana utilizando una integral doble.
  Hallar el centro de masa de una lámina plana utilizando integrales dobles.
  Hallar los momentos de inercia utilizando integrales dobles.

Masa
En la sección 7.6 se analizaron varias aplicaciones de la integración en las que se tenía 

una lámina plana de densidad constante. Por ejemplo, si la lámina que corresponde a la 

región R, que se muestra en la fi gura 14.33, tiene una densidad constante r, entonces 

la masa de la lámina está dada por

Densidad constanteMasa A
R

dA
R

 dA.

Si no se especifi ca otra cosa, se supone que una lámina tiene densidad constante. En esta 

sección se extiende la defi nición del término lámina para abarcar también placas delga-

das de densidad variable. Las integrales dobles pueden usarse para calcular la masa de 

una lámina de densidad variable, donde la densidad en (x, y) está dada por la función 
de densidad r.

Defi nición de masa de una lámina plana de densidad variable

Si r es una función de densidad continua sobre la lámina que corresponde a una 

región plana R, entonces la masa m de la lámina está dada por

Densidad variablem
R

x, y  dA.

La densidad se expresa normalmente como masa por unidad de volumen. Sin em-

bargo, en una lámina plana la densidad es masa por unidad de área de superfi cie.

EJEMPLO 1  Determinar la masa de una lámina plana

Encuentre la masa de la lámina triangular con vértices (0, 0), (0, 3) y (2, 3), dado que la 

densidad en (x, y) es r(x, y) = 2x + y.

Solución Como se muestra en la fi gura 14.34, la región R tiene como fronteras x = 0, 

y = 3 y y = 3x/2 (o x = 2y/3). Por consiguiente, la masa de la lámina es

 10.

 
10
9

 y3

 3

3

0

 
10
9

3

0
 y2 dy

 
3

0
 x2 xy

2y 3

0
dy

 
3

0

2y 3

0
 2x y  dx dy

 m
R

2x y  dA

En la fi gura 14.34, observe que la lámina plana está sombreada; el sombreado más os-

curo corresponde a la parte más densa. 

x
x = a x = b

g1

g2

R

y

Lámina de densidad constante
Figura 14.33

.

x

1

1

2

2

3

3

(0, 3)

(0, 0)

(2, 3)

x = 2
3

y

y = 3

R

y

Lámina de densidad variable

Figura 14.34
x, y 2x y.

14.4 Centro de masa y momentos de inercia
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995 14.4  Centro de masa y momentos de inercia

EJEMPLO 2  Determinar la masa usando coordenadas polares 

Encuentre la masa de la lámina correspondiente a la porción en el primer cuadrante del 

círculo

x2 y2 4

donde la densidad en el punto (x, y) es proporcional a la distancia entre el punto y el 

origen, como se muestra en la fi gura 14.35.

Solución En cualquier punto (x, y), la densidad de la lámina es

 k x2 y2.

 x, y k x 0 2 y 0 2

Como 0 ≤ x ≤ 2 y 0 y 4 x2, la masa está dada por

 
2

0

4 x2

0  
k x2 y2 dy dx.

 m
R

k x2 y2 dA

Para simplifi car la integración, puede convertir a coordenadas polares utilizando los límites 

y 0 r 2.0 2

Por tanto, la masa es 

 
4 k

3
.

 
8k
3

2

0

 
8k
3

2

0
 d

 
2

0
 
kr3

3

2

0
d

 
2

0

2

0
 kr2 dr d

 
2

0

2

0
 k r2 r dr d

 m
R

k x2 y2 dA

TECNOLOGÍA En muchas ocasiones, en este libro, se han mencionado las ven-

tajas de utilizar programas de computación que realizan integración simbólica. Aun 

cuando utilice tales programas con regularidad, recuerde que sus mejores ventajas 

sólo son aprovechables en manos de un usuario conocedor. Por ejemplo, observe la 

simplifi cación de la integral del ejemplo 2 cuando se convierte a la forma polar.

2

0

2

0
 kr2 dr d

2

0

4 x2

0
 k x2 y2 dy dx

Forma rectangular Forma polar

Si tiene acceso a programas que realicen integración simbólica, utilícelos para evaluar 

ambas integrales. Algunos programas no pueden manejar la primera integral, pero 

cualquier programa que calcule integrales dobles puede evaluar la segunda integral.

x

1

1

2

2

(x, y)

x2 + y2 = 4

R

y

Densidad en 
Figura 14.35

x, y : x, y k x2 y2.
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996 Capítulo 14  Integración múltiple

Momentos y centros de masa
En láminas de densidad variable, los momentos de masa se defi nen de manera similar 

a la empleada en el caso de densidad uniforme. Dada una partición ∆ de una lámina, 

correspondiente a una región plana R, considere el rectángulo i-ésimo Ri de área ∆Ai, 
como se muestra en la fi gura 14.36. Suponga que la masa de Ri se concentra en uno de 

sus puntos interiores. El momento de masa de Ri respecto al eje x puede aproximarse 

por medio de 

Masa yi xi, yi  Ai yi .

De manera similar, el momento de masa con respecto al eje y puede aproximarse por 

medio de

Masa xi xi, yi  Ai xi .

Formando la suma de Riemann de todos estos productos y tomando límites cuando la 

norma de ∆ se aproxima a 0, obtiene las defi niciones siguientes de momentos de masa 

con respecto a los ejes x y y.

Momentos y centro de masa de una lámina plana de densidad variable 

Sea r una función de densidad continua sobre la lámina plana R. Los momentos de 
masa con respecto a los ejes x y y son

y

My
R

x x, y  dA.

Mx
R

y x, y  dA

Si m es la masa de la lámina, entonces el centro de masa es

x, y My

m
, Mx

m
.

Si R representa una región plana simple en lugar de una lámina, el punto x, y  se 

llama centroide de la región.

En algunas láminas planas con densidad constante r, puede determinar el centro 

de masa (o una de sus coordenadas) utilizando la simetría en lugar de usar integración. 

Por ejemplo, considere las láminas de densidad constante mostradas en la fi gura 14.37. 

Utilizando la simetría, puede ver que y 0 en la primera lámina y x 0 en la segunda 

lámina.

Figura 14.37

R: 1 − y2 1 − y2− ≤ x ≤
0 ≤ y ≤ 1

x

y

z

1 1

1

−1

−1

−1
x

y

z

1 1

1

−1

−1

−1

R: 0 ≤ x ≤ 1

−    1 − x2 ≤ y ≤ 1 − x2

Lámina de densidad constante y 
simétrica con respecto al eje x.

Lámina de densidad constante y 
simétrica con respecto al eje y.

x

Ri

xi

yi

(xi, yi)

y

Figura 14.36
My masa xi

Mx masa yi
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997 14.4  Centro de masa y momentos de inercia

EJEMPLO 3  Hallar el centro de masa

Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo.

Encuentre el centro de masa de la lámina que corresponde a la región parabólica

Región parabólica0 y 4 x2

donde la densidad en el punto (x, y) es proporcional a la distancia entre (x, y) y el eje x, 

como se muestra en la fi gura 14.38.

Solución Como la lámina es simétrica con respecto al eje y y r(x, y) = ky, así, el cen-

tro de masa está en el eje y y x 0. Para hallar y, primero calcule la masa de la lámina.

  
256k
15

  k 32
64
3

32
5

  
k
2

16x
8x3

3
x5

5

2

2

  
k
2

2

2
 16 8x2 x4  dx

 
k
2

2

2
 y2

4 x2

0
dx

asaM 
2

2

4 x2

0
 ky dy dx

Después halle el momento con respecto al eje x.

Así,

y
Mx

m
4096k 105
256k 15

16
7

  
4096k
105

  
k
3

64x 16x3 12x5

5
x7

7

2

2

  
k
3

2

2
 64 48x2 12x4 x6  dx

 
k
3

2

2
 y3

4 x2

0
dx

 Mx

2

2

4 x2

0
 y ky  dy dx

y el centro de masa es 0, 16
7 . 

Aunque puede interpretar los momentos Mx y My como una medida de la tendencia 

a girar en torno a los ejes x o y, el cálculo de los momentos normalmente es un paso 

intermedio hacia una meta más tangible. El uso de los momentos Mx y My es encontrar 

el centro de masa. La determinación del centro de masa es útil en muchas aplicaciones, 

ya que le permite tratar una lámina como si su masa se concentrara en un solo punto. 

Intuitivamente, puede concebir el centro de masa como el punto de equilibrio de la lá-

mina. Por ejemplo, la lámina del ejemplo 3 se mantendrá en equilibrio sobre la punta de 

un lápiz colocado en (0, 16/7), como se muestra en la fi gura 14.39.

x

y

1 2−2 −1

3

2

1

y = 4 − x2

(x, y)

Densidad variable:
(x, y) = kyρ

Región parabólica de densidad variable.
Figura 14.38

x

z

y

Centro de masa:

0, 16
7 ))

2

1
4

−2

R: −2 ≤ x ≤ 2
0 ≤ y ≤ 4 − x2

Densidad
variable:

(x, y) = kyρ

Figura 14.39
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998 Capítulo 14  Integración múltiple

Momentos de inercia
Los momentos Mx y My utilizados en la determinación del centro de masa de una lámina 

se suelen llamar primeros momentos con respecto a los ejes x y y. En cada uno de los 

casos, el momento es el producto de una masa por una distancia.

MasaMasa Distancia
al eje y

Distancia
al eje x

My
R

x x, y  dAMx
R

y x, y  dA

Ahora se introducirá otro tipo de momento, el segundo momento o momento de 
inercia de una lámina respecto de una recta. Del mismo modo que la masa es una medida 

de la tendencia de la materia a resistirse a cambios en el movimiento rectilíneo, el momen-

to de inercia respecto de una recta es una medida de la tendencia de la materia a resistirse 
a cambios en el movimiento de rotación. Por ejemplo, si una partícula de masa m está a 

una distancia d de una recta fi ja, su momento de inercia respecto de la recta se defi ne como

I md2 masa distancia 2.

Igual que con los momentos de masa, puede generalizar este concepto para obtener los 

momentos de inercia de una lámina de densidad variable respecto de los ejes x y y. Estos 

segundos momentos se denotan por Ix e Iy, en cada caso el momento es el producto de 

una masa por el cuadrado de una distancia.

MasaMasa Cuadrado de la 
distancia al eje y

Cuadrado de la 
distancia al eje x

Iy
R

x2 x, y  dAIx
R

y2 x, y  dA

A la suma de los momentos Ix e Iy se le llama el momento polar de inercia y se denota 

por I0. En el caso de una lámina en el plano xy, I0 representa el momento de inercia de la 

lámina con respecto al eje z. El término “momento polar de inercia” se debe a que en el 

cálculo se utiliza el cuadrado de la distancia polar r.

R

r2 x, y  dA I0
R

x2 y2 x, y  dA

EJEMPLO 4  Hallar el momento de inercia

Encuentre el momento de inercia respecto del eje x de la lámina del ejemplo 3. 

Solución De acuerdo con la defi nición de momento de inercia, tiene

 
32,768k

315
.

 
k
4

256x
256x3

3
96x5

5
16x7

7
x9

9

2

2

 
k
4

2

2
 256 256x2 96x4 16x6 x8  dx

 
k
4

2

2
 y4

4 x2

0
dx

 Ix

2

2

4 x2

0
 y2 ky  dy dx
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999 14.4  Centro de masa y momentos de inercia

El momento de inercia I de una lámina en rotación puede utilizarse para medir su 

energía cinética. Por ejemplo, considere una lámina plana que gira en torno a una recta 

con una velocidad angular de v radianes por segundo, como se muestra en la fi gura 

14.40. La energía cinética E de la lámina en rotación es

Energía cinética para el movimiento rotacionalE
1
2

 I 2.

Por otro lado, la energía cinética E de una masa m que se mueve en línea recta a una 

velocidad v es

Energía cinética para el movimiento linealE
1
2

 mv2.

Por lo tanto, la energía cinética de una masa que se mueve en línea recta es proporcional a 

su masa, pero la energía cinética de una masa que gira en torno a un eje es propor-

cional a su momento de inercia.

El radio de giro r de una masa en rotación m con momento de inercia I se defi ne como 

Radio de giror
I
m

.

Si toda la masa se localizara a una distancia r de su eje de giro o eje de rotación, tendría 

el mismo momento de inercia y, por consiguiente, la misma energía cinética. Por ejem-

plo, el radio de giro de la lámina del ejemplo 4 respecto al eje x está dado por 

y
Ix

m
32,768k 315

256k 15
128
21

2.469.

EJEMPLO 5  Calcular el radio de giro

Encuentre el radio de giro con respecto al eje y de la lámina que corresponde a la región R: 

0 ≤ y ≤ sen x, 0 ≤ x ≤ p, donde la densidad en (x, y) está dada por r(x, y) = x.

Solución La región R se muestra en la fi gura 14.41. Integrando r(x, y) = x sobre la 

región R, puede determinar que la masa de la región es p. El momento de inercia res-

pecto al eje y es 

 3 6 .

 3x2 6 sen x x3 6x cos x
0

 
0

 x3 sen x dx

 
0

 x3y
sen x

0
dx

 Iy
0

sen x

0
 x3 dy dx

Por tanto, el radio de giro respecto al eje y es

 1.967.

 2 6

 
3 6

 x
Iy

m

Lámina plana girando a
radianes por segundo.

Figura 14.40

x

1

2

2

Densidad
variable: R: 0 ≤ x ≤

0 ≤ y ≤ sen x
π

(x, y)

(x, y) = xρ

ππ

y

Figura 14.41
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1000 Capítulo 14  Integración múltiple

Determinar la masa de una lámina En los ejercicios 1 a 4, 
encuentre la masa de la lámina descrita por las desigualdades, 
dado que su densidad es r(x, y) = xy. (Sugerencia: Algunas de 
las integrales son más simples en coordenadas polares.)

1.

2.

3.

4. x 0, 3 y 3 9 x2

0 x 1, 0 y 1 x2

0 x 3, 0 y 9 x2

0 x 2, 0 y 2

Determinar el centro de masa En los ejercicios 5 a 8, encuen-
tre la masa y el centro de masa de la lámina con cada densidad.

 5.  R: cuadrado con vértices (0, 0), (a, 0), (0, a), (a, a)

  (a) r = k (b) r = ky (c) r = ky 

 6.  R: rectángulo con vértices (0, 0), (a, 0), (0, b), (a, b)

  (a) r = kxy (b) r = k(x2 + y2) 

 7.  R: triángulo con vértices (0, 0), (0, a), (a, a)

  (a) r = k (b) r = ky (c) r = kx

 8.  R: triángulo con vértices (0, 0), (a/2, a), (a, 0)

  (a) r = k (b) r = kxy

9.  Traslaciones en el plano Traslade la lámina del ejercicio 5 

cinco unidades a la derecha y determine el centro de masa 

resultante.

10.  Conjetura Utilice el resultado del ejercicio 9 para formular 

una conjetura acerca del cambio en el centro de masa cuan-

do una lámina de densidad constante se traslada c unidades 

horizontalmente o d unidades verticalmente. ¿La conjetura es 

verdadera si la densidad no es constante? Explique.

Determinar el centro de masa En los ejercicios 11 a 22, 
encuentre la masa y el centro de masa de la lámina acotada por 
las gráfi cas de las ecuaciones con la densidad o densidades que 
se especifi can. (Sugerencia: Algunas de las integrales son más 
sencillas en coordenadas polares.)

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22. x2 y2 a2, x 0, y 0, k x2 y2

y a2 x2, 0 y x, k

y cos 
x

L
, y 0, x 0, x

L
2

, ky

y sen 
x

L
, y 0, x 0,  x L, k

x 9 y2, x 0, kx

y 4 x2, y 0, ky

ky2y e x, y 0, x 0, x 1,

ky ex, y 0, x 0, x 1,

y
1

1 x2, y 0, x 1, x 1, k

y 4 x, y 0, x 1, x 4, kx2

y x2, y 0, x 2, kxy

y x, y 0, x 1, ky

Determinar el centro de masa usando tecnología En los 
ejercicios 23 a 26, utilice un sistema algebraico por computado-
ra para hallar la masa y el centro de masa de la lámina acotada 
por las gráfi cas de las ecuaciones con la densidad dada. 

23.

24.

25.

26. r 1 cos , k

r 2 cos 3 , 
6 6

, k

y ln x, y 0,  x 1, x e, k
x

y e x, y 0, x 0, x 2, kxy

Determinar el radio de giro con respecto a cada eje En 
los ejercicios 27 a 32, compruebe los momentos de inercia dados 
y encuentre y yx . Suponga que la densidad de cada lámina es 
r = 1 gramo por centímetro cuadrado. (Estas regiones son for-
mas de uso común empleadas en diseño.)

27. Rectángulo 28. Triángulo rectángulo

29. Círculo 30. Semicírculo

31. Cuarto de círculo 32. Elipse

x

I0 =
1
4

π ab(a2 + b2)

a
b

y

xa

y

I0 = 1
8

π a4

xa

y

I0 = 1
4

π a4

x

I0 = 1
2

π a4

a

y

x

Ix = bh31
12

1
12

Iy = b3h

h

b

y

x

Ix = bh3

Iy = b3h1
3

1
3

h

b

y

Determinar momentos de inercia y radios de giro En los 
ejercicios 33 a 36, determine Ix, Iy, I0, y yx  para la lámina limi-
tada por las gráfi cas de las ecuaciones.

33.

34.

35.

36. y x2, y2 x, kx

y x, y 0, x 4, kxy

y x, y x2, kxy

y 4 x2, y 0, x > 0, kx

14.4 Ejercicios   Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios con 
numeración impar.
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1001 14.4  Centro de masa y momentos de inercia

Determinar un momento de inercia usando tecnología En 
los ejercicios 37 a 40, dé la integral doble requerida para hallar el 
momento de inercia I, respecto a la recta dada, de la lámina limi-
tada o acotada por las gráfi cas de las ecuaciones. Utilice un siste-
ma algebraico por computadora para evaluar la integral doble.

37.

38.

39.

40. y 4 x2, y 0, k, recta: y 2

y a2 x2, y 0, ky, recta:  y a

y x, y 0, x 4, kx, recta: x 6

x2 y2 b2, k, recta: x a a > b

Hidráulica En los ejercicios 41 a 44, determine la posición del 
eje horizontal ya en el que debe situarse una compuerta vertical en 
una presa para lograr que no haya momento que ocasione la ro-
tación bajo la carga indicada (vea la fi gura). El modelo para ya es 

ya y
I y

hA

donde y es la coordenada y del centroide de la compuerta, Iy 
es el momento de inercia de la compuerta respecto a la recta 

hy y,  es la profundidad del centroide bajo la superfi cie y A es 
el área de la compuerta.

.24.14

.44.34

x

y = L

a

d

y

x

y = Lb

y

x

y = L

b

a

d

y

x

y = L

b

y

x

h

y L=

y = y

ya = y −
Iy

hA

y

DESARROLLO DE CONCEPTOS

45.  Momentos y centro de masa Dé las fórmulas para 

hallar los momentos y el centro de masa de una lámina 

plana de densidad variable.

46.  Momento de inercia Dé las fórmulas para hallar los 

momentos de inercia con respecto a los ejes x y y de una 

lámina plana de densidad variable.

DESARROLLO DE CONCEPTOS (continuación)

47.  Radio de giro Con sus propias palabras, describa qué 

mide el radio de giro

¿CÓMO LO VE? El centro de masa de la lámina 

de densidad constante mostrado en la fi gura es 2, 85 .

Haga una conjetura acerca de cómo cambiará el 

centro de masa x, y  si la densidad r(x, y) no es 

constante. Explique. (Haga la conjetura sin realizar 

cálculo alguno.)

(a) (b)

(c) (d) x, y k 4 x 4 yx, y kxy

x, y k 2 xx, y ky

x

1

1

2

2

3

3

4

4

8
5( (2,

y

49.  Demostración Demuestre el teorema de Pappus siguiente: 

sea R una región plana y L una recta en el mismo plano tal que L 
no corta el interior de R. Si r es la distancia entre el centroide 

de R y la recta, entonces el volumen V del sólido de revolución 

generado por revolución de R en torno a la recta está dado por 

V = 2prA, donde A es el área de R. 

PROYECTO DE TRABAJO

Centro de presión sobre una vela
El centro de presión sobre una vela es aquel punto (xp, yp) en el cual 
puede suponerse que actúa la fuerza aerodinámica total. Si la vela 
se representa mediante una región plana R, el centro de presión es

y yp
R  y2 dA

R  y dA
.xp

R  xy dA

R y dA

Considere una vela triangular con vértices en (0, 0), (2, 1) y (0, 5). 
Compruebe los valores de cada integral. 

(a)

(b)

(c)
R

 y
2 dA

155
6

R

 xy dA
35
6

R
 y dA 10

Calcule las coordena-
das (xp, yp) del centro de 
presión. Dibuje una gráfi ca de la vela e indique la 
localización del centro de presión.

Martynova Anna/Shutterstock.com
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1002 Capítulo 14  Integración múltiple

  Utilizar una integral doble para hallar el área de una superfi cie.

Área de una superfi cie
En este punto ya tiene una gran cantidad de 

conocimientos acerca de la región sólida que se 

encuentra entre una superfi cie y una región R en 

el plano xy cerrada y limitada, como se mues-

tra en la fi gura 14.42. Por ejemplo, sabe cómo 

hallar los extremos de f en R (sección 13.8), el 

área de la base R del sólido (sección 14.1), el 

volumen del sólido (sección 14.2) y el centroide 

de la base de R (sección 14.4).

En esta sección verá cómo hallar el área de 
la superfi cie superior del sólido. Más adelante 

aprenderá a calcular el centroide del sólido 

(sección 14.6) y el área de la superfi cie lateral 

(sección 15.2).

Para empezar, considere una superfi cie S dada por

Superficie definida sobre una región Rz f x, y

defi nida sobre una región R. Suponga que R es cerrada y acotada, y que f tiene prime-

ras derivadas parciales continuas. Para hallar el área de la superfi cie, construya una par-

tición interna de R que consiste en n rectángulos, donde el área del rectángulo i-ésimo 

es como se muestra en la fi gura 14.43. En cada Ri sea (xi, yi) el punto más próximo al 

origen. En el punto (xi, yi, zi) = (xi, yi, f(xi, yi)) de la superfi cie S, construya un plano 

tangente Ti. El área de la porción del plano tangente que se encuentra directamente so-

bre Ri, es aproximadamente igual al área de la superfi cie que se encuentra directamente 

sobre Ri. Es decir, ∆Ti ≈ ∆Si. Por tanto, el área de la superfi cie de S es aproximada por

n

i 1
 Si

n

i 1
 Ti.

Para hallar el área del paralelogramo ∆Ti, observe que sus lados están dados por los vectores

y

v yij fy xi, yi  yik.

u xi i fx xi, yi  xik

De acuerdo con el teorema 11.8, el área de ∆Ti está dada por ||u × v||, donde

 fx xi, yi i fy xi, yi j k  Ai.

 fx xi, yi  xi yi i fy xi, yi  xi yij xi yik

 u v
i
xi

0

j
0
yi

k
fx xi, yi  xi

fy xi, yi  yi

Por tanto, el área de ∆Ti es  u v fx xi, yi
2 fy xi, yi

2 1 Ai, y

 
n

i 1
1 fx xi, yi

2 fy xi, yi
2 Ai.

 Área superficial de S
n

i 1
 Si

Esto sugiere la defi nición siguiente de área de una superfi cie en la página siguiente.

x

y

Región R en 
el plano xy

zSuperficie:
z = f (x, y)

Figura 14.42

x

y

z

ΔAi

ΔTi

R

ΔSi ≈ ΔTi

Superficie:
z = f (x, y)

Figura 14.43

14.5 Área de una superfi cie
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1003 14.5  Área de una superfi cie

Defi nición del área de una superfi cie

Si f y sus primeras derivadas parciales son continuas en la región cerrada R en el 

plano xy, entonces el área de la superfi cie S dada por f(x, y) sobre R está dada por 

 
R

 1 fx x, y 2 fy x, y 2 dA.

Área de la superficie
R

 dS

Para memorizar la integral doble para el área de una superfi cie, es útil notar su se-

mejanza con la integral de la longitud del arco. 

Longitud en el eje x:

Longitud de arco 
en el plano xy:

Área en el plano xy:

Área de una superficie 
en el espacio: R

 dS
R

 1 fx x, y 2 fy x, y 2 dA

R

 dA

b

a

 ds
b

a

 1 f x 2 dx

b

a

 dx

Al igual que las integrales para la longitud de arco, las integrales para el área de una 

superfi cie son a menudo muy difíciles de calcular. Sin embargo, en el ejemplo siguiente 

se muestra un tipo que se evalúa con facilidad.

EJEMPLO 1  Área de la superfi cie de una región plana

Encuentre el área de la superfi cie de la porción del plano

z 2 x y

que se localiza sobre el círculo x2 + y2 ≤ 1 en el primer cuadrante, como se muestra en 

la fi gura 14.44. 

Solución Como fx(x, y)= –1 y fy(x, y)= –1, y el área de la superfi cie está dada por

Fórmula para el área de la superficie

Sustituir

 3 
R

 dA.

 
R

 3 dA

 
R

1 1 2 1 2 dA

 S
R

 1 fx x, y 2 fy x, y 2 dA

Observe que la última integral es simplemente 3 por el área de la región R. R es un 

cuarto del círculo de radio 1, cuya área es 
1
4 12  o p/4. Por tanto, el área de S es

 
3 
4

.

 3
4

 S 3 área de R

x

y2 2

2

R x2 + y2 ≤ 1

zPlano:
z = 2 − x − y

Figura 14.44
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1004 Capítulo 14  Integración múltiple

EJEMPLO 2  Hallar el área de una superfi cie

Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo.

Encuentre el área de la porción de la superfi cie f(x, y) = 1 – x2 + y que se localiza sobre 

la región triangular cuyos vértices son (1, 0, 0), (0, –1, 0) y (0, 1, 0), como se muestra 

en la fi gura 14.45.

Solución Como fx(x, y) = –2x y fy(x, y) = 1, se tiene

S
R

 1 fx x, y 2 fy x, y 2 dA
R

 1 4x2 1 dA.

En la fi gura 14.46 puede ver que los límites de R son 0 ≤ x ≤ 1 y x – 1 ≤ y ≤ 1 – x. Por 

lo que la integral será 

 1.618.

 6 ln 2 6 6 ln 2
1
3

 2

 x 2 4x2 ln 2x 2 4x2 2 4x2 3 2

6

1

0

Tablas de integración (apéndice B).
Fórmula 26 y regla de la potencia.

 
1

0
 2 2 4x2 2x 2 4x2  dx

 
1

0
 1 x 2 4x2 x 1 2 4x2  dx

 
1

0
y 2 4x2 

1 x

x 1
dx

 S
1

0

1 x

x 1
 2 4x2 dy dx

EJEMPLO 3  Cambiar variables a coordenadas polares

Calcule el área de la superfi cie del paraboloide z = 1 + x2 + y2 que se encuentra sobre 

el círculo unidad o unitario, como se muestra en la fi gura 14.47.

Solución Como fx(x, y) = 2x y fy(x, y) = 2y, tiene

S
R

 1 fx x, y 2 fy x, y 2 dA
R

 1 4x2 4y2 dA.

Puede convertir a coordenadas polares haciendo x = r cos u y y = r sen u. Entonces, 

como la región R está acotada por 0 ≤ r ≤ 1 y 0 ≤ u ≤ 2p, tiene

 5.33.

 
5 5 1

6

 
5 5 1

12
 

2

0

 
2

0
 
5 5 1

12
 d

 
2

0
 

1
12

 1 4r2 3 2
1

0
d

 S
2

0

1

0
 1 4r2 r dr d

x

y1 1

1

−1

2 (0, 1, 2)

z Superficie:
f(x, y) = 1 − x2 + y

Figura 14.45

x

−1

1

1 2

y = 1 − x

y = x − 1

x − 1 ≤ y ≤ 1 − x

y

R: 0 ≤ x ≤ 1

Figura 14.46

y

x

z

R: x2 + y2 ≤ 1

R

1 1

2

Paraboloide:
z = 1 + x2 + y2

Figura 14.47
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1005 14.5  Área de una superfi cie

EJEMPLO 4  Hallar el área de una superfi cie

Calcule el área de la superfi cie S correspondiente a la porción del hemisferio

Hemisferiof x, y 25 x2 y2

que se encuentra sobre la región R acotada por el círculo x2 + y2 ≤ 9, como se muestra 

en la fi gura 14.48.

Solución Las primeras derivadas parciales de f son 

y

fy x, y
y

25 x2 y2

fx x, y
x

25 x2 y2

y de acuerdo con la fórmula para el área de una superfi cie, tiene 

 
5

25 x2 y2
 dA.

 1
x

25 x2 y2

2 y

25 x2 y2

2

 dA

 dS 1 fx x, y 2 fy x, y 2 dA

Así, el área de la superfi cie es

S
R

 
5

25 x2 y2
 dA.

Puede convertir a coordenadas polares haciendo x = r cos u y y = r sen u. Entonces, 

como la región R está acotada por 0 ≤ r ≤ 3 y 0 ≤ u ≤ 2p, obtiene 

 10 .

 5
2

0
 d

 5
2

0
 25 r2

3

0
d

 S
2

0

3

0
 

5

25 r2
 r dr d

El procedimiento utilizado en el ejemplo 4 puede extenderse para hallar el área de la 

superfi cie de una esfera utilizando la región R acotada por el círculo x2 + y2 ≤ a2, donde 

0 < a < 5, como se muestra en la fi gura 14.49. El área de la superfi cie de la porción del 

hemisferio 

 f x, y 25 x2 y2

que se encuentra sobre la región circular es

 10  5 25 a2 .

 
2

0

a

0
 

5

25 r2
 r dr d

 S
R

 
5

25 x2 y2
 dA

Tomando el límite cuando a tiende a 5 y multiplicando el resultado por 2, obtiene el 

área total, que es 100p. (El área de la superfi cie de una esfera de radio r es S = 4pr2.)

x

y

z

−2

−4
−6

−4

1

1

2 2

2

3

3

4 4

4

5

5

6
R: x2 + y2 ≤ 9

f(x, y) =     25 − x2 − y2

Hemisferio:

Figura 14.48

x

y

z

5

5

5

R: x2 + y2 ≤ a2

aa

f(x, y) =     25 − x2 − y2

Hemisferio:

Figura 14.49
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1006 Capítulo 14  Integración múltiple

Puede utilizar la regla de Simpson o la regla del trapecio para aproximar el valor de 

una integral doble, siempre que pueda obtener la primera integral. Esto se ilustra en el 

ejemplo siguiente.

EJEMPLO 5   Aproximar el área de una superfi cie mediante 
la regla de Simpson

Calcule el área de la superfi cie del paraboloide

Paraboloidef x, y 2 x2 y2

que se encuentra sobre la región cuadrada acotada por 

y 1 y 11 x 1

Como se muestra en la fi gura 14.50.

Solución Utilizando las derivadas parciales

y fy x, y 2yfx x, y 2x

tiene que el área de la superfi cie es

 
R

 1 4x2 4y2 dA.

 
R

 1 2x 2 2y 2 dA

 S
R

 1 fx x, y 2 fy x, y 2 dA

En coordenadas polares, la recta x = 1 está dada por

o r sec r cos 1

y a partir de la fi gura 14.51 puede determinar que un cuarto de la región R está acotada por 

y
4 4

.0 r sec 

Haciendo x = r cos u y y = r sen u se obtiene

 
1
12

4

4
 1 4 sec2 3 2 1  d .

 
4

4
 

1
12

1 4r2 3 2
sec 

0
d

 
4

4

sec 

0
 1 4r2 r dr d

 
1
4

 S
1
4

 
R

 1 4x2 4y2 dA

Por último, usando la regla de Simpson con n = 10, aproxime esta integral simple

S
1
3

4

4
 1 4 sec2 3 2 1  d 7.450.

TECNOLOGÍA La mayor parte de los programas de computación que 

realizan integración simbólica con integrales múltiples también realizan técnicas 

de aproximación numéricas. Si dispone de uno de estos programas, utilícelo para 

aproximar el valor de la integral del ejemplo 5. 

y

x

z

R: −1 ≤ x ≤ 1
    −1 ≤ y ≤ 1

2
1

2

Paraboloide:
f (x, y) = 2 − x2 − y2

Figura 14.50

x
1

r = sec θ

4
= 

−1

−1

y

πθ

4
= − πθ

1

Un cuarto de la región

por

Figura 14.51
4 4

.0 r sec 

R está acotada

y
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1007 14.5  Área de una superfi cie

Determinar el área superfi cial En los ejercicios 1 a 14, en-
cuentre el área de la superfi cie dada por z = f(x, y) sobre la re-
gión R. (Sugerencia: Algunas de las integrales son más sencillas 
en coordenadas polares.)
1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

8.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

R x, y : x2 y 2 a2

f x, y a2 x2 y 2

R x, y : x2 y 2 b2, 0 < b < a

f x, y a2 x2 y 2

R x, y : x2 y 2 16f x, y xy,

R x, y : 0 f x, y 1f x, y x2 y 2,

R x, y : x2 y 2 4f x, y 13 x2 y 2,

R x, y : 0 x
4

, 0 y tan x

f x, y ln sec x

R x, y : 0 x 2, 0 y 2 x

f x, y 2 2
3 y3 2

R: rectángulo cuyos vértices son 0, 0 , 0, 4 , 3, 4 , 3, 0

f x, y 3 x3 2

R: cuadrado cuyos vértices son 0, 0 , 3, 0 , 0, 3 , 3, 3

f x, y y 2

R: cuadrado cuyos vértices son 0, 0 , 2, 0 , 0, 2 , 2, 2

f x, y 9 x2

R x, y : x2 y 2 9f x, y 12 2x 3y,

R x, y : x2 y 2 4f x, y 7 2x 2y,

R: cuadrado cuyos vértices son 0, 0 , 3, 0 , 0, 3 , 3, 3

f x, y 15 2x 3y

R: triángulo cuyos vértices son 0, 0 , 4, 0 , 0, 4

f x, y 2x 2y

Determinar el área de una superfi cie En los ejercicios 15 a 
18, encuentre el área de la superfi cie.

15.  Porción del plano z 24 3x 2y en el primer octante.

16.  Porción del paraboloide z 16 x2 y2 en el primer octante.

17.  Porción de la esfera x2 y 2 z2 25 en el interior del cilin-
dro x2 + y2 = 9.

18.  Porción del cono z 2 x2 y 2 en el interior del cilindro 
x2 + y2 = 4.

Determinar el área de una superfi cie usando tecnología 
En los ejercicios 19 a 24, dé una integral doble que represente el 
área de la superfi cie de z = f(x, y) sobre la región R. Utilizando un 
sistema algebraico por computadora, evalúe la integral doble.

19.  f x, y 2y x2, R: triángulo cuyos vértices son (0, 0), (1, 0), 
(1, 1).

20.  f x, y 2x y2, R: triángulo cuyos vértices son (0, 0), (2, 0), 
(2, 2).

21.

22. R x, y : 0 f x, y 16f x, y x2 y 2,

R x, y : 0 f x, yf x, y 9 x2 y 2,

23.

24.

R x, y : 0 x 1, 0 y 1

f x, y 2
3x3 2 cos x

R x, y : 0 x 1, 0 y 1

f x, y 4 x2 y 2

Establecer una doble integral En los ejercicios 25 a 28, 
formule una integral doble que proporcione el área de la super-
fi cie en la gráfi ca de f sobre la región R.

25.

26.

27.

28. R x, y : x2 y2

2
f x, y cos x2 y 2 ,

R x, y : x2 y 2 4f x, y e x sen y,

R x, y : 0 x 4, 0 y x

f x, y x2 3xy y 2

R x, y : 0 x 4, 0 y 10f x, y exy,

DESARROLLO DE CONCEPTOS

29.  Área de una superfi cie Escriba la defi nición, con in-

tegral doble, del área de una superfi cie S dada por z = f(x, y) 

sobre una región R en el plano xy.

30.  Responda las siguientes preguntas acerca del área de super-
fi cie S sobre una superfi cie dada por una función positiva 

z = f (x, y) sobre una región R en el plano xy. Expli-

que cada respuesta.

 (a)  ¿Es posible para S igualar el área de R?

 (b)  ¿Puede S ser mayor que el área de R?

 (c)  ¿Puede S ser menor que el área de R? 

31.  Área superfi cial ¿Aumentará el área de superfi cie de 

la gráfi ca de una función z = f(x, y) sobre una región R 
si la gráfi ca de f se corre k unidades verticalmente? ¿Por 

qué sí o por qué no?

¿CÓMO LO VE? Considere la superfi cie f(x, y) = 

x2 + y2 y el área de superfi cie de f sobre cada región R. 

Sin integrar, ordene las áreas de superfi cie desde la 

menor hasta la mayor. Explique su razonamiento.

x
y

z

22

4

−2 −2

 (a)  R: rectángulo con vértices (0, 0), (2, 0), (2, 2), (0, 2)

 (b)  R: triángulo con vértices (0, 0), (2, 0), (0, 2)

 (c)  R: {(x, y): x2 + y2 ≤ 4 sólo el primer cuadrante}

14.5 Ejercicios   Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios con 
numeración impar.
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1008 Capítulo 14  Integración múltiple

33.  Diseño industrial Una empresa produce un objeto esfé-

rico de 25 centímetros de radio. Se hace una perforación de 

4 centímetros de radio a través del centro del objeto. Calcule 

 (a) el volumen del objeto.

 (b)  el área de la superfi cie exterior del objeto.

34.  Modelado de datos 

Una compañía construye un granero de dimensiones 30 
por 50 pies. En la fi gura se muestra la forma simétrica y la 
altura elegidas para el tejado.

y

x

50

20

25
(0, 0, 25)

(0, 5, 22)

(0, 10, 17)

(0, 15, 0)

z

 (a)  Utilice las funciones de regresión de una herramienta 
de grafi cación para hallar un modelo de la forma 

  z ay3 by2 cy d

  para el perfi l del 
techo. 

 (b)  Utilice las funcio-
nes de integración 
numérica de una 
herramienta de 
grafi cación y el 
modelo del inci -
so (a) para aproxi-
mar el volumen del 
espacio de almace-
naje en el granero.

 (c)  Utilice las funciones de integración numérica de una 
herramienta de grafi cación y el modelo del inciso (a) 
para aproximar el área de la superfi cie del techo.

 (d)  Aproxime la longitud de arco de la recta del techo y 
calcule el área de la superfi cie del techo multiplican-
do la longitud de arco por la longitud del granero. 
Compare los resultados y las integraciones con los 
encontrados en el inciso (c).

35.  Área de una superfi cie Encuentre el área de la superfi -

cie del sólido de intersección de los cilindros x2 + z2 = 1 y 

y2 + z2 = 1 (vea la fi gura).

x

y3

2

−3

−2

3

z

y2 + z2 = 1

x2 + z2 = 1

36.  Área de una superfi cie Demuestre que el área de la super-

fi cie del cono k > 0,z k x2 y 2,  sobre la región circu lar 

x2 + y2 ≤ r2 en el plano xy es r 2 k2 1 (vea la fi gura).

y

x

r r

z

R: x2 + y2 ≤ r2

z = k    x2 + y2

PROYECTO DE TRABAJO

Capilaridad 
Una propiedad muy conocida de los líquidos consiste en que as-
cienden por conductos verticales muy estrechos, recibe el nombre 
de “capilaridad”. La fi gura muestra dos placas que forman una cuña 
estrecha dentro de un recipiente con líquido. La superfi cie superior 
del líquido toma una forma hiperbólica dada por 

z
k

x2 y2

donde x, y y z están medidas en pulgadas. La constante k depende 
del ángulo de la cuña, del tipo de líquido y del material de las 
placas.

y

= 2 arctan(0.01)θ

13 in.

9 in.

z

 (a)  Encuentre el volumen del líquido que ha ascendido por la 
cuña. (Tome k = 1.)

 (b)  Determine el área de la superfi cie horizontal del líquido 
que ha ascendido por la cuña. 

Adaptación de un problema sobre capilaridad de “Capillary Phe-
nomena”, de Thomas B. Greenslade, Jr., Physics Teacher, mayo de 
1992. Con autorización del autor.

AlexKZ/Shutterstock.com 
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1009 14.6  Integrales triples y aplicaciones

  Utilizar una integral triple para calcular el volumen de una región sólida.
  Hallar el centro de masa y los momentos de inercia de una región sólida.

Integrales triples
El procedimiento utilizado para defi nir una integral triple es análogo al utilizado para 

integrales dobles. Considere una función f en tres variables que es continua sobre una re-

gión sólida acotada Q. Entonces, encierre Q en una red de cubos y forme una partición 
interna que consta de todos los cubos que quedan completamente dentro de Q, como se 

muestra en la fi gura 14.52. El volumen del i-ésimo cubo es 

Volumen del i-ésimo cuboVi xi yi zi.

La norma ||∆|| de la partición es la longitud de la diagonal más larga en los n cubos de 

la partición. Elija un punto (xi, yi, zi) en cada cubo y forme la suma de Riemann

n

i 1
 f xi, yi, zi  Vi.

Tomando el límite cuando ||∆|| → 0 llega a la siguiente defi nición.

Defi nición de integral triple

Si f es continua sobre una región sólida acotada Q, entonces la integral triple de f 
sobre Q se defi ne como

Q

 f x, y, z  dV lím
→0

 
n

i 1
 f xi, yi, zi  Vi

siempre que el límite exista. El volumen de la región sólida Q está dado por 

Volumen de Q

Q

 dV.

Algunas de las propiedades de las integrales dobles expuestas en el teorema 14.1 

pueden replantearse en términos de integrales triples.

1.

2.

3.

Q

 f x, y, z  dV

Q1

 f x, y, z  dV

Q2

 f x, y, z  dV

Q

 f x, y, z ± g x, y, z  dV

Q

 f x, y, z  dV ±

Q

g x, y, z  dV

Q

 cf x, y, z  dV c

Q

 f x, y, z  dV

En las propiedades dadas arriba, Q es la unión de dos subregiones sólidas que no se 

sobreponen a Q1 y Q2. Si la región sólida Q es simple, la integral triple  f x, y, z  dV 

puede evaluarse con una integral iterada utilizando alguno de los seis posibles órdenes 

de integración:

dz dy dx.dy dz dxdx dz dy

dz dx dydy dx dzdx dy dz

y

x

z

Región sólida Q

y

x

z

Volumen de

Figura 14.52

Q
n

i 1
 Vi

14.6 Integrales triples y aplicaciones
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1010 Capítulo 14  Integración múltiple

La versión siguiente del teorema de Fubini describe una región que es considerada 

simple con respecto al orden dz dy dx. Para los otros cinco órdenes pueden formularse 

descripciones similares.

TEOREMA 14.4 Evaluación mediante integrales iteradas

Sea f continua en una región sólida defi nida por Q

g1 x, y z g2 x, y

h1 x y h2 x ,

a x b,

donde h1, h2, g1 y g2 son funciones continuas. Entonces

Q

 f x, y, z  dV
b

a

h2 x

h1 x

g
2

x, y

g1 x, y
 f x, y, z  dz dy dx.

Para evaluar una integral iterada triple en el orden dz dy dx, mantenga x y y cons-

tantes para la integración más interior. Después, mantenga x constante para la segunda 

integración.

EJEMPLO 1  Evaluar una integral iterada triple

Evalúe la integral iterada triple

2

0

x

0

x y

0
 ex y 2z  dz dy dx.

Solución Para la primera integración, mantenga x y y constantes e integre respecto 

a z. 

 
2

0

x

0
 ex x2 3xy 2y2  dy dx

 
2

0

x

0

x y

0
 ex y 2z  dz dy dx

2

0

x

0
 ex yz z2

x y

0
dy dx

Para la segunda integración, mantenga x constante e integre respecto a y.

 
19
6

 
2

0
 x3ex dx

 
2

0

x

0
 ex x2 3xy 2y2  dy dx

2

0
 ex x2y

3xy2

2
2y3

3

x

0
 dx

Por último, integre respecto a x.

 65.797

 19
e2

3
1

 
19
6

2

0
 x3ex dx

19
6

ex x3 3x2 6x 6
2

0

El ejemplo 1 muestra el orden de integración dz dy dx. Con otros órdenes, puede 

seguir un procedimiento similar. Por ejemplo, para evaluar una integral iterada triple en 

el orden mantenga y y z constantes para la integración más interior e integre respecto a x. 

Después, para la segunda integración, mantenga z constante e integre respecto a y. Por 

último, para la tercera integración, integre respecto a z.

Exploración
Volumen de un sector 
paraboloide En las páginas 

997 y 998, se le pidió resumir 

las diferentes formas estudiadas 

hasta ahora para hallar el 

volumen del sólido acotado por 

el paraboloide

a > 0z a2 x2 y2,

y el plano xy. Ahora conoce 

un método más. Utilícelo para 

hallar el volumen del sólido. 

y 

x 

a 

z 

−a 

a

a2
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1011 14.6  Integrales triples y aplicaciones

Para hallar los límites dado un orden determinado de integración, por lo general se 

aconseja determinar primero los límites más interiores, que pueden ser funciones de las 

dos variables exteriores. Después, proyectando el sólido Q sobre el plano coordenado 

de las dos variables exteriores, se pueden determinar sus límites de integración mediante 

los métodos usados para las integrales dobles. Por ejemplo, para evaluar

Q

 f x, y, z  dz dy dx

primero determine los límites de z, y entonces la integral toma la forma

 

g
2

x, y

g1 x, y
 f x, y, z  dz  dy dx.

Proyectando el sólido Q sobre el plano xy, puede determinar los límites de x y de y de la 

misma manera que en el caso de las integrales dobles, como se muestra en la fi gura 14.53. 

EJEMPLO 2  Integral triple para hallar un volumen

Encuentre el volumen del elipsoide dado por 4x2 + 4y2 + z2 = 16.

Solución Como en la ecuación x, y y z juegan papeles similares, el orden de inte-

gración es probablemente irrelevante, y puede elegir arbitrariamente dz dy dx. Además, 

puede simplifi car los cálculos considerando sólo la porción del elipsoide que se en-

cuentra en el primer octante, como se muestra en la fi gura 14.54. Para el orden primero 

determine los límites de z.

0 z 2 4 x2 y2

Los límites de x y y son, como puede ver en la fi gura 14.55, 

y 0 y 4 x2.0 x 2

Por lo que el volumen del elipsoide es

 
64

3
.

 4 4x
x3

3

2

0

 8
2

0
 4 x2

2
 dx

 8
2

0
0 4 x2  arcsen 1 0 0  dx

 8
2

0
 y 4 x2 y2 4 x2  arcsen

y

4 x2

4 x2

 

0
dx

Tablas de integración (apéndice B),
fórmula  37

 16
2

0

4 x2

0
 4 x2 y2 dy dx

 8
2

0

4 x2

0
z

2 4 x2 y2

0
 dy dx

 8
2

0

4 x2

0

2 4 x2 y2

0
 dz dy dx

 V

Q

 dV

x y

Proyección sobre el plano xy

z

Q

z = g2(x, y)

z = g1(x, y)

La región sólida Q se encuentra entre 
dos superficies.

Figura 14.53

2

2

1

4

x

0 ≤ z ≤ 2    4 − x2 − y2

z

y

Elipsoide: 4x2 + 4y2 + z2 = 16

Figura 14.54

x

0 ≤ y ≤    4 − x2

1

1

2

2

x2 + y2 = 4

0 ≤ x ≤ 2y

Figura 14.55
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1012 Capítulo 14  Integración múltiple

El ejemplo 2 es poco usual en el sentido de que con los seis posibles órdenes de 

integración se obtienen integrales de difi cultad comparable. Trate de emplear algún otro 

de los posibles órdenes de integración para hallar el volumen del elipsoide. Por ejemplo, 

con el orden dx dy dz obtiene la integral 

V 8
4

0

16 z2 2

0

16 4y2 z2 2

0
 dx dy dz.

Si resuelve esta integral, obtiene el mismo volumen que en el ejemplo 2. Esto es siempre así; 

el orden de integración no afecta el valor de la integral. Sin embargo, el orden de integración 

a menudo afecta la complejidad de la integral. En el ejemplo 3, el orden de integración pro-

puesto no es conveniente, por lo que puede cambiar el orden para simplifi car el problema.

EJEMPLO 3  Cambiar el orden de integración

Evalúe 
2

0

2

x

3

1
 sen y2  dz dy dx. 

Solución Observe que después de una 

integración en el orden dado, encontraría la 

integral 2  sen y2  dy, que no es una función 

elemental. Para evitar este problema, cambie el 

orden de integración a dz dx dy, de manera que y 
sea la variable exterior. Como se muestra en 

la fi gura 14.56, la región sólida Q está dada por

1 z 3

x y
2

0 x
2

y la proyección de Q en el plano xy propor-

ciona los límites

y

0 x y.

0 y
2

Por tanto, la evaluación de la integral triple 

usando el orden dz dx dy produce

 1.

 cos y2
2

0

 2
2

0
  y sen y2  dy

 2
2

0
 x sen y2

y

0
 dy

 2 
2

0

y

0
 sen y2  dx dy

 
2

0
 

y

0

3

1
 sen y2  dz dx dy

2

0

y

0
z sen y2

3

1
 dx dy

x

y

z

1

2

3

π )) 2
π
2

, , 3 

π )) 2
π
2

, , 1 

π
2 π

2

Q: 0 ≤ x ≤ 

x ≤ y ≤

1 ≤ z ≤ 3

π
2
π
2

y = x

Figura 14.56
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1013 14.6  Integrales triples y aplicaciones

EJEMPLO 4  Determinar los límites de integración

Dé una integral triple para el volumen de cada una de las regiones sólidas.

a. La región en el primer octante acotada superiormente por el cilindro z = 1 – y2 y 

comprendida entre los planos verticales x + y = 1 y x + y = 3.

b. El hemisferio superior z 1 x2 y2.

c. La región acotada inferiormente por el paraboloide z = x2 + y2 y superiormente por 

la esfera x2 + y2 + z2 = 6.

Solución

a.  En la fi gura 14.57, observe que el sólido está acotado inferiormente por el plano xy 
(z = 0) y superiormente por el cilindro z = 1 – y2. Por tanto,

   Límites para z0 z 1 y2.

 Proyectando la región sobre el plano xy obtiene un paralelogramo. Como dos de los 

lados del paralelogramo son paralelos al eje x, se tienen los límites siguientes:

   y 0 y 1.1 y x 3 y

 Por tanto, el volumen de la región está dado por 

   

V

Q

 dV
1

0

3 y

1 y

1 y2

0
 dz dx dy.

b.  Para el hemisferio superior dado por z 1 x2 y2, tiene

   Límites para z0 z 1 x2 y2.

 En la fi gura 14.58, observe que la proyección del hemisferio sobre el plano xy es el 

círculo dado por

   x2 y2 1

 y puede usar el orden dx dy o el orden dy dx. Eligiendo el primero se obtiene

   y 1 y 11 y2 x 1 y2

 lo cual implica que el volumen de la región está dado por

   

V

Q

 dV
1

1

1 y2

1 y2

1 x2 y2

0
 dz dx dy.

c.  Para la región acotada inferiormente por el paraboloide z = x2 + y2 y superiormente 

por la esfera x2 + y2 + z2 = 6 tiene

   Límites para zx2 y2 z 6 x2 y2.

 La esfera y el paraboloide se cortan en z = 2. Además, en la fi gura 14.59 puede ver 

que la proyección de la región sólida sobre el plano xy es el círculo dado por

   x2 y2 2. 

 Utilizando el orden dy dx obtiene

   y 2 x 22 x2 y 2 x2

 lo cual implica que el volumen de la región está dado por

   V

Q

 dV
2

2
 

2 x2

2 x2

6 x2 y2

x2 y2
 dz dy dx. 

x

y

3

1

1

Δy

Q: 0 ≤ z ≤ 1 − y2

1 − y ≤ x ≤ 3 − y
0 ≤ y ≤ 1

z

z = 1 − y2

x = 1 − y

x = 3 − y

Figura 14.57

x

y
1 1

1

−1 ≤ y ≤ 1
1 − y2 ≤ x ≤     1 − y2−

0 ≤ z ≤     1 − x2 − y2

z

Q:

z = 1 − x2 − y2

Hemisferio:

Base circular:
x2 + y2 = 1

Figura 14.58

y
x

2 2

−2

3

−    2 − x2  ≤ y ≤     2 − x2

−       ≤ x ≤     22

x2 + y2 ≤ z ≤     6 − x2 − y2

z

Q:

Esfera:
x2 + y2 + z2 = 6

Paraboloide:
z = x2 + y2

Figura 14.59
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1014 Capítulo 14  Integración múltiple

Centro de masa y momentos de inercia
En el resto de esta sección se analizan dos aplicaciones importantes de las integrales 

triples a la ingeniería. Considere una región sólida Q cuya densidad está dada por la 

función de densidad r. El centro de masa de una región sólida Q de masa m está dado 

por x, y, z , donde 

Masa del sólido

Primer momento con respecto al plano yz

Primer momento respecto al plano xz

Primer momento respecto al plano xy

y

z
Mxy

m
.y

Mxz

m
,x

Myz

m
,

Mxy

Q

 z x, y, z  dV

Mxz

Q

 y x, y, z  dV

Myz

Q

 x x, y, z  dV

 m

Q

 x, y, z  dV

Las cantidades Myz, Mxz y Mxy se conocen como los primeros momentos de la región Q 
respecto a los planos yz, xz y xy, respectivamente.

Los primeros momentos de las regiones sólidas se toman respecto a un plano, mien-

tras que los segundos momentos de los sólidos se toman respecto a una recta. Los segun-
dos momentos (o momentos de inercia) respecto a los ejes x, y y z son los siguientes. 

Momento de inercia respecto al eje x

Momento de inercia respecto al eje y

y

Momento de inercia respecto al eje zIz
Q

 x2 y2 x, y, z  dV.

Iy
Q

 x2 z2 x, y, z  dV

Ix
Q

 y2 z2 x, y, z  dV

En problemas que requieren el cálculo de los tres momentos, puede ahorrarse una can-

tidad considerable de trabajo empleando la propiedad aditiva de las integrales triples y 

escribiendo 

y Iz Iyz IxzIy Iyz IxyIx Ixz Ixy,

donde Ixy, Ixz e Iyz son

e

Iyz
Q

 x2 x, y, z  dV.

Ixz
Q

 y2 x, y, z  dV

Ixy
Q

 z2 x, y, z  dV

COMENTARIO En inge-

niería y en física, el momento 

de inercia de una masa se usa 

para hallar el tiempo requerido 

para que una masa alcance una 

velocidad de rotación dada res-

pecto a un eje, como se muestra 

en la fi gura 14.60. Cuanto 

mayor es el momento de iner-

cia, mayor es la fuerza que hay 

que aplicar a la masa para que 

alcance la velocidad deseada.

x

y

z

Figura 14.60
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1015 14.6  Integrales triples y aplicaciones

EJEMPLO 5  Hallar el centro de masa de una región sólida

Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo.

Encuentre el centro de masa del cubo unidad mostrado en la fi gura 14.61, dado que la 

densidad en el punto (x, y, z) es proporcional al cuadrado de su distancia al origen.

Solución Como la densidad en (x, y, z) es proporcional al cuadrado de la distancia 

entre (0, 0, 0) y (x, y, z), tiene 

x, y, z k x2 y2 z2 .

Esta función de densidad se puede utilizar para hallar la masa del cubo. Debido a la 

simetría de la región, cualquier orden de integración producirá integrales de difi cultad 

comparable.

 k

 k
x3

3
2x
3

1

0

 k
1

0
 x2 2

3
  dx

 k
1

0
 x2 1

3
y

y3

3

1

0
 dx

 k
1

0

1

0
 x2 y2 1

3
  dy dx

 k
1

0

1

0
 x2 y2 z

z3

3

1

0
 dy dx

 m
1

0

1

0

1

0
 k x2 y2 z2  dz dy dx

El primer momento con respecto al plano yz es

 k
1

0
 x

1

0

1

0
 x2 y2 z2  dz dy  dx.

 Myz k
1

0

1

0

1

0
 x x2 y2 z2  dz dy dx

Observe que x puede sacarse como factor fuera de las dos integrales interiores, ya que es 

constante con respecto a y y a z. Después de factorizar, las dos integrales interiores son 

iguales con respecto a la masa m. Por tanto, se tiene

Así,

x
Myz

m
7k 12

k
7
12

.

 
7k
12

.

 k
x4

4
x2

3

1

0

 Myz k
1

0
 x x2 2

3
 dx

Por último, por la naturaleza de r y la simetría de x, y y z en esta región sólida, tiene 

x y z, y el centro de masa es 
7
12, 7

12, 7
12 . 

x

y

1

1
1

(x, y, z)

z

Densidad variable:

Figura 14.61
x, y, z k x2 y2 z2
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1016 Capítulo 14  Integración múltiple

EJEMPLO 6  Momentos de inercia de una región sólida

Encuentre los momentos de inercia con respecto a los ejes x y y de la región sólida com-

prendida entre el hemisferio

z 4 x2 y2

y el plano xy, dado que la densidad en (x, y, z) es proporcional a la distancia entre 

(x, y, z) y el plano xy.

Solución La densidad de la región está dada por 

x, y, z kz.

Considerando la simetría de este problema, sabe que Ix = Iy, y sólo necesita calcular un 

momento, digamos Ix. De acuerdo con la fi gura 14.62, elija el orden dz dy dx y escriba 

Fórmula de Wallis

 8k .

 
256k

5
5
32

 
4k
5

2

0
 64 cos6  d

x 2 sen  
4k
5

2

0
 4 x2 5 2 dx

 
k
4

2

2
 
8
5

4 x2 5 2 dx

 
k
4

2

2
 4 x2 2y

y5

5
 

4 x2

4 x2
 dx

 
k
4

2

2

4 x2

4 x2

 4 x2 2 y4  dy dx

 k
2

2

4 x2

4 x2

 
y2 4 x2 y2

2
4 x2 y2 2

4
 dy dx

 k
2

2

4 x2

4 x2

 
y2z2

2
z4

4

4 x2 y2

0

 dy  dx

 
2

2

4 x2

4 x2

4 x2 y2

0
 y2 z2 kz  dz dy dx

 Ix

Q

 y2 z2 x, y, z  dV

Por tanto, Ix 8k Iy.  

En el ejemplo 6, los momentos de inercia respecto a los ejes x y y son iguales. Sin 

embargo, el momento respecto al eje z es diferente. ¿Parece que el momento de inercia 

respecto al eje z deba ser menor o mayor que los momentos calculados en el ejemplo 6? 

Realizando los cálculos, puede determinar que

Iz

16
3

k .

Esto indica que el sólido mostrado en la fi gura 14.62 presenta resistencia mayor a la 

rotación en torno a los ejes x o y que en torno al eje z.

x

y

z

2

2

2

−2 ≤ x ≤ 2
−    4 − x2 ≤ y ≤     4 − x2

0 ≤ z ≤     4 − x2 − y2

z =     4 − x2 − y2

Hemisferio:

Base circular:
x2 + y2 = 4

Densidad variable:
Figura 14.62

x, y, z kz.
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1017 14.6  Integrales triples y aplicaciones

Evaluar una triple integral En los ejercicios 1 a 8, evalúe la 
integral iterada.

1.

2.

.4.3

.6.5

7.

8.
2

0

y 2

0

1 y

0
 sen y dz dx dy

4

0

2

0

1 x

0
 x cos y dz dy dx

4

1

e2

1

1 xz

0
 ln z dy dz dx

4

1

1

0

x

0
 2ze x2

 dy dx dz

9

0

y 3

0

y2 9x2

0
 z dz dx dy

1

0

x

0

xy

0
 x dz dy dx

1

1

1

1

1

1
 x2y 2z2 dx dy dz

3

0

2

0

1

0
 x y z  dx dz dy

Aproximar una triple iterada usando tecnología En los 
ejercicios 9 y 10, utilice un sistema algebraico por computadora 
para evaluar la integral iterada.

9.

10.
3

0

2 2y 3

0

6 2y 3z

0
 ze x2y2

 dx dz dy

3

0

9 y2

9 y2
 

y2

0
y dz dx dy

Establecer una triple integral En los ejercicios 11 a 16, es-
tablezca una triple integral para el volumen del sólido. 

11.  El sólido en el primer octante acotado por los planos coordena-
dos y el plano z = 5 – x – y.

12.  El sólido acotado por z = 9 – x2, z = 0, y = 0 y y = 2x.

13.  El sólido acotado por el paraboloide z = 6 – x2 – y2 y z = 0.

14. El sólido limitado por z 16 x2 y2 y z = 0.

15.  El sólido que es el interior común bajo de la esfera x2 + y2 + 

z2 = 0 y sobre el paraboloide z 1
2 x2 y2 . 

16.  El sólido limitado arriba por el cilindro z = 4 – x2 y abajo por 
el paraboloide z = x2 + 3y2.

Volumen En los ejercicios 17 a 20, utilice una integral triple 
para hallar el volumen del sólido mostrado en la fi gura.

.81.71

0 ≤ x ≤ 2
0 ≤ y ≤ 2

y

x

1
2

2

4

6

3 

8

z 

z = 2xy

y

x

4

3

2

4

z

z = 0

x = 4 − y2

z = x

.02.91

yx

36

1212

z

z = 0

z = 36 − x2 − y2

y
x

a

a a

z

x2 + y2 + z2 = a2

Volumen En los ejercicios 21 a 24, use una integral triple 
para encontrar el volumen del sólido limitado por las gráfi cas 
de las ecuaciones.

21. primer octante

22.

23.

24. primer octantez x, y x 2, y x2,

z 2 y, z 4 y2, x 0, x 3, y 0

z 9 x3, y x2 2, y 0, z 0, x 0

z 4 x2, y 4 x2,

Cambiar el orden de integración En los ejercicios 25 a 30, 
dibuje el sólido cuyo volumen está dado por la integral iterada y 
reescriba la integral utilizando el orden de integración indicado.

25.

Reescriba usando el orden

26.

Reescriba usando el orden

27.

Reescriba usando el orden

28.

Reescriba usando el orden

29.

30.
2

0

4

2x

 
y2 4x2

0
 dz dy dx

Reescriba usando el orden dz dy dx.

Reescriba usando el orden dx dy dz.

1

0

1

y

1 y2

0
 dz dx dy

dz dx dy.

3

0

9 x2

0

6 x y

0
 dz dy dx

dy dx dz.

4

0

4 x 2

0

12 3x 6y 4

0
 dz dy dx

dx dz dy.

1

1

1

y2

1 x

0
dz dx dy

dy dz dx.

1

0

0

1

y2

0
 dz dy dx

Órdenes de integración En los ejercicios 31 a 34, dé los seis 
posibles órdenes de integración de la integral triple sobre la re-
gión sólida 

Q
 xyz dV.Q,

31.

32.

33.

34. Q x, y, z : 0 x 1, y 1 x2, 0 z 6

Q x, y, z : x2 y2 9, 0 z 4

Q x, y, z : 0 x 2, x2 y 4, 0 z 2 x

Q x, y, z : 0 x 1, 0 y x, 0 z 3

14.6 Ejercicios   Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios
 con numeración impar.
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1018 Capítulo 14  Integración múltiple

Órdenes de integración En los ejercicios 35 y 36, la fi gura 
muestra la región de integración de la integral dada. Reescriba 
la integral como una integral iterada equivalente con los otros 
cinco órdenes.

.63.53

y = x

y

x

9

6

3

3

3

z

x ≥ 0
y ≥ 0
z ≥ 0

y = x

z = 9 − x2

y
x

1

1
1

z

x ≥ 0
y ≥ 0
z ≥ 0

z = 1 − y

x = 1 − y2

3

0

x

0

9 x2

0
 dz dy dx

1

0

1 y2

0

1 y

0
 dz dx dy

Masa y centro de masa En los ejercicios 37 a 40, encuentre 
la masa y las coordenadas indicadas del centro de masa de la 
región del sólido Q de densidad r acotada por las gráfi cas de 
las ecuaciones.

37. Encontrar usando 

38. Encontrar usando 

39. Encontrar usando

40. Encontrar usando

Q: 
x
a

y
b

z
c

1 a, b, c > 0 , x 0, y 0, z 0

x, y, z k.y

Q: z 4 x, z 0, y 0, y 4, x 0

x, y, z kx.z

Q: 3x 3y 5z 15, x 0, y 0, z 0

x, y, z ky.y

Q: 2x 3y 6z 12, x 0, y 0, z 0

x, y, z k.x

Masa y centro de masa En los ejercicios 41 y 42, establezca 
las integrales triples para encontrar la masa y el centro de masa 
del sólido de densidad r acotado por las gráfi cas de las ecuaciones.

41.

42.

x, y, z kz

x 0, x a, y 0, y b, z 0, z c

x, y, z kxy

x 0, x b, y 0, y b, z 0, z b

Piénselo En la fi gura se muestra el centro de masa de un só-
lido de densidad constante. En los ejercicios 43 a 46, haga una 
conjetura acerca de cómo cambiará el centro de masa x, y, z  
con la densidad no constante r(x, y, z). Explique.

.44.34

.64.54 x, y, z kxz2 y 2 2x, y, z k y 2

x, y, z kzx, y, z kx

y

x

21

2

3

4

4
3

2

z

2, 0, )) 8
5

Centroide En los ejercicios 49 a 54, encuentre el centroide 
de la región sólida acotada por las gráfi cas de las ecuaciones o 
descrita en la fi gura. Utilice un sistema algebraico por compu-
tadora para evaluar las integrales triples. (Suponga densidad 
uniforme y encuentre el centro de masa.) 

47.

48.

49.

50.

.25.15

x
y

(0, 0, 4)

(0, 3, 0)
(5, 0, 0)

z

x

y
5 cm20 cm

12 cm

z

z
1

y 2 1
, z 0, x 2, x 2, y 0, y 1

z 16 x2 y 2, z 0

y 9 x2, z y, z 0

z
h
r

x2 y 2, z h

Momentos de inercia En los ejercicios 55 a 58, encuentre 
Ix, Iy e Iz para el sólido de densidad dada. Utilice un sistema 
algebraico por computadora para evaluar las integrales triples.

53. (a) 54. (a)

)b()b(

55. (a) 56. (a)

)b()b(

x

y
2

4

4

z

z = 4 − y2

x

y
4

4

4

z
z = 4 − x

k 4 zky

kzx, y, z k

x

ya
2

a
2

a
2

z

x

y
a

a

a

z

x, y, z k x2 y 2kxyz

x, y, z kk

Momentos de inercia En los ejercicios 59 y 60, verifi que los 
momentos de inercia del sólido de densidad uniforme. Utilice 
un sistema algebraico por computadora para evaluar las inte-
grales triples.

57.

Iz
1
12m 3a2 L2

Iy
1
2ma2

x
y

a

a
L

a
L
2

zIx
1

12m 3a2 L2
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1019 14.6  Integrales triples y aplicaciones

58.

Iz
1

12m a2 c2

Iy
1
12m b2 c2

x y

ac

b

z

a
2

b
2

c
2

Ix
1
12m a2 b2

Momentos de inercia En los ejercicios 59 y 60, dé una inte-
gral triple que represente el momento de inercia con respecto al 
eje z de la región sólida Q de densidad R.

59.

60.

kx2

Q x, y, z : x2 y 2 1, 0 z 4 x2 y 2

x2 y 2 z2

Q x, y, z : 1 x 1, 1 y 1, 0 z 1 x

Establecer integrales triples En los ejercicios 61 y 62, utili-
zando la descripción de región sólida, dé la integral para (a) la 
masa, (b) el centro de masa y (c) el momento de inercia respecto 
al eje z.

61.  El sólido acotado por z = 4 – x2 – y2 y z = 0 con la función de 
densidad r = kz.

 62.  El sólido en el primer octante acotado por los planos coordena-
dos y x2 + y2 + z2 = 25 con función de densidad r = kxy.

Valor promedio En los ejercicios 63 a 66, encuentre el valor 
promedio de la función sobre el sólido dado. El valor promedio 
de una función continua f(x, y, z) sobre una región sólida Q es

1
V

Q

 f x, y, z  dV

donde V es el volumen de la región sólida Q.

63.  f(x, y, z) = z2 + 4 sobre el cubo en el primer octante acotado 
por los planos coordenados, y los planos x = l, y = 1 y z = 1.

64.  f(x, y, z) = xyz sobre el cubo en el primer octante acotado por 

los planos coordenados y los planos x = 4, y = 4 y z = 4.

65.  f(x, y, z) = x + y + z sobre el tetraedro en el primer octante 
cuyos vértices son (0, 0, 0), (2, 0, 0), (0, 2, 0) y (0, 0, 2).

66.  f(x, y, z) = x + y sobre el sólido acotado por la esfera x2 + y2 
+ z2 = 3.

DESARROLLO DE CONCEPTOS

67.  Integral triple Defi na una integral triple y describa un 

método para evaluar una integral triple.

68.  Momento de inercia Determine si el momento de 

inercia con respecto al eje y del cilindro del ejercicio 57 

aumentará o disminuirá con la densidad no constante 

y a 4x, y, z x2 z2 .

DESARROLLO DE CONCEPTOS (continuación)

69.  Piénselo ¿Cuál de las siguientes integrales es igual

 

Explique. a

(a)

(b)

(c)
2

0

3

1

1

1
  f x, y, z  dy dx dz

1

1

2

0

3

1
  f x, y, z  dx dy dz

3

1

2

0

1

1
  f x, y, z  dz dx dy

3

1

2

0

1

1
  f x, y, z  dz dy dx?

¿CÓMO LO VE? Considere el sólido A y el sólido B 

de pesos iguales que se muestran en la fi gura.

Eje de 
revolución

Eje de 
revolución

Sólido A Sólido B

 (a)  Como los sólidos tienen el mismo peso, ¿cuál tiene la 
densidad mayor? Explique

 (b)  ¿Cuál sólido tiene el momento de inercia mayor? 

 (c)  Los sólidos se hacen rodar hacia abajo en un plano in-
clinado. Empiezan al mismo tiempo y a la misma altu-
ra. ¿Cuál llegará abajo primero? Explique.

71.  Maximizar una integral triple Determine la región del 

sólido Q donde la integral

  Q

1 2x2 y2 3z2  dV

  es un máximo. Utilice un sistema algebraico por computado-
ra para aproximar el valor máximo. ¿Cuál es el valor máximo 
exacto?

72.  Determinar un valor Encuentre a en la integral triple.

 

1

0

3 a y2

0

4 x y2

a

 dz dx dy
14
15

DESAFÍOS DEL EXAMEN PUTNAM

73.  Evalúe

lím
n→

  
1

0

1

0

.  .  .
1

0
 cos2

2n
x1 x2

.  .  . xn  dx1 dx2 .  .  . dxn.

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition. 

© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.
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1020 Capítulo 14  Integración múltiple

 Expresar y evaluar una integral triple en coordenadas cilíndricas.
 Expresar y evaluar una integral triple en coordenadas esféricas.

Integrales triples en coordenadas cilíndricas
Muchas regiones sólidas comunes como esferas, elipsoides, conos y paraboloides pue-

den dar lugar a integrales triples difíciles de calcular en coordenadas rectangulares. De 

hecho, fue precisamente esta difi cultad la que llevó a la introducción de sistemas de 

coordenadas no rectangulares. En esta sección se aprenderá a usar coordenadas cilíndri-
cas y esféricas para evaluar integrales triples.

Recuerde que en la sección 11.7 se vio que las ecuaciones rectangulares de conver-

sión a coordenadas cilíndricas son

z z.

y r sen 

x r cos 

Una manera fácil de recordar estas ecuaciones es observar que las ecuaciones para obte-

ner x y y son iguales que en el caso de coordenadas polares y que z no cambia.

En este sistema de coordenadas, la región sólida más simple es un bloque cilíndrico 

determinado por 

y

z1 z z2

1 2

r1 r r2

como se muestra en la fi gura 14.63. 

Para expresar una integral triple por medio de coordenadas cilíndricas, suponga 

que Q es una región sólida cuya proyección R sobre el plano xy puede describirse en 

coordenadas polares. Es decir,

está en 

y

g1 r g2 .R r, : 1 2,

h1 x, y z h2 x, yR,Q x, y, z : x, y

Si f es una función continua sobre el sólido Q, puede expresar la integral triple de f sobre 

Q como 

Q

 f x, y, z  dV
R

 
h

2
x, y

h1 x, y
 f x, y, z  dz  dA

donde la integral doble sobre R se evalúa en coordenadas polares. Es decir, R es una 

región plana que es r-simple o u-simple. Si R es r-simple, la forma iterada de la integral 

triple en forma cilíndrica es

     

Q

 f x, y, z  dV
2

1

g2

g1

h2 r cos , r sen 

h1 r cos , r sen 
 f r cos , r sen , z r dz dr d .     

Éste es sólo uno de los seis posibles órdenes de integración. Los otros cinco son dz du dr, 

dr dz du, dr du dz, du dz dr, y du dr dz.

π

∆ri

∆zi

= 0θ

=

ri∆θ

2

z

θ

Volumen del bloque cilíndrico:

Figura 14.63
Vi ri ri i zi

PIERRE SIMON DE LAPLACE 
(1749-1827)

Uno de los primeros en utilizar un 
sistema de coordenadas cilíndricas 
fue el matemático francés Pierre 
Simon de Laplace. Laplace ha sido 
llamado el “Newton de Francia”, 
y publicó muchos trabajos 
importantes en mecánica, ecuaciones 
diferenciales y probabilidad. 
Consulte LarsonCalculus.com 
para leer más acerca de esta 
biografía.

14.7 Integrales triples en coordenadas cilíndricas y esféricas

The Granger Collection, New York
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1021 14.7  Integrales triples en coordenadas cilíndricas y esféricas

Para visualizar un orden de integración determinado ayuda contemplar la integral 

iterada en términos de tres movimientos de barrido, cada uno de los cuales agrega una 

dimensión al sólido. Por ejemplo, en el orden dr du dz la primera integración ocurre en la 

dirección r, aquí un punto barre (recorre) un rayo. Después, a medida que aumenta, 

la recta barre (recorre) un sector. Por último, a medida que z aumenta, el sector barre 

(recorre) una cuña sólida, como se muestra en la fi gura 14.64.

Exploración
Volumen de un sector paraboloide En las 

exploraciones de las páginas 979, 998 y 1010, se 

le pidió resumir las formas conocidas para hallar el 

volumen del sólido acotado por el paraboloide

a > 0z a2 x2 y2,

y el plano xy. Ahora ya conoce un método más. 

Utilícelo para hallar el volumen del sólido. 

Compare los diferentes métodos. ¿Cuáles son las 

ventajas y desventajas de cada uno?

y

x

a

z

a

a2

−a

y

x

z

EJEMPLO 1   Hallar el volumen empleando coordenadas 
cilíndricas

Encuentre el volumen de la región sólida Q cortada en la esfera x2 + y2 + z2 = 4 por el 

cilindro r = 2 sen u, como se muestra en la fi gura 14.65.

Solución Como  x2 y2 z2 r2 z2 4, los límites de z son

4 r2 z 4 r2.

Sea R la proyección circular del sólido sobre el plano ru. Entonces los límites de R son

y 0 .0 r 2 sen 

Por tanto, el volumen de Q es

 9.644.

 
16
9

3 4

 
32
3

sen 
sen3 

3

2

0

 
32
3

 
2

0
 1 cos 1 sen2  d

 
4
3

 
2

0
 8 8 cos3  d

 2 
2

0
 

2
3

 4 r2 3 2
2 sen 

0
d

 2
2

0

2 sen 

0
 2r 4 r2 dr d

 2
2

0

2 sen

0

4 r2

4 r2
 r dz dr d

 V
0

2 sen 

0

4 r2

4 r2

 r dz dr d

 

θ = 0

z

π=
2

θ

Integre respecto a r.

θ = 0

z

π=
2

θ

Integre respecto a .

θ = 0

z

π=
2

θ

Integre respecto a
Figura 14.64

z.

x
y

z

R
3

2

3

Esfera:
x2 + y2 + z2 = 4

Cilindro:
r = 2 sen θ

Figura 14.65
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1022 Capítulo 14  Integración múltiple

EJEMPLO 2  Hallar la masa empleando coordenadas cilíndricas

Encuentre la masa de la porción del elipsoide Q dado por 4x2 4y2 z2 16, situada 

sobre el plano xy. La densidad en un punto del sólido es proporcional a la distancia entre 

el punto y el plano xy.

Solución La función de densidad es r(r, u, z) = kz. Los límites de z son

0 z 16 4x2 4y2 16 4r2

donde 0 ≤ r ≤ 2 y 0 ≤ u ≤ 2p, como se muestra en la fi gura 14.66. La masa del sólido es

 16 k.

 8k
2

0
 d

 
k
2

 
2

0
 8r2 r4

2

0
d

 
k
2

 
2

0

2

0
 16r 4r3  dr d

 
k
2

 
2

0

2

0
 z2r

16 4r2

0
dr d

 m
2

0

2

0

16 4r2

0
 kzr dz dr d

 

La integración en coordenadas cilíndricas es útil cuando en el integrando aparecen 

factores x2 + y2 con la expresión como se ilustra en el ejemplo 3. 

EJEMPLO 3  Hallar el momento de inercia

Encuentre el momento de inercia con respecto al eje de simetría del sólido Q acotado 

por el paraboloide z = x2 + y2 y el plano como se muestra en la fi gura 14.67. La densi-

dad en cada punto es proporcional a la distancia entre el punto y el eje z.

Solución Como el eje z es el eje de simetría, y  x, y, z k x2 y2, se deduce que

Iz

Q

 k x2 y2 x2 y2 dV.

En coordenadas cilíndricas, 0 r x2 y2 z.. Por tanto, tiene

 
512k

35
.

  
2 k

5
 

2
7

 z7 2
4

0

 
k
5

 
4

0
 z5 2 2  dz

 k 
4

0

2

0
 
z5 2

5
 d  dz

 k 
4

0

2

0
 
r5

5
 

z

0
d  dz

 Iz k 
4

0

2

0

z

0
 r2 r r dr d  dz

 

0 ≤ z ≤    16 − 4r2

x

y

z

2

2

4

Elipsoide:  4x2 + 4y2 + z2 = 16

Figura 14.66

y

x

2 2

−2

11

5

Q:  Limitada por

z = x2 + y2

z = 4

z

Figura 14.67
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1023 14.7  Integrales triples en coordenadas cilíndricas y esféricas

Integrales triples en coordenadas esféricas
Las integrales triples que involucran esferas o conos son a menudo más fáciles de calcu-

lar mediante la conversión a coordenadas esféricas. Recuerde que en la sección 11.7 vio 

que las ecuaciones rectangulares para conversión a coordenadas esféricas son

z  cos .

y  sen  sen 

x  sen  cos 

En este sistema de coordenadas, la región más simple es un bloque esférico determinado por

1 21 2,, , : 1 2,

donde r1 ≥ 0, u2 – u1 ≤ 2p y 0 ≤ f1 ≤ f2 

≤ p, como se muestra en la fi gura 14.68. Si 

(r, u, f) es un punto en el interior de uno 

de estos bloques, entonces el volumen del 

bloque puede ser aproximado por ∆V ≈ 

r2 sen f ∆r∆f∆u. (Vea el ejercicio 18 en los 

ejercicios de solución de problemas de este 

capítulo).

Utilizando el proceso habitual que 

comprende una partición interior, una suma 

y un límite, puede desarrollar la versión 

siguiente de una integral triple en coorde-

nadas esféricas para una función continua f 
en la región sólida Q. Esta fórmula puede 

modifi carse para emplear diferentes órdenes 

de integración y se puede generalizar a 

regiones con límites variables.

     

Q

f x, y, z  dV
2

1

2

1

2

1

f  sen  cos ,  sen  sen ,  cos 2 sen  d  d  d      

Al igual que las integrales triples en coordenadas cilíndricas, las integrales triples 

en coordenadas esféricas se evalúan empleando integrales iteradas. Como sucede con 

las coordenadas cilíndricas, puede visualizar un orden determinado de integración con-

templando la integral iterada en términos de tres movimientos de barrido, cada uno de 

los cuales agrega una dimensión al sólido. Por ejemplo, la integral iterada

2

0

4

0

3

0
 2 sen  d  d  d

(que se usó en el ejemplo 4) se ilustra en la fi gura 14.69.

varía desde 0 hasta 3 mientras 
se mantiene constante.

mientras 
se mantienen constantesy

Figura 14.69

2 .4

y

x

θ
z

2 1
−2

2
y

x

φ

z

2 1
−2

2

z

y

x

2 1

1

−2
2

ρ

x2 + y2 + z2 = 9
= 3ρ

Esfera:Cono:
x2 + y2 = z2

varía de 0 a varía desde 0 hasta

COMENTARIO La letra 

griega utilizada en coordenadas 

esféricas no está relacionada 

con la densidad. Más bien, es 

el análogo tridimensional de 

la utilizada en coordenadas 

polares. Para los problemas 

que involucran  coordenadas 

esféricas y una densidad de 

función, este texto utiliza un 

símbolo diferente para denotar 

la densidad

x

y

θφρi i isen Δ

ρΔ i φρi iΔ

z

Bloque esférico:
Figura 14.68

Vi
2
i  sen i i i i
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1024 Capítulo 14  Integración múltiple

EJEMPLO 4  Hallar un volumen en coordenadas esféricas

Encuentre el volumen de la región sólida Q limitada o acotada inferiormente por la hoja 

superior del cono z2 x2 y2 y superiormente por la esfera x2 y2 z2 9, como 

se muestra en la fi gura 14.70.

Solución En coordenadas esféricas, la ecuación de la esfera es 

3.2 x2 y2 z2 9

Además, la esfera y el cono se cortan cuando 

z
3

2
x2 y2 z2 z2 z2 9

y como z = r cos f, tiene que

4
.

3

2

1
3

cos 

Por consiguiente, puede utilizar el orden de integración dr df du, donde 0 ≤ r ≤ 3, 0 ≤ 

f ≤ p/4 y 0 ≤ u ≤ 2p. El volumen es 

 16.563.

 9 2 2

 9
2

0
 1

2
2

 d

 9
2

0
 cos 

4

0
d

 
2

0

4

0
 9 sen  d  d

 

Q

 dV
2

0

4

0

3

0
 2 sen  d  d  d

EJEMPLO 5  Hallar el centro de masa de una región sólida

Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo.

Encuentre el centro de masa de la región sólida Q de densidad uniforme, acotada in-

feriormente por la hoja superior del cono z2 x2 y2 y superiormente por la esfera 

x2 y2 z2 9.

Solución Como la densidad es uniforme, puede considerar que la densidad en el pun-

to (x, y, z) es k. Por la simetría, el centro de masa se encuentra en el eje z, y sólo necesita 

calcular donde m kV 9k 2 2z Mxy m,  por el ejemplo 4. Como z = 

r cos f se deduce que

Por tanto,

z
Mxy

m
81k 8

9k 2 2

9 2 2

16
1.920

 
k
4

 
3

0

2

0
 3 d  d

k
2

 
3

0
 3 d

81k
8

.

 k
3

0

2

0
 3 

sen2 
2

4

0

d  d

 Mxy

Q

 kz dV k 
3

0

2

0

4

0
  cos 2 sen  d  d  d

y el centro de masa es aproximadamente (0, 0, 1.92). 

x

y

z

3

3
2

1
3

2

−2−3
1

Hoja superior 
del cono
z2 = x2 + y2

Esfera:

x2 + y2 + z2 = 9

Figura 14.70
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1025 14.7  Integrales triples en coordenadas cilíndricas y esféricas

Evaluar una integral iterada En los ejercicios 1 a 6, evalúe 
la integral iterada.

.2.1

3.

4.

5.

6.
4

0

4

0

cos 

0
 2 sen  cos  d  d  d

2

0

4

0

cos 

0
 2 sen  d  d  d

2

0 0

2

0
 e

3 2 d  d  d

2

0

2 cos2
 

0

4 r2

0
 r sen  dz dr d

4

0

6

0

6 r

0
 rz dz dr d

5

1

2

0

3

0
 r cos  dr d  dz

Aproximar una integral iterada usando tecnología En 
los ejercicios 7 y 8, utilice un sistema algebraico por compu-
tadora para evaluar la integral iterada.

7.

8.
2

0 0

sen 

0
 2 cos 2 d  d  d

4

0

z

0

2

0
 rer  d  dr dz

Volumen En los ejercicios 9 a 12, dibuje la región sólida cuyo 
volumen está dado por la integral iterada, y evalúe la integral 
iterada.

.01.9

11.

12.
2

0 0

5

2
 2 sen  d  d  d

2

0

2

6

4

0
 2 sen  d  d  d

2

0

5

0

5 r 2

0
 r dz dr d

2

0

3

0

e r 2

0
 r dz dr d

Convertir coordenadas En los ejercicios 13 a 16, convierta 
la integral de coordenadas rectangulares a coordenadas cilín-
dricas y a coordenadas esféricas, y evalúe la integral iterada 
más sencilla.

13.

14.

15.

16.
3

0

9 x2

0

9 x2 y2

0
 x2 y 2 z2 dz dy dx

a

a

 
a2 x2

a2 x2

 
a a2 x2 y2

a

 x dz dy dx

2

0

4 x2

0
 

16 x2 y2

0
 x2 y 2 dz dy dx

2

2

4 x2

4 x2

 
4

x2 y2

 x dz dy dx

Volumen En los ejercicios 17 a 22, utilice coordenadas cilín-
dricas para hallar el volumen del sólido.

17. Sólido interior a 

y x a 2 2 y2 a 2 2

x2 y 2 z2 a2

18.  Sólido interior a x2 y 2 z2 16 y exterior a z x2 y 2.

19.  Sólido limitado arriba por z = 2x y abajo por z 2x2 2y2.

20.  Sólido limitado arriba por z = 2 – x2 – y2 y abajo por z = x2 – y2.

21.  Sólido limitado por las gráfi cas de la esfera r2 + z2 = a2 y del 
cilindro r = a cos u.

22.  Sólido interior a la esfera x2 + y2 + z2 = 4 y sobre la hoja 
superior del cono z2 = x2 + y2.

Masa En los ejercicios 23 y 24, utilice coordenadas cilíndri-
cas para hallar la masa del sólido Q de densidad R.

23.

24.
x, y, z k

y 0x2 y2 4, x 0,Q x, y, z : 0 z 12e x2 y2
,

x, y, z k x2 y2

x2 y2 4Q x, y, z : 0 z 9 x 2y,

Usar coordenadas cilíndricas En los ejercicios 25 a 30, uti-
lice coordenadas cilíndricas para hallar la característica indi-
cada del cono que se muestra en la fi gura.

x

y

h

r0

z

z = h 1 − r
r0

( (

25.  Encuentre el volumen del cono.

26.  Determine el centroide del cono.

27. Encuentre el centro de masa del cono suponiendo que su den-
sidad en cualquier punto es proporcional a la distancia entre 
el punto y el eje del cono. Utilice un sistema algebraico por 
computadora para evaluar la integral triple.

28. Encuentre el centro de masa del cono suponiendo que su den-
sidad en cualquier punto es proporcional a la distancia entre el 
punto y la base. Utilice un sistema algebraico por computadora 
para evaluar la integral triple.

29. Suponga que el cono tiene densidad uniforme y demuestre que 
el momento de inercia respecto al eje z es

  Iz
3
10mr0

2.

30.  Suponga que la densidad del cono es x, y, z k x2 y 2 y 
encuentre el momento de inercia respecto al eje z.

Momento de inercia En los ejercicios 31 y 32, use coordena-
das cilíndricas para verifi car la fórmula dada para el momento 
de inercia del sólido de densidad uniforme.

31. Capa cilíndrica:

0 z h0 < a r b,

Iz
1
2m a2 b2

14.7 Ejercicios   Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios 
con numeración impar.
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1026 Capítulo 14  Integración múltiple

32. Cilindro circular recto:

0 z hr 2a sen ,

Iz
3
2ma2

  Utilice un sistema algebraico por computadora para calcular la 
integral triple.

Volumen En los ejercicios 33 a 36, utilice coordenadas esféri-
cas para calcular el volumen del sólido.

33.  Sólido interior x2 y2 z2 9, exterior z x2 y2, y 
arriba del plano xy.

34.  Sólido limitado arriba por x2 y2 z2 z y abajo por 
z x2 y2.

35.  El toro dado por r = 4 sen f. (Utilice un sistema algebraico 
por computadora para evaluar la integral triple.)

36.  El sólido comprendido entre las esferas 

  

y

e interior al cono z2 x2 y 2

b > a,x2 y 2 z2 b2,x2 y 2 z2 a2

Masa En los ejercicios 37 y 38, utilice coordenadas esféricas 
para hallar la masa de la esfera x2 + y 2 + z2 a2 con la den-
sidad dada.

37.  La densidad en cualquier punto es proporcional a la distancia 
entre el punto y el origen.

38.  La densidad en cualquier punto es proporcional a la distancia 
del punto al eje z.

Centro de masa En los ejercicios 39 y 40, utilice coordena-
das esféricas para hallar el centro de masa del sólido de densi-
dad uniforme.

39.  Sólido hemisférico de radio r.

40.  Sólido comprendido entre dos hemisferios concéntricos de ra-
dios r y R donde r < R.

Momento de inercia En los ejercicios 41 y 42, utilice coor-
denadas esféricas para hallar el momento de inercia con res-
pecto al eje z del sólido de densidad uniforme.

41.  Sólido acotado por el hemisferio 
4 2

,cos , , y el 

cono 
4

.

42.  Sólido comprendido entre dos hemisferios concéntricos de ra-
dios r y R donde r < R.

DESARROLLO DE CONCEPTOS

43.  Convertir coordenadas Dé las ecuaciones de conver-

sión de coordenadas rectangulares a coordenadas cilíndri-

cas y viceversa.

44.  Convertir coordenadas Dé las ecuaciones de conver-

sión de coordenadas rectangulares a coordenadas esféricas 

y viceversa.

45.  Forma cilíndrica Dé la forma iterada de la integral tri-

ple 
Q

 f x, y, z  dV  en forma cilíndrica.

46.  Forma esférica Dé la forma iterada de la integral triple 

Q
 f x, y, z  dV  en forma esférica.

DESARROLLO DE CONCEPTOS (continuación)

47.  Utilizar coordenadas Describa la superfi cie cuya 

ecuación es una coordenada igual a una constante en cada 

una de las coordenadas en (a) el sistema de coordenadas 

cilíndricas y (b) el sistema de coordenadas esféricas.

¿CÓMO LO VE? El sólido está acotado por debajo 

por la hoja superior de un cono y por arriba por una 

esfera (vea la fi gura). ¿Qué sería más fácil de usar 

para encontrar el volumen del sólido, coordenadas 

cilíndricas o esféricas? Explique.

z

y

2

22

x

Esfera:
x2 + y2 + z2 = 4

Hoja superior de un cono:
z2 = x2 + y2

DESAFÍOS DEL EXAMEN PUTNAM

49.  Hallar el volumen de la región de puntos (x, y, z) tal que 

  x2 y2 z2 8 2 36 x2 y2 . 

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition. 

© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.

PROYECTO DE TRABAJO

Esferas deformadas
En los incisos (a) y (b), encuentre el volumen de las esferas defor-
madas. Estos sólidos se usan como modelos de tumores.
(a) Esfera arrugada  (b) Esfera deformada

0 2 , 00 2 , 0

1 0.2 sen 8  sen 41 0.2 sen 8  sen 

x

y

Generada con Maple

z

x

y

Generada con Maple

z

 PARA INFORMACIÓN ADICIONAL Para más información 

sobre estos tipos de esferas, consulte el artículo “Heat Therapy for 

Tumors”, de Leah Edelstein-Keshet, en The UMAP Journal.
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1027 14.8  Cambio de variables: jacobianos

  Comprender el concepto de jacobiano.
  Utilizar un jacobiano para cambiar variables en una integral doble.

Jacobianos
En una integral simple

b

a

 f x  dx

puede tener un cambio de variables haciendo x = g(u), con lo que dx = g ′(u) du y obtener

b

a

 f x  dx
d

c

 f g u g u  du

donde a = g(c) y b = g(d). Observe que el proceso de cambio de variables introduce un 

factor adicional g ′(u) en el integrando. Esto también ocurre en el caso de las integrales 

dobles.

Jacobiano

R

 f x, y  dA
S

 f g u, v , h u, v  
x
u

 
y
v

y
u

 
x
v
  du dv

donde el cambio de variables 

y y h u, vx g u, v

introduce un factor llamado jacobiano de x y y respecto a u y v. Al defi nir el jacobiano, 

es conveniente utilizar la notación siguiente que emplea determinantes.

Defi nición del jacobiano

Si x = g(u, v) y y = h(u, v), entonces el jacobiano de x y y con respecto a u y v, 

denotado por ∂(x, y)/∂(u, v), es

x, y
u, v

x
u

    
x
v

y
u

    
y
v

x
u

 y
v

y
u

 x
v
.

EJEMPLO 1  El jacobiano de la conversión rectangular-polar

Determine el jacobiano para el cambio de variables defi nido por

y y r sen .x r cos 

Solución De acuerdo con la defi nición de un jacobiano, obtiene

 r.

 r cos2 r sen2 

 
cos      

sen      

r sen 
r cos 

 
x, y
r, 

x
r
    

x

y
r
    

y
  

 

14.8 Cambio de variables: jacobianos

CARL GUSTAV JACOBI 
(1804-1851)

El jacobiano recibe su nombre 
en honor al matemático alemán 
Carl Gustav Jacobi, conocido por 
su trabajo en muchas áreas de 
matemáticas, pero su interés en 
integración provenía del problema de 
hallar la circunferencia de una elipse. 
Consulte LarsonCalculus.com 
para leer más acerca de esta 
biografía.

Interfoto/Personalities/Alamy
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1028 Capítulo 14  Integración múltiple

El ejemplo 1 indica que el cambio de variables de coordenadas rectangulares a po-

lares en una integral doble se puede escribir como

 
S

 f r cos , r sen 
x, y
r, 

 dr d

 
R  

 f x, y  dA
S

 f r cos , r sen r dr d ,  r > 0

donde S es la región en el plano ru que corresponde a la región en el plano xy, como se 

muestra en la fi gura 14.71. Esta fórmula es semejante a la encontrada en el teorema 14.3 

de la página 988.

En general, un cambio de variables está dado por una transformación T uno a uno 

de una región S en el plano uv en una región R en el plano xy dada por

T u, v x, y g u, v , h u, v

donde g y h tienen primeras derivadas parciales continuas en la región S. Observe que el 

punto se encuentra en S y el punto se encuentra en R. En la mayor parte de las ocasiones, 

busque una transformación en la que la región S sea más simple que la región R.

EJEMPLO 2   Hallar un cambio de variables para simplifi car 
una región

Sea R la región limitada o acotada por las rectas

y x y 1x y 4x 2y 4,x 2y 0,

como se muestra en la fi gura 14.72. Encuentre una transformación T de una región S a R 
tal que S sea una región rectangular (con lados paralelos a los ejes u o v).

Solución Para empezar, sea u = x + y y v = x – 2y. Resolviendo este sistema de 

ecuaciones para encontrar x y y se obtiene T(u, v) = (x, y), donde

y y
1
3

u v .x
1
3

2u v

Los cuatro límites de R en el plano xy dan lugar a los límites siguientes de S en el plano uv.

v 4x 2y 4

v 0x 2y 0

u 4x y 4

u 1x y 1

Límites en el plano xy Límites en el plano uv

La región S se muestra en la fi gura 14.73. Observe que la transformación

T u, v x, y
1
3

2u v , 
1
3

u v

transforma los vértices de la región S en los vértices de la región R. Por ejemplo,

 T 1, 4
1
3

2 1 4 , 
1
3

1 4
2
3

, 
5
3

.

 T 4, 4
1
3

2 4 4 , 
1
3

4 4
4
3

, 
8
3

 T 4, 0
1
3

2 4 0 , 
1
3

4 0
8
3

, 
4
3

 T 1, 0
1
3

2 1 0 , 
1
3

1 0
2
3

, 
1
3

 

x

R

αθ

θ

=

β=

r = a

r = b

y

S es la región en el plano      que 
corresponde a R en el plano xy.
Figura 14.71

r

r

α

β

a b

S

αθ

θ

=

β=

r = br = a

θθ θT(r,   ) = (r cos   , r sen   )
θ

321

3

1

−2

−1

−2

x

4
3

8
3

x − 2y = −4

, 
x − 2y = 0

R

x + y = 4
x + y = 1

))
5
3

2
3
, − ))

1
3

2
3
, ))

8
3

4
3
, ))

y

Región R en el plano xy.
Figura 14.72

u
32−1

−1

−3

−2

−5

u = 4u = 1
(4, 0)

S

v = 0

(1, −4) (4, −4)

v = −4

(1 , 0)

v

Región S en el plano uv.
Figura 14.73
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1029 14.8  Cambio de variables: jacobianos

Cambio de variables en integrales dobles

TEOREMA 14.5 Cambio de variables en integrales dobles

Sea R una región vertical u horizontalmente sencilla en el plano xy y sea S una región 

vertical u horizontalmente simple en el plano uv. Sea T desde S hasta R dado por 

T(u, v) = (x, y) = (g(u, v), h(u, v)), donde g y h tienen primeras derivadas parciales 

continuas. Suponga que T es uno a uno, excepto posiblemente en la frontera de S. 

Si f es continua en R y ∂(x, y)/∂(u, v) no es cero en S, entonces

R

 f x, y  dx dy
S

 f g u, v , h u, v
x, y
u, v

 du dv.

Demostración Considere el caso en el que S es una región rectangular en el plano uv 
con vértices (u, v), (u + ∆u, v), (u + ∆u, v + ∆v) y (u, v + ∆v), como se muestra en la fi -

gura 14.74. Las imágenes de estos vértices en el plano xy se muestran en la fi gura 14.75. 

Si ∆u y ∆v son pequeños, la continuidad de g y de h implica que R es aproximadamente 

un paralelogramo determinado por los vectores y MQ
\

.MN
\

 Por lo que el área de R es

A MN
\

MQ
\

.

Además, para ∆u y ∆v pequeños, las derivadas parciales de g y h respecto a u pueden 

ser aproximadas por 

y hu u, v
h u u, v h u, v

u
.gu u, v

g u u, v g u, v
u

Por consiguiente,

 
x
u

 u i
y
u

 uj.

 gu u, v  u i hu u, v  u j

 MN
\

g u u, v g u, v i h u u, v h u, v j

De manera similar, puede aproximar por
x
v
 v i

y
v
 vj,MQ

\

 lo que implica que

u vk.

x
u
x
v

     

y
u
y
v

MN
\

MQ
\

i

x
u u

x
v v

     

j

y
u u

y
v v

     

k

0

0

Por tanto, en la notación del jacobiano,

A MN
\

MQ
\ x, y

u, v
 u v.

Como esta aproximación mejora cuando ∆u y ∆v se aproximan a 0, puede escribir el 

caso límite como

dA MN
\

MQ
\ x, y

u, v
 du dv.

Por tanto,

R

f x, y  dx dy
S

f g u, v , h u, v
x, y
u, v

 du dv.

Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostración. 

u

(u, v + ∆v) (u + ∆u, v + ∆v)

(u, v) (u + ∆u, v)

S

v

Área de 

Figura 14.74
v > 0u > 0,

S u v

x

R

x = g(u, v)
y = h(u, v)

M = (x, y)

Q P

N

y

Los vértices en el plano xy son

y

Figura 14.75
Q g u, v v , h u, v v .
h u u, v v ,
P g u u, v v ,
N g u u, v , h u u, v ,
M g u, v , h u, v ,
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1030 Capítulo 14  Integración múltiple

Los dos ejemplos siguientes muestran cómo un cambio de variables puede simpli-

fi car el proceso de integración. La simplifi cación se puede dar de varias maneras. Puede 

hacer un cambio de variables para simplifi car la región R o el integrando f(x, y) o ambos.

EJEMPLO 3  Cambio de variables para simplifi car una región

Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo.

Sea R la región acotada por las rectas

y x y 1x y 4x 2y 4,x 2y 0,

como se muestra en la fi gura 14.76. Evalúe la integral doble

R

 3xy dA.

Solución De acuerdo con el ejemplo 2, puede usar el siguiente cambio de variables.

y y
1
3

 u vx
1
3

 2u v

Las derivadas parciales de x y y son

y
y
v

1
3

y
u

1
3

x
v

1
3

,
x
u

2
3

,

lo cual implica que el jacobiano es

 
1
3

.

 
2
9

1
9

 

2
3
1
3

1
3
1
3

 
x, y
u, v

x
u

    
x
v

y
u

    
y
v

 

Por tanto, por el teorema 14.5, obtiene

 
164

9
.

 
1
9

8u3

3
4u2 64

3
u

4

1

 
1
9

 
4

1
 8u2 8u

64
3

 du

 
1
9

 
4

1
 2u2v

uv2

2
v3

3

0

4
 du

 
4

1

0

4
 
1
9

 2u2 uv v2  dv du

 
R

 3xy dA
S

 3
1
3

 2u v  
1
3
u v

x, y
u, v

 dv du

 

321

3

1

−2

−1

−2

x

x − 2y = −4

x − 2y = 0

R

x + y = 4
x + y = 1

y

Figura 14.76
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1031 14.8  Cambio de variables: jacobianos

EJEMPLO 4  Cambiar variables para simplifi car un integrando

Sea R la región acotada por el cuadrado cuyos vértices son (0, 1), (1, 2), (2, 1) y (1, 0). 

Evalúe la integral

R

 x y 2 sen2 x y  dA.

Solución Observe que los lados de R se encuentran sobre las rectas x + y = 1, x – 

y = 1, x + y = 3 y x – y = –1, como se muestra en la fi gura 14.77. Haciendo u = x + y 

y v = x – y tiene que los límites de la región S en el plano uv son

y 1 v 11 u 3

como se muestra en la fi gura 14.78. Despejando x y y en términos de u y v obtiene

y y
1
2
u v .x

1
2
u v

Las derivadas parciales de x y y son

y
y
v

1
2

y
u

1
2

x
v

1
2

,
x
u

1
2

,

lo cual implica que el jacobiano es 

1
4

1
4

1
2

.

1
2

       
1
2

1
2

    
1
2

 
 
x, y
u, v

x
u

    
x
v

y
u

    
y
v

 

Por el teorema 14.5, se deduce que

 2.363.

 
13
6

2 sen 2

 
13
6

2
1
2

 sen 2
1
2

 sen 2

 
13
6

v
1
2

 sen 2v
1

1

 
13
6

 
1

1
 1  cos 2v  dv

 
13
3

 
1

1
 sen2 v dv

 
1
2

 
1

1
 sen2 v  

u3

3

3

1
 dv

 
R

 x y 2 sen2 x y  dA
1

1

3

1
 u2 sen2 v

1
2

 du dv

 

En cada uno de los ejemplos de cambio de variables de esta sección, la región S ha 

sido un rectángulo con lados paralelos a los ejes u o v. En ocasiones, se puede usar un 

cambio de variables para otros tipos de regiones. Por ejemplo, T u, v x, 12y  trans-

forma la región circular u2 + v2 = 1 en la región elíptica 

x2 y2

4
1.

2

−1

3

3−1
x

(1, 2)

(2, 1)

R

x −
 y 

= −1

(1, 0)
x + y = 1

(0, 1)

x −
 y 

= 1

x + y = 3

y

Región R en el plano xy.
Figura 14.77

u
321

1

−1

(3, 1)(1, 1)

S

u = 3

v = 1

v = −1

u = 1

(1, −1) (3, −1)

v

Región S en el plano uv.
Figura 14.78
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1032 Capítulo 14  Integración múltiple

Encontrar un jacobiano En los ejercicios 1 a 8, encuentre el 
jacobiano ∂(x, y)/∂(u, v) para el cambio de variables indicado.

1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

8. x u v, y u v

x eu  sen v, y eu cos v

x u a, y v a

x u cos v sen , y u sen v cos 

x uv 2u, y uv

x u v2, y u v

x au bv, y cu dv

x 1
2 u v , y 1

2 u v

Usar una transformación En los ejercicios 9 a 12, dibuje la 
imagen S en el plano uv de la región R en el plano xy utilizando 
las transformaciones dadas. 

.01.9

.21.11

10
3

x

y

2
3

1
3
, ))

4
3

1
3
, − ))

8
3

4
3
, ))

2
3
, ))

R

−1−2 1 2 3
−1

2

3

4

x

y

1 2

1

2

1
2

1
2
, ))

3
2

3
2
, ))

(1, 2)(0, 1)

R

y 1
3 2v uy 1

2 u v

x 1
3 v ux 1

2 u v

x

R
(4, 1)

(0, 0)

6

5

4

3

2

1

(2, 2)

(6, 3)

2 63 4 5

y

x

R

(2, 3)

(3, 0)

(0, 0)

1

2

2

3

3

y

y 1
3 u vy 3v

x 1
3 4u vx 3u 2v

Verifi car un cambio de variable En los ejercicios 13 y 14, 
compruebe el resultado del ejemplo indicado por establecer la 
integral usando dy dx o dx dy para dA. Después, use un sistema 
algebraico por computadora para evaluar la integral.

13.  Ejemplo 3   14. Ejemplo 4

Evaluar una integral doble usando un cambio de varia-
ble En los ejercicios 15 a 20, utilice el cambio de variables 
indicado para hallar la integral doble.

.61.51

y 1
2 u vy 1

2 u v

x 1
2 u vx 1

2 u v

R

 60xy dA
R

 4 x2 y2  dA

61 para arugiF51para arugiF

.81.71

.02.91

y = 1

xy = 1

R

x

y

1 2 3 4

2

3 xy = 4

y = 4

R

x

y

3

1

2

3

y = 2x

y = 4
x

y = 1
x

y =     x1
4

x
u
v
,  y vx

v
u

,  y uv

R

 y sen xy dA
R

e xy 2 dA

x
1

−1

−1 (0, 0)

(1, 1)(−1, 1)

y

R

x

4

2

6

6

−2
8

(3, 3) (7, 3)

(4, 0)(0, 0)

y

R

y 1
2 u vy u

x 1
2 u vx u v

R

 4 x y ex y dA
R

 y x y  dA

x

(0, 1)

1

2

1 2

(1, 2)

(2, 1)

(1, 0)

y

Rx

1

1

−1

−1

(0, 1)

(1, 0)

(0, −1)

(−1, 0)

y

R

Hallar el volumen usando un cambio de variables En los 
ejercicios 21 a 28, utilice un cambio de variables para hallar el 
volumen de la región sólida que se encuentra bajo la superfi cie 
z = f(x, y) y sobre la región plana R.

21.  f x, y 48xy

  R: región limitada por el cuadrado con vértices (1, 0), (0, 1), 
(1, 2), (2, 1).

22.  f x, y 3x 2y 2 2y x 

  R: región limitada por el paralelogramo con vértices (0, 0), 
(–2, 3), (2, 5), (4, 2).

23.  f x, y x y ex y 

  R: región acotada por el cuadrado cuyos vértices son (4, 0), 
(6, 2), (4, 4), (2, 2).

24. f x, y x y 2 sen2 x y

  R: región acotada por el cuadrado cuyos vértices son (p, 0), 
(3p/2, p/2), (p, p), (p/2, p/2).

14.8 Ejercicios   Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios 
con numeración impar.
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1033 14.8  Cambio de variables: jacobianos

25.  f x, y x y x 4y  

  R: región acotada por el paralelogramo cuyos vértices son 
(0, 0), (1, 1), (5, 0), (4, –1).

26.  f x, y 3x 2y 2y x 3 2

  R: región acotada por el paralelogramo cuyos vértices son 
(0, 0), (–2, 3), (2, 5), (4, 2).

27.  f x, y x y

  R: región acotada por el triángulo cuyos vértices son (0, 0), 
(a, 0), (0, a) donde a > 0.

28.  f x, y
xy

1 x2y2

  R: región acotada por las gráfi cas de xy = 1, xy = 4, x = 1, 
x = 4. (Sugerencia: Haga x = u, y = v/u.)

29.  Usar una transformación Las sustituciones u = 2x – y y 

v = x + y transforman la región R (vea la fi gura) en una región 

simple S en el plano uv. Determine el número total de lados 

de S que son paralelos a cualquiera de los ejes u o v.

x

y

2 4 6 8

4

8

2

6

(2, 7)

(6, 3)

(0, 0)

R

30.  ¿CÓMO LO VE? La región R es transformada en 

una región simple S (vea la fi gura). ¿Qué sustitución 

puede usar para hacer la transformación?

)b()a( u y x, v 3y xu 3y x, v y x

u

v

(−2, 6)

(−2, 2) (0, 2)

(0, 6)

S

−1−2−3−4−5 1 2

1

5

3

x

y

(1, 1)

(4, 2)

(6, 4)
(3, 3)

R

1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

5

30. 

31.  Usar una elipse Considere la región R en el plano xy aco-

tada por la elipse

 

x2

a2

y2

b2 1
 

 y las transformaciones x = au y y = bv.

 (a)  Dibuje la gráfi ca de la región R y su imagen S bajo la 
transformación dada.

 (b)  Encuentre 
x, y
u, v

.

 (c)  Encuentre el área de la elipse.

32.  Volumen Utilice el resultado del ejercicio 31 para hallar 

el volumen de cada uno de los sólidos abovedados que se en-

cuentran bajo la superfi cie z = f(x, y) y sobre la región elípti-

ca R. (Sugerencia: Después de hacer el cambio de variables 

dado por los resultados del ejercicio 31, haga un segundo 

cambio de variables a coordenadas polares.)

 

(a)

(b)

R:  
x2

a2

y2

b2 1

f x, y A cos
2

x2

a2

y2

b2

R:  
x2

16
y2

9
1

f x, y 16 x2 y2

DESARROLLO DE CONCEPTOS

33.  Jacobiano Establezca la defi nición del jacobiano.

34.  Cambio de variables Describa cómo utilizar el jaco-

biano para el cambio de variables en las integrales dobles. 

Hallar un jacobiano En los ejercicios 35 a 40, encuentre el 
jacobiano
x, y, z
u, v, w

para el cambio de variables indicado. Si

y z h u, v, wy g u, v, wx f u, v, w ,

entonces el jacobiano de x, y y z respecto a u, v y w es

35.

36.

37.

38. x u v w, y 2uv, z u v w

x 1
2 u v , y 1

2 u v , z 2uvw

x 4u v, y 4v w, z u w

x u 1 v , y uv 1 w , z uvw

x, y, z
u, v, w

x
u
y
u
z
u

     

x
v
y
v
z
v

     

x
w
y
w
z
w

.

39.  Coordenadas esféricas

 x  sen  cos , y  sen  sen , z  cos 

40.  Coordenadas cilíndricas

 x r cos , y r sen , z z

DESAFÍOS DEL EXAMEN PUTNAM

41.  Sea A el área de la región del primer cuadrante acotada por 

la recta y 1
2 x, el eje x y la elipse 

1
9 x

2 y2 1. Encuen-

tre el número positivo m tal que A es igual al área de la 

región del primer cuadrante acotada por la recta y = mx, el 

eje y y la elipse 
1
9 x

2 y2 1.

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition. 

© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.
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1034 Capítulo 14  Integración múltiple

Evaluar una integral En los ejercicios 1 y 2, evalúe la integral.

1. 2.
2y

y

 x2 y2  dx
2x

0
xy3 dy

Evaluar una integral iterada En los ejercicios 3 a 6, evalúe 
la integral iterada

3.

4.

5.

6.
1

0

2y

0
 9 3x2 3y2  dx dy

3

0

9 x2

0
 4x dy dx

2

0

2x

x2

 x2 2y  dy dx

1

0

1 x

0
 3x 2y  dy dx

Encontrar el área de una región En los ejercicios 7 a 10, 
utilice una integral iterada para hallar el área de la región aco-
tada por las gráfi cas de las ecuaciones.

7.

8.

9.

10. y 2y 0,x 0,x y2 1,

y x, y 2x 2, x 0, x 4

y x2 2xy 6x x2,

x 3y 3, x 0, y 0

Cambiar el orden de integración En los ejercicios 11 a 14, 
trace la región R cuya área está dada por la integral iterada. 
Después cambie el orden de integración y demuestre que con 
ambos órdenes se obtiene la misma área.

11.

12.

13.

14.
3

3

9 y2

0
dx dy

4

0

8

2x

dy dx

3

0

x

0
dy dx

6

3

6 x

0
dy dx

4

2

5

1
 dx dy

Evaluar una integral doble En los ejercicios 15 y 16, esta-
blezca las integrales para ambos órdenes de integración. Uti-
lice el orden más conveniente para evaluar la integral sobre 
la región R. 

15.

rectángulo con vértices 

16.

región acotada por y 0, y x, x 1R:
R

6x2 dA

0, 0 , 0, 4 , 2, 4 , 2, 0R:
R

4xy dA

Encontrar un volumen En los ejercicios 17 a 20, use una 
integral doble para encontrar el volumen del sólido indicado.

.81.71

.02.91

y

x

2

2
2

z

x + y + z = 2

y 

x

z

2 2 

4 

−1 ≤ x ≤ 1
−1 ≤ y ≤ 1

z = 4 − x2 − y2

y

x

4

22

z

y = x

x = 2

z = 4

z

2

3

5

x

y

z = 5 − x

0 ≤ x ≤ 3
0 ≤ y ≤ 2

Valor promedio En los ejercicios 21 y 22, encuentre el valor 
promedio de f(x, y) sobre la región plana R.

21.

rectángulo con vértices 

22.

cuadrado con vértices 0, 0 , 3, 0 , 3, 3 , 0, 3R:

f x 2x2 y2

2, 2 , 2, 2 , 2, 2 , 2, 2R:

f x 16 x2 y2

23.  Temperatura promedio La temperatura en grados Cel-

sius sobre la superfi cie de una placa metálica es

 T x, y 40 6x2 y2

  donde x y y están medidos en centímetros. Estime la tempera-
tura promedio si x varía entre 0 y 3 centímetros, y y varía entre 
0 y 5 centímetros.

24.  Ganancia promedio La ganancia para la empresa P gra-

cias al marketing de dos bebidas dietéticas es

  P 192x 576y x2 5y2 2xy 5000

   donde x y y representan el número de unidades de las dos bebi-
das dietéticas. Estime la ganancia promedio semanal si x varía 
entre 40 y 50 unidades y y varía entre 45 y 60 unidades.

Convertir a coordenadas polares En los ejercicios 25 y 26, 
evalúe la integral iterada convirtiendo a coordenadas polares.

25.

26.
4

0

16 y2

0
 x2 y2  dx dy

h

0

x

0
 x2 y 2 dy dx

Ejercicios de repaso   Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los 
ejercicios con numeración impar.
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1035 Ejercicios de repaso

Volumen En los ejercicios 27 y 28, utilice una integral doble 
en coordenadas polares para hallar el volumen del sólido aco-
tado por las gráfi cas de las ecuaciones.

27. primer octante

28. z 25 x2 y2, z 0, x2 y2 16

z xy2, x2 y2 9,

Área En los ejercicios 29 y 30, utilice una integral doble para 
encontrar el área de la región sombreada.

.03.92 π
2

0

r = 2 sen 2θ

2

π
2

1 2 4
0

r = 2 + cos θ

Área En los ejercicios 31 y 32, trace una gráfi ca de la región 
acotada por las gráfi cas de las ecuaciones. Después utilice una 
integral doble para encontrar el área de la región. 

31.  Dentro de la cardioide r = 2 + 2 cos u y fuera del círculo r = 3. 

32.  Dentro de la cardioide r = 3 sen u y fuera del círculo r = 
1 + sen u.

33.  Área y volumen Considere la región R en el plano xy aco-

tado por la gráfi ca de la ecuación

 x2 y2 2 9 x2 y2 .

 (a)  Convierta la ecuación a coordenadas polares. Utilice una 
herramienta de grafi cación para trazar la gráfi ca de la 
ecuación.

 (b)  Use una integral doble para encontrar el área de la región R.
 (c)  Utilice un sistema algebraico por computadora para de-

terminar el volumen del sólido sobre la región R y bajo el 
hemisferio 

  z 9 x2 y2 .

34.  Convertir a coordenadas polares Combine la suma de 

las dos integrales iteradas en una sola integral iterada convirtien-

do a coordenadas polares. Evalúe la integral iterada resultante.

 

8 13

0

3x 2

0
xy dy dx

4

8 13
 

16 x2

0
xy dy dx

Determinar el centro de masa En los ejercicios 35 a 38, 
encuentre la masa y el centro de masa de la lámina acotada por 
las gráfi cas de las ecuaciones con la densidad dada. (Sugeren-
cia: Algunas de las integrales son más simples en coordenadas 
polares.)

35.

36.

37.

38. y 6 x, y 0, x 0, kx2

y 2x, y 2x3, x 0, y 0, kxy

y
2
x
, y 0, x 1, x 2, ky

y x3, y 0, x 2, kx

Determinar momentos de inercia y radios de giro En 
los ejercicios 39 y 40, determine y yIx, Iy, I0 , x,  para la lámina 
acotada por las gráfi cas de las ecuaciones

39.

40. kyx > 0,y 0,y 4 x2,

kxx a,x 0,y b,y 0,

Hallar el área de una superfi cie En los ejercicios 41 a 44, 
encuentre el área de la superfi cie dada por z = f(x, y) sobre la 
región R. (Sugerencia: Algunas de las integrales son más sim-
ples en coordenadas polares.)

41.

42.

43. f x, y 9 y2

R x, y : x2 y2 1

f x, y 8 4x 5y

R x, y :  x2 y2 25

f x, y 25 x2 y2

  R: triángulo limitado por las gráfi cas de las ecuaciones y = x, 
y = –x y y = 3.

44.  f x, y 4 x2 

  R: triángulo limitado por las gráfi cas de las ecuaciones y = x, 
y = –x y y = 2.

45.  Diseño de construcción Un nuevo auditorio es construi-

do con un cimiento en forma de un cuarto de un círculo de 

50 pies de radio. Así, se forma una región R limitada por la 

gráfi ca de

 x2 y2 502

  con x ≥ 0 y y ≥ 0. Las siguientes ecuaciones son modelos para 
el piso y el techo.

 

Piso:

Techo: z 20
xy

100

z
x y

5

 (a)  Calcule el volumen del cuarto, el cual es necesario para 
determinar los requisitos de calor y enfriamiento.

 (b)  Encuentre el área de superfi cie del techo.

46.  Área de una superfi cie El techo del escenario de un tea-

tro al aire libre en un parque se modela por

 
f x, y 25 1 e x2 y2 1000 cos2 x2 y2

1000  

  donde el escenario es un semicírculo acotado por las gráfi cas de 

 y y 0.y 502 x2

 (a)  Utilice un sistema algebraico por computadora para repre-
sentar gráfi camente la superfi cie.

 (b)  Utilice un sistema algebraico por computadora para 
aproximar la cantidad de pies cuadrados de techo requeri-
dos para cubrir la superfi cie.

Evaluar una integral triple iterada En los ejercicios 47 a 50, 
evalúe la integral triple iterada.

47.

48.
2

0

y

0

xy

0
y dz dx dy

4

0

1

0

2

0
2x y 4z  dy dz dx
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1036 Capítulo 14  Integración múltiple

49.

50.
3

0 2

5

2
z sen x  dy dx dz

a

0

b

0

c

0
 x2 y2 z2  dx dy dz

Aproximar una integral iterada usando tecnología En 
los ejercicios 51 y 52, utilice un sistema algebraico por compu-
tadora para aproximar la integral iterada.

51.

52.
2

0

4 x2

0

4 x2 y2

0
 xyz dz dy dx

1

1

1 x2

1 x2

1 x2 y2

1 x2 y2
 x2 y2  dz dy dx

Volumen En los ejercicios 53 y 54, use una integral triple 
para encontrar el volumen del sólido acotado por las gráfi cas 
de las ecuaciones.

53.

54. z 8 x y, z 0, y x, y 3, x 0

z xy, z 0, 0 x 3, 0 y 4

Cambiar el orden de integración En los ejercicios 55 y 56, 
dibuje el sólido cuyo volumen está dado por la integral iterada 
y reescriba la integral usando el orden de integración indicado. 

55.

Reescriba utilizando el orden

56.

Reescriba utilizando el orden dy dx dz.

6

0

6 x

0

6 x y

0
dz dy dx

dz dy dx.

1

0

y

0

1 x2

0
 dz dx dy

Masa y centro de masa En los ejercicios 57 y 58, encuentre 
la masa y las coordenadas indicadas del centro de masa de la 
región sólida Q de densidad R acotada por las gráfi cas de las 
ecuaciones.

57. Encuentre usando 

58. Encuentre usando

Q: z 5 y, z 0, y 0, x 0, x 5

x, y, z kx.y

Q: x y z 10, x 0, y 0, z 0

x, y, z k.x

Evaluar una integral iterada En los ejercicios 59 a 62, eva-
lúe la integral iterada.

59.

60.

61.

62.
4

0

4

0

cos 

0
cos  d  d  d

2

0

2

0

2

0

2 d  d  d

2

0

3

0

4 z

0
z dr dz d

3

0

3

0

4

0
r cos  dr d  dz

Aproximar una integral iterada usando tecnología En 
los ejercicios 63 y 64, utilice un sistema algebraico por compu-
tadora para aproximar la integral iterada.

63.

64.
2

0

2

0

cos 

0

2 cos  d  d  d

0

2

0

3

0
z 2 4 dz dr d

65.  Volumen Utilice coordenadas cilíndricas para encontrar el 

volumen del sólido acotado por z 8 x2 y2 y debajo por 
z x2 y2.

66.  Volumen Use coordenadas esféricas para encontrar el vo-

lumen del sólido acotado por x2 y2 z2 36 y debajo por 
z x2 y2.

Determinar un jacobiano En los ejercicios 67 a 70, encuen-
tre el jacobiano ∂(x, y)/∂(u, v) para el cambio de variables in-
dicado.

67.

68.

69.

70. x uv, y
v
u

y u cos v sen x u sen v cos ,

y u2 v2x u2 v2,

y 2u 3vx u 3v,

Evaluar una integral doble usando un cambio de varia-
bles En los ejercicios 71 a 74, utilice el cambio de variables 
indicado para evaluar la integral doble.

.27.17

x

R
(0, 2)

(1, 4)

(2, 2)

(1, 0)

y

1−1 2 3 4

1

3

4

5

x
1

1

2

2

3

3

4

4

R
(1, 2)

(2, 1)

(3, 2)

(2, 3)

y

x
1
4

u v , y
1
2

v uy
1
2

u vx
1
2

u v ,

R

16xy dA
R

 ln x y  dA

.47.37

x = 1

x
1

1

6

3

6

54

5

4

2
R

xy = 5

x = 5

y

xy = 1
x

R

(1, 3)

(1, 1)

(4, 4)

(4, 2)

y

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

y
v
u

x u,y
1
3

u vx u,

R

 
x

1 x2y2 dA
R

xy x2  dA
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1037 Solución de problemas

 1.  Volumen Encuentre el volumen del sólido de intersección 

de los tres cilindros x2 + z2 = 1, y2 + z2 = 1 y x2 + y2 = 1 (vea 

la fi gura).

y y
x x

z z

3

33

−3

−3

3

33

−3

−3

 2.  Área de una superfi cie Sean a, b, c y d números reales 

positivos. El primer octante del plano ax + by + cz = d se 

muestra en la fi gura. Demuestre que el área de la superfi cie de 

esta porción del plano es igual a 

 

A R
c

a2 b2 c2

  donde A(R) es el área de la región triangular R en el plano xy, 
como se muestra en la fi gura.

x
yR

z

 3.  Usar un cambio de variables La fi gura muestra la re-

gión R acotada por las curvas

 
y y

x2

4
.y

x2

3
y 2x,y x,

  Use el cambio de variables x = u1/3v2/3 y y = u2/3v1/3 para en-
contrar el área de la región R.

x

R
y =    x

y

y =   x21
3

y =   x21
4

y =    2x

 4.  Demostración Demuestre que lím
n→

 
1

0

1

0
 xnyn dx dy 0.

 5.  Deducir una suma Deduzca el famoso resultado de Euler 

que se mencionó en la sección 9.3

 n 1
 
1
n2

2

6

 completando cada uno de los pasos.

 (a)  Demuestre que

  

dv
2 u2 v2

1

2 u2 arctan 
v

2 u2
C.

 (b)  Demuestre que

  
I1

2 2

0

u

u

 
2

2 u2 v2 dv du
2

18

  Utilice la sustitución u 2 sen .

 (c)  Demuestre que

  
 4

2

6
 arctan 

1 sen 
cos 

 d

I2

2

2 2

u 2

u 2
 

2
2 u2 v2 dv du

  Use la sustitución u 2 sen .

 (d)  Demuestre la identidad trigonométrica 

  

1 sen 
cos 

tan
2
2

.

 (e)  Demuestre que

  
I2

2

2 2
 

u 2

u 2
 

2
2 u2 v2 dv du

2

9
.

 (f)  Utilice la fórmula para la suma de una serie geométrica 
infi nita para comprobar que

  n 1
 
1
n2

1

0

1

0
 

1
1 xy

 dx dy.

 (g)  Use el cambio de variables

  
y v

y x

2
u

x y

2

  para demostrar que

  n 1
 
1
n2

1

0

1

0
 

1
1 xy

 dx dy I1 I2

2

6
.
 

 6.  Evaluar una integral doble Evalúe la integral

  0 0
 

1
1 x2 y2 2 dx dy.

7.  Evaluar integrales dobles Evalúe las integrales

  
y

1

0

1

0
 

x y
x y 3 dy dx.

1

0

1

0
 

x y
x y 3 dx dy

  ¿Son los mismos resultados? ¿Por qué sí o por qué no?

8.  Volumen Demuestre que el volumen de un bloque esférico 

se puede aproximar por ∆V ≈ r2 sen f ∆r ∆f ∆u.

Solución de problemas    Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones 
trabajadas de los ejercicios con numeración impar.
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1038 Capítulo 14  Integración múltiple

Evaluar una integral En los ejercicios 9 y 10, evalúe la inte-
gral. (Sugerencia: Vea el ejercicio 65 en la sección 14.3.) 

9.

10.
1

0
ln 

1
x
 dx

0
x2e x2 dx

11.  Función de densidad conjunta Considere la función 

 

  
f x, y

ke x y a,

0,
    
x 0, y 0

demás

  Encuentre la relación entre las constantes positivas a y k tal que f 
es una función de densidad conjunta de las variables aleatorias 
continuas x y y.

12.  Volumen Encuentre el volumen del sólido generado al 

girar la región en el primer cuadrante limitado por y e x2
 

alrededor del eje y. Use este resultado para encontrar

  
e x2

 dx.

13.  Volumen y área superfi cial De 1963 a 1986, el volumen 

del lago Great Salt se triplicó, mientras que el área de su su-

perfi cie superior se duplicó. Consulte el artículo “Relations 

between Surface Area and Volume in Lakes”, de Daniel Cass 

y Gerald Wildenberg, en The College Mathematics Journal. 
Después, proporcione ejemplos de sólidos que tengan “niveles 

de agua” a y b tales que V(b) = 3V(a) y A(b) = 2A(a) (vea 

la fi gura), donde V es el volumen y A es el área. 

A(b)

A(a)

V(a)

V(b)

14.  Demostración El ángulo entre un plano P y el plano xy es u, 

donde 0 ≤ u ≤ p/2. La proyección de una región rectangular 

en P sobre el plano xy es un rectángulo en el que las longitudes 

de sus lados son ∆x y ∆y, como se muestra en la fi gura. Demues-

tre que el área de la región rectangular en P es sec u ∆x ∆y.

∆x

θ

θÁrea: sec ∆x∆y

Área en el plano xy: ∆x∆y

∆y

P

15.  Área de una superfi cie Utilice el resultado del ejercicio 

14 para ordenar los planos en orden creciente de sus áreas de 

superfi cie, en una región fi ja R del plano xy. Explique el orden 

elegido sin hacer ningún cálculo.

 

(a)

(b)

(c)

(d) z4 3 x 2y

z3 10 5x 9y

z2 5

z1 2 x

16.  Rociador Considere un césped circular de 10 pies de radio, 

como se muestra en la fi gura. Suponga que un rociador distri-

buye agua de manera radial de acuerdo con la fórmula

  
f r

r
16

r2

160

  (medido en pies cúbicos de agua por hora por pie cuadrado de 
césped), donde r es la distancia en pies al rociador. Encuentre 
la cantidad de agua que se distribuye en 1 hora en las dos regio-
nes anulares siguientes.

  B r, : 9 r 10, 0 2 }

A r, : 4 r 5, 0 2 }

  ¿Es uniforme la distribución del agua? Determine la cantidad 
de agua que recibe todo el césped en 1 hora.

4 ft

1 ft

AB

17.  Cambiar el orden de integración Dibuje el sólido cuyo 

volumen está dado por la suma de las integrales iteradas

 

6

0

3

z 2

y

z 2
 dx dy dz

6

0

12 z 2

3

6 y

z 2
 dx dy dz.

  Después escriba el volumen como una sola integral iterada en 
el orden dy dz dx.

18.  Volumen La fi gura muestra un sólido acotado por debajo 

con el plano z = 2 y por arriba con la esfera x2 + y2 + z2 = 8.

z

x

y22

4

−2

x2 + y2 + z2 = 8

 (a)  Encuentre el volumen del sólido usando coordenadas ci-
líndricas.

 (b)  Determine el volumen del sólido usando coordenadas es-
féricas.
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Un aplicación del rotacional 
(Ejemplo 3, p. 1118)

 15.1 Campos vectoriales
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de la trayectoria
 15.4 Teorema de Green
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 15.6 Integrales de superfi cie
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 15.8 Teorema de Stokes
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Análisis vectorial

Campo magnético terrestre (Ejercicio 83, p. 1050)

15-CH15-LARSON.indd 1039 04/12/14 21:59



1040 Capítulo 15  Análisis vectorial

  Comprender el concepto de un campo vectorial.
  Determinar si un campo vectorial es conservativo.
  Calcular el rotacional de un campo vectorial.
  Calcular la divergencia de un campo vectorial.

Campos vectoriales
En el capítulo 12 estudió funciones vectoriales que asignan un vector a un número real. 
Comprobó que las funciones vectoriales de números reales son útiles para representar 

curvas y movimientos a lo largo de una curva. En este capítulo estudiará otros dos tipos 

de funciones vectoriales que asignan un vector a un punto en el plano o a un punto en 
el espacio. Tales funciones se llaman campos vectoriales (campos de vectores), y son 

útiles para representar varios tipos de campos de fuerza y campos de velocidades.

Defi nición de un campo vectorial

Un campo vectorial sobre una región plana R es una función F que asigna un 

vector F(x, y) a cada punto en R.

Un campo vectorial sobre una región sólida Q en el espacio es una función F que 

asigna un vector F(x, y, z) a cada punto en Q.

Aunque un campo vectorial está constituido por infi nitos vectores, usted puede ob-

tener una idea aproximada de su estructura dibujando varios vectores representativos 

F(x, y), cuyos puntos iniciales son (x, y). 

El gradiente es un ejemplo de un campo vectorial. Por ejemplo, si

f x, y x2y 3xy3

entonces el gradiente de f

Campo vectorial en el plano2xy 3y3 i x2 9xy2 j

f x, y fx x, y i fy x, y j

es un campo vectorial en el plano. Del capítulo 13, la interpretación gráfi ca de este cam-

po es una familia de vectores, cada uno de los cuales apunta en la dirección de máximo 

crecimiento a lo largo de la superfi cie dada por z = f(x, y).

De manera similar, si

f x, y, z x2 y2 z2

entonces el gradiente de f

Campo vectorial en el espacio2x i 2yj 2zk

f x, y, z fx x, y, z i fy x, y, z j fz x, y, z k

es un campo vectorial en el espacio. Observe que las funciones componentes para este 

campo vectorial particular son 2x, 2y y 2z.

Un campo vectorial 

F x, y, z M x, y, z i N x, y, z j P x, y, z k

es continuo en un punto si y sólo si cada una de sus funciones componentes M, N y P es 

continua en ese punto.

15.1 Campos vectoriales
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1041 15.1  Campos vectoriales

Algunos ejemplos físicos comunes de campos vectoriales son los campos de velo-
cidades, los gravitatorios y los de fuerzas eléctricas.

1.  Un campo de velocidades describe el movimiento de un sistema de partículas en 

el plano o en el espacio. Por ejemplo, la fi gura 15.1 muestra el campo vectorial de-

terminado por una rueda que gira en un eje. Observe que los vectores velocidad los 

determina la localización de sus puntos iniciales, cuanto más lejano está un punto 

del eje, mayor es su velocidad. Otros campos de velocidad están determinados por 

el fl ujo de líquidos a través de un recipiente o por el fl ujo de corrientes aéreas alre-

dedor de un objeto móvil, como se muestra en la fi gura 15.2.

2.  Los campos gravitatorios los defi ne la ley de la gravitación de Newton, que esta-

blece que la fuerza de atracción ejercida en una partícula de masa m1 localizada en 

(x, y, z) por una partícula de masa m2 localizada en (0, 0, 0) está dada por

   
F x, y, z

Gm1m2

x2 y2 z2 u

 donde G es la constante gravitatoria y u es el vector unitario en la dirección del ori-

gen a (x, y, z). En la fi gura 15.3 se puede ver que el campo gravitatorio F tiene las 

propiedades de que todo vector F(x, y, z) apunta hacia el origen, y que la magnitud 

de F(x, y, z) es la misma en todos los puntos equidistantes del origen. Un campo 

vectorial con estas dos propiedades se llama un campo de fuerzas central. Utili-

zando el vector posición

   r x i yj zk

 para el punto (x, y, z), se puede expresar el campo gravitatorio F como 

   

Gm1m2

r 2 u.F x, y, z
Gm1m2

r 2

r
r

3.  Los campos de fuerzas eléctricas se defi nen por la ley de Coulomb, que establece 

que la fuerza ejercida en una partícula con carga eléctrica q1 localizada en (x, y, z) 

por una partícula con carga eléctrica q2 localizada en (0, 0, 0) está dada por 

   
F x, y, z

cq1q2

r 2 u

 donde u r rr x i yj zk, , y c es una constante que depende de la elec-

ción de unidades para ||r||, q1 y q2.

Observe que un campo de fuerzas eléctricas tiene la misma forma que un campo 

gravitatorio. Es decir,

F x, y, z
k
r 2 u

Tal campo de fuerzas se llama un campo cuadrático inverso.

Defi nición de campo cuadrático inverso

Sea r t x t i y t j z t k un vector posición. El campo vectorial F es un 

campo cuadrático inverso si

F x, y, z
k
r 2 u

donde k es un número real 

u
r
r

es un vector unitario en la dirección de r.

Rueda rotante.

Figura 15.1

Campo de velocidades

Campo vectorial de flujo del aire.
Figura 15.2

x

y

m
1
 está localizada en (x, y, z).

m
2
 está localizada en (0, 0, 0).

(x, y, z)

z

Campo de fuerzas gravitatorio.
Figura 15.3
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1042 Capítulo 15  Análisis vectorial

Como los campos vectoriales constan de una cantidad infi nita de vectores, no es posible 

hacer un dibujo de todo el campo completo. En lugar de esto, cuando esboza un campo vec-

torial, su objetivo es dibujar vectores representativos que lo ayuden a visualizar el campo.

EJEMPLO 1  Dibujar un campo vectorial

Dibuje algunos vectores del campo vectorial dado por

F x, y yi xj.

Solución Podría trazar los vectores en varios puntos del plano al azar. Sin embar-

go, es más ilustrativo trazar vectores de magnitud igual. Esto corresponde a encontrar 

curvas de nivel en los campos escalares. En este caso, vectores de igual magnitud se 

encuentran en círculos 

Vectores de longitud

Ecuación del círculox2 y2 c2

x2 y2 c

cF c

Para empezar a hacer el dibujo, elija un valor de c y dibuje varios vectores en la circunferencia 

resultante. Por ejemplo, los vectores siguientes se encuentran en la circunferencia unitaria.

Punto

F 0, 1 i0, 1

F 1, 0 j1, 0

F 0, 1 i0, 1

F 1, 0 j1, 0

Vector

En la fi gura 15.4 se muestran estos y algunos otros vectores del campo vectorial. Obser-

ve en la fi gura que este campo vectorial es parecido al dado por la rueda giratoria que se 

muestra en la fi gura 15.1.

EJEMPLO 2  Dibujar un campo vectorial

Dibuje algunos vectores en el campo vectorial dado por

F x, y 2xi yj.

Solución Para este campo vectorial, los vectores 

de igual longitud están sobre las elipses dadas por

2x 2 y 2 c

F c

lo cual implica que

Ecuación de la elipse4x2 y2 c2.

Para c = 1, dibuje varios vectores 2xi + yj de 

magnitud 1 en puntos de la elipse dada por

4x2 y2 1.

Para c = 2, dibuje varios vectores de magnitud 2 

en puntos de la elipse dada por

4x2 y2 4.

Estos vectores se muestran en la fi gura 15.5.

TECNOLOGÍA Puede usar un sistema algebraico por computadora para trazar 

la gráfi ca de los vectores en un campo vectorial. Si tiene acceso a un sistema alge-

braico por computadora, utilícelo para trazar la gráfi ca de varios vectores represen-

tativos para el campo vectorial del ejemplo 2. 

3

31

2

1

x

F(x, y) = −yi + xj
Campo vectorial: 

y

Figura 15.4

 Campo vectorial:
F(x, y) = 2xi + yj

x
2− 32−3−4

−4

−3

4

3
c = 2

c = 1

y

Figura 15.5
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1043 15.1  Campos vectoriales

EJEMPLO 3  Dibujar un campo vectorial

Dibuje algunos vectores en el campo de velocidad dado por

v x, y, z 16 x2 y2 k

donde x2 + y2 ≤ 16. 

Solución Imagine que v describe la velocidad de un fl uido a través de un tubo de ra-

dio 4. Los vectores próximos al eje z son más largos que aquellos cercanos al borde del 

tubo. Por ejemplo, en el punto (0, 0, 0), el vector velocidad es v(0, 0, 0) = 16k, mientras 

que en el punto (0, 3, 0), el vector velocidad es v(0, 3, 0) = 7k. La fi gura 15.6 muestra 

estos y varios otros vectores para el campo de velocidades. De la fi gura, observe que la 

velocidad del fl uido es mayor en la zona central que en los bordes del tubo. 

Campos vectoriales conservativos
Observe en la fi gura 15.5 que todos los vectores parecen ser normales a la curva de ni-

vel de la que emergen. Debido a que ésta es una propiedad de los gradientes, es natural 

preguntar si el campo vectorial dado por 

F x, y 2x i yj

es el gradiente de alguna función derivable f. La respuesta es que algunos campos vecto-

riales, denominados campos vectoriales conservativos, pueden representarse como los 

gradientes de funciones derivables, mientras que algunos otros no pueden.

Defi nición de campos vectoriales conservativos

Un campo vectorial F se llama conservativo si existe una función diferenciable f tal 

que F = ∇f. La función f se llama función potencial para F.

EJEMPLO 4  Campos vectoriales conservativos

a.  El campo vectorial dado por F x, y 2x i yj es conservativo. Para comprobarlo, 

considere la función potencial f x, y x2 1
2 y2. Como

   f 2x i yj F

 se deduce que F es conservativo.

b.  Todo campo cuadrático inverso es conservativo. Para comprobarlo, sea

 

y

donde Ya que

k
r 2 u

k
r 2

r
r

k
x2 y2 z2

x i yj zk
x2 y2 z2

f
kx

x2 y2 z2 3 2 i
ky

x2 y2 z2 3 2 j
kz

x2 y2 z2 3 2 k

u r r .

f x, y, z
k

x2 y2 z2
F x, y, z

k
r 2 u

 se deduce que F es conservativo. 

x

y

Campo vectorial:
v(x, y, z) = (16 − x2 − y2)k

44

16

z

Figura 15.6
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1044 Capítulo 15  Análisis vectorial

Como puede ver en el ejemplo 4(b), muchos campos vectoriales importantes, in-

cluyendo campos gravitatorios y de fuerzas eléctricas, son conservativos. Gran parte de 

la terminología introducida en este capítulo viene de la física. Por ejemplo, el término 

“conservativo” se deriva de la ley física clásica de la conservación de la energía. Esta 

ley establece que la suma de la energía cinética y la energía potencial de una partícula 

que se mueve en un campo de fuerzas conservativo es constante. (La energía cinética de 

una partícula es la energía debida a su movimiento, y la energía potencial es la energía 

debida a su posición en el campo de fuerzas.)

El teorema siguiente da una condición necesaria y sufi ciente para que un campo 

vectorial en el plano sea conservativo.

TEOREMA 15.1 Criterio para campos vectoriales conservativos 
en el plano

Sean M y N dos funciones con primeras derivadas parciales continuas en un disco 

abierto R. El campo vectorial dado por F(x, y) = Mi + Nj es conservativo si y sólo si

N
x

M
y

.

Demostración Para demostrar que la condición dada es necesaria para que F sea 

conservativo, suponga que existe una función potencial f tal que

F x, y f x, y Mi Nj.

Entonces tiene

fyx x, y
N
x

fy x, y N

fxy x, y
M
y

fx x, y M

y, por la equivalencia de derivadas parciales mixtas fxx y fyy puede concluir que ∂N/∂x = 

∂M/∂y para todo (x, y) en R. La sufi ciencia de la condición se demuestra en la sección 15.4.

Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostración. 

EJEMPLO 5   Probar campos vectoriales conservativos 
en el plano

Decida si el campo vectorial dado por F es conservativo

.b.a F x, y 2xi yjF x, y x2yi xyj

Solución

a.  El campo vectorial dado por 

 F x, y x2yi xyj

 no es conservativo porque

 
y

N
x x

xy y.
M
y y

x2y x2

b.  El campo vectorial dado por 

 F x, y 2x i yj

 es conservativo porque

 
y

N
x x

y 0.
M
y y

2x 0
 

COMENTARIO El teore-

ma 15.1 es válido en dominios 

simplemente conexos. Una 

región plana R es simplemente 

conexa si cada curva cerra-

da simple en R encierra sólo 

puntos que están en R. (Vea la 

fi gura 15.26 en la sección 15.4.)
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1045 15.1  Campos vectoriales

El teorema 15.1 le permite decidir si un campo vectorial es o no conservativo, pero 

no le dice cómo encontrar una función potencial de F. El problema es comparable al 

de la integración indefi nida. A veces puede encontrar una función potencial por simple 

inspección. Así, en el ejemplo 4 observe que

f x, y x2 1
2
y2

tiene la propiedad de que 

f x, y 2x i yj.

EJEMPLO 6  Calcular una función potencial para F(x, y)

Encuentre una función potencial para

F x, y 2xyi x2 y j.

Solución Del teorema 15.1 se deduce que F es conservativo porque

y
x
x2 y 2x.

y
2xy 2x

Si f es una función cuyo gradiente es igual a F(x, y), entonces

f x, y 2xyi x2 y j

lo cual implica que

y

fy x, y x2 y.

fx x, y 2xy

Para reconstruir la función f de estas dos derivadas parciales, integre fx(x, y) respecto a x

f x, y fx x, y dx  2xy dx x2y g y

e integre fy(x, y), respecto a y

f x, y fy x, y dy x2 y dy x2y
y2

2
h x .

Observe que g(y) es constante con respecto a x y h(x) es constante con respecto a y. Para 

hallar una sola expresión que represente f(x, y), sea

y h x K.g y
y2

2

Entonces, puede escribir

x2y
y2

2
K.

f x, y x2y g y K

Puede comprobar este resultado formando el gradiente de f. Verá que es igual a la fun-

ción original F. 

Observe que la solución en el ejemplo 6 es comparable a la dada por una integral 

indefi nida. Es decir, la solución representa a una familia de funciones potenciales, dos 

de las cuales difi eren por una constante. Para hallar una solución única, tendría que fi jar 

una condición inicial que deba satisfacer la función potencial.
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1046 Capítulo 15  Análisis vectorial

Rotacional de un campo vectorial
El teorema 15.1 tiene un equivalente para campos vectoriales en el espacio. Antes de esta-

blecer ese resultado, se da la defi nición del rotacional de un campo vectorial en el espacio.

Defi nición del rotacional de un campo vectorial

esLa rot de

P
y

N
z

i
P
x

M
z

j
N
x

M
y

k.

rot F x, y, z F x, y, z

F x, y, z Mi Nj Pk

Si rot F = 0, entonces se dice que F es un campo irrotacional.

La notación de producto vectorial usada para el rotacional proviene de ver el gra-

diente ∇f como el resultado del operador diferencial que actúa sobre la función f. En 

este contexto, utilice la siguiente forma de determinante como ayuda mnemotécnica 

para recordar la fórmula para el rotacional

P
y

N
z

i
P
x

M
z

j
N
x

M
y

k

i

x

M

j

y

N

k

z

P

rot  F x, y, z F x, y, z

EJEMPLO 7  Calcular el rotacional de un campo vectorial

Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo.

Encuentre rot F para el campo vectorial 

F x, y, z 2xyi x2 z2 j 2yzk.

¿Es F irrotacional?

Solución El rotacional de F está dado por

0.

2z 2z i 0 0 j 2x 2x k

y

x2 z2

z

2yz
i x

2xy

z

2yz
j x

2xy

y

x2 z2

k

i

x

2xy

j

y

x2 z2

k

z

2yz

rot F x, y, z F x, y, z

Como rot F = 0, F es irrotacional. 

TECNOLOGÍA Algunos sistemas algebraicos por computadora tienen una 

instrucción que se puede utilizar para encontrar el rotacional de un campo vec-

torial. Si tiene acceso a un sistema algebraico por computadora que tenga dicha 

instrucción, úsela para encontrar el rotacional del campo vectorial en el ejemplo 7.
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1047 15.1  Campos vectoriales

Más adelante, en este capítulo, se asignará una interpretación física al rotacional de 

un campo vectorial. Pero por ahora, el uso primario del rotacional se muestra en la si-

guiente prueba para campos vectoriales conservativos en el espacio. El criterio establece 

que para un campo vectorial en el espacio, el rotacional es 0 en cada punto en el dominio 

si y sólo si F es conservativo. La demostración es similar a la dada para el teorema 15.1

TEOREMA 15.2 Criterio para campos vectoriales conservativos 
en el espacio

Suponga que M, N y P tienen primeras derivadas parciales continuas en una esfera 

abierta Q en el espacio. El campo vectorial dado por

F x, y, z Mi Nj Pk

es conservativo si y sólo si

rot  F x, y, z 0.

Es decir, F es conservativo si y sólo si

y
N
x

M
y

.
P
x

M
z

P
y

N
z

,

Del teorema 15.2, puede ver que el campo vectorial del ejemplo 7 es conservativo, 

ya que rot F(x, y, z) = 0. Demuestre que el campo vectorial

F x, y, z x3y2z i x2zj x2yk

no es conservativo, puede hacer esto al demostrar que su rotacional es

rot  F x, y, z x3y2 2xy j 2xz 2x3yz k 0.

Para los campos vectoriales en el espacio que satisfagan el criterio y sean, por tanto, 

conservativos, puede encontrar una función potencial siguiendo el mismo modelo utili-

zado en el plano (como se demostró en el ejemplo 6).

EJEMPLO 8  Calcular una función potencial para F (x, y, z)

Encuentre una función potencial para 

F x, y, z 2xyi x2 z2 j 2yzk.

Solución Del ejemplo 7 sabe que el campo vectorial dado por F es conservativo. Si f 
es una función tal que F(x, y, z) = ∇f(x, y, z), entonces

y fz x, y, z 2yzfy x, y, z x2 z2fx x, y, z 2xy,

e integrando separadamente respecto a x, y y z obtiene

f x, y, z P dz  2yz dz yz2 k x, y .

f x, y, z N dy x2 z2 dy x2y yz2 h x, z

f x, y, z M dx  2xy dx x2y g y, z

Comparando estas tres versiones de f(x, y, z), puede concluir que

y k x, y x2y K.h x, z Kg y, z yz2 K,

Por tanto f(x, y, z) está dada por

f x, y, z x2y yz2 K.

COMENTARIO El teore-

ma 15.2 es válido para domi-

nios simplemente conectados 
en el espacio. Un dominio sim-

plemente conexo en el espacio 

es un dominio D para el cual 

cada curva simple cerrada en 

D se puede reducir a un punto 

en D sin salirse de D (ver la 

sección 15.4).

COMENTARIO Los 

ejemplos 6 y 8 son las ilustra-

ciones de un tipo de problemas 

llamados reconstrucción de una 
función a partir de su gradien-
te. Si decide tomar un curso 

en ecuaciones diferenciales, 

estudiará otros métodos para 

resolver este tipo de problemas. 

Un método popular da una 

interacción entre las “integra-

ciones parciales” sucesivas y las 

derivaciones parciales.
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1048 Capítulo 15  Análisis vectorial

Divergencia de un campo vectorial
Ha visto que el rotacional de un campo vectorial F es a su vez un campo vectorial. Otra 

función importante defi nida en un campo vectorial es la divergencia, que es una función 

escalar.

Defi nición de divergencia de un campo vectorial

La divergencia de F(x, y) = Mi + Nj es

Planodiv F x, y F x, y
M
x

N
y

.

La divergencia de F(x, y) = Mi + Nj + Pk es

Espaciodiv F x, y, z F x, y, z
M
x

N
y

P
z

.

Si div F = 0, entonces se dice que F es de divergencia nula.

La notación de producto escalar usada para la divergencia proviene de considerar ∇ 

como un operador diferencial, como sigue

M
x

N
y

P
z

F x, y, z
x

i
y

j
z

k M i N j Pk

EJEMPLO 9  Divergencia de un campo vectorial

Encuentre la divergencia en (2, 1, –1) para el campo vectorial

F x, y, z x3y2zi x2zj x2yk.

Solución La divergencia de F es

div F x, y, z
x
x3y2z

y
x2z

z
x2y 3x2y2z.

En el punto (2, 1, –1) la divergencia es

div F 2, 1, 1 3 22 12 1 12.

La divergencia puede verse como un tipo de derivadas de F ya que, para campos de 

velocidades de partículas, mide el ritmo de fl ujo de partículas por unidad de volumen 

en un punto. En hidrodinámica (el estudio del movimiento de fl uidos), un campo de 

velocidades de divergencia nula se llama incompresible. En el estudio de electricidad y 

magnetismo, un campo vectorial de divergencia nula se llama el solenoidal.
Hay muchas propiedades importantes de la divergencia y el rotacional de un campo 

vectorial F [vea el ejercicio 77(a)–(g)]. Se establece una de uso muy frecuente en el 

teorema 15.3. En el ejercicio 77(h) se le pide demostrar este teorema.

TEOREMA 15.3 Divergencia y rotacional

Si F(x, y, z) = Mi + Nj + Pk es un campo vectorial, y M, N y P tienen segundas 

derivadas parciales continuas, entonces

div rot  F 0.

TECNOLOGÍA Algunos 

sistemas de álgebra compu-

tacional tienen una instrucción 

que se puede utilizar para 

localizar la divergencia de un 

campo vectorial. Si tiene acceso 

a un sistema algebraico por 

computadora que tiene dicha 

instrucción, úselo en el ejem-

plo 9 para encontrar la diver-

gencia del campo vectorial.

15-CH15-LARSON.indd 1048 04/12/14 21:59



1049 15.1  Campos vectoriales

Relacionar En los ejercicios 1 a 4, asocie el campo vectorial 
con su gráfi ca. [Las gráfi cas se marcan (a), (b), (c) y (d).]

)b()a(

)d()c(

.2.1

.4.3 F x, y x i 3yjF x, y y i xj

F x, y x jF x, y y i

x

5

−5

5

y

x

5

5

y

x

6

6

−6

−6

y

x

−5

5

y

Dibujar un campo vectorial En los ejercicios 5 a 10, calcule 
||F|| y dibuje varios vectores representativos del campo vectorial.

.6.5

.8.7

.01.9 F x, y, z x i yj zkF x, y, z i j k

F x, y y i xjF x, y, z 3yj

F x, y y i 2x jF x, y i j

Trazar la gráfi ca de un campo vectorial En los ejercicios 
11 a 14, utilice un sistema algebraico por computadora para 
representar gráfi camente varios vectores representativos del 
campo vectorial.

.21.11

13.

14. F x, y, z x, y, z

F x, y, z
x i yj zk
x2 y 2 z 2

F x, y 2y x, 2y xF x, y 1
8 2xyi y 2j

Determinar un campo vectorial conservativo En los ejer-
cicios 15 a 24, determine el campo vectorial conservativo para 
la función potencial, encontrando su gradiente.

.61.51

.81.71

.02.91

.22.12

.42.32 h x, y, z x arcsen yzh x, y, z xy ln x y

g x, y, z
y
z

z
x

xz
y

g x, y, z z yex
2

f x, y, z x2 4y2 z2f x, y, z 6xyz

g x, y sen 3x cos 4yg x, y 5x2 3xy y 2

f x, y x2 1
4 y

2f x, y x2 2y2

Comprobar que un campo vectorial es conservativo En 
los ejercicios 25 a 32, compruebe que el campo vectorial es con-
servativo.

.62.52 F x, y
1
x2 yi xjF x, y xy2i x 2yj

.82.72

.03.92

31.

32. F x, y
1

1 xy
yi xj

F x, y
1

x2 y2
i j

F x, y
2
y2 e

2x y yi xjF x, y
1
xy

yi xj

F x, y 5y2 yi 3xjF x, y sen y i x cos yj

Determinar una función potencial En los ejercicios 33 a 
42, determine si el campo vectorial es conservativo. Si es así, 
calcule una función potencial para el campo vectorial. 

.43.33

.63.53

.83.73

.04.93

41.

42. F x, y
2xi 2yj
x2 y 2 2

F x, y ex cos yi sen yj

F x, y
xi yj
x2 y 2F x, y

2y
x

i
x2

y 2 j

F x, y
1
y2 yi 2xjF x, y 15y3i 5xy2j

F x, y xex
2y 2yi xjF x, y 2xyi x2j

F x, y 3x2y2 i 2x3yjF x, y yi xj

Determinar el rotacional de un campo vectorial En los 
ejercicios 43 a 46, determine rot F para el campo vectorial para 
el punto dado.
43.

44.

45.

46. 3, 2, 0F x, y, z e xyz i j k ;

0, 0, 1F x, y, z ex sen yi ex cos yj;

2, 1, 3F x, y, z x2zi 2xzj yzk;

2, 1, 3F x, y, z xyzi xyz j xyzk;

Determinar el rotacional de un campo vectorial En los 
ejercicios 47 a 50, use un sistema algebraico para determinar el 
rotacional del campo vectorial.

47.

48.

49.

50. F x, y, z x2 y 2 z 2 i j k

F x, y, z sen x y i sen y z j sen z x k

F x, y, z
yz

y z
i

xz
x z

j
xy

x y
k

F x, y, z arctan
x
y

i ln x2 y 2 j k

Determinar una función potencial En los ejercicios 51 a 
56, determine si el campo vectorial F es conservativo. Si lo es, 
calcule una función potencial para el campo vectorial. 
51.

52.

53.

54.

55.

56. F x, y, z
x

x2 y 2 i
y

x2 y 2 j k

F x, y, z
z
y

i
xz
y 2 j

x
y

k

F x, y, z yezi ze xj xeyk

F x, y, z sen zi sen xj sen yk

F x, y, z y2z3i 2xyz3j 3xy2z2k

F x, y, z xy2z2i x2yz2j x2y2zk

15.1 Ejercicios   Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios 
con numeración impar.
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1050 Capítulo 15  Análisis vectorial

Determinar la divergencia de un campo vectorial En los 
ejercicios 57 a 60, determine la divergencia del campo vectorial F.

57.

58.

59.

60. F x, y, z ln x2 y 2 i xyj ln y 2 z2 k

F x, y, z sen x i cos yj z2k

F x, y xex i yeyj

F x, y x2 i 2y 2j

Determinar la divergencia de un campo vectorial En los 
ejercicios 61 a 64, calcule la divergencia del campo vectorial F 
en un punto dado.
61.

62.

63.

64. 3, 2, 1F x, y, z ln xyz i j k ;

3, 0, 0F x, y, z ex sen yi ex cos yj z2k;

2, 1, 3F x, y, z x2z i 2xzj yzk;

2, 1, 1F x, y, z xyzi xyj zk;

DESARROLLO DE CONCEPTOS

65.  Campo vectorial Defi na un campo vectorial en el pla-

no y en el espacio. Dé algunos ejemplos físicos de campos 

vectoriales.

66.  Campo vectorial conservativo ¿Qué es un campo 

vectorial conservativo y cuál es su criterio en el plano y en 

el espacio?

67.  Rotacional Defi na el rotacional de un campo vectorial.

68.  Divergencia Defi na la divergencia de un campo vecto-

rial en el plano y en el espacio.

Rotacional de un producto cruz En los ejercicios 69 y 70, 
calcular el rotacional (F × G) = ∇ × (F × G).

.07.96

G x, y, z x2i yj z 2kG x, y, z x i yj zk

F x, y, z x i zkF x, y, z i 3xj 2yk

Rotacional del rotacional de un campo vectorial En los 
ejercicios 71 y 72, encuentre rot(rot F) = ∇×(∇ × F).

71.

72. F x, y, z x2zi 2xz j yzk

F x, y, z xyzi yj zk

Divergencia de un producto cruz En los ejercicios 73 y 74, 
hallar div(F × G) = ∇×(F × G).

.47.37

G x, y, z x2i yj z2kG x, y, z x i yj zk

F x, y, z x i zkF x, y, z i 3xj 2yk

Divergencia del rotacional de un campo vectorial En los 
ejercicios 75 y 76, encuentre div(rot F) = ∇×(∇ × F).

75.

76. F x, y, z x2zi 2xz j yzk

F x, y, z xyzi yj zk

77.  Demostración En los incisos (a)-(h), demuestre la propie-

dad para los campos vectoriales F y G y la función escalar f. 
(Suponga que las derivadas parciales requeridas son continuas.)

 

(a)

(b)

(c)

(d) div F G rot  F G F rot  G

div F G div F div G

rot f f 0

rot F G rot  F rot  G

 

(e)

(f)

(g)

(h) div rot  F 0

div f F f div F f F

f F f F f F

f F F

(Teorema 15.3)

¿CÓMO LO VE? Varios vectores representativos en 

los campos vectoriales

 
y G x, y

xi yj
x2 y2

F x, y
xi yj
x2 y2

  se muestran a continuación. Explique cualquier simili-
tud o diferencia en los campos vectoriales.

−2−4 2 4

−2
−3
−4

2
3
4

x

y

G(x, y) = 

Campo vectorial:
xi − yj

x2 + y2

−2−3−4 2 3 4

−2
−3
−4

2
3
4

x

y

F(x, y) = 

Campo vectorial:
xi + yj

x2 + y2

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 79 a 82, determine si 
el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué 
o dé un ejemplo que demuestre su falsedad.

79.  Si F(x, y) = 4xi – y2j, entonces ||F(x, y)|| → 0 cuando (x, y) → 
(0, 0).

80.  Si F(x, y) = 4xi – y2j y (x, y) está en el eje y positivo, entonces 
el vector apunta en la dirección y negativa.

81.  Si f es un campo escalar, entonces el rotacional de f tiene sentido.

82.  Si F es un campo vectorial y rot F = 0, entonces F es irrotacio-
nal, pero no conservativo.

83.  Campo magnético de la Tierra

Una sección transversal 
del campo magnético 
se puede represen-
tar como un campo 
vectorial en el que el 
centro de la Tierra está 
ubicado en el origen y 
los puntos positivos del 
eje y en la dirección del 
polo norte magnético. 
La ecuación para este 
campo es

 

m
x2 y2 5 2 3xyi 2y2 x2)j

F x, y M x, y i N x, y j

donde m es el momento magnético de la Tierra. Demues-
tre que este campo vectorial es conservativo.

Thufi r/Big Stock Photo
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1051 15.2  Integrales de línea

  Comprender y utilizar el concepto de curva suave por partes.
  Expresar y evaluar una integral de línea.
  Expresar y evaluar una integral de línea de un campo vectorial.
  Expresar y calcular una integral de línea en forma diferencial.

Curvas suaves por partes
Una propiedad clásica de los campos gravitacionales es que, sujeto a ciertas restriccio-

nes físicas, el trabajo realizado por la gravedad sobre un objeto que se mueve entre dos 

puntos en el campo es independiente de la trayectoria que siga el objeto. Una de las 

restricciones es que la trayectoria debe ser una curva suave por partes. Recuerde que 

una curva plana C dada por

a t br t x t i y t j,

es suave si

y
dy
dt

dx
dt

son continuas en [a, b] y no simultáneamente 0 en (a, b). Similarmente, una curva C en 

el espacio dada por

a t br t x t i y t j z t k,

es suave si

y
dz
dt

dy
dt

dx
dt

,

son continuas en [a, b] y no simultáneamente 0 en (a, b). Una curva C es suave por 
partes si el intervalo [a, b] puede dividirse en un número fi nito de subintervalos, en cada 

uno de los cuales C es suave.

EJEMPLO 1  Hallar una parametrización suave por partes

Encuentre una parametrización suave por partes de la gráfi ca C que se muestra en la 

fi gura 15.7.

Solución Como C consta de tres segmentos de recta C1, C2 y C3, puede construir una 

parametrización suave de cada segmento y unirlas haciendo que el último valor de t en 

Ci coincida con el primer valor de t en Ci+1.

2 t 3z t t 2,y t 2,C3: x t 1,

1 t 2z t 0,y t 2,C2: x t t 1,

0 t 1z t 0,y t 2t,C1: x t 0,

Por tanto, C está dada por

r t
2tj,
t 1 i 2j,
i 2j t 2 k,

0 t 1
1 t 2
2 t 3

.

Como C1, C2 y C3 son suaves, se deduce que C es suave por partes. 

Recuerde que la parametrización de una curva induce una orientación de la curva. 

Así, en el ejemplo 1, la curva está orientada de manera que la dirección positiva va desde 

(0, 0, 0), siguiendo la curva, hasta (1, 2, 1). Trate de obtener una parametrización que 

induzca la orientación opuesta

x

y

1

1

C1

C2

C3

(0, 0, 0) (1, 2, 1)

(0, 2, 0)

(1, 2, 0)

C = C1 + C2 + C3

z

Figura 15.7

15.2 Integrales de línea

JOSIAH WILLARD GIBBS 
(1839-1903)

Muchos físicos y matemáticos 
han contribuido a la teoría y a 
las aplicaciones descritas en este 
capítulo, Newton, Gauss, Laplace, 
Hamilton y Maxwell, entre otros. Sin 
embargo, el uso del análisis vectorial 
para describir estos resultados se 
atribuye principalmente al físico 
matemático estadounidense Josiah 
Willard Gibbs.
Ver LarsonCalculus.com para leer 
más acerca de esta biografía.

The Granger Collection
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1052 Capítulo 15  Análisis vectorial

Integrales de línea
Hasta ahora en el texto ha estudiado varios tipos de integrales. Para una integral simple

Integre sobre el intervalo [a, b].

b

a

f x dx

integre sobre el intervalo [a, b]. De manera similar, en las integrales dobles

Integre sobre la región R.
R

f x, y dA

integre sobre la región R del plano. En esta sección estudiará un nuevo tipo de integral 

llamada integral de línea

Integre sobre una curva C.
C

f x, y ds

en la que integra sobre una curva C suave por partes. (Esta terminología es un poco des-

afortunada, este tipo de integral quedará mejor descrita como integral de curva.)

Para introducir el concepto de una integral de línea, considere la masa de un cable 

de longitud fi nita, dado por una curva C en el espacio. La densidad (masa por unidad de 

longitud) del cable en el punto (x, y, z) está dada por f(x, y, z). Se particiona la curva C 
mediante los puntos

P0, P1, .  .  . , Pn

produciendo n subarcos, como se muestra en 

la fi gura 15.8. La longitud del i-ésimo subarco 

está dada por ∆si. A continuación, elija un pun-

to (xi, yi, zi) en cada subarco. Si la longitud de 

cada subarco es pequeña, la masa total del cable 

puede ser aproximada por la suma

Masa del alambre
n

i 1
f xi, yi, zi si.

Si ||∆|| denota la longitud del subarco más largo 

y se hace que ||∆|| se aproxime a 0, parece razonable que el límite de esta suma se aproxi-

me a la masa del cable. Esto conduce a la defi nición siguiente.

Defi nición de integral de línea

Si f está defi nida en una región que contiene una curva suave C de longitud fi nita, 

entonces la integral de línea de f a lo largo de C está dada por

Plano

o

Espacio
C

f x, y, z ds lím
→0

n

i 1
f xi, yi, zi si

C

f x, y ds lím
→0

n

i 1
f xi, yi si

siempre que este límite exista.

Como sucede con las integrales analizadas en el capítulo 14, para evaluar una in-

tegral de línea es útil convertirla en una integral defi nida. Puede demostrarse que si f es 

continua, el límite dado arriba existe y es el mismo para todas las parametrizaciones 

suaves de C.

x
y

P0

P1
P2

Pi

Pi − 1
Pn − 1

Pn
∆si

(xi, yi , zi)

C

z

Partición de la curva 
Figura 15.8

C.
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1053 15.2  Integrales de línea

Para evaluar una integral de línea sobre una curva plana C dada por r(t) = x(t)i + 

y(t)j, utilice el hecho de que

ds r t dt x t 2 y t 2 dt.

Para una curva en el espacio hay una fórmula similar, como se indica en el teorema 15.4.

TEOREMA 15.4 Evaluar una integral de línea como integral defi nida

Sea f continua en una región que contiene una curva suave C. Si C está dada por 

r(t) = x(t)i + y(t)j, donde a ≤ t ≤ b, entonces

C

f x, y ds
b

a

f x t , y t x t 2 y t 2 dt.

Si C está dada por r(t) = x(t)i + y(t)j + z(t)j, donde a ≤ t ≤ b, entonces 

C

f x, y, z ds
b

a

f x t , y t , z t x t 2 y t 2 z t 2 dt.

Observe que si f(x, y, z) = 1, entonces la integral de línea proporciona la longitud 

de arco de la curva C, como se defi nió en la sección 12.5. Es decir

C

 1 ds
b

a

r t dt longitud de la curva C.

EJEMPLO 2  Evaluar una integral de línea

Evalúe

C

x2 y 3z ds

donde C es el segmento de recta que se muestra en la fi gura 15.9.

Solución Para empezar, exprese la ecuación de la recta en forma paramétrica

y z t,  0 t 1.x t,  y 2t

Por tanto, x′(t) = 1, y′(t) = 2 y z′(t) = 1, lo que implica que

x t 2 y t 2 z t 2 12 22 12 6.

Así, la integral de línea toma la forma siguiente

5 6
6

6
t3

3
t2

2

1

0

6
1

0
t2 t dt

C

x2 y 3z ds
1

0
t2 2t 3t 6 dt

En el ejemplo 2, el valor de la integral de línea no depende de la parametrización 

del segmento de recta C, con cualquier parametrización suave se obtendrá el mismo va-

lor. Para convencerse de esto, pruebe con alguna otra parametrización, como por ejemplo 

x = 1 + 2t, y = 2 + 4t y z = 1 + 2t, – 12 ≤ t ≤ 0, o x = –t, y = –2t y z = –t, –1 ≤ t ≤ 0.

x

y

1

1

1

2

C(0, 0, 0) (1, 2, 1)

z

Figura 15.9
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1054 Capítulo 15  Análisis vectorial

Sea C una trayectoria compuesta de las curvas suaves C1, C2, ..., Cn. Si f es continua 

en C, entonces se puede demostrar que

C

f x, y ds
C1

f x, y ds
C2

f x, y ds .  .  .
Cn

f x, y ds.

Esta propiedad se utiliza en el ejemplo 3.

EJEMPLO 3  Evaluar una integral de línea sobre una trayectoria

Evalúe

C

x ds

donde C es la curva suave por partes que se muestra en la fi gura 15.10.

Solución Para empezar, integre en sentido ascendente sobre la recta y = x, usando la 

parametrización siguiente.

C1: x t, y t,  0 t 1

Para esta curva, r(t) = ti + tj, lo que implica x′(t) = 1 y y′(t) = 1. Así,

y tiene

C1

x ds
1

0
t 2 dt

2
2
t2

1

0

2
2

.

x t 2 y t 2 2

A continuación, integre en sentido descendente sobre la parábola y = x2, usando la 

parametrización

Para esta curva,

r t 1 t i 1 t 2j

C2: x 1 t,  y 1 t 2,  0 t 1.

lo cual implica que x′(t) = – 1 y y′(t) = –2(1 – t). Entonces,

x t 2 y t 2 1 4 1 t 2

y tiene

1
12

53 2 1 .

1
8

2
3

1 4 1 t 2 3 2
1

0

C2

x ds
1

0
1 t 1 4 1 t 2 dt

Por consiguiente

C

x ds
C1

x ds
C2

x ds
2

2
1

12
53 2 1 1.56.

Para parametrizaciones dadas por r(t) = x(t)i + y(t)j + z(t)j es útil recordar la 

forma de ds como

ds r t dt x t 2 y t 2 z t 2 dt.

Esto se demuestra en el ejemplo 4.

y = x2

y = x

1

1

x

(1, 1)

C = C1 + C2

C2

C1

(0, 0)

y

Figura 15.10
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1055 15.2  Integrales de línea

EJEMPLO 4  Evaluar una integral de línea

Evalúe 
C

x 2 ds, donde C es la curva representada por

r t t i
4
3

t3 2j
1
2

t2k,  0 t 2.

Solución Ya que r′(t) = i + 2t1/2j + tj y

r t x t 2 y t 2 z t 2 1 4t t2

se deduce que

15.29.

1
3

13 13 1

1
3

1 4t t2 3 2
2

0

1
2

2

0
 2 t 2 1 4t t2 1 2 dt

C

x 2 ds
2

0
t 2 1 4t t2 dt

El ejemplo siguiente muestra cómo usar una integral de línea para hallar la masa 

de un resorte cuya densidad varía. En la fi gura 15.11 observe cómo la densidad de este 

resorte aumenta a medida que la espiral del resorte asciende por el eje z.

EJEMPLO 5  Hallar la masa de un resorte 

Encuentre la masa de un resorte que tiene la forma de 

una hélice circular

r t
1

2
cos t i sen tj tk

donde 0 ≤ t ≤ 6p la densidad del resorte es 

x, y, z 1 z

como se muestra en la fi gura 15.11.

Solución Como 

r t
1

2
sen t 2 cos t 2 1 2 1

se deduce que la masa del resorte es

144.47.

6 1
3

2

t
t2

2 2

6

0

6

0
1

t

2
dt

Masa
C

1 z ds

David Stockman/iStockphoto.com

x

y2 2

Densidad:
(x, y, z) = 1 + zρ

z

r(t) = 1
2

(cos ti + sen tj + tk)

Figura 15.11
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1056 Capítulo 15  Análisis vectorial

Integrales de línea de campos vectoriales
Una de las aplicaciones físicas más importantes de las integrales de línea es la de hallar 

el trabajo realizado sobre un objeto que se mueve en un campo de fuerzas. Por ejem-

plo, la fi gura 15.12 muestra un campo de fuerzas cuadrático inverso similar al campo 

gravitatorio del Sol. Observe que la magnitud de la fuerza a lo largo de una trayectoria 

circular en torno al centro es constante, mientras que la magnitud de la fuerza a lo largo 

de una trayectoria parabólica varía de un punto a otro.

Para ver cómo puede utilizarse una integral de línea para hallar el trabajo realizado en 

un campo de fuerzas F considere un objeto que se mueve a lo largo de una trayectoria C 
en el campo, como se muestra en la fi gura 15.13. Para determinar el trabajo realizado 

por la fuerza, sólo necesita considerar aquella parte de la fuerza que actúa en la dirección 

en que se mueve el objeto (o en la dirección contraria). Esto signifi ca que en cada punto 

de C puede considerar la proyección F × T del vector fuerza F sobre el vector unitario 

tangente T. En un subarco pequeño de longitud Δst, el incremento de trabajo es

F xi, yi, zi T xi, yi, zi si

Wi fuerza distancia

donde (xi, yi, zi) es un punto en el subarco i-ésimo. Por consiguiente, el trabajo total 

realizado está dado por la integral siguiente

En cada punto en C, la fuerza en la dirección del movimiento es 
Figura 15.13

F T T.

x

y

(F   T)T•

T
F

z

C

x

y

z

(F   T)T•

T

C

T tiene la 
dirección
de F.

x

y

(F   T)T•

F

T

C

z

W
C

F x, y, z T x, y, z ds.

Esta integral de línea aparece en otros contextos y es la base de la defi nición si-

guiente de la integral de línea de un campo vectorial. En la defi nición, observe que

F dr.

F r t dt

F T ds F
r t
r t

r t dt

Defi nición de la integral de línea de un campo vectorial

Sea F un campo vectorial continuo defi nido sobre una curva suave C dada por

r(t), a ≤ t ≤ b

La integral de línea de F sobre C está dada por

b

a

F x t , y t , z t r t dt.

C

F dr
C

F T ds

Campo de fuerzas cuadrático inverso F

Vectores a lo largo de una trayectoria 
parabólica en el campo de fuerzas 
Figura 15.12

F.
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1057 15.2  Integrales de línea

EJEMPLO 6  Trabajo realizado por una fuerza

Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo.

Determine el trabajo realizado por el campo de fuerzas

Campo de fuerzas FF x, y, z
1
2
x i

1
2
yj

1
4
k

sobre una partícula que se mueve a lo largo de la hélice dada por

Curva en el espacio Cr t cos t i sen tj tk

desde el punto (1, 0, 0) hasta el punto (–1, 0, 3p), como se muestra en la fi gura 15.14.

Solución Como

cos t i sen tj tk

r t x t i y t j z t k

se deduce que

y z t t.y t sen tx t cos t,

Por tanto, el campo de fuerzas puede expresarse como

F x t , y t , z t
1
2

 cos t i
1
2

 sen tj
1
4
k.

Para hallar el trabajo realizado por el campo de fuerzas al moverse la partícula a lo largo 

de la curva C, utilice el hecho de que

r t sen t i cos tj k

y escriba lo siguiente.

3
4

1
4

t
3

0

3

0

1
4

dt

3

0

1
2

 sen t cos t
1
2

 sen t cos t
1
4

dt

3

0

1
2

 cos t i
1
2

 sen tj
1
4

k sen t i cos tj k dt

b

a

F x t , y t , z t r t dt

W
C

F dr

En el ejemplo 6, observe que las componentes x y y del campo de fuerzas acaban no 

contribuyendo en nada al trabajo total. Esto se debe a que en este ejemplo particular la 

componente z del campo de fuerzas es la única parte de la fuerza que actúa en la misma 

dirección (o en dirección opuesta) en la que se mueve la partícula (vea la fi gura 15.15).

TECNOLOGÍA La gráfi ca, generada por computadora, del campo de fuerzas 

del ejemplo 6 que se muestra en la fi gura 15.15 indica que todo vector en los pun-

tos del campo de fuerzas apunta hacia el eje z.

y

2

−2

−1

1

2

−2

−1

3π

π

x

(−1, 0, 3  )

(1, 0, 0)

πz

Figura 15.14

y

x

Generado por Mathematica

z

Figura 15.15
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1058 Capítulo 15  Análisis vectorial

Para las integrales de línea de funciones vectoriales, la orientación de la curva C 
es importante. Si la orientación de la curva se invierte, el vector tangente unitario T(t) 
cambia a –T(t), y obtiene

C

F dr
C

F dr.

EJEMPLO 7  Orientar y parametrizar una curva

Sea F(x, y) = yi + x2j y evalúe la integral de línea

C

F dr

para las curvas parabólicas mostradas en la fi gura 15.16.

a.

b. C2: r2 t t i 4t t2 j,  1 t 4

C1: r1 t 4 t i 4t t2 j,  0 t 3

Solución

a.  Como r1′(t) = –i + (4 – 2t)j y

   F x t , y t 4t t2 i 4 t 2j 

 la integral de línea es

   

69
2

.

t4

2
7t3 34t2 64t

3

0

3

0
2t3 21t2 68t 64 dt

3

0
4t t2 64 64t 20t2 2t3 dt

C1

F dr
3

0
4t t2 i 4 t 2j i 4 2t j dt

b.  Como r2′(t) = i + (4 – 2t)j y

   F x t , y t 4t t2 i t2j

 la integral de línea es

   

69
2

.

t4

2
t3 2t2

4

1

4

1
2t3 3t2 4t dt

4

1
4t t2 4t2 2t3 dt

C2

F dr
4

1
4t t2 i t2j i 4 2t j dt

El resultado del inciso (b) es el negativo del inciso (a) porque C1 y C2 representan orien-

taciones opuestas del mismo segmento parabólico. 

COMENTARIO Aunque 

en el ejemplo 7 el valor de la 

integral de línea depende de la 

orientación de C, no depende 

de la parametrización de C. 

Para ver esto, sea C3 la curva 

representada por 

r3 t 2 i 4 t2 j

donde –1 ≤ t ≤ 2. La gráfi ca de 

esta curva es el mismo segmento 

parabólico que se muestra en la 

fi gura 15.16. ¿El valor de la in-

tegral de línea sobre C3 coincide 

con el valor sobre C1 o C2? ¿Por 

qué sí o por qué no?

32

4

3

2

1

1

x

y

(4, 0)

C1
C2

(1, 3)

r2(t) = ti + (4t − t2)j

r1(t) = (4 − t)i + (4t − t2)j

C2:

C1:

Figura 15.16
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1059 15.2  Integrales de línea

Integrales de línea en forma diferencial
Una segunda forma normalmente utilizada de las integrales de línea se deduce de la 

notación de campo vectorial usada en la sección 15.1. Si F es un campo vectorial de 

la forma F(x, y) = Mi + Nj y C está dada por r(t) = x(t)i + y(t)j entonces F × dr se 

escribe a menudo como M dx + N dy.

C

M dx N dy

b

a

M
dx
dt

N
dy
dt

dt

b

a

Mi Nj x t i y t j dt

C

F dr
C

F
dr
dt
dt

Esta forma diferencial puede extenderse a tres variables. 

EJEMPLO 8  Evaluar una integral de línea en forma diferencial

Sea C el círculo de radio 3 dado por

0 t 2r t 3 cos t i 3 sen tj,

como se muestra en la fi gura 15.17. Evalúe la integral de línea

C

y3 dx x3 3xy2 dy.

Solución Como x = 3 cos t y y = 3 sen t, se tiene dx = –3 sen t dt y dy = 3 cos t dt. 
Por tanto, la integral de línea es

    
243

4
.

81
sen 2t

2
3
8
t

3 sen 4t
32

2

0

81
2

0
cos 2t

3
4

1 cos 4t
2

dt

81
2

0
cos2 t sen2 t

3
4

 sen2 2t dt

81
2

0
cos4 t sen4 t 3 cos2 t sen2 t dt

2

0
27 sen3 t 3 sen t 27 cos3 t 81 cos t sen2 t 3 cos t dt

C

y3 dx x3 3xy2 dy

C

M dx N dy

La orientación de C afecta el valor de la forma diferencial de una integral de línea. 

Específi camente, si –C tiene orientación opuesta a C, entonces

C

M dx N dy
C

M dx N dy.

Por tanto, de las tres formas de la integral de línea presentadas en esta sección, la orien-

tación de C no afecta a la forma C f x, y ds, pero sí afecta a la forma vectorial y la 

forma diferencial. 

x

r(t) = 3 cos ti + 3 sen tj

2

2

4

4

−2

−2

−4

−4

y

Figura 15.17

COMENTARIO Los pa-

réntesis se omiten a menudo en 

esta forma diferencial, como se 

muestra a continuación 

C

M dx N dy

Con tres variables, la forma di-

ferencial es 

C

M dx N dy P dz.
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1060 Capítulo 15  Análisis vectorial

Para las curvas representadas por y = g(x), a ≤ x ≤ b, puede hacer x = t y obtener 

la forma paramétrica

y a t b.y g t ,x t

Como dx = dt en esta forma, tiene la opción de evaluar la integral de línea en la variable x 
o en la variable t. Esto se demuestra en el ejemplo 9.

EJEMPLO 9  Evaluar una integral de línea en forma diferencial

Evalúe

C

y dx x2 dy

donde C es el arco parabólico dado por y = 4x – x2 desde (4, 0) a (1, 3), como se muestra 

en la fi gura 15.18.

Solución En lugar de convertir al parámetro t, puede simplemente conservar la va-

riable x y escribir

dy 4 2x dx.y 4x x2

Entonces, en la dirección desde (4, 0) a (1, 3), la integral de línea es

Vea el ejemplo 7.
69
2

.

2x2 x3 x4

2

1

4

1

4
4x 3x2 2x3 dx

C

y dx x2 dy
1

4
4x x2 dx x2 4 2x dx

Exploración
Hallar el área de la superfi cie lateral La fi gura muestra un pedazo de hojalata 

cortado de un cilindro circular. La base del cilindro circular se representa por x2 + 

y2 = 9. Para todo punto (x, y) de la base, la altura del objeto está dada por

f x, y 1 cos
x

4
.

Explique cómo utilizar una integral de línea para hallar el área de la superfi cie del 

pedazo de hojalata.

z

x2 + y2 = 9

x
y

2

1

−2
−1

3

3

1 + cos πx
4

(x, y)

3

2

1

4321

4

x

C: y = 4x − x2

y

(1, 3)

(4, 0)

Figura 15.18
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1061 15.2  Integrales de línea

Determinar una parametrización suave por partes En los 
ejercicios 1 a 6, encuentre una parametrización suave por partes 
de la trayectoria C. (Existe más de una respuesta correcta.)

.2.1

.4.3

.6.5

x

2

4

2

−2

−4

−2

C

x2

16
+ = 1

y
y2

9

x

2

1

21

−2

−2 −1

x2 + y2 = 9

C

y

2

4

5

1

3

x
2 4 51 3

C

(5, 4)

y

x

2

1

3

21 3

C

(3, 3)

y

y = x2

x

2

4

1

3

2 41 3

C (2, 4)

y

x

1

1

C

(1, 1)

y = x

y = x

y

Evaluar una integral de línea En los ejercicios 7 a 10, eva-
lúe la integral de línea a lo largo de la trayectoria dada.

.8.7

.01.9

 0 t 1 0 t 2

C: r t 12ti 5tj 84tkC: r t sen ti cos tj 2k
C

 2xyz ds
C

x2 y2 z2 ds

 0 t 2 0 t 1

C: r t ti 2 t jC: r t 4ti 3tj
C

 3 x y ds
C

xy ds

Evaluar una integral de línea En los ejercicios 11 a 14, (a) en-
cuentre una parametrización de la trayectoria y (b) evalúe

C

x2 y2 ds

a lo largo de C.

11.  C: segmento de recta de (0, 0) a (1, 1).

12.  C: segmento de recta de (0, 0) a (2,4).

13.  C:  círculo x2 + y2 = 1 recorrido en sentido contrario a las ma-
necillas del reloj, desde (1, 0) hasta (0, 1).

14.  C: círculo x2 + y2 = 4 recorrido en sentido contrario a las ma-
necillas del reloj, desde (2, 0) hasta (0, 2).

Evaluar una integral de línea En los ejercicios 15 a 18, (a) en-
cuentre una parametrización de la trayectoria C y (b) evalúe

C
x 4 y ds

 a lo largo de C.

l5.  C: eje x de x = 0 a x = 1.

l6.  C: eje y de y = 1 a y = 9.

17.  C:  triángulo cuyos vértices son (0, 0), (1, 0) y (0, 1), recorrido 
en sentido contrario a las manecillas del reloj.

18.  C:  cuadrado cuyos vértices son (0, 0), (2, 0), (2, 2) y (0, 2), 
recorrido en sentido contrario a las manecillas del reloj.

Determinar una parametrización y evaluar una integral 
de línea En los ejercicios 19 y 20, (a) encuentre una parame-
trización continua por partes de la trayectoria que se muestra 
en la fi gura y (b) evalúe

C
2x y2 z ds

 a lo largo de C.

.02.91

x

y

z

C
1

1

(0, 0, 0) (0, 1, 0)

(0, 1, 1)

z

(0, 0, 0)

(1, 0, 1)

(1, 0, 0)

(1, 1, 1)

C

1

1
x

y

Masa En los ejercicios 21 y 22, encuentre la masa total de 
dos vueltas completas de un resorte de densidad R y que tiene 
forma de hélice circular.

21.

22. x, y, z z

x, y, z 1
2 x2 y2 z2

r t 2 cos t i 2 sen t j tk, 0 t 4 .

Masa En los ejercicios 23 a 26, encuentre la masa total del 
cable de densidad R.

23.

24.

25.

26.

0 t 2k > 0 ,

x, y, z k zr t 2 cos ti 2 sen tj 3tk,

1 t 3k > 0 ,x, y, z kzr t t2i 2tj tk,

0 t 1x, y 3
4 y,r t t2i 2tj,

0 tx, y x y 2,r t cos ti sen tj,

15.2 Ejercicios   Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios 
con numeración impar.
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1062 Capítulo 15  Análisis vectorial

Evaluar una integral de línea de un campo vectorial En 
los ejercicios 27 a 32, evalúe

C
 F dr

 donde C está representa por r(t).

27.

28.

29.

30.

31.

32.

0 tC: r t 2 sen ti 2 cos tj 1
2t2k,

F x, y, z x2i y2j z2k

0 t 1C: r t ti t2j 2tk,

F x, y, z xyi xz j yzk

2 t 2C: r t ti 4 t2j,

F x, y 3x i 4yj

0 t 2C: r t cos ti sen tj,

F x, y 3x i 4yj

0 t 2C: r t 4 cos ti 4 sen tj,

F x, y xyi yj

0 t 1C: r t ti tj,

F x, y xi yj

Evaluar una integral de línea de un campo vectorial En 
los ejercicios 33 y 34, utilice un sistema algebraico por compu-
tadora y calcule la integral

C
 F dr

 donde C se representa por r(t).

33.

34.

0 t 2C: r t ti tj etk,

F x, y, z
xi yj zk

x2 y2 z2

1 t 3C: r t ti t2j ln tk,

F x, y, z x2zi 6yj yz2k

Trabajo En los ejercicios 35 a 40, encuentre el trabajo realiza-
do por el campo de fuerzas F sobre una partícula que se mueve 
a lo largo de la trayectoria dada.

35.  F x, y x i 2yj

  C: x = t, y = t3 desde (0, 0) a (2, 8)

Figura para 36Figura para 35

1

1

x

y

C

2 4 6 8

2

4

6

8

x

y

(2, 8)

C

36.  F x, y x2i xyj

  C: x = cos3t, y = sen3t desde (1, 0) a (0, 1)

37.  F x, y xi yj

  C:  alrededor del triángulo con vértices (0, 0), (1, 0) y (0, 1). 
(Sugerencia: Vea el ejercicio 17a.) 

  Figura para 38Figura para 37

−1−2 1 2
−1

1

3

x

y

C

1

1

x

y

(0, 1)

C

38.  F(x, y) = –yi – xj 

  C:  alrededor del semicírculo y 4 x2 desde (2, 0) hasta 

(–2, 0)

39.

0 t 2C: r t 2 cos ti 2 sen tj tk,

F x, y, z x i yj 5zk

 Figura para 40Figura para 39

y

x

z

5

3

3

2

1C

yx

z

π

3

π2

3

−3 −3

C

40.

recta desde 5, 3, 20, 0, 0C:

F x, y, z yzi xzj xyk

hasta

Trabajo En los ejercicios 41 a 44, determine si el trabajo efec-
tuado a lo largo de la trayectoria C es positivo, negativo o cero. 
Explique

41.

42.

x

C

y

x

C

y
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1063 15.2  Integrales de línea

43.

44.

x

y

C

x

y

C

Evaluar una integral de línea de un campo vectorial En 
los ejercicios 45 y 46, evalúe C F dr para cada curva. Analice 
la orientación de la curva y su efecto sobre el valor de la integral.

45.

(a)

(b)

46.

(a)

(b) 0 t 2r2 t 1 2 cos t i 4 cos2 t j,

0 t 2r1 t t 1 i t2j,

F x, y x2yi xy3 2j

0 t 2r2 t 2 3 t i 2 t j,

1 t 3r1 t 2ti t 1 j,

F x, y x2i xyj

Demostrar una propiedad En los ejercicios 47 a 50, de-
muestre la propiedad

C
 F dr 0

independientemente de cuáles sean los puntos inicial y fi nal de C, 
si el vector tangente es ortogonal al campo de fuerzas F.

.84.74

49.

50.

C: r t 3 sen ti 3 cos tj

F x, y xi yj

C: r t t i t2j

F x, y x3 2x2 i x
y
2

j

C: r t t i t3jC: r t t i 2tj

F x, y 3yi xjF x, y yi xj

Evaluar una integral de línea en forma diferencial En los 
ejercicios 51 a 54, evalúe la integral de línea a lo largo de la 
trayectoria dada por x = 2t, y = 10t, donde 0 ≤ t ≤ 1.

.25.15

.45.35
C

3y x dx y2 dy
C

xy dx y dy

C

x 3y2 dx
C

x 3y2 dy

Evaluar una integral de línea en forma diferencial En los 
ejercicios 55 a 62, evalúe la integral

C
2x y dx x 3y dy

a lo largo de la trayectoria C.

55.  C: eje x desde x = 0 hasta x = 5

56.  C: eje y desde y = 0 hasta y = 2

57.  C: los segmentos de recta de (0, 0) a (3, 0) y de (3, 0) a (3, 3)

58.  C: los segmentos de recta de (0, 0) a (0, –3) y de (0, –3) a (2, –3)

59.  C: arco sobre y = 1 – x2 desde (0, 1) hasta (1, 0)

60.  C: arco sobre y = x3/2 desde (0, 0) hasta (4, 8)

61.  C: trayectoria parabólica x = t, y = 2t2 desde (0, 0) hasta (2, 8)

62.  C:  trayectoria elíptica x = 4 sen t, y = 3 cos t desde (0, 3) 
hasta (4, 0)

Área de una superfi cie lateral En los ejercicios 63 a 70, en-
cuentre el área de la superfi cie lateral (vea la fi gura) sobre la 
curva en el plano xy y bajo la superfi cie z = f(x, y), donde 

Área de la superficie lateral

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70. C: x2 y2 4f x, y x2 y2 4,

0, 11, 0C: y 1 x2f x, y xy,

0, 11, 0C: y 1 x2f x, y y 1,

0, 11, 0C: y 1 x2f x, y h,

0, 11, 0C: x2 y2 1f x, y x y,

0, 11, 0C: x2 y2 1f x, y xy,

4, 4)0, 0C:f x, y y,

3, 40, 0C:f x, y h,

x

y
P

Q

∆si

(xi, yi)

C: curva en el plano xy

Superficie:
z = f (x, y)

Superficie
lateral

z

C
f x, y ds.

desde

desde

desde

desde

desde

línea desde 

línea desde 

hasta

hasta

hasta

hasta

hasta

hasta

hasta

71.  Diseño de ingeniería Un motor de tractor tiene un com-

ponente de acero con una base circular representada por la 

función vectorial r (t) = 2 cos ti + 2 sen tj. Su altura está dada 

por z = 1 + y2. Todas las medidas están en centímetros.

 (a)  Encuentre el área de la superfi cie lateral del componente.

 (b)  El componente tiene forma de capa de 0.2 centímetros de 
espesor. Utilice el resultado del inciso (a) para aproximar 
la cantidad de acero empleada para su fabricación.

 (c)  Haga un dibujo del componente.
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1064 Capítulo 15  Análisis vectorial

72.  Diseño de edifi cios 

La altura del techo de 
un edifi cio está dada 

por z 20 1
4x. 

Una de las paredes 
sigue una trayectoria 
representada por y = 
x3/2. Calcule el área 
de la superfi cie de la 
pared si 0 ≤ x ≤ 40. 
Todas las medidas se 
dan en pies.

Momentos de inercia Considere un cable de densidad R(x, y) 
dado por la curva en el espacio

C: r t x t i y t j,  0 t b.

Los momentos de inercia con respecto a los ejes x y y están da-
dos por

e Iy
C

x2 x, y ds.Ix
C

y2 x, y ds

En los ejercicios 73 y 74, encuentre los momentos de inercia del 
cable de densidad R.

73.  El cable se encuentra a lo largo de r(t) = a cos ti + a sen tj, 
0 ≤ t < 2p y a > 0, su densidad es r(x, y) = 1.

74.  El cable se encuentra a lo largo de r(t) = a cos ti + a sen tj, 
0 ≤ t < 2p y a > 0, su densidad es r(x, y) = y.

75.  Investigación El borde exterior de un sólido con lados 

verticales y que descansa en el plano xy, se modela por r(t) = 

3 cos ti + 3 sen tj + (1 + sen2 2t)k, donde todas las medidas 

se dan en centímetros. La intersección del plano y = b(–3 < 

b < 3) con la parte superior del sólido es una recta horizontal.

 (a)  Utilice un sistema algebraico por computadora para repre-
sentar gráfi camente el sólido.

 (b) Utilice un sistema algebraico por computadora para 
aproximar el área de la superfi cie lateral del sólido.

 (b)  Encuentre (si es posible) el volumen del sólido.

76.  Trabajo Una partícula se mueve a lo largo de la trayectoria 

y = x2 desde el punto (0, 0), hasta el punto (1, 1). El campo de 

fuerzas F se mide en cinco puntos a lo largo de la trayectoria 

y los resultados se muestran en la tabla. Use la regla de Simp-

son o una herramienta de grafi cación para aproximar el trabajo 

efectuado por el campo de fuerza.

  

x, y 0, 0 1
4, 1

16
1
2, 1

4
3
4, 9

16 1, 1

F x, y 5, 0 3.5, 1 2, 2 1.5, 3 1, 5

77.  Trabajo Determine el trabajo realizado por una persona que 

pesa 175 libras y que camina exactamente una revolución 

hacia arriba en una escalera de forma helicoidal circular de 

3 pies de radio si la persona sube 10 pies.

78.  Investigación Determine el valor c tal que el trabajo realiza-

do por el campo de fuerzas F(x, y) = 15[(4 – x2y)i – xyj ] sobre 

un objeto que se mueve a lo largo de la trayectoria parabólica 

y = c(1 – x2) entre los puntos (–1, 0) y (1, 0) sea mínimo. Com-

pare el resultado con el trabajo requerido para mover el objeto a 

lo largo de la trayectoria recta que une esos dos puntos.

DESARROLLO DE CONCEPTOS

79.  Integral de línea Defi na la integral de línea de una 

función f a lo largo de una curva suave C en el plano y en 

el espacio. ¿Cómo evalúa la integral de línea como una 

integral defi nida?

80.  Integral de línea de un campo vectorial Defi na 

una integral de línea de un campo vectorial continuo F so-

bre una curva suave C. ¿Cómo evalúa la integral de línea 

como integral defi nida?

81.  Ordenar las superfi cies Ordene las superfi cies en 

forma ascendente del área de la superfi cie lateral bajo la 

superfi cie y sobre la curva desde desde 0, 0y x
hasta 4, 2  en el plano xy. Explique el orden elegido sin 

hacer cálculo alguno.

  

)b()a(

)d()c( z4 10 x 2yz3 2

z2 5 xz1 2 x

¿CÓMO LO VE? En cada uno de los incisos si-

guientes, determine si el trabajo realizado para mover 

un objeto del primero hasta el segundo punto a través 

del campo de fuerzas que se muestra en la fi gura es 

positivo, negativo o cero. Explique su respuesta.

x

y

 (a)  Desde (–3, 3) hasta (3, 3).

 (b)  Desde (–3, 0) hasta (0, 3).

 (c)  Desde (5, 0) hasta (0, 3).

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 83 a 86, determine si 
el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué 
o dé un ejemplo que demuestre que es falso.

83.  Si C está dada por x(t) = t, y(t) = t, donde 0 ≤ t ≤ 1, entonces

 C

xy ds
1

0
t2 dt.

84.  Si C2 = –C1, entonces 
C1

f x, y ds
C2

f x, y ds 0.

85.  Las funciones vectoriales r1 = ti + t2j, donde 0 ≤ t ≤ 1 y r2 = 
(1 – t)i + (1 – t2)j, donde 0 ≤ t ≤ 1 defi nen la misma curva.

86.  Si 
C

F T ds 0, entonces F y T son ortogonales. 

87.  Trabajo Considere una partícula que se mueve a través del 

campo de fuerzas F(x, y) = (y – x)i + xyj del punto (0, 0) al 

punto (0, 1) a lo largo de la curva x = kt(1 – t), y = t. Encuen-

tre el valor de k, tal que el trabajo realizado por el campo de 

fuerzas sea 1.
nui7711/Shutterstock.com
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1065 15.3  Campos vectoriales conservativos e independencia de la trayectoria

  Comprender y utilizar el teorema fundamental de las integrales de línea.
  Comprender el concepto de independencia de la trayectoria.
  Comprender el concepto de conservación de energía.

Teorema fundamental de las integrales de línea
El estudio iniciado en la sección 15.2 indica que en un campo gravitatorio el trabajo rea-

lizado por la gravedad sobre un objeto que se mueve entre dos puntos en el campo es 

independiente de la trayectoria seguida por el objeto. En esta sección estudiará una gene-

ralización importante de este resultado, a la que se conoce como el teorema fundamental 
de las integrales de línea. Para empezar, se presenta un ejemplo en el que se evalúa la 

integral de línea de un campo vectorial conservativo por tres trayectorias diferentes.

EJEMPLO 1   Integral de línea de un campo vectorial conservativo

Encuentre el trabajo realizado por el campo de fuerzas

F x, y
1
2
xyi

1
4
x2j

sobre una partícula que se mueve de (0, 0) a (1, 1) a lo largo de cada una de las trayec-

torias, como se muestra en la fi gura 15.19.

a. b. c. C3: y x3C2: x y2C1: y x

Solución Observe que F es conservativa, ya que las primeras derivadas parciales son 

iguales 

y
x

1
4
x2 1

2
x

y
1
2
xy

1
2
x

a.  Sea r(t) = ti + tj para 0 ≤ t ≤ 1, de manera que

   
y F x, y

1
2
t2i

1
4
t2j.dr i j dt

 Entonces, el trabajo realizado es

   

W
C1

F dr
1

0

3
4
t2 dt

1
4
t3

1

0

1
4

.

b.  Sea r t ti t j para 0 ≤ t ≤ 1, de manera que

   
y F x, y

1
2
t3 2i

1
4
t2j.dr i

1

2 t
j dt

 Entonces, el trabajo realizado es

   

W
C2

F dr
1

0

5
8
t3 2 dt

1
4
t5 2

1

0

1
4

.

c.  Sea r t 1
2ti

1
8t

3j para 0 ≤ t ≤ 2, de manera que

   
y F x, y

1
32

t4 i
1
16

t2j.dr
1
2

i
3
8
t2j dt

 Entonces, el trabajo realizado es

   

W
C3

F dr
2

0

5
128

t4 dt
1

128
t5

2

0

1
4

.

Por tanto, el trabajo realizado por un campo vectorial conservativo F es el mismo para 

todas las trayectorias. 

x
1

1 (1, 1)

(0, 0)

C1

y

C1: y = x

(a)

x
1

1 (1, 1)

(0, 0)

C2

y

C2: x = y2

(b)

x
1

1 (1, 1)

(0, 0)

C3

y

C3: y = x3

(c)

Figura 15.19

15.3  Campos vectoriales conservativos e 
independencia de la trayectoria
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1066 Capítulo 15  Análisis vectorial

En el ejemplo 1, observe que el campo vectorial F x, y 1
2xyi

1
4x

2j es conserva-

tivo porque F(x, y) = ∇f(x, y) donde f x, y 1
4x

2y. En tales casos, el teorema siguiente 

establece que el valor de C F dr está dado por

1
4

.

1
4

0

C

F dr f x 1 , y 1 f x 0 , y 0

TEOREMA 15.5 Teorema fundamental de las integrales de línea

Sea C una curva suave por partes contenida en una región abierta R y dada por 

a t b.r t x t i y t j,

Si F(x, y) = Mi + Nj es conservativa en R, y M y N son continuas en R, entonces

C

F dr
C

f dr f x b , y b f x a , y a

donde f es una función potencial de F. Es decir F(x, y) = ∇f(x, y).

Demostración Esta demostración es sólo para una curva suave. Para curvas suaves en 

partes, el procedimiento se lleva a cabo por separado para cada parte suave. Puesto que

F x, y f x, y fx x, y i fy x, y j

se tiene que

b

a

fx x, y
dx
dt

fy x, y
dy
dt

dt

C

F dr
b

a

F
dr
dt

dt

y, por la regla de la cadena (teorema 13.6), tiene

f x b , y b f x a , y a .
C

F dr
b

a

d
dt

f x t , y t dt

El último paso es una aplicación del teorema fundamental del cálculo.

Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostración. 

En el espacio, el teorema fundamental de las integrales de línea adopta la forma 

siguiente. Sea C una curva suave por partes contenida en una región abierta Q y dada por

a t b.r t x t i y t j z t k,

Si F(x, y, z) = Mi + Nj + Pk es conservativo y M, N y P son continuas, entonces

f x b , y b , z b f x a , y a , z a
C

F dr
C

f dr

donde F(x, y, z) = ∇f(x, y, z).

El teorema fundamental de las integrales de línea establece que si el campo vec-

torial F es conservativo, entonces la integral de línea entre dos puntos cualesquiera es 

simplemente la diferencia entre los valores de la función potencial f en estos puntos.

COMENTARIO Observe 

cómo el teorema fundamental 

de las integrales de línea es 

similar al teorema fundamental 

de cálculo (sección 4.4) que 

establece que

b

a

f x dx F b F a

donde F′(x) = f(x).
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1067 15.3  Campos vectoriales conservativos e independencia de la trayectoria

EJEMPLO 2   Aplicar el teorema fundamental de las integrales 
de línea

Evalúe 
C

F dr, donde C es una curva suave por partes desde (–1, 4) a (1, 2) y 

F x, y 2xyi x2 y j

como se muestra en la fi gura 15.20.

Solución Por el ejemplo 6 de la sección 15.1, sabe que F es el gradiente de f, donde

f x, y x2y
y2

2
K.

Por consiguiente, F es conservativo, y por el teorema fundamental de las integrales de 

línea, se sigue que

4.

12 2
22

2
1 2 4

42

2

C

F dr f 1, 2 f 1, 4

Observe que no es necesario incluir una constante K como parte de f, ya que se cancela 

por sustracción.

EJEMPLO 3   Aplicar el teorema fundamental de las integrales 
de línea

Evalúe 
C

F dr, donde C es una curva suave por partes desde (1, 1, 0) hasta (0, 2, 3) y

F x, y, z 2xyi x2 z2 j 2yzk

como se muestra en la fi gura 15.21.

Solución Por el ejemplo en la sección 15.1, sabe que F es el gradiente de f, donde

f x, y, z x2y yz2 K.

Por consiguiente, F es conservativo, y por el teorema fundamental de las integrales de 

línea, se deduce que

17.

0 2 2 2 3 2 1 2 1 1 0 2

C

F dr f 0, 2, 3 f 1, 1, 0

En los ejemplos 2 y 3 es importante que no pierda de vista que el valor de la integral 

de línea es el mismo para cualquier curva suave C que tenga los puntos inicial y fi nal 

dados. Así, en el ejemplo 3 evalúe la integral de línea de la curva dada por

r t 1 t i 1 t j 3tk.

Se obtendrá 

17.
C

F dr
1

0
30t2 16t 1 dt

x

1

1

2

2

3

4

−1−2

(1, 2)

(−1, 4)

C

y
F(x, y) = 2xyi + (x2 − y)j

Aplicación del teorema fundamental 
de las integrales de línea,
Figura 15.20

C F dr.

C

(1, 1, 0)

(0, 2, 3)

x y

2
2

1

1

2

3

z

F(x, y, z) = 2xyi + (x2 + z2)j + 2yzk

Aplicación del teorema fundamental 
de las integrales de línea, 
Figura 15.21

C F dr.
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1068 Capítulo 15  Análisis vectorial

Independencia de la trayectoria
Por el teorema fundamental de las integrales de línea es evidente que si F es continuo y 

conservativo en una región abierta R, el valor de C F dr es el mismo para toda curva 

suave por partes C que vaya de un punto fi jo de R a otro punto fi jo de R. Esto se describe 

diciendo que la integral de línea es independiente de la trayectoria en la región R.

Una región en el plano (o en el espacio) es conexa si cada dos puntos en la región 

pueden ser unidos por una curva suave por partes que se encuentre completamente den-

tro de la región, como se muestra en la fi gura 15.22. En regiones abiertas y conexas, la 

independencia de la trayectoria de C F dr es equivalente a la condición de que F sea 

conservativo.

TEOREMA 15.6 Independencia de la trayectoria y campos vectoria-
les conservativos

Si F es continuo en una región abierta y conexa, entonces la integral de línea

C

F dr

es independiente de la trayectoria si y sólo si F es conservativo.

Demostración Si F es conservativo, entonces, por el teorema fundamental de las 

integrales de línea, la integral de línea es independiente de la trayectoria. Ahora se 

demuestra el recíproco para una región plana conexa R. Sea F(x, y) = Mi + Nj y sea 

(x0, y0) un punto fi jo en R. Si (x, y) es cualquier punto en R, elíjase una curva suave por 

partes C que vaya de (x0, y0) a (x, y) y defínase f como

C

M dx N dy.f x, y
C

F dr

La existencia de C en R está garantizada por el hecho de que R es conexa. Se puede 

demostrar que f es una función potencial de F considerando dos trayectorias diferentes 

entre (x0, y0) a (x, y). Para la primera trayectoria, elíjase (x1, y) en R tal que x ≠ x1. Esto 

es posible ya que R es abierta. Después elíjanse C1 y C2 como se muestra en la fi gura 

15.23. Utilizando la independencia de la trayectoria, se tiene que

C1

M dx N dy
C2

M dx N dy.

f x, y
C

M dx N dy

Como la primera integral no depende de x, y como dy = 0 en la segunda integral, se 

tiene

f x, y g y
C2

M dx

y entonces la derivada parcial de f respecto a x es fx(x, y) = M. Para la segunda trayec-

toria, se elige un punto (x, y1). Utilizando un razonamiento similar al empleado para la 

primera trayectoria, puede concluir que fy(x, y) = N. Por tanto,

F x, y

M i Nj

f x, y fx x, y i fy x, y j

y se sigue que F es conservativo.

Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostración. 

R1 es conexa

R1

R2 no es
conexa.

R2

C
A

B

Figura 15.22

C2

C3

C4C1

(x0, y0)

(x1, y)

(x, y1)

(x, y)

Figura 15.23
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1069 15.3  Campos vectoriales conservativos e independencia de la trayectoria

EJEMPLO 4  Trabajo en un campo de fuerzas conservativo

Para el campo de fuerzas dado por

F x, y, z ex cos yi ex sen yj 2k

demuestre que C F dr es independiente de la trayectoria, y calcule el trabajo realizado 

por F sobre un objeto que se mueve a lo largo de una curva C desde (0, p/2, 1) has -

ta (1, p, 3).

Solución Al expresar el campo de fuerzas en la forma F(x, y, z) = Mi + Nj + Pk, 

tiene M = ex cos y, N = –ex sen y y P = 2, y se deduce que

y

N
x

ex sen y
M
y

.

P
x

0
M
z

P
y

0
N
z

Por tanto, F es conservativo. Si f es una función potencial de F, entonces

y

fz x, y, z 2.

fy x, y, z ex sen y

fx x, y, z ex cos y

Integrando con respecto a x, y y z por separado, obtiene

y

f x, y, z fz x, y, z dz  2 dz 2z k x, y .

f x, y, z fy x, y, z dy ex sen y dy ex cos y h x, z

f x, y, z fx x, y, z dx ex cos y dx ex cos y g y, z

Comparando estas tres versiones de f(x, y, z) puede concluir que

f x, y, z ex cos y 2z K.

Así, el trabajo realizado por F a lo largo de cualquier curva C desde (0, p/2, 1) hasta 

(1, p, 3) es

4 e.

e 6 0 2

ex cos y 2z
1, , 3

0, 2, 1

W
C

F dr

¿Cuánto trabajo se realizaría si el objeto del ejemplo 4 se moviera del punto 

(0, p/2, 1) al punto (1, p, 3) y después volviera al punto de partida (0, p/2, 1)? El teo-

rema fundamental de las integrales de línea establece que el trabajo realizado sería cero. 

Recuerde que, por defi nición, el trabajo puede ser negativo. Así, en el momento en el 

que el objeto vuelve a su punto de partida, la cantidad de trabajo que se registra positiva-

mente se cancela por la cantidad de trabajo que se registra negativamente.
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1070 Capítulo 15  Análisis vectorial

Una curva C dada por r(t) para a ≤ t ≤ b es cerrada si r(a) = r(b). Por el teorema 

fundamental de las integrales de línea, puede concluir que si F es continuo y conservati-

vo en una región abierta R, entonces la integral de línea sobre toda curva cerrada C es 0.

TEOREMA 15.7 Condiciones equivalentes

Sea F(x, y, z) = Mi + Nj + Pk con primeras derivadas parciales continuas en una 

región abierta conexa R, y sea C una curva suave por partes en R. Las condiciones 

siguientes son equivalentes.

1.

2. es independiente de la trayectoria.

3. para toda curva cerrada en R.C
C

F dr 0

C

F dr

f.fF es conservativo. Es decir, F para alguna función

EJEMPLO 5  Evaluar una integral de línea

Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo.

Evalúe

F x, y y3 1 i 3xy2 1 j

C1

F dr, donde

y C1 es la trayectoria semicircular de (0, 0) a (2, 0), que se muestra en la fi gura 15.24.

Solución Tiene las tres opciones siguientes:

a.  Puede utilizar el método presentado en la sección 15.2 para evaluar la integral de 

línea a lo largo de la curva dada. Para esto, puede usar la parametrización r(t) = 

(1 – cos t)i + sen tj donde 0 ≤ t ≤ p. Con esta parametrización, se deduce que

 

y

C1

F dr
0

sen t sen4 t cos t 3 sen2 t cos t 3 sen2 t cos2 t dt.

dr r t dt sen ti cos tj dt

 Esta integral puede desanimarlo si ha elegido esta opción.

b.  Puede intentar hallar una función potencial y evaluar la integral de línea mediante el 

teorema fundamental de las integrales de línea. Empleando la técnica que se mues-

tra en el ejemplo 4, puede encontrar que la función potencial es f(x, y) = xy3 + x + 

y + K y, por el teorema fundamental,

   
W

C1

F dr f 2, 0 f 0, 0 2.

c.  Sabiendo que F es conservativo, tiene una tercera opción. Como el valor de la 

integral de línea es independiente de la trayectoria, puede remplazar la trayectoria 

semicircular con una trayectoria más simple. Suponga que elige la trayectoria recti-

línea C2 desde (0, 0) hasta (2, 0). Sea r(t) = ti para 0 ≤ t ≤ 2. Así 

   y F x, y i j.dr i dt

 Entonces, la integral es

   C1

F dr
C2

F dr
2

0
1 dt t

2

0
2.

 Obviamente, de las tres opciones la tercera es la más sencilla. 

COMENTARIO El teo-

rema 15.7 proporciona varias 

opciones para calcular una inte-

gral de línea de un campo vec-

torial conservativo. Puede usar 

una función potencial, o puede 

ser más conveniente elegir una 

trayectoria particu larmente sim-

ple, como un segmento de recta.

C2: r(t) = ti

x
1

1

2(0, 0)

(2, 0)

C1

C2

y

C1: r(t) = (1 − cos t)i + sen tj

Figura 15.24
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1071 15.3  Campos vectoriales conservativos e independencia de la trayectoria

Conservación de la energía
En 1840, el físico inglés Michael Faraday escribió: “En ninguna parte hay una creación 

o producción pura de energía sin un consumo correspondiente de algo que la proporcio-

ne.” Esta declaración representa la primera formulación de una de las leyes más impor-

tantes de la física: la ley de conservación de la energía. En la terminología moderna, 

la ley dice lo siguiente: En un campo de fuerzas conservativo, la suma de energías 
potencial y cinética de un objeto se mantiene constante de punto a punto.

Puede usar el teorema fundamental de las integrales de línea para deducir esta ley. 

De la física se sabe que la energía cinética de una partícula de masa m y velocidad v es

Energía cinéticak
1
2
mv2.

La energía potencial p de una partícula en el punto en un campo vectorial conservativo F 
se defi ne como p(x, y, z) = –f(x, y, z), donde f es la función potencial de F. En conse-

cuencia, el trabajo realizado por F a lo largo de una curva suave C desde A hasta B es

p A p Bp x, y, z
B

A
W

C

F dr f x, y, z
B

A

como se muestra en la fi gura 15.25. En otras palabras, el trabajo es igual a la diferencia 

entre las energías potenciales en A y B. Ahora, suponga que r(t) es el vector posición de 

una partícula que se mueve a lo largo de C desde A = r(a) hasta B = r(b). En cualquier 

instante t, la velocidad, aceleración y rapidez de la partícula son v(t) = r′(t), a(t) = r″(t) 
y v(t) = ||v(t)||, respectivamente. Así, por la segunda ley del movimiento de Newton, 

F = ma(t) = m(v′(t)) y el trabajo realizado por F es

k B k A .

1
2
m v b 2 1

2
m v a 2

m
2

v t 2
b

a

m
2

v t 2
b

a

m
2

b

a

d
dt

v t 2 dt

m
2

b

a

d
dt

v t v t dt

b

a

m v t v t dt

b

a

mv t v t dt

b

a

F v t dt

b

a

F r t dt

W
C

F dr

Igualando estos dos resultados obtenidos para W se tiene

p A k A p B k B

p A p B k B k A

lo cual implica que la suma de energías potencial y cinética permanece constante de 

punto a punto.

x

C

A

B

F

y

El trabajo realizado por F a lo largo de C

Figura 15.25

es W
C

F dr p A p B .

MICHAEL FARADAY 
(1791-1867)

Varios fi lósofos de la ciencia han 
considerado que la ley de Faraday 
de la conservación de la energía es 
la mayor generalización concebida 
por el pensamiento humano. 
Muchos físicos han contribuido 
a nuestro conocimiento de esta 
ley; dos de los primeros y más 
importantes fueron James Prescott 
Joule (1818-1889) y Hermann 
Ludwig Helmholtz (1821-1894).

The Granger Collection, NYC. Todos los derechos reservados.
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1072 Capítulo 15  Análisis vectorial

Evaluar una integral de línea para diferentes parametrizacio-
nes En los ejercicios 1 a 4, demuestre que el valor de C F dr 
es el mismo para cada representación paramétrica de C.

1.

(a)

(b)

2.

(a)

(b)

3.

(a)

(b)

4.

(a)

(b) 1 w e3r2 w 2 ln w i 3 ln w j,

0 t 3r1 t 2 t i 3 t j,

F x, y y i x2 j

0 t 3r2 t t 1 i t j,

0
3

r1 sec i tan j,

F x, y y i x j

0 w 2r2 w w2 i w j,

0 t 4r1 t t i t j,

F x, y x2 y 2 i x j

0
2

r2 sen i sen2 j,

0 t 1r1 t t i t 2j,

F x, y x2 i xy j

Probar campos conservativos En los ejercicios 5 a 10, de-
termine si el campo vectorial es o no conservativo.

.6.5

7.

8.

9.

10. F x, y, z sen yz i xz cos yz j xy sen yzk

F x, y, z y 2z i 2xyz j xy 2 k

F x, y, z y ln z i x ln z j
xy
z

k

F x, y
1
y2 y i xj

F x, y 15x2y 2 i 10x3yjF x, y ex sen y i cos yj

Evaluar una integral de línea de un campo vectorial En 
los ejercicios 11 a 24, encuentre el valor de la integral de línea

C
 F dr.

(Sugerencia: Si F es conservativo, la integración puede ser más 
sencilla a través de una trayectoria alternativa.)

11.

(a)

(b)

12.

(a) 0 t 3r1 t t i t 3 j,

F x, y yexy i xexy j

0 t 1r2 t t i t3j,

0 t 1r1 t t i t 2 j,

F x, y 2xy i x2 j

  (b)  La trayectoria cerrada consiste en segmentos de recta des-
de (0, 3) hasta (0, 0), después desde (0, 0) hasta (3, 0) y 
desde (3, 0) hasta (0, 3).

13.

(a)

(b)

(c) 0 t 1r3 t t i t 3j,

0 t 1r2 t t i t 2j,

0 t 1r1 t t i t j,

F x, y y i x j

14.

(a)

(b)

15.

)b()a(

)d()c(

16.

)b()a(

)d()c(

17.

(a)

(b) 0, 42, 0y 4 x2C:

0, 45, 0
x2

25
y 2

16
1C:

C

 2xy dx x2 y 2 dy

x =     1 − y2

x
−1

1

−1
(0, −1)

(0, 1)

C4

y

x

2

4

6

8

1 2

(2, e2)

(0, 1)

C3

y = ex

y

x =     1 − y2

x
−1

1

−1
(0, −1)

(0, 1)

C2

y

x
1

1

2

2

3

3

4

4

(0, 0)

(2, 3)

(4, 1)
C1

y

C

2x 3y 1 dx 3x y 5 dy

y =     1 − x2

x
1−1

−1

(−1, 0) (1, 0)

C4

y

1 2

1

(−1, −1) (1, −1)

(−1, 2) (2, 2)C3

y

x

x
1−1

−1

(−1, 0) (1, 0)

C2

y =     1 − x2
y

x
1

1

2

2

3

3

4

4

(0, 0)

(3, 4)

(4, 4)

C1

y

C

y 2 dx 2xy dy

0 t 2r2 t t 1 i 1
3 t 3 j,

1 t 3r1 t t i
1
t

j,

F x, y xy 2 i 2x2y j

elipse desde hasta

desde hastaparábola

15.3 Ejercicios   Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios 
con numeración impar.
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1073 15.3  Campos vectoriales conservativos e independencia de la trayectoria

18.

(a)

(b)

19.

(a)

(b)

20.

(a)

(b)

21.

(a)

(b)

22.

(a)

(b)

23.

(a)

(b)

24.

(a)

(b) 0 t 1r2 t 4t i 4tj,

0 t 2r1 t t2 i t 2 j,

F x, y, z y sen z i x sen z j xy cos xk

0 t 1r2 t 4 8t i 3k,

0 tr1 t 4 cos t i 4 sen t j 3k,

F x, y, z ez y i x j xyk

0 t 1r2 t 1 2t i tk,

0 tr1 t cos t i sen t j tk,

F x, y, z y i x j 3xz2 k

0 t 1r2 t t i tj 2t 1 2k,

0 t 1r1 t t i t 2j k,

F x, y, z 2y x i x2 z j 2y 4z k

0 t 1r2 t 1 2t i 2tk,

0 tr1 t cos t i sen t j t2 k,

F x, y, z i z j yk

0 t 2r2 t t 2 i tj t 2k,

0 t 4r1 t t i 2 j tk,

F x, y, z yz i xz j xyk

0 t
2

r2 t 2 cos t i 2 sen t j,

0 t 2r1 t t3 i t 2 j,
C

x2 y 2 dx 2xy dy

Usar el teorema fundamental de las integrales de línea En 
los ejercicios 25 a 34, evalúe la integral de línea utilizando el teo-
rema fundamental de las integrales de línea. Utilice un sistema 
algebraico por computadora y compruebe los resultados.

25.

curva suave desde (0, 0) hasta (3, 8)

26.

curva suave de 

27.

segmento de recta de

28.

segmento de recta de 

29.

hasta
desdecicloide de 

30.

en el sentido de las círculo
1, 5hasta7, 5

x 4 2 y 5 2 9C:
C

2x
x2 y2 2 dx

2y
x2 y 2 2 dy

2 , 0
0, 0y 1 cosx sen ,C:

C

ex sen y dx ex cos y dy

2 3, 21, 1C:
C

y dx x dy
x2 y 2

3
2

,
2

0,C:

C

 cos x sen y dx sen x cos y dy

3, 21, 1C:
C

2 x y i 2 x y j dr

C:
C

3yi 3xj dr

Caroline Warren/Photodisc/Getty Images

a

a

a

manecillas del reloj desde 

31.
C

z 2y dx 2x z dy x y dz

  (a) C: segmento de recta desde (0, 0, 0) a (1, 1, 1)

  (b) C: segmento de recta desde (0, 0, 0) a (0, 0, 1) a (1, 1, 1)

  (c) C:  segmento de recta desde (0, 0, 0) a (1, 0, 0) a (1, 1, 0) a 
(1, 1, 1)

32.  Repita el ejercicio 31 usando la integral

33.

curva suave desde 

34.

curva suave desde 3, 4, 00, 0, 0C:
C

 6x dx 4z dy 4y 20z dz

2
, 3, 40, 0, 0C:

C

sen x dx z dy y dz

C

zy dx xz dy xy dz.

hasta

hasta

Trabajo En los ejercicios 35 y 36, encuentre el trabajo realiza-
do por el campo de fuerzas F al mover un objeto desde P hasta Q.

35.

36. Q 3, 2P 1, 1 ,F x, y
2x
y
i

x2

y 2 j;

Q 5, 9P 0, 0 ,F x, y 9x2y 2 i 6x3y 1 j;

37.  Trabajo Una piedra de 1 libra atada al extremo de una cuer-

da de 2 pies se hace girar horizontalmente con un extremo fi jo. 

Realiza una revolución por segundo. Encuentre el trabajo rea-

lizado por la fuerza F que mantiene a la piedra en una trayec-

toria circular. [Sugerencia: Use fuerza = (masa)(aceleración 

centrípeta).

38.  Trabajo Si F(x, y, z) = a1i + a2j + a3k es un campo vecto-

rial de fuerza constante, demuestre que el trabajo realizado al 

mover una partícula a lo largo de la trayectoria desde P hasta 

Q es W F PQ
\

. 

39.  Trabajo 

Se instala una tirolesa a 
50 metros del nivel 
del suelo. Corre des-
de su posición hasta 
un punto a 50 metros 
de la base de la insta-
lación. Demuestre que 
el trabajo realizado 
por el campo de 
fuerzas gravitatorio 
para que una persona 
de 175 libras recorra la longitud del cable es el mismo en 
cada una de las trayectorias

 

(a)

(b) r t t i 1
50 50 t 2j

r t t i 50 t j

40.  Trabajo ¿Puede encontrar una trayectoria para el cable de 

la tirolesa del ejercicio 39, tal que el trabajo realizado por el 

campo de fuerzas gravitatorio sea distinto de las cantidades de 

trabajo realizadas para las dos trayectorias dadas? Explique 

por qué sí o por qué no.
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1074 Capítulo 15  Análisis vectorial

DESARROLLO DE CONCEPTOS

41.  Teorema fundamental de las integrales de lí-
nea Enuncie el teorema fundamental de las integrales de 

línea.

42.  Independencia de la trayectoria ¿Qué signifi ca que 

una integral de línea sea independiente de la trayectoria? 

Enuncie el método para determinar si una integral de línea 

es independiente de la trayectoria.

43. Piénselo Sea F x, y
y

x2 y2 i
x

x2 y2 j. Encuentre el 

valor de la integral de línea C F dr. 

  

)b()a(

)d()c( y

x

C4

y

x

C3

y

x

C2

y

x

C1

¿CÓMO LO VE? Considere el campo de fuerzas 

que se muestra en la fi gura. Para imprimir una copia 

ampliada de la gráfi ca, visite MathGraphs.com.

x

−5

−5

y

 (a)  Argumente verbalmente que el campo de fuerzas no es con-
servativo porque se pueden encontrar dos trayectorias que 
requieren cantidades diferentes de trabajo para mover un 
objeto desde (–4, 0) hasta (3, 4). De las dos trayectorias, 
¿cuál requiere mayor cantidad de trabajo?

 (b)  Argumente verbalmente que el campo de fuerzas no es con-
servativo porque se puede encontrar una curva cerrada C tal 
que C F dr 0. 

Razonamiento gráfi co En los ejercicios 45 y 46, considere el 
campo de fuerzas que se muestra en la fi gura. ¿Es el campo de 
fuerzas conservativo? Explique por qué sí o por qué no.

.64.54

x

y

x

y

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 47 a 50, determine si 
el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué 
o dé un ejemplo que demuestre que es falso.

47.  Si C1, C2 y C3 tienen los mismos puntos inicial y fi nal, y

entonces C1
F dr1 C3

F dr3.C1
F dr1 C2

F dr2,

48.  Si F = yi + xj y C está dado por r(t) = (4 sen t)i + (3 cos t)j, 
para 0 ≤ t ≤ p, entonces C F dr 0. 

49.  Si F es conservativa en una región R acotada por una trayecto-
ria cerrada simple y está contenida en R, entonces C F dr es 
independiente de la trayectoria.

50.  Si F = Mi + Nj y ∂M/∂x = ∂N/∂y, entonces F es conservativa.

51.  Función armónica Una función es armónica si 
2f
x2

2f
y 2 0. Demuestre que si f es armónica, entonces

 C

f
y
dx

f
x
dy 0

 donde C es una curva suave cerrada en el plano.

52.  Energía cinética y potencial La energía cinética de un 

objeto que se mueve a través de un campo de fuerzas conser-

vativo disminuye a una razón de 15 unidades por minuto. ¿A 

qué razón cambia su energía potencial? 

53.  Investigación Sea F x, y
y

x2 y 2 i
x

x2 y2 j.

 (a) Demuestre que 

  

donde

y N
x

x2 y 2.M
y

x2 y 2

N
x

M
y

 (b) Si r(t) = cos ti + sen tj para 0  t  p, encuentre C F dr.

 (c)  Si r(t) = cos ti – sen tj para 0  t  p, encuentre C F dr.

 (d)  Si r(t) = cos ti + sen tj para 0  t  2p, encuentre C F dr. 
¿Por qué esto no contradice el teorema 15.7?

 (e)  Demuestre que arctan
x
y

F.
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1075 15.4  Teorema de Green

  Utilizar el teorema de Green para evaluar una integral de línea.
  Utilizar formas alternativas del teorema de Green.

Teorema de Green
En esta sección estudiará el teorema de Green, que recibe este nombre en honor del 

matemático inglés George Green (1793-1841). Este teorema establece que el valor de 

una integral doble sobre una región simplemente conexa R está determinado por el valor 

de una integral de línea a lo largo de la frontera de R.

Una curva C dada por r(t) = x(t)i + y(t)i, donde a ≤ t ≤ b, es simple si no se corta a 

sí misma, es decir, r(c) ≠ r(d) para todo c y d en el intervalo abierto (a, b). Una región 

plana R es simplemente conexa si cada curva cerrada simple en R encierra sólo los pun-

tos que están en R (ver la fi gura 15.26). De manera informal, una región simplemente 

conexa no puede consistir de partes separadas o con agujeros.

TEOREMA 15.8 Teorema de Green

Sea R una región simplemente conexa cuya frontera es una curva C suave por par-

tes, orientada en sentido contrario a las manecillas del reloj (es decir, C se recorre 

una vez de manera que la región R siempre esté a la izquierda). Si M y N tienen 

derivadas parciales continuas en una región abierta que contiene a R, entonces

C

M dx N dy
R

N
x

M
y

dA.

Demostración Se da una demostración sólo para una región que es vertical y hori-

zontalmente simple, como se muestra en la fi gura 15.27.

b

a

M x, f1 x M x, f2 x dx

b

a

M x, f1 x dx
a

b

M x, f2 x dx

C

M dx
C1

M dx
C2

M dx

Por otro lado

b

a

M x, f2 x M x, f1 x dx.

b

a

M x, y
f
2
x

f
1
x
dx

R

M
y
dA

b

a

f2 x

f
1
x

M
y
dy dx

Por consiguiente

C

M dx
R

M
y
dA.

De manera similar, puede usar g1(y) y g2(y) para demostrar que C N dy R N x dA. 

Sumando las integrales y C N dy,C M dx  llega a la conclusión establecida en el teo-

rema.
Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostración. 

15.4 Teorema de Green

r(a) = r(b)

R1

R2

R3

Simplemente conexa

No simplemente conexa

Figura 15.26

x
C = C1 + C2

C2:
y = f2(x)

R

a b

y

C1: y = f1(x)

es verticalmente simple.R

x
C ′ = C ′1 + C ′2

C ′2: x = g2(y)

R

d

c

y C ′1:
x = g1(y)

es horizontalmente simple.
Figura 15.27
R
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1076 Capítulo 15  Análisis vectorial

Un signo de integral con un círculo es algunas veces utilizado para indicar una integral 

de línea alrededor de una curva cerrada simple, como se muestra a continuación. Para indicar 

la orientación de la frontera, se puede utilizar una fl echa. Por ejemplo, en la segunda integral, la 

fl echa indica que la frontera C está orientada en sentido contrario a las manecillas del reloj. 

.2.1
C

M dx N dy
C

M dx N dy

EJEMPLO 1  Aplicar el teorema de Green

Utilice el teorema de Green para evaluar la integral de línea

C

y3 dx x3 3xy2 dy

donde C es la trayectoria desde (0, 0), hasta (1, 1) a lo largo de la gráfi ca de y = x3, desde 

(1, 1) hasta (0, 0) a lo largo de la gráfi ca de y = x, como se muestra en la fi gura 15.28.

Solución Como M = y3 y N = x3 + 3xy2, tiene que 

y
M
y

3y2.
N
x

3x2 3y2

Aplicando el teorema de Green, tiene entonces

1
4

.

3x4

4
x6

2

1

0

1

0
3x3 3x5 dx

1

0
 3x2y

x

x3
dx

1

0

x

x3

 3x2 dy dx

1

0

x

x3

3x2 3y2 3y2 dy dx

C

y3 dx x3 3xy2 dy
R

N
x

M
y

dA

El teorema de Green no se puede aplicar a toda integral de línea. Entre las restric-

ciones establecidas en el teorema 15.8, la curva C debe ser simple y cerrada. Sin embar-

go, cuando el teorema de Green es aplicable, puede ahorrar tiempo. Para ver esto, trate 

de aplicar las técnicas descritas en la sección 15.2 para evaluar la integral de línea del 

ejemplo 1. Para esto, necesita escribir la integral de línea como

C1

y3 dx x3 3xy 2 dy
C2

y3 dx x3 3xy2 dy

C

y3 dx x3 3xy2 dy

donde C1 es la trayectoria cúbica dada por

r t t i t3j

desde t = 0 hasta t = 1 y C2 es el segmento de recta dado por 

r t 1 t i 1 t j

desde t = 0 hasta t = 1.

y = x

x
1

1

C = C1 + C2

C1

C2

(1, 1)

(0, 0)

y = x3

y

es simple y cerrada, y la región R
siempre se encuentra a la izquierda

Figura 15.28

C

de C.

GEORGE GREEN 
(1793-1841)

Green, autodidacta, hijo de un 
molinero, publicó por primera vez 
el teorema que lleva su nombre en 
1828 en un ensayo sobre electricidad 
y magnetismo. En ese tiempo no 
había casi ninguna teoría matemática 
para explicar los fenómenos 
eléctricos. “Considerando cuán 
deseable sería que una energía 
de naturaleza universal, como la 
electricidad, fuera susceptible, hasta 
donde fuera posible, de someterse al 
cálculo. . . me vi impulsado a intentar 
descubrir cualquier posible relación 
general entre esta función y las 
cantidades de electricidad en los 
cuerpos que la producen.”
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1077 15.4  Teorema de Green

EJEMPLO 2  Aplicar el teorema de Green para calcular trabajo

Estando sometida a la fuerza

F x, y y3i x3 3xy2 j

una partícula recorre una vez el círculo de radio 3 que se muestra en la fi gura 15.29. 

Aplique el teorema de Green para hallar el trabajo realizado por F.

Solución Por el ejemplo 1 sabe, de acuerdo con el teorema de Green, que

C

y3 dx x3 3xy2 dy
R

 3x2 dA.

En coordenadas polares, usando x = r cos u y dA = r dr du el trabajo realizado es

243
4

.

243
8

sen 2
2

2

0

243
8

2

0
1 cos 2 d

3
2

0

81
4

 cos2 d

3
2

0

r4

4
 cos2

3

0
d

3
2

0

3

0
r3 cos2 dr d

2

0

3

0
 3 r cos 2r dr d

W
R

 3x2 dA

Al evaluar integrales de línea sobre curvas cerradas, recuerde que en campos vec-

toriales conservativos (en los que ∂N/∂x = ∂M/∂y), el valor de la integral de línea es 0. 

Esto es fácil de ver a partir de lo establecido en el teorema de Green

C

M dx N dy
R

N
x

M
y

dA 0.

EJEMPLO 3   Teorema de Green y campos vectoriales 
conservativos

Evalúe la integral de línea

C

y3 dx 3xy2 dy

donde C es la trayectoria que se muestra en la fi gura 15.30.

Solución A partir de esta integral de línea, M = y3 y N = 3xy2. Así que, ∂N/∂x = 3y2 

y ∂M/∂y = 3y2. Esto implica que el campo vectorial F = Mi + Nj es conservativo, y 

como C es cerrada, puede concluir que

C

y3 dx 3xy2 dy 0.

x

r = 3

C

−2 −1 1 2

2

1

−1

−2

y

F(x, y) = y3i + (x3 + 3xy2)j

Figura 15.29

x

C

y

es cerrada.
Figura 15.30
C

15-CH15-LARSON.indd 1077 04/12/14 22:00



1078 Capítulo 15  Análisis vectorial

EJEMPLO 4  Aplicar el teorema de Green

Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo.

Evalúe

C

arctan x y2 dx ey x2 dy

donde C es la trayectoria que encierra la región anular que se muestra en la fi gura 15.31.

Solución En coordenadas polares, R está dada por 1 ≤ r ≤ 3 para 0 ≤ u ≤ p. Además

N
x

M
y

2x 2y 2 r cos r sen .

Así, por el teorema de Green,

104
3

.

52
3

sen cos
0

0

52
3

cos sen d

0
2 cos sen

r3

3

3

1
d

0

3

1
2r cos sen r dr d

C

arctan x y2 dx ey x2 dy
R

2 x y dA

En los ejemplos 1, 2 y 4, el teorema de Green se utilizó para evaluar integrales de 

línea como integrales dobles. También puede utilizar el teorema para evaluar integrales 

dobles como integrales de línea. Una aplicación útil se da cuando ∂N/∂x – ∂M/∂y = 1.

Área de la región R

N
x

M
y

1
R

 1 dA

C

M dx N dy
R

N
x

M
y

dA

Entre las muchas opciones para M y N que satisfacen la condición establecida, la opción de 

y N
x
2

M
y
2

genera la siguiente integral de línea para el área de la región R.

TEOREMA 15.9 Integral de línea para el área

Si R es una región plana acotada por una curva simple C, cerrada y suave por par-

tes, orientada en sentido contrario a las manecillas del reloj, entonces el área de R 
está dada por

A
1
2 C

x dy y dx.

x

C

(0, 3)

(3, 0)(1, 0)(−1, 0)(−3, 0)

R

y

es suave por partes.
Figura 15.31
C
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1079 15.4  Teorema de Green

EJEMPLO 5  Hallar el área mediante una integral de línea

Use una integral de línea para hallar el área de la elipse x2 a2 y2 b2 1.

Solución Utilizando la fi gura 15.32, puede inducir a la trayectoria elíptica una orien-

tación en sentido contrario a las manecillas del reloj haciendo y y b sen t,x a cos t
0 t 2 .. Por tanto, el área es

ab.

ab
2

t
2

0

ab
2

2

0
cos2 t sen2 t dt

A
1
2 C

x dy y dx
1
2

2

0
a cos t b cos t dt b sen t a sen t dt

El teorema de Green puede extenderse para cubrir algunas regiones que no son 

simplemente conexas. Esto se demuestra en el ejemplo siguiente.

EJEMPLO 6   El teorema de Green extendido a una región 
con un orifi cio

Sea R la región interior a la elipse (x2/9) + (y2/4) = 1 y exterior al círculo x2 + y2 = 1. 

Evalúe la integral de línea

C

 2xy dx x2 2x dy

donde C = C1 + C2 es la frontera de R, como se muestra en la fi gura 15.33.

Solución Para empezar, introduzca los segmentos de recta C3 y C4 como se muestra 

en la fi gura 15.33. Observe que como las curvas tienen orientaciones opuestas, las in-

tegrales de línea sobre ellas se cancelan entre sí. Además, puede aplicar el teorema de 

Green a la región R utilizando la frontera C1 + C4 + C2 + C3 para obtener

10 .

2 3 2 12

2 ab r2

2 área de R

2
R

dA

R

2x 2 2x dA

C

 2xy dx x2 2x dy
R

N
x

M
y

dA

En la sección 15.1 se estableció una condición necesaria y sufi ciente para campos vec-

toriales conservativos. Ahí sólo se presentó una dirección de la demostración. Ahora puede 

dar la otra dirección, usando el teorema de Green. Sea F(x, y) = Mi + Nj defi nido en un 

disco abierto R. Usted quiere demostrar que si M y N tienen primeras derivadas parciales 

continuas y ∂M/∂y = ∂N/∂x, entonces F es conservativo. Suponga que C es una trayectoria 

cerrada que forma la frontera de una región conexa contenida en R. Entonces, usando el 

hecho de que ∂M/∂y = ∂N/∂x puede aplicar el teorema de Green para concluir que

R

N
x

M
y

dA 0.
C

F dr
C

M dx N dy

Esto es, a su vez, equivalente a demostrar que F es conservativo (vea el teorema 15.7).

x

b
a

x2 y2

a2 b2 = 1+

R

y

Figura 15.32

x

C1: Elipse
C2: Circunferencia

C3: y = 0, 1 ≤ x ≤ 3
C4: y = 0, 1 ≤ x ≤ 3

C2

C3

C4

C1 R

3

2

−2

−3

y

Figura 15.33
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1080 Capítulo 15  Análisis vectorial

Formas alternativas del teorema de Green
Esta sección concluye con la deducción de dos formulaciones vectoriales del teorema 

de Green para regiones en el plano. La extensión de estas formas vectoriales a tres di-

mensiones es la base del estudio en el resto de las secciones de este capítulo. Si F es un 

campo vectorial en el plano, puede escribir

F x, y, z Mi Nj 0k

por lo que el rotacional de F, como se describió en la sección 15.1, está dado por

N
z

i
M
z

j
N
x

M
y

k.rot  F F

i

x

M

j

y

N

k

z

0

Por consiguiente

N
x

M
y

.rot  F k
N
z

i
M
z

j
N
x

M
y

k k

Con condiciones apropiadas sobre F, C y R, puede escribir el teorema de Green en 

forma vectorial

Primera forma alternativa
R

rot F k dA.

C

F dr
R

N
x

M
y

dA

La extensión de esta forma vectorial del teorema de Green a superfi cies en el espacio da 

lugar al teorema de Stokes, que se estudia en la sección 15.8.

Para la segunda forma vectorial del teorema de Green, suponga las mismas condicio-

nes sobre F, C y R. Utilizando el parámetro longitud de arco s para C, tiene r(s) = x(s)i + 

y(s)j. Por tanto, un vector unitario tangente T a la curva C está dado por r′(s) = T = x′(s)i 
+ y′(s)j. En la fi gura 15.34 puede ver que el vector unitario normal hacia fuera N puede 

entonces escribirse como

N y s i x s j.

Por consiguiente, para F(x, y) = Mi + Nj se puede aplicar el teorema de Green para obtener

Teorema de Green

Por consiguiente,

Segunda forma alternativa
C

F N ds
R

div F dA.

R

 div F dA.

R

M
x

N
y

dA

C

N dx M dy

C

M dy N dx

b

a

M
dy
ds

N
dx
ds

ds

C

F N ds
b

a

Mi Nj y s i x s j ds

Una generalización de esta forma a tres dimensiones se llama teorema de la divergen-
cia, discutido en la sección 15.7. En las secciones 15.7 y 15.8 se analizarán las interpre-

taciones físicas de divergencia y del rotacional.

θ

T

N = −n

n

C

Figura 15.34
N sen i cos j

sen i cos j

n cos
2

i sen
2

j

T cos i sen j
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1081 15.4  Teorema de Green

Verifi cación del teorema de Green En los ejercicios 1 a 4, 
compruebe el teorema de Green evaluando ambas integrales

C
y2 dx x2 dy

R

N
x

M
y

dA

para la trayectoria dada.

 1. C:  frontera de la región que yace entre las gráfi cas de y = x y 
y = x2.

 2.  C:  frontera de la región que yace entre las gráfi cas de y = x y 
y x. 

 3.  C: cuadrado con vértices (0, 0), (1, 0), (1, 1), (0, 1)

 4. C: rectángulo con vértices (0, 0), (3, 0), (3, 4), (0, 4)

Verifi car el teorema de Green En los ejercicios 5 y 6, com-
pruebe el teorema de Green utilizando un sistema algebraico 
por computadora y evalúe ambas integrales

C
xe y dx ex dy

R

N
x

M
y

dA

sobre la trayectoria dada.

5.  C: circunferencia dada por x2 + y2 = 4

6. C: frontera de la región comprendida entre las gráfi cas de y = x y 
y = x3 en el primer cuadrante

Evaluar una integral de línea utilizando el teorema de 
Green En los ejercicios 7 a 10, utilice el teorema de Green 
para evaluar la integral

C
y x dx 2x y dy

sobre la trayectoria dada.

7.  C:  frontera de la región comprendida entre las gráfi cas de y = x 
y y = x2 – 2x 

8.  C: x = 2 cos u, y = sen u

9.  C:  frontera de la región interior al rectángulo acotado por x = –5, 
x = 5, y = –3 y y = 3, y exterior al cuadrado acotado por x = 
–1, x = 1, y = –1 y y = 1.

10.  C:  frontera de la región interior al semicírculo y 25 x2 
y exterior al semicírculo y 9 x2 

Evaluar una integral de línea usando el teorema de 
Green En los ejercicios 11 a 20, utilice el teorema de Green 
para evaluar la integral de línea.

11.

frontera de la región comprendida entre las gráficas de,
y

12.

frontera de la región comprendida entre las gráficas de,
y x 9y xy 0,

C:
C

y 2 dx xy dy

y 1 x2y 0
C:
C

 2xy dx x y dy

.41.31

15.

16.

17.

frontera de la región comprendida entre las gráficas de,
y

18.

frontera de la región comprendida entre las gráficas de la 
circunferencia,

19.

frontera de la región comprendida entre las gráficas de 
y

20.

frontera de la región comprendida entre los cuadrados 
yycon vértices

y 2, 22, 22, 2 ,
2, 2 ,1, 11, 11, 1 ,1, 1 ,

C:
C

 3x2ey dx ey dy

x2 y 2 9x2 y 2 1
C:
C

x 3y dx x y dy

y 2 sen x 3 cos ,
y 6 sen x 6 cos ,

C:
C

e x2 2 y dx e y 2 2 x dy

y x
y xC:

C

 cos y dx xy x sen y dy

x 4 2 cos , y 4 senC:
C

 2 arctan 
y
x
dx ln x2 y 2 dy

x2 y 2 a2C:
C

ex cos 2y dx 2ex sen 2y dy

r 1 cosC:x2 y 2 16C:
C

x2 y 2 dx 2xy dy
C

x2 y 2 dx 2xy dy

 y la elipse,

Trabajo En los ejercicios 21 a 24, utilice el teorema de Green 
para calcular el trabajo realizado por la fuerza F sobre una 
partícula que se mueve, en sentido contrario a las manecillas 
del reloj, por la trayectoria cerrada C.

21.

22.

23.

frontera del triángulo con vértices, y

24.

frontera de la región comprendida entre las gráficas de
y x 9y 0y x,

C:

F x, y 3x2 y i 4xy 2j

5, 00, 0 ,C:

F x, y x3 2 3y i 6x 5 y j

r 2 cos C:

F x, y ex 3y i ey 6x j

x2 y2 1C:

F x, y xyi x y j

0, 5

Área En los ejercicios 25 a 28, utilice una integral de línea 
para hallar el área de la región R.

25.  R: región acotada por la gráfi ca de x2 + y2 = a2 

26.  R:  triángulo acotado por las gráfi cas de x = 0, 3x – 2y = 0 y 
x + 2y = 8

15.4 Ejercicios   Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios 
con numeración impar.
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1082 Capítulo 15  Análisis vectorial

27.  R: región acotada por la gráfi ca de y = 5x – 3 y y = x2 + 1

28.  R:  región interior al lazo de la hoja o folio de Descartes acotada 
por la gráfi ca de

  
y

3t 2

t 3 1
x

3t
t3 1

,

DESARROLLO DE CONCEPTOS

29.  Teorema de Green Enuncie el teorema de Green.

30.  Área Dé la integral de línea para el área de una región R 
acotada por una curva simple suave por partes C.

Usar el teorema de Green para comprobar una fórmula 
En los ejercicios 31 y 32, utilice el teorema de Green para verifi car 
las fórmulas de las integrales de línea.

31. La centroide de una región de área A acotada por una trayecto-
ria simple cerrada C es

  
y

1
2A C

y 2 dx.x
1

2A C

x2 dy,

32.  El área de una región plana acotada por la trayectoria simple 
cerrada C dada en coordenadas polares es

  
A

1
2 C

r 2 d .

Centroide En los ejercicios 33 a 36, utilice un sistema alge-
braico por computadora y los resultados del ejercicio 31 para 
hallar el centroide de la región.

33.  R: región acotada por las gráfi cas de y = 0 y y = 4 – x2

34.  R: región acotada por las gráfi cas de y a2 x2 y y = 0

35.  R: región acotada por las gráfi cas de y = x3 y y = x, 0 ≤ x ≤ 1

36.  R:  triángulo cuyos vértices son (–a, 0), (a, 0) y (b, c), donde 
–a ≤ b ≤ a

Área En los ejercicios 37 a 40, utilice los resultados del ejer-
cicio 32 para hallar el área de la región acotada por la gráfi ca 
de la ecuación polar

37.

38.

39. (lazo interior)

40. r
3

2 cos

r 1 2 cos 

r a cos 3

r a 1 cos

41.  Valor máximo

 (a)  Evalúe 
C1

y3 dx 27x x3 dy,

  donde C1 es el círculo unitario dado por r(t) = cos ti + 
sen tj, para 0 ≤ t ≤ 2p.

 (b)  Determine el valor máximo de 
C

y3 dx 27x x3 dy, 

donde C es cualquier curva cerrada en el plano xy, orien-
tada en sentido contrario a las manecillas del reloj.

¿CÓMO LO VE? Utilice el teorema de Green para 

explicar por qué 

  C

f x dx g y dy 0

  donde f y g son funciones derivables y C es una trayec-
toria cerrada simple suave por partes (vea la fi gura).

x

C

y

43.  Teorema de Green: región con un agujero Sea R la 

región dentro del círculo x = 5 cos u, y = 5 sen u y fuera de 

la elipse x = 2 cos u, y = sen u. Evalúe la integral de línea

  C

e x2 2 y dx e y2 2 x dy

  donde C = C1 + C2 es la frontera de R, como se muestra en la 
fi gura.

x

C1: Circunferencia
C2: Elipse

C2

C1
R

y

−2−3−4 2 3 4

−2
−3
−4

2

3

4

44. Teorema de Green: región con un agujero Sea R la 

región dentro de la elipse x = 4 cos u, y = 3 sen u y fuera del 

círculo x = 2 cos u, y = 2 sen u. Evalúe la integral de línea

  C

3x2y 1 dx x3 4x dy

  donde C = C1 + C2 es la frontera de R, como se muestra en la 
fi gura.

x

C1: Elipse
C2: Circunferencia

C2

C1

R

y

−1−3 1 3
−1

1
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1083 15.4  Teorema de Green

45.  Piénselo Sea

  
I

C

y dx x dy
x2 y 2

  donde C es una circunferencia orientada en sentido contrario al 
de las manecillas del reloj. Demuestre que I = 0 si C no con-
tiene al origen. ¿Cuál es el valor de I si C contiene al origen?

46.  Piénselo Para cada trayectoria dada, compruebe el teorema 

de Green demostrando que

  C

y2 dx x2 dy
R

N
x

M
y

dA.

  Para cada trayectoria, ¿cuál es la integral más fácil de evaluar? 
Explique.

 (a)  C: triángulo con vértices (0, 0), (4, 0) y (4, 4)

 (b) C: circunferencia dada por x2 + y2 = 1

47.  Demostración

 (a)  Sea C el segmento de recta que une (x1, y1) y (x2, y2). De-
muestre que C y dx x dy x1y2 x2y1. 

 (b)  Sean (x1, y1), (x2, y2), . . ., (xn, yn) los vértices de un polígo-
no. Demuestre que el área encerrada es

  
xn 1yn xnyn 1 xny1 x1yn .

1
2 x1y2 x2y1 x2y3 x3y2

.  .  .

 

48.  Área Utilice el resultado del ejercicio 47(b) para hallar el 

área encerrada por el polígono cuyos vértices se dan.

 (a)  Pentágono: (0, 0), (2, 0), (3, 2), (1, 4) y (–1, 1)

 (b)  Hexágono: (0, 0), (2, 0), (3, 2), (2, 4), (0, 3) y (–1, 1)

Demostración En los ejercicios 49 y 50, demuestre la identi-
dad, donde R es una región simplemente conexa con frontera C. 
Suponga que las derivadas parciales requeridas de las funcio-
nes escalares f y g son continuas. Las expresiones DNf y DNg son 
las derivadas en la dirección del vector normal exterior N de C 
y se defi nen por y DNg g N.DN f f N
49.  Primera identidad de Green

  R

f 2g f g dA
C

f DNg ds
 

  [Sugerencia: Utilice la segunda forma alternativa del teorema 
de Green y la propiedad div f G f div G f G.

50.  Segunda identidad de Green

  R

f 2g g 2f dA
C

f DNg gDN f ds

  (Sugerencia: Utilice la primera identidad de Green, dada en el 
ejercicio 49, dos veces.)

51.  Demostración Sea F = Mi + Nj, donde M y N tienen pri-

meras derivadas parciales continuas en una región simplemen-

te conexa R. Demuestre que si C es cerrada, simple y suave, y 

Nx = My, entonces C F dr 0.

DESAFÍOS DEL EXAMEN PUTNAM

52.  Determine la mínima área posible de un conjunto convexo 
en el plano que interseca ambas ramas de la hipérbola xy = 1 
y ambas ramas de la hipérbola xy = –1. (Un conjunto S en el 
plano se llama convexo si para cualesquiera dos puntos en S 
el segmento de recta que los conecta está contenido en S.) 

Estos problemas fueron preparados por el Committee on the Putnam Prize 

Competition. © The Mathematical Association of America. Todos los derechos 

reservados.

PROYECTO DE TRABAJO

Funciones hiperbólicas y trigonométricas
 (a)  Dibuje la curva plana representada por la función vectorial 

r(t) = cosh ti + senh tj en el intervalo 0 ≤ t ≤ 5. Demuestre que 
la ecuación rectangular que corresponde a r(t) es la hipérbola 
x2 – y2 = 1. Compruebe el dibujo utilizando una herramienta 
de grafi cación para representar la hipérbola.

 (b)  Sea P = (cosh f, senh f) el punto de la hipérbola correspon-
diente a r(f) para f > 0. Utilice la fórmula para el área

  
A

1
2 C

x dy y dx

  para comprobar que el área de la región que se muestra en la 

fi gura es 12 .

 (c)  Demuestre que el área de la región indicada está dada por la 
integral

  
A

senh

0
1 y2 coth y dy.

  Confi rme su respuesta para la parte (b) por aproximación nu-
mérica de la integral para f = 1, 2, 4 y 10.

(d)  Considere la circunferencia unitaria dada por x2 + y2 = 1. Sea u 
el ángulo formado por el eje x y el radio a (x, y). El área del sec-
tor correspondiente es 

1
2 . Es decir, las funciones trigonométri-

cas f(u) = cos u y g(u) = sen u podrían haber sido defi nidas como 
las coordenadas del punto en el círculo unitario que determina 
un sector de área 

1
2 . Escriba un párrafo breve explicando cómo 

defi nir las funciones hiperbólicas de una manera similar, utili-
zando la “hipérbola unitaria” x2 – y2 = 1.

x

(cosh   , senhφ

(0, 0) (1, 0)

y

φ)
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1084 Capítulo 15  Análisis vectorial

  Comprender la defi nición y esbozar la gráfi ca de una superfi cie paramétrica.
  Hallar un conjunto de ecuaciones paramétricas para representar una superfi cie.
  Hallar un vector normal y un plano tangente a una superfi cie paramétrica.
  Hallar el área de una superfi cie paramétrica.

Superfi cies paramétricas
Ya sabe representar una curva en el plano o en el espacio mediante un conjunto de ecua-

ciones paramétricas o, de forma equivalente, por una función vectorial.

Curva en el plano

Curva en el espacior t x t i y t j z t k

r t x t i y t j

En esta sección aprenderá a representar una superfi cie en el espacio mediante un conjun-

to de ecuaciones paramétricas o mediante una función vectorial. Observe que en el caso 

de las curvas, la función vectorial r es función de un solo parámetro t. En el caso de las 

superfi cies, la función vectorial es función de dos parámetros u y v.

Defi nición de superfi cie paramétrica

Sean x, y y z funciones de u y v, continuas en un dominio D del plano uv. Al conjunto 

de puntos x, y, z dado por

Superficie paramétricar u, v x u, v i y u, v j z u, v k

se le llama una superfi cie paramétrica. Las ecuaciones

y Ecuaciones paramétricasz z u, vy y u, vx x u, v ,

son las ecuaciones paramétricas para la superfi cie.

Si S es una superfi cie paramétrica dada por la función vectorial r, entonces S es traza-

da por el vector posición r(u, v) a medida que el punto (u, v) se mueve por el dominio D, 

como se indica en la fi gura 15.35.

Figura 15.35

r(u, v)

y
x

S

z

u

D
(  , )u  v

v

TECNOLOGÍA Algunos sistemas algebraicos por computadora dibujan super-

fi cies paramétricas. Si tiene acceso a este tipo de software, utilícelo para repre-

sentar gráfi camente algunas de las superfi cies de los ejemplos y ejercicios de esta 

sección.

15.5 Superfi cies paramétricas
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1085 15.5  Superfi cies paramétricas

EJEMPLO 1  Trazar una superfi cie paramétrica

Identifi que y dibuje la superfi cie paramétrica S dada por

r u, v 3 cos ui 3 sen uj vk

donde 0 ≤ u ≤ 2p y 0 ≤ v ≤ 4.

Solución Dado que x = 3 cos u y y = 

3 sen u, sabe que en cada punto (x, y, z) de la 

superfi cie, x y y están relacionados mediante 

la ecuación 

x2 y2 32.

En otras palabras, cada sección transversal de S, 

paralela al plano xy, es una circunferencia de 

radio 3, centrada en el eje z. Como z = v, donde

0 v 4

puede ver que la superfi cie es un cilindro circu-

lar recto de altura 4. El radio del cilindro es 3, 

y el eje z forma el eje del cilindro, como se 

muestra en la fi gura 15.36.

Como ocurre con las representaciones paramétricas de curvas, las representaciones 

paramétricas de superfi cies no son únicas. Es decir, hay muchos conjuntos de ecuacio-

nes paramétricas que podrían usarse para representar la superfi cie que se muestra en la 

fi gura 15.36.

EJEMPLO 2  Trazar una superfi cie paramétrica

Identifi que y dibuje una superfi cie paramétrica S dada por

r u, v sen u cos vi sen u sen vj cos uk

donde 0 ≤ u ≤ p y 0 ≤ v ≤ 2p.

Solución Para identifi car la superfi cie, puede tratar de emplear identidades trigono-

métricas para eliminar los parámetros. Después de experimentar un poco, descubre que

1.

sen2 u cos2 u

sen2 u cos2 v sen2 v cos2 u

sen2 u cos2 v sen2 u sen2 v cos2 u

x2 y2 z2 sen u cos v 2 sen u sen v 2 cos u 2

Así pues, cada punto en S se encuentra en la esfera unitaria o esfera unidad, centrada 

en el origen, como se muestra en la fi gura 15.37. Para una u = di, r(u, v) fi ja, trace las 

circunferencias de latitud

0 dix2 y2 sen2 di,

que son paralelas al plano xy, y para una v = ci, r(u, v) fi ja, trace semicírculos de longi-

tud o meridianos.

Para convencerse de que r(u, v), trace toda la esfera unitaria, recordando que las 

ecuaciones paramétricas

y z  cos y  sen  sen x  sen  cos ,

donde 0 ≤ u ≤ 2p y 0 ≤ f ≤ p, describen la conversión de coordenadas esféricas a coor-

denadas rectangulares, como se vio en la sección 11.7. 

x
y

3

4

z

Figura 15.36

x y

z

c1

c2c3

c4

d1

d2

d3

d4

Figura 15.37
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1086 Capítulo 15  Análisis vectorial

Ecuaciones paramétricas para superfi cies
En los ejemplos 1 y 2 se le pidió identifi car la superfi cie descrita por un conjunto dado 

de ecuaciones paramétricas. El problema inverso, el de asignar un conjunto de ecuacio-

nes paramétricas a una superfi cie dada, es generalmente más difícil. Sin embargo, un 

tipo de superfi cie para la que este problema es sencillo, es una superfi cie dada por z = 

f(x, y). Tal superfi cie la puede parametrizar como

r x, y x i yj f x, y k.

EJEMPLO 3  Representar una superfi cie paramétricamente

Dé un conjunto de ecuaciones paramétricas para el cono dado por

z x2 y2

como el que se muestra en la fi gura 15.38.

Solución Como esta superfi cie está dada en la forma z = f(x, y), puede tomar x y y 
como parámetros. Entonces el cono se representa por la función vectorial 

r x, y x i yj x2 y2 k

donde (x, y) varía sobre todo el plano xy. 

Un segundo tipo de superfi cie fácil de representar paramétricamente es una super-

fi cie de revolución. Por ejemplo, para representar la superfi cie generada por revolución 

de la gráfi ca de 

a x by f x ,

en torno al eje x, utilice

y z f u  sen vy f u  cos vx u,

donde a ≤ u ≤ b y 0 ≤ v ≤ 2p.

EJEMPLO 4   Representar una superfi cie de revolución 
paramétricamente

Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo.

Escriba un conjunto de ecuaciones paramétricas para la superfi cie de revolución obte-

nida al hacer girar

1 x 10f x
1
x
,

en torno al eje x.

Solución Utilice los parámetros u y v como se describió antes para obtener

y z f u  sen v
1
u

 sen vy f u  cos v
1
u

 cos vx u,

donde

y 0 v 2 .1 u 10

La superfi cie resultante es una porción de la trompeta de Gabriel, como se muestra en la 

fi gura 15.39. 

La superfi cie de revolución del ejemplo se forma haciendo girar la gráfi ca de y = 

f(x) en torno al eje x. Para otros tipos de superfi cies de revolución, puede usarse una 

parametrización similar. Por ejemplo, para parametrizar la superfi cie formada por revo-

lución de la gráfi ca de x = f(z) en torno al eje z, puede usar

y y f u  sen v.x f u  cos vz u,

x y

3

2

2
12

−2

1

z

Figura 15.38

x

y1

10

1

z

Figura 15.39
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1087 15.5  Superfi cies paramétricas

Vectores normales y planos tangentes
Sea S una superfi cie paramétrica dada por

r u, v x u, v i y u, v j z u, v k

sobre una región abierta D tal que x, y y z tienen derivadas parciales continuas en D. Las 

derivadas parciales de r respecto a u y v están defi nidas como

y

rv
x
v
u, v i

y
v
u, v j

z
v
u, v k.

ru
x
u
u, v i

y
u
u, v j

z
u
u, v k

Cada una de estas derivadas parciales es una función vectorial que puede interpretarse 

geométricamente en términos de vectores tangentes. Por ejemplo, si v = v0 se mantiene 

constante, entonces r(u, v0) es una función vectorial de un solo parámetro y defi ne una 

curva que se encuentra en la superfi cie S. El vector tangente a C1 en el punto

está dado por

ru u0, v0
x
u
u0, v0 i

y
u
u0, v0 j

z
u
u0, v0 k

z u0, v0y u0, v0 ,x u0, v0 ,

como se muestra en la fi gura 15.40. De manera similar, si u = u0 se mantiene constante, 

entonces r(u0, v) es una función vectorial de un solo parámetro y defi ne una curva C2 

que se encuentra en la superfi cie S. El vector tangente a C2 en el punto (x(u0, v), y(u0, v), 

z(u0, v)) está dado por

rv u0, v0
x
v
u0, v0 i

y
v
u0, v0 j

z
v
u0, v0 k.

Si el vector normal ru × rv no es 0 para todo (u, v) en D, entonces se dice que la super-

fi cie es suave y tendrá un plano tangente. De manera informal, una superfi cie suave es 

una superfi cie que no tiene puntos angulosos o cúspides. Por ejemplo, esferas, elipsoi-

des y paraboloides son suaves, mientras que el cono del ejemplo 3 no es suave.

Vector normal a una superfi cie paramétrica suave

Sea S una superfi cie paramétrica suave

r u, v x u, v i y u, v j z u, v k

defi nida sobre una región abierta D en el plano uv. Sea (u0, v0) un punto en D. Un 

vector normal en el punto

x0, y0, z0 x u0, v0 , y u0, v0 , z u0, v0

está dado por

N ru u0, v0 rv u0, v0

i

x
u

x
v

j

y
u

y
v

k

z
u

z
v

.

La fi gura 15.40 muestra el vector normal ru × rv. El vector rv × ru también es nor-

mal a S y apunta en la dirección opuesta.

x
y

(x0, y0, z0)

C1C2

rv ru

z
N

S

Figura 15.40
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1088 Capítulo 15  Análisis vectorial

EJEMPLO 5   Hallar un plano tangente a una superfi cie 
paramétrica

Encuentre una ecuación para el plano tangente al paraboloide dado por

r u, v ui vj u2 v2 k

en el punto (1, 2, 5).

Solución El punto en el plano uv que es llevado al punto (x, y, z) = (1, 2, 5) es (u, v) = 

(1, 2). Así, derivadas parciales de r son

y rv j 2vk.ru i 2uk

El vector normal está dado por

ru rv

i
1
0

j
0
1

k
2u
2v

2ui 2vj k

lo que implica que el vector normal en (1, 2, 5) es 

ru rv 2i 4j k.

Por tanto, una ecuación del plano tangente en (1, 2, 5) es

2x 4y z 5.

2 x 1 4 y 2 z 5 0

El plano tangente se muestra en la fi gura 15.41. 

Área de una superfi cie paramétrica
Para defi nir el área de una superfi cie paramétrica, puede usar un desarrollo similar al 

dado en la sección 14.5. Para empezar construya una partición interna de D que con-

siste en n rectángulos, donde el área del rectángulo i-ésimo Di es ∆Ai = ∆ui∆vi, como 

se muestra en la fi gura 15.42. En cada Di sea (ui, vi) el punto más cercano al origen. En 

el punto (xi, yi, zi) = (x(ui, vi), y(ui, vi), z(ui, vi)) de la superfi cie S, construya un plano 

tangente Ti. El área de la porción en que corresponde a Di, ∆Ti puede ser aproximada 

por un paralelogramo en el plano tangente. Es decir, ∆Ti ≈ ∆Si. Por tanto, la superfi cie 

de S está dada por Si Ti. El área del paralelogramo en el plano tangente es

uiru virv ru rv ui vi

lo cual conduce a la defi nición siguiente.

Área de una superfi cie paramétrica

Sea S una superfi cie paramétrica suave

r u, v x u, v i y u, v j z u, v k

defi nida sobre una región abierta D en el plano uv. Si cada punto de la superfi cie S 
corresponde exactamente a un punto del dominio D, entonces el área de la superfi -
cie de S está dada por

donde

and rv
x
v

i
y
v

j
z
v

k.ru
x
u

i
y
u

j
z
u

 k

Área de la superficie
S

dS
D

ru rv dA

y

x

22

6

7

−2 −1

(1, 2, 5)

1 3
3

−3

z

Figura 15.41

y
x

Δvirv

Δuiru

S

z

Figura 15.42

Di

u

Δui

Δvi

(ui, vi)

v
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1089 15.5  Superfi cies paramétricas

Para una superfi cie S dada por z = f(x, y) esta fórmula para el área de la superfi cie 

corresponde a la dada en la sección 14.5. Para ver esto, puede parametrizar la superfi cie 

utilizando la función vectorial

r x, y xi yj f x, y k

defi nida sobre la región R en el plano xy. Utilizando

y ry j fy x, y krx i fx x, y k

se tiene

y

rx ry fx x, y 2 fy x, y 2 1.

rx ry

i
1
0

j
0
1

k
fx x, y
fy x, y

fx x, y i fy x, y j k

Esto implica que el área de la superfi cie de S es

R
1 fx x, y 2 fy x, y 2 dA.

R

rx ry dAÁrea de la superficie

EJEMPLO 6  Hallar el área de una superfi cie

Encuentre el área de la superfi cie de la esfera unitaria dada por

r u, v sen u cos vi sen u sen vj cos uk

donde el dominio D está dado por 0 ≤ u ≤ p y 0 ≤ v ≤ 2p.

Solución Para empezar, calcule ru y rv.

rv sen u sen vi sen u cos vj

ru cos u cos vi cos u sen vj sen uk

El producto vectorial de estos dos vectores es

sen2 u cos vi sen2 u sen vj sen u cos uk

ru rv

i
cos u cos v

sen u sen v

j
cos u sen v
sen u cos v

k
sen u

0

lo cual implica que

sen u > 0 para 0 usen u.

sen2 u

sen4 u sen2 u cos2 u

ru rv sen2 u cos v 2 sen2 u sen v 2 sen u cos u 2

Por último, el área de la superfi cie de la esfera es

4 .

2

0
 2 dv

2

0 0
 sen u du dv

A
D

ru rv dA

COMENTARIO La super-

fi cie del ejemplo 6 no satisface 

totalmente la hipótesis de que 

cada punto de la superfi cie 

corresponde exactamente a un 

punto de D. Para esta superfi cie, 

r(u, 0) = r(u, 2p) para todo 

valor u. Sin embargo, como el 

traslape consiste sólo en un semi-

círculo que no tiene área, puede 

aplicar la fórmula para el área de 

una superfi cie paramétrica.
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1090 Capítulo 15  Análisis vectorial

EJEMPLO 7  Hallar el área de una superfi cie

Encuentre el área de la superfi cie del toro dada por

r u, v 2 cos u  cos vi 2 cos u  sen vj sen uk

donde el dominio D está dado por 0 ≤ u ≤ 2p y 0 ≤ v ≤ 2p. (Vea la fi gura 15.43.)

Solución Para empezar, calcule ru y rv

rv 2 cos u  sen vi 2 cos u  cos vj

ru sen u cos vi sen u sen vj cos uk

El producto vectorial de estos dos vectores es

2 cos u cos v cos ui sen v cos uj sen uk

ru rv

i
sen u cos v

2 cos u  sen v

j
sen u sen v

2 cos u  cos v

k
cos u

0

lo cual implica que

2 cos u.

2 cos u cos2 u sen2 u

2 cos u cos2 u cos2 v sen2 v sen2 u

ru rv 2 cos u cos v cos u 2 sen v cos u 2 sen2 u

Por último, el área de la superfi cie del toro es

8 2.

2

0
 4 dv

2

0

2

0
2 cos u du dv

A
D

ru rv dA

Si la superfi cie es una superfi cie de revolución, puede demostrar que la fórmula 

para el área de la superfi cie, dada en la sección 7.4, es equivalente a la fórmula dada en 

esta sección. Por ejemplo, suponga que f sea una función no negativa tal que f ′ sea con-

tinua sobre el intervalo [a, b]. Sea S la superfi cie de revolución formada por revolución 

de la gráfi ca de f donde a ≤ x ≤ b, en torno al eje x. De acuerdo con la sección 7.4, sabe 

que el área de la superfi cie está dada por

Área de la superficie 2
b

a

f x 1 f x 2 dx.

Para representar S paramétricamente sea

y z f u  sen vy f u  cos vx u,

donde a ≤ u ≤ b y 0 ≤ v ≤ 2p. Entonces

r u, v ui f u  cos vj f u  sen vk.

Intente demostrar que la fórmula

Área de la superficie
D

ru rv dA

es equivalente a la fórmula dada arriba (vea el ejercicio 58).

Exploración
Para el toro del ejemplo 7, 

describa la función r(u, v) para 

u fi jo. Después, describa la 

función para r(u, v) para v fi jo.

x

y

z

Figura 15.43
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1091 15.5  Superfi cies paramétricas

Relacionar En los ejercicios 1 a 6, relacione la función vec-
torial con su gráfi ca. [Las gráfi cas están marcadas (a), (b), (c), 
(d), (e) y (f).]

)b()a(

)d()c(

)f()e(

x
y

2 2

2

z

x

y4 4

4

− 4

z

x
y22

2

z

x
y

4 4

2

z

2

x

y
2

2

− 2 −1

1

1

z

x

y

2

2

2

−2

−2

1

z

1.

2.

3.

4.

5.

6. r u, v 4 cos ui 4 sen uj vk

r u, v 2 cos v cos ui 2 cos v sen uj 2 sen vk

r u, v ui 1
4v3j vk

r u, v ui 1
2 u v j vk

r u, v u cos vi u sen vj uk

r u, v ui vj uvk

Dibujar una superfi cie paramétrica En los ejercicios 7 a 
10, encuentre la ecuación rectangular de la superfi cie por elimi-
nación de los parámetros de la función vectorial. Identifi que la 
superfi cie y dibuje su gráfi ca.

7.

8.

9.

10. r u, v 3 cos v cos ui 3 cos v sen uj 5 sen vk

r u, v 2 cos ui vj 2 sen uk

r u, v 2u cos vi 2u sen vj 1
2u

2k

r u, v ui vj
v
2

k

Trazar la gráfi ca de una superfi cie paramétrica En los ejer-
cicios 11 a 16, utilice un sistema algebraico por computadora y re-
presente gráfi camente la superfi cie dada por la función vectorial.

11.

0 v 20 u 1,

r u, v 2u cos vi 2u sen vj u4k

12.

13.

14.

15.

16.

0 v 20 u
2

,

r u, v cos3 u cos vi sen3 u sen vj uk

0 v 20 u ,

r u, v u sen u  cos vi 1 cos u  sen vj uk

0 v 30 u 1,

r u, v 2u cos vi 2u sen vj vk

0 v 20 u 2,

r u, v 2 senh u cos vi senh u sen vj cosh uk

0 v 20 u 2 ,

r u, v 2 cos v cos ui 4 cos v sen uj sen vk

Piénselo En los ejercicios 17 a 20, determine cómo la gráfi ca 
de la superfi cie s(u, v) difi ere de la gráfi ca de s(u, v) = u cos vi + 
u sen vj + u2k (vea la fi gura), donde 0 ≤ u ≤ 2 y 0 ≤ v ≤ 2p. (No 
es necesario representar a s gráfi camente.)

17.

18.

19.

20.

0 v 20 u 2,

s u, v 4u cos vi 4u sen vj u2k

0 v 20 u 3,

s u, v u cos vi u sen vj u2k

0 v 20 u 2,

s u, v u cos vi u2j u sen vk

0 v 20 u 2,

s u, v u cos vi u sen vj u2k

y
x 2

− 2 − 2

2

4

z

r(u, v)

Representar una superfi cie en forma paramétrica En los 
ejercicios 21 a 30, encuentre una función vectorial cuya gráfi ca 
sea la superfi cie indicada.

21. El plano 

22. El plano 

23. El plano 

24. El cono 

25. El cilindro 

26. El cilindro 

27. El cilindro 

28. El elipsoide 
x2

9
y2

4
z2

1
1

z x2

4x2 y2 16

x2 y2 25

x 16y2 z2

y 4x2 9z2

x y z 6

z y

15.5 Ejercicios   Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios 
con numeración impar.
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1092 Capítulo 15  Análisis vectorial

29.  La parte del plano z = 4 interior al cilindro x2 + y2 = 9

30.  La parte del paraboloide z = x2 + y2 interior al cilindro x2 + 
y2 = 9

Superfi cie de revolución En los ejercicios 31 a 34, dé un 
conjunto de ecuaciones paramétricas para la superfi cie de re-
volución obtenida por revolución de la gráfi ca de la función en 
torno al eje dado.

Función

31. Eje x

32. Eje x

33. Eje z

34. Eje yz y2 1,  0 y 2

x sen z,  0 z

y x,  0 x 4

y
x
2

,  0 x 6

Eje de revolución

Plano tangente En los ejercicios 35 a 38, encuentre una 
ecuación para el plano tangente a la superfi cie dada por la fun-
ción vectorial en el punto indicado.

35.

63Figura para53Figura para

36.

37.

38. r u, v 2u cosh vi 2u senh vj 1
2 u2k,  4, 0, 2

x

y

(0, 6, 4)

5

6

2
4

6

24

−6

z

r u, v 2u cos vi 3u sen vj u2k,  0, 6, 4

r u, v ui vj uv k,  1, 1, 1

x

y

(1, 1, 1) 

1

1

2

2

2

z

x

y

(1, − 1, 1)
2

2

2

− 2− 1

− 2

z

r u, v u v i u v j vk,  1, 1, 1

x

(−4, 0, 2)
2

4

4

246 − 2 − 4 − 6

z

y

Área En los ejercicios 39 a 46, encuentre el área de la superfi cie 
sobre la región dada. Utilice un sistema algebraico por compu-
tadora para comprobar los resultados.

39.  La parte del plano r(u, v) = 4ui – vj + vk, donde 0 ≤ u ≤ 2 y 
0 ≤ v ≤ 1

40.  La parte del paraboloide r(u, v) = 2u cos vi + 2u sen vj + u2k, 
donde 0 ≤ u ≤ 2 y 0 ≤ v ≤ 2p

41.  La parte del cilindro r(u, v) = a cos ui + a sen uj + vk, donde 

  0 ≤ u ≤ 2p y 0 ≤ v ≤ b

42.  La esfera r(u, v) = a sen u cos vi + a sen u sen vj + a cos uk, 
donde 0 ≤ u ≤ p y 0 ≤ v ≤ 2p

43.  La parte del cono r(u, v) = au cos vi + au sen vj + uk, donde 
0 ≤ u ≤ b y 0 ≤ v ≤ 2p

44.  El toro r(u, v) = (a + b cos v)cos ui + (a + b cos v) sen uj + 
b sen vk, donde a > b, 0 ≤ u ≤ 2p y 0 ≤ v ≤ 2p 

45.  La superfi cie de revolución r u, v u cos vi u sen vj  
uk, donde 0 ≤ u ≤ 4 y 0 ≤ v ≤ 2p

46.  La superfi cie de revolución r(u, v) = sen u cos vi + uj + 
sen u sen vk, donde 0 ≤ u ≤ p y 0 ≤ v ≤ 2p

DESARROLLO DE CONCEPTOS

47.  Superfi cie paramétrica Defi na una superfi cie para-

métrica.

48.  Área de una superfi cie Dé la integral doble con la 

que se obtiene el área de la superfi cie de una superfi cie 

paramétrica sobre una región abierta D.

49.  Representación paramétrica de un cono Demuestre 

que se puede representar el cono del ejemplo 3 de manera pa-

ramétrica mediante r(u, v) = u cos vi + u sen vj + uk, donde 

0 ≤ u y 0 ≤ v ≤ 2p

¿CÓMO LO VE? Las fi guras que se muestran a conti-

nuación son las gráfi cas de r(u, v) = ui + sen u cos vj 
+ sen u sen vk, donde 0 ≤ u ≤ p/2 y 0 ≤ v ≤ 2p. 

Relacione cada una de las gráfi cas con el punto en el 

espacio desde la que se ve la superfi cie. Los puntos 

son (10, 0, 0), (–10, 10, 0), (0, 10, 0) y (10, 10, 10).

)b()a(

)d()c( z

yx

z

y

z

x

y

z
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1093 15.5  Superfi cies paramétricas

51.  Esfera asteroidal Una ecuación de una esfera asteroidal 
en x, y y z es

 x2 3 y2 3 z2 3 a2 3.

  A continuación se presenta una gráfi ca de una esfera asteroi-
dal. Demuestre que esta superfi cie puede representarse para-
métricamente por medio de

 

donde y 

x
y

z

0 v 2 .0 u

r u, v a sen3 u cos3 vi a sen3 u sen3 vj a cos3 uk

52.  Diferentes vistas de una superfi cie Utilice un sistema 

algebraico por computadora para representar gráfi camente tres 

perspectivas de la gráfi ca de la función vectorial

 0 v0 u ,r u, v u cos vi u sen vj vk,

 desde los puntos (10, 0, 0), (0, 0, 10) y (10, 10, 10).

53. Investigación Utilice un sistema algebraico por compu-

tadora para representar gráfi camente el toro

  a b cos v  sen uj b sen vk

r u, v a b cos v  cos ui

  para cada conjunto de valores de a y b, donde 0 ≤ u ≤ 2p y 0 ≤ 
v ≤ 2p. Utilice los resultados para describir los efectos de a 
y b en la forma del toro.

  

)b()a(

)d()c( a 8,  b 3a 8,  b 1

a 4,  b 2a 4,  b 1

54.  Investigación Considere la función del ejercicio 14.

 (a)  Dibuje una gráfi ca de la función donde u se mantenga 
constante en u = 1. Identifi que la gráfi ca.

 (b)  Dibuje una gráfi ca de la función donde v se mantenga 
constante en v = 2p/3. Identifi que la gráfi ca.

 (c)  Suponga que una superfi cie está representada por la fun-
ción vectorial r = r(u, v). ¿Qué generalización puede ha-
cer acerca de la gráfi ca de la función si uno de los paráme-
tros se mantiene constante?

55.  Área de la superfi cie La superfi cie de la cúpula de un 

museo está dada por

  r u, v 20 sen u cos vi 20 sen u sen vj 20 cos uk

  donde 0 ≤ u ≤ p/3 y 0 ≤ v ≤ 2p, y r está en metros. Determine 
el área de la superfi cie de la cúpula.

56.  Hiperboloide Encuentre una función vectorial para el hi-

perboloide

 x2 y2 z2 1

 y determine el plano tangente en (1, 0, 0).

57.  Área Represente gráfi camente y encuentre el área de una 

vuelta completa de la rampa en espiral

  donde y 0 v 2 .0 u 3

r u, v u cos vi u sen vj 2vk

58.  Área de la superfi cie Sea f una función no negativa tal 

que f ′ es continua en el intervalo [a, b]. Sea S la superfi cie de 

revolución formada por revolución de la gráfi ca de f, donde 

a ≤ x ≤ b, en torno al eje x. Sea x = u, y = f(u) cos v y z = 

f(u) sen v, donde a ≤ u ≤ b y 0 ≤ v ≤ 2p. Entonces S se representa 

paramétricamente por r(u, v) = ui + f(u) cos vj + f(u) sen vk. 

Demuestre que las siguientes fórmulas son equivalentes.

 

Área de la superficie 

Área de la superficie 
D

ru rv dA

2
b

a

f x 1 f x 2 dx

59.  Proyecto abierto Las ecuaciones paramétricas

  z sen 3u 2v 2 sen 3u v

y 3 cos u 7 cos 3u 2v 2 cos 3u v

x 3 sen u 7 cos 3u 2v 2 cos 3u v

 

  donde –p ≤ u ≤ p y –p ≤ v ≤ p, representan la superfi cie que se 
muestra en la siguiente fi gura. Trate de crear una superfi cie para-
métrica propia utilizando un sistema algebraico por computadora.

60.  Banda de Möbius La superfi cie que se muestra en la fi gu-

ra se llama banda de Möbius y se puede representar mediante 

las ecuaciones paramétricas

  
z u sen 

v
2

y a u cos 
v
2

 sen v,x a u cos 
v
2

 cos v,

  donde –1 ≤ u ≤ 1 y 0 ≤ v ≤ 2p, y a = 3. Trate de representar 
gráfi camente otra banda de Möbius para diferentes valores de a 
utilizando un sistema algebraico por computadora.

y

x

z

− 1
− 4

−3

2

− 2

3

12
4
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1094 Capítulo 15  Análisis vectorial

  Evaluar una integral de superfi cie como una integral doble.
  Evaluar integrales de superfi cie sobre superfi cies paramétricas.
  Determinar la orientación de una superfi cie.
  Comprender el concepto de integral de fl ujo.

Integrales de superfi cie
El resto de este capítulo se ocupa principalmente de integrales de superfi cie. Primero 

se consideran superfi cies dadas por z = g(x, y). Más adelante, en esta sección, se consi-

deran superfi cies más generales dadas en forma paramétrica.

Sea S una superfi cie dada por z = g(x, y) y sea R su proyección sobre el plano xy, 

como se muestra en la fi gura 15.44. Suponga que g, gx y gy son continuas en todos los 

puntos de R, y que f es una función escalar defi nida en S. Empleando el procedimiento 

usado para hallar el área de una superfi cie en la sección 14.5, evalúe f en (xi, yi, zi) y se 

forma la suma

donde

Si 1 gx xi, yi
2 gy xi, yi

2 Ai.

n

i 1
f xi, yi, zi Si

Siempre que el límite de la suma anterior cuando ||∆|| tiende a 0 exista, la integral de f 
sobre S se defi ne como 

S

f x, y, z dS lím
→0

n

i 1
f xi, yi, zi Si.

Esta integral se puede evaluar mediante una integral doble.

TEOREMA 15.10 Evaluación de una integral de superfi cie 

Sea S una superfi cie cuya ecuación es z = g(x, y) y sea R su proyección sobre el 

plano xy. Si g, gx y gy son continuas en R, y f es continua en S, entonces la integral 

de superfi cie de f sobre S es

S

f x, y, z dS
R

f x, y, g x, y 1 gx x, y 2 gy x, y 2 dA.

Para las superfi cies descritas por funciones de x y z (o y y z), al teorema 15.10 se le 

pueden hacer los siguientes ajustes. Si S es la gráfi ca de y = g(x, z) y R es su proyección 

sobre el plano xz, entonces

S

f x, y, z dS
R

f x, g x, z , z 1 gx x, z 2 gz x, z 2 dA.

Si S es la gráfi ca de x = g(y, z) y R es la proyección sobre el plano yz, entonces

S

f x, y, z dS
R

f g y, z , y, z 1 gy y, z 2 gz y, z 2 dA.

Si f(x, y, z) = 1, la integral de superfi cie sobre S da el área de la superfi cie de S. Por ejem-

plo, suponga que la superfi cie S es el plano dado por z = x, donde 0 ≤ x ≤ 1 y 0 ≤ y ≤ 1. 

El área de la superfi cie de S es 2 unidades cuadradas. Trate de verifi car que

S

f x, y, z dS 2.

15.6 Integrales de superfi cie

x

y

(xi, yi, zi)

(xi, yi)
R

z

S: z = g(x, y)

La función escalar f asigna un número
a cada punto de S.

Figura 15.44
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1095 15.6  Integrales de superfi cie

EJEMPLO 1  Evaluar una integral de superfi cie

Evalúe la integral de superfi cie

S

y2 2yz dS

donde S es la porción del plano que se encuentra en el primer octante.

2x y 2z 6.

Solución Para empezar escriba S como

g x, y
1
2

6 2x y .

z
1
2

6 2x y

Usando las derivadas parciales y gy x, y 1
2gx x, y 1 , puede escribir

1 gx x, y 2 gy x, y 2 1 1
1
4

3
2

.

Utilizando la fi gura 15.45 y el teorema 15.10, obtiene

243
2

.

3
2

3 x 4
3

0

6
3

0
3 x 3 dx

3
3

0

2 3 x

0
y 3 x dy dx

R

y2 2y
1
2

6 2x y
3
2

dA

S

y2 2yz dS
R

f x, y, g x, y 1 gx x, y 2 gy x, y 2 dA

Una solución alternativa para el ejemplo 1 sería proyectar S sobre el plano yz, como 

se muestra en la fi gura 15.46. Entonces x 1
2 6 y 2z , y

1 gy y, z 2 gz y, z 2 1
1
4

1
3
2

.

Por tanto, la integral de superfi cie es

243
2

.

3
8

6

0
36y y3 dy

6

0

6 y 2

0
y2 2yz

3
2

dz dy

S

y2 2yz dS
R

f g y, z , y, z 1 gy y, z 2 gz y, z 2 dA

Trate de resolver el ejemplo 1 proyectando S sobre el plano xz.

x y

S

(3, 0, 0)

(0, 0, 3)

(0, 6, 0)

z

z = 1
2

(6 − 2x − y)

y = 2(3 − x)

Figura 15.45

x y

S

(3, 0, 0)

(0, 0, 3)

(0, 6, 0)

z

z =
6 − y

2

x = 1
2

(6 − y − 2z)

Figura 15.46
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1096 Capítulo 15  Análisis vectorial

En el ejemplo 1 se podría haber proyectado la superfi cie S en cualquiera de los tres 

planos de coordenadas. En el ejemplo 2, S es una porción de un cilindro centrado en el 

eje x, y puede ser proyectado en el plano xz o en el plano xy.

EJEMPLO 2  Evaluar una integral de superfi cie

Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo.

Evalúe la integral de superfi cie

S

x z dS

donde S es la porción del cilindro que se encuentra en el primer octante,

y2 z2 9

entre x = 0 y x = 4, como se muestra en la fi gura 15.47.

Solución Proyecte S sobre el plano xy, de manera que 

y obtiene

3

9 y2
.

1 gx x, y 2 gy x, y 2 1
y

9 y2

2

z g x, y 9 y2

El teorema 15.10 no se puede aplicar directamente, porque gy no es continua en y = 3. 

Sin embargo, puede aplicar el teorema para 0 ≤ b < 3 y después tomar el límite cuando b 
se aproxima a 3, como sigue

36 12

36 24
2

lím
b→3

 3 4b 8 arcsen 
b
3

lím
b→3

 3 4y 8 arcsen 
y
3

b

0

lím
b→3

 3
b

0

8

9 y2
4 dy

lím
b→3

 3
b

0

x2

2 9 y2
x

4

0
dy

lím
b→3

 3
b

0

4

0

x

9 y2
1 dx dy

S

x z dS lím
b→3

b

0

4

0
x 9 y2 3

9 y2
dx dy

TECNOLOGÍA Algunos sistemas algebraicos por computadora evalúan 

integrales impropias. Si se tiene acceso a uno de estos programas, utilícelo para 

evaluar la integral impropia

3

0

4

0
x 9 y2 3

9 y2
dx dy.

¿Se obtiene el mismo resultado que en el ejemplo 2? 

x

y

1
2

3 3

3

4

R: 0 ≤ x ≤ 4
0 ≤ y ≤ 3

z

S: y2 + z2 = 9

Figura 15.47
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1097 15.6  Integrales de superfi cie

Usted ha visto que si la función f defi nida sobre la superfi cie S es simplemente 

f(x, y, z) = 1, la integral de superfi cie da el área de la superfi cie S.

Área de la superficie
S

 1 dS

Por otro lado, si S es una lámina de densidad variable y r(x, y, z) es la densidad en el 

punto (x, y, z), entonces la masa de la lámina está dada por

Masa de la lámina
S

x, y, z dS.

EJEMPLO 3  Hallar la masa de una lámina bidimensional

Una lámina bidimensional S en forma de cono está dada por

0 z 4z 4 2 x2 y2,

como se muestra en la fi gura 15.48. En todo punto de S, la densidad es proporcional a la 

distancia entre el punto y el eje z. Encuentre la masa m de la lámina.

Solución Al proyectar S sobre el plano xy se obtiene

R: x2 y2 4

0 z 4S: z 4 2 x2 y2 g x, y ,

con densidad de x, y, z k x2 y2. Usando una integral de superfi cie, puede 

encontrar que la masa es 

Coordenadas polares

16 5k
3

.

8 5k
3

2

0

8 5k
3

2

0
d

5k
3

2

0
r3

2

0
d

k
2

0

2

0
5r r dr d

k
R

5 x2 y2 dA

k
R

x2 y2 1
4x2

x2 y2

4y2

x2 y2 dA

R

k x2 y2 1 gx x, y 2 gy x, y 2 dA

m
S

x, y, z dS

TECNOLOGÍA Utilice un sistema algebraico por computadora para confi rmar 

el resultado del ejemplo 3. El sistema algebraico por computadora Mathematica 
calcula la integral como sigue.

k
2

2

4 y2

4 y2

5 x2 y2 dx dy k
2

0

2

0
5r r dr d

16 5k
3

yx

4

3

2

1

2
1

1
2

z

R: x2 + y2 = 4

z = 4 − 2 x2 + y2
Cono:

Figura 15.48
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1098 Capítulo 15  Análisis vectorial

Superfi cies paramétricas e integrales de superfi cie
Usted puede demostrar que para una superfi cie S dada por la función vectorial

Superficie paramétricar u, v x u, v i y u, v j z u, v k

defi nida sobre una región D en el plano uv, la integral de superfi cie de f(x, y, z) sobre S 
está dada por

S

f x, y, z dS
D

f x u, v , y u, v , z u, v ru u, v rv u, v dA.

Observe la analogía con una integral de línea sobre una curva C en el espacio 

Integral de línea
C

f x, y, z ds
b

a

f x t , y t , z t r t dt

Observe que ds y dS pueden escribirse como 

y dS ru u, v rv u, v dA.ds r t dt

EJEMPLO 4  Evaluar una integral de superfi cie

En el ejemplo 2 se mostró una evaluación de la integral de superfi cie

S

x z dS

donde S es la porción, en el primer octante, del cilindro 

y2 z2 9

entre x = 0 y x = 4 (ver la fi gura 15.49). Evalúe esta misma integral, ahora en forma 

paramétrica.

Solución En forma paramétrica, la superfi cie está dada por

r x, xi 3 cos j 3 sen k

donde 0 ≤ x ≤ 4 y 0 ≤ u ≤ p/2. Para evaluar la integral de superfi cie en forma paramétrica, 

comience por calcular lo siguiente.

rx r 9 cos2 9 sen2 3

rx r
i
1
0

j
0

3 sen 

k
0

3 cos 
3 cos j 3 sen k

r 3 sen j 3 cos k

rx i

Por tanto, la integral de superfi cie es

12 36

3
4

x2 9x
4

0

4

0

3
2

x 9 dx

4

0
3x 9 cos 

2

0
dx

D

x 3 sen 3 dA
4

0

2

0
3x 9 sen d dx

y

x

3

3

4
3

2
1

z

Generada con Mathematica

Figura 15.49
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1099 15.6  Integrales de superfi cie

Orientación de una superfi cie
Para inducir una orientación en una superfi cie S en el espacio se utilizan vectores uni-

tarios normales. Se dice que una superfi cie es orientable si en todo punto de S que no 

sea un punto frontera puede defi nirse un vector unitario normal N de manera tal que los 

vectores normales varíen continuamente sobre la superfi cie S. Si esto es posible, S es 

una superfi cie orientable.

Una superfi cie orientable S tiene dos caras. Así, al orientar una superfi cie, elige uno 

de los dos vectores unitarios normales posibles. Si S es una superfi cie cerrada, como por 

ejemplo una esfera, se acostumbra escoger como vector unitario normal N el que apunta 

hacia fuera de la esfera.

Las superfi cies más comunes, como esferas, paraboloides, elipses y planos, son orien-

tables. (Vea en el ejercicio 3 un ejemplo de una superfi cie que no es orientable.) Además, 

en una superfi cie orientable el vector gradiente proporciona una manera adecuada de ha-

llar un vector unitario normal. Es decir, en una superfi cie orientable S dada por

Superficie orientable

se hace

G x, y, z z g x, y .

z g x, y

Entonces, S puede orientarse, ya sea por el vector unitario normal

Unitario normal hacia arriba
gx x, y i gy x, y j k

1 gx x, y 2 gy x, y 2

N
G x, y, z
G x, y, z

o por el vector unitario normal

Unitario normal hacia abajo
gx x, y i gy x, y j k

1 gx x, y 2 gy x, y 2

N
G x, y, z

G x, y, z

como se muestra en la fi gura 15.50. Si la superfi cie suave orientable S está dada en for-

ma paramétrica por

Superficie paramétricar u, v x u, v i y u, v j z u, v k

entonces los vectores unitarios normales están dados por

y

N
rv ru

rv ru

.

N
ru rv

ru rv

Para una superfi cie orientable dada por

o x g y, zy g x, z

puede usar el vector gradiente 

o

G x, y, z x g y, zG x, y, z i gy y, z j gz y, z k

G x, y, z y g x, zG x, y, z gx x, z i j gz x, z k

para orientar la superfi cie.

S: z = g(x, y)

y

Dirección hacia abajo

S

x

z
− ∇G

⎜⎜∇G ⎜⎜
N =

 está orientada hacia abajo.
Figura 15.50
S

x

y

N =

Dirección hacia arriba

S

z
∇G

⎜⎜∇G ⎜⎜

S: z = g(x, y)

está orientada hacia arriba.S
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1100 Capítulo 15  Análisis vectorial

Integrales de fl ujo
Una de las aplicaciones principales que emplean la forma vectorial de una integral 

de superfi cie se refi ere al fl ujo de un fl uido a través de una superfi cie S. Suponga que 

una superfi cie orientada S se sumerge en un fl uido que tiene un campo de velocidad 

continua F. Sea el área de una pequeña porción de la superfi cie S sobre la cual F 
es casi constante. Entonces la cantidad de fl uido que atraviesa esta región por unidad de 

tiempo se aproxima mediante el volumen de la columna de altura F × N que se muestra 

en la fi gura 15.51. Es decir,

F N S.

V altura área de la base

Por consiguiente, el volumen del fl uido que atraviesa la superfi cie S por unidad de tiem-

po (llamada el fl ujo de F a través de S) está dado por la integral de superfi cie de la 

defi nición siguiente.

Defi nición de integral de fl ujo

Sea F(x, y, z) = Mi + Nj + Pk, donde M, N y P tienen primeras derivadas parciales 

continuas sobre la superfi cie S orientada mediante un vector unitario normal N. La 

integral de fl ujo de F a través de S está dada por

S

F N dS.

Geométricamente, una integral de fl ujo es la integral de superfi cie sobre S de la 

componente normal de F. Si r(x, y, z) es la densidad del fl uido en la integral de fl ujo

S

F N dS

representa la masa del fl uido que fl uye a través de S por unidad de tiempo.

Para evaluar una integral de fl ujo de una superfi cie dada por z = g(x, y), sea

G x, y, z z g x, y .

Entonces, N dS puede escribirse como sigue

G x, y, z dA

G x, y, z

gx
2 gy

2 1
gx

2 gy
2 1 dA

N dS
G x, y, z
G x, y, z

dS

TEOREMA 15.11 Evaluación de una integral de fl ujo 

Sea S una superfi cie orientada dada por z = g(x, y) y sea R su proyección sobre el 

plano xy.

Orientada hacia arriba

Orientada hacia abajo
S

F N dS
R

F gx x, y i gy x, y j k dA

S

F N dS
R

F gx x, y i gy x, y j k dA

Para la primera integral, la superfi cie está orientada hacia arriba, y en la segunda 

integral, la superfi cie está orientada hacia abajo.

x

y

ΔS

N F

F · N

z

El campo de velocidades F indica
la dirección del flujo del fluido.
Figura 15.51
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1101 15.6  Integrales de superfi cie

EJEMPLO 5   Usar una integral de fl ujo para hallar la razón 
del fl ujo de masa

Sea S la porción del paraboloide

z g x, y 4 x2 y2

que se encuentra sobre el plano xy, orientado por 

medio de un vector unitario normal dirigido hacia 

arriba, como se muestra en la fi gura 15.52. Un 

fl uido de densidad constante r fl uye a través de la 

superfi cie S de acuerdo con el campo vectorial

F x, y, z x i yj zk.

Encuentre la razón de fl ujo de masa a través de S.

Solución Empiece calculando las derivadas 

parciales de

y

gy x, y 2y

gx x, y 2x

La razón de fl ujo de masa a través de la superfi cie S es

Coordenadas polares

24 .

2

0
 12 d

2

0

2

0
4 r2 r dr d

R

4 x2 y2 dA

R

2x2 2y2 4 x2 y2 dA

R

x i yj 4 x2 y2 k 2x i 2yj k dA

S

F N dS
R

F gx x, y i gy x, y j k dA

Para una superfi cie orientada S dada por la función vectorial

Superficie paramétricar u, v x u, v i y u, v j z u, v k

defi nida sobre una región D del plano uv, puede defi nir la integral de fl ujo de F a través 

de S como

D

F ru rv dA.

S

F N dS
D

F
ru rv

ru rv

ru rv dA

Observe la semejanza de esta integral con la integral de línea

C

F dr
C

F T ds.

En la página 1103 se presenta un resumen de las fórmulas para integrales de línea y de 

superfi cie.

x

y44

6

8

− 4

z

Figura 15.52
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1102 Capítulo 15  Análisis vectorial

EJEMPLO 6  Hallar el fl ujo de un campo cuadrático inverso

Encuentre el fl ujo sobre la esfera S dada por

Esfera Sx2 y2 z2 a2

donde F es un campo cuadrático inverso dado por

Campo cuadrático inverso

y

r x i y j zk.

FF x, y, z
kq
r 2

r
r

kqr
r 3

Suponga que S está orientada hacia fuera, como se muestra en la fi gura 15.53.

Solución La esfera está dada por

a sen u cos vi a sen u sen vj a cos uk

r u, v x u, v i y u, v j z u, v k

donde 0 ≤ u ≤ p y 0 ≤ v ≤ 2p. Las derivadas parciales de r son

y

rv u, v a sen u sen vi a sen u cos vj

ru u, v a cos u cos vi a cos u sen vj a sen uk

lo cual implica que el vector normal ru × rv es

a2 sen2 u cos vi sen2 u sen vj sen u cos uk .

ru rv

i
a cos u cos v

a sen u sen v

j
a cos u sen v
a sen u cos v

k
a sen u

0

Ahora, usando

kq
a3 a sen u cos vi a sen u sen vj a cos uk

kq
xi yj zk
xi yj zk 3

F x, y, z
kqr
r 3

se deduce que

kq sen u.

kq sen3 u cos2 v sen3 u sen2 v sen u cos2 u

a2 sen2 u cos vi sen2 u sen vj sen u cos uk

F ru rv

kq
a3 a sen u cos vi a sen u sen vj a cos uk

Por último, el fl ujo sobre la esfera S está dado por

4 kq.

2

0 0
kq sen u du dv

S

F N dS
D

kq sen u dA

x
y

z

N

N

N

N

aa

a

S: x2 + y2 + z2 = a2

R: x2 + y2 ≤ a2

Figura 15.53
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1103 15.6  Integrales de superfi cie

El resultado del ejemplo muestra que el fl ujo a través de una esfera S en un campo 

cuadrático inverso es independiente del radio de S. En particular, si E es un campo eléctri-

co, entonces el resultado obtenido en el ejemplo 6, junto con la ley de Coulomb, propor-

ciona una de las leyes básicas de electrostática, conocida como la ley de Gauss:

Ley de Gauss
S

E N dS 4 kq

donde q es un carga puntual localizada en el centro de la esfera y k es la constante de Cou-

lomb. La ley de Gauss es válida para superfi cies cerradas más generales que contengan el 

origen, y relaciona el fl ujo que sale de la superfi cie con la carga total q dentro de la superfi cie.

Las integrales de superfi cie también se usan en el estudio de fl ujo de calor. Los 

fl ujos de calor de las áreas de alta temperatura a las áreas de baja temperatura en la di-

rección de máximo cambio. Como un resultado, la medición de fl ujo de calor implica el 

gradiente de temperatura. El fl ujo depende del área de la superfi cie. Ésta es la dirección 

normal a la superfi cie, que es importante ya que el calor que fl uye en la dirección tan-

gencial a la superfi cie no producirá pérdidas de calor. Por lo tanto, suponga que el fl ujo 

que pasa por una porción de la superfi cie de área ∆S está dado por H k T N dS, 
donde T es la temperatura, N es el vector unitario normal a la superfi cie en la dirección 

de fl ujo de calor y k es la difusividad térmica del material. El fl ujo de calor que fl uye a 

través de la superfi cie está dado por

H
S

k T N dS.

Esta sección concluye con un resumen de fórmulas de integrales de línea y de inte-

grales de superfi cie.

RESUMEN DE INTEGRALES DE LÍNEA Y DE SUPERFICIERESUMEN DE INTEGRALES DE LÍNEA Y DE SUPERFICIE

Integrales de línea 

Forma escalar

Forma vectorial

Integrales de superficie 

 Forma escalar

Forma vectorial (normal hacia arriba)

Integrales de superficie (forma paramétrica) 

Forma escalar

Forma vectorial
S

F N dS
D

F ru rv dA

S

f x, y, z dS
D

f x u, v , y u, v , z u, v dS

dS ru u, v rv u, v dA

S

F N dS
R

F gx x, y i gy x, y j k dA

S

f x, y, z dS
R

f x, y, g x, y 1 gx x, y 2 gy x, y 2 dA

dS 1 gx x, y 2 gy x, y 2 dA

[z g x, y ]

b

a

F x t , y t , z t r t dt

C

F dr
C

F T ds

C

f x, y, z ds
b

a

f x t , y t , z t ds

x t 2 y t 2 z t 2 dt

ds r t dt
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1104 Capítulo 15  Análisis vectorial

Evaluar una integral de superfi cie En los ejercicios 1 a 4, 
evalúe 

1.

2.

3.

4. 0 y x0 x 1,z 2
3x3 2,S:

x2 y2 1z 2,S:

0 y 40 x 2,z 15 2x 3y,S:

0 y 30 x 4,z 4 x,S:

S
x 2y z dS.

Evaluar una integral de superfi cie En los ejercicios 5 a 6, 
evalúe 

5. primer octante

6. 0 y 4 x20 x 2,z h,S:

z 3 x y,S:

S
xy dS.

Evaluar una integral de superfi cie En los ejercicios 7 y 8, 
utilice un sistema algebraico por computadora para evaluar

7.

8. 0 y 40 x 4,z 1
2xy,S:

0 y x0 x 2,z 9 x2,S:

S
xy dS.

Evaluar una integral de superfi cie En los ejercicios 9 y 10, 
utilice un sistema algebraico por computadora para evaluar

9.

10. 0 y
1
2

x0 x
2

,z cos x,S:

0 y 20 x 2,z 10 x2 y 2,S:

S
x2 2xy dS.

Masa En los ejercicios 11 y 12, encuentre la masa de la super-
fi cie de la lámina S de densidad R.

11. primer octante,

12. x, y, z kzz a2 x2 y 2,S:

x, y, z x2 y 22x 3y 6z 12,S:

Evaluar una integral de superfi cie En los ejercicios 13 a 
16, evalúe

13.

14.

0 v 10 u
2

,

r u, v 2 cos u i 2 sen u j vkS:

f x, y xy

0 v 20 u 1,r u, v u i vj 2vk,S:

f x, y y 5

S
f x, y dS.

15.

16.

0 v0 u 4,

r u, v 4u cos v i 4u sen v j 3ukS:

f x, y x y

0 v 10 u
2

,

r u, v 2 cos u i 2 sen u j vkS:

f x, y x y

Evaluar una integral de superfi cie En los ejercicios 17 a 
22, evalúe

17.

18.

19.

20.

21.

22.

0 z x0 x 3,x2 y 2 9,S:

f x, y, z x2 y 2 z2

0 z 90 y 3,0 x 3,x2 y 2 9,S:

f x, y, z x2 y 2 z2

x 1 2 y 2 1z x2 y 2,S:

f x, y, z x2 y2 z2

x2 y 2 4z x2 y 2,S:

f x, y, z x2 y2 z2

4 x 2 y 2 16z x2 y 2,S:

f x, y, z
xy
z

x2 y 2 1z x y,S:

f x, y, z x2 y 2 z2

S
f x, y, z dS.

Evaluar una integral de fl ujo En los ejercicios 23 a 28, de-
termine el fl ujo F a través de S,

S
 F N dS

donde N es el vector unitario normal a S dirigido hacia arriba. 

23.

primer octante

24.

primer octante

25.

26.

primer octante

27.

28.

z a2 x2 y2S:

F x, y, z x i yj 2zk

x2 y 2 4z x2 y 2,S:

F x, y, z 4 i 3j 5k

x2 y 2 z 2 36,S:

F x, y, z x i yj zk

z 0z 1 x2 y 2,S:

F x, y, z x i yj zk

z 6 3x 2y,S:

F x, y, z x i yj

z 1 x y,S:

F x, y, z 3z i 4j yk

15.6 Ejercicios   Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios 
con numeración impar.
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1105 15.6  Integrales de superfi cie

Evaluar una integral de fl ujo En los ejercicios 29 y 30, en-
cuentre el fl ujo de F sobre la superfi cie cerrada. (Sea N el vector 
unitario normal a la superfi cie dirigido hacia fuera.) 

29.

30.

cubo unitario acotado por 
z 1

z 0,y 1,y 0,x 1,x 0,S:

F x, y, z 4xy i z2j yzk

z 0z 16 x2 y 2,S:

F x, y, z x y i yj zk

31.  Carga eléctrica Sea E = yzi + xzj + xyk un campo elec-

trostático. Use la ley de Gauss para hallar la carga total que 

hay en el interior de la superfi cie cerrada formada por el he-

misferio z 1 x2 y 2 y su base circular en el plano xy.

32.  Carga eléctrica Sea E = xi + yj + 2zk un campo elec-

trostático. Use la ley de Gauss para hallar la carga total en-

cerrada por la superfi cie cerrada que consiste del hemisferio 

z 1 x2 y 2 y su base circular en el plano xy.

Momento de inercia En los ejercicios 33 y 34, utilice las fórmu-
las siguientes para los momentos de inercia respecto a los ejes 
coordenados de una lámina bidimensional de densidad R.

Iz
S

x2 1 y2 x, y, z dS

Iy
S

x2 1 z2 x, y, z dS

Ix
S

y2 1 z2 x, y, z dS

33.  Compruebe que el momento de inercia de una capa cónica de 
densidad uniforme, respecto a su eje, es 

1
2ma2, donde m es la 

masa y a es el radio y altura.

34.  Compruebe que el momento de inercia de una capa esférica de 
densidad uniforme, respecto a su diámetro, es 2

3ma2, donde m 
es la masa y a es el radio.

Momento de inercia En los ejercicios 35 y 36, calcule Iz 
para la lámina especifi cada con densidad uniforme igual a 1. 
Utilice un sistema algebraico por computadora para verifi car 
los resultados.

.63.53 0 z hz x2 y 2,0 z hx2 y 2 a2,

Razón de fl ujo En los ejercicios 37 y 38, use un sistema al-
gebraico por computadora para encontrar la razón de fl ujo 
de masa de un fl uido de densidad R a través de la superfi cie 
S orientada hacia fuera cuando el campo de velocidades está 
dado por F(x, y, z) = 0.5zk.

37.

38. z 16 x2 y 2S:

z 0z 16 x2 y 2,S:

DESARROLLO DE CONCEPTOS

39.  Integral de superfi cie Defi na una integral de superfi -

cie de la función escalar f sobre una superfi cie z = g(x, y). 

Explique cómo evalúa la integral de superfi cie.

40.  Superfi cie orientable Describa una superfi cie orien-

table.

41.  Integral de fl ujo Defi na una integral de fl ujo y expli-

que cómo se evalúa.

,

¿CÓMO LO VE? ¿Es orientable la superfi cie de la 

fi gura adjunta? Explique.

Doble giro

43.  Investigación 

 (a)  Utilice un sistema algebraico por computadora y repre-
sente gráfi camente la función vectorial

  1 v 1.0 u ,v cos uk,

r u, v 4 v sen u  cos 2u i 4 v sen u  sen 2u j

  A esta superfi cie se le llama banda de Möbius.

 (b)  Explique por qué esta superfi cie no es orientable.

 (c)  Utilice un sistema algebraico por computadora para repre-
sentar gráfi camente la curva en el espacio dada por r(u, 0). 
Identifi que la curva.

 (d)  Construya una banda de Möbius cortando una tira de pa-
pel, dándole un solo giro y pegando los extremos.

 (e)  Corte la banda de Möbius a lo largo de la curva en el espa-
cio del inciso (c) y describa el resultado.

PROYECTO DE TRABAJO

Hiperboloide de una hoja
Considere la superfi cie paramétrica dada por la función

  r u, v a cosh u cos vi a cosh u sen vj b senh uk.

 (a)  Use una herramienta de grafi cación para representar r para va-
rios valores de las constantes a y b. Describa el efecto de las 
constantes sobre la forma de la superfi cie.

 (b)  Demuestre que la superfi cie es un hiperboloide de una hoja 
dado por

  

x2

a2

y2

a2

z2

b2 1.

 (c)  Para valores fi jos u = u0, describa las curvas dadas por

  r u, v0 a cosh u cos v0i a cosh u sen v0 j b senh uk.

 (d) Para valores fi jos v = v0, describa las curvas dadas por

  r u, v0 a cosh u cos v0i a cosh u sen v0 j b senh uk.

 (e)  Encuentre un vector normal a la superfi cie en (u, v) = (0, 0).
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1106 Capítulo 15  Análisis vectorial

  Comprender y utilizar el teorema de la divergencia.
  Utilizar el teorema de la divergencia para calcular fl ujo.

Teorema de la divergencia
Recuerde que en la sección 15.4 vio que una forma alternativa del teorema de Green es

R

 div F dA.

C

F N ds
R

M
x

N
y

dA

De manera análoga, el teorema de la divergencia da la relación entre una integral tri-

ple sobre una región sólida Q y una integral de superfi cie sobre la superfi cie de Q. En 

el enunciado del teorema, la superfi cie S es cerrada en el sentido de que forma toda la 

frontera completa del sólido Q. Ejemplos de superfi cies cerradas surgen de las regiones 

acotadas por esferas, elipsoides, cubos, tetraedros o combinaciones de estas superfi cies. 

Suponga que Q es una región sólida sobre la cual se evalúa una integral triple, y que la 

superfi cie cerrada S está orientada mediante vectores normales unitarios dirigidos hacia 

el exterior, como se muestra en la fi gura 15.54. Con estas restricciones sobre S y Q, el 

teorema de la divergencia se puede establecer como se muestra en la fi gura siguiente.

Figura 15.54

x

y

S1

S2

N

N

S1: Orientada por un vector unitario
normal dirigido hacia arriba.

S2: Orientada por un vector unitario
normal dirigido hacia abajo.

z

TEOREMA 15.12 Teorema de la divergencia

Sea Q una región sólida acotada por una superfi cie cerrada S orientada por un 

vector unitario normal dirigido hacia el exterior de Q. Si F es un campo vectorial 

cuyas funciones componentes tienen derivadas parciales continuas en Q, entonces

S

F N dS

Q

 div F dV.

COMENTARIO Como se indica arriba, al teorema de la divergencia a veces se 

le llama teorema de Gauss. También se le llama teorema de Ostrogradsky, en honor al 

matemático ruso Michel Ostrogradsky (1801-1861).

15.7 Teorema de la divergencia

CARL FRIEDRICH GAUSS 
(1777-1855)

Al teorema de la divergencia también 
se le llama teorema de Gauss, en 
honor al famoso matemático 
alemán Carl Friedrich Gauss. Gauss 
es reconocido, junto con Newton 
y Arquímedes, como uno de los 
tres más grandes matemáticos 
de la historia. Una de sus muchas 
contribuciones a las matemáticas 
la hizo a los 22 años, cuando, como 
parte de su tesis doctoral, demostró 
el teorema fundamental del álgebra.
Consulte LarsonCalculus.com 
para leer más acerca de esta 
biografía.

akg-images/Newscom
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1107 15.7  Teorema de la divergencia

Demostración Para F(x, y, z) = Mi + Nj + Pk, el teorema toma la forma

Q

M
x

N
y

P
z
dV.

S

F N dS
S

Mi N Nj N Pk N dS

Puede demostrar esto verifi cando que las tres ecuaciones siguientes son válidas

S

Pk N dS

Q

P
z
dV

S

Nj N dS

Q

N
y
dV

S

Mi N dS

Q

M
x
dV

Como las verifi caciones de las tres ecuaciones son similares, sólo se verá la tercera. La 

demostración se restringe a una región sólida simple, con superfi cie superior

Superficie superior

y superficie inferior

Superficie inferiorz g1 x, y

z g2 x, y

cuyas proyecciones sobre el plano xy coinciden y forman la región R. Si Q tiene una 

superfi cie lateral, como en la fi gura 15.55, entonces un vector normal es horizontal, lo 

cual implica Pk × N = 0. Por consiguiente, tiene

S

Pk N dS
S1

Pk N dS
S2

Pk N dS 0.

Sobre la superfi cie superior S2 el vector normal dirigido hacia el exterior apunta hacia 

arriba, mientras que en la superfi cie inferior el vector normal dirigido hacia el exterior 

apunta hacia abajo. Por tanto, por el teorema 15.11, tiene lo siguiente

y

R

P x, y, g2 x, y dA.

S2

Pk N dS
R

P x, y, g2 x, y k
g2

x
i

g2

y
j k dA

R

P x, y, g1 x, y dA

S1

Pk N dS
R

P x, y, g1 x, y k
g1

x
i

g1

y
j k dA

Sumando estos resultados, obtiene

Q

P
z
dV.

R

g2 x, y

g
1
x, y

P
z
dz dA

S

Pk N dS
R

P x, y, g2 x, y P x, y, g1 x, y dA

Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostración. 

S1: z = g1(x, y)

x
y

S1

S2

S3

N (hacia arriba)

N (horizontal)

N (hacia abajo)

R

z

S2: z = g2(x, y)

Figura 15.55

COMENTARIO Esta 

demostración se restringe a una 

región sólida simple. Es mejor 

dejar la demostración gene-

ral para un curso de cálculo 

avanzado.
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1108 Capítulo 15  Análisis vectorial

EJEMPLO 1  Aplicar el teorema de la divergencia

Sea Q la región sólida limitada o acotada por los planos coordenados y el plano

2x 2y z 6

y sea F = xi + y2j + zk. Determine 

S

F N dS

donde S es la superfi cie de Q.

Solución En la fi gura 15.56 se ve que Q está limitada o acotada por cuatro superfi -

cies. Por tanto, se necesitarán cuatro integrales de superfi cie para evaluarla

S

F N dS.

Sin embargo, por el teorema de la divergencia, sólo necesita una integral triple. Como

tiene

63
2

.

18y 3y2 10y3

3
y4

2

3

0

3

0
18 6y 10y2 2y3 dy

3

0
12x 2x2 8xy 2x2y 4xy2

3 y

0
dy

3

0

3 y

0
12 4x 8y 4xy 4y2 dx dy

3

0

3 y

0
2z 2yz

6 2x 2y

0
dx dy

3

0

3 y

0

6 2x 2y

0
2 2y dz dx dy

S

F N dS

Q

 div F dV

2 2y

1 2y 1

vid F
M
x

N
y

P
z

TECNOLOGÍA Si tiene acceso a un sistema algebraico por computadora que 

pueda evaluar integrales iteradas triples, utilícelo para verifi car el resultado del 

ejemplo 1. Al usar este sistema algebraico por computadora observe que el primer 

paso es convertir la integral triple en una integral iterada, este paso debe hacerse 

a mano. Para adquirir práctica para realizar este paso importante, encuentre los lí-

mites de integración de las integrales iteradas siguientes. Después use una compu-

tadora para comprobar que el valor es el mismo que el obtenido en el ejemplo 1.

?

?

?

?

?

?
2 2y dx dy dz

?

?

?

?

?

?
2 2y dy dz dx,

x

y

4 3

3
4

6

S4

z

S2: yzPlano

S1: xzPlano

S3: xyPlano
S4: 2x + 2y + z = 6

Figura 15.56
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1109 15.7  Teorema de la divergencia

EJEMPLO 2  Comprobar el teorema de la divergencia

Sea Q la región sólida entre el paraboloide

z 4 x2 y2

y el plano xy. Compruebe el teorema de la divergencia para

F x, y, z 2z i xj y2k.

Solución De la fi gura 15.57, puede que el vector normal a la superfi cie S1, que apunta 

hacia fuera, sea N1 = –k, mientras que el vector normal a la superfi cie S2 , que apunta hacia 

fuera, sea

N2
2x i 2yj k
4x2 4y2 1

.

Por tanto, por el teorema 15.11, tiene

0.

2

2
 0 dy

2

2
8x2 x4 2x2y2 x2y

4 y2

4 y2
dy

2

2

4 y2

4 y2

16x 4x3 4xy2 2xy dx dy

2

2

4 y2

4 y2

4x 4 x2 y2 2xy dx dy

2

2

4 y2

4 y2

4xz 2xy dx dy

2

2

4 y2

4 y2
y2 dx dy

2

2

4 y2

4 y2

4xz 2xy y2 dx dy

R

y2 dA
R

4xz 2xy y2 dA

S1

F k dS
S2

F
2xi 2yj k
4x2 4y2 1

dS

S1

F N1 dS
S2

F N2 dS

S

F N dS

Por otro lado, como

div F
x

2z
y

x
z

y2 0 0 0 0

puede aplicar el teorema de la divergencia para obtener el resultado equivalente

0.

Q

 0 dV

S

F N dS

Q

 div F dV

y
x

22

4

R: x2 + y2 ≤ 4

N1 = − k

N2

z

S2: z = 4 − x2 − y2

S1: z = 0

Figura 15.57
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1110 Capítulo 15  Análisis vectorial

EJEMPLO 3  Aplicar el teorema de la divergencia

Sea Q el sólido acotado por el cilindro x2 + y2 = 4, el plano x + z = 6 y el plano xy, 

como se muestra en la fi gura 15.58. Encuentre

S

F N dS

donde S es la superfi cie de Q y

F x, y, z x2 sen z i xy cos z j eyk.

Solución La evaluación directa de esta integral de superfi cie será difícil. Sin embar-

go, por el teorema de la divergencia puede evaluar la integral como sigue.

12

48 sen 6
1
2

 sen 2
2

0

2

0
48 cos 12 cos2 d

2

0

2

0
18r2 cos 3r3 cos2 dr d

2

0

2

0

6 r cos 

0
3r cos r dz dr d

Q

 3x dV

Q

2x x 0 dV

S

F N dS

Q

 div F dV

Observe que para evaluar la integral triple se emplearon coordenadas cilíndricas con 

y dV r dz dr dx r cos . 

Aunque el teorema de la divergencia se formuló para una región sólida simple Q 
acotada por una superfi cie cerrada, el teorema también es válido para regiones que son 

uniones fi nitas de regiones sólidas simples. Por ejemplo, sea Q el sólido acotado por las 

superfi cies cerradas S1 y S2, como se muestra en la fi gura 15.59. Para aplicar el teorema 

de la divergencia a este sólido, sea S = S1 ∪ S2. El vector normal N a S está dado por –N1 

en S1 y por N2 en S2. Por tanto, puede escribir

S1

F N1 dS
S2

F N2 dS.

S1

F N1 dS
S2

F N2 dS

Q

 div F dV
S

F N dS

x
y

6

7

8

9

2 2

z

Cilindro:
x2 + y2 = 4

Plano:
x + z = 6

Figura 15.58

x
y

− N1

N2

z

S2

S1

Figura 15.59
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1111 15.7  Teorema de la divergencia

Flujo y el teorema de la divergencia
Con el fi n de comprender el teorema de la divergencia, considere los dos miembros de 

la ecuación

S

F N dS

Q

 div F dV.

De acuerdo con la sección 15.6, sabe que la integral de fl ujo de la izquierda determina 

el fl ujo total de fl uido que atraviesa la superfi cie S por unidad de tiempo. Esto puede 

aproximarse sumando el fl ujo que fl uye a través de fragmentos pequeños de la superfi -

cie. La integral triple de la derecha mide este mismo fl ujo de fl uido a través de S, pero 

desde una perspectiva muy diferente, a saber: calculando el fl ujo de fl uido dentro o fuera 

de cubos pequeños de volumen ∆Vi. El fl ujo en el cubo i-ésimo es aproximadamente 

div F(xi, yi, zi)∆Vi para algún punto (xi, yi, zi) en el i-ésimo cubo. Observe que en un cubo 

en el interior de Q, la ganancia (o pérdida) de fl uido a través de cualquiera de sus seis 

caras es compensada por una pérdida o ganancia correspondiente a través de una de las 

caras de un cubo adyacente. Después de sumar sobre todos los cubos en Q, el único fl ujo 

de fl uido que no se cancela uniendo cubos es el de las caras exteriores en los cubos del 

borde. Así, la suma

n

i 1
 div F xi, yi, zi Vi

aproxima el fl ujo total dentro (o fuera) de Q, y por consiguiente a través de la superfi cie S. 

Para ver qué signifi ca divergencia de F en un punto, considere ∆Va como el volu-

men de una esfera pequeña Sa de radio a y centro (x0, y0, z0) contenida en la región Q, 

como se muestra en la fi gura 15.60. Aplicando el teorema de la divergencia a Sa resulta

div F x0, y0, z0, VFlujo de F a través de S
Q

 div F dV

donde Qa es el interior de Sa. Por consiguiente, tiene

div F x0, y0, z0

flujo de F a través de S
V

y tomando el límite cuando a → 0, se obtiene la divergencia de F en el punto (x0, y0, z0).

flujo por unidad de 
volumen en x0, y0, z0

vid F x0, y0, z0 lím
→0

flujo de F a través de S
V

En un campo vectorial el punto (x0, y0, z0) es clasifi cado como una fuente, un sumidero 

o incompresible, como sigue

1.  Fuente, si div F > 0   Vea la fi gura 15.61(a).

2.  Sumidero, si div F < 0   Vea la fi gura 15.61(b).

3.  Incompresible, si div F = 0  Vea la fi gura 15.61(c).

(a) Fuente: (b) Sumidero: (c) Incompresible:

Figura 15.61
div F 0div F < 0div F > 0

x
y

(x0, y0, z0)

S

Región
sólida Q

α

z

Figura 15.60

COMENTARIO En hidro-

dinámica, una fuente es un punto 

por el que se considera que se 

introduce fl uido adicional a la 

región ocupada por el fl uido. Un 

sumidero es un punto en el que 

se considera que escapa fl uido.
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1112 Capítulo 15  Análisis vectorial

Comprobar el teorema de la divergencia En los ejercicios 
1 a 6, compruebe el teorema de la divergencia evaluando

S
F N dS

como una integral de superfi cie y como una integral triple.
1.

cubo acotado por los planos

2.

cilindro

2Figura para 1Figura para 

y
x

2

h

2

z

x
yaa

a

z

0 z hx2 y 2 4,S:

F x, y, z 2x i 2yj z 2k

z az 0,
y a,y 0,x a,x 0,S:

F x, y, z 2x i 2yj z 2k

3.

superficie acotada por el plano 
planos coordenados

4.

superficie acotada por el plano 
planos coordenados

4Figura para 3Figura para 

5.

superficie acotada por 

6.

superficie acotada por z 4z x2 y2S:

F x, y, z xy2i yx2j ek

z 0z 1 x2 y2S:

F x, y, z xzi zyj 2z2k

yx
4

4

4

z

y

x

3

6

6

z

z 4 xy 4S:

F x, y, z xyi zj x y k

2x 4y 2z 12S:

F x, y, z 2x y i 2y z j zk

y los

y losy

y

y

EJEMPLO 5   Calcular el fl ujo mediante el teorema 
de la divergencia

Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo.

Sea Q la región acotada por la esfera x2 + y2 + z2 = 4. Encuentre el fl ujo dirigido hacia 

fuera del campo vectorial F(x, y, z) = 2x3i + 2y3j + 2z3k a través de la esfera.

Solución Por el teorema de la divergencia, tiene

Coordenadas esféricas

768
5

.

24
32
5

12
2

0
 2 4 d

6
2

0 0
 2 4 sen d d

6
2

0 0

2

0

4 sen d d d

Q

 6 x2 y2 z2 dV

Q

 div F dV

Flujo a través de S
S

F N dS

 

15.7 Ejercicios   Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios 
con numeración impar.
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1113 15.7  Teorema de la divergencia

Uso del teorema de la divergencia En los ejercicios 7 a 16, 
utilice el teorema de la divergencia para evaluar 

S
F N dS

y hallar el fl ujo de F dirigido hacia el exterior a través de la super-
fi cie del sólido acotado por las gráfi cas de las ecuaciones. Utilice un 
sistema algebraico por computadora para verifi car los resultados.

7.

8.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

x2 y 2 z2 16S:

F x, y, z xyi 4yj xzk

z 4 y, z 0, x 0, x 6, y 0S:

F x, y, z xezi yezj ezk

z 1
2 x2 y 2, z 8S:

F x, y, z xy 2 cos z i x2y sen z j ezk

x2 y2 25, z 0, z 7S:

F x, y, z x i y 2j zk

x2 y 2 4, z 0, z 5S:

F x, y, z xyz j

x2 y 2 z 2 9S:

F x, y, z x i yj zk

z a2 x2 y 2, z 0S:

F x, y, z xy i yz j yzk

z a2 x2 y 2, z 0S:

F x, y, z x2i 2xyj xyz 2k

x 0, x a, y 0, y a, z 0, z aS:

F x, y, z x2z2i 2yj 3xyzk

x 0, x a, y 0, y a, z 0, z aS:

F x, y, z x2i y 2j z 2k

Uso del teorema de la divergencia En los ejercicios 17 y 
18, evalúe

S
 rot F N dS

donde S es la superfi cie cerrada del sólido acotado por las gráfi -
cas de x = 4 y z = 9 – y2 y los planos coordenados.

17.

18. F x, y, z xy cos z i yz sen xj xyzk

F x, y, z 4xy z2 i 2x2 6yz j 2xzk

DESARROLLO DE CONCEPTOS

19.  Teorema de la divergencia Enuncie el teorema de la 

divergencia.

20.  Clasifi car un punto en un campo vectorial ¿Cómo 

determina si un punto (x0, y0, z0) de un campo vectorial es 

una fuente, un sumidero o es incompresible?

21.  Superfi cie cerrada Compruebe que

 S

 rot  F N dS 0

 para cualquier superfi cie cerrada S.

¿CÓMO LO VE? La gráfi ca muestra un campo 

vectorial. ¿La gráfi ca sugiere que la divergencia de F 
en P es positiva, negativa o cero?

− 2 2 4
x

− 2

2

4

P

y

23.  Volumen 

 (a)  Utilice el teorema de la divergencia para comprobar que el 
volumen del sólido acotado por una superfi cie S es

  S

x dy dz
S

y dz dx
S

z dx dy.

 (b)  Compruebe el resultado del inciso (a) para el cubo acota-
do por x = 0, x = a, y = 0, y = a, z = 0 y z = a. 

24.  Campo vectorial constante Para el campo vectorial 

constante dado por F(x, y, z) = a1i + a2j + a3k, compruebe la 

siguiente integral para cualquier superfi cie cerrada S.

 S

F N dS 0

25.  Campo vectorial constante Para el campo vectorial 

constante dado por F(x, y, z) = xi + yj + zk, compruebe la 

siguiente integral, donde V es el volumen del sólido acotado 

por la superfi cie cerrada S.

 S

F N dS 3V

26.  Comprobar una identidad Para el campo vectorial F(x, 

y, z) = xi + yj + zk, compruebe que 

 

1
F S

F N dS
3
F

Q

dV.

Demostración En los ejercicios 27 y 28, demuestre la identi-
dad, suponiendo que Q, S y N satisfacen las condiciones del teore-
ma de la divergencia y que las derivadas parciales necesarias de 
las funciones escalares f y g son continuas. Las expresiones DNf y 
DNg son las derivadas en la dirección del vector N y se defi nen por

27.

[Sugerencia: ]Utilice

28.

(Sugerencia: Utilice el ejercicio 27 dos veces.)

Q

f 2g g 2f dV
S

f DNg gDN f dS

div fG f div G f G.

Q

f 2g f g dV
S

f DNg dS

DN g g N.DN f f N,
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1114 Capítulo 15  Análisis vectorial

 Comprender y utilizar el teorema de Stokes.
 Utilizar el rotacional para analizar el movimiento de un líquido en rotación.

Teorema de Stokes
Un segundo teorema, análogo al teorema de Green, pero con más dimensiones, es el 

teorema de Stokes, llamado así en honor al físico matemático inglés George Gabriel 

Stokes. Stokes formó parte de un grupo de físicos matemáticos ingleses conocido como 

la Escuela de Cambridge, entre los que se encontraban William Thomson (Lord Kelvin) 

y James Clerk Maxwell. Además de hacer contribuciones a la física, Stokes trabajó con 

series infi nitas y con ecuaciones diferenciales, así como con los resultados de integra-

ción que se presentan en esta sección.

El teorema de Stokes establece la relación entre una integral de superfi cie sobre 

una superfi cie orientada S y una integral de línea a lo largo de una curva cerrada C en 

el espacio que forma la frontera o el borde de S, como se muestra en la fi gura 15.62. La 

dirección positiva a lo largo de C es la dirección en sentido contrario a las manecillas del 

reloj con respecto al vector normal N. Es decir, si se imagina que toma el vector normal N 
con la mano derecha, con el dedo pulgar apuntando en la dirección de N, los demás 

dedos apuntarán en la dirección positiva de C, como se muestra en la fi gura 15.63.

Figura 15.62

La dirección a lo largo de C es en 
sentido contrario a las manecillas 
del reloj con respecto a N.

Figura 15.63

N

S

C

y

x

C

R

N

Superficie S

z

TEOREMA 15.13 Teorema de Stokes

Sea S una superfi cie orientada con vector unitario normal N, acotada por una curva 

cerrada simple, suave a trozos C, con orientación positiva. Si F es un campo vec-

torial cuyas funciones componentes tienen derivadas parciales continuas en una 

región abierta que contiene a S y a C, entonces

C

F dr
S

rot F N dS.

En el teorema 15.13, observe que la integral de línea puede escribirse en forma 

diferencial C Mdx N dy P dz o en forma vectorial C F T ds.

15.8 Teorema de Stokes

GEORGE GABRIEL STOKES 
(1819-1903)

Stokes se convirtió en profesor 
Lucasiano de matemáticas en 
Cambridge en 1849. Cinco años 
después, publicó el teorema que 
lleva su nombre como examen para 
optar a un premio de investigación.
Consulte LarsonCalculus.com 
para leer más acerca de esta 
biografía.

Bettmann/Corbis
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1115 15.8  Teorema de Stokes

EJEMPLO 1  Aplicar el teorema de Stokes

Sea C el triángulo orientado situado en el plano 

2x 2y z 6

como se muestra en la fi gura 15.64. Evalúe

C

F dr

donde F(x, y, z) = –y2i + zj + xk.

Solución Usando el teorema de Stokes, empiece por hallar el rotacional de F

rot F

i

x

y2

j

y

z

k

z

x

i j 2yk

Considerando 

z g x, y 6 2x 2y

puede usar el teorema 15.11 para un vector normal dirigido hacia arriba para obtener

9.

2y3

3
5y2 12y

3

0

3

0
2y2 10y 12 dy

3

0

3 y

0
2y 4 dx dy

R

i j 2yk 2 i 2 j k dA

R

i j 2yk gx x, y i gy x, y j k dA

C

F dr
S

rot F N dS

Intente evaluar la integral de línea del ejemplo 1 directamente, sin usar el teorema 

de Stokes. Una manera de hacerlo es considerar a C como la unión de C1, C2 y C3, como 

sigue

6 t 9C3: r3 t t 6 i 18 2t k,

3 t 6C2: r2 t 6 t j 2t 6 k,

0 t 3C1: r1 t 3 t i t j,

El valor de la integral de la línea es

9.

9 9 9

3

0
t2 dt

6

3
2t 6 dt

9

6
2t 12 dt

C

F dr
C1

F r1 t dt
C2

F r2 t dt
C3

F r3 t dt

y

x

C1

C2
C3

3 3

6

N (hacia arriba)

R

z

S: 2x + 2y + z = 6

x + y = 3

Figura 15.64
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1116 Capítulo 15  Análisis vectorial

EJEMPLO 2  Comprobar el teorema de Stokes

Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo.

Sea S la parte del paraboloide 

z = 4 – x2 – y2 

que permanece sobre el plano xy, orientado hacia arriba (ver la fi gura 15.65). Sea C su 

curva frontera en el plano xy orientada en el sentido contrario al de las manecillas del 

reloj. Compruebe el teorema de Stokes para

F x, y, z 2zi xj y2k

evaluando la integral de superfi cie y la integral de línea equivalente.

Solución Como integral de superfi cie, tiene z = g(x, y) = 4 – x2 – y2, gx = –2x, 

gy = –2y, y

rot F

i

x

2z

j

y

x

k

z

y2

2y i 2j k.

De acuerdo con el teorema 15.11, obtiene

4 .

Área del círculo de radio 2

2

2
 2 4 x2 dx

2

2
2xy2 2y2 y

4 x2

4 x2

dx

2

2

4 x2

4 x2

4xy 4y 1 dy dx

S

rot F N dS
R

2yi 2 j k 2x i 2yj k dA

Como integral de línea, puede parametrizar C como

0 t 2 .r t 2 cos t i 2 sen t j 0k,

Para F(x, y, z) = 2zi + xj + y2k obtiene

4 .

2 t
1
2

 sen 2t
2

0

2
2

0
1 cos 2t dt

2

0
 4 cos2 t dt

2

0
0 2 cos t 2 cos t 0 dt

C

 2z dx x dy y2 dz

C

F dr
C

M dx N dy P dz

y

x

z

3

− 3
3

4

R

N (hacia fuera)

S

R: x2 + y2 ≤ 4

C

S: z = 4 − x2 − y2

Figura 15.65
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1117 15.8  Teorema de Stokes

Interpretación física del rotacional
El teorema de Stokes proporciona una interesante interpretación física del rotacional. En 

un campo vectorial F sea Sa un pequeño disco circular de radio a centrado en (x, y, z) y 

con frontera Ca, como se muestra en la fi gura 15.66. En cada punto en la circunferencia 

Ca, F tiene un componente normal F × N y un componente tangencial F × T. Cuanto 

más alineados están F y T, mayor es el valor de F × T. Así, un fl uido tiende a moverse 

a lo largo del círculo en lugar de a través de él. Por consiguiente, se dice que la integral 

de línea alrededor de Ca mide la circulación de F alrededor de Ca. Es decir,

C
F T ds circulación de F alrededor de C .

Ahora considere un pequeño disco Sa 

centrado en algún punto (x, y, z) de la super-

fi cie, como se muestra en la fi gura 15.67. En 

un disco tan pequeño, rot F es casi constante, 

porque varía poco con respecto a su valor en (x, 

y, z). Es más, rot F × N es casi constante en Sa 

porque todos los vectores unitarios normales a 

Sa son prácticamente iguales. Por consiguiente, 

del teorema de Stokes se tiene que

Por tanto

razón de circulación.

circulación de F  alrededor de C

área del disco S

rot  F N
C

F T ds

2

rot F N 2 .

rot F N
S

dS

C
F T ds

S
rot  F N dS

Suponiendo que las condiciones son tales que la aproximación mejora con discos cada 

vez más pequeños (a → 0), se deduce que

rot F N lím
→0

1
2

C
F T ds

lo que se conoce como rotación de F respecto de N. Esto es,

rotación de respecto de en x, y, z .NFrot  F x, y, z N

En este caso, la rotación de F es máxima cuando rot F y N tienen la misma dirección. 

Normalmente esta tendencia a rotar variará de punto a punto de la superfi cie S, y el 

teorema de Stokes

Integral de superficie

C

F dr
S

rot F N dS

Integral de línea

afi rma que la medida colectiva de esta tendencia rotacional considerada sobre toda la 

superfi cie S (integral de superfi cie) es igual a la tendencia de un fl uido a circular alrede-

dor de la frontera C (integral de línea).

α

( , , )x  y  z

Disco S

T

F

N

F   T

F   NCα

α

Figura 15.66

( , , )x  y  z

N

rot F

Sα

S

Figura 15.67
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1118 Capítulo 15  Análisis vectorial

EJEMPLO 3  Una aplicación del rotacional

Un líquido es agitado en un recipiente cilín-

drico de radio 2, de manera que su movimien-

to se describe por el campo de velocidad

F x, y, z y x2 y2 i x x2 y2 j

como se muestra en la fi gura 15.68. Encuentre

S

rot F N dS

donde S es la superfi cie superior del recipiente 

cilíndrico.

Solución El rotacional de F está dado por

Haciendo tiene

16 .

2

0
 8 d

2

0
r3

2

0
d

2

0

2

0
3r r dr d

S

rot  F N dS
R

 3 x2 y2 dA

N k,

rot  F

i

x

y x2 y2

j

y

x x2 y2

k

z

0

3 x2 y2 k.

Si rot F = 0 en toda la región Q, la rotación de F respecto a cada vector unitario 

normal N es 0. Es decir, F es irrotacional. De la sección 15.1, sabe que ésta es una ca-

racterística de los campos vectoriales conservativos.

RESUMEN DE FÓRMULAS DE INTEGRACIÓN

Teorema fundamental del cálculo Teorema fundamental de las integrales de línea

Teorema de Green

Teorema de StokesTeorema de la divergencia

C

F dr
S

rot F N dS
S

F N dS

Q

 div F dV

C

F N ds
R

 div F dA

C

M dx N dy
R

N
x

M
y

dA
C

F T ds
C

F dr
R

rot F k dA

C

F dr
C

f dr f x b , y b f x a , y a
b

a

F x dx F b F a

y

x
2

2

z

Figura 15.68

Elaine Davis/Shutterstock.com
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1119 15.8  Teorema de Stokes

Determinar el rotacional de un campo vectorial En los 
ejercicios 1 a 4, encuentre el rotacional del campo vectorial F.

 

1.

2.

3.

4. F x, y, z arcsen y i 1 x2 j y2 k

F x, y, z ex
2 y2 i ey

2 z2j xyzk

F x, y, z x sen y i y cos x j yz2 k

F x, y, z 2y z i ezj xyzk

Comprobar el teorema de Stokes En los ejerci-
cios 5 a 8, compruebe el teorema de Stokes evaluando 

C F T ds C F dr como integral de línea e integral doble.

 

5.

6.

7.

8.

0 y a0 x a,S: z y2,

F x, y, z z2 i x2 j y2 k

S: 6x 6y z 12, primer octante

F x, y, z xyz i y j zk

S: z 1 x2 y2

F x, y, z y z i x z j x y k

z 0S: z 9 x2 y2,

F x, y, z y z i x z j x y k

Usar el teorema de Stokes En los ejercicios 9 a 18, utilice 
el teorema de Stokes para evaluar C F dr. En cada uno de los 
casos, C está orientada en sentido contrario a las manecillas del 
reloj, como se vio anteriormente.

9.  F x, y, z 2y i 3z j xk
  C: triángulo con vértices (2, 0, 0), (0, 2, 0) y (0, 0, 2) 

10.  F x, y, z arctan
x
y

i ln x2 y2 j k

  C: triángulo con vértices (0, 0, 0), (1, 1, 1) y (0, 0, 2) 

11.

12.

13.

14.

S: z 4 x2 y2

F x, y, z x2 i z2 j xyzk

S: z 4 x2 y2

F x, y, z z2 i y j zk

z ≥  0S: z 9 x2 y2,

F x, y, z 4xz i y j 4xyk

z ≥  0S: z 1 x2 y2,

F x, y, z z2 i 2x j y2 k

15.  F x, y, z ln x2 y2 i arctan
x
y

j k

  S: z = 9 – 2x – 3y sobre r = 2 sen 2u en el primer octante

16.  x2 y2 16F x, y, z yz i 2 3y j x2 y2 k,

  S: la porción del primer octante de x2 + z2 = 16 sobre x2 + y2 
= 16

17.  

0 y a0 x a,S: z x2,

F x, y, z xyz i y j zk

  N es el vector unitario normal a la superfi cie, dirigido hacia 
abajo. 

18.  x2 y2 a2F x, y, z xyz i y j zk,

  S: la porción del primer octante de z2 = x2 sobre x2 + y2 = a2

Movimiento de un líquido En los ejercicios 19 y 20, el mo-
vimiento de un líquido en un recipiente cilíndrico de radio 1 se 
describe mediante el campo de velocidad F(x, y, z). Encuentre 

S rot F N dS, donde S es la superfi cie superior del reci-
piente cilíndrico.

.02.91 F x, y, z z i ykF x, y, z i j 2k

DESARROLLO DE CONCEPTOS

21.  Teorema de Stokes Enuncie el teorema de Stokes.

22.  Rotacional Dé una interpretación física del rotacional.

23.  Demostración Sea C un vector constante. Sea S una su-

perfi cie orientada con vector unitario normal N, acotada por 

una curva suave C. Demuestre que

 S

C N dS
1
2 C

C r dr.

¿CÓMO LO VE? Sea S1 la porción del paraboloi-

de que se encuentra arriba del plano xy, y sea S2 el 

hemisferio, como se muestra en las fi guras. Ambas 

superfi cies están orientadas hacia arriba.

S2

2a

a

y

x

aa
−a

z

y

S1
2a

a

x

aa
−a

z

  Para un campo vectorial F(x, y, z) con derivadas parciales 
continuas, ¿se cumple que

  S1

rot F N dS1
S2

rot F N dS2?

  Explique su razonamiento.

DESAFÍOS DEL EXAMEN PUTNAM

25.  Sea G x, y
y

x2 4y2,
x

x2 4y2, 0 .

  Demuestre o refute que hay una función vectorial F(x, y, 
z) = (M(x, y, z), N(x, y, z), P(x, y, z)), con las propiedades 
siguientes.

  (i)  M, N, P tienen derivadas parciales continuas en todo 
(x, y, z) ≠ (0, 0, 0);

  (ii) rot F = 0 para todo (x, y, z) ≠ (0, 0, 0);

  (iii) F(x, y, 0) = G(x, y)

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition. 

© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.

15.8 Ejercicios   Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios 
con numeración impar.
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1120 Capítulo 15  Análisis vectorial

Dibujar un campo vectorial En los ejercicios 1 y 2, calcule 
||F|| y dibuje varios vectores representativos en el campo vecto-
rial. Utilice un sistema algebraico por computadora para com-
probar los resultados.

.2.1 F x, y i 2y jF x, y, z x i j 2k

Determinar un campo vectorial conservativo En los ejer-
cicios 3 y 4, encuentre el campo vectorial conservativo de la fun-
ción escalar calculando su gradiente.

.4.3 f x, y, z x2eyzf x, y, z 2x2 xy z2

Determinar una función potencial En los ejercicios 5 a 12, 
determine si el campo vectorial es conservativo. Si es conserva-
tivo, encuentre una función potencial para el campo vectorial.

.6.5

7.

8.

9.

10.

11.

12. F x, y, z sen z y i x j k

F x, y, z
yz i xz j xyk

y2z2

F x, y, z 4xy z2 i 2x2 6yz j 2xz k

F x, y, z 4xy2i 2x2 j 2z k

F x, y 2y3 sen 2x i 3y2 1 cos 2x j

F x, y xy2 x2 i x2y y2 j

F x, y
1
y

i
y
x2 jF x, y

y
x2 i

1
x

j

Divergencia y rotacional En los ejercicios 13 a 20, encuen-
tre (a) la divergencia del campo vectorial F y (b) el rotacional 
del campo vectorial F.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20. F x, y, z
z
x

i
z
y

j z2 k

F x, y, z ln x2 y2 i ln x2 y2 j zk

F x, y, z x2 y i x sen2 y j

F x, y, z arcsen x i xy2 j yz2 k

F x, y, z 3x y i y 2z j z 3x k

F x, y, z cos y y cos x i sen x x sen y j xyzk

F x, y, z y2 j z2 k

F x, y, z x2 i xy2 j x2zk

Evaluar una integral de línea En los ejercicios 21 a 26, calcu-
le la integral de línea a lo largo de la(s) trayectoria(s) dada(s).

21.  
C

x2 y2 ds

  (a) C: segmento de recta desde (0, 0), hasta (3, 4)

  (b) C:  x2 + y2 = 1, una revolución en sentido contrario a 
las manecillas del reloj, empezando en (1, 0).

22. 
C

xy ds 

 (a) C: segmento de recta desde (0, 0) hasta (5, 4)

 (b) C:  en sentido contrario a las manecillas del reloj, a lo largo 
del triángulo de vértices (0, 0), (4, 0) y (0, 2)

23.

24.

25.

(a) segmento de recta desde hasta 

(b) una revolución en sentido contrario a las manecillas
             del reloj, alrededor del círculo

26.

0 t 2C: r t cos t t sen t i sen t t sen t j,
C

2x y dx x 3y dy

y 3 sen tx 3 cos t,
C:

3, 30, 0C:
C

2x y dx x 2y dy

0 t 2C: r t cos t t sen t i sen t t cos t j,
C

x2 y2 ds

0 t 2C: r t 1 sen t i 1 cos t j,
C

x2 y2 ds

Evaluar una integral de línea En los ejercicios 27 y 28, uti-
lice un sistema algebraico por computadora para calcular la 
integral de línea sobre la trayectoria dada.

.82.72

0 t 40 t 2

r t t i t2 j t 3 2k,r t a cos3 ti a sen3 tj,
C

x2 y2 z2 ds
C

2x y ds

Área de una superfi cie lateral En los ejercicios 29 y 30, en-
cuentre el área de la superfi cie lateral sobre la curva C en el 
plano xy y bajo la superfi cie z = f(x, y).

29. desde hasta 

30. desde hasta 2, 40, 0C: y x2f x, y 12 x y;

2, 40, 0C: y 2xf x, y 3 sen x y ;

Evaluar una integral de línea para un campo vecto-

rial En los ejercicios 31 a 36, evalúe 
C

F dr.

31.

32.

33.

34.

curva de intersección de  y 
hasta

35.

curva de intersección de
hsta

36.

curva de intersección de y desde
hasta 0, 2, 00, 2, 0

x2 y2 4z x2C:

F x, y, z x2 z i y2 z j x k

2, 2, 80, 0, 0
y xz x2 y2C:

F x, y, z y z i x z j x y k

0, 0, 22, 2, 0
y2 z2 4x2 z2 4C:

F x, y, z 2y z i z x j x y k

0 t 2C: r t 2 cos t i 2 sen tj tk,

F x, y, z x i y j zk

0 t 2C: r t 4 cos t i 3 sen t j,

F x, y x y i x y j

0 t 1C: r t t2 i t2j,

F x, y xy i 2xy j

desde

desdey

Ejercicios de repaso   Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los 
ejercicios con numeración impar.
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1121 Ejercicios de repaso

Evaluar una integral de línea En los ejercicios 37 y 38, uti-
lice un sistema algebraico por computadora y evalúe la integral 
de línea.

37.

desde hasta y desde  

38.

0 t
r t 2 cos t 2t sen t i 2 sen t 2t cos t j,C:

F x, y 2x y i 2y x j
C

F dr

0, 0
2, 4y 2x2, 40, 0C: y x2

C

xy dx x2 y2 dy

hasta

39.  Trabajo Calcule el trabajo realizado por el campo de fuer-

zas F x i y j a lo largo de la trayectoria y = x3/2 desde 

(0, 0) hasta (4, 8).

40.  Trabajo Un avión de 20 toneladas sube 2000 pies haciendo 

un giro de 90° en un arco circular de 10 millas de radio. En-

cuentre el trabajo realizado por los motores.

Usar el teorema fundamental de las integrales de lí-
nea En los ejercicios 41 y 42, use el teorema fundamental de 
las integrales de línea para evaluar la integral.

41.

curva suave desde hasta 

42.

curva suave desde hasta 4, 4, 40, 0, 1C:
C

y dx x dy
1
z

dz

1, 3, 20, 0, 0C:
C

 2xyz dx x2z dy x2y dz

43.  Evaluar una integral de línea Evalúe la integral de línea 

 

(a)

(b) 1 t 4C: r t t i t j,

0 t 1C: r t 1 3t i 1 t j,
C

y2 dx 2xy dy.

 (c)  Use el teorema fundamental de las integrales de línea, 
donde C es una curva suave desde (1, 1) hasta (4, 2).

44.  Área y centroide Considere la región acotada por el eje x y un 

arco de la cicloide con ecuaciones paramétricas x = a(u – sen u) y 

y = a(1 – cos u). Use las integrales de línea para encontrar 

(a) el área de la región y (b) el centroide de la región.

Evaluar una integral de línea En los ejercicios 45 a 50, utili-
ce el teorema de Green para evaluar la integral de línea

45.

frontera del cuadrado con vértices 
y

46.

frontera del cuadrado con vértices 
y

47.

y 4 sen tx 4 cos t,C:
C

xy2 dx x2y dy

2, 2
2, 0 ,0, 2 ,0, 0 ,C:

C

xy dx x2 y2 dy

1, 1
1, 0 ,0, 1 ,0, 0 ,C:

C

y dx 2x dy

48.

49.

frontera de la región entre las gráficas y

50.

x2 3 y2 3 1C:
C

y2 dx x4 3 dy

y 1
y x2C:

C

xy dx x2 dy

x2 y2 a2C:
C

x2 y2 dx 2xy dy

Trazar la gráfi ca de una superfi cie paramétrica En los ejer-
cicios 51 y 52, utilice un sistema algebraico por computadora y re-
presente gráfi camente la superfi cie dada por la función vectorial

51.

52.

0 v 20 u 4,

r u, v e u 4 cos vi e u 4 sen vj
u
6

k

0 v 20 u
3

,

r u, v sec u cos vi 1 2 tan u  sen vj 2uk

53.  Investigación Considere la superfi cie representada por la 

función vectorial

 r u, v 3 cos v cos ui 3 cos v sen uj sen vk.

  Utilice un sistema algebraico por computadora para efectuar lo 
siguiente.

 (a) Trace la gráfi ca de la superfi cie para 0 ≤ u ≤ 2p y 

2
v

2
.

 (b) Trace la gráfi ca de la superfi cie para 0 ≤ u ≤ 2p y 

4
v

2
.

 (c) Trace la gráfi ca de la superfi cie para 0 u
4

 y 

0 v
2

.

 (d) Trace la gráfi ca e identifi que la curva espacial para 0 ≤ u ≤ 

2p y v
4

.

 (e) Aproxime el área de la superfi cie grafi cada en el inciso (b).

 (f) Aproxime el área de la superfi cie grafi cada en el inciso (c).

54.  Evaluar la integral de superfi cie Evalúe la integral de 

superfi cie S z dS sobre la superfi cie S:

 r u, v u v i u v j senv k

 donde 0 ≤ u ≤ 2 y 0 ≤ v ≤ p.

55.  Aproximar una integral de superfi cie Utilice un sis-

tema algebraico por computadora para trazar la gráfi ca de la 

superfi cie S y aproximar la integral de superfi cie

  S

x y dS

  donde S es la superfi cie.

  

S:
sobre y 0 v 2 .0 u 2
r u, v u cos v i u sen vj u 1 2 u k
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1122 Capítulo 15  Análisis vectorial

56.  Masa Una lámina S con superfi cie en forma de cono está 

dada por

 0 z a2.z a a x2 y2 ,

  En cada punto de S, la densidad es proporcional a la distancia 
entre el punto y el eje z.

 (a)  Dibuje la superfi cie en forma de cono.

 (b)  Determine la masa de la lámina.

Comprobar el teorema de la divergencia En los ejercicios 
57 y 58, compruebe el teorema de la divergencia mediante la 
evaluación

S
F N dS

 
como una integral de superfi cie y como una triple integral.

57.  F(x, y, z) = x2i + xyj + zk

  Q:  región sólida acotada por los planos coordenados y el plano 
2x + 3y + 4z = 12

58.  F(x, y, z) = xi + yj + zk

  Q:  región sólida acotada por los planos coordenados y el plano 
2x + 3y + 4z = 12

Comprobar el teorema de Stokes En los ejercicios 59 y 60, 
compruebe el teorema de Stokes mediante la evaluación

C
F dr

como una integral de línea y como una integral doble.

59.  F x, y, z cos y y cos x i sen x x sen y j xyzk
  S:  porción de z = y2 sobre el cuadrado en el plano con vértices 

(0, 0), (a, 0), (a, a) y (0, a)

  N es el vector normal unitario hacia arriba a la superfi cie.

60.  F x, y, z x z i y z j x2 k 

  S: porción del primer cuadrante del plano 3x + y + 2z = 12

61.  Demostración Demuestre que no es posible que un campo 

vectorial con componentes dos veces derivables tenga un rota-

cional de xi + yj + zk.

PROYECTO DE TRABAJO

El planímetro
Ha aprendido muchas técnicas de cálculo para encontrar el área de 
una región plana. Los ingenieros usan un dispositivo mecánico lla-
mado planímetro para medir áreas planas, que se basa en la fórmula 
del área dada en el teorema 15.9 (página 1078). Como puede ver en 
la fi gura, el planímetro está fi jo en el punto O (pero libre para pivo-
tear) y tiene una bisagra en A. El extremo del brazo trazador AB se 
mueve en sentido antihorario alrededor de la región R. Una pequeña 
rueda es perpendicular a AB y está marcada con una escala para me-
dir cuánto rueda conforme B traza la frontera de la región R. En este 
proyecto, demostrará que el área de R está dada por la longitud L del 
brazo trazador AB multiplicada por la distancia D que rueda la rueda. 
  Suponga que el punto B traza la frontera de R para a ≤ t ≤ b. 
El punto A se moverá hacia adelante y hacia atrás a lo largo de un 
arco circular alrededor del origen O. Sea u(t) el ángulo en la fi gura 
y sean (x(t), y(t)) las coordenadas de A.
 (a)  Demuestre que el vector OB

\

 está dado por la función vec-
torial 

  r t x t L cos t i y t L sen t j.

 (b)  Demuestre que las siguientes dos integrales son iguales a 
cero.

  
I2

b

a

1
2

x
dy
dt

y
dx
dt

dtI1

b

a

1
2

L2 d
dt

dt

 (c) Utilice la integral 
b

a

x t  sen t y t  cos t dt para 

demostrar que las dos integrales siguientes son iguales.

  
I4

b

a

1
2

L sen
dx
dt

cos
dy
dt

dt

I3

b

a

1
2

L y sen 
d
dt

x cos
d
dt

dt

 (d)  Sea N = –sen ui + cos uj. Explique por qué la distancia D 
que gira la rueda está dada por

  
D

C

N T ds.

 (e)  Demuestre que el área de la región R está dada por

  I4 DL.I1 I2 I3

O

r( )t

θ
A(x, y)

R

L Rueda

B

PARA INFORMACIÓN ADICIONAL Para mayor información 

acerca del teorema de Green y planímetros, consulte el artículo 

“As the Planimeter’s Wheel Turns: Planimeter Proofs for Calculus 

Class”, de Tanya Leise, en The College Mathematics Journal. Para 

ver este artículo, visite MathArticles.com.
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1123 Solución de problemas

1.  Flujo de calor Considere una sola fuente de calor localiza-

da en el origen con temperatura

 
T x, y, z

25

x2 y2 z2
.

 (a) Calcule el fl ujo de calor a través de la superfi cie

  
S x, y, z : z 1 x2,

1
2

x
1
2

, 0 y 1

  como se muestra en la fi gura.

1

2

1 1

z

y
x

S

N

 (b)  Repita el cálculo del inciso (a) usando la parametrización

  x = cos u, y = v, z = sen u

  donde

  
y 0 v 1.

3
u

2
3 .

2.  Flujo de calor Considere una sola fuente de calor localiza-

da en el origen con temperatura

 
T x, y, z

25

x2 y2 z2
.

 (a) Calcule el fl ujo de calor a través de la superfi cie

  S x, y, z : z 1 x2 y2, x2 y2 1

  como se muestra en la fi gura.

 (b)  Repita el cálculo del inciso (a) usando la parametrización

  

donde

y

1

1 1

z

y
x

S
N

0 v 2 .0 u
2

z cos uy sen u sen v,x sen u cos v,

3.  Momentos de inercia Considere un alambre de densidad 

r(x, y, z) dado por la curva espacial

 C: r(t) = x(t)i + y(t)j + z(t)k, a ≤ t ≤ b.

 Los momentos de inercia respecto a los ejes x, y y z están 
dados por 

 Iz C x2 y2 x, y, z ds.

Iy C x2 z2 x, y, z ds

Ix C y2 z2 x, y, z ds

 

 Encuentre los momentos de inercia para un alambre de densi-
dad uniforme r = 1 en la forma de la hélice

 

(ver figura).

4Figura para 3Figura para 

z

x y1
2

1

1

2

t2
i + t j +r(t) = k

2
2   2t3/2

3z

x
y2

2

2

4

6

8

10

12

r(t) = 3 cos t i + 3 sen t j + 2tk

0 t 2r t 3 cos ti 3 sen tj 2tk,

4.  Momentos de inercia Encuentre los momentos de iner-

cia del cable de densidad 
1

1 t
 dado por la curva

 
(ver figura).0 t 1r t

t2

2
i tj

2 2 t 3 2

3
k,C:

5.  Ecuación de Laplace Sea F(x, y, z) = xi + yj + zk, y sea 

f(x, y, z) = ||F(x, y, z)||.

 

(a) Demuestre que 

(b) Demuestre que 

(c) Demuestre que 

(d) El laplaciano es el operador diferencial

2
2

x2

2

y 2

2

z2

f n nf n 2F.

1
f

F
f 3.

ln f
F
f 2.

  y la ecuación de Laplace es 

  

2w
2w
x2

2w
y 2

2w
z2 0.

 Cualquier función que satisface esta ecuación se llama armó-
nica. Demuestre que la función w = 1/f es armónica.

Solución de problemas    Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones 
trabajadas de los ejercicios con numeración impar.
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1124 Capítulo 15  Análisis vectorial

6.  Teorema de Green Considere la integral de línea

 C

yn dx xn dy

 donde C es la frontera de la región que yace entre las gráfi cas 
de y a2 x2 a > 0  y y = 0.

 (a) Use un sistema algebraico por computadora para compro-
bar el teorema de Green para n, un entero impar de 1 a 7.

 (b) Use un sistema algebraico por computadora para com-
probar el teorema de Green para n, un entero par de 2 a 8.

 (c) Para un entero impar n, haga una conjetura acerca del 
valor de la integral.

7. Área Utilice una integral de línea para calcular el área aco-

tada por un arco de la cicloide x(u) = a(u – sen u), y(u) = 

a(1 – cos u), 0 ≤ u ≤ 2p, como se muestra en la fi gura.

8Figura para 7Figura para 

x
1−1

−1

1

y

x
2 a

2a

π

y

8.  Área Utilice una integral de línea para hallar el área acotada 

por los dos lazos de la curva en forma de ocho

 
0 t 2y t sen t,x t

1
2

 sen 2 t,

 como se muestra en la fi gura.

9.  Trabajo El campo de fuerzas F(x, y) = (x + y)i + (x2 + 1)j 
actúa sobre un objeto que se mueve del punto (0, 0) al punto 

(0, 1), como se muestra en la fi gura.

y

x

1

1

 (a)  Encuentre el trabajo realizado si el objeto sigue la trayec-
toria x = 0, 0 ≤ y ≤ 1.

 (b)  Encuentre el trabajo realizado si el objeto sigue la trayec-
toria x = y – y2, 0 ≤ y ≤ 1.

 (c)  Suponga que el objeto sigue la trayectoria x = c(y – y2), 
0 ≤ y ≤ 1, c > 0. Encuentre el valor de la constante c que 
minimiza el trabajo.

10.  Trabajo El campo de fuerzas F(x, y) = (3x2y2)i + (2x3y)j se 

muestra en la siguiente fi gura. Tres partículas se mueven del 

punto (1, 1) al punto (2, 4) a lo largo de trayectorias diferentes. 

Explique por qué el trabajo realizado es el mismo con las tres 

partículas y encuentre el valor del trabajo.

y

x

6

5

4

3

2

1

1 2 3 4 5 6

11.  Demostración Sea S una superfi cie suave orientada, con 

vector normal N, acotada por una curva suave simple cerrada C. 

Sea v un vector constante. Demuestre que

 S

2v N dS
C

v r dr.

12.  Área y trabajo ¿Cómo se compara el área de la elipse 

x2

a2

y2

b2 1 con la magnitud del trabajo realizado por el cam-

po de fuerzas

 
F x, y

1
2
yi

1
2
xj

 sobre una partícula que da una vuelta alrededor de la elipse 
(vea la fi gura)?

y

x
1

1

−1

−1

13.  Comprobar identidades 

 (a)  Sean f y g funciones escalares con derivadas parciales con-
tinuas, si se satisfacen las condiciones C y S del teorema de 
Stokes, compruebe cada una de las identidades siguientes.

  

(i)

(ii) (iii)
C

f g g f dr 0
C

f f dr 0

C

f g dr
S

f g N dS

 

 (b) Demuestre los resultados del inciso (a) para las funciones 
f(x, y, z) = xyz, y sea g(x, y, z) = z. Sea S el hemisferio 
z 4 x2 y2.
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En esta edición hemos realizado el Apéndice A con demostraciones de teoremas selec-

cionados en formato de video (en inglés) en LarsonCalculus.com. Cuando navegue en 

este sitio de Internet, encontrará un enlace donde Bruce Edwards explica cada demos-

tración del libro, incluyendo los de este apéndice. Esperamos que estos videos mejoren 

su estudio del cálculo. La versión en texto de este apéndice está disponible (en inglés y 

con un costo adicional) en CengageBrain.com.

Ejemplo de demostraciones de teoremas seleccionados 
en LarsonCalculus.com

A Demostración de teoremas seleccionados

A2

87 1.5  Límites infinitos

TEOREMA 1.15 Propiedades de los límites infinitos

Sean c y L números reales, y f y g funciones tales que 

y

1. Suma o diferencia:

2. Producto: 

3. Cociente: lím
x c

 
g x

f x
0

L < 0lím
x c

 f x g x ,

L > 0lím
x c

 f x g x ,

lím
x c

 f x g x

lím
x c

 g x L.lím
x c

 f x

Propiedades análogas son válidas para límites laterales y para funciones cuyo lími-

te de f(x) cuando x tiende a c es –∞ [vea el ejemplo 5(d)].

Demostración Esta es una demostración de la propiedad de la suma. [Las demos-

traciones de las demás propiedades se dejan como ejercicio (vea el ejercicio 70).] Para 

demostrar que el límite de f(x) + g(x M > 0. Se necesita entonces 

encontrar una d > 0 tal que f x g x > M siempre que 0 < x c < . Para 

L es positivo. Sea M1 = M + 1. Puesto que el límite de f(x) es 

d1 tal que f(x) > M1 siempre que 0 < x c < 1. Como además el 

límite de g(x) es L existe una d2 tal que siempre que 0 < x c < 2g x L < 1 .  

Haciendo que d sea el menor de d1 y d2, puede concluir que implica0 < x c <
que f x > M 1 y g x L < 1. La segunda de estas desigualdades implica que 

g x > L 1 y, sumando esto a la primera desigualdad, se obtiene

f x g x > M 1 L 1 M L > M.

Por lo tanto, puede concluir que

lím
x c

 f x g x .

Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostración. 

EJEMPLO 5  Calcular límites

a.  Puesto que y lím
x 0

 
1

x2
lím
x 0

 1 1 , se puede escribir

  
Propiedad 1, teorema 1.15lím

x 0
1

1

x2
.

b.  Puesto que y lím
x 1

cot x ,lím
x 1

x2 1 2  se deduce que

  
Propiedad 3, teorema 1.15lím

x 1
 
x2 1

cot x
0.

c.  Puesto que y lím
x 0

 cot x ,lím
x 0

 3 3  se deduce que

  
Propiedad 2, teorema 1.15lím

x 0
 3 cot x .

d.  Puesto que y lím
x 0

 
1

x
,lím

x 0
x2 0  se deduce que

  
Propiedad 1, teorema 1.15lím

x 0
 x2

1

x
.

 

COMENTARIO Observe 

que la solución del ejemplo 5(d) 

utiliza la propiedad 1 del teo-

rema 1.15 para el límite de f(x) 

conforme x se acerca a c es –∞.
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B Tablas de integración

Formas que implican

.2.1

Formas que implican

.4.3

5.

6.

7.

8.

9.

.11.01

.31.21

Formas que implican 

14.

15.

Formas que implican

16.

17.

18.  
1

un a bu
 du

1
a n 1

 
a bu
un 1

2n 3 b
2

  
1

un 1 a bu
 du ,  n 1

a < 0
2

a
 arctan 

a bu
a

C,

 
1

u a bu
 du

 un a bu du
2

b 2n 3
un a bu 3 2 na  un 1 a bu du

a bu

 
u

a bu cu2 du
1
2c

 ln a bu cu2 b  
1

a bu cu2 du

b2 > 4ac
1

b2 4ac
 ln

2cu b b2 4ac
2cu b b2 4ac

C,

 
1

a bu cu2 du

a bu cu2, b2 4ac

 
1

u2 a bu 2 du
1
a2

a 2bu
u a bu

2b
a

 ln
u

a bu
C 

1
u2 a bu

 du
1
a

1
u

b
a

 ln
u

a bu
C

 
1

u a bu 2 du
1
a

 
1

a bu
1
a

 ln
u

a bu
C 

1
u a bu

 du
1
a

 ln
u

a bu
C

n 1, 2, 3 
u2

a bu n du
1
b3

1
n 3 a bu n 3

2a
n 2 a bu n 2

a2

n 1 a bu n 1 C,

 
u2

a bu 3 du
1
b3

2a
a bu

a2

2 a bu 2 ln a bu C

 
u2

a bu 2 du
1
b3 bu

a2

a bu
2a ln a bu C

 
u2

a bu
 du

1
b3 

bu
2

2a bu a2 ln a bu C

 
u

a bu n du
1
b2

1
n 2 a bu n 2

a
n 1 a bu n 1 C,  n 1, 2

 
u

a bu 2 du
1
b2 

a
a bu

ln a bu C 
u

a bu
 du

1
b2 bu a ln a bu C

a bu

 
1
u

 du ln u C un du
un 1

n 1
C,  n 1

un

b2 < 4ac
2

4ac b2 arctan 
2cu b
4ac b2 C,

a > 0
1

a
 ln

a bu a
a bu a

C,

A3
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A4 Apéndice B  Tablas de integración

19.

20.

21.

22.

Formas que implican

23.

24.

25.

Formas que implican

26.

27.

28.

29.

30.

31.

.33.23

34.

.63.53

Formas que implican

37.

38.  u2 a2 u2 du
1
8

 u 2u2 a2 a2 u2 a4 arcsen 
u
a

C

 a2 u2 du
1
2

 u a2 u2 a2 arcsen 
u
a

C

a2 u2,  a > 0

 
1

u2 ± a2 3 2 du
±u

a2 u2 ± a2
C 

1

u2 u2 ± a2
 du  

u2 ± a2

a2u
C

 
u2

u2 ± a2 du
1
2

 u u2 ± a2  a2 ln u u2 ± a2 C

 
1

u u2 a2 du
1
a

 arcsec u
a

C 
1

u u2 a2 du
1

a
 ln

a u2 a2

u
C

 
1

u2 ± a2 du ln u u2 ± a2 C

u2 ± a2

u2  du
u2 ± a2

u
ln u u2 ± a2 C

 
u2 a2

u
 du u2 a2 a arcsec u

a
C

 
u2 a2

u
 du u2 a2 a ln

a u2 a2

u
C

 u2 u2 ± a2 du
1
8
 u 2u2 ± a2 u2 ± a2 a4 ln u u2 ± a2 C

 u2 ± a2 du
1
2

 u u2 ± a2 ± a2 ln u u2 ± a2 C

u2 ± a2,  a > 0

 
1

a2 ± u2 n du
1

2a2 n 1
u

a2 ± u2 n 1
2n 3  

1
a2 ± u2 n 1 du ,  n 1

 
1

u2 a2 du  
1

a2 u2 du
1

2a
 ln

u a
u a

C

 
1

a2 u2 du
1
a

 arctan 
u
a

C

a2 ± u2,  a > 0

 
un

a bu
 du

2
2n 1 b

 un a bu na  
un 1

a bu
 du

 
u

a bu
 du

2 2a bu
3b2 a bu C

 
a bu

un
 du

1
a n 1

 
a bu 3 2

un 1

2n 5 b
2

  
a bu
un 1  du ,  n 1

 
a bu

u
 du 2 a bu a  

1

u a bu
 du
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A5 Apéndice B  Tablas de integración

.04.93

.24.14

.44.34

45.

Formas que implican  o 

.74.64

.94.84

.15.05

.35.25

.55.45

.75.65

58.

Formas que implican o 

.06.95

61.

62. o

.46.36

.66.56

.86.76

69.

70.  cscn u du
cscn 2 u cot u

n 1
n 2
n 1

  cscn 2 u du,  n 1

 secn u du
secn 2 u tan u

n 1
n 2
n 1

 
 

 secn 2 u du,  n 1

cotn u du  
cotn 1 u
n 1

 cotn 2 u  du,  n 1 tann u du
tann 1 u
n 1

 tann 2 u du,  n 1

 csc2 u du cot u C sec2 u du tan u C

 cot2 u du u cot u C tan2 u du u tan u C

 csc u du ln csc u cot u C csc u du ln csc u cot u C

 sec u du ln sec u tan u C

 cot u du ln sen u C tan u du ln cos u C

csc utan u, cot u, sec u

 
1

sen u cos u
 du ln tan u C

 
1

1 ± cos u
 du cot u ± csc u C 

1
1 ± sen u

 du tan u  sec u C

 un cos u du un sen u n   un 1 sen u du un sen u du un cos u n  un 1 cos u du

 u cos u du cos u u sen u C u sen u du sen u u cos u C

 cosn u du
cosn 1 u sen u

n
n 1

n
  cosn 2 u du senn u du

senn 1 u cos u
n

n 1
n

  senn 2 u du

 cos2 u du
1
2

 u sen u cos u C sen2 u du
1
2

 u sen u cos u C

 cos u du sen u C sen u du cos u C

cos usen u 

 
1

a2 u2 3 2 du
u

a2 a2 u2 C

 
1

u2 a2 u2 du
a2 u2

a2u
C 

u2

a2 u2 du
1
2

 u a2 u2 a2 arcsen 
u
a

C

 
1

u a2 u2 du
1

a
 ln

a a2 u2

u
C 

1

a2 u2 du arcsen 
u
a

C

 
a2 u2

u2  du
a2 u2

u
arcsen 

u
a

C 
a2 u2

u
 du a2 u2 a ln

a a2 u2

u
C
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A6 Apéndice B  Tablas de integración

.27.17

.47.37

Formas que implican funciones trigonométricas

.67.57

.87.77

.08.97

Formas que implican

.28.18

.48.38

.68.58

Formas que implican

.88.78

89.

.19.09

Formas que implican funciones hiperbólicas

.39.29

.59.49

.79.69

Formas que implican funciones hiperbólicas inversas (en forma logarítmica)

.99.89

100.
du

u a2 ± u2

1
a

 ln 
a a2 ± u2

u
C

du
a2 u2

1
2a

 ln
a u
a u

CC
du

u2 ± a2
ln u u2 ± a2

csch u coth u du csch u Csech u tanh u du sech u C

csch2 u du coth u Csech2 u du tanh u C

senh u du cosh u Ccosh u du senh u C

 ln u n du u ln u n n  ln u n 1 du ln u 2 du u 2 2 ln u ln u 2 C

 un ln u du
un 1

n 1 2 1 n 1  ln u C,  n 1

 u ln u du
u2

4
1 2 ln u C ln u du u 1 ln u C

ln u

 eau cos bu du
eau

a2 b2 a cos bu b sen bu C eau sen bu du
eau

a2 b2 a sen bu b cos bu C

 
1

1 eu du u ln 1 eu Cuneu du uneu n  un 1eu du

 ueu du u 1 eu C eu du eu C

eu

 arccsc u du u arccsc u ln u u2 1 C arcsec u du u arcsec u ln u u2 1 C

 arccot u du u arccot u ln 1 u2 C arctan u du u arctan u ln 1 u2 C

 arccos u du u arccos u 1 u2 C arcsen u du u arcsen u 1 u2 C

 
1

1 ± csc u
 du u tan u ± sec u C 

1
1 ± sec u

 du u cot u  csc u C

 
1

1 ± cot u
 du

1
2

 u  ln sen u ± cos u C 
1

1 ± tan u
 du

1
2

 u ± ln cos u ± sen u C 
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A7

TOMO 2 
Capítulo 10

Sección 10.1 (página 692)
1. a 2. e 3. c 4. b 5. f 6. d

7. Vértice: 9. Vértice:

Foco:Foco:

Directriz:

Directriz:

11. Vértice: 13. Vértice:
Foco:Foco:

.71.51

19. 21.

23. Centro: 25. Centro:

Focos:Focos:

Vértices:

x

y

−2 2 4 6 8

−2

−4

4

6

(3, 1)
x

y

(0, 0)

2

−4

1

2

4

−2−3− 434

e 3
5e 15 4

3, 6 , 3, 40, ±4

3, 4 , 3, 20, ± 15

3, 10, 0

5x2 14x 3y 9 0x2 y 4 0

x2 32y 160 0y2 8y 8x 24 0

x
2

4

−2

−4

(−2, 2)

−2−4−6

y

6

4

6

42−2

−2

x

(−1, 2)

y
y 3x 2

2, 10, 2
2, 21, 2

x

y

−2−4−6−8−10−12−14
−1

1

2

3

4

5

6

(−5, 3)

−2−4−6− 428

−4

−6

4

6

(0, 0)
x

y

x 19
4x 2

21
4 , 32, 0

5, 30, 0

Directriz:

Directriz:

Vértices:

27. Centro:

Focos:

Vértices:

6

4

2

2−2−4−6
x

(−2, 3)

y

e 5 3

2, 6 , 2, 0

2, 3 ± 5

2, 3

31.
33.

Vértices:

Asíntotas:

39. Hipérbola degenerada:
La gráfica consta de dos rectas

51. Elipse 53. Parábola 55. Circunferencia 57. Hipérbola

(b) Para la directriz

Para la directriz y k 2 4p x hx h p:

x h 2 4p y ky k p:

6, 3 : 9x 2 3y 60 0

(b) 6, 3 : 9x 2 3y 60 0

6, 3 : 2x 3 3y 3 0

49. (a) 6, 3 : 2x 3 3y 3 0

.74.54 x 3 2 9 y 2 2 4 1y2 4 x2 12 1

.34.14 y2 9 x 2 2 9 4 1x2 1 y2 25 1

2−2−4

−4

−2

−6

x

y

1, 3 .
y 3 ± 1

3 x 1 ,

−10−15 10 15
−5

−10

−15

5

10

15

x

y

±
4
5

x
642−2

−2

−4

−6

x

y

y ±
b
a

x

2 ± 10, 3±5, 0

35. Centro: 37. Centro: 2, 30, 0

x2 16 7y2 16 1
x 3 2 9 y 5 2 16 1

29. x2 36 y2 11 1

que se 

Focos:
Vértices: 1, 3 , 3, 3± 41, 0Focos:

cortan en 

59. (a) Una parábola es el conjunto de todos los puntos x, y
son equidistantes desde una recta fija a un punto fijo que no
está sobre la recta.

que

(c) Si P es un punto que se encuentra en la parábola, entonces 
la recta tangente a la parábola en P hace ángulos iguales 
con la recta que pasa por P y los focos, y con la recta que 
pasa por P paralela a los ejes de la parábola.   

61. (a) Una hipérbola es el conjunto de todos los puntos

(b) El eje transversal es horizontal: 

El eje transversal es vertical:
y k 2

a2

x h 2

b2 1

x h 2

a2

y k 2

b2 1

x, y
los que el valor absoluto de la diferencia entre las distancias
de dos puntos fijos distintos es una constante.

para

Respuestas a los problemas con numeración impar
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A8 Respuestas a los problemas con numeración impar

(c) El eje transversal es horizontal:

y

El eje transversal es vertical:

y

63. (a) Elipse

67. (a) Demostración

69.

Cuando p aumenta, la gráfica de

71. 16 4 3 3 2 3 15.536 ft2

x2 4py

x
168−8−16

28

y p = 1

p = 2

p = 1
2

p = 1
4

p = 3
2

65. m9
4

(d) Ejemplo de respuesta: Elimine el término y2

y k a b x hy k a b x h

y k b a x hy k b a x h

(c) Circunferencia(b) Hipérbola

3, 3(b) Punto de intersección:

se hace más ancha.

73. Distancia mínima: 147,099,713.4 km
Distancia máxima: 152,096,286.6 km

91. Falso. Ver la definición de parábola 93. Verdadero

95. Verdadero

97. Problema Putnam B4, 1976

Sección 10.2 (página 703)

.3.1

.7.5

x 0y x2 5,

y 1
2 x2 3

x

y

−1−2−3−4 1 3 4

−2

−3

−4

−5

−6

1

2

1

321−1−2−3
x

y

y x 1 23x 2y 11 0

4

42−2
x

y

x

y

−1−2−3−5 1 2 3

1

2

3

4

6

7

87. mi 89. Demostraciónx 110.3

81. 37.96 83. 40 85. x 6 2 9 y 2 2 7 1

Área superficial
4 6 3 ln 2 3

3
34.69

(c) Volumen 16 3

Área superficial 2 9 4 3 9 21.48

75. Aproximadamente 0.9372 77. e 0.9671

79. (a) Área 8 32 (b) Volumen

.11.9

.51.31

17.

.12.91

.52.32

.92.72

x  >  0y
1
x3,y ln x

−1

−1

5

3

−1

−2

5

2

x2

16
y2

9
1

x 3 2

16
y 2 2

25
1

− 99

−6

6

−12

−4

6

8

x 4 2

4
y 1 2

1
1

x2

36
y2

16
1

−1

−4

8

2

−9

−6

9

6

x2 y2 64

x

y

−6 −4 −2 62 4

−4

−6

2

4

6

x 1y 1 x,x > 0y x3 1,

2

3

31 2

−2

−3

1

x

y

3

2

4

5

−1
3 421−2 −1

1

x

y

y x 3 x

y x 4 2

4

8

1284−4
x

y

x

y

−1−3−4 1 2 3 4

2

3

4

5

1
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A9 Respuestas a los problemas con numeración impar

31. Cada curva representa una porción de la recta
Dominio

(a)

(b)

cuando

(c)
(d)

35. (a)

(b) La orientación es al revés
(c) La orientación es al revés
(d) Las respuestas varían. Por ejemplo

se tienen las mismas gráficas, pero la orientación está 
invertida

.93.73

.34.14

(La solución no es única)

(La solución no es única)

(La solución no es única)

.74.54

.15.94

.55.35

.95.75

No es suave en

No es suave en

.36.16

65. Una curva plana C es el conjunto de las ecuaciones paramétricas

67. Una curva C se representa por
gf

y g tx f t

1
2n

− 66

−4

4

−6 6

−4

4

2n

− 72

−1

5

−2 16

−1

5

x t, y t2x t 3, y 2t 1

y tan3 ty 6t 1
x tan tx t 1
y t3;y 6t 5;
x tx t

y 3 tan y 6 sen 
x 4 sec x 10 cos 

y 1 2 sen y 7t
x 3 2 cos x 4t

x h 2

a2

y k 2

b2 1y y1
y2 y1

x2 x1
x x1

y 5 sen ty 5 sen t
x 2 sec tx 2 sec t

−6

−4

6

4

−6

−4

6

4

0  <  x  <  
0  <  x  <  

0, ± , ±2 , .  .  . .

dx
d

dy
d

01 x 1

< x <

y 2x 1.
SuaveOrientación
Sí

Sí
Sí

Hacia arriba

Hacia arriba
Hacia abajo

No,Oscila

33. (a) y (b) representan la parábola
La curva es suave. La orientación es de derecha

a izquierda en el inciso (a) y en el inciso (b).
1 x 1.

y 2 1 x2 para

(La solución no es única)

(La solución no es única)

(La solución no es única)

Es suave en todas partes

Es suave en todas partes

y la gráfica de las ecuaciones paramétricas.y g t ,x f t y
y

y
, en un 

intervalo I se llama suave cuando sean continuas en I y 
no simultáneamente 0, excepto posiblemente en los puntos 
terminales de I.

69. d; está en la gráfica. 71. b; está en la gráfica.
73.
75. Falso. La gráfica de las ecuaciones paramétricas es la porción 

de la recta
77. Verdadero

79. (a)

)c()b(

No es un home run
(d)

Sección 10.3 (página 711)

1. 3.

5. No es cóncava hacia arriba ni cóncava hacia

abajo

7.
Cóncava hacia arriba En

9.
En 
Cóncava hacia abajo

11.
En
Cóncava hacia abajo

13.
En 
Cóncava hacia arriba

15.

17.

19. (a) y (d)
(b) En 

y
(c)

21. (a) y (d)
(b) En 

y
(c)

23. 25. y

27. Horizontal:
Vertical:

29. Horizontal: 31. Horizontal:
Vertical: No hay

5, 2 , 3, 24, 0
2, 1 , 3 2, 1 , 5 2, 1
1, 0 , 1, , 1, 2

y 1y 3x 5y ±3
4 x

y 2
dy dx 0.dy dt 0

dx dt 3,t 1,

−1

−3

8

(4, 2)

5

y 1
3 x 3

dy dx 1 3.dy dt 2
dx dt 6,t 1,

−8

−4

10

8

(6, 5)

3, 3 : 2x y 9 0
3, 1 : y 1 0

0, 0): 2y x 0
3x 8y 10 02 3, 1 2 :

y 2 00, 2 :
3 3x 8y 18 02 3, 3 2 :

d 2y dx2 4 2 3;4, dy dx 1,
d 2y dx2 sec4  csc 3dy dx tan ,

d 2y dx2 6 3;6, dy dx 4,
d 2y dx2 2 cot3 dy dx 2 csc ,

d 2y dx2 2 2;4, dy dx 1,
d 2y dx2 csc 3 4dy dx cot ,

d2y dx2 2;t 1, dy dx 1,
d 2y dx2 2dy dx 2t 3,

dy
dx

3
4

, 
d 2y
dx2 0;

13 t

19.4

0
0

400

60

0
0

400

30

y 3 440
3  sen t 16t2x 440

3  cos t;

x 0.y x

y a b cos x a b sen ;
1, 04, 0

Vertical: No hay

cuando

Home run
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A10 Respuestas a los problemas con numeración impar

33. Horizontal:
Vertical:

35. Horizontal: 37. Horizontal: No hay
:lacitreV:lacitreV

39. Cóncava hacia abajo:
Cóncava hacia arriba:

41. Cóncava hacia arriba:
43. Cóncava hacia abajo:

Cóncava hacia arriba:
45. 47.

.35.15.94
55. pies 2.912)b()a(

(c) 230.8 pies

57. )b()a(
(c) Aproximadamente 6.557

59. (a)

(b) La rapidez promedio de la partícula en la segunda trayec-
toria es dos veces la rapidez promedio de la partícula en 
la primera trayectoria.

(c)

61.

63.

65. (a) (b) 67. 69.
71. Vea el teorema 10.7. Forma paramétrica de la derivada de la

página 706.
73. 6

75. (a)

(b)

77. Demostración 79. 81. d 82. b 83. f

84. c
91. (a)

(b)

(c)
(d) Cóncava hacia abajo en
(e) s 8a

2 , 4 ,0, 2 ,
a 2n 1 , 2a

y 2 3 x a 6 1
2 a 1 3 2

d2y dx2 1 a cos 1 2dy dx sen 1 cos ;
85. a 86. e 87. 89. 2883

4, 85

3 2

S 2
b

a

 f t
dx
dt

2 dy
dt

2

 dt

S 2
b

a

 g t
dx
dt

2 dy
dt

2

 dt

12 a2 55018 1327 13
 5.330

 
5 5 1

6

 S 2
2

0
 sen  cos 4 cos2 1  d

S 2
4

0
 10 t 2  dt 32 10 317.907

4

−1

3

− 3

−1

3

− 3

4 3 4 34 3 2 3,0, 0 ,

6−6

−4

4

0
0

240

35

8a6a1
12 ln 37 6 6 37 3.249

2 1 e 2 1.124 13 14.422
2 < t <

0 < t < 2
t > 0
0 < t <

< t < 0
1, 0 , 1, 08, 2 , 2, 2

5, 1 , 5, 3
3, 0 , 3, 0

0, 3 , 0, 3

 etc.

93. Demostración

(b) Circunferencia de radio 1 y centro en

(c) Cuando t aumenta de

97. Falso

Sección 10.4 (página 722)

.3.1

.7.5

.11.9

.51.31

2, 4 3 , 2, 35, 2.214 , 5, 5.356

−1, −    3

x

y

( )

−1−2

−1

−2
x

1−1−2−3−4

5

4

3

2

1

(−3, 4)

y

2 2, 4 , 2 2, 5 44.214, 1.579

x

y

(2, 2)

1 2 3

1

2

3

0
1 2 3 4 5

π
2

(−4.5, 3.5)

1.004, 0.9964.95, 4.95

0

2, 2.36( )

1

π
2

0
1

π
2

π
4

57,  ( (

2 2, 2 2 2.828, 2.8280, 8

0
21 3 4

π
4

3−4, − ( (

π
2

0
2 4 6

π
2

8,  ( (

π
2

d 2y
dx2

d
dt

g t
f t

f t
f t g t g t f t

f t 3 .

20
1, 0

0, 0

95. (a)

−3

−2

3

2

excepto en el 
punto

a 0, la rapidez aumenta, y cuando
t aumenta de 0 a 20, la rapidez disminuye.
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A11 Respuestas a los problemas con numeración impar

.91.71

21. )b()a(

.52.32

.92.72

.33.13

.73.53

9

−6

−9

−12

3

6

9

12

x

y

x

y

−1−2 1 2

1

2

4

x2 y2 arctan y xx2 y2 3y 0

x

y

−3 −2 −1 31 2

−2

−3

1

2

3

0
21 3 5 74 6

π
2

x2 y2 16r 9 csc2  cos 

0
21

π
2

0

π
2

2 4 6

r
2

3 cos sen 
r 8 csc 

0
a

π
2

0

π
2

1 2

r ar 3

0

(4, 3.5)

1

π
2

x
1 2 3 4

1

2

3

4 (4, 3.5)

y

3.052, 4.1023.606, 2.554
3.052, 0.9603.606, 0.588

x

y

−1 1 2 3 4

−1

1

2

3

4

5
2

7
4

, ))
x

y

(3, −2)

−1 1 2 3 4

−1

−2

−3

1

2

.14.93

.54.34

.94.74

51.

53.

Radio:
Centro:

55. 57. Aproximadamente 5.6

59.

61. (a) y (b)

63. (a) y (b)

65. Horizontal:

Vertical:

67. 5, 2 , 1, 3 2

3
2, 7 6 , 3

2, 11 6

2, 3 2 , 1
2, 6 , 1

2, 5 6

−4

−1

5

5

dy dx 3

−8

−4

4

4

dy dx 1

dy dx 01, 3 2 :

dy dx 2 32, :

dy dx 05, 2 :

dy
dx

2 cos 3 sen 1
6 cos2 2 sen 3

17

h, k
h2 k2

x h 2 y k 2 h2 k2

0   <  2

− 33

−2

2

0   <  4  <    <  

−3

−2

3

2

−10

−5

5

5

0   <  20 < 2

− 54

−2

4

−9

−4

3

4

x

y

−1−2−3−4 1 2 3 4

1

2

3

4

5

6

7

2

1

3

21
x

y

x2 y 0x 3 0

(c)

(c)
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A12 Respuestas a los problemas con numeración impar

.17.96

.57.37

.97.77

.38.18

.78.58

.19.98

93.

− 33

−1

y = 2

3

−6

−4

6

x = −1
4

0
1

π
2

−15 15

−15

5

10

20

0

π
2

0
21

π
2

π
2

0
2

0
642 10

π
2

0

π
2

4 12

0, 26, 2, 5 6

0
3

π
2

0

π
2

4

20

0
321

π
2

0

π
2

1 2 3

El sistema coordenado rectangular es un conjunto de puntos de 
la forma (x, y), donde x es la distancia dirigida desde el eje y al 
punto y y es la distancia dirigida desde el eje x al punto. Cada 
punto tiene una representación única. 
El sistema coordenado polar es el conjunto de puntos de la forma 
(r, u), donde r es la distancia dirigida desde el origen O al punto 
P y u es el ángulo de dirección, medido en sentido contrario a las 
manecillas del reloj, desde el eje polar al segmento OP. Las 
coordenadas polares no tienen representaciones únicas.

95. La pendiente de la recta tangente a la gráfica de en

Si y entonces es tangente al polo.

97. )b()a(

(c)

99. Demostración
101. )b()a(

)d()c(

103. )b()a(

105.

107.

arctan 13 18.4

−3

−2

3

2

θ

ψ

2

−6

−3

3

3

0
21

π
2

0
21

π
2

−6 6

−4

4

6−6

−4

4

r 2 cos r 2 sen 

− 66

−4

4

− 66

−4

4 2
2 sen cos 

2

r 2 cos r 2 sen 4

0
1 2

π
2

0
1 2

π
2

0
1 2

π
2

f 0,f 0

dy
dx

f cos f sen 
f sen f )cos 

.

r, 
r f

es

17-Respuestas-LARSON.indd   12 04/12/14   13:48



A13 Respuestas a los problemas con numeración impar

.111.901 Verdadero 113. Verdadero 

Sección  10.5 (página 731)

.5.3.1

7. 9. 11. 13. 15. 4
.91.71

.32.12

25.

27.

.13.92

.53.33

En diferentes tiempos la gráfica 
toca al polo (valores u).

.93.73

41.

3 3 2

−2

−1.5

2.5

1.5

r = 1

r = 2 cos θ

2
3 4 3 311 24

−6 6

−3

5

r = 2

r = 4 sen θ

9−9

−6

6 r = −3 + 2 sen θ

r = 3 − 2 sen θ

0.535, 1.006

4
3 4 3 30, 0 , 0.935, 0.363 ,

6−6

−4

4r = 2 θr = 4 sen 2

− 54

−5

= cosr = cos θ

θr = 2 − 3 sen

1

2, 4 , 2, 4
3
2

, 
6

, 
3
2

, 
5
6

, 0, 0

2 2
2

, 
3
4

, 
2 2

2
, 

7
4

, 0, 0

1, 2 , 1, 3 2 , 0, 0
9 27 33 3

−9

−10

9

2

−1 4

−2

2

2 3 3 22 3 3 2

−3

−0.5

3

3.5

−1 4

−2

2

273 283

9
1
2

 
3 2

2
 3 2 sen 2 d8

2

0
 sen2  d

603,

− 2202

−12

θ

ψ

16

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

A 6.32 12.14 17.06 20.80 23.27 24.60 25.08

43. 45.
47. (a)

(b)

(c)
49. El área encerrada por la función es             si n es impar y 

si    es par.
51. 53. 55.

.95.75

Aproximadamente  4.16              Aproximadamente  0.71
61.

Aproximadamente  4.39

.76.56.36 21.87

69.

71. (a) Circunferencia de radio 5      (b) Circunferencia de radio

73.
75. (a)

(b)

(c) y (d) Para     de área

Para    de área

Para    de área
(e)

77. Circunferencia

12 37.70 : 2.733
4

8 25.13 : 1.57 21
2

4 12.57 : 0.421
4

16
40 2

1 2 3
0

π
2

5
0

π
2

Área
25
4

Área 25

5 2

2 1 a2

1 4a2 e a 2a36

−1

−1

2

1

−0.5

−0.5

0.5

0.5

2−1

−1

4

8416
na2 2

a2 4
15 2

− 66

−4

a = 4 a = 6

4

x2 y2)3 2 ax2

a2 2 25 a2 4

Sólo encontrará puntos de intersección simultáneos. Ahí pueden 
estar los puntos de intersección que no tienen las mismas coorde-
nadas en las dos gráficas.

No. Los resultados no dependen de los radios. Las respues-
tas varían.
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A14 Respuestas a los problemas con numeración impar

79. (a)

La gráfica será más larga y más amplia. La gráfica se refleja
sobre el eje y. 

(b) donde
(c) Aproximadamente  21.26 (d)

81.
83. Falso. Las gráficas de                  y                      coinciden.
85. Demostración 

Sección 10.6 (página 739)

.3.1

(a) Parábola 
(b) Elipse  (b) Elipse
(c) Hipérbola  

5. )b()a(

ParábolaElipse

(c)

Hipérbola

7. c 8. f 9. a 10. e 11. b 12. d
.51.31

Distancia Distancia

Parábola Hipérbola

0
1

π
2

0

π
2

1 2 3 4 5

1
21

e 3e 1

e → ,
e → 1 ,

−90

−40

90

e = 1.1

e = 1.5

e = 2

80

e → 0 ,
e → 1 ,

−30

−40

30

5

−40

30−30

e = 0.25

e = 0.1

e = 0.5

e = 0.75

e = 0.9

5

− 99

−8

e = 0.5e = 1.0

e = 1.5

4

−4 8

−4

e = 1.5

e = 1.0

e = 0.5

4

g 1f 1
r 2 cos 

4 3 3

n 1, 2, 3, .  .  .an , n ,

12

14

−12

−10

(a) Parábola

(c) Hipérbola

Cuando            la elipse será 
más elíptica y cuando  
será más circular.

Cuando                la hipérbola abrirá más lentamente, y 
              cuando  abrirá más rápidamente.

.91.71
Distancia                                       Distancia 

Hipérbola                                      Elipse 

.32.12
Distancia

Elipse

Elipse 
.72.52

Parábola                                        Girada         radián en sentido
contrario a las manecillas 
del reloj.

.13.92

Girada radián en sentido de las manecillas del reloj.
.53.33

.93.73
.34.14

45.
47. Si la cónica es una elipse.

Si la cónica es una parábola.
Si la cónica es una hipérbola.

49. Si los focos están fijos y             entonces               Para ver 
esto, compare las elipses

y

51. Demostración

.55.35

57. Aproximadamente 10.88 59. 3.37

61. 11,015 mi
7979.21

1 0.9372 cos 
;

r2 16
1 25 9  cos2 r2 9

1 16 25  cos2 

d
5
4

.e
1
4

,r
5 16

1 1 4 cos 
,

e
1
2

, d 1r
1 2

1 1 2)cos 
,

d → .e → 0,
e > 1,
e 1,
0 < e < 1,

r 4 2 cos 
r 9 4 5 sen r 16 5 3 cos 

r 2 1 sen r 2 1 2 cos 
r 1 2 sen r 3 1 cos 

6

r
8

8 5 cos
6

− 48

−3

5

e 1
3

− 2121

−8

8

−8

−15

7

15

e 1
2

0

π
2

10 20 40

50
2−2

−2

1e 1
2

0
1 3

π
2

0
4 6 8

π
2

65
2

e 1
2e 2
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A15 Respuestas a los problemas con numeración impar

63.

Perihelio: 147,101,680 km
Afelio: 152,098,320 km

65.

Perihelio: 4,459,317,200 km
Afelio: 4,536,682,800 km

67. Las respuestas varían. Ejemplos de respuesta:
(a) ; 9.322 años
(b) Ángulo mayor con el rayo menor generan

un área igual
(c) Inciso (a): ; 

Inciso (b): ; 
69. Demostración

Ejercicios de repaso para el capítulo 10

(página 742)
1. e 2. c 3. b 4. d 5. a 6. f
7. Circunferencia

Centro:
Radio: 1

9. Hipérbola
Centro:
Vértices:
Focos:

Asíntotas:

11. Elipse
Centro:
Vértices:

321−1

−1

−2

−3

−4

x

(2, −3)

y

e
1
3

2, 3 ± 2 2
2, 3

y 3
3
2

 x 4

y 3
3
2

 x 4 ;

e
5
2

4 ± 5, 3
4 ± 2, 3

4, 3
6

4

2

−2−4−6
x

y

21−1

1

−2

x

1
2

3
4

y

, − ))

1
2, 3

4

1.727 108 km año1.610 109 km
1.698 108 km año1.583 109 km

0.361 ;
3.591 1018 km2

r
4,497,667,328

1 0.0086 cos 

r
149,558,278.0560
1 0.0167 cos 

13. Parábola 15.
Vértice:
Focos:
Directriz:

17. 19.

21. 23.

25. (a) (b) Aproximadamente 38,294.49
.92.72

.33.13

35.
(La solución no es única.)

37.

39.

Ni cóncava hacia arriba ni  En

cóncava hacia abajo

41.

Cóncava hacia abajo En

43.

Cóncava hacia abajo En
d 2y
dx2 32;

dy
dx

4 3,
6

,

d 2y
dx2 4 csc3 

dy
dx

4 cot ,

d 2y
dx2 4;

dy
dx

2,t 1,

d 2y
dx2 4t3

dy
dx

2t2,

d 2y
dx2 0;

dy
dx

4
5

,t 3,

d 2y
dx2 0

dy
dx

4
5

,

− 87

−5

5

y 4t 7x t 1,y 4t 3;x t,
x 2 2 y 3 2 1x2 y2 36

4

8

−2

−4

842−4

2

x

y

−2

−4

42−2−4

2

4

x

y

x > 1y x 1 3,x 2y 7 0

x

y

−1−2−3 1 2 3
−1

1

2

3

4

5

x

y

−2−4 2 4 6
−2

−4

−6

2

6

0, 50

x2

49
y 1 2

32
1

y2

64
x2

16
1

x 3 2

5
y 4 2

9
1

x2

49
y2

24
1

x

y

−2−4−6 6 8 10

−4

−6

4

6

8

10

(3, −1)

e 1
y 3

3, 1
3, 1

y2 4y 12x 4 0
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A16 Respuestas a los problemas con numeración impar

45.

Cóncava hacia arriba En

47. (a) y (d)

(b)

(c)

49. Horizontal: 51. Horizontal:
Vertical: No hay                  Vertical:

53.
55. (a) 57.

(b)
.16.95

Rectangular: Rectangular:
.56.36

.96.76

.37.17

x

y

−1 1 2 4 5
−1

−2

−3

1

2

3

0

π
2

2 4 6

x2 y2 3x 0r 4 tan  sec 

0

π
2

2 4 6

0

π
2

2 4 6

r 9 csc r 5

10, 1.89 , 10, 5.034 2, 
7
4

, 4 2, 
3
4

(−1, 3)

2

3

1

1 2 3
x

−1

−2

−3

−3 −2 −1

y

2 51

1

43

−2

−5

−1

−4

−3

(4, 4)−

x

y

0.0187, 1.73200, 5

1 2
0

3(      , 1.56)

π
2

0
21 3 4

π
2

35,  ( (

π
2

s 4 10 39.738
A 3s 12 10 119.215

1
54 1453 2 1 32.315

4, 1 , 0, 1
2, 2 , 2, 05, 0

y
1
4

x
3 3

4

dy dx 1
4dy d 1,dx d 4,

− 33

−2

2

d 2y
dx2

128 3
9

;
dy
dx

4 3,
3

,

d 2y
dx2

4
3

 sec4  csc 
dy
dx

4 tan , .77.57

.18.97

83. Horizontal:

Vertical:

.78.58 Circunferencia

89. Recta 91. Curva rosa

93. Caracol 95. Curva rosa 

97. 99. 101. 4

.501.301

9 27 39
27 3

2

−12

−6

6

6

−12

−6

6

6

9
2

9
20

0
4

π
2

0
2 4

π
2

0
2

π
2

0
1

π
2

2
33

,0,

0

π
2

2 4 8

0

π
2

1 2 3 4

1
2

, 
5
3

2, ,
1
2

, 
3

,

3
2

, 
4
3

3
2

, 
2
3

,

− 66

−4

4

−1

−1

8

5

x

y

−2− 323
−1

−2

−3

−4

−5

1

x

y

−1−2−3−4 1 2 3 4
−1

1

2

3

4

5

7

y 1
2x2x2 y 3 2 9
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A17 Respuestas a los problemas con numeración impar

.901.701

111.

113. Parábola 115. Elipse

117. Hipérbola

119. 121.

123.

Solución de problemas (página 745)

1. (a) 3. Demostración

(b) y (c) Demostraciones
5. (a)

(b)
(c)

(d)

(e)
5 1
2

, ±
5 1
2 2 5

y x, y x

1 2
0

π
2

r cos 2 sec 
y2 x2 1 x 1 x

6

4

8

10

−2
642−4−6 −2

2

x

y

(4, 4)
1
4

−1, ))

r
5

3 2 cos 

r
9

1 3 sen 
r

4
1 cos 

2 3 4

π
2

0

Distancia 4
3;e 3

2;

0
2

π
2

0
2 6 8

π
2

Distancia 3;e 2
3;Distancia 6;e 1;

 34 17 5 88.08

 S 2
2

0
 1 4 cos  sen 17 8 cos  d

5
2

1
2

2
, 

3
4

, 1
2

2
, 

7
4

, 0, 0
7. (a)

(b) Demostración
(c)

9. 11.

13.

15. (a)
(b)

(c)
17.

1, 2, 3, 4, 5 “produce campanas”; 
produce corazones”.5

4,3,2,n 1,n

n = 5

6−6

−4

4

n = 4

6−6

−4

4

n = 3

6−6

−4

4

n = 2

6−6

−4

4

n = 1

6−6

−4

4

n = 0
6−6

−4

4

n = −1

6−6

−4

4

n = −2

6−6

−4

4

n = −3

6−6

−4

4

n = −4

6−6

−4

4

6−6

−4

4

n = −5

y2 x3 2a x
 y 2at3 1 t2

 x 2at2 1 t2

r 2a tan  sen 
4

r
d
2

 e 4 ,

r2 2 cos 2A 1
2 ab

a, 2

Generada por Mathematica
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A18 Respuestas a los problemas con numeración impar

Capítulo 11

Sección 11.1 (página 755)

1. (a) 3. (a)
)b()b(

5. 7.
9. (a) y (d) 11. (a) y (d)

)b()b(
)c()c(

13. (a) y (d) 15. (a) y (d)

(b)

(b) (c) (c)
17. )b()a(

)d()c(

19. (a) (b) (c) (d) 18, 72, 146, 158
3, 6

x
−1 1 2 3 4 5

−1

1

2

3

4

5 (3, 5)

v
v

y

10
3

2
3

2, ( (

x

(3, 5)

v

v

y

35
2

21
2

7
2

, ( (

−3 3 6 9 12 15 18
−3

3

6

9

12

15

18

2, 10
3

21
2 , 35

2

x

(−9, −15)

(3, 5)

v

−3v

y

−3−6−9−12− 6351

−6

−9

−12

−15

3

6

x

(6, 10)

(3, 5)

v 2v

y

−2 2 4 6 8 10
−2

2

4

6

8

10

9, 156, 10
v i 5

3jv 4j0, 4

1, 53

21

3

2

−1−2
x

v

1
2

, 3( (

3
2

4
3

, ( (

5
3

−1, ( (

y

64

6

4

2

2
x

v

(6, 6)

(0, 4)

(6, 2)

y

v 2i 4jv 3i 5j
2, 43, 5

x

(8, 3)

(6, −1)

(−2, −4)

v

−2−4 2 4 8

−6

2

4

6

y

x
−1 1 2 3 4 5

−1

1

2

3

4

5 (3, 5)

(2, 0)

(5, 5)

v

y

u v 6, 5u v 2, 4

4

2

−2

−2

−4

−4−6−8
x

v(−6, 0)

y

5432

1

1

3

2

4

5

x

v

(4, 2)

y

6, 04, 2

.32.12

.92.72.52 7
31. 5 33.
35.

37.
39. (a) (b) (c) 1

(d) 1 (e) 1 (f) 1

41. (a) (b) (c) (d) 1 (e) 1 (f) 1
43.

45. 47. 49.

51. 53.

55.
57.

.16.95
63. 65.
67. (a) 69. (a)

)b()b(

71. (a) 73.

(b) 75. 584.6 lb
77. 228.5 lb
79. (a) (b)

(c) No, la resultante puede 
ser sólo menor que o 
igual a la suma.

81. Horizontal: 1193.43 
Vertical: 125.43 

83. norte del oeste 
882.9 km h
38.3

ft s
ft s

1800
71.3 ,

x

y

−1 1 2 3 4 5

1

2

3

4
(3, 4)

(a)
(b)

10.7 ,±1
5 3, 4

2 2, 2 2±1
5 4, 3

x

y

1 2

1

2
(a)

(b)(1, 1)

x

y

−2 2 4 6 8 10

2

4

6

8

10

(3, 9)

(a)

(b)

± 1 10  3, 1± 1 37 6, 1

± 1 10  1, 3± 1 37 1, 6
a 2

3, b 1
3a 1, b 2

a 1, b 14, 1 , 6, 5 , 10, 3

6
3, 1 ,

2 cos 4 cos 2, 2 sen 4 sen 2

2 3 2
2

, 
3 2

2
3, 1

3, 05, 2 50, 6
74 5 41

u v 5 41 y u v 74

x

y

u

u + v

v

−1
1 2 3 4 5 6 7

1

2

3

4

5

6

7

85 2135 2

52
3 34 34, 5 34 34

17 17, 4 17 17
61

3, 5

x
−v

u

u v−

y

x

y

−v

x

−u

y

Las respuestas varían. Ejemplo: un escalar es un simple número 
real tal como 2. El vector es el segmento de recta que tiene tanto 
dirección como magnitud. El vector                 dada la forma de 
componentes, tiene una dirección de          y la magnitud de 2.
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A19 Respuestas a los problemas con numeración impar

85. Verdadero 87. Verdadero 89. Falso. 
91–93. Demostraciones 95.

Sección 11.2 (página 763)
.3.1

5. 7. 9. 0
11. Seis unidades arriba del plano xy
13. Tres unidades detrás del plano yz
15. A la izquierda del plano xz
17. Dentro de tres unidades del plano xz
19. Tres unidades debajo del plano xy, y debajo ya sea del cuadrante

I o del cuadrante III
21. Arriba del plano xy y arriba de los cuadrantes II o IV, o debajo

del plano xy y bajo los cuadrantes I o III.
23. 25. 27. Triángulo rectángulo
29. Triángulo isósceles 

.33.13
35. 37.
39.
41.

Centro: Radio: 5
43.

Centro: Radio: 1
45. (a) 47. (a)

)b()b(
)c()c(

.15.94 (a) y (d)

(b)
(c)

53.
55. )b()a(

x

3
2

1

−3
−2

−2
−3

2
3

y

2

−2

−3

3

z

〈−1, −2, −2〉

x

y
21

1
−2

2
3

4

2

3

4

5

z

〈2, 4, 4〉

3, 1, 8
v 4i j k
4, 1, 1

u
1

38
1, 1, 6

x

y4
2

−2

2

4

2

3

4

5

z

(−1, 2, 3)
(3, 3, 4)

(0, 0, 0)

(4, 1, 1)
v

v 38
v 1, 1, 6

x

y4
3

2
1

1

−3

−2

2
3

2

1

3

4

5

z

〈−3, 0, 3〉

x

y43
2

1
1

−3

−2

2
3

2

1

3

4

5

z

〈−2, 2, 2〉

v 3i 3kv 2i 2j 2k
3, 0, 32, 2, 2

1
3, 1, 0

x 1
3

2
y 1 2 z2 1

1, 3, 4
x 1 2 y 3 2 z 4 2 25
x 1 2 y 3 2 z 0 2 10

x 0 2 y 2 2 z 5 2 43
2, 3, 5

2, 6, 30, 0, 9 , 2, 6, 12 , 6, 4, 3
41, 41, 14;

7, 7 5, 14;6169

12, 0, 03, 4, 5

x

y32

−3

1

4

1
2

3

3

2
1

−2

−3

z

(5, −2, 2)

(5, −2, −2)
x

y432

4

1
2

3

3

4
5
6

z

(2, 1, 3) (−1, 2, 1)

x2 y2 25
ai bj 2 a )d()c(

57. 59. 61. a y b
63. a 65. Colineales 67. No colineales

69.

Ya que
los puntos dados forman los vértices de un paralelogramo.

71. 0 73. 75.
77. (a) (b)

79. )b()a(

81. Los puntos terminales de los 83.
vectores                    y 85.

son colineales.

.98.78

91. )b()a(
(c)
(d) No es posible

93. es la distancia dirigida al plano yz.
es la distancia dirigida al plano xz.
es la distancia dirigida al plano xy.

.79.59

99.
101. (a)

(b)

pulg. 03)e(Demostración)d()c(

0010
0

30 L = 18

T = 8

L 20 25 30 35 40 45 50

T 18.4 11.5 10 9.3 9.0 8.7 8.6

L > 18T 8L L2 182,
3 3 1, 1, 1

0x x0
2 y y0

2 z z0
2 r 2

z0

y0

x0

a 1, a b 2, b 1
a 0, a b 0, b 0

1

1

1

v

u

yx

z

2, 1, 20, 3, ±1

x

−2

−2
−1

2

1
y

2

1

−2

−1

z

〈0,     3, 1〉

〈0,     3, −1〉

u

u + tv su

su + tv

v

tv

su tv
1, 1, 12

tu, u tv,
0, 10 2, 10 2 

2 2
5

i
2

2
j

3 2
10

k
2 2

5
i

2
2

j
3 2
10

k

1
3 2, 1, 21

3 2, 1, 2
1434

AB
\

CD
\

 y BD
\

AC
\

,AC
\

2, 1, 1 ;

BD
\

2, 1, 1 ,CD
\

1, 2, 3 ,AB
\

1, 2, 3 ,

7
2, 3, 527, 0, 4

x

1
2

3

−3
−2

−2
−3

2
1

3
y

2

1

−2

−1

−3

3

z

〈0, 0, 0〉

x

1

−3
−2

−2
−3

2
3

y

2

−2

−3

3

z

3
2〈   , 3, 3〉
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A20 Respuestas a los problemas con numeración impar

103. Tensión en el cable
Tensión en el cable
Tensión en el cable

105.

Esfera; centro:  radio:

Sección 11.3 (página 773)

1. (a) 17 (b) 25 (c) 25 (d) (e) 34
3. (a) (b) 52 (c) 52 (d) (e)
5. (a) 2 (b) 29 (c) 29 (d) (e) 4
7. (a) 1 (b) 6 (c) 6 (d) (e) 2
9. (a) (b) 90° 11. (a) 1.7127 (b) 98.1°

13. (a) 1.0799 (b) 61.9° 15. (a) 2.0306 (b) 116.3°

17. 20 19. Ortogonales 21. Ninguna 23. Ortogonales

25. Triángulo rectángulo; las respuestas varían.
27. Triángulo agudo; las respuestas varían.

.13.92

33.

35. (a) (b) 37. (a) (b)
39. (a) (b)

41. (a) (b)
43. Ver “Definición de producto escalar”, página 766.
45. (a) y (b) están definidas. (c) y (d) están definidas porque no 

es posible encontrar el producto punto de un escalar y un vector
 o sumar un escalar a un vector.

47. Ver la figura 11.29 en la página 770.
49. Sí. 51. $17,490.25; Ingreso total

53. Las respuestas varían. Por ejemplo: y 
55. Las respuestas varían. Por ejemplo: y
57.
59. (a) 8335.1 lb (b) 47,270.8 lb
61. 425 pie-lb 63. 2900.2 km-N
65. Falso. Por ejemplo,  y 

pero
67. (a)

(b) Para en 
Para en 
Para en 
Para en 

(c) En 
En 0, 0 : 90

1, 1 : 45
0, ±1(0, 0 :y x 1 3

±1, 00, 0 :y x2

±3 10 10, ± 10 101, 1 :y x 1 3

± 5 5, ±2 5 51, 1 :y x2

0, 0 , 1, 1
2, 3 1, 4 .

1, 1 1, 4 5,1, 1 2, 3 5

arccos 1 3 54.7
2, 0, 32, 0, 3

12, 212, 2
 u v

 
1
v

1
u

 u v  
v
v 2 v u  

u
u 2

 
u v

v 2 v
v u

u 2 u

2, 8
25, 6

250, 33
25, 44

25

2, 1, 12, 2, 2

1
2, 52

5
2, 124, 12, 8

cos 2 13, 123.7
cos 3 13, 33.7
cos 0, 90

cos 
2

17
, 119.0cos 

2
3

, 48.2

cos 
2

17
, 61.0cos 

2
3

, 48.2

cos 
3

17
, 43.3cos 

1
3

, 70.5

2
i k

0, 12, 10
5278, 5226

17, 85

2 11
3

4
3

, 3, 
1
3

,

x 4
3

2
y 3 2 z 1

3
2 44

9

226.521 NAD:
157.909 NAC:
202.919 NAB: 69. (a)

(b) Para en 
Para en 
Para en 
Para en 

(c) En 
En 

71. Demostración
73. )d()c()b()a(

75–77. Demostraciones

Sección 11.4 (página 781)
.3.1

5.

7. (a) (b) (c)
9. (a) (b) (c)

11. 13. 15.

17. o

19. o

21. 1 23. 25. 27.
29. ft-lb
31. (a)

(b)

(c)
(d)

y F son perpendiculares.
Del inciso (d), el cero o raíz es)e(

cuando los 
vectores son paralelos.

33. 1 35. 6 37. 2 39. 75
41. (a) (b) (c) (h) y (e) (f) (g)
43. Ver “Definición de producto vectorial de dos vectores en el 

espacio” en la página 775.

141.34 ,

0
0

180

400

AB
141.34

AB F 225 1 2 180 3 2 268.38

AB F 225 sen 180 cos 
F 180 cos j sen k

10 cos 40 7.66

11
29 56 5

3

59
, 

7

59
, 

1

59

3

59
, 

7

59
, 

1

59

7

9 3
, 

5

9 3
, 

13

9 3

7

9 3
, 

5

9 3
, 

13

9 3

2, 3, 11, 1, 10, 0, 54
017i 33j 10k17i 33j 10k
020i 10j 16k20i 10j 16k

x y

−1

i

k− j

z

1
1

1

−1

j

x y

i

j

k

z

1
1

1

−1

i

x y

i

j

−k
1

1

1

−1

zk

109.560k 2

k

k k yx

z

(k, 0, k)

(k, k, 0)

(0, k, k)

1, 0 : 53.13
1, 0 : 53.13

± 5 5, 2 5 5( 1, 0 :y x2 1
± 5 5, ±2 5 51, 0 :y 1 x2

± 5 5, ±2 5 51, 0 :y x2 1
± 5 5, 2 5 51, 0 :y 1 x2

1, 0 , 1, 0
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A21 Respuestas a los problemas con numeración impar

45. La magnitud del producto cruz aumentará en un factor de 4.
47. Falso. El producto vectorial de dos vectores no está definido en 

un sistema coordenado bidimensional.
49.  y Falso. Sea

Entonces  pero 
51–59. Demostraciones

Sección 11.5 (página 790)

1. (a) Sí         (b) No
Ecuaciones            Ecuaciones                             Números de 
paramétricas (a)   simétricas (b)  dirección

3. 3, 1, 5

5.

7.

9.

11. No es posible

13. 15. 17.

19. 21. 23.

25. y es paralela a 27. y son idénticas.
.13.92 No se intersecan

33. (a) Sí          (b) Sí 35.
.93.73
.34.14

45. 47. 49.
51. 53.

.75.55 Ortogonal
59. Ninguna; 61. Paralelas

.56.36

.96.76

x y5
5

3

z

(5, 0, 0)yx

z

(0, 0, 6)

(6, 0, 0)
8

8

8

x

y−1

−4

3

3

2

z

(0, −4, 0)

(2, 0, 0)

4
3 ((0, 0, 

x
y

6

6

4

6

4

z

(0, 0, 2)

(0, 6, 0)

(3, 0, 0)

83.5
9x 3y 2z 21 0

x z 0y z 1
7x y 11z 5x y z 5z 3

4x 3y 4z 103x 19y 2z 0
2x y 2z 6 02x 3y z 10

y 3 0
2, 3, 1 ; cos 7 17 51

L3L1L3.L1 L2

z 2 t
v 4, 2, 1v 1, 2, 0y 1 t
P 7, 6, 2 ;P 3, 1, 2 ;x 2 t
z 4 3tz 4 tz 4 t
y 3 ty 3 2ty 3
x 5 2tx 2 3tx 2

z 6
y 2 2t

10, 2, 0x 7 10t
z 2 9t
y 3 11t

17, 11, 9
x 5

17
y 3

11
z 2

9
x 5 17t

z 1 t
y 2t

3, 2, 1
x 1

3
y
2

z 1
1

x 1 3t

z 3 2t
y 4t

2, 4, 2
x 2

2
y
4

z 3
2

x 2 2t

z 5t
y t

x
3

y
z
5

x 3t

v w.u v u w 0,
w 1, 0, 0 .v 1, 0, 0 ,u 1, 0, 0 ,

Año 2005 2006 2007 2008 2009 2010

16.39 17.98 19.78 20.87 19.94 21.04

71. y son paralelos. 73. y es paralela a
75. (a)

(b)

77. La recta no está en el plano.
79. No se intersecan 81. 83.
85. 87. 89.
91. 93.
95.  yEcuaciones paramétricas:

Ecuaciones simétricas:

Necesita un vector  paralelo a la recta y un punto
en la recta.

97.

99. Sí. Si      y      son los vectores de dirección para las rectas      y
entonces                      es perpendicular tanto a      como

101. (a)

Las aproximaciones son cercanas a los valores reales.
(b) Un aumento

103. (a)

La distancia nunca es cero.)c(
)b(

(d) 5 pulg.

105.                      107.                     109. Verdadero 111. Verdadero

113. Falso. El plano                             y el plano
son ambos perpendiculares al plano  pero 
no son paralelos.

Sección 11.6 (página 802)
1. c 2. e 3. f 4. b 5. d 6. a
7. Plano 9. Cilindro circular recto

11. Cilindro elíptico 13. Elipsoide

x
y2

2

2

−2

z

x 
y 

2 3 
3 

2 

3

z 

−3 

x y 4 
7 6 

4 

z 

x

3

2

1

−1

−2

−3

1

z

2

4
5 y

3
2

1

−2
−3

2x 3y z 3
5x 2y 4z 17x y 11z 5

1
2, 9

4, 14
77
13, 48

13, 23
13

15
0

0

15

70 pulg.

L2.L1v v1 v2

L2,L1v2v1

P x1, y1, z1

v a, b, c

x x1

a
y y1

b
z z1

c

z z1 cty y1 btx x1 at,
66 37 3 3

2533 1727 94 1882 26 13
11 6 66 14 7

2, 3, 2 ;
z 1 2t
y 1 t
x 2

65.91
P2.P1 P4P2P1

Resuelva simultáneamente las dos ecuaciones lineales que re-
presentan los planos y sustituya los valores en una de las ecua-
ciones originales. Luego elija un valor para t y forme las 
correspondientes ecuaciones paramétricas para la recta de 
intersección.

z (aproxima-
damente)
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A22 Respuestas a los problemas con numeración impar

15. Hiperboloide de una hoja 17. Hiperboloide de dos hojas

19. Paraboloide elíptico 21. Paraboloide hiperbólico

23. Cono elíptico

25.

27. Ver páginas 796 y 797.
29. Plano xy: elipse; espacio tridimensional: hiperboloide de una hoja
31. 33.

.93.73.53
41. (a) Eje mayor: (b) Eje mayor:

Eje menor: 4 Eje menor: 8
Focos:                                    Focos:

43. Paraboloide elíptico 
45.
47.
49. Verdadero       51. Falso. Una traza de un elipsoide puede ser 

sólo un punto.
53. La botella de Klein no tiene un “interior” y un “exterior”. Se for-

ma insertando el pequeño extremo abierto a través del lado de la 
botella y pegándolo con la parte superior de la botella.

Sección 11.7 (página 809)

.5.3.1
.11.9.7

13. 15. 17.
19.

.32.12

x

y

2 1

2

1

2

−2

−2

z

x 
y 3 4 4 3 

3 

−3 

2 

z 

x 3y 0x2 y 2 9
r2 sen2 10 z2

r sec  tan r2 z2 17z 4
2, 3, 42 2, 4, 45, 2, 1
2 3, 2, 33 2 2, 3 2 2, 17, 0, 5

x at, y bt ab2, z 2abt a2b2x at, y bt, z 0;
x2 39632 y2 39632 z2 39502 1
x2 z2 8y;

0, ±4, 80, ±2, 2

8 24 2
128 3o x 2zy 2zy 2 z2 4 x2

4x2 4y 2 z2x2 z2 4y

x 

y

1

1

3

−3

−1

z

x y2 23 3

3

z

x
y3 4

2
1

−3

3

2

1

3

−3

−2

z

x 

y

3

3 
2

−3

z 

x y3

2

−2
−3

3

2

3

−3

−2

z

Sea C una curva en un plano y sea L una recta que no está en un 
plano paralelo. Al conjunto de todas las rectas paralelas a L 
y que se intersecan en C se le llama cilindro. C se llama la 
curva generadora del cilindro, y a las rectas paralelas se les 
llama rectas generatrices.

.72.52

29. 31.

33. 35. 37.

39. 41. 43.

45. 47.

.15.94

.55.35

57. d 58. e 59. c 60. a 61. f 62. b
63. 65.
67.

.37.17.96
75. 77.
79. Rectangulares a cilíndricas:

Cilíndricas a rectangulares:

81. Rectangulares a esféricas:

Esféricas a rectangulares:

83. (a) (b)
85. (a) (b)
87. (a) (b)
89. (a)

(b)
.39.19

x y 
a a 

−a − a 

a

z

x

y2
3

1

2 3

5

3

2

z

2 9 csc2 cos2 sen2 
r 2 9 cos2 sen2 

4 sen sen 4 sen  csc r 4 sen 
2 cos r 2 z 1 2 1

5r 2 z2 25
x  sen  cos , y  sen  sen , z  cos 

2 x2 y2 z2, tan y x, arccos z x2 y2 z2

x r cos , y r sen , z z

r 2 x2 y2, tan y x, z z

4, 7 6, 4 33 3, 6, 3
36, , 010, 6, 013, , arccos 5 13

2 13, 6, arccos 3 13

4 2, 2, 44, 4, 2

x y 
1

2
1

2

1 

2

− 2 

−2 −2

− 1 

z 

x
y

3 3
2

1
2

5

4

3

2

−2 −3

z

x2 y 2 1x2 y 2 z 2 2 4

x 

y

2 
1 1

2 

2

−2
−1

− 1 

−1

− 2 

z

x
y 

6 5 

5 6 

5 
6 

−6

z 

3x2 3y 2 z2 0x 2 y2 z2 25

tan2 24 csc 

7 2 csc  csc 5
2, 52, 5 2 2

0, 0, 126, 2, 2 24, 6, 6

4 2, 2 3, 44, 0, 2

x

y1
2 2

1

2

−2

−2

−1

z

x y 

3
3 

3

−3

z

x2 y 2 2y 0x2 y 2 z2 5
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A23 Respuestas a los problemas con numeración impar

.79.59

99. Rectangulares:
101. Esféricas:
103. Cilíndricas:
105. Falso. representa un cono.
107. Falso. Ver la página 805. 109. Elipse

Ejercicios de repaso para el capítulo 11

(página 811)
1. )b()a(

)d()c(

3. 5. 7.

9.
11. Centro: Radio: 3
13. (a) y (d) 15. Colineales

17.
19. (a)

(b) 3 (c) 45

21. (a) (b) 15°

23. (a) (b) 180°
25. Ortogonales
27.
29.

(b)
(c)

31. Las respuestas varían. Por ejemplo:
33. (a) (b) (c) 0
35. (a) (b) (c) 0

37. or 

39.
41. (a)

(b)
.54.34

.15.94.74
53.
55. Plano 57. Plano

59. Elipsoide 61. Hiperboloide de dos hojas

x

y
5 5

2

−2

z

x

y

5
4

2

−2

−4

z

x

y

6

2

2

z

x

y

6

3

3
(0, 0, 2)

(6, 0, 0)

(0, 3, 0)

z

35 7

8
7x 2y 127x 4y 32z 33 0

x t, y 1 t, z 1x 1, y 2 t, z 3
x 3 6 y 11 z 2 4

x 3 6t, y 11t, z 2 4t
100 sec 20 106.4 lb

8

377
, 

12

377
, 

13

377

8

377
, 

12

377
, 

13

377

8i 10j 6k8i 10j 6k
9i 26j 7k9i 26j 7k

6, 5, 0 , 6, 5, 0
u 2i 5j 10k
u 2, 5, 10

1, 0, 1
2, 10

12

v 3, 0, 6
u 1, 4, 0

1 38 2, 3, 5

x

y
321

54
5

3

1
2
3

−2

−9
−10

−8

z

(2, −1, 3)

(4, 4, −7)
(2, 5, −10)

2, 3, 0 ;x 2 2 y 3 2 z2 9;
x 3 2 y 2 2 z 6 2 225

4

225, 4, 0v 4, 4 3

10iv 2 5u 10,
v 4i 2ju 3i j,v 4, 2u 3, 1 ,

r z
0r 3 cos ,r2 z2 9,

4 6
0 z 100 y 10;0 x 10;

x

y

z

2

2

2

x 

y 

30 °

z 

a 

0 10 20 30

T 1 1.0154 1.0642 1.1547

u 0 0.1763 0.3640 0.5774

40 50 60

T 1.3054 1.5557 2

u 0.8391 1.1918 1.7321

63. Cilindro 65.

67. (a) (b)

69.

71.
73. (a) (b)

.77.57

Solución de problemas (página 813)
1–3. Demostraciones 5. (a)                              (b)
7. (a) (b)

(c)

9. Demostración
11. )b()a(

13. (a) Tensión: lb
Magnitud de lb

Dominio:)b(
(c)

Ambas son funciones crecientes)e()d(

(f) y 

Sí. Cuando aumenta, tanto y aumentan.
15. Demostración

17.

19. Demostración

w u v
u v

u v w
u v

u v w
u v

D
PQ n

n

0, 0, cos  sen cos  sen ;
uT

lím
→ 2

  ulím
→ 2

  T

060
0

T

⎜⎜u ⎜⎜

2.5

0 90T sec ; u tan ;
u: 3 3 0.5774

2 3 3 1.1547

x

y

z

3
2

1

−2

−2
−3

3
2

1

x

y

z

3

−3

2

−2

3

 V 1
2 área de la base altura

 V 1
2 ab k 2

1
2 abk k2

5 2.243 2 2 2.12

3 4
4

3
2

1

−3

3

x

y

z

23

3

x
y

z

x yx 5
2

2
y2 25

4

2 sec 2  cos  csc2 r2 cos 2 2z
25 2 2, 4, 25 2 2

50 5, 6, arccos 1 5

2 5, 3 4, arccos 5 54, 3 4, 2

x y

z

2

2

−2

x2 z2 2y
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A24 Respuestas a los problemas con numeración impar

Capítulo 12

Sección 12.1 (página 821)

.3.1

5. 7.
9. (a) (b) (c)

(d)

11. (a) (b) No es posible

(c)

(d)

13.

15.

17. No, el producto punto es un escalar.

19. b 20. c 21. d 22. a

.52.32

.92.72

.33.13

.73.53

x y5

2

6

4

2

−2

−4

−6

2, 4, )) 16
3

−2, 4, − )) 16
3

z

x

y
3

−3

3

6

z

x

y
3

−3
3

7

z

x

y

(0, 6, 5)

(1, 2, 3)(2, 2, 1)−

43 5 6

4

3

5

1

3

z

x
1296−6

−6

−3

−9

−12

−9−12

12

9

6

3

y

2 3−2−3

1

2

x

y

x
3 4 5

3
2

4
5

−1−4

−3
−2

y

21−2−5 −3

6
7

x

y

−1−2−3−4 1 2 3 4

−2

1

2

3

4

t2 5t 1 ;

0 t 1x 2 t, y 5 t, z 3 12t,

0 t 1r t 2 t i 5 t j 3 12t k,

0 t 1x 3t, y t, z 2t,

0 t 1r t 3t i t j 2tk,

ln 1 t i
t

1 t
 j 3 tk

ln t 4 i
1

t 4
 j 3 t 4 k

ln 2i
1
2

 j 6k

1
2 t t 4 i tj

1
2 s 1 2i sjj1

2 i
, 0, 

0, , 1 1, 

.14.93

Parábola

43. (a) La hélice está trasladada dos unidades
atrás sobre el eje x.

(b) La altura de la hélice aumenta a una 
razón mayor

(c) La orientación de la gráfica es 
invertida

(d) El eje de la hélice es el eje x.
(e) El radio de la hélice aumenta de 2 a 6.

45–51. Las respuestas varían.

53.

55.

57.

y

59.

r t t i tj 4 t2 k

x

y

z

4
(2, 2, 0)

(0, 0, 2)

2
3

4

3

r t 1 sen t i 2 cos tj 1 sen t k
r t 1 sen t i 2 cos tj 1 sen t k

x

y3

−3

−3

3

3

z

r t 2 sen t i 2 cos tj 4 sen2 tk

x

y3

−3

3

4

z

r t t i tj 2t 2 k

x

y

5

1 2 3

−3

3
2

2, 2, 4− 2,     2, 4)( ( )−

z

yx

π2

π

2

−2
−2

2

z

y

x

2

3

−1

2 1
−2

2

z

yx

2
3

−2
−3

−1
−2

−3

−2

−3

−4

−5

1

z

Hélice
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A25 Respuestas a los problemas con numeración impar

61. Sea

Ya que

63. 65. 67.
69. 71.

73. es un entero.

75.

77.

no es continua en

81. Las respuestas varían. Ejemplo de respuesta:

83–85. Demostraciones 87. Sí;  Sí 89. No necesariamente

91. Verdadero 93. Verdadero

Sección 12.2 (página 830)

.3.1

es tangente a la 
curva en t0.t0.

r t0r t0

x

r

1

(0, 1)

y

r ′

864

4

2

2

−2

−4

r ′

x
r

(4, 2)

y

r 2 ir 2 4i j

r 2 jr 2 4i 2j

r t sen t i cos t jr t 2t i j

0 t 2r t 1.5 cos t i 1.5 sen tj
1

tk,

1

1

−1

2

3

2

−1

−2 −1

−2

2

z

x y

t 0.r t
i
i

j,
j,

  
t 2
t < 2

s t t2 2 i t 3 j tk

s t t2 i t 3 j t 3 k

2 n , 2 n , n

1, 1, 0 , 0, 
i j k0i j

x y

4

4

8

12

16

8
12

167 6 5

z

x t, y2 z2 4x2.

 4t2.

 4t2 cos2 t sen2 t

 4t2 cos2 t 4t2 sen2 t

  y2 z2 2t cos t 2 2t sen t 2

z 2t sen t.y 2t cos t,x t, Entoncesy

79. Una función vectorial r es continua en
lím
t→a

 r t r u .t → ar t
t a si el límite de 

existe cuando La funcióny

es tangente a la 
curva en

5.

es tangente a la curva en
7.

9. 11.
13. 15.
17.
19.
21. (a) (b) (c)
23. 0)c()b()a(
25. (a) (b) (c)

(d)
27. (a)

)c()b(
(d)

29. 31.
33. 35.
37. es un entero.
39. (a) (b)

)d()c(
(e)
(f)

41. (a) (b) 43.
45.

.94.74
51. 53.
55.
57. 59.
61.
63. Ver la “Definición de la derivada de una función vectorial” 

y la figura 12.8 de la página 824.
65. Los tres componentes de u son funciones crecientes de t en 

67–73. Demostraciones
75. La curva es una cicloide)a(

(b) La magnitud de 
El máximo y el mínimo de

77. Demostración 79. Verdadero
81. entonces Falso. Sea

pero r t 1. d dt r t 0,
r t cos t i sen tj k,

r
rr

40
0

0

5

t t0.

2 e t 2
2 i e t 2 j t 1 k

600 3 t i 16t2 600t j2e2t i 3 et 1 j
2i e2 1 j e2 1 k

ai aj 2 k4i 1
2 j k

tan t i arctan t j Ct2 t i t 4 j 2t3 2 k C
ln t i t j 2

5 t 5 2 k C
t2i t j tk C12t5i 5t 4j7t6

2i 6j 8tk
8t3i 12t2 4t3 j 3t 2 24t k

8t 9t2 5t 440ti 15t2j 20t3k
i 9 2t j 6t 3t2 ki 3j 2tk
n2 n , 2 n ,

, 0), 0, , 
n 2, n 1 2, 0 , 0, 

sen t t cos t, cos t t sen t, t2

tcos t t sen t, sen t t cos t, 0
t cos t, t sen t, 1

t i 1
2t2j k

t3 2 ti tkt i j 1
2 t 2k

4 cos t i 4 sen tj4 sen t i 4 cos t j
18t3 t6t i j3t 2 i t j

sen t t cos t, cos t t sen t, 1
e t i 5tet 5et k

3a sen t cos2 t i 3a sen2 t cos t j6i 14tj 3t2k
2 sen t i 5 cos t j3t 2 i 3j

r
3
2

2i k

r
3
2

2j
3
2

k

x y

)) 3π
2

2
1

2

−2

2π

πr

r′

0, −2, 

zr t 2 sen t i 2 cos t j k
t0.r t0

r 0 i 2j
r 0 i j

1 2 3

1

2

3

(1, 1)

y

x

r

r ′

r t et, 2e2t

es 2; el mínimo de es 0. 
son 1.
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A26 Respuestas a los problemas con numeración impar

Sección 12.3 (página 838)

1. (a) 3. (a)

)b()b(

)c()c(

5. )c()a(

(b)

7. )c()a(

(b)

9. (a) 11. (a)

)b()b(

13. (a)

(b)

15. (a)

(b)

17. (a)

(b)

19.

21.

r 2 17
3 j 2

3k

r t t3 6 9
2t 14

3 j t3 6 1
2t 1

3 k

v t t2 2 9
2 j t2 2 1

2 k

r 2 2 i j k
r t t2 2 i j k
v t t i j k

a 0 0, 2, 1

v 0 1, 1, 1

a t 2et sen t i 2et cos t j et k

v t et 3

v t et cos t et sen t i et sen t et cos t j et k
a 0, 3, 0
v 4, 0, 3
a t 3 cos tj 3 sen tk
v t 5

v t 4i 3 sen tj 3 cos tk
a 0 1

3k
v 0 i j
 a t 9 9 t2 3 2 k
v t 18 t2 9 t2

 v t i j t 9 t2 k
a 4 2j ka 1 0
v 4 i 8j 4kv 1 i 5j 3k

a t 2j ka t 0

v t 1 5t2v t 35

v t i 2t j tkv t i 5j 3k

a 0, 1

v 2, 0

a t sen t, cos t

v t 2 2 cos t

v

x
2

a

4

2

π

π

π

(  , 2)

yv t 1  cos t, sen t

a 4 2 i 2 j

v 4 2 i 2 j

a t 2 cos t i 2 sen t j

v t 2
2,    2)(

3

3

−3

−3

v

a

yv t 2 sen t i 2 cos t j

864

4

2

2

−4

−2

v

a
(4, 2)

y

64

2

−2

−4

v
(3, 0)

y

a 2 2ia 1 0
v 2 4i jv 1 3i j
a t 2ia t 0
v t 4t2 1v t 10

v t 2ti jv t 3i j

23.

25. Altura máxima: 45.5 pies; La pelota pasará la cerca

27. 78 pies 29. Demostración

31. (a)

(b)

El ángulo mínimo se encuentra en

(c)

33. )b()a(

35.

37. )b()a(

Altura máxima: 2.1 pies 10.0 pies
Rango: 46.6 pies

)d()c(

Altura máxima: 34.0 pies Altura máxima: 166.5 pies
Rango: 136.1 pies

)f()e(

Altura máxima: 51.0 pies
Rango: 117.9 pies

39. Altura máxima: 129.1 m; Rango: 886.3 m
41. Demostración
43.

(a) cuando
(b) es máximo cuando

45.

47. es un 
múltiplo negativo de un vector unitario que va de 

49.
51. La velocidad de un objeto implica tanto a la magnitud como

a la dirección del movimiento, mientras que la rapidez sólo
implica a la magnitud.

53. Demostración

8 10 pies s
a tcos t, sen t ,

0, 0
a ta t b 2 cos ti sen tj 2r t ;

v t r t 0
v t b  sen ti b  cos tj

t , 3 , .  .  . .v t
t 0, 2 , 4 , .  .  . .v t 0

a t b 2 sen ti cos tj
v t b 1 cos t i sen tj

0
0

600

300

0
0

140

60

0
0

800

200

0
0

200

40

0
0

300

15

0
0

50

5

1.91

v0 32 pies s58.28v0 28.78 pies s;
0 19.38

0 20 .

5000
0

100

θ0 = 10 θ0 = 15

θ0 = 20 θ0 = 25

r t 440
3  cos 0 ti 3 440

3  sen 0 t 16t2 j

v0 40 6 pies s;

r 2 cos 2 i sen 2 j 2k

r t cos t i sen t j tk

v t sen t i cos t j k

Altura máxima:
Rango: 227.8 pies

Rango: 666.1 pies

Altura máxima: 249.8 pies
Rango: 576.9 pies

 a 
por lo que está dirigida hacia el origen 
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A27 Respuestas a los problemas con numeración impar

t 0 4 2 2 3

Rapidez 10 2 6 3 13 2 3

(b)

La rapidez está aumentando 
cuando el ángulo entre v y a 
está en el intervalo
y disminuye cuando el ángulo
está en el intervalo 

)d()c(

57. Demostración
59. Falso. La aceleración es la derivada de la velocidad.
61. Verdadero

Sección 12.4 (página 848)

.3.1
5.

.9.7

11.

13.
15.
17.
19.

.32.12

.72.52

29.

31. La rapidez es constante, ya que
33.

N

x
32

T

3

2

1

1

2, 1
2

y

))

N 2 17 17 i 4j
T 2 17 17 4i j
r 2 2i 1

2 j
aT 0.v t a ;

aN a 2
aT 0
N t cos t i sen t j
T t sen t i cos t j

aN 2e 2aN 6 5 5
aT 2e 2aT 7 5 5
N 2 2 2 i jN 0 5 5 2i j
T 2 2 2 i jT 0 5 5 i 2 j
aN 8 5 5aN 2
aT 14 5 5aT 2
N 1 5 5 2i jN 1 2 2 i j
T 1 5 5 i 2 jT 1 2 2 i j

N 3 4 2 2 i j
N 1 14 14 i 2j 3k
N 2 5 5 2i j
N 2 5 5 2i j
z 4
y 2 2 t
x 2 2 t
 T 4 1

2 2, 2, 0
z tz t
y 3ty 0
x 3x t
T 0 10 10 3j kT 0 2 2 i k

T e 3ei j 9e2 1 0.9926i 0.1217j
T 4 2 2 i jT 1 2 2 i j

2, .

0, 2 ,

−2−4−8 2 4 6 8
−2

−4

−6

−8

2

4

6

8

x

y

a t 6 cos t i 3 sen t j
v t 3 3 sen2 t 1

6 sen 55. (a) v t t i 3 cos tj

3 3

35.

perpendicular a

37.
no está definida.

no está definida.
no está definida.

39.

41.

43. Sea C una curva suave representada por r en un intervalo 
abierto I. El vector tangente unitario

El vector unitario normal principal

Las componentes tangencial y normal de la aceleración se 
definen como 

45. (a) El movimiento de la partícula es una línea recta.
(b) La rapidez de la partícula es constante.

47.

no existe
La trayectoria es una recta. La rapidez es constante 

49. (a)

(b) Se incrementa porque

Es máximo, porque

Disminuye, porque

51.

53.

B 4 i

N 4 2 2 j k

T 4 2 2 j k

B 2 17 17 i 4k

N 2 j

T 2 17 17 4i k

aT < 0.t 3
2:

aT 0.t 1:

aT > 0.t 1
2:

aT 2 2 2, aN 2 2 2t 3
2:

aT 0, aN
2t 1:

aT 2 2 2, aN 2 2 2t 1
2:

5 .
T t 0 ⇒ N t

T t
v t
v t

3
5

i
4
5

j

a t v t 0
v t 9 16 5

v t r t 3i 4j

a t aTT t aNN t .

N t
T t
T t

, T t 0.

N t

r t 0.T t
r t
r t

,

T t

aN 2

aT 3

N 0 2 2 i j

T 0 3 3 i j k

aN 30 6

aT 5 6 6

N 1 30 30 5i 2j k

T 1 6 6 i 2j k
aN

aT

N 1
T 1 14 14 i 2j 3k

−2−4−6 2 4 6

−4

−6

−8

2

x

(5, −4)

y

N T

T 2N 2
2i j

5
,

T 2
i 2j

5

r 2 5i 4j

en t se define como

en t se define como
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A28 Respuestas a los problemas con numeración impar

55.

57.

59.

61.

Altura máxima y
63. (a)

(b)

(c)

(d)

(e)

65. (a)
(b)

ya que la rapidez es constante.
67. (a) La componente centrípeta se cuadruplica.

(b) La componente centrípeta se reduce a la mitad.
69. 71.
73. Falso; la aceleración centrípeta se puede presentar con rapidez 

constante.
75. (a) Demostración (b) Demostración 77–79. Demostraciones

Sección 12.5 (página 860)

.3.1

13 13 8 273 10

y

x

(0, 0)

(1, 1)

1

1

y

x
6 9

−3

−6

3

(0, 0)

(9, −3)

4.67 mi s4.74 mi s

aT 0
aN 1000 2aT 0,

mi h4 625 2 1 314

0

−20

4

40

aN

aT

t 2.0 2.5 3.0

Rapidez 104 105.83 109.98

t 0.5 1.0 1.5

Rapidez 112.85 107.63 104.61

a t 32j
v t 8 16t 2 60t 225

v t 60 3 i 60 32t j
Rango 398.186 pies
Altura máxima 61.245 pies

0
0

400

70

r t 60 3 t i 5 60t 16t 2 j
aN 32.aT 0

aN

32v0 cos 

v0
2 cos2 v0 sen 32t 2

aT

32 v0 sen 32t

v0
2  cos2 v0 sen 32t 2

N t
1

5t2 25
t i 2tj 5k

N t
1

16t2 9
4t i 3j

B 3 5 10 i 3 j 4k
N 3 1

2 3 i j
T 3 5 5 i 3 j k

La rapidez está disminuyendo cuando aNaT tienen y 
signos opuestos.

5.

7. (a)

(b) pies

.11.9

13.

15. (a) (b) 9.529

(c) Aumenta el número de segmentos de recta (d) 9.571

17. (a) (b)

(c)

(d) Demostración

39. 41. no está definida.

.54.34

.94.74 (a) (b) 0
51. (a) as (No es un máximo) (b) 0

53. (a) (b) 0

55. 57.

59.

61. La curva es una recta.

63. (a)

(b)

x2 y
1
2

2 5
4

x 1:

x2 y
1
2

2 1
4

x 0:

K
2 6x2 1

16x 6 16x 4 4x2 1 3 2

s
b

a

x t 2 y t 2 z t 2 dt
b

a

r t  dt

2 K , 00, 1

1 2, ln 2 2

x → 0K →
1, 3K 12 1453 2, 1 K 1453 2 12

K 4, 1 K 1 41 K 17 3 2 4K 4 173 2,

1 KK 0,7 26 676

31. 33. 35. 37. 12
125

3
255 1 5t2 3 21 a

19. 0 21. 23. 0 25. 27. 1 29. 1
42 22

5

0.433, 1.953, 1.789s 4:

1.081, 1.683, 1.000s 5:

r s 2 cos 
s

5
 i 2 sen 

s

5
 j

s

5
 ks 5 t

2 21 9.165

2 a2 b2

x
y

(a, 0, 2  b)
2 b

b

(  , 0, 0)a

π
π

π

z

3 17 226

x

y

(6  , 0, −1)

(0, −1, 0)

π

21
18

15
12

9
6

−12

−9

−6

−3

6

6

−6
−9

−12

9

zz

x

y

(0, 0, 0)
(−1, 4, 3)

1
1

2

−2
−3

3 −1

3

2

4

−2

2
3

4
5

649
8 81

r t 50t 2 i 3 50t 2 16t2 j
6a

x
a

a

−a

−a

y

(d) 362.9 pies(c) 315.5 pies

− 33

−2

f

2
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A29 Respuestas a los problemas con numeración impar

(c)

La curvatura tiende a ser máxima cerca del extremo de la 
función y a disminuir cuando

Puntos críticos de
Puntos críticos de

65. Demostración 67. (a) 12.25 unidades
69–71. Demostraciones

73. (a) 0 (b) 0 75. 77. Demostración

.18.97 3327.5 lb

Mínimo:
Ahí no hay un máximo

83. Demostración 85. Falso. Ver la exploración de la página 851.
87. Verdadero 89–95. Demostraciones

Ejercicios de repaso para el capítulo 12

(página 863)
1. (a) Todos los reales, excepto

(b) Continua excepto en
3. (a) (b) Continua para todo
5. (a) (b)

(c)

(d)

7.

.11.9

.51.31

17.
19. (a) 21. (a)

)b()b(
)c()c(

(d)
23. (a) (b)

(c) (d)
(e)
(f)

.72.52 2t 3 2i 2 ln t  j tk Ct i 3tj 2t 2 k C
2i 8tj 16t 2k

8
3t3 2t2 i 8t 3j 9t2 2t 1 k

4t 3t218t i 6t 3 j
5i 2t 2 j 2t2k3i j

8i 12t2j 48tk
72t3 4t40t 8
12t i 2k2i 6j
6t2i 4j 2tk2t 4 i 6tj

4i k
x t, y t, z 2t2

x

y

5

1 2 3

−3

3
2

zr t t i 3
4t 3 j

x

y

(2, 2, 2)

(0, −4, −2)

(1, −1, 0)

43

4

3

−2

−2
−3

−2
−5

−3

−4

2
3

4

zy

x
−1−2−4 1 2 4

−2

−4

1

2

4

0 t 1x 3 t, y 2t, z 5 2t,

0 t 1r t 3 t i 2tj 5 2t k,

2 t i t t 2 j t 3 3 k

2c 1 i c 1 2j c 1k

3i 4ji 2k
t  >  00, 

t 2 n ,
2 n ,

K 1 4a

K 1 4a csc 2

1
4

x 0, ±0.7647, ±0.4082K:
x 0, ± 2 2 ±0.7071f :

x →  ± .

3−3

−2

5

Sin embargo, f 
y K no tienen los mismos puntos críticos.

1
2(b)

n es un entero.
n es un entero.

29. 31.

33.
35. (a)

(b)

(b)

39. Aproximadamente 191.0 pies

43.

45.

.94.74

51.

.55.35

60

.95.75

61. 0 .56.36

.96.76
71. 2016.7 lb

Solución de problemas (página 865)

1. (a) (b) (c)
3. Rapidez inicial:
5–7. Demostraciones

63.43447.21 pies s;
K aaa

K 2 4; r 2 2K 17 289; r 17 17

2 32 5 4 5t2 3 2

65 23 29

x

y

z

π

4

468

6
8

(8, 0, 0)

0, 8, 
2

π
2

))

x
y

6 8

2 4

10

2

2

6

4

8

10

12

z

(0, 0, 0)

(−9, 6, 12)

5 13

−10

10

2

− 0101 −2 2
x

y

2−2−4

−4

2

−6

−8

−10

−12

−14

−16

4 6 8 10 12 14
x

y

(0, 0)

(10, −15)

aN
4 13

65

aT
2 13
585

N 3
18 13

65
i

13
65

j

T 3
13

65
i

18 13
65

j

N
4

jN 1
3 10

10
i

10
10

j

z t
3

y t 3,x 3t 1,

T
3

15
5

i
5

5
j

5
5

k;

T 1
10

10
i

3 10
10

j

41. Aproximadamente 38.1 m s

a 3, 0, 0
v 0, 0, 3
a t 3 cos t 2 sen2 t cos2 t , 3 sen t 2 cos2 t sen2 t , 0
v t 3 sen2 t cos2 t 1

37. (a) v t 3 cos2 t sen t, 3 sen2 t cos t, 3
a 1 6j
v 1 4i 3j k
a t 6tj
v t 17 9t 4

v t 4i 3t 2j k
r t t2 1 i et 2 j e t 4 k

2 e 1 i 8j 2k32
3 j
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A30 Respuestas a los problemas con numeración impar

9. Unitario tangente:
Unitario normal:
Binormal:

11. (a) Demostración (b) Demostración
13. 667.6)b()a(

(c)

)e()d(

(f) Como              la gráfica es espiral hacia fuera y la curva-
tura disminuye.

Capítulo 13

Sección 13.1 (página 876)

1. No es una función por algunos valores de x y y (por ejemplo 
tienen dos valores z.

3. 5.
7. (a) 6 (b) (c) 150 (d) (e) (f)
9. (a) 5 (b) (c) (d) (e) (f)

11. (a) (b) 0 (c) (d)
13. (a) (b) (c) (d) 4
15. (a) (b) (c) (d)
17. (a) (b)
19. Dominio:                es cualquier número real, es cualquier 

número real      Rango:
21. Dominio:

Rango: todos los números reales
23. Dominio:

Rango: todos los números reales
25. Dominio:

Rango:
27. Dominio:

Rango:
29. Dominio:

Rango: todos los números reales
31. (a) (b)

(c) (d) 20, 20, 020, 15, 25
15, 10, 2020, 0, 0

y  <  x 4x, y :
0 z

1  ≤  x y  ≤  1x, y :
0  ≤  z  ≤  2

x2 y2  ≤  4x, y :

x 0, y 0x, y :

x, y : y 0
z 0

yx, y : x
2y y, y 02, x 0

9
4

25
464

3 3 23 sen 12

10
3

3
2

2
3

tetxe25ey2 e3e2

5t2x5y4
z no es una función de x y y.z es una función de x y y.

x y 0 ,

t → ,

lím
t→

 K 0

0 5
0

5

 K 2 0.51
K 1 2 2 2 1 3 2 1.04
 K 0 2
K 2t2 2 2t2 1 3 2

− 33

−2

2

x

y

z

π3

12
3

4 4

π6 T

T

B

B

N

N

3
5, 0, 45

0, 1, 0

4
5, 0, 35 .53.33

.93.73

.34.14

45. c 46. d 47. b 48. a
49. Recta: 51. Elipses:

(excepto es el
punto  

53. Hipérbolas: 55. Circunferencias que pasan por

Centradas en  

.95.75

61.

63. las curavs de nivel son las rectas y 1 c x.f x, y x y;

−6

−4

6

4

−9

−6

9

6

x
2

2
c = 1

c = −1

c = −2

c = 2

y
1
2

−c =

1
2

c =

3
2

c =

3
2

−c =

1 2c , 0
0, 0

1

1

−1

−1
x

c = 6
c = 5
c = 4
c = 3
c = 2
c = 1

c = −1
c = −2
c = −3
c = −4
c = −5
c = −6

y

xy c

c = 0
c = 1

c = 2
c = 3

c = 4

x

y

2

− 22

−2

0, 0 .
x2 4y2 0

4

4

2

2

−2

−2
x

c = −1 c = 0

c = 2

c = 4

y

x2 4y2 cx y c

x

y

z

x

y

z

x

y44

2

4

6

8

z

x 

y2 2 
− 2 

1 

z 

x

y2 3
1

4

4

5

z

x

y4
2 3

1
3

5

2
1

2

3

5

z

La gráfica de una función de dos variables es el conjunto de 
todos los puntos (x, y, z) para los cuales z = f(x, y) y (x, y) es el 
dominio de f. La gráfica se puede interpretar con una superficie en 
el espacio. Las curvas de nivel son campos escalares f(x, y) = c, 
donde c es una constante.
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A31 Respuestas a los problemas con numeración impar

Tasa de inflación

Tasa de 
impuestos 0 0.03 0.05

0 $1790.85 $1332.56 $1099.43

0.28 $1526.43 $1135.80 $937.09

0.35 $1466.07 $1090.90 $900.04

65. La superficie se puede conformar con un punto silla. Por ejemplo, 
La gráfica no es única; cualquier traslación 

vertical producirá las mismas curvas de nivel.
67.

.17.96

73.

75. (a) 243 tablero-pie (b) 507 tablero-pie
.97.77 Demostración

81. (a)
(b)

Las curvas de nivel son rectas.
83. (a) (b) (c)
85.
87. Falso. Sea
89. Verdadero 91. Problema Putnam A1, 2008

Sección 13.2 (página 887)

1–3. Demostraciones 5. 1 7. 12 9. 9, continua
11. continua 13. 0, continua para  
15. continua, excepto en 17. 0, continua
19. 0, continua para
21. continua para 23. 0
25. El límite no existe. 27. El límite no existe.
29. El límite no existe. 31. 0
33. El límite no existe. 35. Continua, 1

x y z  ≥  02 2,
xy 1, xy 1

0, 01
2,

y 0e2,

f x, y 4.
C 1.20xy 1.50 xz yz

BAC

P 520T 3V
k 520

3

30

30

y

x

−30

c = 600
c = 500
c = 400

c = 300
c = 200
c = 100
c = 0

−30

x
y

−2

−2

2

212

z

x
y

−4

−4

4

44

z

x

y2

−1
−2

1

2

1

2

1

z

f x, y xy.sea
37.

El límite no existe.
Continua, excepto en 

39.

El límite no existe.
Continua, excepto en 

41. es continua.    es continua, excepto en               tiene disconti-
nuidad removible en 

43. 0 45. 0 47. 1 49. 1 51. 0
53. Continua, excepto en 55. Continua
57. Continua 59. Continua
61. Continua para 63. (a) (b)
65. (a) (b) 67. (a) (b)
69. Verdadero

71. Falso. Sea 

73. (a) (b) El límite no existe.
(c) No, el límite no existe. Diferentes trayectorias dan como 

resultado diferentes límites.
75. 0 77. 79. Demostración
81. Ver “Definición del límite de una función de dos variables” en

la página 881; demostrar que el valor de no es

igual a la de para dos trayectorias diferentes en
83. (a) No. La existencia de no tiene significado en la 

existencia del límite cuando
(b) No. puede ser igual a cualquier número, o aún no 
       estar definida.

Sección 13.3 (página 896)

1.

f 2, 3
x, y → 2, 3 .

f 2, 3
x0, y0 .

lím
x, y → x0 , y0

f x, y

2

a 01 a2 a,

f x, y
ln(x2 y2 ,
0,

  
x 0, y 0
x 0, y 0

.

x 23 yx y21 y
42xy 2x 3

0, 0, 0

0, 0 .
g0, 0 .g  f

0, 0

y x; 

y 0; 0

0, 0

y x: 1
2

y 0: 0

x, y 1, 1 0.5, 0.5 0.1, 0.1

f x, y 1
2

1
2

1
2

x, y 1, 0 0.5, 0 0.1, 0 0.01, 0 0.001, 0

f x, y 0 0 0 0 0

x, y 0.01, 0.01 0.001, 0.001

f x, y 1
2

1
2

x, y 1, 0 0.5, 0 0.1, 0 0.01, 0 0.001, 0

f x, y 0 0 0 0 0

x, y 0.01, 0.01 0.001, 0.001

f x, y 50 500

x, y 1, 1 0.5, 0.5 0.1, 0.1

f x, y 1
2 1 5

No. Ya que está encontrando la derivada parcial con respecto a x, 
considerando a y constante. Por tanto, el denominador se consi-
dera una constante y no tiene alguna variable.
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A32 Respuestas a los problemas con numeración impar

3.

5.

.9.7

.31.11

.71.51

.12.91

23.

.72.52

.13.92

33.

.73.53

.14.93

.54.34

.94.74

51.

53.

.75.55

.16.95
.56.36

67. 69. 71.

.57.37

.97.77

 
2z

y x

2z
x y

ex sec2 y 
2z

y x

2z
x y

xy
x2 y2 3 2

 
2z
y 2 2ex sec2 y tan y 

2z
y 2

x2

x2 y 2 3 2

 
2z
x2 e x tan y 

2z
x2

y 2

x2 y 2 3 2

 
2z

y x

2z
x y

2 
2z

y x

2z
x y

6y

 
2z
y 2 6 

2z
y2 6x

 
2z
x2 2 

2z
x2 0

x 0, y 0x 1, y 1x 6, y 4
x 2, y 2fx 0; fy 0; fz 1
fx 1; fy 1; fz 1fx 3; fy 1; fz 2

 Fz x, y, z
z

x2 y 2 z2

w
z

z

x2 y 2 z2

 Fy x, y, z
y

x2 y 2 z2

w
y

y

x2 y 2 z2

 Fx x, y, z
x

x2 y 2 z2

w
x

x

x2 y 2 z2

Hz x, y, z 3 cos x 2y 3z
Hy x, y, z 2 cos x 2y 3z
Hx x, y, z cos x 2y 3z
gy 1, 1 2
gx 1, 1 2

fy
1
4fy

1
4

fx
1
4fx

1
4

fy
1
2fy 0

fx 1fx 1
fy x, y 1 2 x yfy x, y 2
fx x, y 1 2 x yfx x, y 3

fy x, y y2 1z y 3 cosh 2x 3y
fx x, y 1 x2z x 2 cosh 2x 3y

z y ey x cos xy sen xy
z x yey cos xy

z y sec2 2x yz y x sen xy
z x 2 sec2 2x yz x y sen xy

fy x, y y x2 y 2hy x, y 2ye x2 y2

fx x, y x x2 y 2hx x, y 2xe x2 y2

z y x3 12y3 2xy2

z x x3 3y3 x2y
z y 2y x2 y 2z y 1 y
z x 2x x2 y 2z x 1 x
z y 2x2e2yz y xexy

z x 2xe2yz x yexy

z y 4x 6yz y x 2 y
z x 2x 4yz x y

fy x, y 3x2y2fy x, y 5
fx x, y 2xy3fx x, y 2

No. Ya que está encontrando la derivada parcial con respecto a y, 
considerando a x constante. Por tanto, el denominador se consi-
dera una constante y no tiene alguna variable.
Sí. Ya que están encontrando la derivada parcial con respecto a x, 
considere a y una constante. Por lo tanto, tanto el numerador como 
el denominador tienen variables.

81.

83.

No existen valores de x y y tales que 
85.

No existen valores de x y y tales que 
87.
89.
91.
93.
95.
97.
99.

101. Sí,
103.

105.

107. Las derivadas parciales mixtas son iguales. Ver el teorema 13.3.
109. (a) 72 (b) 72

111.

113. Un aumento, ya sea en el costo de comida y hospedaje o en el 
de la matrícula, ocasionaría una disminución en número de 
aspirantes.  

115.
117.

nRT VP nRT nRT 1
 T P P V V T
 V nRT P  ⇒  V T nR P
 P nRT V  ⇒  P V nRT V 2

T PV nR ⇒ T P v nR
T y 9 mT x 2.4 m,

El IQ aumenta a una tasa de 12 puntos por año de edad crono-
lógica cuando la edad mental es 12 y la edad cronológica es 10.

IQC

100M
C2 , IQC 12, 10 12

El IQ aumenta a una tasa de 10 puntos por año de edad crono-
lógica cuando la edad mental es 12 y la edad cronológica es 10.

IQM

100
C

, IQM 12, 10 10

y

x

2

4

4
2

4

z

fy,

fx,z f x, y ,
f x, y cos 3x 2y .

z t e t cos x c c2 2z x2

2z t2 c 2 x ct 2 c 2 2z x2

2z t2 c 2 sen x ct c 2 2z x2

2z x2 2z y2 e x sen y e x sen y 0

2z x2 2z y2 0 0 0
fyyx x, y, z z2e x sen yz fxyy x, y, z fyxy x, y, z

fyyx x, y, z 0 fxyy x, y, z fyxy x, y, z
fx x, y fy x, y 0.

 2z y x  2z x y 4xy x2 y 2 2

2z y2 2 y2 x2 x2 y2 2

2z x2 x4 4x2 y 2 y4 x2 x2 y2 2

z y 2y x2 y 2

z x y 2 x2 x x2 y 2

fx x, y fy x, y 0.
 2z y x 2z x y sec y tan y

2z y2 x sec y sec2 y tan2 y

2z x2 0
z y x sec y tan y
z x sec y

 
2z

y x

2z
x y

xy cos xy sen xy

 
2z
y2 x2 cos xy

 
2z
x2 y2 cos xy

Si                      entonces para encontrar      considere a y cons-
tante y derive con respecto a x. De manera similar, para encon-
trar       considere a x constante y derive con respecto a y.
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A33 Respuestas a los problemas con numeración impar

r h dV V V dV

0.1 0.1 8.3776 8.5462 0.1686

0.1 0.1 5.0265 5.0255 0.0010

0.001 0.002 0.1005 0.1006 0.0001

0.0001 0.0002 0.0034 0.0034 0.0000

119. (a)

(b) 

121. Falso. Sea 123. Verdadero

125. (a)

(b)
(c)
(d) o ambas no son continuas en 

127. Demostración

Sección 13.4 (página 905)

1.
3.
5.
7.
9.

11. (a)
(b)

13. (a)
(b)

15. (a)

(b)
17. 0.44 19. 0.094
21. En general, la precisión empeora cuando y aumentan.
23. Si entonces es el error propagado y 

es el error relativo.

25.

27.

29. pulgadas cúbicas; 0.82%
.33.13 10%

35. )b()a(
37. microhenrysL 8.096 10 4 ± 6.6 10 6

1.047 ft3V 18 sen  ft3; 2
dC ±2.4418; dC C 19%
±3.92

A dA dl dh

dA∆AAd

ll ∆

Ad

h∆

h

dA h dl l dh

z
z

dz
z

z dzz f x, y ,
yx

dz 1.1084
z 1.1854

f 2, 1 e2 7.3891, f 2.1, 1.05 1.05e2.1 8.5745,
dz 0.5
f 2, 1 11, f 2.1, 1.05 10.4875, z 0.5125
dz 0.05
f 2, 1 1, f 2.1, 1.05 1.05, z 0.05

dw 2z3y cos x dx 2z3 sen x dy 6z2 y sen x dz
dz ex sen y  dx ex cos y  dy
dz cos y y sen x  dx x sen y cos x  dy
dz 2 x dx y dy x2 y2 2

dz 4xy3 dx 6x 2y 2 dy

0, 0 .fxy   o   fyx  

fxy 0, 0 1,  fyx 0, 0 1
fx 0, 0 0,  fy 0, 0 0

fy x, y
x x4 4x2y2 y4

x2 y2 2

fx x, y
y x4 4x2y2 y4

x2 y2 2

z x y 1.

z
x

0.461; 
z
y

0.301

Conforme los gastos en dos partes de atracciones y 
campamentos sxd aumentan, los gastos de los espectado-
res de deportes szd aumentan. Conforme los gastos del 
entretenimiento en vivo syd aumentan, los gastos de los 
espectadores de deportes szd también aumentan.

39. Las respuestas varían. 41. Las respuestas varían.
Ejemplo: Ejemplo:

43. Demostración

Sección 13.5 (página 913)

1. 3. 5. (a) y (b) 
7. (a) y (b) 9. (a) y (b)

11.
.51.31

17. (a) y (b) 19. (a) y (b)

.32.12

.72.52

.13.92

.53.33

37. (a)

(b)

39. (a)

(b)

41. 47 43.

45.

.94.74
51–55. Demostraciones

Sección 13.6 (página 924)

1. 3. 5. 1 7. 9. 6
7
25

2 3
2

2

28m cm2 s4608  pulg3 min; 624  pulg2 min

z
y

fy x, y, z
fz x, y, z

z
x

fx x, y, z
fz x, y, z

dy
dx

fx x, y
fy x, y

dw dt w x dx dt w y dy dt

xfx x, y yfy x, y
xex y

y
xex y

y
0

f tx, ty etx ty ex y f x, y ; n 0

xfx x, y yfy x, y
xy

x2 y2
1f x, y

 t
xy

x2 y2
t f x, y ; n 1

 f tx, ty
tx ty

tx 2 ty 2

w
z

y cos yz w
z

w
z

w y
x z

w
y

x sen xy z cos yz
z

w
y

x z
x z

w
x

y sen xy
z

w
x

y w
x z

z
y

e xzz
y

1
sec2 x y
sec2 y z

z
x

zexz y
xexz

z
x

sec2 x y
sec2 y z

z
y

z
y z

z
y

y
z

z
x

x
y z

z
x

x
z

x2 y 2 x
x2 y2 y

y 2x 1
2y x 1

w
t

ses2 t2
1 2t2w

t
2st s2 2t2

w
s

tes2 t2
2s2 1

w
s

t2 3s2 t2

w t cos 5s t , 0w t 4t, 0
w s 5 cos 5s t , 0w s 4s, 4

11 29 29 2.04
3 2t 2 12e2t

e tet sen t cos t ; 126t; 52

2 2x x x 2
2 0

1 y x1 x
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A34 Respuestas a los problemas con numeración impar

11. 13. 15.
17. 19. 21. 23.
25. 27.

.13.92

33. 35.

.93.73 (a)
(b)
(c)
(d)

41.
43. (a) Las respuestas varían. Ejemplo:

(b) (c)
La dirección es opuesta a la del gradiente

45. (a)

(b)

(c)
Direcciones en las cuales no hay cambio en f

(d)
Direcciones de razón de cambio máxima en f

(e) 10; Magnitud de la razón de cambio máxima
(f)

Ortogonal a la curva de nivel
47. 49.
51. (a) (b)

(c)
(d) y

x
15105−15 −10 −5

−10

−5

y 16x 22
257 257 16i j16 i j

3i j2i 3j

x

y

2

−2
−4 2 4 6−6

−4

−6

4

6

Generada por Mathematica

0.64, 3.79

2.21, 5.36

4

2
−4

−8

−12

8

12

ππ

Generada por Mathematica

θ

Du f

Du  f 4, 3 8 cos 6 sen 

x

y

z

2
5 i 1

10 j2
5 i 1

10 j
4i j

13 6

11 10 60
1 5

3 5
5 2 12

x

y

3

6

9

(3, 2, 1)

z

yz yzi 2xzj 2xyk ; 33
x i yj zk

x2 y 2 z2
; 1

e x yi j ; 26tan yi x sec2 yj; 17
2 x y i xj ; 2 28 5

3 22 3 316i 10j 8k
4i j3i 10j2 5 5 53. (a) (b) (c)

(d)

55. La derivada direccional de es la dirección de 
es

si el límite existe.
57. Ver la definición en la página 918. Ver las propiedades en la 

página 919.
59. El vector gradiente es normal a las curvas de nivel. 

.36.16
65. por centímetro 67.
69. Verdadero 71. Verdadero 73.
75. (a) Demostración  (b) Demostración 

(c)

Sección 13.7 (página 933)
1. La curva de nivel se puede escribir como

la cual es una ecuación de un plano en el espacio.
3. La curva de nivel se puede escribir como

que es un cono elíptico que se encuentra en el eje z.
5. 7.
9. 11.

13. 15.
.91.71

.32.12

.72.52

29.

31. no ortogonal)b()a(

33. no ortogonal)b()a(

35. ortogonal,0)b()a(

37. 39. 41. 43.
45.                       47. Demostración

49. (a) Demostración (b) Demostración

0, 0, 0
2, 2, 40, 3, 1277.486.0

x 3
1

y 1
5

z 2
4

16
25

,
x 3

4
y 3

4
z 4

3

1
2

,
x 1

1
y 1

1
z 1

1

x 1
1

y 1
1

z 4
2

x y 2z 2

x 1
10

y 2
5

z 5
2

x 3
6

y 2
4

z 5
1

10x 5y 2z 306x 4y z 5

x 1
2

y 2
4

z 4
1

x 3 y 3 z 3

2x 4y z 14x y z 9
6x 3y 2z 11x 4y 2z 18

3x 4y 25z 25 1 ln 52x 2y z 2
3x 4y 5z 04x 2y z 2

1
13 4i 3j 12k1

13 3i 4j 12k

4x2 9y2 4z2 0,

3x 5y 3z 15,

x

y

−2
−1

2

2

z

3

f x, y, z e x cos y  12 z2 C
y2 10x11.666i 10j;

1
625 7i 24 j5 h 5i 12j

Du f x, y lím
t→0

 
f x t cos , y t sen f x, y

t

u cos i sen j
z f x, y

y

x
321−3 −2 −1

−3

−2

1

2

3

y 3
2 x 1

213 13 3i 2j6 i 4j
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A35 Respuestas a los problemas con numeración impar

x y f x, y P1 x, y P2 x, y

0 0 1 1 1

0 0.1 0.9048 0.9000 0.9050

0.2 0.1 1.1052 1.1000 1.1050

0.2 0.5 0.7408 0.7000 0.7450

1 0.5 1.6487 1.5000 1.6250

51. o 
53.

55. Las respuestas varían.
57. (a) Recta:

Plano:
(b) Recta:

Plano:
(c)

59. )b()a(

61.

Plano:

63.

Plano:

Por lo tanto, los planos pasan por el origen.
65. (a)

(b)
(c) Si 

Este es el polinomio de Taylor de segundo grado para 
Si
Este es el polinomio de Taylor de segundo grado para

(d)
e x.

P2 x, 0 1 x 1
2x2.y 0,

e y.
x 0, P2 0, y 1 y 1

2 y2.
P2 x, y 1 x y 1

2 x2 xy 1
2 y2

P1 x, y 1 x y

a2x0 x b2y0 y z0z 0
2a2x0 x x0 2b2 y0 y y0 2z0 z z0 0

Fz x, y, z 2z
 Fy x, y, z 2b2y
 Fx x, y, z 2a2x
F x, y, z a2x2 b2y2 z2

x0 x

a2

y0 y

b2

z0 z

c2 1

2x0

a2 x x0

2y0

b2 y y0

2z0

c2 z z0 0

Fz x, y, z
2z
c2

 Fy x, y, z
2y
b2

 Fx x, y, z
2x
a2

F x, y, z
x2

a2

y2

b2

z2

c2 1

 48.2
 z 4
 y 2 2t

x

y

5

−4

−4

4

4

z x 1 t

x

y

1

2 2
3

−2

−1

z

x
y

−1

32

1

z

6y 25z 32 0
x 1, y 2 6

25t, z 4
5 t

z 1
x 1, y 1, z 1 t

 Fz x0, y0, z0 z z0 0
 Fx x0, y0, z0 x x0 Fy x0, y0, z0 y y0

2, 1, 12, 1, 1 (e)

67. Demostración

Sección 13.8 (página 942)

1. Mínimo relativo: 3. Mínimo relativo:

5. Mínimo relativo: 7. Máximo relativo:

9. Punto silla: 11. Máximo relativo:

13. Mínimo relativo: 15. Mínimo relativo:

17. Punto silla: 19. No hay puntos críticos.

.32.12

Máximo relativo: Mínimo relativo:
Mínimo relativo: Máximo relativo:

Puntos silla:
25. nunca es negativa. Mínimo: cuando 

27. Información insuficiente 29. Punto silla
31.
33. (a)

(b) Punto silla:
(c)
(d)

x

y

−2

−2

−2

2

2
1

z

2

Punto silla
(0, 0, 0)

0, 0
0, 0, 0

0, 0
4  <  fxy 3, 7   <  4

z

yx

3
3

40

60

x y 0.z 0z
±1, 0, 1

0, ±1, 41, 0, 2
0, 0, 01, 0, 2

−4

44

−4

5

6

yx

z

x

y

5

−4

−4

4

4

z

1, 1, 1

0, 0, 03, 4, 5

1
2, 1, 31

40, 0, 0

40, 40, 32001, 3, 4

0, 0, 11, 3, 0

z

f

P1

P2

y

x

4

2

2

1

−2

−2

−4

−2
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A36 Respuestas a los problemas con numeración impar

35. (a)
(b) Mínimo absoluto:
(c)
(d)

37. (a)
(b) Mínimo absoluto:
(c)
(d)

39. Mínimo relativo:
41. Máximo absoluto: 43. Máximo absoluto:

Mínimo absoluto:     Mínimo absoluto:

45. Máximo absoluto: 47. Máximo absoluto:

Mínimo absoluto:     Mínimo absoluto:

49. (a) Ver la definición en la página 936.
(b) Ver la definición en la página 936.
(c) Ver la definición en la página 937.
(d) Ver la definición en la página 939.

51. Las respuestas varían. 
Ejemplo de respuesta:

No hay extremos
53. es un punto crítico.)a(

es un punto crítico.

es un punto silla.)b(
es un mínimo relativo.

55. Falso. Sea en el punto 
57. Falso. Sea (ver ejemplo 4 en la página 940).f x, y x2y2

0, 0, 1 .f x, y 1 x y
d 2 2 0 > 0 ⇒ 0, 0
d 2 2 0 < 0 ⇒ 0, 0

gx 2x 0, gy 2y 0 ⇒ 0, 0

fx 2x 0, fy 2y 0 ⇒ 0, 0

x

y

2

30

45

60

75

2

z

x, x, 0 , x 10, 1, 2

2, 1, 9 , 2, 1, 9±2, 4, 28

1, 2, 54, 2, 11

0, 1, 104, 0, 21

0, 3, 1

4
2

6

x

y

2 4 6

z

6

Mínimo 
absoluto (0, 0, 0)

0, 0
0, 0, 0

0, 0

4
2

6

x

y

−4

−2

4

z

6

Mínimo 
absoluto
(1, a, 0)

Mínimo 
absoluto
(b, −4, 0)

1, a , b, 4
1, a, 0 , b, 4, 0

1, a , b, 4

Sección 13.9 (página 949)

1. 3. 5. 7. 10, 10, 10
9. $26.73

11. Sean         y la longitud, el ancho y la altura, respectivamente,
y sea be el volumen dado. Entonces y 
El área superficial es

Por lo que,
13. 15. Demostración
17. km

19.

21. (a) (b) 23. (a) (b) 2
.72.52

29. (a) (b) 1.6

31.

.53.33

37. (a)
(b)

39. )b()a(
Demostración)d()c(

41. Demostración

−2 24

−2,000

14,000

P 10,957.7e 0.1499hln P 0.1499h 9.3018

− 411

−20

120

y 0.22x2 9.66x 1.79

−5

−2

7
(0, 0)

(2, 2)

(3, 6)

(4, 12)

14

−2

6−9
( 2, 0)−

( 1, 0)−

(0, 1)

(1, 2)

(2, 5)

8

y x2 xy 3
7 x2 6

5 x 26
35

a
n

i 1
 xi

2 b
n

i 1
 xi cn

n

i 1
 yi

a
n

i 1
 xi

3 b
n

i 1
 xi

2 c
n

i 1
 xi

n

i 1
 xi yi

a
n

i 1
 xi

4 b
n

i 1
 xi

3 c
n

i 1
 xi

2
n

i 1
 xi

2 yi

y 1.6x 84

−4 18

−6

(0, 6)

(4, 3)

(5, 0)

(8, 4)− (10, 5)−

y = −      x +175
148

945
148

8

−2 10

−1

7

(0, 0)
(1, 1)

(4, 2)

(3, 4)

(5, 5)

y x= +37 7
43 43

y 175
148 x 945

148y 37
43 x 7

43

y 2x 41
6y 3

4 x 4
3

y 3 2 2 3 6 1.284 km
x 2 2 0.707
x1 3; x2 6

x 3 V0, y
3 V0 y z 3 V0.

Sx 2 y V0 x2 0 x2y V0 0
Sy 2 x V0 y2 0   xy2 V0 0

S 2xy 2yz 2xz 2 xy V0 x V0 y .

z V0 xy.V0 xyzV0

zyx,
9 pies 9 pies 8.25 pies;

x y z 373

Escriba la ecuación a ser maximizada o minimizada como una 
función de dos variables. Dos de las derivadas parciales y hágalas 
igual a cero o indefinidas para obtener los puntos críticos. Utilice 
el criterio de las segundas derivadas parciales para verificar los 
extremos relativos usando los puntos críticos. Verifique los pun-
tos frontera.
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A37 Respuestas a los problemas con numeración impar
Sección 13.10 (página 958)

1. 3. 5.
7. 9. 11.

13. Máximo:

Mínimo:

.91.71.51
21. 23. 2 25. 27.
29.

31. 33.
35. $26.73 37. Demostración
39.
41. ft

43. y 45. Demostración

47.
49.

51. Problema Putnam 2, sesión matutina, 1938

Ejercicios de repaso para el capítulo 13

(página 960)
1. (a) 9 (b) 3 (c) 0 (d)
3. Dominio:

Rango: todos los números reales
5. Rectas:

7. (a)                                   (b)

(c)

(d)

x

y
2

2

4

5

z

z = f (x, 1)

x

y22

4

5

z

z = f (1, y)

g es una traslación horizontal de f 
dos unidades hacia la derecha.

g es una traslación vertical de f 
dos unidades hacia arriba.

x

y
22 1

−2

4

5

z

y

x
−4−6 2 4 6

6 c = 0

c = 2
c = 4c = 6

c = 8

y 2x 3 c

x, y : x 0 y y 0
6x2

Costo $55,095.60
y 688.7
x 191.3
P 15,625 18,3125 226,869

h 2 3
v0

2
r 3

v0

2

3 360 3 360 4
3 3 360

2 3a 3 2 3b 3 2 3c 3
9 pies 9 pies 8.25 pies;

x y z 33

4, 0, 4311 2
3 22 2f 8, 16, 8 1024

f 2 2, 2 2 1 2

f 2 2, 2 2 1 2

f 2 2, 2 2 5 2

f 2 2, 2 2 5 2
f 1

3, 13, 13
1
3f 3, 3, 3 27f 1, 1 2

f 25, 50 2600f 1, 2 5f 5, 5 25

Los problemas de optimización que tienen restricciones en los 
valores que se pueden usar para producir las soluciones 
óptimas se llaman problemas de optimización restringidos.

9.

11. Límite: 13. Límite: 0
Continua, excepto en  Continua

.71.51

19.

21.

23.

25.

27. Pendiente en la dirección x: 0
Pendiente en la dirección x: 4

29.
31.
33. )b()a(

35. pulgadas cúbicas; 15%
37.
39.

41.

43. 45. 47. 49.

51. (a) (b) (c)

(d)

53.
55.
57. Plano tangente:

Recta normal:
59. 61. Máximo relativo:
63. Mínimo relativo:
65. Mínimo relativo: 1, 1, 3

4, 43, 2
4, 1, 936.7

z 4 ty 1 4t,x 2 4t,
4x 4y z 8

z 4
2x 6y z 8

y

x
64−6 −4

−6

−4

−2

4

2

6

Recta tangente

Vector unitario 
normal

y
27
8

x
65
8

27

793
i

8

793
j54i 16j

1
2, 0 , 124, 4 , 4 22

350
z y x 2y z y 2z
z x 2x y y 2z
w t 4r 2t rt 2 4r 3 2r t 2

w r 4r 2t 4rt2 t 3 2r t 2

dw dt 8t 1 4t2 t 4
±

z 0.5
f 2.1, 1.05 10.5

dz 0.5f 2, 1 10
dw 3y2 6x2yz2  dx 6xy 2x3z2  dy 4x3yz  dz
xy cos xy sen xy  dx x2 cos xy  dy

hxy x, y hyx x, y cos y sen x
hyy x, y x sen y
hxx x, y y cos x
fxy x, y fyx x, y 1
fyy x, y 12y
fxx x, y 6
fz x, y, z 4xz 6xy

fy x, y, z 6xz 15xy2

fx x, y, z 2z2 6yz 5y3

fy x, y 3y2e4x

fx x, y 4y3e4x

fy x, y ex sen yfy x, y 7
fx x, y ex cos yfx x, y 15x2

0, 0

1
2

x 
y 3 

2 

2 

− 2 

− 2 

z 
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A38 Respuestas a los problemas con numeración impar

67. 69. 71.
73. (a) (b) 46.25 bushels por acre
75. 77. 79.
81.

Solución de problemas (página 963)

1. (a) 12 unidades cuadradas  (b) Demostración   (c) Demostración
3. (a)

(b)
Entonces el plano tangente es

Intersecciones:

5. )b()a(

Valor máximo:    Valores máximo y 
mínimo: 0
El método de los multiplicado-
res de Lagrange no funciona, 
ya que 

7.

9. (a)

(b)

11. (a)

(b)

(c)

No; La razón de cambio de a es 
más grande cuando el proyectil 
está más cerca de la cámara.

)d(

(e) es máxima cuando s.
No; el proyectil está en su máxima altura cuando

segundos.t 2 1.41

t 0.98

0 4

−5

30

d
dt

16 8 2t2 25t 25 2
64t 4 256 2t3 1024t2 800 2t 625

arctan
y

x 50
arctan

32 2t 16t2

32 2t 50

y 32 2t 16t2
x 32 2t

 t f x, y
 tCxay1 a

 Ctxay1 a

 f tx, ty C tx a ty 1 a

 f x, y
 Cxay1 a

 Cxay1 a a 1 a
 axaCy1 a 1 a xaC y1 a

 x
f
x

y
f
y

xCy1 aaxa 1 yCxa 1 a y1 a 1

2 3 150 2 3 150 5 3 150 3
g x0, y0 0.

2 2

y

x
32 41−1−2

−3

−2

−4

−1

1

2

k = 2k = 1k = 0

k = 3

g(x, y)

y

x
3 41−1

−3

−4

−1

1

k = 2k = 1k = 0

k = 3

g(x, y)

3x0, 0, 0 , 0, 3y0, 0 , 0, 0, 
3

x0y0

y0
1

x0 y0
x x0 x0

1
x0y0

y y0 x0 y0 z
1

x0y0
0.

x0 y0z0 1 ⇒ z0 1 x0 y0

y0 z0 x x0 x0z0 y y0 x0y0 z z0 0

z 60 3 2 2 3 6 8.716 km
x 2 2 0.707 km; y 3 3 0.577 km;

 f 3, 6 36f 15, 7 352f 4, 4 32
y 0.138x 22.1

y 161
226x 456

113x2 4x1 2,3 13. )b()a(

Mínimo:     Mínimo:
Máximo: Máximo:
Puntos silla:     Puntos silla:

(c)
Mínimo:     Mínimo:
Máximo: Máximo:
Puntos silla:     Puntos silla:

15. (a)

(b)

(c) Altura
(d)

17–21. Demostraciones

Capítulo 14

Sección 14.1 (página 972)

1. 3. 5.
.11.9.7 3

13. 15. 17. 2 19. 21. 1629 23.
25. 4 27. 29. 31.
33. Diverge 35. 24 37. 39. 41. 5 43.

.74.54

.15.94

1

0

y

y
 f x, y  dx dy

ln 10

0

10

ex
 f x, y  dy dx

x
−2 −1 1 2

2

3

4

y

1

2

4

6

8

2 3

y

x

2

0

4 y2

4 y2
  f x, y  dx dy

4

0

4

x

 f x, y  dy dx

−2 −1 1 2

−1

3

1

y

x

1 2 3 4

1

2

3

x

y

9
2

8
3

16
3

1
2

2 32 1 82

2
3

1
3

1
2

8
3

x2 1 e x2
x2e x2

y 2 ln y 2 y2

4x2 x 4 2y ln 2y2x2

dl 0, dh 0.01: dA 0.06
dl 0.01, dh 0: dA 0.01

1 cm

6 cm

1 cm

6 cm

±1, 0, e 1

0, 0, 0
0, ±1, e 10, ±1, e 1

±1, 0, e 10, 0, 0
< 0> 0

0, 0, 0±1, 0, e 1

0, ±1, 2e 10, ±1, 2e 1

±1, 0, e 10, 0, 0

x

y1
2

−1

1

z

x

y

1

2
2

z
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A39 Respuestas a los problemas con numeración impar

53.

55.

57.

59.

61.

63.

Valor de las integrales:
65.

2

0

2

x

x 1 y3 dy dx
26
9

321

3

2

1

x

y

15,625 24

1

0

3 y

y2
 dx dy

1

0

x

x3
 dy dx

5
12

2

2

1

1

3

x

(1, 1)

y
x =     y

x = y2

2

0

1

x 2
 dy dx

1

0

2y

0
 dx dy 1

21

2

1

x

y

2

0
 

x

0
 dy dx

4

2
 

4 x

0
 dy dx

2

0
 

4 y

y

 dx dy 4

x

2

3

1 2 3 4

1

−1

y

1

0

1 y2

1 y2
 dx dy

1

1

1 x2

0
 dy dx

2

x

1

1− 1

y

1

0

2

0
 dy dx

2

0

1

0
 dx dy 2

31 2

3

2

1

x

y

La primera integral surge utilizando los rectángulos representa-
tivos verticales. Las segundas dos integrales surgen usando los
rectángulos representativos horizontales.

67.

69.

71. 73. 75. 20.5648 77.
79. (a)

)c()b(

81.

83.

85. Verdadero

Section 14.2 (página 983)

1. 24 (la aproximación es exacta)
3. Aproximación: 52; Exacta:

.7.5

638

9.

0

a

xa−a

−a

y

642

6

4

2

x

(3, 6)

y

31 2

3

1

2

x

y

160
3

67,520 693
8

0

3 x

x2 32
 x2y xy2  dy dx

x
2 4 6 8

−2

2

4

(8, 2)x y= 3

x y= 4    2

y

15 2ln 5 21664
105

1

0

1

y

sen x 2 dx dy
1
2

1 cos 1 0.230

1

1

x

y

1

0

2

2x

4ey2
 dy dx e4 1 53.598

321

3

2

1

x

y

Una integral iterada es una integral de varias variables. Integrar 
con respecto a una variable manteniendo las otras variables 
constantes.
Si todos los 4 límites de integración son constantes, la región de 
integración es rectangular.
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A40 Respuestas a los problemas con numeración impar

11.

13.

15.

17.

19. 4 21. 4 23. 25. 1

27.

29.

31.

33.

35.

37.

39. 41. 1.2315 43. Demostración
45.

47.

2

2

4 x2

4 x2
 4 y2 dy dx

64
3

y

x
31−3 −1

−3

−1

1

3 x2 + y2 = 4

1

0

1 2

y 2
e x2

 dx dy 1 e 1 4 0.221

x
1

1

1
2

1
2

y x= 2

y

81 2

2

0

2 2 y 1 2

2 2 y 1 2
 4y x2 2y2  dx dy

4
2

0

4 x2

0
 x2 y2  dy dx

2
2

0

1 x 1 2

0
 2x x2 y2  dy dx

2

0

4 x2

0
 x y  dy dx

16
3

2
1

0

x

0
 1 x2 dy dx

2
3

1

0

x

0
 xy dy dx

1
8

3
8

4

0

3x 4

0
 x dy dx

5

4

25 x2

0
 x dy dx 25

3

0

25 y2

4y 3
 x dx dy 25

4

3
 

4 y

4 y

 2y dx dy
6
5

1

0
 

4 x2

4 x

 2y dy dx
6
5

2

1

y

1
 

y
x2 y2 dx dy

4

2

2

y 2
 

y
x2 y2 dx dy

1
2

 ln 
5
2

2

1

2x

x

 
y

x2 y2 dy dx
1
2

 ln 
5
2

5

0

3

0
 xy dx dy

225
4

3

0

5

0
 xy dy dx

225
4

49.

51. 2 53. 55. 57. 25,645.24
59.

61. No; es el valor más grande posible. 63. Demostración; 
65. Demostración; 67. 400; 272

69. Falso. 

71. 73.
75. Problema Putnam A2, 1989

Sección 14.3 (página 991)

1. Rectangular 3. Polar
5. La región R es un semicírculo de radio 8. Se puede describir

en coordenadas polares como

7.
.11.9 0

.51.31

17. 19. 21. 23.

25. 27.

29.

.53.33.13

37. 39. 41.
43. 45.3 2

92 4 2 3 264
9 3 4

250
3

1
8

4

0

2

1
 r  dr d

3 2

64

2

0

2

0
 r2 cos sen  dr d

16
3

4

0

2 2

0
 r2 dr d

4 2
3

2  sen 1

2
3243 104a3 3

21
0

2
π

321
0

2
π

9 8 3 2 325 5 6

4

 

0

2
π

21
0

2
π

4
R r, : 4 r 8, 0 2
R r, : 0 r 8, 0 .

1
2 1 ex2 y2 9R:

V 8
1

0

1 y2

0
 1 x2 y2 dx dy

7
27

1
56

e 1 28
3

1

0

arccos y

0
sen x 1 sen2 x dx dy

1
3

2 2 1

x

2

1

2

y x= cos

π π

y

Ver “Definición de integral doble” en la página 976. La doble 
integral de una función f (x, y)    0 sobre la región de integración 
produce el volumen de dicha región.
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A41 Respuestas a los problemas con numeración impar

.94.74

51.

53. Sea R una región acotada por las gráficas de y
y las rectas y Cuando se usan coorde-

nadas polares para evaluar una doble integral sobre R, R se 
puede particionar en pequeños sectores polares. 

55. Las regiones r-simple tienen límites fijos para    y límites 
variables para r.

fijos para r.
57. 486,788 59. 1.2858 61. 56.051
63. Falso. Sea  y sea R el sector donde 

y
65. (a) (b)

67. (a)

(b)

(c)

69.

Sección 14.4 (página 1000)

1. 3.
5. )b()a(

(c)
7. )b()a(

(c)

9. (a) (b)

(c)

.31.11

15.

.91.71

21. m
k a2

8
, 

4 2a
3

, 
4a 2 2

3

m
2kL

, 
L
2

, 
8

m
256k
15

, 0, 
16
7

m k e 1 , 
1

e 1
, 

e 1
4

m 30k, 14 5, 4 5m k 4, 2 3, 8 15

2 a2 15a 75
3 a 10

, 
a
2

a
2

5, 
2a
3

a
2

5, 
a
2

m ka3 6, a 2, 3a 4
m ka3 3, 3a 8, 3a 4m ka2 2, a 3, 2a 3

m ka3 2, 2a 3, a 2
m ka3 2, a 2, 2a 3m ka2, a 2, a 2

m 1
8m 4

4

3

4
 

4 csc 

2 csc 
 fr dr d

2

2 3

3x

2
 f dy dx

4 3

2

3x

x

 f dy dx
4

4 3

4

x

 f dy dx

4

2

y

y 3
  f dx dy

22
0 .

0 r 6f r, r 1

Las regiones   -simple tienen límites variables para    y límites

b.ar g2

r g1

4
3

2 3r = 4 sen 3 θ

r = 2

1 3 4
0

2
π

3
3

2

1

r = 3 cos θ

r = 1 + cos θ

0

2
π

3

r = 2 cos θ

r = 1

0

2
π

23.

25.
27. 29. 31.

.53.33

37.

39.

41. 43. 45. Ver las definiciones en la página 996.

47. Las respuestas varían. 49. Demostración

Sección 14.5 (página 1007)

1. 24 3. 5.

7. 9. 11.

.71.51.31

19.

21.

23.

25.

27.

29.

31.

33. (a) (b) 35. 16

Sección 14.6 (página 1017)

1. 18 3. 5. 7. 9.

11.

13.

15.

17. 19. 21. 23. 10256
154 a3 3256

15

V
4

4

16 x2

16 x2

80 x2 y2

x2 y2 2
dz dy dx

V
6

6

6 y2

6 y2

6 x2 y2

0
 dz dx dy

V
5

0

5 x

0

5 x y

0
 dz dy dx

324
5

40
315 2 1 1 e1

10

100 609 cm2812 609 cm3

R

 1 fx x, y 2 fy x, y 2 dA.

z f x, y

2

2

4 x2

4 x2
 1 e 2x dy dx

4

0

10

0
 1 e2xy x2 y2  dy dx

1

0

1

0
 1 4x2 4y2 dy dx 1.8616

6
37 37 1 117.3187

3

3

9 x2

9 x2
 1 4x2 4y2 dy dx

1

0

x

0
 5 4x2 dy dx

27 5 5
12

1.3183

2048 142 a a a2 b2

22 14
27 31 31 8

1
2 4 17 ln 4 1712

L
2

L
3

a

a

a2 x2

0
 ky y a 2 dy dx ka5 56 15

60

2k
b

b

b2 x2

0
 x a 2 dy dx

k b2

4
b2 4a2

y 6 2y 2 6 3
x 4 15 5x 2 3 3
I0 592k 5I0 16k
Iy 512k 5Iy 16k 3
Ix 16kIx 32k 3

y a 2y a 2y 3h 3
x a 2x a 2x 3b 3

m k 3, 81 3 40 , 0

m
k
8

1 5e 4 , 
e4 13
e4 5

, 
8
27

e6 7
e6 5e2

Si f y sus primeras derivadas parciales son continuas en la 
región cerrada R en el plano xy, entonces el área de la superfi-
cie S dada por                   sobre R es

No. El tamaño y la forma de la gráfica eran iguales, sólo la 
posición cambia. Por lo cual, el área de la superficie no aumenta.
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A42 Respuestas a los problemas con numeración impar

25.

27.

29.

31.

33.

35.

37. 39.

41.

Mxy k
b

0

b

0

b

0
 xyz dz dy dx

Mxz k
b

0

b

0

b

0
 xy2 dz dy dx

Myz k
b

0

b

0

b

0
 x2y dz dy dx

m k
b

0

b

0

b

0
 xy dz dy dx

z 1m 128k 3,x 3
2m 8k,

1

0

1 x

0

1 y

0
 dz dy dx

1

0
 

1 1 x

0

1 x

0
 1 dy dz dx,

1

0
 

1

1 1 x

 
1 z

0
 1 dy dz dx

1

0
 

1

2z z2
 

1 x

0
 1 dy dx dz,

1

0
 

2z z2

0

1 z

0
 1 dy dx dz 

1

0

1 y

0

1 y2

0
 dx dz dy,

1

0

1 z

0

1 y2

0
 dx dy dz,

3

3
 

4

0
 

9 y2

9 y2
 xyz dx dz dy

4

0
 

3

3
 

9 y2

9 y2
 xyz dx dy dz,

4

0
 

3

3
 

9 x2

9 x2
 xyz dy dx dz,

3

3
 

4

0
 

9 x2

9 x2
 xyz dy dz dx,

3

3
 

9 y2

9 y2
 

4

0
 xyz dz dx dy,

3

3
 

9 x2

9 x2
 

4

0
 xyz dz dy dx,

1

0

3

0

1

y

 xyz dx dz dy
3

0

1

0

1

y

 xyz dx dy dz,

3

0

1

0

x

0
 xyz dy dx dz,

1

0

3

0

x

0
 xyz dy dz dx,

1

0

1

y

3

0
 xyz dz dx dy,

1

0

x

0

3

0
 xyz dz dy dx,

1

0

x

0

1 y2

0
 dz dy dx

x

y

1

1

1

z

3

0

12 4z 3

0

12 4z 3x 6

0
 dy dx dz

x

y2 3

3

4

z

1

0

1

0

z

1
 dy dz dx

x 

y 

1 

1 

−1 

z 43. será mayor que 2, y y no cambiarán.
45. y no cambiarán, y será mayor que 0.
47. 49. 51.
53. (a) 55. (a)

)b()b(

57. Demostración

59.

61. (a)

(b) por simetría.

(c)

63. 65.
67.

69. (a) 71.
73. Problema Putnam B1, 1965

Sección 14.7 (página 1025)

1. 27 3. 5. 7.
.11.9

13. Cilíndricas:

Esféricas:

15. Cilíndricas:

Esféricas:

17. 19. 21.
23. 25. 27.

29.

31. Demostración 33. 35. 37.
39. 41. k 1920, 0, 3r 8

k a 416 29 2

 Iz 4k
2

0
 

r0

0
 

h r0 r r0

0
 r3 dz dr d 3mr0

2 10

0, 0, h 5r0
2h 348k

2a3 9 3 4162a3 9 (3 4

4

0

2

0

2a cos 

a sec 
 3 sen2  cos  d  d  d 0

2

0

a

0

a a2 r2

a
 r2 cos  dz dr d 0

2

0

2

arctan 1 2

cot  csc 

0
 3 sen2  cos  d  d  d 0

2

0

arctan 1 2

0

4 sec 

0
 3 sen2  cos  d  d  d

2

0

2

0

4

r2

 r2 cos  dz dr d 0

1 e 9 4

64 3 3

x

y
4

4

4

z

x

y

z

1
2

2

3

3

3

1

e4 3852
45

4 6 45 0.6843z2 y2 2x2 1;Q:

3
2

13
3

Iz

2

2
 

4 x2

4 x2
 

4 x2 y2

0
 kz x2 y2  dz dy dx

z
1
m

 
2

2
 

4 x2

4 x2
 

4 x2 y2

0
 kz2 dz dy dx

x y 0,

m
2

2
 

4 x2

4 x2
 

4 x2 y2

0
 kz dz dy dx

1

1
 

1

1
 

1 x

0
 x2 y2 x2 y2 z2 dz dy dx

Iz 2048k 3Iz ka8 8
Iy 1024k 3Iy ka8 8
Ix 2048k 3Ix ka8 8
Iz 256kIz 2ka5 3
Iy 512k 3Iy 2ka5 3
Ix 256kIx 2ka5 3

5, 6, 540, 0, 320, 0, 3h 4
yzx

zyx

Ver la “Definición de integral triple” en la página 1009 y el 
teorema 14.4, “Evaluación mediante integrales iteradas” en la 
página 1010.
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A43 Respuestas a los problemas con numeración impar

43. Rectangulares a cilíndricas:  Cilíndricas a rectangulares:

45.

47. (a) constante: cilindro circular recto respecto al eje z
constante: plano paralelo al eje
constante: plano paralelo al plano xy

(b) constante: esfera
constante: plano paralelo al eje
constante: cono

49. Problema Putnam A1, 2006

Sección 14.8 (página 1032)

1. 3. 5. 1 7.
9.

11.

13.

15. 17. 36 .12.91 96
23. 25. 27. 29. Uno
31. (a)

(b) (c)
33. Ver la “Definición del jacobiano” en la página 1027. 35.
37. 39. 41. Problema Putnam A2, 1994

Ejercicios de repaso para el capítulo 14

(página 1034)
1. 3. 5. 36 7. 9. 163

2
29
64x5

2 sen uv
u2v

abab

u
1

S

1

v

x

a

R

b

y

2
5a5 2100

912 e4 1
e 1 2 e 2  ln 8 0.97988

3

4 3

2 3

1 2 x 2

1 2 x

3xy dy dx
8 3

4 3

4 x

1 2 x

3xy dy dx
164
9

R

3xy dA
2 3

2 3

1 2 x 2

1 x

3xy dy dx

2

1

(1, 0)

(1, −1)

(3, 0)

(3, −1)
−1

−2

u

v

u
1

1
(0, 1)

(1, 0)

v

e2u1 2v1
2

z

z
z

r

2

1

 
g2

g1

 
h2 r cos , r sen 

h1 r cos , r sen 
 f r cos , r sen , z r dz dr d

z zz z
y r sen tan y x
x r cos r2 x2 y2

11.

13.

.71.51 21

19. 21. 23.

.92.72.52

31.

33. (a)

(b) 9 (c)

35. 37.

39.

41. 43.

45. (a) 30,415.74  (b) 2081.53 47. 56pies2pies3

1
6

37 37 1
101 101 1

6

y b 3
x a 2
I0 2ka2b3 3ka4b 12

Iy ka4b 4
Ix ka2b3 6

m
k
4

, 
32
45

, 
64
55

m
32k
5

, 
5
3

, 
5
2

3 3 16 2 20 20.392

−4

− 66

4

r 3 cos 2

9 3
2

0

π
2

1 2

r = 2 + 2 cos θ

r = 3

9 281
5h3 6 ln 2 1 2

13.67 C40
3

40
3

2

0

4

0
4xy dy dx

4

0

2

0
4xy dx dy 64

4

0

8

2x

dy dx
8

0

y 2

0
dx dy 16

y

x
−2−4 2 4 6 8

2

−2

4

6

8

10

4

2

5

1
dx dy

5

1

4

2
 dy dx 8

y

x
−1 1 2 3 4 5
−1

1

2

3

4

5
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A44 Respuestas a los problemas con numeración impar

.35.15.94 36

55.

57. 59. 61.

.56.36

67. 69.
.37.17 81

Solución de problemas (página 1037)

1. 3. 5. (a)–(g) Demostraciones
7. Los resultados no son iguales. El teorema de Fubini no es válido, 

ya que f no es continua en la región 

9. 11. Si entonces o 
13. Las respuestas varían.
15. A mayor ángulo entre el plano dado y el plano xy, mayor será

el área de la superficie. Por lo que
17.

Capítulo 15

Sección 15.1 (página 1049)

1. d 2. c 3. a 4. b
.7.5

y
x 4

4

2

z

1

−4

−4
x

y

3 y2

3

0

2x

0

6 x

x

 dy dz dx 18

x

y

(0, 0, 0)

(3, 3, 6)

(3, 3, 0)
(0, 6, 0)

2

4

5

6

6

3

z

z2 < z1 < z4 < z3.

a 1 k.1 ka2a, k > 0,4
0 y 1.

0 x 1,

1
38 2 2

5 ln 5 3 ln 3 2 2.751
sen2 cos2 9

163 13 4 ln
3 13

2
48.995

2 2

3
12 3m

500k
3

, x
5
2

1

0

1

x

1 x2

0
 dz dy dx

y

x

1

1

1

z

8
5

abc
3

a2 b2 c2 .11.9

13.

15. 17.
.12.91

23.
25. Conservativo 27. Conservativo 29. Conservativo
31. No conservativo 33. Conservativo:
35. Conservativo:
37. No conservativo 39. No conservativo
41. Conservativo:
43. 45. 47.
49.
51. Conservativo:
53. No conservativo 55. Conservativo:

.16.95.75 4 63. 0
65.

67. Ver la “Definición del rotacional de un campo vectorial” en la 
página 1046.

69. 71. 73. 75. 0
77. (a)–(h) Demostraciones 79. Verdadero
81. Falso. El rotacional de f sólo es significativo para los campos 

vectoriales donde la dirección está implicada.
83.

Por lo tanto, y es conservativo.

Sección 15.2 (página 1061)

1.

3.

5.
7. 20 9.

11. 2)b()a( 2 3C: r t t i t j, 0 t 1
5 2

r t 3 cos t i 3 sen tj,  0 t 2

r t

t i,
3i t 3 j,
9 t i 3j,
12 t j,

  

0 t 3
3 t 6
6 t 9
9 t 12

r t
ti t j,
2 t i 2 tj,

  
0 t 1
1 t 2

FN x M y
N x 3mx x2 4y2 x2 y2 7 2

N m 2y2 x2 x2 y2 5 2

M y 3mx x2 4y2 x2 y2 7 2

M 3mxy x2 y2 5 2

3z 2xz j yk9x j 2yk

cos x sen y 2z2x 4y
f x, y, z xz y K

f x, y, z 1
2 x2y2z2 K

cos y z i cos z x j cos x y k
2x x2 y2 k2k4i j 3k

f x, y ex cos y K

f x, y x2 y K
f x, y xy K

xy x y y ln x y i xy x y x ln x y j
2xye x 2i e x 2j k6yz i 6xz j 6xyk

10x 3y i 3x 2y j2xi 4yj

y

x

2

2

2

1

11

z

x

y

4

4

4

−4

−4

z

x
−2 −1 1 2

2

1

−1

−2

y3

Ver la “Definición de un campo vectorial” en la página 1040. 
Algunos ejemplos físicos de campos vectoriales son el campo 
de velocidades, los campos gravitacionales y los campos de 
fuerzas eléctricas.
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A45 Respuestas a los problemas con numeración impar

13. )b()a(
15. )b()a(

17. (a)

(b)

19. )b()a(

.32.12

.72.52 1 29. 31.
33. Aproximadamente 249.49 35. 66 37. 0 39.
41. Positivo 43. Cero
45. (a) La orientación es de izquierda a derecha, por lo que el 

(b) La orientación es de derecha a izquierda, por lo que
el valor es negativo.

valor es positivo.

47.

49.

51. 1010 53. 55. 25 57. 59.

61. 63. 65. 67.

69.

71. (a)
(b)
(c)

73.
75. (a)

(b)

(c)

 27 2 42.412 cm3

Volumen 2
3

0
 2 9 y2 1 4

y2

9
1

y2

9
 dy

9  cm2 28.274 cm2

x

y3
4

3

3

2

1

4

z

Ix Iy a3

x

y33

−3

4

5

z

12 5 7.54 cm3

12 37.70 cm2

1
120 25 5 11

h 4 2 5 ln 2 51
25h316

3

11
6

63
2

190
3

C 
F dr 0

F t r t t3 2t2 2t2 t3 0
r t i 2tj
F t t3 2t2 i t t2 2 j

C 
F dr 0

F t r t 2t 2t 0
r t i 2 j
F t 2t i tj

236
3 ;

236
3 ;

10 2

9
4

1
2k 12 41 41 27

2 28 5 1 4 2 3 795.7

23
6C: r t

t i,
i tk,
i tj k,

  
0 t 1
0 t 1
0 t 1

19
6 1 2

C: r t
t i,
2 t i t 1 j,
3 t j,

  
0 t 1
1 t 2
2 t 3

1 2C: r t t i, 0 t 1
2C: r t cos t i sen t j, 0 t 2 77. 1750 pie-lb

79. Ver la “Definición de integral de línea” en la página 1052 y 
el teorema 15.4. “Evaluación de una integral de línea como 
integral definida” en la página 1053.

81. Cuanto mayor sea la altura de la superficie sobre
la curva mayor será el área de la superficie lateral.

83. Falso.

85. Falso. Las orientaciones son diferentes. 87.

Sección 15.3 (página 1072)

1. (a)

(b)

3. (a)

(b)

5. Conservativo 7. No conservativo
9. Conservativo 11. (a) 1 (b) 1

13. (a) 0 (b) (c)

15. (a) 64 (b) 0 (c) 0 (d) 0 17. (a) (b)

19. (a) 32 (b) 32 21. (a) (b) 23. (a) 0 (b) 0

25. 72 27. 29. 0 31. (a) 2 (b) 2 (c) 2
33. 11 35. 30,366 37. 0

39. pie-lb)a(

(b)

pie-lb
41. Ver el teorema 15.5 “Teorema fundamental de las integrales 

de línea” en la página 1066.
43. (a) (b) (c) (d) 0
45. Sí, porque obtener el trabajo requerido de un punto a otro es 

independiente de la trayectoria que se siga.
47. Falso. Sería verdadero si F fuera conservativo
49. Verdadero 51. Demostración
53. (a) Verdadero     (b) (c)

(d) no contradice el teorema 15.7 ya que F no es 
continuo en en R encerrada por C.

(e)

Sección 15.4 (página 1081)

1. 3. 0 5. Aproximadamente 19.99 7. 9. 56

11. 13. 0 15. 0 17. 19.

21. 23. 25. 27.

29. Ver el teorema 15.8 en la página 1075. 31. Demostración

33. 35. 37.

39. 41. (a) (b)

43. 46

243 251 23 3 2

3 a2 28
15, 8

210, 85

9
2a2225

2

321
12

4
3

9
2

1
30

 arctan 
x
y

1 y
1 x y 2 i

x y2

1 x y 2 j

0, 0
2 ;

222

 8750

 dr i 1
25 50 t j  dt ⇒ 7

50

0
 50 t  dt

dr i j  dt ⇒ 
50

0
 175 dt 8750

1

17
6

2
3

64
3

64
3

1
2

1
3

3

0
 

t

2 t 1

t 1

2 t
 dt 1.317

3

0
sec  tan2 sec3  d 1.317

2

0
sen2  cos 2 sen4  cos  d 11

15

1

0
t2 2t 4  dt 11

15

12
C

 xy ds 2
1

0
 t2 dt

y x,
z3, z1, z2, z4;
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A46 Respuestas a los problemas con numeración impar

45.

donde C es una circunferencia que contiene al origen.
47–51. Demostraciones

Sección 15.5 (página 1091)

1. e 2. f 3. b 4. a 5. d 6. c
.9.7

CilindroPlano

.31.11

15.

17. el paraboloide es reflejado (invertido) a través del plano xy.
19. La altura del paraboloide aumenta de 4 a 9.
21.

23. o

25.
27.
29.

31.

33.

35. 37. 39.
41. 43.
45.
47. Ver la “Definición de superficie paramétrica” en la página 1084.
49–51. Demostraciones
53. )b()a(

x y
66

4

z

x y

6
6

4
−6

−4

−6

z

6 17 17 1 36.177
ab2 a2 12 ab

8 24y 3z 12x y 2z 0
0 u , 0 v 2
x sen u cos v, y sen u sen v, z u

x u, y
u
2

 cos v, z
u
2

 sen v,  0 u 6, 0 v 2

r u, v v cos ui v sen uj 4k,  0 v 3
r u, v ui vj u2k
r u, v 5 cos ui 5 sen uj vk
r x, y xi 4x2 9y2 j zk

0 v 2u 0,r u, v 1
2u cos vi uj 1

3u sen vk,

r u, v ui vj vk

x

y3 3

5

2
21

−2

−2

−3

−3

−1

4

3

z

x

y
3 6 9

9

6
9

6

z

yx
2

2

3

2

1

z

x

y
5

5

−3

3

z

x

y43 5
5

−4

3
2

z

x2 z2 4y 2z 0

I 2
C

 F dr
C

 M dx N dy
R

 
N
x

M
y

 dA 0;
(c)

(d)

El radio del círculo generador que es girado con respecto al eje 

55.
57.

59. Las respuestas varían. Ejemplo de respuesta: Sean

donde y 

Sección 15.6 (página 1104)

1. 3. 5.

.9.7 Aproximadamente

11. 13. 15. 8 17.
19. 21. 23. 25.
27. 29. 31. 0 33. Demostración
35. 37.
39. Ver el teorema 15.10 “Evaluación de una integral de superficie”

en la página 1094.
41.

43. (a)

(b)

x
y6

4

6

−6

−4

−6

z

642 a3h
38420

3 24
348632 3

312 5364
3

11.47391 17 1 240

27 3 8212 2

v .u
z 5u 2 u  sen v
y 2 u 5 cos v  sen 3 u
x 2 u 5 cos v  cos 3 u

2 3
2 13 2 ln 3 13 2 ln 2

x

y
42

4

−4 −2

π2

π4

z

400  m2

z es b, y su centro está a a unidades del eje de revolución.

yx 12
12

12

−12

z

yx

3

9

−9

3

z

No. Si un vector normal en un punto P en la superficie se 
mueve una vez alrededor de la banda de Möbius, apuntará en 
la dirección opuesta.

Ver “Definición de integral de flujo” en la página 1100; ver el 
teorema 15.11, “Evaluación de una integral de flujo”, en la 
página 1100. 
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A47 Respuestas a los problemas con numeración impar

(c)

Circunferencia
(d) Construcción
(e) Una banda con una doble torcedura es dos veces más larga

que la banda de Möbius.

Sección 15.7 (página 1112)

1. 3. 18 5. 7. 9. 0
11. 13. 0 15. 17. 0
19. Ver el teorema 15.12, “Teorema de la divergencia” en la 

21–27. Demostraciones

Sección 15.8 (página 1119)

1.
.7.5.3 0

9. 11. 13. 0 15. 17. 19. 0
21. Ver el teorema 15.13, “Teorema de Stokes” en la página 1114.
23. Demostración 25. Problema Putnam A5, 1987

Ejercicios de repaso para el capítulo 15

(página 1120)
1.

3.
5. Conservativo:

7. Conservativo:
9. No conservativo

11. Conservativo:
13. (a) div (b)
15. (a) div 

(b)

17. (a) div 

(b)

19. (a) div (b)

21. (a) (b) 23. 25. (a) 18 (b)

27. 29.

31. 1 33. 35. 36 37.

.14.93 6

43. (a) 15 (b) 15 (c) 15
45. 1 47. 0 49. 0

8
3 3 4 2 7.085

4
32 2

5 3 19 cos 6 13.4469a2 5

1862125
3

rot  F
2x 2y
x2 y2  kF

2x 2y
x2 y2 1

rot F z2 i y2k

F
1

1 x2
2xy 2yz

rot  F xz i yz j
F y sen x x cos y xy

rot F 2xz j y2kF 2x 2xy x2

f x, y, z x yz K

f x, y 1
2 x2y2 1

3 x3 1
3 y3 K

f x, y y x K
4x y i xj 2zk

x
y

3

2

3

4

2

z

x2 5

a5 48
3212

18z x 2ey2 z2 i yzj 2ye x2 y2k
xz ez i yz 1 j 2k

18 e4 5108
3a 4a 4

y
x

4

−4

2

2

−2

z

página 1106.

51.

53. (a)

(b)

(c)

(d)

Circunferencia
(e) Aproximadamente 14.436
(f) Aproximadamente 4.269

55.

0
57. 66 59. 61. Demostración

Solución de problemas (página 1123)

1. (a) (b)

3.

5. (a)–(d) Demostraciones 7.
9. (a) 1 (b) (c)

11. Demostración 13. (a)–(b) Demostraciones

5
2

13
15

3a2

Iz 18 13

Iy 13 3 27 32 2 ;

Ix 13 3 27 32 2 ;

25 2 6 k25 2 6 k

2a6 5

x

y3

2

3

−3

−3

−2

z

y
x

2
4

3

−3

−2

−3

−2
−4

−4

3

1

3

4

z

y
x

2
4

3

−3

−2

−3

−2
−3

−4

−4

3

2

3

4

z

y

x

2
2 3

3

4

−4

−4 −3

−2

−1

−3

3
4

z

x

y4

3
−4

−3

−2

4

−4

z

2
2

4

6

4

−4

−2
y

x

z
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A

Abel, Niels Henrik (1802-1829), 228
Abierta, esfera, 886
Abierta, región R, 880, 886

continua en, 884, 886
Abierto, disco, 880
Abierto, intervalo

continuo en, 70
derivable en, 99

Absoluta, convergencia, 622
Absoluto, máximo de una función, 162

de dos variables, 936
Absoluto, mínimo de una función, 162

de dos variables, 936
Absoluto, valor, 50

derivada que implica, 324
función, 22

Acción capilar, 1008
Aceleración, 124, 833, 857

componente centrípeta de la, 846
componentes tangencial y normal de 

la, 845, 846, 859
vector, 845, 859

Acotado(a),
por arriba, 591
por debajo, 591
región, 936
sucesión, 591
sucesión monótonamente, 591

Acumulación, función de, 283
Afelio, 694, 741
Agnesi, Maria Gaetana (1718-1799), 198
Ajuste de integrandos a las reglas básicas, 

511
Algebraicas, función(es), 24, 25, 371

derivadas de las, 135
Algebraicas, propiedades del producto 

cruz, 776
Algunos límites básicos, 59
Alternantes, series, 619

armónica, 620, 622, 624
geométrica, 619

Alternativa, forma
de la derivada, 101
de la derivada direccional, 918
del teorema de Green, 1080
del teorema del valor medio, 173
regla de integración de logaritmos, 

328
Angular, rapidez, 999
Ángulo

de incidencia, 684
de inclinación de un plano, 931
de refl exión, 684
entre dos planos, 785
entre dos vectores distintos de cero, 767

Ángulos directores de un vector, 769
Antiderivación, 245

de una función compuesta, 292

Antiderivada, 244
de f con respecto a x, 245
de una función vectorial, 828
determinación por integración por 

partes, 515
general, 245
notación para la, 245
representación de la, 244

Antiderivada general, 245
Apogeo, 694
Aproximación

cuadratura de Gauss de dos puntos, 
315

de Stirling, 517
lineal, 231, 902
Padé, 395
polinomial, 636
recta tangente, 231

Aproximación a la cuadratura de Gauss, 
dos-puntos, 315

Aproximación de raíces
método de bisección, 78
método de Newton, 225
teorema del valor intermedio, 77

Aproximación polinomial, 636
centrada en c, 636
desarrollada alrededor de c, 636

Arandela, 449
Arco cosecante, función, 366
Arco coseno, función, 366
Arco cotangente, función, 366
Arco secante, función, 366
Arco seno, función, 366

serie para, 670
Arco tangente, función, 366

serie para, 670
Área

de la superfi cie 1003
de un rectángulo, 256
de una región en el plano, 260
de una región entre dos curvas, 437
de una superfi cie de revolución, 471

en coordenadas polares, 730
en forma paramétrica, 710

de una superfi cie paramétrica, 
1088

determinada por el método exhaustivo, 
256

en coordenadas polares, 725
en el plano xy, 1003
integral de línea para, 1078
problema, 45, 46

Área de la superfi cie lateral sobre una 
curva, 1063

Área superfi cial
de un sólido, 1002, 1003
de una superfi cie paramétrica, 1088

Armónica, ecuación de, 1123
Armónica, serie, 607

alternante, 620, 622, 624

Arquímedes (287-212 a.C.), 256
espiral de, 717, 733
principio de, 506

Asíntota(s) horizontal(es), 196
de una hipérbola, 689
inclinada, 208
vertical, 85

Astroide, 145

B

Banda de Moebius, 1093
Barrow, Isaac (1630-1677), 144
Base(s), 321, 356

de la función exponencial natural, 
356

de un logaritmo natural, 321
diferente de e

derivadas de, 358
función exponencial, 356
función logarítmica, 357

Básicos, límites, 59
Bernoulli, ecuación de, 430

solución general de, 430
Bernoulli, James (1654-1705), 702
Bernoulli, John (1667-1748), 542
Bessel, función de, 655
Bifolia, 145
Binomial, serie, 669
Binormal, vector, 849, 866
Bisección, método de, 78
Bose-Einstein, condensado de, 74
Bosquejo de una curva, resumen de, 206
Breteuil, Emilie de (1706-1749), 478
Bruja de Agnesi, 126, 145, 198, 823

C

Cambio de variables, 295
a forma polar, 988
guía para hacer, 296
para ecuaciones homogéneas, 423
para integrales defi nidas, 298
para integrales dobles, 1029
usado un jacobiano, 1027

Cambio en x, 97
Cambio en y, 97
Cambio neto, teorema de, 286
Campo

de fuerza central, 1041
de fuerzas eléctricas, 1041
direccional, 251, 319, 400
fuerza, 1040
gravitacional, 1041
inverso del cuadrado, 1041
pendiente, 251, 301, 319, 400
vectorial, 1040

sobre una región plana R, 1040
sobre una región sólida Q, 1040

velocidad, 1040, 1041

Índice
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I2 Índice

Campo de fuerzas, 1040
central, 1041
eléctricas, 1041
trabajo, 1056

Campo del inverso del cuadrado, 1041
Campo direccional, 251, 319, 400
Campo vectorial, 1040

circulación de, 1117
componente normal de, 1100
conservativo, 1043, 1065

criterio para, 1044, 1047
continuo, 1040
divergencia de, 1048
fuente, 1111
función potencial para, 1043
incompresible, 1111
integral de línea de, 1056
irrotacional, 1046
libre de divergencia, 1048
rotación de, 1117
rotacional de, 1046
sobre una región plana R, 1040
sobre una región sólida Q, 1040
solenoidal, 1048
sumidero, 1111

Capacidad de carga, 417, 419
Caracol, 721

con hoyuelo, 721
con lazo interno, 721
convexo, 721

Cardioide, 720, 721
Catenaria, 386
Cauchy-Riemann, ecuaciones diferencia-

les, 914
Cauchy-Schwarz, desigualdad, 774
Cauchy, Augustin-Louis (1789-1857), 75
Cavalieri, teorema de, 456
Centrado en c, 636
Central, campo de fuerza, 1041
Centro

de curvatura, 856
de gravedad, 488, 489

de un sistema bidimensional, 489
de un sistema unidimensional, 488

de masa, 487, 488, 489
de un sistema bidimensional, 489
de un sistema unidimensional, 487, 

488
de una lámina plana, 490

de densidad variable, 996
de una región sólida, 1014

de una elipse, 685
de una hipérbola, 689
de una serie de potencias, 647

Centroide, 491
de una región simple, 996

Cero absoluto, 74
Cero factorial, 587
Cerrada(o)

curva, 1070
disco, 880
región R, 880
superfi cie, 1106

Charles, Jacques (1746-1823), 74
Charles, ley de, 74
Cicloide, 701, 705

acortada, 704
prolata, 708

Cicloide acortada, 704
Cilíndrica, superfi cie, 794
Cilíndricas, coordenadas

conversión a esféricas, 807
conversión a rectangular, 804

Cilíndricas, sistema de coordenadas, 804
polo de, 804

Cilindro, 794
curva generatriz de, 794
directriz de, 794
ecuaciones de, 794
rectas generatrices de, 794
recto, 794

Cinética, energía, 1071
Circulación de F alrededor de C , 1117
Círculo, 145, 682, 721
Círculo de curvatura, 159, 856
Cisoide, 145

de Diocles, 746
Clasifi cación de cónicas por excentrici-

dad, 734
Cobb-Douglas, función de producción 

de, 873
Cociente de dos funciones, 25
Cociente, diferencia, 20, 97
Cociente, regla del, 120, 135

forma diferencial, 234
Coefi ciente, 24

de correlación, 31
principal, 24

Colineal, 17
Combinaciones de funciones, 25
Completar el cuadrado, 377
Completitud, 77, 591
Componente centrípeta de la aceleración, 

846
Componente de la aceleración

centrípeta, 846
normal, 845, 846, 859
tangencial, 845, 846, 859

Componente horizontal de un vector, 753
Componente vertical de un vector, 753
Componentes de un vector, 770

a lo largo de v, 770
en el plano, 749
en la dirección de v, 771
ortogonal a v, 770

Componentes, funciones, 816
Composición de funciones, 25, 869
Compuesta, función, 25

antiderivación de, 292
continuidad de, 75
de dos variables, 869

continuidad de, 885
derivada de, 129
límite de, 61

Compuesto, continuamente, 360
Computadora, gráfi cas con, 874

Común, función logarítmica, 357
Con hoyuelo, caracol, 721
Cóncava hacia abajo, 187
Cóncava hacia arriba, 187
Concavidad, 187

criterio de, 188
Condición sufi ciente para ser derivable, 901
Condición(es) inicial(es), 249, 399
Condicionalmente convergente, serie, 622
Conectada, región, 1068
Cónica(s), 682

círculo, 682
clasifi cación por excentricidad, 734
degenerada, 682
directriz de, 734
ecuaciones polares de, 735
elipse, 682, 685
excentricidad, 734
foco de, 734
hipérbola, 682, 689
parábola, 682, 683

Conjunto de Cantor, 679
Cono elíptico, 795, 797
Conservación de desigualdad, 272
Conservativo, campo de fuerzas, 1043, 

1065
criterio para, 1044, 1047
independencia de trayectoria, 1068

Constante
de Euler, 611
de integración, 245
fuerza, 477
función, 24
gravitacional, 479
regla, 106, 135

de resorte, 34
regla del múltiplo, 109, 135

forma diferencial, 234
término de una función polinomial, 24

Constante de proporcionalidad, 408
Continua, 70

campo de fuerzas, 1040
compuesto en forma, 360
en c, 59, 70
en el intervalo cerrado [a, b], 73
en la región abierta R, 884, 886
en todas partes, 70
en un intervalo, 820
en un intervalo abierto (a, b), 70
en un punto, 820, 884, 886
función de dos variables, 884
por la izquierda y por la derecha, 73

Continuamente derivable, 466
Continuidad

de una función compuesta, 75
de dos variables, 885

de una función vectorial, 820
derivabilidad implica, 102
en un intervalo cerrado, 73
implica integrabilidad, 268
propiedades de, 75
y derivabilidad de funciones inversas, 

341
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Contorno, líneas de, 871
Converge, 227, 585, 595
Convergencia

absoluta, 622
condicional, 622
criterios para series

criterio de comparación al límite, 614
criterio de comparación directa, 612
criterio de la integral, 605
criterio de la raíz, 630
criterio del cociente, 627
guía, 631
resumen, 632
serie alternante, criterio para, 619
serie geométrica, 597
series p, 607

de series de Taylor, 666
de series p, 607
de una integral impropia con disconti-

nuidades infi nitas, 571
de una serie, 595
de una serie de potencias, 648
de una serie geométrica, 597
de una sucesión, 585
del método de Newton, 227, 228
intervalo de, 648, 652
límites de integración, 568
punto fi nal, 650
radio de, 648, 652

Convergencia condicional, 622
Conversión de coordenadas

cilíndricas a esféricas, 807
cilíndricas a rectangulares, 804
esféricas a cilíndricas, 807
esféricas a rectangulares, 807
polares a rectangulares, 716
rectangulares a cilíndricas, 804
rectangulares a esféricas, 807
rectangulares a polares, 716

Convexo, caracol, 721
Coordenadas polares, 715

área de una superfi cie de revolución 
en, 730

área en, 725
conversión a rectangulares, 716
fórmula de distancia en, 722

Coordenadas rectangulares
conversión a cilíndricas, 804
conversión a esféricas, 807
conversión a polares, 716
curvatura en, 856, 859

Coordenadas rectangulares, conversión a 
polares, 716

Copernicus, Nicolaus (1473-1543), 685
Cornu, espiral, 745, 865
Correlación, coefi ciente de, 31
Corrimiento de una gráfi ca

horizontal, 23
vertical, 23

Corrimiento horizontal de una gráfi ca de 
una función, 23

Corrimiento vertical de una gráfi ca de una 
función, 23

Cosecante, función
derivada de, 122, 135
integral de, 333
inversa de, 366

derivada de, 369
Coseno, función, 22

derivada de, 111, 135
integral de, 333
inversa de, 366

derivada de, 369
series para, 670

Cosenos directores de un vector, 769
Cota inferior de sumatoria, 254
Cota inferior de una sucesión, 591
Cota superior,

de sumatoria, 254
de una sucesión, 591
mínima, 591

Cota superior mínima, 591
Cotangente, función

derivada de, 122, 135
integral de, 333
inversa de, 366

derivada de, 369
Coulomb, ley de, 479, 1041
Creciente, función, 177

criterio para, 177
Crecimiento exponencial y modelo de 

decaimiento, 408
constante de proporcionalidad, 

408
valor inicial, 408

Crecimiento logístico, función, 361
Criterio de comparación

directa, 612
límite, 614
para integrales impropias, 576

Criterio de comparación directa, 612
Criterio de comparación en el límite, 

614
Criterio de la integral, 605
Criterio de la primera derivada, 179
Criterio de la raíz, 630
Criterio de la recta horizontal, 339
Criterio del cociente, 627
Criterio(s)

coefi ciente principal, 24
comparación, para integrales impro-

pias, 576
conservativo, campo de fuerzas en el 

espacio, 1047
conservativo, campo de fuerzas en 

el plano, 1044
para concavidad, 188
para convergencia

cociente, 627
directa, comparación, 612
guía, 631
integral, 605
límite, comparación al, 614
raíz, 630
resumen, 632
serie alternante, 619

serie geométrica, 597
series p, 607

para funciones creciente y decreciente, 
177

para funciones par e impar, 26
para simetría, 5
primera derivada, 179
recta horizontal, 339
recta vertical, 22
segunda derivada, 191

Crítico(s), punto(s)
de una función de dos variables, 937
los extremos relativos ocurren sólo en, 

937
Crítico(s), número(s)

de una función, 164
los extremos relativos ocurren sólo en 

los, 164
Cruciforme, 145
Cuadrática, función, 24
Cuádrica, superfi cie, 795

cono elíptico, 795, 797
elipsoide, 795, 796
forma estándar de las ecuaciones de, 

795, 796, 797
forma general de la ecuación de, 795
hiperboloide de dos hojas, 795, 796
hiperboloide de una hoja, 795, 796
paraboloide elíptico, 795, 797
paraboloide hiperbólico, 795, 797

Cuartica, forma de pera, 159
Cuaterniones, 750
Cúbica, función, 24
Cubicación, función de, 22
Cuerda focal de una parábola, 683
Curva

área de la superfi cie lateral sobre, 
1063

astroide, 145
bifolia, 145
cerrada, 1070
cisoide, 145
cruciforme, 145
de nivel, 871
ecuación natural para, 865
en el espacio, 816
equipotencial, 418
folio de Descartes, 145, 733
isotérmica, 418
kappa, 144, 146
lemniscata, 40, 143, 146, 721
logística, 419, 550
nariz de bala, 137
orientación de, 1051
persecución, 388
plana, 696, 816
recta tangente a, 842
rectifi cable, 466
rosa, 718, 721
simple, 1075
suave, 466, 701, 826, 841, 1051

en partes, 701, 1051
suave por partes, 701, 1051
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Curva en el espacio, 816
longitud de arco de, 851
momentos de inercia para, 1064
suave, 1051

Curva generatriz de un cilindro, 794
Curva kappa, 144, 146
Curva nariz de bala, 137
Curva polar, longitud de arco de, 729
Curvas famosas

astroide, 145
bifolia, 145
bruja de Agnesi, 126, 145, 198, 823
círculo, 145, 682, 721
cisoide, 145
cruciforme, 145
cuartica, forma de pera, 159
curva kappa, 144, 146
curva nariz de bala, 137
curva ocho, 159
elipse rotada, 145
folio de Descartes, 145, 733
hipérbola rotada, 145
lemniscata, 40, 143, 146, 721
mitad superior de círculo, 137
parábola, 2, 145, 682, 683
serpentina, 126

Curvatura, 854
centro de, 856
círculo de, 159, 856
en coordenadas rectangulares, 856, 859
fórmulas para, 855, 859
radio de, 856
relacionada con la aceleración y la 

rapidez, 857
Cúspides, 826

D

d’Alembert, Jean Le Rond (1717-1783), 
890

Darboux, teorema de, 242
Decaimiento exponencial, 408
Decreciente, función, 177

criterio para, 177
Defi nida recursivamente, sucesión, 584
Degenerada, cónica, 682

intersección de dos rectas, 682
punto, 682
recta, 682

Delta, , -vecindad, 880
Demanda, 18
Densidad, 490
Densidad de peso de fl uidos, 497
Densidad de probabilidad normal están-

dar, función, 349
Densidad, función r, 994, 1014
Dependiente, variable, 19

de una función de dos variables, 868
Derivabilidad

condición sufi ciente para, 901
implica continuidad, 102, 903
y continuidad de funciones inversas, 341

Derivable en x, 99

Derivable, continuamente, 466
Derivable, función

de dos variables, 901
de tres variables, 902
en el intervalo cerrado [a, b], 101
en un intervalo abierto (a, b), 99
en una región R, 901
vectorial, 824

Derivación, 99
aplicada a problemas de máximos y 

mínimos, guía de solución, 216
de series de potencias, 652
de una función vectorial, 824
guía de, 141
logarítmica, 323
numérica, 102
parcial, 890
que implican funciones inversas hiper-

bólicas, 389
reglas básicas para funciones elemen-

tales, 371
implícita, 140
regla de la cadena, 912

Derivación implícita, 140, 912
guía para, 141
regla de la cadena, 912

Derivación, reglas básicas de, 371
cadena, 129, 130, 135
cociente, 120, 135
constante, 106, 135
diferencia, 110, 135
función cosecante, 122, 135
función coseno, 111, 135
función cotangente, 122, 135
función secante, 122, 135
función seno, 111, 135
función tangente, 122, 135
general, 135
general, potencia, 131, 135
múltiplo constante, 109, 135
potencia, 107, 135

para exponentes reales, 359
potencia simple, 107, 135
producto, 118, 135
resumen de, 135
suma, 110, 135

Derivada(s)
cociente, regla del, 120, 135
de funciones algebraicas, 135
de funciones hiperbólicas, 385
de funciones trigonométricas, 122, 135
de funciones trigonométricas inversas, 

369
de la función cosecante, 122, 135
de la función coseno, 111, 135
de la función cotangente, 122, 135
de la función exponencial natural, 348
de la función logaritmo natural, 322
de la función longitud de arco, 852
de la función secante, 122, 135
de la función seno, 111, 135
de la función tangente, 122, 135
de una función compuesta, 129

de una función exponencial, de base a, 
358

de una función inversa, 341
de una función logarítmica, de base a, 

358
de una función vectorial, 824

de orden superior, 825
propiedades de, 826

de una función, 99
diferencia, regla de la, 110, 135
direccional, 915, 916, 923
forma alternativa, 101
forma paramétrica, 706
implícita, 141
notación, 99
orden superior, 124
parcial, 890
por la izquierda y por la derecha, 101
potencia simple, regla de, 107, 135
potencia, regla de la, 107, 135
producto, regla del, 118, 135
que implican valor absoluto, 324
regla de la cadena, 129, 130, 135

derivación implícita, 912
dos variables independientes, 909
tres o más variables independientes, 

910
una variable independiente, 907

regla de la constante, 106, 135
regla del múltiplo constante, 109, 135
regla general de potencia, 131, 135
segunda, 124
simplifi cación, 133
suma, regla de la, 110, 135
tercera, 124

Derivadas parciales, 890
de una función de dos variables, 890
de una función de tres o más variables, 

893
de una superfi cie paramétrica, 1087
mezcladas, 894

igualdad de, 895
notación para, 891
orden superior, 894
primera, 890

Desarrollo respecto a c, aproximación 
polinomial, 636

Descartes, René (1596-1650), 2
Descomposición de N(x)/D(x) en fraccio-

nes parciales, 543
Desigualdad

conservación de la, 272
de Cauchy-Schwarz, 774
de Napier, 336
triángulo, 753

Desplazamiento de una partícula, 286, 287
Dextrógira, orientación, 758
Día del juicio fi nal, ecuación del, 433
Diferencia de dos funciones, 25
Diferencia de dos vectores, 750
Diferencia, cociente de, 20, 97
Diferencia, regla de, 110, 135

forma diferencial, 234
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Diferencial, 232
como una aproximación, 902
de x, 232
de y, 232
función de dos variables, 900
función de tres o más variables, 900
función de tres variables, 902

Diferencial total, 900
Diferencial, ecuación, 245, 398

Bernoulli, ecuación de, 430
Cauchy-Riemann, 914
condición inicial, 249, 399
día del Juicio Final, 433
Euler, método de, 402
factor integrante, 424
Gompertz, 433
homogénea, 423

cambio de variables, 423
logística, 241, 419
orden de, 398
primer orden lineal, 424
separable, 415
separación de variables, 407, 415
solución de, 398
solución general de, 245, 398
solución particular de, 249, 399
solución singular de, 398

Diferencial, operador, 1046, 1048
laplaciano, 1123

Dina, 477
Dirección de movimiento, 832
Direccional, derivada, 915, 916

de f en la dirección de u, 916, 923
de una función de tres variables, 923
forma alternativa de, 918

Directriz
de un cilindro, 794
de una cónica, 734
de una parábola, 683

Dirichlet, función de, 51
Dirichlet, Peter Gustav (1805-1859), 51
Disco, 446, 880

abierto, 880
cerrado, 880
método, 447

comparado con el de las capas, 459
Discontinuidad, 71

infi nita, 568
no removible, 71
removible, 71

Discontinuidad removible, 71
de una función de dos variables, 884

Disminución de rendimientos, punto de, 
223

Distancia
dirigida, 489
entre un punto y un plano, 788
entre un punto y una recta en el espa-

cio, 789
total, viajada en [a, b], 287

Distancia directa, 489
Distancia total viajada en [a, b], 287
Diverge, 585, 595

Divergencia
criterios para series

criterio de comparación directa, 612
criterio de comparación en el límite, 

614
criterio de la integral, 605
criterio de la raíz, 630
criterio del cociente, 627
criterio del término n-ésimo, 599
guía, 631
resumen, 632
serie geométrica, 597
series p, 607

de un campo de fuerzas, 1048
y rotacional, 1048

de una integral impropia con disconti-
nuidades infi nitas, 571

de una serie, 595
de una sucesión, 585
límites de integración, 568

Divergencia, campo de fuerzas libre de, 
1048

Divergencia, teorema de la, 1080, 1106
Doble integral, 974, 975, 976

cambio de variables para, 1029
propiedades de, 976
sobre R, 976

Dominio
de una función, 19

de dos variables, 868
explícitamente defi nido, 21

de una función vectorial, 817
de una serie de potencias, 648
factible, 215
implícito, 21

Dominio defi nido explícito, 21
Dominio implicado, 21
Dos integrales defi nidas especiales, 271
Dos límites trigonométricos especiales, 65
Dos-puntos, aproximación a la cuadratura 

de Gauss de, 315

E

e, el número, 321
límite que lo implica, 360

Ecuación básica obtenida en una descom-
posición en fracciones parciales, 544

guía para resolver, 548
Ecuación estándar de 

una elipse, 685
una esfera, 759
una hipérbola, 689
una parábola, 683

Ecuación natural para una curva, 865
Ecuación(es)

armónica, 1123
básicas, 544

guía de solución, 548
de Bernoulli, 430
de cónicas, polares, 735
de Laplace, 1123
de plano tangente, 928

de un cilindro, 794
de un plano en el espacio

forma estándar, 784
forma general, 784

de una elipse, 685
de una hipérbola, 689
de una parábola, 683
de una recta

en el espacio, paramétrica, 783
en el espacio, simétrica, 783
forma general, 14
forma pendiente-intersección, 13, 14
forma punto-pendiente, 11, 14
horizontal, 14
resumen, 14
vertical, 14

día del Juicio Final, 433
general de segundo-grado, 682
Gompertz, 433
gráfi ca de, 2
paramétricas, 696, 1084

determinación, 700
gráfi ca de, 696

primaria, 215, 216
razón relacionada, 148
secundaria, 216
separable, 415
solución, punto de, 2

Ecuaciones polares de cónicas, 735
Ecuaciones simétricas, recta en el espa-

cio, 783
Eje

conjugado, de una hipérbola, 689
de revolución, 446
de una parábola, 683
mayor, de una elipse, 685
menor, de una elipse, 685
polar, 715
transversal, de una hipérbola, 689

Eje conjugado de una hipérbola, 689
Eje mayor de una elipse, 685
Eje menor de una elipse, 685
Eje transversal de una hipérbola, 689
Eje x

momento con respecto al, de un siste-
ma bidimensional, 489

momento con respecto al, de una 
lámina plana, 490

refl exión respecto al, 23
simetría, 5

Eje y
momento con respecto al, de un siste-

ma bidimensional, 489
momento con respecto al, de una 

lámina plana, 490
refl exión respecto al, 23
simetría, 5

Eléctrico, campo de fuerza, 1041
Elemental(es) función(es), 24, 371

aproximación polinomial de, 636
reglas de derivación básicas para, 371
serie de potencias para, 670

Eliminación del parámetro, 698
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Elipse, 682, 685
centro de, 685
ecuación estándar de, 685
eje mayor de, 685
eje menor de, 685
excentricidad de, 687
focos de, 685
propiedad de refl exión de, 687
rotada, 145
vértices de, 685

Elipsoide, 795, 796
Emparedado, teorema del, 65

para sucesiones, 587
En todas partes continua, 70
Energía

cinética, 1071
potencial, 1071

Epicicloide, 704, 705, 709
Épsilon-delta, e-d, defi nición de límite, 52
Equilibrio, 487
Equipotenciales

curvas, 418
líneas, 871

Equivalente
condiciones, 1070
segmento de recta dirigido, 748

Error
en aproximar un polinomio de Taylor, 

642
en la regla de Simpson, 309
en la regla del trapecio, 309
en medición, 233

error porcentual, 233
error propagado, 233
error relativo, 233

Error porcentual, 233
Error propagado, 233
Error relativo, 233
Errores cuadrados, suma de, 946
Escalar, 748

campo, 871
cantidad, 748
multiplicación, 750, 760
múltiplo, 750
producto de dos vectores, 766

Escalar, producto
de dos vectores, 766
forma de trabajo, 772
propiedad conmutativa de, 766
propiedad distributiva de, 766
propiedades de, 766
proyección usando la, 771

Escape, velocidad de, 94
Esfera, 759

abierta, 886
astroidal, 1093
ecuación estándar de, 759

Esfera astroidal, 1093
Esféricas, sistema de coordenadas, 807

conversión a coordenadas cilíndricas, 807
conversión a coordenadas rectangula-

res, 807
Especiales de integración, fórmulas, 537

Especiales, gráfi cas polares, 721
Espiral

cornu, 745, 865
de Arquímedes, 717, 733
logarítmica, 733

Estándar, vector unitario, 753
notación, 760

Estrategia para determinación de límites, 
62

Estrictamente monótona, función, 178, 339
Estrofoide, 745
Euler,

constante de, 611
método de, 402

Euler, Leonhard (1707-1783), 24
Evaluación

con integrales iteradas, 1010
de un fl ujo integral, 1100
de una integral de línea como una 

integral defi nida, 1053
de una superfi cie integral, 1094

Evaluar una función, 19
Excentricidad, 734

clasifi cación de cónicas por, 734
de una elipse, 687
de una hipérbola, 690

Existencia
de un límite, 73
de una función inversa, 339
teorema, 77, 162

Expansión en fracciones continuas, 679
Exponenciar, 347
Exponentes reales, regla de potencia de, 359
Extremos

de una función, 162, 936
guía para determinación de, 165
punto fi nal, 162
relativos, 163

Extremos relativos
criterio de la primera derivada para, 179
criterio de la segunda derivada para, 191
criterio de segundas parciales para, 939
de una función, 163, 936
ocurren sólo en números críticos, 164
ocurren sólo en puntos críticos, 937

F

Factible, dominio, 215
Factor integrante, 424
Factorial, 587
Familia de funciones, 268
Faraday, Michael (1791-1867), 1071
Fermat, Pierre de (1601-1665), 164
Fibonacci, sucesión de, 594, 604
Fijo, plano, 862
Fijo, punto, 229
Finita, serie de Fourier, 532
Fluido(s)

densidades de peso de, 497
fuerza, 498
presión, 497

Flujo de calor, 1103

Flujo, integral de, 1100
evaluación, 1100

Foco
de una cónica, 734
de una elipse, 685
de una hipérbola, 689
de una parábola, 683

Folio de Descartes, 145, 733
Forma de componentes de un vector en el 

plano, 749
Forma de determinante del producto 

vectorial, 775
Forma de una serie de potencias conver-

gente, 664
Forma diferencial, 234

de una integral de línea, 1059
Forma estándar de la ecuación de una 

elipse, 685
un plano en el espacio, 784
una hipérbola, 689
una parábola, 683
una superfi cie cuádrica, 795, 796, 797

Forma estándar de una ecuación diferen-
cial de primer orden lineal, 424

Forma explícita de una función, 19, 140
Forma general

de la ecuación de un plano en el 
espacio, 784

de la ecuación de una recta, 14
de la ecuación de una superfi cie cuá-

drica, 795
de una ecuación de segundo grado, 682

Forma implícita de una función, 19
Forma paramétrica

de la derivada, 706
de longitud de arco, 709
del área de una superfi cie de revolu-

ción, 710
Forma polar de pendiente, 719
Fórmula de distancia

en coordenadas polares, 722
en el espacio, 759

Fórmula del punto medio, 759
Fórmulas diferenciales, 234

cociente, 234
múltiplo constante, 234
producto, 234
suma o diferencia, 234

Fourier, Joseph (1768-1830), 657
Fourier, series, fi nita, 532
Fracciones, parciales, 542

descomposición de N(x)/D(x), en, 543
método de, 542

Frenet-Serret, fórmulas, 866
Fresnel, función, 315
Fricción, 858
Fubini, teorema de, 978

para una integral triple, 1010
Fuente, 1111
Fuerza, 477

constante, 477
de fricción, 858
ejercida por un fl uido, 498
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resultante, 754
variable, 478

Fuerza centrípeta, 850
Función de densidad de probabilidad 

normal, 349
Función defi nida implícitamente, 140
Función elevar al cuadrado, 22
Función exponencial, 24

de base a, 356
derivada de, 358

natural, 346
derivada de, 348
propiedades de, 347

operaciones con, 347
reglas de integración, 350
series para, 670

Función logarítmica, 24, 318
común, 357
de base a, 357

derivada de, 358
natural, 318

derivada de, 322
propiedades de, 319

Función mayor entero, 72
Función polinomial, 24, 60

coefi ciente principal de, 24
de dos variables, 869
grado de, 24
límite de, 60
raíz, 24
término constante de, 24

Función potencial para un campo de 
fuerzas, 1043

Función raíz cuadrada, 22
Función secante

derivada de, 122, 135
integral de, 333
inversa de, 366

derivada de, 369
Función seno, 22

derivada de, 111, 135
integral de, 333
inversa de, 366

derivada de, 369
series para, 670

Función seno, integral de, 316
Función tangente

derivada de, 122, 135
integral de, 333
inversa de, 366

derivada de, 369
Función(es), 6, 19

aceleración, 124
acumulación, 283
algebraica, 24, 25, 371
antiderivada de, 244
arco cosecante, 366
arco cotangente, 366
arco secante, 366
arco seno, 366
arco tangente, 366
Bessel, 655
cociente de, 25

combinaciones de, 25
componente, 816
composición de, 25, 869
compuesta, 25, 869
cóncava hacia abajo, 187
cóncava hacia arriba, 187
constante, 24
continua, 70
continuamente derivable, 466
coseno, 22
creciente, 177

criterio para, 177
crecimiento logístico, 361
criterio de la recta vertical, 22
cuadrática, 24
cúbica, 24
cubicación, 22
de dos variables, 868

continuidad de, 884
derivabilidad implica continuidad, 903
derivable, 901
derivada parcial de, 890
diferencial de, 900
diferencial total de, 900
discontinuidad no removible de, 884
discontinuidad removible de, 884
dominio de, 868
extremos relativos de, 936
gradiente de, 918
gráfi ca de, 870
límite de, 881
máximo absoluto de, 936
máximo de, 936
máximo relativo de, 936, 939
mínimo absoluto de, 936
mínimo de, 936
mínimo relativo de, 936, 939
punto crítico de, 937
rango de, 868
variable dependiente, 868
variables independientes, 868

de exponencial a base a, 356
de producción de Cobb-Douglas, 873
de tres variables

continuidad de, 886
derivada direccional de, 923
gradiente de, 923

de x y y, 868
decreciente, 177

criterio para, 177
defi nida por series de potencias, pro-

piedades de, 652
densidad, 994, 1014
densidad de probabilidad normal 

estándar, 349
derivable, 99, 101
derivada de, 99
diferencia de, 25
Dirichlet, 51
dominio de, 19
dominio factible de, 215
elemental, 24, 371

algebraica, 24, 25

exponencial, 24
logarítmica, 24
trigonométrica, 24

elevar al cuadrado, 22
entero más grande, 72
estrictamente monótona, 178, 339
evaluar, 19
exponencial natural, 346
extremo de, 162
extremo local de, 163
extremo relativo de, 163, 936
familia de, 268
forma explícita, 19, 140
forma implícita, 19
Fresnel, 315
Gamma, 566, 578
gráfi ca de, guía de análisis, 206
Gudermannian, 396
Heaviside, 39
hiperbólica, 383
homogénea, 423, 913
identidad, 22
impar, 26
implícitamente defi nida, 140
integrable, 268
integral del seno, 316
inversa, 337
inversa hiperbólica, 387
inversa trigonométrica, 366
límite de, 48
lineal, 24
logarítmica, 318

a base a, 357
logarítmica común, 357
logarítmica natural, 318
longitud de arco, 466, 467, 852
máximo absoluto de, 162
máximo global de, 162
máximo local de, 163
máximo relativo de, 163, 936
mínimo absoluto de, 162
mínimo global de, 162
mínimo local de, 163
mínimo relativo de, 163, 936
notación, 19
número crítico de, 164
ortogonal, 532
par, 26
paso, 72
polinomial, 24, 60, 869
posición, 32, 112, 837
potencial, 1043
producto de, 25
producto interno de dos, 532
pulso, 94
pulso unitario, 94
punto de infl exión, 189, 190
que concuerda con todo pero no en un 

punto, 62
que implica un radical, límite de, 60
racional, 22, 25, 869
radio, 800
raíz cuadrada, 22
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raíz de, 26
aproximación con el método de 

Newton, 225
rango de, 19
real, 19
representación por serie de potencias, 

657
Riemann, zeta de, 611
seno, 22
signo, 82
suma de, 25
suprayectiva, 21
transformación de una gráfi ca de, 23

horizontal, corrimiento, 23
refl exión en la recta y = x, 338
refl exión respecto al eje x, 23
refl exión respecto al eje y, 23
refl exión respecto al origen, 23
vertical, corrimiento, 23

trascendental, 25, 371
trigonométrica, 24

uno-a-uno, 21
valor absoluto, 22
valor promedio de, 281, 982
valores extremos de, 162
variación de la aceleración, 160
vectorial, 816

Funciones hiperbólicas, 383
derivadas de, 385
gráfi cas de, 384
identidades, 384
integrales de, 385
inversas, 387

derivación que implica, 389
gráfi cas de, 388
integración que implica, 389

Funciones inversas hiperbólicas, 387
derivación que implica, 389
gráfi cas de, 388
integración que implica, 389

Funciones reales f de una real variable x, 19
Funciones trigonométricas inversas, 366

derivadas de, 369
gráfi cas de, 367
integrales que implican, 375
propiedades de, 368

G

Gabriel’s Horn, 574, 1086
Galilei, Galileo (1564-1642), 371
Galois, Evariste (1811-1832), 228
Gamma, función, 566, 578
Gauss, Carl Friedrich (1777-1855), 255, 

1106
Gauss, ley de, 1103
Gauss, teorema de, 1106
General, ecuación de segundo-grado, 682
General, partición, 267
General, regla de la potencia

para derivación, 131, 135
para integración, 297

General, serie armónica, 607

Gibbs, Josiah Willard (1839-1903), 1051
Giro, radio de, 999
Gompertz, ecuación de, 433
Grad, 918
Gradiente, 1040, 1043

de una función de dos variables, 918
de una función de tres variables, 923
normal a curvas de nivel, 921
normal a superfi cies de nivel, 832
propiedades de, 919
recuperar una función a partir de, 1047

Grado de una función polinomial, 24
Gráfi ca(s)

de ecuaciones paramétricas, 696
de funciones hiperbólicas, 384
de funciones inversas hiperbólicas, 388
de funciones trigonométricas inversas, 

367
de la función coseno, 22
de la función de cubicación, 22
de la función elevar al cuadrado, 22
de la función identidad, 22
de la función racional, 22
de la función raíz cuadrada, 22
de la función seno, 22
de la función valor absoluto, 22
de una ecuación, 2
de una función
de dos variables, 870

guía para el análisis, 206
transformación de, 23

intersección de, 4
ortogonal, 146
polares, 717

gráfi cas polares especiales, 721
puntos de intersección, 727

simetría de, 5
Gráfi cas polares, 717

caracol con hoyuelo, 721
caracol con lazo interno, 721
caracol convexo, 721
cardioide, 720, 721
círculo, 721
curva rosa, 718, 721
lemniscata, 721
puntos de intersección, 727

Gravitación universal, ley de Newton, 
479

Gravitacional
campo, 1041
constante, 479

Green, George (1793-1841), 1076
Green, teorema de, 1075

formas alternativas del, 1080
Gregory, James (1638-1675), 652
Gudermann, función de, 396
Guía

para analizar la gráfi ca de una función, 
206

para derivación implícita, 141
para determinar intervalos en los 

cuales una función está creciendo o 
decreciendo, 178

para determinar límites al infi nito de 
funciones racionales, 198

para determinar un extremo en un 
intervalo cerrado, 165

para determinar una función inversa, 339
para determinar una serie de Taylor, 668
para evaluar integrales que implican 

secante y tangente, 527
para evaluar integrales que implican 

seno y coseno, 524
para hacer un cambio de variables, 296
para integración, 331
para integración por partes, 515
para probar la convergencia o diver-

gencia de series, 631
para resolver la ecuación básica, 548
para resolver problemas de razones 

relacionadas, 149
para resolver un problema de aplica-

ción de máximos y mínimos, 216
para utilizar el teorema fundamental 

del cálculo, 278

H

Hamilton, William Rowan (1805-1865), 750
Heaviside, función de, 39
Heaviside, Oliver (1850-1925), 39
Hélice, 817
Herón, fórmula de, 963
Herschel, Caroline (1750-1848), 691
Hipatia (370-415 d.C.), 682
Hipérbola, 682, 689

asíntotas de, 689
centro de, 689
ecuación estándar de, 689
eje conjugado de, 689
eje transversal de, 689
excentricidad de, 690
focos de, 689
rotada, 145
vértices de, 689

Hiperbólicas, identidades, 384
Hiperbólico, paraboloide, 795, 797
Hiperboloide

de dos hojas, 795, 796
de una hoja, 795, 796

Hipocicloide, 705
Homogénea de grado n, 423, 913
Homogénea, ecuación diferencial, 423

cambio de variables para, 423
Homogénea, función, 423, 913
Hooke, ley de, 479
Horizontal, asíntota, 196
Horizontalmente simple, región de inte-

gración, 968
Huygens, Christian (1629-1795), 466

I

Identidad, función, 22
Identidades, hiperbólicas, 384
Igualdad de derivadas parciales mezcla-

das, 895

18-Index-LARSON.indd   8 03/12/14   13:55



I9 Índice

Imagen de x bajo f, 19
Impar, función, 26

criterio para, 26
integración de, 300

Implícita, derivada, 141
Incidencia, ángulo de, 684
Inclinación de un plano, ángulo de, 931
Inclinada, asíntota, 208
Incompresible, 1048, 1111
Incremento de z, 900
Incrementos de x y y, 900
Indefi nida, integración, 245
Independencia de trayectoria y campo de 

fuerzas conservativo, 1068 
Independiente de la trayectoria, 1068
Indeterminada, forma, 63, 86, 197, 211, 

557, 560
Índice de sumatoria, 254
Inercia, momento de, 998, 1014

polar, 998
Infi nita, serie (o series), 595

absolutamente convergente, 622
alternante, 619

armónica, 620, 622
geométrica, 619
residuo, 621

armónica, 607
alternante, 620, 622, 624

condicionalmente convergente, 622
convergencia de, 595
convergente, límite del término 

n-ésimo, 599
divergencia de, 595

criterio del término n-ésimo para, 599
geométrica, 597
guía para probar la convergencia o 

divergencia de, 631
n-ésima suma parcial, 595
propiedades de, 599
rearreglo de, 624
series p, 607
suma de, 595
telescópica, 596
términos de, 595

Infi nitas, discontinuidades, 568
integrales impropias con, 571

convergencia de, 571
divergencia de, 571

Infi nito
límite al, 195, 196

límite al infi nito, 201
Infi nito, intervalo, 195
Infi nito, límite(s), 83

al infi nito, 201
por la izquierda y por la derecha, 83
propiedades de, 87

Infi nitos, límites de integración, 568
integrales impropias con, 568

convergencia de, 568
divergencia de, 568

Infl exión, punto de, 189, 190
Instantánea, razón de cambio, 112
Instantánea, velocidad, 113

Integrabilidad y continuidad, 268
Integrable, función, 268, 976
Integración

cambio de variables, 295
guía para, 296

como un proceso de acumulación, 441
conservación de la desigualdad, 272
constante de, 245
de funciones pares e impares, 300
de series de potencias, 652
de una función vectorial, 828
guía para, 331
indefi nida, 245

reconocimiento de patrón, 292
límite inferior de, 268
límite superior de, 268
propiedad aditiva de intervalos, 271
que implican funciones inversas hiper-

bólicas, 389
región R de, 967
regla de log, 328
reglas básicas de, 246, 378, 508
reglas para funciones exponenciales, 350

Integración con fórmulas
especial, 537
fórmulas de reducción, 553
resumen de, 1118

Integración con tablas, 551
Integración por partes, 515

guía para, 515
método tabular, 520
resumen de integrales comunes usan-

do, 520
Integración, reglas

básicas, 246, 378, 508
regla de potencia, 246
regla general de potencia, 297

Integral de línea, 1052
de f a lo largo de C, 1052
de un campo de fuerzas, 1056
evaluación de, como una integral 

defi nida, 1053
forma diferencial de, 1059
independiente de la trayectoria, 1068
para área, 1078
resumen de, 1103

Integral(es) defi nida(s), 268
aproximación

regla de Simpson, 308
regla del punto medio, 262, 307
regla del trapecio, 306

cambio de variables, 298
como el área de una región, 269
de una función vectorial, 828
dos especiales, 271
evaluación de una integral de línea 

como una, 1053
propiedades de, 272

Integral elíptica, 311
Integral impropia, 568

con discontinuidades infi nitas, 571
convergencia de, 571
divergencia de, 571

con límites infi nitos de integración, 568
convergencia de, 568
divergencia de, 568

criterio de comparación para, 576
tipo especial, 574

Integral indefi nida, 245
de una función vectorial, 828
patrón de reconocimiento, 282

Integral(es)
de fl ujo, 1100
de funciones hiperbólicas, 385
de las seis funciones trigonométricas 

básicas, 333
de línea, 1052
de p(x) = Ax2 + Bx + C, 307
defi nida, 268

dos especiales, 271
propiedades de, 272

doble, 974, 975, 976
elíptica, 311
impropias, 568
indefi nidas, 245
iteradas, 967
que implican funciones trigonométri-

cas inversas, 375
que implican secante y tangente, guía 

para evaluación, 527
que implican seno y coseno, guía para 

evaluación, 524
simple, 976
superfi cie, 1094
trigonométrica, 524
triple, 1009
valor medio, teorema del, 280

Integrando(s), procedimientos para ajustar 
con las reglas básicas, 511

Intersección(es), 4
intersección x, 4
intersección y, 4

Interés compuesto, fórmulas de, 360
Interés, fórmulas de, resumen de, 360
Interior, punto de una región R, 880, 886
Interiores, límites de integración, 967
Interna, partición, 974, 1009

polar, 987
Interpretación de la concavidad, 187
Intersección con el eje x, 4
Intersección con el eje y, 4
Intervalo de convergencia, 648
Intervalo, infi nito, 195
Inversa, función, 337

continuidad y derivabilidad de, 341
derivada de, 341
existencia de, 339
guía para determinación, 339
propiedad de refl exión de, 338
propiedades de, 357
prueba de la recta horizontal, 339

Irrotacional, campo de fuerzas, 1046
Isobaras, 871
Isotermas, 871
Isotermas, curvas, 418
Isotermas, superfi cie, 874
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Isótopos radiactivos, vidas medias de, 409
Iteración, 225
Iterada, integral, 967

evaluación por, 1010
límites de integración exteriores, 967
límites de integración interiores, 967

J

Jacobi, Carl Gustav (1804-1851), 1027
Jacobiano, 1027

K

Kepler, Johannes (1571-1630), 737
Kepler, leyes de, 737
Kirchhoff, segunda ley de, 426
Kovalevsky, Sonya (1850-1891), 880

L

L’Hôpital, Guillaume (1661-1704), 558
L’Hôpital, regla de, 558
Lado recto de una parábola, 683
Lagrange, forma del residuo, 642
Lagrange, Joseph-Louis (1736-1813), 172, 

952
Lagrange, multiplicador de, 952, 953
Lagrange, teorema de, 953
Lambert, Johann Heinrich (1728-1777), 383
Lámina plana, 490

centro de masa de, 490
momento de, 490

Laplace, ecuación de, 1123
Laplace, Pierre Simon de (1749-1827), 1020
Laplace, transformada de, 578
Laplaciano, 1123
Lateral, límite, 72
Legendre, Adrien-Marie (1752-1833), 947
Leibniz, Gottfried Wilhelm (1646-1716), 234
Leibniz, notación de, 234
Lemniscata, 40, 143, 146, 721
Levógira, orientación, 758
Ley de conservación de la energía, 1071
Libra-masa, 486
Límite inferior de integración, 268
Límite superior de integración, 268
Límite(s), 45, 48

al infi nito, 195, 196
de una función racional, guía para 

determinación, 198
infi nito, 201

básicos, 59
de funciones polinomiales y raciona-

les, 60
de funciones trigonométricas, 61
de integración

exterior, 967
inferior, 268
interior, 967
superior, 268

de las sumas inferior y superior, 260
de una función compuesta, 61
de una función de dos variables, 881
de una función que implica un radical, 60

de una función vectorial, 819
de una sucesión, 585

propiedades de, 586
defi nición de, 52
del término n-ésimo de una serie 

convergente, 599
dos trigonométricas especiales, 65
estrategia para la determinación, 62
evaluación

por eliminación de factores, 63
racionalizar el numerador, 63, 64
sustitución directa, 59, 60

existencia de, 73
forma indeterminada, 63
infi nito, 83

por la izquierda y por la derecha, 83
propiedades de, 87

lateral, 72
no existencia de, tipos comunes de 

comportamiento, 51
por la izquierda y por la derecha, 72
propiedades de, 59
que implican a e, 360
e-d, defi nición de, 52

Límites exteriores de integración, 967
Lineal, aproximación, 231, 902
Lineal, combinación de i y j, 753
Lineal, función, 24
Líneas de contorno, 871
Local mínimo, 163
Local máximo, 163
Logarítmica, derivación, 323
Logarítmica, espiral, 733
Logarítmicas, propiedades, 319
Logística, curva, 419, 550
Logística, ecuación diferencial, 241, 419

capacidad de carga, 419
Longitud

de un arco, 466, 467
forma paramétrica, 709
forma polar, 729

de un múltiplo escalar, 752
de un segmento de recta dirigido, 748
de un vector en el espacio, 760
de un vector en el plano, 749
del brazo de momento, 487
en el eje x, 1003

Longitud de arco, 466, 467, 852
de una curva en el espacio, 851
de una curva polar, 729
derivada de, 852
en el plano xy, 1003
en forma paramétrica, 709
parámetro, 852, 853

Lorenz, curvas de, 444
Lugar geométrico, 682
Luna, 541

M

Macintyre, Sheila Scott (1910-1960), 524
Maclaurin, Colin (1698-1746), 664
Maclaurin, polinomio de, 638
Maclaurin, serie de, 665

Magnitud
de un segmento de recta dirigido, 748
de un vector en el plano, 749

Masa, 486, 1100
centro de, 487, 488, 489

de un sistema bidimensional, 489
de un sistema unidimensional, 487, 488
de una lámina plana, 490

de densidad variable, 996, 1014
de una región sólida Q, 1014

de una lámina plana de densidad varia-
ble, 994

libra masa, 486
momentos de, 996
total, 488, 489

Matemático, modelado, 33
Matemático, modelo, 7, 946
Máximo

absoluto, 162
de f en I, 162
de una función de dos variables, 936
global, 162
local, 163
relativo, 163

Máximo global de una función, 162
Máximo relativo en (c, f(c)), 163

criterio de la primera derivada para, 179
criterio de la segunda derivada para, 191
criterio de segundas parciales para, 939
de una función, 163, 936, 939

Mecánica, regla, 229
Medición, error en, 233
Método de

fracciones parciales, 542
mínimos cuadrados, 946
multiplicadores de Lagrange, 952, 953

Método de la arandela, 449
Método de la capa, 457, 458

y método del disco, comparación de, 459
Método de Newton para aproximar las 

raíces de una función, 225
convergencia de, 227, 228
iteración, 225

Método tabular para integración por 
partes, 520

Mezcla de derivadas parciales, 894
igualdad de, 895

Mínimo
absoluto, 162
de f en I, 162
de una función de dos variables, 936
global, 162
local, 163
relativo, 163

Mínimo global de una función, 162
Mínimo relativo en (c, f(c)), 163

criterio de la primera derivada para, 179
criterio de la segunda derivada para, 191
criterio de segundas parciales para, 939
de una función, 163, 936, 939

Mínimos cuadrados,
método de, 946
regresión, 7

recta, 946, 947
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Mitad superior de círculo, 137
Modelado matemático, 33
Modelo

crecimiento y decaimiento exponen-
cial, 408

matemático, 7, 946
Modelo de decaimiento, exponencial, 408
Momento(s)

brazo, longitud de, 487
con respecto a un punto, 487
con respecto a una recta, 487
con respecto al eje x

de un sistema bidimensional, 489
de una lámina plana, 490

con respecto al eje y
de un sistema bidimensional, 489
de una lámina plana, 490

con respecto al origen, 487, 488
de inercia, 998, 1014, 1123

para una curva en el espacio, 1064
polar, 998

de masa, 996
de un sistema unidimensional, 488
de una lámina plana, 490

de una fuerza con respecto a un punto, 
779

primer, 1014
segundo, 998, 1014

Monótona, estrictamente, 178, 339
Muda, variable, 270
Mutuamente ortogonal, 418

N

n factorial, 587
n-ésima suma parcial, 595
n-ésimo polinomio de Maclaurin para f 

en c, 638
n-ésimo polinomio de Taylor para f en c, 

638
Napier, desigualdad de, 336
Napier, John (1550-1617), 318
Natural, función exponencial, 346

derivada de, 348
operaciones con, 347
propiedades de, 347
reglas de integración, 350
series para, 670

Natural, función logarítmica, 318
base de, 321
derivada de, 322
propiedades de, 319
series para, 670

Natural, logaritmo de base, 321
Negativo de un vector, 750
Neto, cambio, 286
Newton (unidad de fuerza), 477
Newton, Isaac (1642-1727), 96, 225
Newton, ley de enfriamiento de, 411
Newton, ley de la gravitación de, 1041
Newton, ley de la gravitación universal 

de, 479
Newton, segunda ley de movimiento de, 

425, 836

Nivel, curva de, 871
gradiente es normal a, 921

Nivel, superfi cie, 873
gradiente es normal a, 932

No existencia de un límite, tipos comunes 
de comportamiento, 51

No removible, discontinuidad, 71, 804
Nodos, 826
Noether, Emmy (1882-1935), 751
Norma

de un vector en el plano, 749
de una partición, 267, 974, 987, 1009
polar, 987

Normal principal, vector unitario, 842, 
859

Normal, componente
de aceleración, 845, 846, 859
de un campo de fuerzas, 1100

Normal(es), vector(es), 768
para una superfi cie paramétrica suave, 

1087
unitario principal, 842, 859

Normalización de v, 752
Notación

antiderivada, 245
derivada, 99
función, 19
Leibniz, 234
para primeras derivadas parciales, 

891
sigma, 254

Numérica, derivación, 103
Número crítico, 164
Número e, 321

límite que lo implica, 360
Número primo, teorema del, 327
Números de dirección, 783
Números reales, completitud de, 77, 591

O

Ocho, curva, 159
Octantes, 758
Ohm, ley de, 237
Onda de retorno, método de la, 532
Operaciones

con funciones exponenciales, 347
con serie de potencias, 659

Orden de una ecuación diferencial, 398
Orden superior, derivada, 124

de una función vectorial, 825
parcial, 894

Orientable, superfi cie, 1099
Orientación

de un curva plana, 697
de una curva, 1051
de una curva en el espacio, 816

Orientada, superfi cie, 1099
Origen

de un sistema de coordenadas polares, 
715

momento con respecto al, 487, 488
refl exión respecto al, 23
simetría, 5

Ortogonales
funciones, 532
gráfi cas, 146
trayectorias, 146, 418
vectores, 768

Ostrogradsky, Michel (1801-1861), 1106
Ostrogradsky, teorema de, 1106

P

Padé, aproximación de, 395
Paneles, parabólicos, 495
Pappus

segundo teorema de, 496
teorema de, 493

Par, función, 26
criterio para, 26
integración de, 300

Parábola, 2, 145, 682, 683
cuerda focal de, 683
directriz de, 683
ecuación estándar de, 683
eje de, 683
foco de, 683
lado recto de, 683
propiedad de refl exión de, 684
vértice de, 683

Parabólicos, paneles, 495
Paraboloide elíptico, 795, 797
Paralelas, rectas, 14

planos, 785
vectores, 761

Paramétrica, superfi cie, 1084
área de, 1088
área superfi cial de, 1088
derivadas parciales de, 1087
ecuaciones para, 1084
suave, 1087

vector normal a, 1087
Paramétricas, ecuaciones, 696

de una recta en el espacio, 783
determinación, 700
gráfi ca de, 696
para una superfi cie, 1084

Parámetro, 696
eliminación, 698
longitud de arco, 852, 853

Parcial, derivación, 890
Parciales, fracciones, 542

descomposición de N(x)/D(x) en, 543
método de, 542

Parciales, sumas, sucesión de, 595
Partición

general, 267
interna, 974, 1009

polar, 987
norma de, 267, 974, 1009

polar, 987
regular, 267

Pascal, Blaise (1623-1662), 497
Pascal, principio de, 497
Paso, función de, 72
Pendiente-intersección, ecuación de una 

recta, 13, 14
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Pendiente(s)
campo, 251, 301, 319, 400
de la gráfi ca de f en x = c, 97
de una recta tangente, 97

forma paramétrica, 706
forma polar, 719

de una recta, 10
de una superfi cie en las direcciones x 

y y, 891
Perigeo, 694
Perihelio, 694, 741
Perpendicular

planos, 785
rectas, 14
vectores, 768

Persecución, curva, 388
Plana, curva, 696, 816

orientación de, 697
suave, 1051

Planímetro, 1122
Plano

ángulo de inclinación de, 931
distancia entre un punto y, 788
región

área de, 260
simplemente conectada, 1044, 1075

tangente, 928
ecuación de, 928

vector en, 748
Plano en el espacio

ángulo entre dos, 785
ecuación de

forma estándar, 784
forma general, 784

paralelo, 785
al eje, 787
al plano coordenado, 787

perpendicular, 785
traza de, 787

Plano tangente, 928
ecuación de, 928

Plano xy, 758
Plano xz, 758
Plano yz, 758
Planos coordenados, 758

plano xy, 758
plano xz, 758
plano yz, 758

Polar, eje, 715
Polar, momento de inercia, 998
Polar, sistema de coordenadas, 715

eje polar de, 715
polo (u origen), 715

Polares, coordenadas, 715
área de una superfi cie de revolución 

en, 730
área en, 725
conversión a rectangulares, 716
fórmula de distancia en, 722

Polares, sectores, 986
Polinomio

de Maclaurin, 638
de Taylor, 159, 638

Polinomio de grado cero, 24
Polo, 715

de sistema de coordenadas cilíndricas, 
804

rectas tangentes a un, 720
Por la derecha, límite, 72
Por la izquierda, límite, 72
Posición estándar de un vector, 749
Posición, función de, 32, 112, 124

para un proyectil, 837
Potencia, regla

para derivación, 107, 135
para exponentes reales, 359
para integración, 246, 297

Potencial, energía, 1071
Presión, fl uido, 497
Primaria, ecuación, 215, 216
Primer orden, ecuaciones diferenciales 

lineales, 424
solución de, 425

Primeras derivadas parciales, 890
notación para, 891

Primeros momentos, 998, 1014
Principal, coefi ciente

criterio, 24
de una función polinomial, 24

Probabilidad, función de densidad de, 
349

Problema de la braquistocrona, 702
Procedimientos para ajustar integrandos a 

las reglas básicas, 511
Productividad marginal del dinero, 

955
Producto

de dos funciones, 25
interno, 532

de dos vectores en el espacio, 775
Producto interno

de dos funciones, 532
de dos vectores, 766

Producto vectorial de dos vectores en el 
espacio, 775

forma determinante, 775
propiedades algebraicas de, 776
propiedades geométricas de, 777
torca, 779

Producto, regla del, 118, 135
forma diferencial, 234

Prolata, cicloide, 708
Propiedad asociativa de la suma vectorial, 

751
Propiedad conmutativa del producto 

escalar, 766
de la suma vectorial, 751

Propiedad de intervalo aditivo, 271
Propiedad de la identidad aditiva de 

vectores, 751
Propiedad de refl exión

de funciones inversas, 338
de una elipse, 687
de una parábola, 684

Propiedad del inverso aditivo de vectores, 
751

Propiedad distributiva del producto 
escalar, 766
para vectores, 751

Propiedad geométrica del triple producto 
escalar, 780

Propiedades
de continuidad, 75
de funciones defi nidas por serie de 

potencias, 652
de funciones inversas, 357
de funciones trigonométricas inversas, 

368
de integrales defi nidas, 272
de integrales dobles, 976
de la derivada de una función vecto-

rial, 826
de la función exponencial natural, 319, 

347
de la función logaritmo natural, 319
de límites, 59
de límites de sucesiones, 586
de límites infi nitos, 87
de operaciones vectoriales, 751
de series infi nitas, 599
del gradiente, 919
del producto escalar, 766
del producto vectorial

algebraicas, 776
geométricas, 777

logarítmicas, 319
Propiedades geométricas del producto 

vectorial, 777
Proyección de u sobre v, 770

usando el producto escalar, 771
Proyección, forma de trabajo, 772
Proyectil, función de posición para, 

837
Prueba del término n-ésimo para diver-

gencia, 599
Pulso unitario, función, 94
Pulso, función, 94

unitario, 94
Punto

como una cónica degenerada, 682
de disminución de rendimientos, 223
de infl exión, 189, 190
de intersección, 6

de gráfi cas polares, 727
en un campo de fuerzas

fuente, 1111
incompresible, 1111
sumidero, 1111

fi jo, 229
momento con respecto a un, 487

Punto fi nal de convergencia, 650
Punto fi nal de extremos, 162
Punto frontera de una región, 880
Punto inicial, segmento de recta dirigido, 

748
Punto terminal, segmento de recta dirigi-

do, 748
Punto-pendiente, ecuación de una recta, 

11, 14

18-Index-LARSON.indd   12 03/12/14   13:55



I13 Índice

R

r-simple, región de integración, 988
Racional, función, 22, 25

de dos variables, 869
guía para determinación de límites al 

infi nito de, 198
límite de, 60

Racionalización, técnica, 64
Racionalizar el numerador, 63, 64
Radiales, rectas, 715
Radián, medida, 367
Radical, límite de una función que impli-

ca un, 60
Radicales, solución por, 228
Radio

de convergencia, 648
de curvatura, 856
de giro, 999
externo, 449
función, 800
interno, 449

Radio exterior de un sólido de revolución, 
449

Radio interno de un sólido de revolución, 449
Raíz de una función, 26

aproximación
con el método de Newton, 225
método de bisección, 78
valor intermedio, teorema de, 77

Ramanujan, Srinivasa (1887-1920), 661
Rango de una función, 19

de dos variables, 868
Raphson, Joseph (1648-1715), 225
Rapidez, 113, 832, 833, 857, 859

angular, 999
Razón, 12

dorada, 594
Razón de cambio, 12, 893

instantánea, 12, 112
promedio, 12

Razón de cambio promedio, 12
Razón dorada, 594
Razón relacionada, ecuación, 148
Razón relacionada, problemas, guía de 

solución, 149
Razonamiento inductivo, 589
Recta de impacto, 927
Recta horizontal, 14
Recta normal, 927, 928

en un punto, 146
Recta(s)

como una cónica degenerada, 682
ecuación de

forma general, 14
forma pendiente intersección, 13, 14
forma punto-pendiente, 11, 14
horizontal, 14
resumen, 14
vertical, 14

en el espacio
ecuaciones paramétricas de, 783
ecuaciones simétricas de, 783

número de dirección de, 783
vector de dirección de, 783

equipotencial, 871
momento con respecto, 487
normal, 927, 928

en un punto, 146
paralelas, 14
pendiente de, 10
perpendiculares, 14
radiales, 715
regresión de mínimos cuadrados, 946, 

947
secante, 45, 97
tangente, 45, 97

aproximación, 231
con pendiente 97
en el polo, 720
vertical, 98

Recta(s) tangente(s), 45, 97
a una curva, 842
aproximación de f en c, 231
con pendiente m, 97
en el polo, 720
pendiente de, 97

forma paramétrica, 706
forma polar, 719

problema, 45
vertical, 98

Rectángulo
área de, 256
circunscrito, 258
inscrito, 258
representativo, 436

Rectángulo circunscrito, 258
Rectángulo inscrito, 258
Rectas generatrices de un cilindro, 794
Rectifi cable, curva, 466
Recto, cilindro, 794
Recuperación de una función a partir de 

su gradiente, 1047
Reducción, fórmulas de, 553
Refl ectora, superfi cie, 684
Refl exión

ángulo de, 684
con respecto al eje x, 23
con respecto al eje y, 23
con respecto al origen, 23
en la recta y = x, 338

Refracción, 223, 959
Región de integración R, 967

horizontalmente simple, 968
r-simple, 988
verticalmente simple, 968
u-simple, 988

Región en el plano
área de, 260, 968
centroide de, 491
conectada, 1068
entre dos curvas, 437

Región R
abierta, 880, 886

continua en, 884, 886
acotada, 936

cerrada, 880
función derivable en, 901
punto frontera de, 880
punto interior de, 880, 886
simplemente conectada, 1044, 1075

Región sólida, simple, 1107
Regla de la cadena, 129, 130, 135

derivación implícita, 912
dos variables independientes, 909
tres o más variables independientes, 910
una variable independiente, 907
y funciones trigonométricas, 134

Regla de log para integración, 328
Regla de Simpson, 308

error en, 309
Regla del punto medio, 262, 307
Regla del trapecio, 306

error en, 309
Regla Doyle escala log, 878
Reglas de derivación básicas para funcio-

nes elementales, 371
Reglas de derivación generales, 135
Reglas de integración básicas, 246, 378, 508

procedimientos para ajustar integran-
dos a las, 511

Regresión, recta, mínimos cuadrados, 7, 
946, 947

Regular partición, 267
Relación, 19
Representación de antiderivadas, 244
Representativo, elemento, 441

arandela, 449
capa, 457
disco, 446
rectángulo, 436

Residuo
de un polinomio de Taylor, 642
serie alternante, 621

Resorte, constante de, 34
Restricción, 952
Resultante, fuerza, 754
Resultante, vector, 750
Resumen

de bosquejo de curvas, 206
de criterios para series, 632
de ecuaciones de rectas, 14
de fórmulas de integración, 1118
de fórmulas de interés compuesto, 360
de integrales comunes usando integra-

ción por partes, 520
de integrales línea y superfi cie, 1103
de reglas de derivación, 135
de velocidad, aceleración y curvatura, 

859
Revisión

de reglas de derivación básicas, 371
de reglas de integración básicas, 378, 

508
Revolución

eje de, 446
sólido de, 446
superfi cie de, 470

área de, 471, 710, 730
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volumen de sólido de
método de la arandela, 449
método de la capa, 457, 458
método del disco, 446

Riemann, función zeta de, 611
Riemann, Georg Friedrich Bernhard 

(1826-1866), 267, 624
Riemann, suma de, 267
Rolle, Michel (1652-1719), 170
Rolle, teorema de, 170
Rosa, curva, 718, 721
Rotación de F alrededor de N, 1117
Rotacional de un campo de fuerzas, 1046

y divergencia, 1048
Rotada, elipse, 145
Rotada, hipérbola, 145
Rumbo, 754

S

Secante, recta, 45, 97
Sección cónica, 682
Secundaria, ecuación, 216
Segmento de recta dirigido, 748

equivalente, 748
longitud de, 748
magnitud de, 748
punto inicial de, 748
punto terminal de, 748

Segmento de recta, dirigido, 748
Segunda derivada, 124

criterio de la, 191
Segundas parciales, criterio, 939
Segundo momento, 998, 1014
Segundo teorema de Pappus, 496
Segundo teorema fundamental del cálcu-

lo, 284
Segundo-grado, ecuación general de, 682
Seno, serie de Fourier de, 523
Separable, ecuación diferencial, 415
Separación de variables, 407, 415
Serie, 595

absolutamente convergente, 622
alternante, 619

armónica, 620, 622, 624
geométrica, 619

armónica, 607
alternante, 620, 622, 624

binomial, 669
condicionalmente convergente, 622
convergencia de, 595
convergente, límite del término n-ésimo, 

599
criterio de comparación directa, 612
criterio de comparación en el límite, 614
criterio de la integral, 605
criterio de la raíz, 630
criterio del cociente, 627
de Fourier del seno, 523
divergencia de, 595

criterio del término n-ésimo para, 
599

fi nita de Fourier, 532

geométrica, 597
alternante, 619
convergencia de, 597
divergencia de, 597

guía para criterio de convergencia o 
divergencia, 631

infi nita, 595
propiedades de, 599

Maclaurin, 665
potencia, 647
rearreglo de, 624
resumen de criterios para, 632
serie alternante, criterio de, 619
series p, 607
suma de, 595
suma parcial n-ésima, 595
Taylor, 664, 665
telescópica, 596
término n-ésimo convergente, 599
términos de, 595

Serie absolutamente convergente, 622
Serie alternante, criterio de, 619
Serie alternante, residuo de, 621
Serie convergente, límite del término 

n-ésimo de una, 599
Serie de Fourier de senos, 523
Serie de potencias, 647

centrada en c, 647
convergencia de, 648
convergente, forma de, 664
derivación de, 652
dominio de, 648
geométrica, 657
integración de, 652
intervalo de convergencia, 648
operaciones con, 659
para funciones elementales, 670
propiedades de funciones defi nidas 

 por, 652
intervalo de convergencia de, 652
radio de convergencia de, 652

punto fi nal de convergencia, 650
radio de convergencia, 648
representación de funciones por, 657

Serie de potencias convergente, forma 
de, 664

Serie geométrica, 597
alternante, 619
convergencia de, 597
divergencia de, 597

Serie geométrica de potencias, 657
Series de Taylor, 664, 665

convergencia de, 666
guía para determinación de, 668

Series p, 607
armónica, 607
convergencia de, 607
divergencia de, 607

Serpentina, 126
Si y sólo si, 14
Sigma, notación, 254

cota inferior de sumatoria, 254
cota superior de sumatoria, 254

índice de sumatoria, 254
término i-ésimo, 254

Signo, función, 82
Silla, punto, 939
Simetría

con respecto al eje x, 5
con respecto al eje y, 5
con respecto al origen, 5
con respecto al punto (a, b), 395
criterios para, 5

Simple, curva, 1075
Simple, integral, 976
Simple, región sólida, 1107
Simple, regla de potencia, 107, 135
Simplemente conectada, región plana, 1075
Sistema bidimensional

centro de gravedad de, 489
centro de masa de, 489
masa total de, 489
momento de, 489

Sistema de coordenadas
cilíndricas, 804
esféricas, 807
polares, 715
tridimensional, 758

Sistema unidimensional
centro de gravedad de, 488
centro de masa de, 487, 488
masa total de, 488
momento de, 487, 488

Snell, ley de refracción de, 223, 959
Solenoidal, 1048
Sólido de revolución, 446

volumen de
método de la arandela, 449
método de la capa, 457, 458
método del disco, 446

Solución
curvas, 399
de una ecuación diferencial, 398

Bernoulli, 430
general, 245, 398
método de Euler, 402
particular, 249, 399
primer orden lineal, 425
singular, 398

por radicales, 228
punto de una ecuación, 2

Solución general
de la ecuación de Bernoulli, 430
de una ecuación diferencial, 245, 398

Solución particular de una ecuación dife-
rencial, 249, 399

Solución singular, ecuación diferencial, 398
Somerville, Mary Fairfax (1780-1872), 868
Stirling, aproximación de, 517
Stirling, fórmula de, 354
Stokes, George Gabriel (1819-1903), 1114
Stokes, teorema de, 1080, 1114
Suave

curva, 466, 701, 826, 841
en partes, 701
en un intervalo abierto, 826
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curva en el espacio, 1051
curva plana, 1051
superfi cie paramétrica, 1087

Suave por partes, curva, 701, 1051
Sucesión, 584

acotado, 591
acotado monótonamente, 591
acotado por abajo, 591
acotado por arriba, 591
convergencia de, 585
cota inferior de, 591
cota superior de, 591
cota superior mínima de, 591
de sumas parciales, 595
defi nida recursivamente, 584
divergencia de, 585
emparedado, teorema del, 587
Fibonacci, 594, 604
límite de, 585

propiedades de, 586
monótonamente, 590
patrón de reconocimiento para, 588
término n-ésimo de, 584
términos de, 584
valor absoluto, teorema del, 588

Sucesión monótona, 590
acotada, 591

Suma de vectores, 750, 760
Suma inferior, 258

límite de, 260
Suma superior, 258

límite de, 260
Suma(s)

de dos funciones, 25
de dos vectores, 750
de los errores cuadrados, 946
de una serie, 595
inferior, 258

límite de, 260
parcial n-ésima, 595
regla, 110, 135

forma diferencial, 234
Riemann, 267
sucesión de parciales, 595
superior, 258

límite de, 260
término i-ésimo de, 254

Sumatoria
cota inferior de, 254
cota superior de, 254
fórmulas, 255
índice de, 254

Sumidero, 1111
Superfi cie

cerrada, 1106
cilíndrica, 794
cuádrica, 795
de nivel, 873
ecuaciones paramétricas para, 1084
isoterma, 874
orientable, 1099
orientada, 1099
paramétrica, 1084

refl ectiva, 684
traza de, 795

Superfi cie de revolución, 470, 800
área de, 471

forma paramétrica, 710
forma polar, 730

Superfi cie integral, 1094
evaluación, 1094
resumen de, 1103

Suprayectiva, función, 21
Sustitución directa, 59, 60
Sustitución para funciones racionales de 

seno y coseno, 554
Sustitución u, 292

T

Tabla de valores, 2
Tablas, integración por, 551
Tangencial, componente de la acelera-

ción, 845, 846, 859
Tangente, vector, 832
Tautocrona, problema, 702
Taylor, Brook (1685-1731), 638
Taylor, polinomio de, 159, 638

error en la aproximación, 642
residuo, Lagrange forma de, 642

Taylor, teorema de, 642
Técnica de eliminación de factores, 63
Técnicas de integración

integración por partes, 515
método de fracciones parciales, 542
reglas de integración básicas, 246, 

378, 508
sustitución para funciones racionales 

de seno y coseno, 554
sustitución trigonométrica, 533
tablas, 551

Telescópica, serie, 596
Teorema

cambio neto, 286
de Cavalieri, 456
de Darboux, 242
de emparedado, 65

para sucesiones, 587
de Fubini, 978

para una integral triple, 1010
de Pappus, 493

segundo, 496
de Rolle, 170
de Taylor, 642
del cálculo, fundamental, 277, 278

guía para utilizar, 278
del cálculo, segundo fundamental, 284
existencia, 77, 162
número primo, 327
valor absoluto, 588
valor extremo, 162, 936
valor intermedio, 77
valor medio, 172

extendido, 241, 558
forma alternativa, 173
para integrales, 280

valor medio extendido, 241, 558

Teorema fundamental
de integrales de línea, 1065, 1066
del álgebra, 1106
del cálculo, 277, 278

guía para usarlo, 278
segundo, 284

Tercera derivada, 124
Término i-ésimo de una suma, 254
Término n-ésimo

de una serie convergente, 599
de una sucesión, 584

Términos
de una serie, 595
de una sucesión, 584

Theta, u
región simple de integración, 988

Tipo especial de integral impropia, 
574

Tipos básicos de transformaciones, 23
Tipos comunes de comportamiento 

asociados con la no existencia de un 
límite, 51

Topográfi co, mapa, 871
Torca, 488, 779
Torricelli, ley de, 433
Torsión, 866
Total, masa, 488, 489

de un sistema bidimensional, 489
de un sistema unidimensional, 488

Trabajo, 477, 772
campo de fuerzas, 1056
forma de producto-punto, 772
forma de proyección, 772
hecho por una fuerza constante, 

477
hecho por una fuerza variable, 478

Tractriz, 327, 388
Transformación, 23, 1028
Transformación de una gráfi ca de una 

función, 23
corrimiento horizontal, 23
corrimiento vertical, 23
refl exión en la recta y = x, 338
refl exión respecto al eje x, 23
refl exión respecto al eje y, 23
refl exión respecto al origen, 23
tipos básicos, 23

Trascendental, función, 25, 371
Trayectoria, 881, 1051
Trayectorias, ortogonales, 146, 418
Traza

de un plano en el espacio, 787
de una superfi cie, 795

Triángulo, desigualdad, 753
Tridimensional, sistema de coordenadas, 

758
orientación dextrógira, 758
orientación levógira, 758

Trigonométrica, sustitución, 533
Trigonométrica(s), función(es), 24

coseno, 22
derivada de, 122, 135
integrales de las seis básicas, 333
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inversa, 366
derivadas de, 369
gráfi cas de, 367
integrales que implican, 375
propiedades de, 368

límite de, 61
seno, 22
y la regla de la cadena, 134

Trigonométricas, integrales, 524
Triple integral, 1009

en coordenadas cilíndricas, 1020
en coordenadas esféricas, 1023

Triple producto escalar, 779
propiedad geométrica de, 780

U

Unitario, vector tangente, 841, 859
Uno a uno, función, 21

V

Valor absoluto, teorema del, 588
Valor de f en x, 19
Valor extremo, teorema del, 162, 936
Valor inicial, 408
Valor intermedio, teorema del, 77
Valor medio extendido, teorema, 241, 558
Valor medio, teorema, 172

extendido, 241, 558
forma alternativa de, 173
para integrales, 280

Valor promedio de una función en un 
intervalo, 281

sobre una región R, 982
sobre una región sólida Q, 1019

Valores extremos de una función, 162
Variable

dependiente, 19
fuerza, 478
independiente, 19
muda, 270

Variable independiente, 19
de una función de dos variables, 868

Variación de la aceleración, función, 
160

Vector cero, 749, 760
Vector de dirección, 783
Vector unitario, 749

en la dirección de, 752, 760
estándar, 753

Vector(es)
aceleración, 845, 859
ángulo entre dos, 767
ángulos directores de, 769

binormal, 849, 866
cero, 749, 760
combinación lineal de, 753
componente

de u a lo largo de v, 770
de u ortogonal a v, 770

componente horizontal de, 753
componente vertical de, 753
componentes, 749, 770
cosenos directores de, 769
diferencia de dos, 750
dirección, 783
en el espacio, 760
en el plano, 748
forma componente de, 749
igual, 749, 760
longitud de, 749, 760
magnitud de, 749
multiplicación escalar, 750, 760
negativo de, 750
norma de, 749
normal, 768
normal principal unitario, 842, 859
normalización de, 752
notación unitaria estándar, 760
operaciones, propiedades de, 751
ortogonal, 768
paralelo, 761
perpendicular, 768
posición estándar, 749
producto de dos vectores en el espa-

cio, 775
producto escalar de, 766
producto interno de, 766
producto vectorial de, 775
propiedad de identidad aditiva, 751
propiedad de inverso aditivo, 751
propiedad distributiva, 751
proyección de, 770
punto inicial, 748
punto terminal, 748
resultante, 750
suma, 750, 751

propiedad asociativa de, 751
propiedad conmutativa de, 751

tangente, 832
tangente unitario, 841, 859
triple producto escalar, 779
unitario, 749

en la dirección de v, 752, 760
estándar, 753

velocidad, 832, 859
Vectores iguales, 749, 760
Vectorial, espacio, 752

axiomas, 752

Vectorial(es), función(es), 816
antiderivada de, 828
continua en un intervalo, 820
continua en un punto, 820
continuidad de, 820
derivación de, 824
derivada de, 824

orden superior, 825
propiedades de, 826

dominio de, 817
integración de, 828
integral defi nida de, 828
integral indefi nida de, 828
límite de, 819

Velocidad, 113, 833
curvas de potencial de, 418
escape, 94
función, 124
instantánea, 113
promedio, 112

Velocidad promedio, 112
Velocidad, vector, 832, 859
Velocidades, campo de, 1040, 1041

incompresible, 1048
Vertéré, 198
Vertical, asíntota, 85
Vertical, prueba de la recta, 22
Vertical, recta, 14
Vertical, recta tangente, 98
Verticalmente simple, región de integra-

ción, 968
Vértice

de una elipse, 685
de una hipérbola, 689
de una parábola, 683

Vida media, 356, 409
Volumen de un sólido

con secciones transversales conocidas, 
451

método de la arandela, 449
método de la capa, 457, 458
método del disco, 447

Volumen de una región sólida, 976, 1009

W

Wallis, fórmula de, 526, 532
Wallis, John (1616-1703), 526
Weierstrass, Karl (1815-1897), 937
Wheeler, Anna Johnson Pell (1883-1966), 

424

Y

Young, Grace Chisholm (1868-1944), 45
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Reglas básicas de diferenciación

Fórmulas básicas de integración

1.

4.

7.

10.

13.

16.

19.

22.

25.

28.

31.

34.

2.

5.

8.

11.

14.

17.

20.

23.

26.

29.

32.

35.

3.

6.

9.

12.

15.

18.

21.

24.

27.

30.

33.

36.
d
dx

csch 1  u
u

u 1 u2

d
dx

tanh 1  u
u

1 u2

d
dx

 csch u csch u coth u u

d
dx

 tanh u sech2 u u

d
dx

arccsc u
u

u u2 1

d
dx

arctan u
u

1 u2

d
dx

csc u csc u cot u u

d
dx

tan u sec2 u u

d
dx

au ln a auu

d
dx

ln u
u
u

d
dx

un nun 1u

d
dx

uv uv vu

d
dx

sech 1  u
u

u 1 u2

d
dx

cosh 1  u
u

u2 1

d
dx

 sech u sech u tanh u u

d
dx

 cosh u senh u u

d
dx

arcsec u
u

u u2 1

d
dx

arccos u
u

1 u2

d
dx

sec u sec u tan u u

d
dx

cos u sen u u

d

dx
loga u

u

ln a u

u 0
d
dx

u
u
u

u ,

d
dx

c 0

d
dx

u ± v u ± v

d
dx

coth 1  u
u

1 u2

d
dx

senh 1  u
u

u2 1

d
dx

 coth u csch2 u u

d
dx

 senh u cosh u u

d
dx

arccot u
u

1 u2

d
dx

arcsen u
u

1 u2

d
dx
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Definiciones de las seis funciones trigonométricas
Definiciones para un triángulo rectángulo, donde 0 2.

Definiciones de las funciones circulares, donde u es cualquier ángulo.
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Identidades recíprocas

Identidades para la tangente y la cotangente

Identidades pitagóricas

Identidades para cofunciones

Fórmulas de reducción

Fórmulas para la suma y la diferencia

Fórmulas para ángulos dobles

Fórmulas para la reducción de potencias

Fórmulas suma a producto

Fórmulas producto a suma

cos u sen v
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sen u v sen u v

sen u cos v
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cos u cos v
1
2

cos u v cos u v

sen u sen v
1
2

cos u v cos u v

cos u cos v 2 sen
u v

2
 sen

u v
2

cos u cos v 2 cos
u v

2
 cos

u v
2

sen u sen v 2 cos
u v

2
 sen

u v
2

sen u sen v 2 sen
u v

2
 cos

u v
2

tan2 u
1 cos 2u
1 cos 2u

cos2 u
1 cos 2u

2

sen2 u
1 cos 2u

2

tan 2u
2 tan u

1 tan2 u

cos 2u cos2 u sen2 u 2 cos2 u 1 1 2 sen2 u
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Ceros y factores de un polinomio
del  es un entonces un polinomio. Si Sea 

polinomio y una solución de la ecuación  Además, es un factor del polinomio.

Teorema fundamental del álgebra
Un polinomio de grado n tiene n ceros (no necesariamente distintos). Aunque todos estos ceros pueden ser 
imaginarios, un polinomio real de grado impar tendrá por lo menos un cero real.

Fórmula cuadrática
Si y   entonces los ceros reales de son 

Factores especiales

Teorema del binomio

Teorema del cero racional
tiene coeficientes enteros, entonces todo Si

cero racional de es de la forma donde es un factor de y es un factor de

Factorización por agrupamiento

Operaciones aritméticas

Exponentes y radicales

n
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n b
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n am am na
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x ax
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ad bc
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x y n xn nxn 1y
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Triángulo

(Ley de los cosenos)

c2 a2 b2 2ab cos 

Área
1
2

bh

a

b

h
c

θ

h a sen 

Triángulo rectángulo
(Teorema de Pitágoras)
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p w
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