Tabla de contenido

1 DEFINICION DE DERIVADA .......covieeteteteteeeeae ettt essasae et s ettt ssnanaeaes 2
2 REGLAS PARA CALCULAR DERIVADAS ......cocueviieitetereteeestetetesesesassesesesessssseseses s sesans 7
2.1 REGLA DE LA FUNCION CONSTANTE (€) cuevevevereerererieeereetesesesessaeseesssesasae e 7
2.2 REGLA DE LA FUNCION IDENTICA......cooouiteteteieeeeteteseteesete et 7
2.3 REGLA DE UNA FUNCION POTENCIA (XT0) ..cvvereererereeeereeeeeeeereseeeaeesesessaesesesesnns 8
2.4  REGLA DEL PRODUCTO DE UNA CONSTANTE POR UNA FUNCION.........c.ccevveene. 9
2.5  REGLA DE LA SUMA Y RESTA DE FUNCIONES ........ceveereeeererereeeeaeeeseseseseeaenesenenes 10
2.6 REGLA DE UNA FUNCION RADICAL......ourveveveereceeeereeeeseeeesesesesesasaesesesesesaeaesesenenns 11
2.7 REGLA DE LA RAIZ DE UNA FUNCION .......ceveiieiuireriteceeie et 12
2.8 REGLA DE UNA FUNCION POTENCIAL ....cvveviieceerereteeceete et 13
2.9  REGLA DE UNA FUNCION POTENCIAL- EXPONENCIAL .......coovrereererereerecrererernens 13
2.10 REGLA DEL PRODUCTO DE FUNCIONES........coooeuerereriereererereseeeesaesesesessae e senees 15
2.11 REGLA DEL COCIENTE DE FUNCIONES ......coovveeeeerereeeeeceeeeseeesesseeseeeseseseseeaesesenenes 17
2.12  REGLA DE LA FUNCION EXPONENCIAL .....cvovveeeeeerereieececeeeeesesseeaeeesesesseeaeseseneees 19
2.13 REGLA DE UNA FUNCION DE LOGARITMO NATURAL O NEPERIANO.................... 20
2.14 REGLA DE UNA FUNCION DE LOGARITMO COMUN.......coovovereeeerreeeesesenennens 23
2.15 REGLA DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS ......c.cvevererecrererereeeeieresesensaeae s 24
2.16 REGLAS DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS ......cocorrerererrrerrererernens 27
2.17  REGLA DE LA CADENA.....ovoeeeceete ettt ettt ae et s s en s 31
3 DERIVADAS DE FUNCIONES IMPLICITAS.....cooueveerrereeeereeestesesesesesse s sesaeses e 39
4 DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR ......ooeviieieeriectesceeiesesae st sssesesasse e sesssesenens 43
4.1 APLICACION DE LA SEGUNDA DERIVADA PARA OBTENER LOS MAXIMOS Y
MINIMOS RELATIVOS DE UNA FUNCION.........coouereecreiceeteete e 45
5 RAZON DE CAMBIO.......oouiiereiiiecietetseeesie ettt bbb e bbbt be s s sesesans 47
6  ECUACION DE LA RECTA TANGENTE ...ovuiveieiueieectesete st sess st 50
7 ECUACION DE LA RECTA NORMAL ....ovuivivetetereeteteteeesseetetesesessae et esessae st sesesasaesesans 54
Y AN e [ g Y=o =T Lo Yor U PPRUR 55



DERIVADAS
GUIA DE EJERCICIOS

1 DEFINICION DE DERIVADA

La derivada permite encontrar la recta tangente a una grafica de cualquier funcién (circulo,
elipse, parabola, etc.) en un cierto punto.

Sea f(x) una funcioén. Se define a su derivada f'(x) como:

flx+ Ax) — f(x)
Ax

f,(x) = limpy_,o

Sx+Ax)—f (%)
Ax
de la funcién en dos puntos cuyas coordenadas son: [x, f(x)] y [(x + Ax), f (x + Ax)].

En la expresion anterior es la pendiente de una recta secante que corta a la grafica

Si Ax se hace cada vez mas pequefia, es decir cuando tiende a ser cero (Ax — 0) la pendiente de
la recta secante tiende a la de la tangente en un solo punto, en el punto [x, f (x)] de la grafica, lo
que se expresa diciendo que limy,_,,. Esa recta tangente es la derivada de la funcion y se
expresa:
fOx+Ax) — f(x)

Ax

D lim D lim flrt M) = ()

f,(x) = limAx—>0
O bien:

La definicién anterior se suele escribir reemplazando Ax por la letra h.

fGx+h) - f(x)

f'(x) = limp_g

h
Distintas notaciones para la derivada:
dy, d .,
oY Dxy

L | i

'
//{ngsn.' ar point P :
Z !




Ejemplo: Dada la funcién f(x) = x? — 2x y x, = —1. Calcular la derivada en el punto -1, es
decir, calcular f'(—1).

Se aplica la definicion:

LN s )= flx) (x?=2x) = ((-1)?-2(-1)) _
f (X) = llmx_>x0 = ? = llmx_>_1 - (_1) =
2_2x-3 G+ (x -3
= lim,_,_, % Clim, SR —3)=

=limy_, ; x—3)=(-1)—-3=-4

Por tanto: f'(—1) = —4

Ejemplo: Encontrar la derivada de la funcién f(x) = 5x — 6 usando la definicién de derivada
Se tiene que calcular primero f(x + Ax) reemplazando la xde la funcién por derivar por x + Ax

f(x)=5x—-6
f(x+Ax) =5(x+Ax)—6

[5(x + Ax) — 6] — (5x — 6)
Ax

f,(x) = limpy—0

5x+5Ax —6—-5x+6
Ax

f,(x) = limpy_,0

, , SAx
f'(x) =limp,_,o A

f'(x) =limpy o 5=5

Ejemplo: Encontrar la derivada de la funcién y = 7x?> — 5x + 9 usando la definicién de
derivada

ﬂzlim f(x +Ax) — f(x)
dx Ax—0 Ax

Se tiene que calcular primero f (x + Ax) reemplazando la xde la funcién por derivar por x + Ax

flx)=7x*-5x+9
flx+Ax) =7(x+ Ax)?> —5(x + Ax) + 9

dy [7(x + Ax)? — 5(x + Ax) + 9] — (7x? — 5x + 9)

—— = limay—0

dx Ax

dy [7(x? + 2x(Ax) + (Ax)? — 5x — 5Ax + 9] — 7x?> + 5x — 9
ax = lima,_, A



[7x% + 14x(Ax) + 7(Ax)? — 5x — 5Ax + 9] — 7x? + 5x — 9

& lim
dx Ax—0

Ax
dy [Z%Z+ 14x(Ax) + 7(Ax)? — 5% — 5Ax + 9] — ZxZ+ 5x — 9
—— = limay
dx Ax
dy [14x(Ax) + 7(Ax)? — 5Ax]
dx ~ Max—o Ax
y [Ax(14x + 7Ax — 5]
dx ~ Max—o Ax
dy
T limp,_,o 14x + 7Ax -5
ComoAx — 0
dy
— =14x -5
dx x

Ejemplo: Encontrar la derivada de la funcién y = 2x3 — 3x2 + 4x — 1 usando la definicién de

derivada
flx+Ax) — f(x)
Ax

f’(x) = limpx—o

fl)=2x3-3x*+4x—-1
flx+Ax) =2(x + Ax)3 — 3(x + Ax)? + 4(x + Ax) — 1

Hay que recordar que: (a + b)3 = a® + 3a%b + 3ab? + b3

flx + Ax) = 2(x3 + 3x%Ax + 3x(Ax)? + (Ax)3) — 3(x? + 2xAx + (Ax)? + 4x + 4Ax — 1
flx + Ax) = 2x3 + 6x%Ax + 6x(Ax)? + 2(Ax)3 — 3x? — 6xAx — 3(Ax)? + 4x + 4Ax — 1

')
i 2x3 + 6x2Ax + 6x(Ax)? + 2(Ax)3 — 3x2% — 6xAx — 3(Ax)? + 4x + 40x — 1 — (2x3 = 3x% +4x — 1)
= llMAx—o Ax
')
i 2%% + 6x2Ax + 6x(Ax)? + 2(Ax)3 — 3xZ — 6xAx — 3(Ax)? + 4% + 4Ax — 3+ — 253+ 3x2—4x + 1)
= lImax 0
Ax

6x2Ax + 6x(Ax)? + 2(Ax)3 — 6xAx — 3(Ax)? + 4Ax)
Ax

f1(x) = limpy_so

Ax(6x% + 6xAx + 2(Ax)? — 6x — 3Ax + 4)
Ax

f1(x) = limpy_so

Reemplazando Ax por 0:

f'(x) =6x*—6x+4



Ejemplo: Encontrar la derivada de la funcién f(x) = % usando la definicién de derivada

flx+ Ax) — f(x)
Ax

f,(x) = limpy_,o

La x de la funcién se reemplaza por x + Ax y f(x) por la funcién dada.

(2(x+Ax)—1)_2x—1
x+Ax+5 x+5
Ax

f'(0) = limpy_so

(2x+2Ax)—1)_2x—1
x+Ax+5 x+5
Ax

f'(0) = limpy_so

((Zx +2Ax — 1)(x+5) — (2x — 1)((x + Ax + 5))
(x+Ax+5)(x+5)
Ax

f,(x) = limpy—0

Simplificando:

f') =

) 11 Ax
MAx—0 2 (x + Ax + 5)(x + 5)

11
(x+Ax+5)(x+5)

f,(x) = limAx—>0
ComoAx — 0

o111
FO =G se+s) - Groe

Ejemplo: Encontrar la derivada de la funcién f(x) = vx + 2 usando la definicién de derivada:

flx+Ax) — f(x)
Ax

f1(x) = limpy_g

La x de la funcién se reemplaza por x + Ax y f(x) por la funcién dada.

Vx+Ax+2—+Vx+2
Ax

f'(0) = limpy_o

racionalizando la expresion anterior:

(Wx+Ax+2—-Vx+2)(Wx +Ax + 2 +Vx + 2)
Ax(Vx +Ax+2++Vx +2

f'(x) =limp,_,o

(Vx + Ax + 2)2 —Vx + 2)?
Ax(Vx + Ax + 2 ++Vx + 2

f'(x) = limp,_,o




xX+Ax+2—-x—-2
Ax(Wx +Dx+ 2 ++Vx +2

f1(0) = limpy_so

Ax 1

= limpy—o0
Ax(Vx +Ax + 2 +Vx + 2 (Wx+Ax+2++Vx+2

f,(x) = limpy_,0

Resolviendo el limite, es decir, considerando que Ax — 0

1

TN



2 REGLAS PARA CALCULAR DERIVADAS

En vez de utilizar la definicién de derivada se pueden emplear las siguientes reglas:

2.1 REGLA DE LA FUNCION CONSTANTE (c)

Si f(x) = ¢, donde c es una constante, entonces, para todo nimero real x:

fG)=c->f'(x)=0

Se puede expresar como:

(©)'=0

dy
E(C) =0

Es decir, la derivada de una constante es cero.
Ejemplo: Derivada de f(x) =8:

@)'=0

Ejemplo: Derivada de f(x) = (a — 1)?> — 3a

Como en la funcién no hay términos que dependan de x, (a — 1)? — 3a es una constante. Por
tanto:

f(x) = 0

2.2 REGLA DE LA FUNCION IDENTICA

f(x) = x, es una recta que pasa por el origen del plano cartesiano con pendiente 1. Para todo
numero real x:

f)=x-fx)=1

®)' =1

Se puede expresar como:

d =1
E(x)_

Es decir, la derivada de una funcién idéntica es 1.
Ejemplo: Derivadadey = x

Aplicando: f'(x") = nx™!
Dx'!=1x" = (D) =1




4

Gréfico de la funcién identidad y su derivada.

2.3 REGLA DE UNA FUNCION POTENCIA (x™)
Si f(x) = x™ con n como un entero positivo, entonces:

£ = nan?
Se puede expresar como:

(™) =nx™1

L2 (x™) = na™ 1
dx

Es decir, se pone el exponente como coeficiente y se resta 1 al exponente.

Ejemplo: Derivada de x3
(3 sy - W 3 3-1 2
f(x)=(x)=a(x)=3x = 3x

Ejemplo: Derivada de 3x*
f'(3x*) = (4)(3)x* 1 =12x3
Ejemplo: Derivada de 8x

f'(8x) = (1)(B)x1"1 =8x"=(8)(1) =8

Ejemplo: Derivadade y = 1

X

y=x
dy e _ 1
a=(—1)x 171 = —x 2__x_2




3
Ejemplo: Derivada de y = x#

2
Ejemplo: Derivada de y = x5

dy _ 2%1_223 2 -3
-G TEX T

7
Ejemplo: Derivada de y = 5x3

dy _ 77, 35 73 35
dx - P)FP =g 3=x

RIES

4 1

1
Ejemplo: Derivadade y = 2x3 — 5x5 + 3x2

W_ & -5 4 ‘%+3 -3
FRCY xeTg
Ejemplo: Derivada de y = 5:/%

1
y=—3

x5

3

y=x5
dy 3 =34 -3 5
— = (—= =(—— 5 5=(—= 5
== (—x (-2
dy 31 3 1 3 1
de 5 5 5 x® 5 aSx3

2.4 REGLA DEL PRODUCTO DE UNA CONSTANTE POR UNA FUNCION

Si f(x) es derivable y c es una constante:

f)=c g - f'x)=cg'(x)

Se puede expresar como:

(crg)=cg

d — 12
dx(c g =c-g

Es decir, la derivada de una constante por una funcién es la constante por la derivada de la

funcion.



Ejemplo: Calcular la derivada de 2x°:

f@) = (2x%) - f () = (2) - (5)x* = 10x*

Ejemplo: Calcular la derivada de f(x) = 6x:
f)=6x—f(x)=(6) (Dx""=6x"=6(1) =6
Ejemplo: Calcular la derivadade y = —x:

y=—x=y=-1x->y =1 x"1=(C-1)x"=(-1)-1=-1

2.5 REGLA DE LA SUMA Y RESTA DE FUNCIONES
Si g(x) y h(x) son funciones derivables, entonces:
fx)=gx) +h(x) - f'(x)=g"(x) +h'(x)
fx)=9g(x)—h(x) - f'(x) =g"(x) —h'(x)

Es decir, la derivada de la suma de funciones es la suma de las derivadas de las funciones y la
derivada de la resta de funciones es la resta de las derivadas de las funciones.

Habitualmente las funciones se representan por las letras u y v, por lo que la formula se expresa
como sigue:

—(utv)=u+7v
dx( T v) +

Ejemplo: Calcular la derivada de x3 + x?
(x3+x%) = (3" + (x?) =3x% +2x
Ejemplo: Calcular la derivada de x3 — x?

(x3—x2)" = (x3) — (x?) = 3x? — 2x

Ejemplo: Calcular la derivadadey = 7x* + 3x2 + x + 1

y' =7x") +Bx?) +x'+1' =28x3+6x1+1+0=28x3+6x+1

Ejemplo: Calcular la derivadade y = 2x + 3

Y =02)+@)' =0 +0=@(1) =2

10




Ejemplo: Derivada de y = 5x3 + 2x? — 5x + 10

dy_

T 3)(B)x% + (2)(2)x — (1)(5)x° = 15x2 +4x — 5

Ejemplo: Derivadade y = x% +x—-1

d 6
& 32 4x—1=—6x2141-0=—6x341=——at1
dx %3

2.6 REGLA DE UNA FUNCION RADICAL

La derivada de una raiz es un caso particular de la funciéon potencial cuando el exponente es
fraccionario.

La derivada de la raiz cuadrada de x es la siguiente:

y =+x
. 1
La derivada de la raiz nde xes la siguiente
y="vx
, 1
Y ===
nw/x" 1
Ejemplo: Calcular la derivada de la raiz cuadrada de x:
y =vx
. 1
Y vk

Ejemplo: Calcular la derivada de la raiz ctibica de x:
y=Vx
1 1

Y T 3R

A este resultado se pudo llegar considerando que la derivada de una raiz es un caso particular
de la funcion potencial cuando el exponente es fraccionario:

1
y:%:x?
,_ 11, 12 1 1
y ==X = —X = = ——
3 3 3x§ 33\/x2

11




Ejemplo: Calcular la derivada de la raiz séptima de x:
y=Vx
1 1

y' = =
7Vx7-1  74x6

2.7 REGLA DE LA RAIZ DE UNA FUNCION

La derivada de una raiz de una funcion es:

y=VF®
r __ 1 ! — ! — v,
Y = e ) Y =

Ejemplo: Calcular la raiz cuadrada de la funcién: y = /5x* + x2

1
y —W (f'(x)
1 o+ 20

y =
23/ (5x% + x2)1
Ejemplo: Calcular la raiz cuadrada de la funcién: y = 2v/x + 3

Conviene introducir el coeficiente 2 dentro de la raiz:

y =4(x+3)

1
y —m'f(4(x+3))
/_;_ ’ ’
y NS f'(4x) + f'(3)
1
y —m"}f x)+f'(3)

1
Py A0

422
C2J4(x+3) J4a@x+3) 2J(x+3) Jx+3)

Nota: Una solucién mds breve es escribir la raiz como exponente y operar:

1
y=2(x+3)2

1 1,
y' = 2)(x +3)2

1,
y'=1(x+ 3)2

12




1 1 1
y’:(x+3)_7: =
(x+3)§ Vx+3

2.8 REGLA DE UNA FUNCION POTENCIAL

En lugar de una x se tiene una funcién elevada a un exponente. En este caso, la derivada se
calcula pasando el exponente a multiplicar a la funcién, al exponente se le resta 1 y, ademas,
todo lo anterior queda multiplicado por la derivada de la funcién:

y ="

d 1 e
== nlf @I @)

Si la funcién se representa por v:

— vt =nv" 1

dx

Ejemplo: Derivar la siguiente funcién elevada a un exponente: y = (3x% + x)*

El exponente pasa a multiplicar la funcién y al exponente de la funcién se le resta 1y, todo eso,
se multiplica por la derivada de la funcién, que esta compuesta por dos términos, y su derivada
serd la suma de la derivada de cada uno de los términos:

y' =403x%+x)3 - (6x+1)

Ejemplo: Derivar la siguiente funcién elevada a un exponente: y = (3x% — x)’

y' =703x%—x)% (6x—1)

Ejemplo: Derivar la siguiente funcién elevada a un exponente: y = (x? + 5x — 3)3

y' =3(x%+5x—3)% - (2x+5)

y' =3-(2x +5)(x? + 5x — 3)?

y' = (6x + 15)(x? + 5x — 3)?

2.9 REGLA DE UNA FUNCION POTENCIAL- EXPONENCIAL

Si las funciones son u y v:

d—u” =’ 1 u +u¥lnu-v’
x

13




Ejemplo: Derivar f(x) = x7**9

u=x
v=7x+9

/) =(T7x+9) - x7**971. (1) + x7**2 - (Inx) - (7)
fl(x) = (7x+9) - x7**t8 + 7x7**9 . (Inx)

Ejemplo: Derivar f(x) = x*

u=x
v=X

) =x-x*1- (1) +x*- (Inx) - (1)
f'(x) =x*+x*- (Inx)
f'(x) = x*(1 + (Inx))

Ejemplo: Derivar f(x) = xV*

u=x
v=x
f'(x):ﬁ'x”‘l'ﬂHM-(znxr%
£ = va - xVF 1 4 3% (217\1/’;)
f'<x>=&-’;_f+x«;.<zl:l;;)
f'(x)=\/§-%-x\/§+x\/§_(zl:l/;)
Flo0) = — x4 x\% (zln—\/?

f(x) =.x\/}(\i€_§+(zl:l;;))

Ejemplo: Derivar f(x) = (x2 — 1)V*

u=x%-1

v =+/x

F/00) = VR (2 = DT 220 + (2 = DY - (In (¥ — 1)) - —=

2Vx

14



_)\/_

_1)E. _1)
f'(x) = 2xvx - ( 1)1)+(x2 DY* - (In (xj 1) e
(In (x*—-1)
) = (22 _ WE .
£ = (x* = DV [(2xx (( 2_1)1)"‘ W
In (x%2 —1)

_ B \/—Zx\/—
fl) =@ -1V e 1

2.10 REGLA DEL PRODUCTO DE FUNCIONES

Si uy v son funciones derivables entonces:

d
—uv =uwv' +vu'
dx

Es decir, la derivada del producto de dos funciones es igual a la primera funcién por la derivada
de la segunda, mas la segunda funcién por la derivada de la primera.

Ejemplo: Calcular la derivada de la funcién y = xvx + 1

uUu=x
u=1

1

v=vVx+1=(x+1)2
o1 1

v =E(x+1) 2

y =uv' +vu'

. 1 _1 1
y =x-§(x+1) 2+ (x+1)2-1

.oX 1
y=§(—m+\/m
y = (2 _)+Vx+

m.c.m = 2(\/x + 1)

x+Wx+1D)-(2Vx+1) x+2x+1) 3x+2

U9y = 2(Vx+1) C 2(Vx+1)  2(Vx+1)
Ejemplo: Calcular la derivada de la funcién y = x*vx — 1

u = x?

u' =2x

15




1
v=vVx+1=(x+1)2
1 1
v’=z(x+1) 2
y' =uw' +vu

1 1 1

y' =22 0= DT + (e - 1)2(2x)
1 1 1

y' =23 0= DT+ (x — 1D2(2x)

) 1 =1 1
y' =x2G (= D2) + (e + D220)

41
Recordando que: a™! = -

1 1
y'= xz(z(m + (x — 1)2(2x)
2xVx —1

2(\/xT)> 1

+2xVx —1- z(vx—1)>
2(Vx-1)

7=
s
<x +4x(\/xT)>
&y
(G

2(Vx—1)

x +4x(x—1)>
Z(Vx— )

x? + 4x? — 4x
2(Vx—1) >

, < S5x? — 4x >
Y 2(Vx—1)
Ejemplo: Calcular la derivada de la funcién y = x(x + 7)1 (x + 1)2°
Para usar solo dos variables auxiliares se hace:

u=x(x+7)°
Para calcular su derivada se aplica la formula del producto:

w=x((x+7) +(x+7D0 x
u =x-10(x+7)°(1) + (x + 7)1 (1)
u' = 10x(x +7)% + (x + 7)1°

16



v=_(x+1)%°

v’ =20(x+ 1))
v’ =20(x +1)*°

y' =uw' +vu

y' =x(x+ 7)1 200x + 1) + (x + 1)2°- 10x(x + 7)% + (x + 7)1°

211 REGLA DEL COCIENTE DE FUNCIONES

Si uy v son derivables:

Es decir, la derivada del cociente de dos funciones es igual a la funcién del denominador por la
derivada de la funcidon del numerador menos la funcién del numerador por la derivada de la
funcion del denominador, entre el cuadrado de la funcién del denominador.

x2-5

Ejemplo: Calcular la derivada de la funcién f(x) = T2

u=x?>-5
u' =2x

(1—-3x*)2x — (x> = 5)(—6x) 2x—6x>+6x>—30x  —28x

feo = (1 —3x2)2 (1 —3x2)2 T (1-3x2)2

5x2-7
x3+5x

Ejemplo: Calcular la funcién f(x) =

u=>5x%*-7

u' = 10x
v=ux3+5x

v =3x%+5
(u), B vu' —uv’
v v2

(x3 4+ 5x)10x — (542 — 7)(3x% + 5)

f'(x) =
(3x3 + 5x)2

17




10x* +50x% — (15x* — 21x* + 25x* —35)  —5x* +46x* + 35
(x3 + 5x)2 (%34 5x)2

f'(X) —

. . . s 4x2—x+1
Ejemplo: Calcular la derivada de la funcién f(x) = a1

u=4x*-x+1

u=8x—1
v=2x+1
v =2

u, vu' —uv’
(17) - 'UZ

, Rx+1)Bx—-1)— (4x?>—x+1)-(2)
flx) = 5

(2x+1)

, 16x% +8x —2x — 1 — (8x2% — 2x + 2)

flx) = >
4x= +4x + 1

, 16x2 + 6x — 1 —8x% 4 2x — 2)

flx) = 5
4x-+4x + 1

, 8x2% + 8x — 3)

F = a1
2

Ejemplo: Calcular la derivada de la funcién f(x) = ;x_x
u = 4x?
u =8x
v=x%—x
v =2x-1

u, vu —uv
(v) 2

, (x?2 —x)(8x) — (4x?) - (2x — 1)
flx) = 5 5

(x* —x)

, 8x3 — 8x% — 8x3 + 4x? —4x?

flx) = 2 2 ) 2=
(x%2 —x) (x%2 —x)

, —4x? —4x? —4 —4

flx) =

x‘*—2x3+x2=x2(xz—2x+1)=(xz—2x+1)=(x—1)2



Ejemplo: Calcular la derivada de la funcién f(x) = 330

x3

u = 350
u 0
v=x3
v = 3x?

! !
(u), vu' —uv
v v2

_ x3(0)— (350)-3x* _ —1050x? _ 1050

x© x6 x4

f)

senx

Ejemplo: Derivar la siguiente funcion f(x) = .

vu'—uv’

Se aplica: (%)’ =—0

u=senx
V=X

x sen (x)' —senx (x)’ xcos(x) —senx

f(x)=

x2 x2

212 REGLA DE LA FUNCION EXPONENCIAL

Si la funcién se representa por v:

Si el exponente es una funcion, la derivada es igual a la funcién que estd como exponente por el
logaritmo de la base de la potencia y por la derivada de la funcién que esta como exponente:

f(x) =a’

d ,
—a’=a’-lna- v
dx

Si la base de la potencia es el nimero e de Euler: La derivada de una funcién v es la misma
funcion.

f(x) =e"
d vy — v
E(e )=e

Si el exponente del numero de Euler es, a su vez, una funcion, la derivada es:

y = eg(v)
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% (eg(v)) — eg(”) . v’

Ejemplo: Hallar la derivada de: y = 3*
y'=3*-In3

Ejemplo: Hallar la derivada de: y = 53%"+1
y' = 53¥°+1.n5. 6x

Ejemplo: Hallar la derivada de: y = x?e*
Aplicando la derivada del producto:

y' =2x-e* +x%e*
y' =xe*(2 +x)

Ejemplo: Hallar la derivada de f(x) = e®“™*.
Tener presente que la derivada de sen x es cos x
f'(x) =eS"*. f'(senx)

f'(x) =e%"* . cosx

2.13 REGLA DE UNA FUNCION DE LOGARITMO NATURAL O
NEPERIANO

El logaritmo natural tiene como base al nimero de Euler. e = 2,7182818281 ...

Cuando la funcion es logaritmo neperiano de una funcidn, su derivada es 1 entre la funcion,
multiplicado por la derivada de la funcién:

y =Inf(x)
- fx)
= — . X
ic)
Si la funcién se representa por v:
d T 1 v
dx nv= v Ve v
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Ejemplo: Encontrar la derivada de la funcién: y = In(2x? + 3x)

! 1 !
y'=—"v
, 1 (4x+3) = T3
Y T ox% + 3x x © 2x%2+ 3x
: . .y 2x+1
Ejemplo: Encontrar la derivada de la funcién: y = In —
d v = 1,
V=
d 2x+1 1 ,
—in — -V
dx 2x+3 2x+3

x+1

d 2x+1_x+1
dx "2x+3 2x+43 '

Para derivar v’ Se aplica la férmula de la derivada de un cociente:

u, vu —uv
(;) A —
, ox+1 (x+1)(2)— (2x+3)(1)
y T 2x+3 (x+ 1)
, %+t (x+1)(2)-@2x+3)(1) 2x+2-2x-3 -1
Y T %+3 T + D+ x4+ 2x+3)E+ D

Ejemplo: Encontrar la derivada de la funcién: f(x) = y = In x?

-t
y_f(x) f(x)

li 1 14 2
y' == 116
/_1 2 —
y_x2 x_x

Ejemplo: Encontrar la derivada de la funcién: y = 3In (2x3)

Se tiene la derivada de una constante por una funcion: Es igual a la constante por la derivada de
la funcio6n:

y'=3-(2x%)

Lo 69
Y= 2x3 = 2x3  x
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Ejemplo: Encontrar la derivada de la funcién: y = In (3x* — 2x)

y' f() f1()

1 6x — 2

T (6x—2)=
V' =357 g (XD =375,

Ejemplo: Encontrar la derivada de la funcion: y = Inx

y' f( ) f1()
==

Y =% X

Ejemplo: Encontrar la derivada de la funcién: y = x3In x

Primero corresponde aplicar la regla del producto:

(w)' =y =uwv' +vu’
— 43

v=Inx
1
y' =x3 " + Inx - 3x2
y' =x%+3x% Inx
Ejemplo: Encontrar la derivada de la funcién: y = [n?( x? — x)
Hay que recordar que: logit = (log,A)"
La funcién debe expresarse como: [In(x? — x)]?
y' =2In(x? — x)-[In(x? — x)]’

Aplicando: y' = f(;x) f'(%)

1
y' = 2In(x? - x)~x2 — 2x—1)

2In(x* —x)(2x — 1)

2

X —X

!

_(4x—-2)

e ‘n(x? —x)
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2.14 REGLA DE UNA FUNCION DE LOGARITMO COMUN

d
— log,u = -u’'

dx

Ik

1
Ina

Ejemplo: Calcular la derivada de la funcién: f(x) = log(3x? — 2x + 5)

1 1
! _ . . 2 !
F'O) =110 32 —2x g5 BF —2x+5)
'(x) = 1 1 6x — 2
PO =110 3ez—ax 2 ©* =2
6x — 2
f'(x)=

In10 (3x2 —2x + 2)

Ejemplo: Calcular la derivada de la funcién: y = logs(3x* — 8)*

1 1

fl(x) = ms GrZ—8)F [(3x* — 8)*]
1
frx) = m5 GrZ_8)F 4(3x* — 8)* - (6x)
1 1
f’(X) = E ' m ' 24X(3X2 - 8)3
o 24x(3x* - 8)°
I = hsEe—sr
, _ 24x
'™ =562 —8
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2.15 REGLA DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

|

f(x) =sen[g(x)] = f'(x) = cos [g(x)] g'(x) = f'(x) = cosv - V'

fx) = cos[ g()] = f'(x) = —sen[g(x)] - g'(x) = f'(x) = —senv - V'

) = tlg] ~ £/ = =50 = ') = g Wsec?lg()] = £1G0) = sec?v !
F6) = g [90)] = 100 = - 2= =g/ () - esc?lg ()] = F1(8) = ~esc?o- v

F) = sec [g(0)] = f'(x) = LERION  g1(x) - sec[g ()] - tg[g ()] =f'(@) = secw:-
tgv-v'

fG0) = esc [9(0)] = £ () =—2 i’éi;f;’?x[ﬁ("”

=—cscv-ctgv-v

=—g'(x) - csc[g(x)] - ctg[g()] = f'(x)

Ejemplo: Derivar la siguiente funcién f(x) = sen (x? — 3):
Se aplica: f(x) = cosv - v’

v=x?-3
v =2x

f(x) = 2x-cos (x? —3)-2x = 2x - cos (x* —3)

Ejemplo: Derivar la siguiente funcién f(x) = cos (3x3):
Se aplica: f(x) = cos[ g(x)] = f'(x) = —g'(x) - sen [g(x)]

f'(x) = —=9x? - se (3x%)

Ejemplo: Derivar la siguiente funcién f(x) = seng
Se aplica: f(x) = cosv-v'

x 1
v==C"=-=x
2 2
=2 =3
Ve TR
_ x1_1
f(x)—cos2 5 =75 cos
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Ejemplo: Derivada de y = sen 2x

Se aplica: f(x) = cosv v’

v =2x

v =2

y' =cos2x-(2)
y' = 2cos 2x

Ejemplo: Derivar la siguiente funcién f(x) = tg(x? + 3)

Se aplica: f'(x) = g'(x)sec?[g(x)] o bien: f'(x) = sec?v v’
v=x2+3

v =2x

f'(x) = 2x-sec?(x? + 3)

Ejemplo: Derivar la siguiente funcién f(x) = ctg(2x? + x — 4)

Se aplica:f'(x) = —g'(x) - csc?[g(x)], o bien: f'(x) = —csc?v v’

v=22x%24+x—-4
v =4x+1

fl(x) = —csc? (x> +x—4) - (4x+1) = —(4x + 1) - csc?(x? + x — 4)

Ejemplo: Derivar la siguiente funcién f(x) = ctg(1 — 2x?)

Se aplica: f'(x) = —csc?v - v’

v=1-—2x?
v = —4x

f'(x) = —csc(1 — 2x?) — (4x) = 4x - csc(1 — 2x?)
Ejemplo: Derivar la siguiente funcién f(x) = sec(5x3 + 2x — 4)

Se aplica: f'(x) = secv - tgv - v’

v=>5x3+2x—4

v' = 15x% + 2

f'(x) =sec (5x3 + 2x —4) - tg(5x> + 2x — 4) - (15x% + 2)
f'(x) = (15x2 + 2) *sec (5x3 + 2x — 4) - tg(5x% + 2x — 4)
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Ejemplo: Derivar la siguiente funcién f(x) = sec(6x? — 4)

Se aplica: f'(x) = secv - tgv - v’

v==6x%—4
v =12x

f'(x) =sec (5x% + 2x —4) - tg(5x> + 2x — 4) - (15x% + 2)
f'(x) = sec (6x? —4) - tg(6x> —4) - 12x

f'(x) = 12x - sec (6x% — 4) - tg(6x? — 4)
Ejemplo: Derivar la siguiente funcién f(x) = sec(v3x — 2)

Se aplica: f'(x) = secv - tgv - v’

v=+v3x—2

. ., . . a v
Para derivar la funcién anterior se usa: T Vv = NG
, 3
vV =

2vV3x — 2 3

"(x) =sec V3x —2-tg(V3x — 2 - ——
Feo e 9 2ix 2
"(x) = —="sec V3x —2-tg(vV3x — 2
I = =2 g0

Ejemplo: Derivar la siguiente funcién f(x) = sec(e3*)

Seaplica: f'(x) = secv-tgv-v'
v=e3*

. - . d
Para derivar la funcién anterior se usa: —e¥ = e¥ - v’
v’ =e3%.3 =3e%
f'(x) = sec (e3) - tg(e®*) - 3e3*

f'(x) = 3sec (e3¥) - tg(e3*) - e3*

. . - .y 3x+1
Ejemplo: Derivar la siguiente funcion f(x) = csc 27
. , . . . u,, vu'-uw’ .
Se aplica la férmula para derivar un cociente de funciones: (;) =—0 Y luego la siguiente:

f'(x) =—g'(x) - csc[g(x)] - ctg[g(x)] o bien: f'(x) = —csc v-ctgv-v'

_3x+1
17_x2—1

. ., . u vu'—uv’
Para derivar la funcién anterior se usa: (;)’ =
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(x?—-1)-3—Bx+1):2x 3x>?—-3-6x2—-2x —3x2-2x-3
Z =12 NG G

, 3x+1 3x+1 —3x?—-2x-3

f(x)=—cscx2_1-ctgx2_1- T =1)2

!

, 3x% 4+ 2x+3 3x+1 3x +1
f'x) = aT=1)2 - CSC xz_l-ctg 71

2.16 REGLAS DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

’

. (%) . v
f@) = arcsen [g(0] > f () = === f () =
J1- @7 v
Nota: la funcién inversa se puede representar como: f (x) = sen™! [g(x)]
, g () . v
fx) =arccos[gx)] > f(x) = ————==Ff(x) = - -
2 1-—v
1/1 —[g(x)]
fx) =arctg [g()] - f () = 9@ =f(x) = v
99 1+ [g(0)]° 1+v?
f@) = arcetg () = F () = 750
Para todo x
, v
f(x) =arcsec (x) > f(x) =———
v-Vri -1
Para|x| > 1
f(x) = arccsc (x) - f'(x) = _
v-vxZ -1
Para |x| > 1

Ejemplo: Calcular la derivada de: f(x) = arc sen (5x)

Se aplica:
£ = 2
xX) =
V1 —v?
v = bx
v'=5
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5 5
JI— (50?2 V11— 25x2

f') =

Ejemplo: Calcular la derivada de: f(x) = arc sen (x~3)
Se aplica:

!

fl) = ——
X) =
1—v2
v=x3
v'=-3x"3"1==-3x"*%
00 —3x~* —3x~*
x) = =
_ x—6
J1 _ e Vi-x
2_
Ejemplo: Calcular la derivada de: f(x) = arc Sen(xx2 1)
Se aplica:
e p—
x) =
1—-v?
x2—1
v=—073

x%2x—(x?=1)-2x  2x°®—2x°+2x 2x

v = (x2)? o T e
2 2x 2x
fr(x) — x4 — X4 — X4
2 2
1_(x2—1)2 -1 |-G -1
x? == x4
2x 2x 2x 2x
_ x* _ x* _ x* _ Xy
Jx4 —(x*=2x2+1) \/x‘* —xt+2x2—-1) J2x2 -1 J2x2-—1
x* x4 x* \/F
2x 2x 2
D . - 2
J2x2 —1 2x2 —1 J2x2—1 e 2x2 —1
\/g x* x* x*

Ejemplo: Calcular la derivada de: f(x) = arc cos 2x
Se aplica:

bl
’x:
F®=5=
v =2x
v =2
, = —2
£

- J1—(2x)2 T V- 4x?
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Ejemplo: Calcular la derivada de: f(x) = arc cos i—_l__z

Se aplica:
I _ —'U,
f'(x) = —
_1—x
VS 1xx
, A+x)--D-1Q1-x-(1) -2
Vo= (1+2x)2 T (1 +x)2
_—2 _—2 _ 2
£ = A+x* __ (A+x* _ (1+x)?2 _
1—x.2 1 (1 —x)? (1+x)2—(1—x)*
-Gy T 1+ )7 1 +x)?
2 2 2 2
(1+x)? (1 +x)?2 (A4x)?  (14x)?%
B _ — . Ax  Ax AAx
j1+2x+(xlz+x1):2x =TT Jaror 1%
2(1+ %) 2 1

T Vi (1+x)? 2Vx-(1+x) vx-(1+x)

Ejemplo: Calcular la derivada de: f(x) = arc tg (x* — 1)
Se aplica:

!

oV
f(x)_1+v2
v=x%-1
v =2x
10 2
X)=————
1+ (x2—1)°

Ejemplo: Calcular la derivada de: f(x) = arc tg 8x3

Se aplica:
I _ 17,
5 fi = 14+ v2
v =8x
v’ = 24x?
, 24x2 24x2
f'x) =

1+ 8x3)° 1+64°

Ejemplo: Calcular la derivada de: f(x) = arc ctg %

Se aplica:



f'e =12
_1+x
i

Para derivar esta funcion se aplica la regla del cociente:

, =)D -A+x)(-1) 1-x—(-1-x) 1-x+1+x) 2
"o (1-x)? T a-or . d-x2  d-x?
_=2 _=2 _=2
v (=0 _ (A-x)* _ (1—x)*
fx= 1+x2 1,0+07 (A=x7+1+x)
=) a2 (I x)?
-2(1-x)? -2

T2 -2 +(1+0?2) (d-202+1+0?)
~ —2 T2 o2 T
T 1-2x+x2+14+2x+x2 2+42x2 2(1+x2) (1+x2)

Ejemplo: Calcular la derivada de: f(x) = arc sec (Inx)

Se aplica:
Ix:

| f1) o
v=Inx

, 1
v =—

x

1 1

@) = z =

Inx,/(Inx)? — 1  xinxVinZx — 1

Ejemplo: Calcular la derivada de: f(x) = arc sec Vx% — 1

Se aplica:
O —
X) = ——
2 -1
v=+x%2-1
. r_ ‘|7,
Para calcular la derivada de v: y’ = =t
, 2x X
v = =
20x2—1 Jx2-1
X X X
x2 -1 x2—1 x2—1

f’(X)Z = =
sz_lJ(sz_l)z_l V212 —1-1 2 —1/x2 -2
X

X

X
Va2 —1x?2 = 1x2 =2 _\[(xz_l)zm_(xz—l)m
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Ejemplo: Calcular la derivada de: f(x) = arc csc (1tx)
Se aplica:
! x —
f) o
V=TX

Como T es una constante
vV=nx =n()=nx
) - &
X) = = —
X/ (mx)? — 1 xy/mix2 -1

2.17 REGLA DE LA CADENA

Se refiere a la derivada de una composicion de dos funciones. Se aplica a funciones potenciales.

Sea:
y=gw)
u = f(x)
La derivada de y con respecto a xes:
dy dy du
dx _du dx

Ejemplo: Hallar la derivada % por la regla de la cadena, si:

u=x*+1
y=u?-9
du—z +0=2
I, = 2x+0=2x
d
£=2u—0=2u
dy dy du

T = du Tz~ @wx)
d

% = 202 + 1)(2%)
d
%=4x(x2+1)

Ejemplo: Hallar la derivada % por la regla de la cadena, si:

K|~
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y=u?—-u

dy
L =2u-1
du u
du  (1N)-MDE) 0-1 -1
dx x2 Tox2 x2
dy dy du -1
L= = Qu— 1D (—
dx du dx (2u )(xz)
dy 1-2u
dx  x2

1 xX—2
dy 1-2G) —F =x-2
dx x2 = x2 = 3

Ejemplo: Hallar la derivada % por la regla de la cadena, si:

u=x3—-6x%—-8x

u
u? -1

y:

dy uw@-D-u@-1)" O@-1D-uuw u*-1-2u> -u*-1

du (u? —1)2 (u? —1)2 W?—1)2  (u?-1)2
du

— =3x?>-12x-8

dx

dy dy du (—u®-1)(3x*—12x—8)

dx du dx (u? —1)?

Ejemplo: Hallar la derivada, por la regla de la cadena de la funcién: y = (2x°> — 3x + 4)*

u=2x>-3x+4

y=u*

du

— =10x*-3

dx X

dy

—~ =48

du u

dy dy du

dx du dx
£=4u3-(10x4—3)
%=4(2x5—3x+4)3-(10x4—3)
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d
% = (2x° —3x + 4)3 - (40x* — 12)

Alternativamente:
y=x"

y = (2x° — 3x + 4)*
y' = 4(2x5 — 3x + 4)°(10x* — 3)
y' = (2x5 — 3x + 4)°(40x* — 12)

Ejemplo: Hallar la derivada, por la regla de la cadena de la funcién: y = (x + 4)*

u=x+4

y=u'

du -1

dx

dy

— =43

du v

dy dy du

dx  du dx

dy

— =4u3-1

dx u

dy

— =4 4)3

I (x+4)

Alternativamente:
d ,
%=y =nx"1-x'

En este ejemplo, x* (la derivada de x) es 1, ya que al derivar el argumento se tiene la derivada
de x con respecto a x que es 1, mas la derivada de una constante que es cero. Como es 1, dala
impresion de que al resolver este ejercicio no se esta usando la regla de la cadena, pero si se
esta usando.

y =4(x+4)* 11

y = 4(x + 4)3

Ejemplo: Hallar la derivada, por la regla de la cadena de la funcién: y = (3x — 2x?)3
u = 3x — 2x?
y=u’
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—=3-4

dx X

dy

—~ =3

du v

dy dy du

dx du dx

@ _ 3u-(3—4

dx =2Ju ( x)

d

% =3(3x —2x2)- (3 — 4x)
d

% = (3x — 2x%)- (9 — 12x)
Alternativamente usando: y = nx™ 1 x’

y' = 3(3x — 2x?)2(3(1) — 4x)

y' =303x — 2x?)?(3 — 4x)

y'= (3x —2x2)- (9 — 12x)

Ejemplo: Hallar la derivada, por la regla de la cadena de la funcién: f(x) = (8x% — 4x + 1)*

u=8x%—-4x+1

y=u*

du—16 4

dx *

dy

— =43

du “

dy dy du

dx du dx

d

%=4u3-(16x—4)

& o 48x? —4x +1)3- (16— 4)
dx

d
%=(8x2—4x+1)3-(64—16)

Alternativamente utilizando: y = nx™ 1 x’



y' = 4(8x% — 4x + 1)3(16x — 4)
y' = (8x% — 4x + 1)3(64x — 16)
Ejemplo: Hallar la derivada, por la regla de la cadena de la funcién: y = v5x3 — 2x

u="5x3-2x

y=+u

du—ls 22

dx x

dy 1

du  2vu

dy dy du

dx  du dx

dy

— =—— . (15x% -2

Ix 2\/5( )

dy 1
= . (15x% -2
dx 2V5x3—2x( )
dy  15x% -2

dx  24/5x3 — 2x

Alternativamente utilizando: y = nx™1 - x’
1
f'(x) = (5x° — 2x)?

1 _1
f'(x) = E(5x3 —2x)72- (15x% = 2)

f'(x)—l-;-ﬂsz—Z)—M
T2 [Gxi-2x) 2JGx3—20)

Ejemplo: Hallar la derivada, por la regla de la cadena de: f (x) = (x° — 2x?)3(4x3 — 5)*

u = (x%—2x?%)3
v = (4x3 — 5)*

Hay que recordar la derivada de un producto:
La derivada es: uv' + vu'

u' =3(x> — 2x2)2(5x* — 4x)

v’ =4(4x3 — 5)3(12x?)

35



f'() = (x® — 2x%)3 - 4(4x® — 5)3(12x%) + (4x® — 5)* 3(x® — 2x%)?(5x* — 4x)
Factorizando:

f(x) = (x5 — 2x%)?(4x3 — 5)3[(x® — 2x?) - 4(12x?) + (4x3 — 5) - 3(5x* — 4x)]
(%) = (x° — 2x%)?(4x3 — 5)3[(48x7 — 96x*) + (12x3 — 15)(5x* — 4x)]

(%) = (x5 — 2x%)?(4x3 — 5)3[(48x7 — 96x*) + (60x7 — 48x* — 75x* + 60x)]
f(x) = (x5 — 2x%)?(4x3 — 5)3 [108x7 — 219x* + 60x)]

Ejemplo: Hallar la derivada, por la regla de la cadena de la funcién: y = (5x2 + 3x)>?

u=5x%+3x
y=u’

W ox+3

dx x

dy

—~Z =2

du u

dy dy du

dx du dx
dy—Z 10x + 3
I = 2 (10x + 3)
dy—Z 10x + 3
I~ U (10x + 3)

b _ 2(5x2 + 3x) - (10x + 3)
dx

b _ (5x2 + 3x)(20x + 6)
dx

Ejemplo: Hallar la derivada, por la regla de la cadena de la funcién: y = yx2 + 1

u=x%+1
y=vu
du_2

dx x
dy 1
du  2vu
dy dy du
dx du dx
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dy 1

= 2x
du 2\u
dy 1
= .2x
dx  2xZ+1
dy — 2x
dx  2¢/xZ+1
dy =
dx xZ+1
Alternativamente utilizando: y = nx™ 1 x’

. 1 .

= (%41
Y 2Vx?+1 ( )
1 x

e 2x =
Y 2Vx2 +1 Vx2 +1
Ejemplo: Hallar la derivada, por la regla de la cadena de la funcién: y = Vx3—2x2+8

u=x3-2x2+38

y=3Yu
du_3 2_4
i x X
ay _,

du

3 z ,
Como 3/u no es raiz cuadrada, la formula es:
dy 1

du n" un—1

dy 1

du 33u

dy dy du

dx du dx

dy 1 5

RCA. . —4
o 3 (3x X)
dy 1

— = - (3x% —4x
dx 33\/x3—2x2+8( )
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dy  3x*—4x
dx  33x3-2x2+8

1

Ejemplo: Hallar la derivada, por la regla de la cadena de la funcién: y = TR

1
_ — -3
y=p5"4
du
— = 10x*
dx x
dy
— = _3yu~*
du u
Se aplica:
dy dy du
dx du dx
d -3 —30x —30x*
Y 3yt 10x% = — - 10x* =

dx u# u (2x5 — 6)*



3 DERIVADAS DE FUNCIONES IMPLICITAS

Una funcién implicita es una relaciéon que se expresa en términos de xe y(no estala ydespejada
en un miembro). Por ejemplo: 3x3 — y + 5x = x2. Otro ejemplo: e**Y = x.

En cambio, en una funcién explicita, una de las variables esta despejada: y = 3x? — 5.

En una funcién implicita se derivan término a término los elementos de la igualdad con respecto
a la variable que se indica y al final se despeja la derivada.

Ejemplo: ;Cudl es la derivada % de la funcién implicita: x3 — y° + 3x% — 6y = 1?
Se esta derivando con respecto a x:

3x2(1) = 5y*y + 6x (1) — 6y =0

Se agrupan los términos que contienen y' y se despeja:
—5y*y’ — 6y = —3x% — 6x

5y*y + 6y = 3x?% + 6x

y'(5y* + 6) = 3x2 + 6x

,  3x%+6x
Y= S5y*+6
dy 3x*+6x
dx 5y*+6

Ejemplo: Hallar la derivada % de la funcién implicita: 3x% — 6xy + y? = 2x — y.
6x —6(xy) +2y-y' =2-1y'

6x —6(xy' +yxY+2y-y' =2—-y'
6x —6x(y') —6y(D) +2y(y")=2-y'

y' —6x(y')+2y(y') =—6x+6y+2
y'(1—6x+2y)=—-6x+6y+2

2—6x+6y

Y = —6x+2y)

dy 2—-6x+6y
dx  (1-6x+2y)
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Ejemplo: Hallar la derivada % de la funcién implicita: y = e**?.

Se aplica: (e¥)' = e?(v)’
y' = e - (c+y)

! — ex+y . (X, + yl)

<
I

F=e*tY . (1+y)

<
|

yl = XtV 4 oXtY. yl

T eX+y yl = eX+y

y’(l _ ex+y) = eX+y

(e™)
Y T =y
dy  (e") pien—>
dx (1 —eXty) ovteny -y
Ejemplo: Hallar la derivada % de la funcién implicita: x¥ = y*

Como en ambos términos de la igualdad hay potencias con exponentes que son a su vez
variables, se aplica logaritmos.

In (x¥) =In (y*)
yIn(x) = xlog (¥)

Se deriva con respecto a x, no con respecto a yambos miembros:

d l _4 1
a[y n(x)]—a[x og (N]

Primero, aplicar la regla de la derivada de un producto:

d
—uv =uv' +vu'
dx

En primer miembro:

u=y

v = In(x)

En segundo miembro:

u=x
v =In(y)
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d d
= In ()] = —[xlog ()]

y-[In()]" +In(x) - y' = x - [In(y)]" + In(y) - x’
Teniendo presente que se esta derivando con respectoax,noay:

y-[In()]" +In(x) - y' = x - [In(y)]" + In(y) - (1)

Usando: = (Inv) = z
dx v

! !

X @)y =x- L +1In@)
y-o +nC y—xy n(y

Despejando y’

xy' y
= l _—
y n(y) .

In(x) - y' —

'(In(x) =) = In(y) -2
Y inG) 3 = n0y) -2

Cmp) -2 ROV )y

a (In(x) - %) Tyl —x  x(yIn() —x)
Y y

Ejemplo: Hallar la derivada % y Z—;de la funcién implicita: 3y* — 5x3y* = 2xy — x*.
Primero calcular 2:
dx

. d _
Seaplica: — (v") = nv" 1.y

. d
Se aplica: L u= u'v+uv’

,_ dy
y_dx
,_dx_
x Tdx

12y3y" = 5(x3)'(y*) = 53N = 2(x)' () + 2(0) ) — 4(x*) (%)
12y3y" = 5(3x*)(y*) = 5(x*)4(y3® - y') = 2y + 2(x)y’ — 4(x>)

12y3y’ — 15x2y* — 20x3y3 - y' = 2y + 2xy’ — 4x3
12y3y" — 2xy' — 20x3y3 -y’ = 2y + 15x%y* — 4x3

y'(12y3 — 2x — 20x3y3) = 2y + 15x2y* — 4x3



, _dy 2y +15x%y* —4x3
T dx  12y3 —2x — 20x3y3

. dx . . ’ . ./ .
Primero calcular E: Se invierten los términos de la fraccion anterior:

dx 12y% —2x —20x%y?
dy 2y + 15x2y* — 4x3
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4 DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

Cuando se deriva una funcién f se produce una nueva funcién f'(primera derrivada). Si se
vuelve a derivar f'se obtiene otra funcidon que se designa como f'"' (segunda derivada). Si esta
ultima funcion se vuelve a derivar se obtiene f'"' (tercera derivada), etc.

Ejemplo: Si f(x) = 2x3 — 5x% + 6x — 9

f'(x) =6x%>—10x+6

f"(x) =12x —10

f""(x) =12
fllll(x) :0
Notaciones:

. . d - < .
Primera derivada: f'(x); y'; D,y; é. Esta ultima se llama notacion de Leibniz.

2
Segunda derivada: f"'(x);y"’; DZy; %(ﬂ) e

dx/’ dx?

2 3
L. 3., 4 (d7Y) a4y
(; ¥ Dy y; a(daﬂ) " dx3

nr

Tercera derivada: f
dmy

nésima derivada: f ™ (x); y™; D2y; ey

5
Ejemplo: Derivar ‘Z—;’

Si f(x) =3x*
dy

— = 12x3

d}zc x

d”y

@ = 36x?
d’y

F =72x
d'y =72(1) =72
d%C4 - ( ) -
d

ey _,

dx>

Ejemplo:

Primera derivada de y = 5x? — 2x + 10

y' = (2)B)x! — (2)(1) — 0 = 10x — 2
y"=(10)(1)—-0=10
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Ejemplo:

dzy at

. 2,2 4 p242 — o2h2 P Ay _ @
Derivada de a®x” + b®y” = a®b” y verifique que: —— bZy3

Se usan las siguientes formulas:

d ,
Suv = uv' + vu' obien: u'v + uv’

d n n-1 1
—V" =nv D
dx

2a%x + 2b%y-y' =0

Se vuelve a derivar con respecto a x:

2¢> + (y'y' +yy") =0

2a% + 2b%(y")? + 2b%yy" =0

y' se puede obtener de: 2a*x + 2b%y -y’ =0
2b%y -y’ = —2a%x

) 2a’x a’x
y = ——— = —

2b?%y b%y
Por tanto, se reemplaza este valor para que en la expresion quede solo la segunda derivada y"’
2

a~x
2a? + 2b%(——=2)2 + 2b2yy" =0
a” + 2b*( bzy) + 2byy

a*x

b4-y2

2

2a? + 2b?( )+ 2b%yy" =0

4,2

) 2a*x 2
2a +(b2—_’yz)+2b yy =0

2a%b%y? + 2a*x?
b2y2

+2b%yy" =0

2a%(b?y? + a’x?)
bZy?

+ 2b%yy" =0

Pero el paréntesis anterior es la expresion original: a®x? + b2y? = a?b?
Por tanto,

2a%(a®b?)

bZy2 +2b%yy" =0
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3 2a*
YT T2y
o
y :_y3b2

Que es lo que se pedia demostrar:

d?y a*

dx? b2y3

4.1 APLICACION DE LA SEGUNDA DERIVADA PARA OBTENER LOS

MAXIMOS Y MINIMOS RELATIVOS DE UNA FUNCION

Ejemplo: Obtener los maximos y minimos de la funcién: f(x) = x> + 3x% — 2
Hay que seguir tres pasos:
1. Hallar la primera y la segunda derivada de la funcién:

f(x) =3x%+ 6x
ffx)=6x+6

2. Encontrar los valores criticos de x que anulan a la primera derivada:

3x2+6x =0
x(3x+6)=0
3x+6) = =0
XX+ 6) =375
3x+6=0
3x =—6
x=-z=
Es decir, f (x) = 0 si los valores criticos son: x; = 0y x, = —2
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3. Calcular los valores de la segunda derivada para cada uno de los valores criticos de x
obtenidos en el paso anterior:
Parax; =0
f(x)=6(0)+6=6

Lo que interesa es el signo. Como es positivo, se trata de un minimo relativo.
flx)=x3+3x2-2
f(0)=03+3-02-2=-2

Es decir, se tiene un minimo relativo en el punto A(0, —2).

Parax, = -2
ff)=6(-2)+6=-12+6=—6

Lo que interesa es el signo. Como es negativo, se trata de un maximo relativo.
flx) =x3+3x2-2

f(=2)=(-22%+3:(-2)?-2=-8+12-2=2
Es decir, se tiene un maximo relativo en el punto B(—2, 2 ).
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5 RAZON DE CAMBIO

Se usa para medir como cambia una variable con respecto a otra, por ejemplo:

e (Co6mo cambia el consumo de bencina de un automévil con respecto a la velocidad
cuando cambia la velocidad.

e (Como varia el costo unitario de un bien con respecto a la cantidad de bienes elaborados
cuando aumenta o disminuye la cantidad de bienes elaborados.

Aplicacién a la Economia:
Costo marginal:

La funcién Costo total de una empresa por producir x unidades de un articulo, se suele
representar por un polinomio como el siguiente:

C(x) = a+ bx + cx? + dx3
Donde:
a = Costos fijos: Aquellos costos que no dependen del nivel de actividad de la empresa, es
decir, aquellos que no varian en proporcion directa con su nivel de produccién o ventas.

b,c,d = Costos variables: Representan a rubros de costos que varian, en alguna relaciéon
establecida, con el nivel de actividad de la empresa, es decir, con su nivel de produccion o
ventas.

Si la empresa incrementa el nimero de unidades producidas de x, a x; (xg < x), el costo se
incrementa C(x;) — (Cxy) y la Raz6én de cambio, es:

AC — C(x;) = (Cxp)  C(xq+ Ax) — (Cxp)
Ax X1 — Xo B Ax

La derivada de la funciéon de costo total se llama Costo marginal C'(x)y representa el
incremento del costo al aumentar la produccion. La derivada, es:

_ AC  C(xg+ Ax) — (Cxyp)
llmAxHO E = Ax

Cuando Ax =1, es decir, cuando la produccién aumenta en 1 unidad y x, suficientemente
grande, se tiene que:
C'(x0) = C(xg + 1) — C(xo)

Es decir, el costo de producir xy + 1 unidades es aproximadamente el mismo que producir x
unidades.

Ejemplo 1: Supdngase que la funcion de costo total de una empresa, para un nivel de produccién
de 500 articulos, es:

C(x) = 10.000 + 5x + 0,01x2

La funcién del Costo marginal es su derivada:
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C'=5+4+0,02x

Por consiguiente, si el nivel de produccién de la empresa es de 500 articulos, su funcién de costo

marginal es:

C'(500) =5+ 0,02(500) = $15 por articulo

Es decir, dada esa funcién de costo y cuando la empresa produce 500 articulos, producir una

unidad adicional cuesta aproximadamente $15. Se comprueba como sigue:
El costo de producir el articulo 501, es:

C(501) = [10.000 + 5(501) + 0,01(501)2 = 10.000 + 2505 + 2.510,01 = 15.015,01
€(500) = [10.000 + 5(500) + 0,01(500)2 = 10.000 + 2500 + 2.500 = 15.000

C(501) — €(500) = 15.015,01 — 15.000 = $15,01
Se ve que:
C'(500) = €(501) — €(500)
$15 =~ $15,01
Ejemplo 2: El costo en doélares de producir x yardas de un determinado tejido es:
C(x) = 1.200 + 12x + 0,1x2 + 0,0005x3

a) Encuentre la funcién de costo marginal

b) Obtenga C'(200) y explique su significado. ;Qué predice?

c) Compare C'(200) con el costo de fabricar la yarda 201
Fuente: Libro de Calculo de J. Stewart (propuesto)
Solucién a):

C'(x) =12+ 0,2x + 0,0015x2

Solucién b):

C'(200) = 12 + 0,2(200) + 0,0015(200)% = 12 + 40 + 60 = $112 por yarda

Indica el costo adicional de producir una yarda adicional cuando el nivel de produccién de la

empresa es de x = 200 yardas.
Solucién c):

C(201) = [1.200 + 12(201) + 0,1(201)2 + 0,0005 (201)3
=1.200 + 2.412 + 4040,01 + 4060,30 = 11.712,3

€(200) = [1.200 + 12(200) + 0,1(200)2 + 0,0005 (200)3 = 1.200 + 2.400 + 4000 + 4000
=11.600

€(201) — €(200) = 11.712,31 — 11.600 = $112,3
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Se ve que:

C'(200) = €(201) — €(200)

$112 =~ $112,3
Utilidad marginal:
El fabricante de un producto considera que puede venderlo a:
p(x) =4—-0,001x
Y el costo de produccién de x productos es de:
C(x) =2+1,2x + 10V/x

Elingresoles: I(x) = p(x)-x =(4—0,001x) - x
Elingreso Ces: C(x) = 2 + 1,2x + 10/x

La utilidad obtenida por la elaboracién y venta de x unidades es la diferencia entre el ingreso y
el costo:

U(x) = (4—0,001x) - x — (2 + 1,2x + 10v/x)
U(x) = 4x — 0,001x% — 2 — 1,2x — 10+/x)
U(x) = —0,001x2 + 2,8x — 2 — 10v/x

La funcién ingreso marginal: Es la derivada de I(x) = (4 — 0,001x) - x

I1(x) = 4x — 0,001x?
I'(x) =4 —0,002x

La funcién costo marginal: Es la derivada de C(x) = 2 + 1,2x + 10+/x
1 5
C'(x)=12+10 —— =12+ —

2vx Vx
La funcién utilidad marginal: Es la derivada de C(x) = —0,001x2 + 2,8x — 2 — 10+/x
"(x) = — _10--L = _ _5 _
U'(x) =-0,002x + 2,8 — 10 o 0,002x + 2,8 e
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6 ECUACION DE LA RECTA TANGENTE

La ecuacion de la recta tangente a una curva en el punto P(x;,y;) con pendiente y’ estd dada
por:
y—yi=m-(x—x)

Y=y =y - (x—x) |

Donde y' es la pendiente m.

Ejemplo: ;Cual es la pendiente de larecta ala curvax? + xy + y = x — 4 en el punto (1, —2)?
Se derivan ambos miembros de la igualdad:

(x*+xy+y) =@x-4)

2x+(xy' +yx)+y' =1-0

2x+(xy'+y)+y' =1

yYx+1)=1-2x—-y

_1-2x-y
T x4+

!

y = m la pendiente

Al sustituir las coordenadas del punto de tangencia:

1-20)-(-2) 1

(1+1) 2

Ejemplo: Encontrar la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f(x) = x?, en el punto (x =
-2).

Se evalua la funcibnen x = —2
f(x) =x?

f(=2)=(-2)*=4

Se calcula la derivada de f(x) = x?:
f'(x) =2x

Seevallaenx = —2:

m=f'(x) =2(-2)=—-4

Ecuacidn recta tangente:

Teniendo presente que el punto de tangencia es: (—2,4).
y—yr=m-(x—x)

y—4=—4-(x~(-2))

y—4=—-4x—-8

y=—x—8+4

y=—-x—4
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Ejemplo: Encontrar la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f(x) = ﬁ, en el punto (4, %),

fe)=(@x—-2)""
fle) = —1(9;— 272

f'(x) = a-22

y' es la pendiente de la recta tangente que hay que evaluar con el valor x = 4

-1 1

m=GTarT 31

Ecuacion recta tangente:
. . 1
Teniendo presente que el punto de tangencia es: (4, 5),

y—yir=m-(x—x1)
yo—o=—7 (-4

4y —-2=-1-(x—4)
4dy=—x+4+2

4y =—-x+6
_ x+6
)
1 3
)

Alternativamente: la recta tangente es:
y=f@=f'(a)(x—-a

Donde a es el valor de la abscisa del punto (4, %), es decir, 4

1 1 1
&=r==1=2"2
, -1 1
f(@) = (4_—2)2 =72
que es la pendiente de la recta tangente: f'(a) = m = —i

y—]{(a) =fl@x-a)

1
—_——=—_(x—-4
y—3 4(x )

Desarrollando, se llega también a:

_ 1.3
Y=T3r Ty

Ejemplo: Hallar la ecuacion de la recta tangente a la funcion y = Yx + 2 + 1,en x = 6.
Como falta la ordenada del punto de tangencia, se obtiene reemplazando la xde la funcion por

6:
y=Vx+24+1=V6+2+1=3
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Por tanto, el punto de tangencia es: (6,3)
Derivada de la funcién:

fx)=(x+ 2)%+ 1
FG0) =3 G- 2751) +0

1 _2
[0 =5x+2)73

1 1 1 1
F) =g =3 s
3 @r2i 3 V+27?

Reemplazando la x por 6:
1 1 1 1 1

3 3(6+2)2_3 36a 12

= pendiente de larecta =m

Teniendo presente que el punto de tangencia es: (6,3).
y=y1=m:-(x—6)

1
—3=—-(x—6
y 12( )
Desarrollando esta expresion, la ecuacion de la recta tangente es:

_1..5
Y=12X 73

4

Ejemplo: Encuentre los puntos sobre la curva x* — 6x% + 4 donde la recta tangente es

horizontal.
Solucidn: Se tienen tangentes horizontales donde la derivada es cero.

flx) =x*—6x2+4
4 ) = 4x® — 12
7 () = 4x x

4x3 —-12x =0
4x(x2-3)=0
4x=0=>x=0

x2=3)=0=>x=+V3
Por tanto, la curva dada tiene rectas tangentes horizontales cuando x = 0; x = V/3;x = —/3

Cuando x = 0 = y(0) = 0* — 6(0)? + 4 = 4. Entonces, el punto de tangencia es:(0,4)

Cuando x =3 = y(v3) = (V3)* - 6(\/§)2 +4 =32 -18+ 4 = —5. Entonces, el punto de
tangencia es:(v/3, —5)
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Cuandox = —V3 = y(—V3) = (—\/5)4 - 6(—\/5)2 + 4 =9 — 18 + 4 = —5. Entonces, el punto
de tangencia es:(—/3, —5)
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7 ECUACION DE LA RECTA NORMAL

c . 1 .
La ecuacién de la recta normal a una curva en el punto P(x;,y;) con pendiente m = — > esta

determinada por:

1
y—y1=—}7 “(x—x1)

Ejemplo: Hallar la ecuacién de la recta tangente y normal a la curva f(x) = ¥x — 1 en el punto
x =2
Fuente: https://www.youtube.com /watch?v=VUg4NWE1Ims

Como falta la ordenada del punto de tangencia, se obtiene reemplazando la xde la funcién por
2:
y=Vx—-1=3Y2-1=1

Por tanto, el punto de tangencia es: (2,1)
Derivada de la funcién:

Fo) = - 1)3 2
o) =3 - 1751 40

FE=z6-173
) =g —

1
T3 pendiente de larecta = m
(x—1)3 (x - 1)2

W] RPW| =

Reemplazando la x por 2:

Teniendo presente que el punto de tangencia es: (2,1).

Y= =1m-(x—2)
y—1=§-(x—2)

Desarrollando esta expresion, la ecuacion de la recta tangente es:

1 N 1
= —X —_
y=3%73
Determinacion de la recta normal. Hay que tener presente que:
-1
Mperpendicular = ?
-1
Mperpendicular = KD =-3

3
y—yr=m-(x—2)
y—-1=-3-(x—-2)
y=-3x+6+1
y=-3x+7
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https://www.youtube.com/watch?v=VUg4NWE1Ims

Es la ecuacién de la recta normal a la curva f(x) = ¥x — 1 en el punto x = 2.

Ejemplo: Hallar la ecuacion de la recta tangente y la recta normal a la funcién y = xvx en el

punto (1, 1).
y =xVx
1 1 3
y = XX2 = x1+f = x2
3 3 31 3
y' = Exf_l = Exf = E\E

La pendiente de la recta tangente en (1,1), es:
3
! 1 —
y() =3
y=yn=y - -(x—-x)

3
y—1:§-(x—1)

3
=—Xx ——
Y=2773
La recta normal es perpendicular a la recta tangente de tal manera que su pendiente es el

. . 3 .
reciproco negativo de > €s decir, —=

= -5 &-1

_.2 5
y=73%7T3

y—1
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