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INTEGRALES
GUIA DE EJERCICIOS
1 INTEGRALES INDEFINIDAS
1.1 DEFINICION DE INTEGRAL INDEFINIDA

Si f(x) es una funcién, por ejemplo, f(x) = 3x?2, con derivada f'(x) = 6x, entonces f(x) se llama
integral indefinida, primitiva o antiderivada de f'(x).

De la definicion anterior se deduce que Integrar es una operacion inversa a la de Derivar, de ahi el
nombre de Antiderivada, ya que se trata de encontrar una funcidn a partir de su derivada; Otras
operaciones conocidas como inversas son: la adicidn y sustraccidn, la multiplicacion y la division y
la potencia y la extraccion de raiz.

Ejemplo:

Si la funcién es F(x) = 3x?, su derivada es: f'(x) = 2(3)x?"! = 6x,

Si se pregunta ¢cual es la funcidn cuya derivada es 6x?, se esta preguntando por la integral de 6x y
se responde que la funcién buscada es 3x2. Es decir, la integral de 6x es 3x2 y se escribe:

[ 6x dx = 3x?
Al resultado anterior se le agrega +c¢, y queda como sigue:
[ 6xdx=3x*+c

dx (diferencial de x) significa que la funcién se derivd con respecto a x. La ¢ es una constante que
se agrega, porque la integral no es Unica, como se ve en el siguiente ejemplo:

Ejemplo: Si se derivan las funciones f(x) = 3x? + 10, f(x) = 3x? — 5, f(x) = 3x2, todas tienen
igual resultado: 6x; es decir la derivada 6x puede ser la derivada de cualquier funcién de la forma
f(x) = 3x% + ¢, en donde c se llama constante de integracioén y s independiente de la variable de
integracion.

En general, la integral indefinida de f'(x) se denota por:

Jf'e)dx = f(x) +c
Representa la familia de funciones de f(x), donde c, recibe el nombre de constante de integracién.
Como esa constante ¢ es arbitraria e indefinida, la expresion f(x) + ¢ se denomina integral

indefinida.

Ejemplo: Si, f'(x) = 4x?

f(x) = [ (4x?) dx = gx3 +c



Al valor anterior de f(x) se llega segun el siguiente desarrollo, donde se aplica la integral inmediata
de una potencia que se explicard mds adelante.

4(X2+1) 4
= 42 d = = — 3
f(x) = [ (4x?) dx (2+1)+c 3% +c
Ejemplo: Si,y' =v2x + 1
3
2x + 1)2
y=]J 2x+1dx=—( 3 )+c

Al valor anterior de y se llega segun el siguiente desarrollo, donde debe aplicarse un cambio de
variable que se explicara mas adelante.

Sea:

u=2x+1

du_2

dx

J _du

=3
du 1 1.1 1u%+11u%2u%u%
u 1

y=[V2x+1ldx=[Vu—=z[Vudu==[uzdu==- == ===
2 2 2 21+1 2 3 23 3

2 2

3
2x + 1)2

Ademas de las integrales indefinidas estén las integrales definidas en un intervalo [a, b], donde a =
limite inferior y b = limite superior de la integracién

J‘; Sf(x)dx

=

a

i)
1
1
]
]
)
)
)
1)
]
1]
1)
)
)
)
]
|
1
il
]
'
b



1.2 REGLAS DE INTEGRALES INDEFINIDAS INMEDIATAS

1.2.1 Integral de cero:
porque O es la derivada de una constante: Z—z (c)=0

1.2.2 Integral de la diferencial de x:

fdx:fldx=x+c

porque la derivada de x con respecto a x es igual a 1.
1.2.3 Integral de una constante k por la diferencial de x.

Se saca la k como factor del simbolo de integracion:

[ kdx = k[ dx =kx +c

Ejemplo: [ 10dx = 10 dx = 10x + ¢
Ejemplo:f%:f%dx=%fdx=ix+c

1.2.4 Integral potencial simple:

xn+1
[ x*dx = +c
n+1
Si la funcidn se representa por v:
vn+1
[v*dv = +c
n+1

ConneQyn=+-—1

Ejemplo: Calcular [ x3dx

x
[ x3dx = =gt

x4—+1

4+1

5
Ejemplo: [ x*dx = +c= x? +c




Ejemplo: Calcular [ x~3dx

1
—3+1 -2 =
[ S - SN N S B
-34+1 -2 =2 x2 2 2x21
: . g — (3 =Xt 3 1 11
Ejemplo: Obtener.f e dx = fx dx = =1 dx = = dx = ot +c
; . R I gy = S, _g X g ¥t _sxTt 5
Ejemplo: Obtener: [ —dx = [5 —dx = 5[/x%dx=5 arveial R bt
1 x%“ x% Zx% 2Vx3
Ejemplo: Obtener: [Vx dx = [ x2 dx = =T ==
2 2
Ejemplo: Obtener: [ j—;
Fuente: Matematicas simplificadas, p. 1323.
1 1
dx 1 1 x2 &2 1
— =) —=dx=[ Sdx=[x"2dx = T —T=2x2=2\/§+c
\/E \/_ x2 -7 +1 5

2v5vVx3 _ 2v/5x3
3 3

Ejemplo: Obtener: f % dx

1 1 1 1
3 1 1 3x72*1 3x72" 3x2 6x2
J —=dx=[3x"2dx =3[ x"2dx = = = = =6Vx+c
2 N
x 2 2 2
Ejemplo: Calcular: | — %
Fuente: Matematicas simplificadas, p. 1323
_3ax _ _ardx_ _ar L _ By = 3. X _ D3P 3
= 3fx3— 3fx3dx— 3 x73dx = -3 Ervei —2x2+c

5 3
Ejemplo: Calcularf %dx

Debe usarse la notacién potencial, luego realizar la division algebraica y, enseguida, aplicar la
integral inmediata correspondiente.

s 3 11 11 3 1 3 1
f ﬁ+ﬁdx=fx5+1x3dx=f (x—i+x—z>dx=f (x_l_o+x_3)dx=fx_i_odx+fx_3dx=
2

vx x2 xZ x

10 10 66
T+T=7 vx7+g\/x5+c
1 6



Ejemplo- Obtener: f3\/2x dx—f3\/_ Vx dx—3\/_f\/ dx—3\/_fx5dx—3\/—
N 3{—3%/_—3\/_23\/_5\/_ 5\/—5«/_ 15328
= = —= =
5

8 8
5

241

Ejemplo: Obtener: [ (3x — 5)° dx

v=3x—5
W 3 _5=3
dx X N

dv=3x—-5=3dx
Para que este valor aparezca en el integrando, se lo multiplica por 3 y se saca 1/3 fuera de la integral:

(3X—5)5+1
5+1

_ 1 (38x=5)° _ (3x-5)°
T3 6 18 tc

[ (3x—5)3dx =3[ (3x—5)33dx =73
Ejemplo: Obtener: [ 3/4x + 5 dx

f3\/4x+5dx=f(x+5)%dx

v=4x+5
dv_
dx
dv = 4dx

Para que este valor aparezca en el integrando, se lo multiplica por 4 y se saca 1/4 fuera de la in
integral:

4
5)3
f(x+5)3dx——f(x+5)34dx—

+ 3 4
é =R(X+5)3
3

3,
x+5)%*+c
=1z J( )
1.2.5 Integral de una potencial compuesta

Se aplica cuando una funcién u™ es distinta de la funcién identidad, por ejemplo: x? + 1
Se suele denominar: Regla generalizada de potencias (cuando el integrando lo componen una
funcién y su derivada):

, [g ()]
J g™ g’ (x)dx = il
Si la funcidn se representa por v:
1
[v*-dv = Gl
n+1




ConneQyn+ -1

Ejemplo: Calcular [ 3(3x + 4)%dx
[3(Bx +4)%dx = [ (3x + 4)°3dx
9(x) = (Bx +4)

g'(x) = 3 entonces: g'(x) dx = 3 dx

Como el valor de esta derivada estd en el integrando se puede aplicar la integral inmediata igual a:

Xn+1
+ c.
n+1

3x +4)°TY (Bx +4)°
f3(3x+4)5dx=f(3x+4)53dx=(5+1) =( c )+c

Ejemplo: Calcular [ [x* + 3x]3° (4x3 + 3) dx
Fuente: Calculo diferencial e integral de Purcell y Varberg.

g(x) = x*+ 3x
g'(x) = 4x3 + 3 entonces g’ (x)dx = (4x3 + 3)dx
Ambos elementos forman parte del integrando. Por tanto:

[x* + 3x]3%*1  [x* + 3x]3!
* 4+ 3x]3% (4x3 4+ 3) dx = = +
J x4+ 3x]%0 (407 + 3) dx 30+ 1 31 ¢

Ejemplo: Calcular [ [x3 + 6x]° (6x2 + 12)dx
Fuente: Calculo diferencial e integral de Purcell y Varberg.

Factorizando previamente:

[ [x3 + 6x]° (6x% + 12)dx = [ [x3 + 6x]° 2(3x% + 6)dx = 2 [x3 + 6x]° (3x?% + 6)dx
gx) =x3+6x

g (x)=3x*+6

Ambos elementos forman parte del integrando. Por tanto:

(x3+6x)° (x3+6x)°
= +c

2f [x3 + 6x]° (3x2% + 6)dx = (2) c 3

xn+1dx
(ax™+b)™

Ejemplo: Calcular: f

v=ax"+b



v n n-—1
—=ax"+ b =anx
dx

dv =ax™ 4+ b = anx™ ldx

Para que esta expresion esté en el integrando falta an por lo que se agrega al integrando y se saca
1 .

— fuera de la integral:

an

x"ldx 1

) DL = [ (ax™ + b)™™ - x"dx = Ef (ax™ + b)™™ - anx™*1dx

1 (ax™+b)Tm™ 1 N

"~ an -m+1 ~an(—=m + 1) (ax™ + b)m-1 ¢
Ejemplo: [ 3% (1 —e3*) 2dx
v=1—ex3
dv
— = —e3%x.3
dx ¢
dv = —e3* -3 dx

1 1 (1 _ e3x)2+1 (1 _ eSX)S
3% (1 _ 3%\ 20y — _ — 3%\ 2 (3% . _ . _
fe (1 —e>*)“dx 3f(le)(e 3)dx 3 1 3 +c
; [ (x+e)’
Ejemplo: [ = dx
v=+x+6
Para derivar una raiz cuadrada:
dv 1
dx  2Jx
d ! d
v=—dx
2Vx
4+1
(Vx+6)" (Vx +6)
dx = +6 —d =2 +6 =2—
J Jx X = f(\/_ ) Jx X = f(\/_ ) 4+1
2(Vx+ 6
= % + C



1.2.6 Integral de una constante por una funcion:

J kf(x)dx = k[ f'(x)dx

Si la funcioén se representa por v:
[ kv =k[ dv

Ejemplo: Calcular[ 150 dx = 150 [ dx = 150 x + ¢

H d
Ejemplo: Calcular [ o= [— dx=—[ dx=——x+c

Ejemplo: Calcular [V3 =v3 [ dx =V3x+¢

Ejemplo: Calcular (73 =73 [ dx =n3x+¢

x**1  3ab%x>

4
Ejemplo: CaIcuIarf 3ab?x*dx = 3ab2f x*dx = 3ab? - e -

Fuente: matemadticas simplificadas, p. 1323.

1.2.7 Integral de una suma o diferencia de funciones:

[ fl(x)dx + g(x)dx — h(x)dx] = [ f(x)dx + [ g(x)dx — [ h(x)dx

Si las funciones se representan como uy v:

Ju+v—-wldx = [udx + [ vdx — [ wdx

Ejemplo: Calcular [ (3x2 — 2x + 4)dx

[ (3x% = 2x + 4)dx = [ 3(x®)dx — [ 2x)dx + [ 4dx =3[ (x*)dx — 2 (x)dx + 4[ dx

3x3  2x? s
=T—T+4x=x —x“+4x+c

Ejemplo: Calcular [ (3x2 + 4x)dx

[ (3x? + 4x)dx = [ 3(x¥)dx + [ 4x dx =3[ (x*)dx + 4 x dx = 3<3

=x3+2x2+ (Bc; +4c,) =x3+2x% +¢

Nota: Las dos constantes arbitrarias ¢; y ¢, se combinan en una sola constante, c.

)
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Ejemplo: Calcular [ (ﬁ + % - %) dx

1 3 6 dx 3dx 6dx 3
J— RN R — = —_t = =5 44 — -3 =
I (x5 + 2x4 x3)dx J poi il [x7Sdx + | 5% dx — [ 6x73dx

3 —5+1 3 x—4-+1 X_3+1
=[x Sdx +—=[x*dx —6[ x3dx = —. -6
[amode+ 5 [artde =6 a7 dx = —m g b o g — 60
_x—4+3 x73 x? 1 1 L3
R 2 axt 23 a2 €
Ejemplo: Calcular [ (x3 — 2)%dx
£6+1 341
[ (x3=2)%dx = [ (x® — 4x® + 4)dx = [ x°dx — 4 x3dx + 4 dx = —4- +
7 » 7 6+1 341
:7—4-Z+4x=7—x4+4x+c
x*—6x3-7x
Ejemplo: Calcular [ de
x* —6x3 —7x x* 6x3 7x
——————dx=[ —dx— [ —dx— | —dx = [ x3dx — 6 x?dx — [ 7dx
I x x x
e 7—x4 2x% = 7x +
=73 x == 2x x+c

2
Ejemplo: Calcular [ @ dx

4x

V5-vo)' (V&) -2Bva+ (VX)) (¥B)' [ 2VBx (Vx)*
) N dx = [ N 1 dx-f—\/E dx f—\/E dx + [ N dx
=(\/§)2flldx—2\/§fx—fdx+fx%dx=Sfx_%dx—Z\/gfdx+fx%dx
x2 x2
1a 41 2 3
=5x12 —2\/§x+f—=5%—2\/§x+%=10\/_—2\/§x+@+c

1.2.8 Integral logaritmica simple:

1 dx
f—dx=f—dx=lnx+c
X X

Ejemplo: CaIcuIarfz dx = 5f§ dx = 5in|x| + ¢
Ejemplo: CaIcuIarf% dx = ;f% dx = glnx +c

Este resultado se puede expresar como:

11




9
=lnxZ+c=lnyx°+c

x3+3x%2—-2x+7 x3 3x2 2x
dx = [ 2—dx+ [ Z—dx— [ Zdx+ [ —dx =
f ix 1xf%x+ffx7f41x+f4x
:fozdx+zfxdx—5fdx+1f;dx
_1x3+3 x* 1 AT _x3+3x2 AN
T3 Ty g Ty TeT g Ty g Te

1.2.9 Integral logaritmica compuesta de v:

!

v
f—dv=ln|v|+c
v

O bien:

dv
— =Inlv|+c
v

Si la expresién que se encuentra bajo el signo de integral es una fraccién cuyo numerador es la
derivada del denominador, entonces la integral es el logaritmo natural del denominador.

(2x+3) dx

Ejemplo: Calcular
tlemplo f x24+3x+1

Hay que comprobar que 2x + 3 es la derivada de v = (x? + 3x + 1).

dv
a(x2+3x+1)=2x+3+0:2x+3—>dv=(2x+3)dx

Como se comprobo el requisito, entonces se puede aplicar la formula inmediata:

2x+3
x2+3x+1

/

dx =In|x>+3x+ 1| +c

3x%dx
x3+1

Ejemplo: Obtener [

Hay que comprobar que 3x? es la derivada de v = (x3 + 1).
dv
E(x3 +1) = 3x? > dv = 3x%dx

Como se comprobo el requisito, entonces:

3x%dx

fx3+1

=hn|x3+1|+¢c

12




x dx
x2+1

Ejemplo: Calcular: [

v=_>x%+1)

dv
a(x2+1) =2x > dv =2xdx

Pero no es el valor del numerador de la fraccién, por lo que se divide ambos miembros entre 2:

dv  2xdx
— = =xdx
2
dv_ 4
2
d Doy a1 1
x dx > v
- === =_In|lx?2+1
fx2+1 f - Zf - 2n|v|+c anx +1|+c¢

Nota: El procedimiento anterior es equivalente a haber dividido el numerador y el denominador del
integrando entre 2 y luego sacar % fuera del signo de integracion, asi:

xdx
x dx 5 2x dx 1 2x dx

_ 2 _ _
fx2+1_f (x2+1)_f2(x2+1)_§f (x2+1)
2

3x dx
4x2+1

Ejemplo: Calcular: [

3x dx —3f x dx
4x2+1 77 4x2 41

/

v=_4x*>+1)

dv

—(4x*+1) = 8x > dv = 8x dx
dx

Pero no es el valor del numerador de la fraccidn, por lo que se divide ambos miembros entre 8:

dv_8xdx_ J
8— 8 =Xxax
dv_ d
8—x X

3xd d @ g 3 3

x ax X ax ? v

=3 —3( 8 21222 = Znl4x? + 1

Vo1 =3 e =3 =5 5 =gl +e=ghlax® + 11 +c

CosXx

Ejemplo: Calcular [ ctg (x)dx = cos [

senx
v = sen (x)

dv
—Senx = cos x
dx

13



Como cos (x) es la derivada de sen (x):
[ ctg (x) dx = In|sen x| + ¢

. . e*
Ejemplo: CaIcuIarf—ex+9 dx

v=e*+9

dv
—=e* > dv =e¥dx
dx

ex
Im dx=ln|ex+9|+c

Ejemplo: Obtenerfm

v =In(x +5)
dv

aln(x +5) es la derivada de (x + 3)dividida entre (x + 3)

2 inGx +5) = —
dxnx T x+5

dvin(x +5) = xl? dx que forma parte del integrando, por tanto:

1
f(x+5)ln(x+5) dx =In|ln (x +5)[ +¢

eX_e~X
e¥+e% dx

Ejemplo: Calcular [

Comprobar que el numerador del integrando es la derivada del denominador:
v=(e*+e™)

Para calcular la derivada de e* se calcula la derivada del exponente que es 1 y se pone como
coeficiente de e*. La derivada de e ™ serd, entonces -le”.

v
—(e*+e™)=1le*—le ¥ =e¥—e7*
7 )
. . . . d
Como efectivamente es la derivada del denominador se aplica: f;v =In|v|+c

eX —e X
———dx=Inle*+e7*|+¢
fex+e_x | |

14



27x%+30x+3

Ejemplo: Calcular f P Y

dx

f 27x% +30x + 3
3x3+5x2+x—1

v=0Bx3+5x2+x—-1)

dv
a(3x3+5x2+x—1=9x2+10x+1
dv = (9x? + 10x + 1)dx

Se observa que si ambos miembros de la derivada se multiplican por 3 se obtiene el numerador de
la fraccion y se puede aplicar directamente la regla:

dv
j—=1n|v|+c
v

3dv = (27x% + 30x + 3)dx

(27x? + 30x + 3) 3dv 3dv 3 5
x=|—=3|—=3n|+c=3n|3x>+5x*+x—-1| +c
(Bx3+5x2+x—-1 v v

2
Ejemplo: Calcularf% dx

Como el numerador del integrando es de grado superior al del denominador, corresponde efectuar
la divisién entre ambos términos, teniendo presente que en el dividendo deben estar todas las
potencias en orden descendente. En el numerador falta la potencia x, por lo que a x> + 2 se le
agrega Ox y queda x? + Ox + 2.

3
(x?+0x+2):(x+1)=x—1+—-

x+1
x>+ x
—x+ 2
—x—1
3
x2+2 1 1 x?
f dx=fx—1+—dx:fxdx—fdx+3f dx=——x+3In|x+1|+c
x+1 x+1 x+1 2

3
Ejemplo: Obtenerf% dx

Como el numerador del integrando es de grado superior al del denominador, corresponde efectuar
la divisiéon entre ambos términos, teniendo presente que en el dividendo deben estar todas las
potencias en orden descendente. En el numerador falta la potencia x? y x, por lo que a x3 se le
agrega 0x2 y Ox y queda x3 + 0x? + 0x + 0.
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1
(x3+0x2+0x+0):(x+1)=x>-x+1—-——

x+1
x3 4+ x?
—x% 4 0x
—x%— x
x+0
x+1
-1
x3 5 1
f dx:fx —x+1———dx
x+1 x+1
1 x3  x?
=fx2dx—fxdx+fdx— ——dx=———+x+Inlx+1|+c¢
x+1 3 2

1.2.10 Integral exponencial simple con el nimero e*:

f e*dx=e*+c
Si la funcién se representa por v:

fe” dv=e’+c

Ejemplo: [ 2e* dx =2 [e* dx =2e* +¢

Ejemplo: [ e”* dx

v="7x
dv_7
dx
dv =7dx

1
Jdx=[e *dx
v =—-2x
dv_
dx
dv = 2dx
dv
dx = —




Ejemplo: [ ez dx

_x_l
U—E—EX
dv 1 1
—=_.1==
dx 2 2
dv = =dx

X x 1 X
er dszer-de=ZeZ+c

5dx
e7x

5d
f xdszfe‘”dx

e7x

dx

Ejemplo: [

v=-7x
dv_ ;
dx

dv =—-7dx

5dx _ —-7x _ 5 -7x (_ _ _5 _—7x _
[ dx=5[e™dx== [e7*(-Tdx=—-e " +c=

e7x

Ejemplo: [ e%73* dx

v=2-—3x
dv_ 3
dx

dv = -3 dx

3

1 1
fe2‘3x dx = —= fe2‘3" (—3)dx = ~3 e? 3% +¢

Ejemplo: [ x2e**~5 dx

v=x3-5
dv

— = 3x?
dx X

dv = 3 x?%dx

7e

7x

1 1
fxzex3‘5 dx = j eX’Sx2dx = 3 fex3—5 (3)x2dx = 3 e’ 5+ ¢

+c



1.2.11 Integral exponencial compuesta con la funcién e:

fu’ etdu=e"+c

pero siempre que u’ sea la derivada de e*.

Ejemplo:fZance"2 dx

En este ejemplo, u = x? y u’ = 2x, es decir, se cumple que 2x es la derivada de x?, por lo que se

puede aplicar la formula inmediata: e* + c.

f 2xeX’ dx = e** + ¢

Ejemplo: [ 2x2e*’ dx

ijZe"3 dx = 2fe’c3x2 dx
3

u=x
du
— = 3x?2
dx x
du = 3x2%dx
du
?:xzdx
2 43 3 5 du 2 Zex3
fo e* dx=2fexx dx=2fe".?=§fe".du= 3 +c

1.2.12 Integral exponencial simple con cualquier nimero a:

ax
fa" dx = +c
Ina
Si la funcidn se representa por v, entonces:

a'l]
fa" dv = +c
Ina

Cona >0

Ejemplo: [ 2* dx

Aquia = 2
V=X
dv_l
dx
dv = dx

18




Aplicando:

aU
fav dv = +c
Ina

zx
2%dx = —
f X lnz+c

Ejemplo: Calcular [ 27* dx

Aquia = 2
v="7x
dv_7
dx
dv = 7dx

Pero en el integrando esta solo dx, o sea falta multiplicar este diferencial por 7:

1
f27"dx=7f27x-7dx

Aplicando:
av
fa” dv = +c
Ina
1 127x 27x
27% d =—f27"-7d ==— =
f x 7 x 7lna+c 7lna+c

Ejemplo: Calcular [ x25%° dx

Reacomodando los factores del integrando:

ijs x%dx
Aquia =5
v=x3

dv

— = 3x?2
dx X

dv = 3x?dx

Pero en el integrando esta solo x?dx, o sea, falta multiplicar por 3:
1
f5x3x2 dx = §J 5%°3x2 dx

Aplicando: [ @’ dv = —+¢

Ina



x3

1 1
fS"3x2 dx = §f 5%°3x2 dx =

Ejemplo: Calcular: [ 3% e*dx

3 ma €7

Aqui surge la duda si utilizar [ a” dv o [ e dv, pero por la propiedad de las potencias que dice

que: (ab)? = a?b?:
3¥e* = (3e)*

aV
Porloqueseusa: [ a” dv =;—+c¢

Donde:
a = 3e
V=X
dv

— = 1x?
dx X
dv = dx

- [ a? -
Aplicando: [ a” dv =—+c

(3e)*
XX — x —
f?)e dx f(3e) dx lr13e+c

Este resultado se puede expresar como:

(3e)"+ _ 3%e” b= 3%e* N
m3e ¢ " m3+me ¢ m3+1 ¢

Ejemplo: Calcular: [ 9% e?*dx

Aqui surge la duda si utilizar [ a” dv o [ e dv, pero por la propiedad de las potencias que dice

que: (ab)? = a?b?:

9erx — (32x)(x)2x — (3x)2x

f9xe2xdx = I(Be)zx dx =

Donde:
a = 3e
v =2x
dv

=7
dx

dv = 2dx
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f(3e)2x dx :% f(3e)ix 2dx =

; v -4
Aplicando: [ a” dv =—+c

1(3e)** (3e)* (3e)#*
2x — _ = =
f(3e) dx_Z n3e ' ° 21n36+c 2(In3 + Ine)
(3e)2x B (36)2x (36)2x

2in3+2) ‘Tmx+y  Thmorz
Ejemplo: Calcularfz dx

f—dx—f( )* dx

Donde:

- [ a? -
Aplicando: [ a” dv =—+c

2x

2y
% g § _ 3% 2%

f (3)"dx = 2 T 3 T e —m3 ¢

ns3

(36)2x

_2(1n3+1)

1.2.13 Integral exponencial compuesta con cualquier niumero a:

au
fu’ a*du=—+c
Ina

pero siempre que u’ sea la derivada de a®.

Ejemplo: [ 2 - 52**1 dx

u
Como 2 es la derivada de u = 2x + 1,y a = 5, se puede aplicar la férmula inmediata: ;l—a +c

52x+1

In5

f2-52x+1dx= +c

Ejemplo: [ a™ dx

v =nx
dv
— =n
dx

21




dv = ndx

dv
dx = —
n
dv 1 1 a’ a™
fa¥dx= [a"—==[a’dv==-—+c=
n n n Ina nlna

1.2.14 Integral de la suma algebraica de funciones:

[+ 900 - ht) = [ F@ax+ [ geax— [ hwax

Ejemplo: [(2x3 + 5x% — 2x + 1) dx

f(2x3 +5x2-2x+1)dx = f(2x3)dx + I(sz)dx - f 2x dx + f 1dx
:2—[(x3)dx+5j(x2)dx—2jxdx+1fdx
x* x3 x? x* 5x3

— 2. P, R - 4 .2
—24+53 22+x+c 2+3 x“+x+c

1.2.15 Integral seno simple:
[senxdx =—cosx +c

Ejemplo: [ 6 sen x dx
f6senxdx = 6fsen xdx =6(—cosx) =—6cosx+c

1.2.16 Integral seno compuesta:
fu’senu dx = —cosu + ¢, pero siempre que u’ sea la derivada de sen u.

Ejemplo: [ 6 sen 6x dx

u = 6x; u' = 6.Se cumple que 6 es la derivada de u = 6x, por lo que se puede aplicar la férmula

inmediata.
f6sen6x dx =—cosbx +c

1.2.17 Integral coseno simple:

[ cosx dx =senx+c

Ejemplo: f%cosx dx

fZ J _2f d 2 4
3cosx x—3 cosx x—gsenx c
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1.2.18 Integral coseno compuesta:
[u'cosudu = senu+ c pero siempre que u’ sea la derivada de cos u.

Ejemplo: 6 [ x% cos 2x3 dx
6 f x?%cos2x3dx = f 6x2 cos 2x3 dx

Como 6x2 es la derivada de u = 2x3, se puede aplicar la férmula inmediata: sen u + ¢

6 f x? cos2x3 dx = f 6x%cos2x3dx = sen2x3 + ¢
1.2.19 Integral secante al cuadrado de x:
jseczxdx =tgx+c
1.2.20 Integral cosecante al cuadrado de x:
f csc?x dx = —ctgx +c
1.2.21 Integral tangente de x por secante de x:

ftgxsecxdx:secx+c

1.2.22 Integral cotangente de x por cosecante de x:
f ctgxcscxdx = —cscx+c

1.2.23 Integral tangente:
ftgx dx = —Incosx +c =Insecx + ¢

Nota: Se vera su demostracion como ejercicio de cambio de variable.

1.2.24 Integral cotangente:
fctg xdx =Insen x +c¢

Nota: Se vera su demostracion como ejercicio de cambio de variable.
1.2.25 Integral tangente simple:

f(A+tg?x)dx=tgx+c
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A este mismo valor se llega si se integra:

/

oy dx=tgx+c
Eiemplo: [(2 + 2tg?x) dx
f(Z + 2tg?x) dx = f 2(1+ tg?x)dx = Zf(l +tg?x)dx =2tgx +c¢

1.2.26 Integral tangente compuesta:

fu(@+ tg?u) dx = tg u + ¢ pero siempre que u’ sea la derivada de 1 + tg?u.
A este mismo valor se llega si se integra:

!

[———du=tgu+c

cos?u

Ejemplo: [

cos?3x

Como se cumple que 3 es la derivada de u = 3x, se puede aplicar la integral inmediata.

/

Ejemplo: [ 2x(1 + tg?x?) dx

dx =tg (3x) +c

c0s23x

u=x%u =2x

f 2x(1+tg?x?) dx =tgx®+c

1.2.27 Integral cotangente simple:

/

s—dx = —ctg x + ¢. También:
sen<x

fcsc2 dx = —ctgx+c

J(1+ ctg?x)dx = —ctgx + ¢

1.2.28 Integral cotangente compuesta:

!

[——dx =—ctgu+ec..

sen?x

[u'(1+ ctg?u) du = ctg u + ¢ pero siempre que u’ sea la derivada de 1 + ctg?u.

1.2.29 Integral arcoseno simple:

1
——dx =arcsenx + ¢
fv1—x2
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1.2.30 Integral arcoseno compuesta:

!

u . .
fﬁdu + ¢, pero= arc senu siempre que u’ sea la derivada de u?.

1.2.31 Integral arcotangente simple:

[——dx=arctgx+c

1+x2

1.2.32 Integral arcotangente compuesta:

!
u . .
fﬁdu = arc tgu + ¢, pero siempre que u’ sea la derivada de u?.
u

1.2.33 Integral de secante de x:
[secxdx =In|secx +tg x| + ¢

1.2.34 Integral de cosecante de x:
[ escdx =1In|cscx —ctg x| + ¢

1.2.35 Integral de secante de x:
[secxdx =In|secx + tg x| + ¢

1.2.36 Patrén general de integracién

— — - -

Ejemplos:
1 3 x 2 1
f;dx=fx dx=_—=—2—xz+c
3
1 x2 2 3
fﬁdx:fxzdx=?=§x2+c
2

stenx dx =2 J senx dx = 2(—cosx) = —2cosx + ¢
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1.3 INTEGRACION POR CAMBIO DE VARIABLE O POR SUSTITUCION

Algunas integrales no se pueden o son mas dificiles de resolver por férmulas de integracion
inmediata. En estos casos, se debe transformar la integral a una de las siguientes expresiones:

1.3.1 Integral logaritmica simple:

1
f—dx=ln|x|+c
x

O bien:

1.3.2 Integral de una potencial simple:

xn+1

n =
[ xndx n+1

+c

Los pasos son los siguientes:

e Se elige una de las expresiones del integrando como una nueva variable u. Si el integrando
es una fraccioén, se elige la variable u como la expresién del denominador.

e Se obtiene la diferencial de u, es decir, se calcula du, y se la despeja.

e Se sustituye todo por u.

e Calcular la integral.

e Sereemplaza la variable u por la expresién original.

Ejemplo: [ 3(3x + 4)%dx

Solucién:

Como 3 es la derivada de (3x+4), se pudo aplicar la integral inmediata correspondiente para hallar
la integral. Pero se va a suponer que 3 no es la derivada para aplicar el método de cambio de

variable.

Sea u la nueva variable que se va a integrar.

u=3x+4
du—3+0—3
dx N

du = 3 dx. Como esta expresidn esta en el integrando, no es necesario despejar dx.

Reacomodando los términos y sustituyendo:

+tc=—+c

us+1 u®  (Bx+4)° N
5+ 1 6 ‘T 6 ¢

[3Bx+4)%dx= [ Bx+4)°3dx = [ (w)du =
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3
Ejemplo: [ 2(2 + x?)z x dx
Fuente: Matematicas simplificadas, p. 1324.

Solucion:
Seau = 2 + x?

du_0+2
dx X

du = 2x dx. Como esta expresion esta en el integrando, no es necesario despejar dx.

Reacomodando los términos y sustituyendo:

[2(2 +x2)%xdx =[(2 +x2)% 2xdx = | (u)%du =

Reemplazando u = 2 + x?2

5
3 22 +x%)2 2./ (2 + x2)5
f2(2+x2)2xdx:%+c=%+c

Ejemplo: [ vVm + nx dx

Fuente: Matematicas simplificadas, p. 1324.
Soluciéon método 1:

Seau =m+nx

du_0+ _
i n=n
du =ndx

Pero como esta expresién no esta en el integrando, la funcidn se multiplica y divide entre n:

1 3
nvm + nx 1 1 1, 1 1wz 1)z
J———— dx==[nVm+nxdx==[Vm+nxndx==[u2 du=—() _1o
n n n n nl_l_l n 3
s 2 2
2wz 2vud 2\/(m+nx)?
"~ 3n  3n 3n

Solucion método 2:

Seau =m+ nx

du_o+ _
dx n=n
du =ndx
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Pero como esta expresién no esta en el integrando, se despeja dx:

du
dx = —
n
Sustituyendo:
d 1 1,1 1 @zt 1()% 2()%
u u u u
fvm+nxdx=f\/ﬂ—:f—\/ﬂdu:—fuidu:—l =——a=
n n n ni,q n ) 3n
2

Reemplazandou = m + nx

3
2m+nx)z 2 (m+nx)3
JVm+nx dx = ( T )= (3n )+c

Ejemplo: [ x3Vx2 — 1 dx
Solucién método 2:

Seau=x%-1

du_2
dx x
du = 2xdx

Pero como esta expresion no estd en el integrando, se despeja xdx:

dx = du
xdx = >
Sustituyendo:

1 1
[x%-x(x?* =12 dx = [ x?(x? — 1)2 xdx

u=x%*-1
x2=u-1

fa-1- @z -3

1 1 1
Ef(u-uz—uz)-du

1 3 1
Ef (uZ—uZ)-du

5 3
1 wu2 uz2
2573
2
5 3
1 [2-uz 2u2+
2\ 75 3 ¢
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5 3

(J(xz —1)5  J@xZ- 1)3) '

Ejemplo: [ x>(x3 + 7)7 dx
Fuente: Guia alumna C. G.

Solucion:
[x3(x3+7)7 dx
Seau=x347

du_2 )
dx X
du = 2x%dx

Pero como esta expresion no esta en el integrando, se despeja x?dx:

du
x%dx = —

3,.2

Sustituyendo y colocando x° = x3x?:
Jx5- (3 +7)7dx=[x3(x% +7)7 x%dx

u=x3+47
x’=u—-7

[ w5

1 11
Ef(u-uZ—uZ)-du

2
5 3
1 uz2 w2
25 3
2 2
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JE2-15 J@x?2-1)3
( 3 — 3 +cC

Ejemplo: Hallar [ v2x + 1 dx

Sea:
u=2x+1
du_2
dx

J _du
=3

d 1 1 1 1
y=f\/2x+1dx=fx/ﬂTuzzf\/ﬂdu=§fu§du=§-

3
2x+1)2 J(Q2x +1)3
S e S

Ejemplo: [ xv/2x — 1 dx

Fuente: Larson, Calculo 2

Sea:
u=2x—-1
du_
dx

J _du
XT3

Pero como en el integrando hay dos variables:

u=2x-1




_u+1

u+1

1d 1 1 1 3 1
[z =T dx= [ ——-u ;zfz(u+1)-ufduzzf(u7+uf)du

3 1 5 3
1 wztt 2™t 1 uz  uz2 1 ; 1 :
Z(T+T)+C—Z(?+?)+ ——(u)+ (u)+c
2 2 2 2

1 5 1 3
=—2x—-1)2+-2x—-1)2
1O(x )+6(x )2 +c

Ejemplo [ x(2 + x3)? dx
Fuente: Matematicas simplificadas, p. 1324.

En este ejemplo, el cambio de variable no se puede efectuar debido a que la nueva integral tendra
dos variables, no solo u, como se vera a continuacidn, por lo que se deberd proceder de una manera

distinta.

Seau =2+ x3

du

— =0+ 3x% = 3x?
dx

du = 3x?%dx

Pero como esta expresién no esta en el integrando, se despeja dx:

du

d
x= 3x2

Sustituyendo:
du

[r(2+ 202 dr =[x 55 =f W 5o

u

Como se ve, hay dos variables u y x por lo que no se continua con este procedimiento. Lo que debe
hacerse es desarrollar el cuadrado del binomio del integrando de la integral, como sigue:

Qxlt1  fpt+l 47+
1+1+4+1+7+1

[ x(2+ x3)? dx=f(4+4x3+x6) xdx=f(4x+4x4+x7) dx =

_4x2+4x5+4x8_22+4x5+x8+
T2 "5 TTg TN TTg Tt
Ejemplo: Calcular [ m dx

Seau =4 —5x
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i
dx
du = —5dx
dx = du
*= s
20 20 du 1 y~3+1 22
——dx =) w —=—-4) —<- =—4fu3-du=—4- =—4 —=—
f(4—5x)3 x fu3 -5 fu3 Ju u -3+1 -2 u?
2
“G-sx2 '€
. ) 1
Ejemplo: Calcular [ T dx
Fuente: matematicas simplificadas p. 1325
Seau =2+ 3x
du 3
dx
du = 3dx
d _du
=3
1 1 du 1.1
f2+3xdx fu 3 3fudu Inlul +c=Mm|2+3x|+c¢
Ejemplo: [ tgx dx
senx
jtgx dx =J dx
cosx
Seau = cosx
du _
i sen x
du
dx = —
sen x
—du =senxd
senx senx du du 1
ftgxdx=f dx = — = — —=—f—du=—1nu+c=—1ncosx+c
cosx u senx u u

Ejemplo: [ ctg x dx

cos x
fctg xdx = f dx
senx
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Seau = senx

du
— =(c0Ss X
dx
du
dx =
cos x
cos x €05% du du
fctgxdx:f dx = f du=Inu+c=Insenx +c
senx senxeosx

Ejemplo: [ x ctg x? dx
Fuente: matematicas simplificadas, p. 1331.

2

Seau=x
du_2
dx X
du = 2x dx

Conviene despejar x dx, ya que esta expresion estd en el integrando:

J _du
xdx ==
1 1 1
-[xctgx Jctgu ——2fctgu-du=zln(senu)+c=§ln(senx2)+c
Ejemplo: f tg Vx

Fuente: Matematicas simplificadas, p. 1331.

1

Seau =+x =xz

du 1 1 1 1 1
- —X = — - = —_—
dx 2 2 5 2Vx
J dx
u=——
2Vx
2du =%
u=—
Vx
Conviene despejar 2 du, ya que su valor j—; esta en el integrando:
tgVx
“(i/_ dx=ftgu ftgu 2du = ZJ.tgu du = 2Insecu+c = 2InsecVx + ¢
X
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Ejemplo: [ ctg (—gr) dr

Seauz—gr
2
du_ 9
dr 2
2du = —9dr
dr = 2d
r= 5 u

9
jctg(—zr)dr
2 2 2
:fctgudr=fctgu (—gdu> =—§fctgu=—§lnsenu+c

__Zn 2] +
=73 [Insen( > r]+c
Ejemplo: [ sen( 7x + 1) dx

Seau=7x+1

du_7
dx
7dx = du

dx = —
=7

du 1 1
fsen(7x+1)dx:fsenudx=fsenu(7) =7fsenudu=7[—cosu)+c

1
=-3 [cos(7x + 1)] + ¢
Ejemplo: [ —g sen(gx - %) dx

9 1
Seau==-x—-
5 7

du_9
dx 5
9dx = 5du
d _Sdu
*=79
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f 8 9 1 p
sen(sx 7) x

7
__8 p 85 4 . 40
= 7fsenu X = 7§fsenu(u)— —fsenu u= a[ cosu)
bem - G D] e = S
c=—cz|cos(gx = ¢=zlcos{zx -7 c

Ejemplo: [ x3 cos(x* + 2) dx
Seau =x*+2

du_4 3
dx X

du = 4x3dx Conviene despejar x3dx ya que estd en el integrando:
3d ! d
x°dx =—du
4

1 1 1 1
fx3 cos(x4+2)dx:fzcosudu=chosudu=zsenu+c =Zsen(x4+2)+c

Ejemplo: [ \/g dx

Fuente: Apuntes-y-Problemas-de-Célculo-I-Victor Chungara Castro

Primero se debe racionalizar el denominador y luego ver si se puede utilizar alguna integral
inmediata o aplicar el método de sustitucion.

\/1+xd \/1+x\/1+xd

X = X
V1 —x \/1;x\/1+x
+ x

T = [t e = [ et [ e

La primera de las integrales es la integral inmediata arc sen x
La segunda integral se debe resolver por el método de sustitucion:

Sea:

u=1-x?
du_ )
dx x

Pero como esta expresién no estd en el integrando, se despeja dx:

J _du
x_—Zx
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1fld
=—-| —=du
2) Vu
1

1f1d 1f 1 1|1 —x?)7z* 1| (1 —xH)V2
= — — —adu = —— u u=——|—m—— = ——]—| =

2) 1 2 1 2 1

uz —'7'+ 1 3

—J1—-x2+c

Por tanto:

v1+x
dx =arcsenx —y1+x%2+¢
v1—x

dx

Ejemplo: fx4+1
1

1+x2
Por ello, es conveniente un cambio de variable y ver si se puede aplicar esa integral inmediata.

Si en vez de x* fuera x?, el integrando recuerda a la integral inmediata: ) dx = arctgx +c.

Sea:

u = x?
u? =x*
du_2
dx X
J _du
T ox

s bt
x4+1x_ u2+1x

_ X (du)_l 1 d 1 . 1 tax?
_fuz—-i—l Z _Efuz—-i—l u—zarcgu+c—§arch +c

Ejemplo:
J P x2+4x+5

Fuente: Apuntes-y-Problemas-de-Célculo-I-Victor Chungara Castro
Primero hay que ver si se puede factorizar el denominador. No se puede, pero si se puede expresar

como:
x> +4x+5=(x+2)?%+1

1 1
fx2+4x+5dx_ _f(x+2)2+1dx

Esta expresidn es similar a la integral inmediata de arco tangente, es decir, en su denominador hay
un cuadrado mas 1. Por tanto, la integral en vez de ser arco tangente de x sera arco tangente de
X+2.
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1 1
fmdx— fmdx—arctg(xn)ﬂ

dx
Ejemplo: Hallar | ——
jemp f\/\/?+1
Fuente: Apuntes-y-Problemas-de-Célculo-I-Victor Chungara Castro

Sea:
uw?=+x+1
Se deriva separadamente ambos miembros:
du? 5
— =2u-du® =2udu
du
1
dWx+1) dxz+1) 1 111 11 1
= =— X =" —— = ——— = —
1
dx dx 2 2x§ 24x  2vx
1 dx
d(Vx+1)=—=-dx=—=
( ) =77 e
Por tanto:
o d dx
udu=——
2Vx
dx = 4u+x du

Perou? =vx+1->+vVx=u?-1
dx = 4u (u®> — 1) du

f dx =-[4u(u2—1)du
VVx +1 Vu?

_ (A4u@®—1)du
- f e T

— 2 _ — 20 — = u_3_ :f 3 _
4 | (u® —1)du = 4(| u*du ldu) = 4 3 ul+c u®—4u+c

3
Comou = /\/§+ 1),
4 4 3
§u3—4u+c=§(/\/a?+1) —4 /\/a?+1+c
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1.4 INTEGRALES DE FUNCIONES EXPONENCIALES

Se emplean las siguientes férmulas para integrar funciones exponenciales:

aU
Ja*dv=—+c¢
Ina

Je?dv=e"+c

Ejemplo: Hallar [ e2* dx

Sea:
v =2x
dv_2
dx
J _dv
=5

dv 1 1 1
jezx dx=fe”7=zfe”dv=§e”+c=5e2x+c

Ejemplo: Hallar [ e3 dx

Sea:

_ _1
v—3—3x
dv_l
dx 3
dx = 3dv

X X
fe§ dx = [eV3dv=3[eYdv=3e"+c=3e3 +c

Ejemplo: HaIIarfedT’;
Fuente: matemadticas simplificadas, p. 1329

dx 1 o
67=J67dx=J€ dx

Sea:
u=-—-2x
du _
dx
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dx = ——

dx oy du 1., 1, 1, 1
ﬁzfe dx:—fe 7=—Efe duz—ze +c=—§e +c=—ﬁ+c

Ejemplo: Hallar [ a™ dx

Sea:
v =nx

dx

dv
dx = —
n

anx

[a™ dx—fa”dv:—f a’dv =22 4 ¢

nlna nlna

+c

Ejemplo: HaIIarf— dx
Fuente: Apuntes y Problemas de Calculo. I-Victor-Chungara-Castro

Sea:
u=+x

1
u=x2
du 1 1 1 1 1 1 1
_— X :_-_1=_._=_
dx 2 2 3 2 \Jx  2x
dx = 2+/x du

e% e%
f—dx—f;Z\/Edu= 72udu=f2e”du=2fe” du =2e%+c=2e"¥xc
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1.5 INTEGRALES DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Fuente: Matematicas simplificadas, p. 1330.

Se integran con las siguientes férmulas y, en algunos casos, auxilidndose de un cambio de variable:

senv dv =—cosv+c

cosv dv =senv+c

sec’vdv =tgv+c

csc?vdv = —ctgv +c

secvtgvdv =secv +c
cscvetgvdv=—cscv+c

tgv dv = —In|cosv| + ¢ = In|secv| + ¢
ctgvdv =In|senv| + ¢

secvdv =In|secv+tgv|+c

cscvdv =In|cscv —ctg v| + ¢

—

Ejemplo Hallar: [ cos my dy
Fuente: Matematicas simplificadas, p. 1331.

Se hace un cambio de variable y se hace su diferencial:

Sea:
v=my
dv_
dy_
J _dv
y_m

dv 1 1 1
fcosmy dy=fcosvz=afcosv dv=asenv+c=asenmy+c

Ejemplo: Hallar: [ sec 7x dx
Fuente: Matematicas simplificadas, p. 1331.

Se hace un cambio de variable y se hace su diferencial:

Sea:
v="7x
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dv_
dx
J _dv
=7

dv 1 1 1
fsec 7x dx:fsecv 7:§fsecv dv=7ln|secv+tg vl+c¢ =71n|sec7x+tg 7x| +

Ejemplo: Hallar: [ x ctg x? dx
Fuente: Matematicas simplificadas, p. 1331.

Se hace un cambio de variable y se hace su diferencial:

Sea:

v = x?
dv_z

dx X
dv = 2x dx

Como en el integrando esta x dx:

J _dv
xdx ==
, dv 1 1 1 ,
jxctgx dxzfctgv 7=chtgv dvzzlnlsenvl +c =Eln|senx |+ ¢
Ejemplo: HaIIar:ft‘?/f dx

Fuente: Matematicas simplificadas, p. 1331.

Se hace un cambio de variable y se hace su diferencial:
Sea:

v =+/x

dv_ 1
dx  2x

J dx
vV =—
2vx

2d dx
v =—
Vx

tg\/J?
Vx

dx_
\/E_

dx=ftg\/§ ftgv 2dv=2ftgv dv =2 In|secv|+c =2 1n|seC\/§| +c

Cc
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2tgx
9% a

Ejemplo: HaIIar:fl_tgzx

Fuente: Matematicas simplificadas, p. 1332.

Se deben utilizar identidades trigonométricas:

sen x sen x
2tgx zcosx _ COS X _ 2senx -cosx 2senx - cos?x
1—tg2x 1— sen®x  cos?x —sen?x (cos?x —sen?x) cosx (cos?x — sen? x)
cos? x cos? x
_sen2x )
"~ cos2x tg ox

Al sustituir la identidad encontrada:

2tgx
j—zdxzjthxdx
1—-tg“x

Se hace un cambio de variable y se hace su diferencial:

Sea:
v=2x
dv_z
dx

dv = 2dx
d _dv
=3

thgx d—ftZd—ft dv—lft dv = — ~lnjcosv| +
T—to?x x=|tg2xdx=|tgv—=5|tgvdv=—zlnlcosv|+c

1
= —Elnlcos 2x| + ¢



1.6 INTEGRALES CON EXPRESIONES DE LA FORMA

veta
a? — v?
a? — p2?

Fuente: Matemadticas simplificadas, p. 1333

Férmulas:

f dv 1 . v+
———=—arctg—+c
v2+a?2 a ga

j dv 1 4 |v—a|+
———=—+1In c
v2—a? 2a v+a

f dv _1 l|a+v
a? —v?2 2a n

dv
——=qarcsen—+c¢
1/aZ_vZ a

dv
j—zln(v+\/v2ia2)+c
Jv? ta?

f dv 1 v+
————=—aqarcsec—+c¢
vz —qg? a a
2
v a v
-f a? —v2dv == a2 —v2+—arcsen—+c
2 2 a

2
v a
f\/vziazdv=— vziazi7ln(v+\/vzia2)+c

2

dx
x2+36
Fuente: Matematicas simplificadas, p. 1334

Ejemplo: Hallar |

Se usa:

f dv 1 . v+
———=—qarctg—+c¢
v2+a? a ga

Equivalencias:

v? = x?
v=x
dv = dx
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2=36-a=6

dx 1
fxz-l——36 6 arctg +c

Ejemplo: Hallar [ — o1

Fuente: Matemadticas simplificadas, p. 1335

Se usa:

f dv 1 . v+
———=—aqarctg—+c¢
v2+a?2 a ga

Equivalencias:

v? = x?
v=x
dv =dx

a®=81-a=9

f dx 1 . N
x>+81 9Y°¢ 99 ¢

Ejemplo: HaIIarf —

Fuente: Matematicas simplificadas, p. 1334

Se usa:

j dv _1 41 |v—a|+
v2—a? 2a nv a ¢

Equivalencias:

2 = 16x?
v =4x
dv_
dx
dv = 4 dx
4 _dv

XT3

4x — 3
4x + 3

f dx _1 1 +1 b=
16x2-9 4)2(3) €=

#in

4x — 3
4x+3
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Ejemplo: Hallar |

n2x2—p2
-p

Fuente: Matemadticas simplificadas, p. 1334

Se usa:

f dv _1 41 |v—a|+
v2—a? 2a nv a ¢

Equivalencias:

= m.[ —i n|nx_p+C—
vz—a2 v2—a? n2p Inx+p

Ejemplo: HaIIarf9 P

Fuente: Matematicas simplificadas, p. 1335

Se usa:

dv 1 v—a
fm=%+ln| |+C

Equivalencias:

v? =n?x?
v =nx
dv_
dx_n
dv =ndx
dv
dx = —

m

2np

n |

nx—p

nx+p
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n |

nx—p

nx+p

a*=p?-a=p
J =
x
n?xZ—p
mf m 1 |nx - | 4 m
= ——1n c=—
v2 —a? a2 vZ—aZ n2p Inx+p 2np
. . . . dx
Ejemplo: Precisa el resultado de: f\/—m
Fuente: Matemadticas simplificadas, p. 1335
Se utiliza la formula:
[ =2 = arc sen + cEquivalencias:
vaz-v? a '
a?=9-a=3
2 =25x? > v =>5x
dv _c
dx
dv =5dx
J dv
X =—
5
dv
f f f 1 v + 1 5x +
garcsen—+c=carcsen—+c
e s = 5 3

dx
V9x2+5
Fuente: Matematicas simplificadas, p. 1335

Ejemplo: Obtener el resultado de: [

Se utiliza la férmula:

dv
j—zln(v+\/vzia2)+c
Jv? £ a?

Equivalencias:

a?=5-a=+5
dv_3
dx
dv =3dx

dv
dx = —



dx 3 1[ dv 1
= = ——==zInBx+/9%%%+5)+¢
f\/9x2+5 f\/v2+a2 3) Vvz+a2 3



1.7 INTEGRALES EN LAS QUE SE COMPLETA UN TRINOMIO CUADRADO PERFECTO
Fuente: Matemadticas simplificadas, p. 1336

En aquellas integrales con un denominador de la forma ax? + bx + c, se utiliza el método de
completar un trinomio cuadrado perfecto para llegar a las formas:

/aZ_UZ

v? + a?

a2 _ vz
Ejemplo: encontrar el resultado de: | ——
X“+4x+3

Fuente: matemadticas simplificadas. P. 1337
Se completa el trinomio cuadrado completo como sigue:
x2+4x+3=(x?+4x+4)—-4+3=(x+2)*>—-1

Se corresponde con la forma: v? + a?, donde:

v?=(x+2)?

v=x+2

a’?=1

a=1

dvzdx1 )

e Ll ey o L

Seusalaforma:fvf_vazzi +In g|+c

S 5—/—7—— ! dx = [ ! dx = ! +ln|x+2_1+c=l+1n|x+1+c
x2+4x +3 (x+2)32-1 2(1) x+2+1 2 x+3
Ejemplo: encontrar el resultado de: [ #‘ZZS

Fuente: Matematicas simplificadas. P. 1337
Se completa el trinomio cuadrado completo como sigue:
x> —8x+25=(x>-8x+16)—16+25=(x—4)>+9

Se corresponde con la forma: v? + a?, donde:
v? = (x — 4)?
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a?=9
a=3
dv = dx

3dx dx
J 2 =3/ 2
x%—8x+25 (x—4)2+9

dv 1 v

Seusalaforma.fm—; tarctg-+tc
) =3 % 3l e ey T
x2—8x+25 " xr2z-1 3z rHcgTyroTacly ¢
. 2x+5
Ejemplo: Encontrar el resultado de: | Tiraars 0¥

Siv=x%42x+5

dv—Z +2
dx X

dv = (2x + 2)dx

Conviene, entonces, desglosar el integrando de modo que en uno de sus sumandos aparezca (2x +

2)

2x+5 _ 2x+ 2 N 3
x24+2x+5 x24+2x+5 x242x+5

/

2x+5 d —f 2x+ 2 d +3f dx
x2+2x+5 = x2+2x+5 X x2+2x+5

2x+2
x2+2x+5

Para la integral [ dx se hace el siguiente cambio de variable:

v=x2+2x+5

dv—Z +2
dx X

dv = (2x + 2)dx

dv

dx = ——
= 2x+2)

Recordando que Integral logaritmica compuesta de u:
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f% du = In|ul| + c, pero siempre que u’ sea la derivada de u.
Como (2x + 2) es la derivada de x? + 2x + 5:

2x+ 2
x2+2x+5

/

dx = In|x?+2x+ 5| +¢

3
x2+42x+5

Para la integral [

x2+2x+5=x2+2x+ 1) +4=(x+1)*+4

dx dx 1 x+1

= = — t
X2 +2x+5 f(x+1y+45 2vrety

/

+c

Finalmente, al sustituir:

2x+5 ——f 2x+ 2 d+3f dx
x2+2x+5 == x2+2x+5 x x2+2x+5

, 31 x+1
= In|x +2x+5|+c+§§arctg > +c

/

dx se cambia el denominador por un trinomio cuadrado perfecto:
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1.8 INTEGRALES DE LA FORMA [ sen™x dx, [ cos™x dx, con my n impar

Si estas funciones son una potencia impar, se realiza la separacién en potencias pares y siempre
sobra una lineal, la cual funciona como diferencial, el resto se transforma mediante las siguientes

identidades:

sen?x =1 — cos?x

cos’x =1 —sen’x

Que se deducen de:
sen?x + cos’x =1

Eiemplo: Calcular [ sen 3x dx

[sen3xdx = [ sen?xsenx dx

Se sustituye:

sen?x =1 — cos?x

[sen3xdx = [ (1 — cos?x)senx dx = [ (sen x — cos?x senx) dx
= [ sen x dx — [ cos®x senx dx
La primera integral es una integral inmediata: [ sen x dx = — cosx

La segunda integral requiere de un cambio de variable:

U =cosx
du
— =senx
dx
du = senx dx
5 5 u3 cos3x
[ cos?x senxdx = [u du:?+c= 3 t¢

Sumando las dos integrales:

s cos3x
[ sen3x dx = —cosx +

Eiemplo: Calcular [ cos 3x dx

[ cos3xdx = [ cos?x cos x dx
Se sustituye:
cos?x = 1 — sen’x

[cos3xdx = [ (1 —sen®x)cos x dx = [ (cos x — sen’x cosx) dx
= [ cos x dx — [ sen?x cosx dx

La primera integral es una integral inmediata: [ cos x dx = sen x

La segunda integral requiere de un cambio de variable:

u=senx
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du

— = —CoSx
dx
du = —cosx dx
, 5 ul sen3x
[ sen?x cosxdx =—fu du=—?+c=— 3 +c
Sumando las dos integrales:
5 sen3x
[ cos3xdx = senx — +c
Ejemplo: Calcular [ cos *x dx
_I_L‘ en 4,x
I cosxdx _ [ cos *xcosxdx _ I (1 — sen®x) cos x dx
sen‘tx sen*x B sentx

Sea:
u=senx
du
— = —CoSx
dx
du = —cosx dx

(1—-u?)du du—u?du du u? u3 yt

= = —=—-[—=du=[utdu—-Juldu=——-—
o e o =] f -5
1 1 1 1 1
=—g3t-tc=- + +c=—5csc'x+cescx +c
3us  u 3senx senx 3
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1.9 INTEGRALES DE LA FORMA [ tg™x dx, | ctg™x dx, con n par o impar

Se separan potencias pares y se sustituye por la identidad trigonométrica respectiva:

tg?x = sec®x — 1
ctg?x = csc?x — 1

Ejemplo: Encontrar: f tg3x dx
[tg®xdx = [ tag x tg®x dx
Se sustituye por la identidad: tg%x = sec?x — 1

[tg®xdx = [ tag x tg?x dx = [ tag x (sec’x — 1)dx = [ tag x sec’xdx — [ tag x dx

Sea:
u=tgx

du 5
— =sec’x
dx

du = sec?x dx
[tg®xdx = [ tag x tg?x dx = [ tag x (sec’x — 1)dx = [ tag x sec’xdx — [ tag x dx
2

u tgex
= fudu—ftagxdx=7—(—1n(cosx)+c=gT+ln(cosx)+c

Ejemplo: Encontrar: [ ctg®ax dx

[ ctg®ax dx = [ ctgiax ctg?ax dx

Se hace el cambio: ctg?x = csc?x — 1

[ ctg3ax (csc?ax — 1)dx = [ ctg3ax csc?ax dx + [ ctg3ax dx

De nuevo se tiene una potencia impar (+f ctg3ax dx) por lo que se vuelve a separar y a sustituir
la identidad.

[ ctg3ax (csc?ax — 1)dx = [ ctg3ax csc?ax dx + [ ctg ax ctg?ax dx
= [ ctg3ax csc?ax dx — [ ctg ax (csc?ax — 1)dx
= [ ctg®ax csc?ax dx — [ ctg ax csc?ax dx + [ ctg ax

Sea:

v = ctg ax

dv )

— = —acsc® ax
dx

dv = —a csc? ax dx
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1.10 INTEGRACION POR PARTES

Fuente: De Oteyza (2006). Conocimientos fundamentales de matematicas. Calculo diferencial e
integral.

Se utiliza cuando el integrando es el producto de dos funciones, o de una divisidon de funciones que
se puede expresar como un producto. Su férmula se deduce como sigue:

Sean u y v dos funciones. La diferencial del producto de funciones es:
dluv) =u-dv+v-du

Se despeja u dv:
udv =d(uv) — vdu

Integrando la expresién anterior:
fudv=uv-[vdu

Donde:
u es una funcion facil de derivar
dv es una funcidn facil de integrar

[ v du es mas sencilla que la integral inicial

du .
u=f@) - =1

dv ,
V=g > — =g ®

La integral por partes se aplica en los casos del producto de las siguientes funciones:

e Inversas (por ejemplo, sen™1)

e Logaritmicas (por ejemplo, Ln x)

e Algebraicas (por ejemplo, x?)

e Trigonométricas (por ejemplo, cos x
e Exponenciales (por ejemplo, e*, a*)

Lo mas probable es que si en el integrando aparece una de las funciones (inversa, logaritmica,
trigonométrica o exponencial), se use la integracién por partes.

Se recuerdan por la sigla ILATE, la que sirve para identificar qué funcién se identifica como u y cual
como dv: Para ello se va leyendo el integrando de izquierda a derecha y se identifica el tipo de funcion
de cada uno de sus términos. Si la primera identificada es logaritmica, entonces corresponde a la
variable u. La siguiente serd dv.
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Ejemplo: Calcular [ x%Inx dx

En la sigla ILATE, la primera que aparece es la logaritmica, por lo que In x es la variable u. La otra
funcién es dv

u=ILnx
dv = x%dx
Se procede a derivar u y a integrar dv:

Derivada de u:

Integral de dv = x2dx
Se integra ambos miembros de la igualdad:
[dv=v ,
x
[ x%dx = T

‘l7=?

Se aplica la férmula: [ udv = uv — [ vdu

x3 x3 1 x3 2

x
flenxdx=Lnx-?—f?-;dx=Lnx-?-f?=Lnx-?—§fx2
_. x> 1 x° x’Lnx x3+
R T R T T R

Ejemplo: Calcular [ Inx dx

En la sigla ILATE, la primera (y Unica) que aparece es la logaritmica, por lo que In x es la variable u.
La otra, que es 1, es la funcién es dv

u=Inx
dv = 1dx = dx
Se procede a derivar u y a integrar dv:

Derivada de u:
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du_l

dx x
1

du =—dx
X

Integral de dv = dx

Se integra ambos miembros de la igualdad:

[dv=v
[dx=x
vV=x

Se aplica la férmula: [ udv = uv — [ vdu
1
[ Inx dx:lnx-x—fx-;dx=lnx-x-f1=xlnx—x=x(lnx—1)+c

Ejemplo: Calcular [ x%Inx dx

Usando la sigla ILATE, corresponderia considerar u = x? y asi reducir su exponente al derivar. Pero
entonces habria que integrar dv = In(x) dx, algo mas complicado. Por tanto:

u=lInx
dv = x%dx
Se procede a derivar u y a integrar dv:

Derivada de u:

du_l

dx x
1

du =—-dx
X

Integral de dv = x?dx:
Se integra ambos miembros de la igualdad:

[dv=v
3

x
2 = —
[ x%dx 3

17=?
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Se aplica la férmula: fudv = uv — [ vdu

x3 1

x3 1d g x3 1]‘ 2 x® 1x° In(x) N
x—n3x3x—n333—3(nx 3)0

1, x3
2 = A A
[x*Inx dx = Inx 3 3f3 s

Ejemplo: Calcular [ vx - In(x) dx

Usando la sigla ILATE, corresponderia considerar u = v/x y asi reducir el exponente al derivar, una
vez transformada la raiz a una potencia. Pero entonces habria que integrar dv = In(x) dx, algo mas
complicado. Por tanto:

u=lInx

dv = +xdx

Se procede a derivar u y a integrar dv:

Derivada de u:

ul _1
dx(nx)_x

1
du =—-dx
X

1
Integral de dv = Vxdx = x2 dx:

Se integra ambos miembros de la igualdad:

[dv=v
3
1 x2 2 3
fodx—?—g X2
2
2 3
= —+x2
v 3x

Se aplica la férmula: [ udv = uv — [ vdu

3 2 31 2 3 2 1
[VxInx dx=lnx-—-xZ—fg-xZ-;dx=lnx §-x2—§f X2 dx
_ 1 2 g 2 2 %_2 %l 2 4
nxczx 33x—3x(n(x) 3) c

Ejemplo: Calcular [ xe* dx

En la sigla ILATE, la primera que aparece es la algebraica, por lo que x es la variable u. La otra, que
es e”, esla funcidn dv

u=»Xx
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dv =e*dx
Se procede a derivar u y a integrar dv:

Derivada de u:

du

=1

du = dx

Integral de dv = e*dx

Se integra ambos miembros de la igualdad:
[dv=v

[ e*dx = e*

v=e

Se aplica la férmula: [ udv = uv — [ vdu
fxexzx-ex—jexdxzxex—exzex(x—1)+c

Ejemplo: Calcular [ xe3* dx

En la sigla ILATE, la primera que aparece es la algebraica, por lo que x es la variable u. La otra, que
es e3%¥, es la funcién dv

u=x
dv = e3* dx
Se procede a derivar u y a integrar dv:

Derivada de u:

du

a(x) =1

du =dx

Integral de dv = e3*dx

Se integra ambos miembros de la igualdad:

[dv=v
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[ e3*dx =?

. L . 1
Para integrar la funcién anterior hay que recordar que: [ e™* dx = ;ex +c

1
[ e3*dx = §ex

_1x
v—Be

Se aplica la férmula: fudv = uv — [ vdu

fxe3x=x-lex—f—exdx=lxex—l-lex=1xex—1ex+c
3 3 3 33 3 9

Ejemplo: Calcular [ xe 2% dx
Fuente: Guia Camila G.

En la sigla ILATE, la primera que aparece es la algebraica, por lo que x es la variable u. La otra, que
es e %%, es la funcion dv

u=x
dv = e % dx
Se procede a derivar u y a integrar dv:

Derivada de u:

du —1
I (%) =
du = dx

Integral de dv = e~ **dx

Se integra ambos miembros de la igualdad anterior:
[dv=v

[ e 2*dx =?

. L . 1
Para integrar la funcién anterior hay que recordar que: [ e™* dx = ;ex +c

1
[e2dx = = e %X
1
_ 1t —ox
v 5¢€

Se aplica la férmula: [udv = uv — [ vdu
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1 1 xe ™ 1 1 xe ™ 1
—-2X _ . 2% T -2x - _ o Zo2x) — _ _p—2x
[ xe =—x 2e f 26 dx > +2 ( Ze ) > 4e
e %% 11 e 2 14+2x e %
-T2 <E+x>: R R S

Ejemplo: Calcular [ x5e* dx

En la sigla ILATE, la primera que aparece es la algebraica, por lo que x es la variable u. La otra, que
es e”, es la funcion dv

u=x°
dv = e* dx

Se procede a derivar u y a integrar dv:

Derivada de u:

du

a(x) = 5x*

du = 5x*dx

Integral de dv = e*dx

Se integra ambos miembros de la igualdad anterior:

[dv=v

[ e*dx = e*

v=e*

Se aplica la férmula: [ udv = uv — [ v du

[ x%e* = 5-ex—5jx4exdx

Se deberia integrar por partes otras 4 veces, pero mejor es tener en cuenta que:
[ x™e*dx = x™e* — [ x™ 1e¥ dx

[ xPe¥dx = x%e* — 5[ x*e* dx = x%e* — 5(x*e* — 4 x3e¥dx) =

= x%e* — 5(x*e* — 4(x3e* — 3[ x%e¥dx)) =

= x%e* — 5(x*e¥ — 4(x3e* —3(x%e* — 2[ x'e*dx))) =

= x%e* — 5(x*e* — 4(x3e* —3(x%e* — 2(x'e* — [ e¥dx)))) =
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= x%e¥ + (—5(x*e* + 204(x3e* + (—60x2e* + 120(xe* — 120e%)))) =

= e*(x®> — 5x* + 20x3 — 60x% + 120x — 120) + ¢
Ejemplo: Calcular [ e*(x? — 2x — 1) dx
[e*(x? —2x — 1)dx = [ e*x?dx — 2 e*xdx — [ e*dx
Derivando cada una de las integrales parciales:
e Latercerade las integrales es directa:
[ e*dx = e*
e Llaintegral de [ e*xdx:
u=x
dv =e*dx
Se procede a derivar u y a integrar dv:
Derivada de u:
du
=1
du =dx
Integral de dv = e*dx
[dv=v
Integral de dv = e*dx
[ e*dx = e*
v=e
Aplicando la férmula de la integracién por partes:
[ e*xdx = xe* — [ e*dx = xe* —e* = e¥(x — 1)
e Llaintegralde [ e*x2dx:
u = x?
dv = x%dx

Derivada de u:
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du = 2xdx
Integral de dv = e*dx
[dv=v
Integral de dv = e*dx
[ e*dx = e*
v=e
Aplicando la férmula de la integracién por partes:
[ e*x%dx = x?e* — [ e¥*2xdx = x%e* — 2[ e*xdx
Hay que calcular [ e*xdx que se resolvié en un ejercicio anterior = e*(x — 1)
[ e*x%dx = x?e* — [ e*2xdx = x%e* — 2(xe* — e¥)
Por tanto, la integral original:

[ e*(x? — 2x — 1)dx = x%e* — 2(xe* — e*) — 2(xe* — e¥) —e¥ =

= x%e¥ — 4(xe¥ — e¥) — e* = x%e¥ — 4(xe¥) + 3(e*) = e¥(x? — 4x + 3)

Ejemplo: Calcular @dx

u = In(Inx)

1
dv = —dx
X

Derivada de u:

du 1

" In(x) x x

du
Integralde dv = idx
[dv=v

Integralde dv = idx
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1
—dx =1In (x
/- @)
Aplicando la férmula de la integracion por partes:

1 1

In(x) X dx

M =In(n(x))-In (x) — [ In (x) -

=In(n(x))-In(x) - [ % dx
= In(In(x)) " In(x) — In(x) =
= (In(x) - (In(In(x)) = 1) + ¢
Ejemplo: Calcular [ 5 - x?dx

u = x?

dv = 5% dx

Derivada de u:

du( ) =2
I x) = 2x
du = 2x dx

Integral de dv = 5%dx
[dv=v

Integral de 5*dx

ax
Se recuerda que: [ a* dx = g T ¢ entonces:

Sx

Xy — 2

[5 dx—ln5
Sx
Vs

Aplicando la férmula de la integracién por partes: [ u dv = uv — [ v du

5% 5% 5% 2
In5 In5 7 In5 In(5)

[ 5%x dx

Aplicando de nuevo la integracién por partes a la integral: [ 5%x dx

u=x
dv = 5% dx

Derivada de u:
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du =dx
Integral de dv = 5%dx
[dv=v

Integral de 5*dx

aX
Se recuerda que: [ a* dx = 5 T ¢ entonces:

5x
X [
f5dx_ln5
SX
V= s
5 5 5¢ 1
X .42 =y — [ —. =Xt —
5% xtdx =g o= e de=xe e In(5)
5% 1 5% 5% 1
=X hs ) s m5 " " in)
Por tanto, la integral inicial es:
5¢ 2 5% 1
X vn2dy — 2.2 4 2
J5% xtdx =2 ) s i)
_Sx 2 2 1 —
" 5% The C e T
= E(x 11’1(5) - m ' (Xl?’l(S) - 1)) =

= 3 02 2 (5) — 2(xln(S) -
In5

X

In(5)

D)=

(x%2In?(5) —2xIn(5) +2) +c¢

Ejemplo: Calcular [ x cos (x) dx

uUu=x
dv = cos (x) dx

Derivada de u:

W du=d
—_ = - =
dx u X

[5%dx =



Integral de dv = cos (x) dx
[dv=v

Integral de cos (x) dx

[ cos (x) dx = sen (x)

v = sen (x)

Aplicando la férmula de la integracién por partes:
x sen (x) — [ sen(x)dx =

= x sen (x) — (—cos(x)) =

= x sen (x) + cos(x) + ¢
Ejemplo: Calcular [ x sen (x) dx
u=x

dv = sen (x)dx

Derivando u:

du

—=1->du= dx
dx

Integrando dv = sen x dx
[dv=v

[ senxdx = —cosx

V= —CoSx

Aplicando la férmula de integracién por partes: [ u dv = uv — [ vdu

[ x sen x dx = x(—cosx) — f(— cosx) dx
[ xsenxdx =—xcosx +J.(cosx) dx
fxsenxdx = —xcosx+senx +c
Eiemplo: Calcular [ sec®x dx

du
u=secx—>d—=secxtgx—>du=secxtgxdx
X
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dv =sec?xdx »v = [sec?xdx=tgx
fudv=uv—[vdu

fudv = [sec®xdx =secxtgx— [ tgxsecx tgxdx

[ sec®x dx = secx tgx — [ tg? xsecx dx

Usando la identidad trigonométrica pitagérica: 1 + tg? x = sec?x

[ sec®x dx = secx tg x — [ (sec?x — 1) secx dx

[ sec®x dx = secx tg x — [ (sec3x — secx) dx

[ secx dx = secxtgx — [ sec®x dx + [ secx dx

Agrupando términos semejantes:

2[ sec3x dx = secx tg x + [ secx dx

Pero la integral inmediata de [ secx dx es: In(secx + tg x)
1
[ sec3x dx = E(secx tg x +In(secx + tgx)) + ¢

Ejemplo: Calcular [ arc tg x dx (ejemplo de funcién algebraica por trigonométrica)

. du 1 p dx
= - - = d =
u=arctgx dx 1+ x2 u 1+ x2

dv=dx-v=[dx=x
fudv=uv—[vdu
dx

1+ x2

fudv=[arctgxdx =xarctgx— |

dx . . .
J == requiere cambio de variable.
1+x

Sea:
w=1+x?
dw

=2
dx X

dw = 2x dx

dx _ . 1fdw_ . 11 4
1+x2—xarc gx > W—xarc gx 2nw c

[arctgxdx =xarctgx— [

1
[arctg x dx =xarctgx—zln(1+x2)+c
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1.11 METODO ALTERNATIVO A LA INTEGRACION POR PARTES:
METODO TABULAR O RAPIDO

Se aplica especialmente cuando se tiene un polinomio multiplicado por una exponencial o un
polinomio multiplicado por una funcién seno o coseno. El método consiste en derivar el polinomio
hasta que su valor sea cero e integrar la funcién exponencial. Luego, multiplicar en diagonal las
funciones que estan unidas por las flechas como se ve en la tabla siguiente considerando que el
primer producto se multiplica por +1, el segundo por -1, el tercero por +1 y asi sucesivamente
alternando los signos:

Ejemplo: Calcular [ x5e* dx

Derivar x° 5x* 20x3 60x? 120x 120 0
+ - + - +
Integrar e* ex VL X A o X e*
[ x5e* dx = x5e* — 5x*e* + 20x3e* — 60x%e* + 120xe* — 120e*
[ x5e* dx = e*(x5 — 5x* + 20x3 — 60x? + 120x — 120) + C
Nota: Ver este mismo ejercicio resuelto por el método de integracidn por partes.
Ejemplo: Calcular [ e*(x? — 2x + 2)dx
| Derivar | x2—2x+2 | 2x-2 | 2 ‘ 0 |
+ - +
| Integrar ‘ e* ‘ e | " e | " e |
[e*(x? —2x + 2)dx = e*(x? = 2x + 2) — (2x — 2)e* + 2¢e*
Je*(x? —2x +2)dx = e¥*(x> —2x+2—2x + 2+ 2)
Je*(x? —2x +2)dx = e¥*(x> —4x+4) + ¢
Ejemplo: [ x3sen x dx
Derivar x3 3x? 6x 6 0
+ - + -
Integrar senx "= cosx —senx cosx A senx

[ x3sen x dx = x3(— cosx) — 3x%(—sen x) + 6x(cosx) — 6senx

3

[ x3sen x dx = —x3 cos x + 3x?sen x + 6x cosx — 6 senx + ¢
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Ejemplo: Calcular [ (3x2 — 4x + 2)cosx dx

| Derivar | 3x2—4x+2| 6x—4 | 6 ‘ 0 |
+ - +
| Integrar ‘ cos x | "senx [ ®—cosx | "—senx |

J (3x?% — 4x + 2)cosx dx = (3x% — 4x + 2)sen x —(6x — 4)(— cosx) + 6(—sen x)
J (3x? — 4x + 2)cosx dx = (3x? — 4x + 2)sen x +(6x — 4)(cos x) — 6(sen x)
[ (3x% — 4x + 2)cosx dx = (3x% — 4x + 2 — 6)sen x +(6x — 4)(cos x)
[ (3x% — 4x + 2)cosx dx = (3x% — 4x + 2 — 6)sen x +(6x — 4)(cosx) + ¢
1.12 INTEGRACION POR FRACCIONES PARCIALES
Fuente: Apuntes y problemas de Calculo | de Victor Chungara Castro.

Este método consiste en la integracién de una fraccion algebraica racional propia, descompuesta
como una suma de fracciones simples.

Se aplica sobre fracciones algebraicas racionales propias de la forma:

N(x)
D(x)

J

dx

Donde N(x) es un polinomio de menor grado que D(x). Si el grado del polinomio N(x) es mayor
que el de D(x), hay que realizar primero la divisién entre ambos, como en los ejemplos siguientes.
Luego se veran los cuatro casos de integracién por fracciones parciales.

4
Eiemplo donde el grado de N(x) > D(x): Hallar la integral de [ %dx

Dado que el polinomio del numerador es de grado 4, mayor al grado 1, |a divisidn de los polinomios
es posible y debe efectuarse antes de integrar. Luego se integra término a término.

Divisién entre los polinomios:

1
D+ =x—xPtx—14+—
x):(x+1)=x>—x“+x )

Por tanto, el integrando se puede reemplazar por las siguientes fracciones parciales, que son mas
faciles de integrar:

x4d—f a2 bx— 14— d—x4 x3+x2 +Infx + 1| +
P AP =g gty otk ¢

/

Como la expresidn entre barras es positiva (no puede haber logaritmo de una cantidad negativa), la
expresion |x + 1| se puede poner entre paréntesis:
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fx4d—f 5% px d—x4 x3+x2+1 +1)+
rri sl @ e dy = ot tin D +e

4 2
Eiemplo donde el grado de N(x) > D(x): Hallar la integral de [ %dx

Dado que el polinomio del numerador es de grado 4, mayor al grado 2 del denominador, la divisién
de los polinomios es posible y debe efectuarse antes de integrar. Luego se integra término a
término.

Divisidn entre los polinomios:

(6x* + 23x%2 + 4x +15): (x2+3) = 6x2 +5

—6x* — 18x2
5x%2 +4x + 15
-5x? —15
4x
Cociente=6x% + 5
Residuo =4x

Por tanto, el integrando se puede reemplazar por las siguientes fracciones parciales, que son mas
faciles de integrar:

(6x? +5) + —x
X x?+3
6x* +23x% + 4x + 15 x 4x
_ 2 _ 2
/ T3 dx f<(6x +5)+x2+3>dx [ (6x% +5)dx + [ x2+3dx

El primer sumando se puede resolver por integral inmediata, no asi el segundo, que requiere un
cambio de variable debido a que el numerador (4x) no es la derivada del denominador (x2 + 3):

6x3
[ (6x%2+5)dx = [ (6x%)dx + [ (5)dx = = + 5x = 2x3 + 5x

4x . . .
243 dx se requiere, entonces, de un cambio de variable.

Para resolver [ .

Sea:

u= x%>+3

du_2

dx X

J _du

x_Zx

[ =2 d —f4xdu—f2d”—2f1d = 2Inful + ¢ = 2In|x? + 3] +
23T T T y ¢ T aniul T o= ainjx ¢

Ahora, se suman las dos integrales parciales:
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(2x3 + 5x) + 2In|x? + 3| + ¢

Como la expresion entre barras es positiva (no puede haber logaritmo de una cantidad negativa), la
expresion |x2 + 3| se puede poner entre paréntesis:

(2x3 +5x) + 2In(x?> +3) + ¢

(2x3 4+ 5x) + In(x? + 3)? + ¢, esta es la antiderivada de la funcién racional del integrando de la
integral.

Casos en integracion por fracciones parciales

El método de integracién de fracciones parciales consiste en la integracién de una fraccién
algebraica racional propia, descompuesta como una suma de fracciones simples. Que sea racional
significa que la incégnita estd en el denominador y, que sea propia, significa que el grado del
polinomio del numerador es menor que el grado del polinomio del denominador.

Caso 1: Factores lineales: El denominador de la fraccion racional propia es un producto de factores
de primer grado que no se repiten.

En términos generales, el caso es el siguiente:
Sea N, el polinomio del numerador de la fraccidn.

Sea D, el polinomio del denominador de la fraccién.

N, N, A B N

_* — + 4 4
D, (x—a)x—ay).(x—a,) x—a x—a, X — ay

En este caso, el polinomio del denominador se descompone en factores todos lineales que no se
repiten, por lo que en cada numerador se emplea una sola constante, A, B, ...N.

Métodos de calculo de las constantes, A, B, ..., N:

e Por sustitucion directa: Consiste en asignar valores arbitrarios a la variable de manera tal
que se obtenga directamente el valor de las constantes. Método adecuado para el caso 1.

e Por sistema de ecuaciones: Consiste en igualar los coeficientes de las mismas potencias,
conformando asi un sistema de ecuaciones, cuya solucién determinara el valor de las
constantes; es un método adecuado para todos los casos.

Ejemplo: Hallar la integral de [ dx

1
x(x—3)
Los factores x y (x — 3) son de primer grado y distintos entre si.

El integrando se reescribe como suma de fracciones donde los numeradores deben ser de un grado

inferior al del denominador.

1 A B

x(x—3):;+x—3
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Como en este ejercicio, los denominadores son de grado 1, los numeradores deben ser, por asi
decirlo, de grado cero, y como las potencias de grado cero son iguales a 1, quedan solo A4, B, como
valores constantes: Ax® = A(1) = 4, Bx° = B(1) = B.

Multiplicando ambos miembros por x(x — 3)
1=A(x—3)+ Bx
1=Ax—-3A4+ Bx
1=([A+B)x—-34

Se forma un sistema de ecuaciones igualando los coeficientes de la variable y de los términos solo
numeéricos.

0=A+B
1=-34

Ao 1
-3
B—l
-3
Asi:
1 1
1 -3 3 1 1

x(x—3)=7+x 3 __§+3(x—3)

[ 1 d_f 1d+f 1 1f1d+1f1d
xx—3)F T ) TP 3= T T3 ) XT3 k3

Como los numeradores de las fracciones son las derivadas de los denominadores, se utilizan las
integrales inmediatas logaritmicas (si no hubiera sido asi, se tendria que recurrir a un cambio de
variable).

) ! dx = 11 +11( 3) +
x(x_3) X = 3nx 3nx c

3x%—5x+1
x(x+1)(x—-2)

Ejemplo: Hallar la integral de [
Los factores x; (x + 1), (x — 2) son de primer grado y distintos entre si.
El integrando se reescribe como sigue, donde 4, B, son constantes:

3x2 —5x+1 _A+ B N C
x(x+1D)(x—-2) x x+1 x-2

Multiplicando ambos miembros por el MCM: x(x + 1)(x — 2)

3x2—-5x+1=A(x + 1)(x—2) + Bx(x —2) + Cx(x + 1)
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Para encontrar los valores de A, By C, se podrian desarrollar las multiplicaciones y luego igualar los
coeficientes de las variables y formar un sistema de ecuaciones como en el ejercicio anterior. Pero
también hay otro procedimiento que consiste en encontrar las raices del denominador, haciéndolo
igual a cero, y luego sustituirlas en la expresién anterior, como sigue:

x(x+1D)x—-2)=0
x=0
x+1=0-x=-1
x—2=0->x=2
x=0

3(0)2-50)+1=A400+1)(0—2)+B(0)(0—2) + C(0)(0+ 1)
1=-24-A= !
= — - __E

x=-1

312 =5(-1)+1=A4(-14+1D)(-1-2)+B(-D(-1-2)+C(-D(-1+ 1)
9=3B—>B=3

Si

xX=2

32 -52)+1=4R+1D2-2)+B2)2-2)+C2)2+1

3=6C->C !
= - = —
2

Asi:
1 1
3x*-5x+1 —3 3 3 1 3 1
=—= + =——+ +
x(x+1D(x—-2) x x+1 x-2 2x x+1 2(x-—2)
3x2 —5x+1 1 3 1
dx =] ——d —d —d
fx(x+1)(x—2) x=J 2x x+fx+1 x+f2(x—2) x
3x2 —5x+1 1.1 1 1 1
dx=—=) —dx+3) ——dx + = d
fx(x+1)(x—2) x 2fx X+ fx+1 x+2f(x—2) x

Como los numeradores de las fracciones son las derivadas de los denominadores, se utilizan las
integrales inmediatas logaritmicas.

3x2—-5x+1
x(x+1)(x—2)

1 1
dx=—Elnx+3ln(x+1)+§lnf(x—2)+c

/
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x242x-1

Ejemplo: Hallar la integral de [ XT3 2%

Observando el denominador de este ejercicio, podria pensarse que no es un ejemplo del caso 1 que
se estd viendo, ya que su expresion no es de grado 1. Sin embargo, factorizando adecuadamente,
se verd que si son factores de primer grado.

Factorizar el denominador:

x*+2x—-1  x*+2x-1  x*+2x-1
2x3 +3x2—2x  x(2x2+3x-2) x(2x — 1)(x +2)

Reescribir la expresion anterior como una suma de fracciones parciales:

x2+2x—1 _A+ B N C
xQx—1(x+2) x (x—-1) (x+2)

Se resuelve la ecuacién anterior, multiplicando, por ejemplo, ambos miembros de la igualdad por el
MCM del denominador:

Z42x—-1
x(;x j 1)x(x +2) (x(Zx D+ 2))
A B
= ;(X(ZX - 1)(X + 2)) +m(?€(2x - 1)(.7( + 2))
C
+ xT2) (x(Zx —D(x+ 2))

x2+2x—1=A4(Cx—1)(x+2)) +B(x(x +2)) + C(x(2x — 1))
Se obtienen las raices del denominador original, haciéndolo igual a cero.

x2x—-1Dx+2)=0
x=0

1
(2x—1):0—>x=5
x+2=0->x=-2

Estas raices se sustituyen en la expresion desarrollada anteriormente para obtener los valores de A,
B, C:

Sustituyendo x = 0

02+2(0)—1=A4A2(0)—1)(2)+B(0)(0+2)+C(0)(0+2)
—1=-24-A4= %

. 1
Sustituyendo x = 3
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()2+2()—1_A(1—1)( >+B(%)(%+2)+C(%)(1—1)

Z Z -5

Sustituyendo x = —2
(=2)?+2(=2) =1 =A(0) + B(=2)(0) + C(=2)((D)(-2) - 1)
-1=10C->C = —1—10

Por tanto,

x> +2x—1 _1+ 1 1
xQx—1)(x+2) 2x 502x—1) 10(x+2)

Se procede a la integracion:

i x> +2x—-1 f d y 1 dx— | 1 p
2x3 + 3x2 — 2x *TIsox - T o+ )™
I x%+2x—1 p _1j1d +1J 1 11
203 +322—2x 2 X s 1Y T 10) x+ 2

Se resuelven las integrales parciales:

1]1(1 _1l
2 3 x=7lnx
1 1

1
— | dx = —1 2
0) xr2™* =t +2)

. 1, 1 . . .
Pero la integral Efmdx no se puede resolver con integrales inmediatas, ya que el numerados no

es la derivada del denominador, por lo que hay que emplear el método de sustitucidon o cambio de
variable, como sigue:

Sea:

u=2x-—1

du_2

dx

du_d

2— X

1.[ 1 d_ljldu 1 1d—11() 1(2 D
5) 2x—17""5)u2 10)u™ 10 "W T
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Por tanto:

X2 +2x—-1
2x3 + 3x2 - 2x

/

1 1 1
dx = Elnx +Eln(2x -1) —ﬁln(x + 2)

x> +2x—1
2x3 + 3x2 — 2x

/

1
dx :E(Slnx+ln(2x— D-In(x+2)+¢c

3x2+8x-10
Ejemplo: Hallar la integral de | —————dx

jemp gralde [ ———
Como el denominador, siendo de segundo grado, se puede factorizar en dos factores de primer
grado, es también un ejemplo del caso 1 que se estd viendo. Pero, como el grado del numeradory

del denominador es el mismo, primero se tiene que hacer la division de ambos polinomios.

(3x2+8x—10):(x?2—-2x—-8) =3
—3x% + 6x + 24
+14x + 14

Cociente = 3
Residuo = 14x + 14

As, el integrando se transforma de dos fracciones parciales:

3x2+8x—10_ N 14x + 14

x2—2x—8 x2—-2x—8

f3x2+8x—10d [ 3dxt | 14x + 14 p
x2—-2x—8 = x x2—-2x—8 x

Para resolver la segunda integral, hay que factorizar el denominador, como sigue:

x2-2x—-8=(x+2)(x—4)

14x + 14 14x + 14
[ SN S S

x?—2x—8 (x+2)(x—4)

14x + 14 A B

Gt -4 @+2) (-9
Multiplicando ambos miembros por (x + 2)(x — 4):
14x + 14 = A(x — 4) + B(x + 2)

Las raices del denominador son:
x+2)(x—4)=0

x—4)=0->x=4
x+2)=0->x=-2
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Si:x =4

14(4)+ 14 = A(4— 4) + B(4 + 2)
35
70:6B—>B:?

Si:x = -2
14(-2)+14=A(-2—-4)+B(—2+2)

7
~14=-64-A=3

7 35

l4x+14 3 L3 _ 7 N 35
(x+2)(x—4) (x+2) (x—4) 3(x+2) 3(x—4)
f3x2+8x—10d [ 3dx+ lax+14

x2—2x—8 x= X x2—-2x—8 X

3x2+8x—10 7 35

—  dx=[3d —d —d
| g =/ erf3(x+2) x+f3(x—4) x

3x2+8x—10 7 1 35 1

—  dx=3fdx+= dx + — d
| gy —g W =3/dx+3g] (x +2) x+ 3 x—a)™*

PR A0 et TG4 2) + G- )+
7 —2r 8 x = 3x 3nx 3n(x )+ ¢
Ejemplo: Hallar la integral de [ xf:;; dx

Fuente: Apuntes y problemas de cdlculo |, de Victor Chungara Castro.

x2—5x+4=(x—-1(x—4)

[ 5x — 14 dx = [ 5x — 14 —d
X2—5x+4 " (x—1)(x—4) X
5x — 14 A B

(x—l)(x—4)= (x—1)+(x—4)
Multiplicando ambos miembros por (x — 1) (x — 4):
5x—14=A(x—-4)+B(x—-1)

Las raices del denominador son:
x—-1Dkx-4)=0

x=1)=0->x=1

x—4)=0->x=4

Si:x=1
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5(1)—14=A1—-4)+B(1—1)
—9=A—-44->A=3

Si:x =4

5(4)—14=A4—4)+ B4 —1)
6=4B—B—>B=2

5x — 14 _ 3 2
G-DE-8 G- -9

5x — 14 3 2
I x%2—5x+4 x=] (x—l)dx+f(x—4)
5x — 14 1 1
I x2—5x+4dx_3f (x—l)dx+2f (x —
5x —14

/

x2—5x+4

Ejemplo por resolver: Hallar la integral de [

dx

4)

dx=3In(x—-1)+2In(x—4)+c

48 X
x*-10x2+49

Fuente: Apuntes y problemas de cdlculo |, de Victor Chungara Castro.

Dato: la factorizacién del denominador es: x* —10x24+9 = (x> —=1)(x> —=9) = (x + 1)(x —

D(x + 3)(x — 3).

Caso2: Factores lineales reiterados: El denominador de la fraccidn racional es el producto de

factores de primer grado y algunos se repiten.
En términos generales, el caso es el siguiente:

Sea N, el polinomio del numerador de la fraccion.

Sea D, el polinomio del denominador de la fraccion

Si se tiene un factor de la forma(x + a,)", se desarrolla una suma como la siguiente, donde A, B, C,

... N, son constantes por determinar:

N, A B

C N

8x-7
(x—1)?

Ejemplo: | dx

= + + +o
Dy (x+a)* (x+a)" 't (x+a)"?

(x —aq)

En este ejemplo, el factor que se repite es: (x — 1) y es de primer grado (x — 1) = (x — 1)(x —

1).

El integrando se transforma en la suma de las siguientes fracciones parciales:
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8x—7 A 4 B
x—1)2 (x—1)2 x-1

El denominador paraAes: (x + a;)" = (x — 1)
El denominador paraBes: (x + a;)" ' = (x - 1)* 1 =x-1

Multiplicando ambos miembros de la igualdad por el MCM: (x — 1)?:
8x—7=A+B(x—-1)
Las raices del denominador son:

x—Dx-1=0
x-1)=0-x=1

Si:x =B

8()—7=A+B(1-1)
1=A4

Para calcular B, se suele hacer x=0 y se sustituye el valor de A en:
8(0)—-7=1+B(0—-1)

—7-1=-B
B=8

8x—7 1 4 8
x—12 (x—-1)2 x-1

8x—7

1
fmd)(:fmdx-fo_ldx
f(ix_—_l;dx=f(x—1)‘2dx+8fx_1dx
8x —7 — )73+

f(xx_1)2dx:(x_zi1 +8In(x—1) +¢
8x —7 -1

f(xx_l)z x=(x _1) +8In(x—1)+¢
8x —7 _ 1

fm x——m+81n(x—1)+c

2_
Ejemplo: Hallar la integral [ 22212 gy

x(x+2)2

En este ejemplo, el factor x es de primer grado y el que se repite es: (x + 2), también de primer
grado: (x +2)% = (x + 2)(x + 2).
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El integrando se transforma en la suma de las siguientes fracciones parciales:

5x2—x+12_A+ B N C
x(x+2)2  x x+2 (x+2)2

Nota: la conformacién de las fracciones parciales se hizo con una definicidn anterior consignada en

el apunte, pero no invalida el desarrollo siguiente. Segln la nueva definicion se debié escribir
A B C

+2)?’ x+2’ x

Multiplicando ambos miembros por x(x + 2)?:
5x2—x+12=A(x +2)?>+ Bx(x +2) + Cx
Las raices del denominador son:

x(x+2)(x+2)=0
x=0
x+2=0->x=-2

Si:x=0

5(0)2—-0+12=A(0+2)? + B(0)(0 + 2) + C(0)
12=44-A4=3

Si:x = -2

5(-2)2+2+12=A(-24+2)2+B(-2)(—2+2) + C(-2)
34=-2C->C=-17

Sustituyendo A y C en la ecuacidn anterior y haciendo x = 1 para que no se elimine B, se obtiene
precisamente el valor de B faltante:

5x2—x+12=A(x+2)?> + Bx(x + 2) + Cx
5(1)2—-14+12=31+2)??+B(1)(1+2)—-17(1)
16 =27+ 3B — 17

3B=16—-27+17=6

B =2

5x2—x+12_3+ 2 4 —-17
x(x+2)2  x x+2 (x+2)2

f5x2—x+12d —f3d +f 2 d +f —-17 d
x(x + 2)? =) x+2 x (x + 2)2 x
5x% —x+ 12 1 1

—— —dx = 3) —d 2 dx —17) ——=d
I x(x + 2)? x fx X J-x+2 x J-(x+2)2 x
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5x% —x + 12

/

dx =3Inx + 2In (x +2) — 17 (x + 2) %dx

x(x + 2)?

5x%2 —x + 12 ((x+2)™1)
fwdx—Slnx+21n(x+2)—l7_—1+c
f5x2_x+12d — 3Inx 4 2In0r+2) +——+

x(x + 2)? x=omx i x+2 ¢

6x3+x+8
x3(x+8)

Ejemplo: Calcular |

En este ejemplo, los factores del denominador también son de primer grado ya que x3(x + 8) se
puede descomponer como: (x)(x)(x)(x + 8).

6x3+x+8_A+B+C+ D
x3(x+8) x x2 x3 x+8

Nota: la conformacién de las fracciones parciales se hizo con una definicidn anterior consignada en

el apunte, pero no invalida el desarrollo siguiente. Segun la nueva definicién se debid escribir
A B C D

X3 2%’ x+8
Multiplicando ambos miembros por x3(x + 8)

6x3+x+8=Ax*(x +8) +Bx(x +8) + C(x + 8) + Dx3
6x3+x+8=A(x3+8x%) +B(x?> +8x)+ C(x +8) + Dx3
6x3+x+8=(A+D)(x3)+ (BA+B)x?>+ (8B + C)x + 8C

Se resuelve el sistema igualando los coeficientes de la variable:

A+D=6
84+B=0
8B+(C=1
8C =38

Resolviendo, se tieneque: A =0;B=0;C=1;D =6

6°+x+8 0 0 1 6
x3(x+8) x x2 x3 x+8

Asi:
6x3+x+8 0 0 1
fde—f;dx+fﬁdx+fx—gdx+fx+8dx
6x3+x+8
f r X dx = [0dx+ [0dx + [ x3dx +6f dx

x3(x + 8) x+8
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Se recuerda que [ 0dx = ¢ que equivale a la constante de integracion que se agrega al final de la
integracion.

6x3+x+8 x3%1
dx =
x3(x + 8) -3+1

/

+6In(x+8)+c

f6x3+x+8d = x_2+6l (x+8)+

x3(x + 8) S i ¢

f6x3+x+8d __ 2 +6In(x +8) +
x3(x + 8) Y= o2 i ¢
. 4

Ejemplo por resolver: [ mdx

Fuente: Apuntes y problemas de calculo de Victor Chungara Castro.
Dato: la factorizaciéon de x3 — 5x2 + 7x — 3 es (x — 1)?(x — 3)

Caso3: Factores cuadraticos: El denominador de la fraccion racional es el producto de uno o mas
factores de segundo grado y ninguno de ellos se repite.

A todo factor de la forma ax? + bx + c, le corresponde una fraccién de la forma:

Ax+ B
ax?+bx +c

Donde Ay B son constantes por determinar.
En términos generales, el caso es el siguiente:
Sea N, el polinomio del numerador de la fraccién.

Sea D, el polinomio del denominador de la fraccidn

Ny N, _ Ax+B 4 Cx+D N
D, (x24+bx+c)(x2+byx+cy) x2+bix+c; x2+byx+c,

En este caso, el polinomio del denominador se descompone en factores cuadraticos, los cuales no
se reiteran. Por tanto, se emplean dos constantes en cada fraccidn parcial, donde A, B, C, D son las
constantes por determinar. Se asume que los factores cuadraticos del denominador son
irreducibles, ya que no pueden factorizarse como producto de polinomios de grado 1.

5x%+3x—1
x3-2x2+x-2

Ejemplo: Hallar la integral de [

Factorizaciéon del denominador: (se vera que no es el producto de polinomios de grado uno).

x3-2x2+x—-2=(x3-2x)+(x—-2)=x*(x—-2)+ (x—2) = (x — 2)(x% + 1)
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5x2+3x—1_ A +Bx+C
(x—2)(x2+1) (x—2) (x2+1)

Se ve que, en la segunda fraccion, por ser su denominador de grado 2, en el numerador debe haber
una variable de grado 1, representada por Bx + C.

5¢2+3x-1 A Bx+C [A(x*+1) + (Bx + C)(x — 2)]
G-D2+D) -2 @+D -2+ 1)

5x24+43x—1=A4(x*+ 1)+ (Bx + C)(x — 2)
5x24+3x—1=Ax*+ A+ Bx? —2Bx + Cx — 2C

Agrupando segun el grado de la variable:

5x2+3x — 1= (Ax? + Bx?) + (Cx — 2Bx) + (A — 2C)
5x2+3x—1=(A+B)x?+ (C—-2B)x+ (A—20C)

Se igualan los coeficientes de las variables de igual grado para formar un sistema de tres ecuaciones
y tres incégnitas:

Despejando:
A=5—-B
C=3+4+2B

Reemplazando en la tercera ecuacion:

—1=5-B—-(3+2B)>B=0
A=5-B=5-0=5
C=3+2(0)=3

Reemplazando estos valores:

5x%+3x—1 5 3
@—zxﬂ+1y‘@—zy+u2+m

5x2+3x—1

3 _ 9,2 _f sl ow sy 211

x3 —2x%+x— (x +1)
5x2+3x—1 —Sf 1 dx+ 3] 1 p
22 +x—207 (x—2) x (x2+1) x

/
/

Como | ———dx es una integral inmediata de valor arctg x + ¢

(2+)
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5x%+4+3x—1
x3 —2x24+x—2

/

dx=5[In(x—2)+3[arctgx +c

x3

Ejemplo: Calcular de [ e
(x? + 3)(x? + 4) son irreductibles.

x3 _Ax+B+Cx+D
(x2+3)(x2+4) x2+4+3  x2+4

Como los denominadores de las fracciones parciales son de grado dos, su numerador debe ser de
un grado menos, es decir, de grado uno, lo que se representa por Ax + B en la primera fraccion y

por Cx + D en la segunda.

Multiplicando ambos miembros por (x? + 3)(x? + 4):
x3=(Ax+B)(x*+4)+ (Cx+D)(x? +3)

x3 = Ax3® + 4Ax + Bx* + 4B + Cx3 + 3Cx + Dx? + 3D
x3=(A+0)x3+ (4A+3C)x + (B + D)x?> + 4B + 3D

Se resuelve el sistema:

A+C=1
B+D=0
4A+3C=0
4B+3D =0

Resolviendo se tiene que: A = —=3;B =0;C = 4;D = 0;

x3 _ —3x N 4x
(x2+3)(x2+4) x2+3 x2+4

3

) - dx = [ oyt [ g

(x2+3)(x%2+4) x= x%2+3 x x2+4 x

[ i dx = —3[ — > dx+4f —d
(x2+3)(x2 + 4) = 2+3 2+a™

Como en los dos sumandos los numeradores no son las derivadas de los denominadores, hay que

hacer un cambio de variable:

x
x2+3

_3f

dx

Sea:u =x?+3
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EZZx
du = 2xdx
dx=d—u
2x
-3/ xzjfl- 3dx =-3J ECZZ_Z - (%)f %: _;f x2214dx
En el otro sumando:
3/ x2+4dx
Sea:u =x%+4
d—u:2x
dx
du = 2xdx
dx:d—u
2x
4 x214dx =4/ 2621_2: 4(%>f %: 2/ xzzilc-4dx
Por tanto:
J x dX=—§f2—xdx+2f dx
(x2+3)(x%2+4) 2° x2+4 x%2+4

Ahora, como los numeradores son las derivadas de los denominadores, se usan las integrales

inmediatas logaritmicas:

X3

I IR

. 3x2+2x+3
Ejemplo: Calcular def X xi3)
x(x? + x + 3) son irreductibles.

3x2+2x+3 _A+ Bx+C
x(x2+x+3) x x2+x+3

3
—Eln ((x2+3)+2In((x>+4)+c
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Como el denominador de la primera fraccién parcial es de grado uno, en su numerador se pone solo
A; en cambio, en la segunda fraccién, como su denominador es de grado dos, su numerador debe
ser de un grado menos, es decir, de grado uno, lo que se representa por Bx + C.

Multiplicando ambos miembros por x(x? + x + 3):
3x2+2x+3 =A%+ x+3)+ (Bx + O)(x)
3x24+2x +3=Ax*+ Ax + 3A+ Bx*> + 4B + Cx
3x2+2x+3=([A+B)x*+(A+C)x +34

Se resuelve el sistema:

Resolviendo se tieneque: A =1;B=2;C =1

3x2+2x+3 1 2x + 1

e ——
x(x?2+x+3) x x*+x+3

2x+1
x2+x+3 X

3x2 +2x +3
x(x%2+x+3)

/

1
dx:f;dx+f

Como los numeradores son las derivadas de los denominadores, se usan las integrales inmediatas
logaritmicas:

3x2+2x +3
x(x? +x+3)

/

dc=Inx+In((x?+x+3)+c

2
Ejemplo por resolver: Calcular [ #ﬁ;ﬂ) X

Fuente: matemadticas simplificadas, p. 1372

x% +x A  Bx+C A(X*+1)+ (Bx+C)(x—3)
G-+ x—3 2+1 G-+ D)
_A(x*+1)+Bx*—3Bx+Cx—3C x*(A+B)+x(-3B+C)+A—3C
B (x—3)(x2+ 1) B (x—3)(x2+1)

Se resuelve el sistema:

1 2
B=—-0C=¢

[S20 o))

Resolviendo se tiene que: A =

Sustituyendo en la integral:
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1 2
[ x? +x p —6f dx f(—§x+§)dx
x-3)2+D 5 (x-3) (xZ+1)
_ S 3] f xdx +2f dx
5 57 2+ 1 57 (x2+ 1)
—6l| 3] 1l|2+1|+2 tgx +
—gnx 6Enx gaT’C gx C
(x—=3)5 2
=In|l———|+carctgx+c
(x2 4+ 1)10

dx

. 4x%+6
Eiemplo por resolver: Calcular de | =
x°+3x

Fuente: matemadticas simplificadas, p. 1371

4x*+6  4x*+6
x3+3x  x(x2+3)
4x*+6 A Bx+C
x(x2+3)_;+x2+3

4x*+6  A(x®+3)+ (Bx+O)x
x(x2+3) x(x? +3)

4x*+6  x*(A+B)+Cx+34
x(x2+3) x(x? +3)

Se resuelve el sistema:

Resolviendo se tieneque: A =2;B =2;C =0

4x% + 6 2dx (2x + 0)dx dx xdx
PERE A I X +J x3+3 fx+ fx3+3 nlxl + nlx” + 31 +c
=Inx?x+mn|x?+3]+c=Inx?(x?*+3)+¢

/

Caso 4: Factores cuadraticos reiterados: En el denominador de la fraccidon racional todos los factores
son de segundo grado y algunos se repiten.

En términos generales, el caso es el siguiente:
Sea N, el polinomio del numerador de la fraccidn.

Sea D, el polinomio del denominador de la fraccion
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N, Ny

D,  (x% + byx + ¢)™(x2 + byx + cy)"
_ Ax + B + Cx+D - Gx+H + Ix+]
Cx2+bix+c; (x2+bix+cp)? x2+byx+c,;  x?+ byx+cy)?
+...

En este caso, el polinomio del denominador se descompone en factores todos cuadraticos, los
cuales se reiteran m o n veces, donde A, B, C, D, ..., G, H, |, J, ... son las constantes. Los factores
cuadraticos del denominador son irreducibles.

Eiemplo: calcular [ 3x4+6xZ+1dx
_J_L' X(x2+1)2

Fuente: Conocimientos fundamentales de matematicas de Oteyza, p. 355

En el denominador hay factores cuadraticos irreductibles y el que se repite es: x2 + 1 ya que esta
elevado al cuadrado.

3x4+6x2+1_A+Bx+C+ Dx +E
x(x2+1)2  x  (x2+1)  (x%2 +1)2

Multiplicando ambos miembros por x(x? + 1)?:

3x* +6x%2+1=A((x?+1)? + (Bx + O)x(x?>+ 1) + (Dx + E)x
3x* 4+ 6x% +1=Ax*+ 24x? + A+ Bx* + Bx?> + Cx3 + Cx + Dx? + Ex
3x*+6x>+1=(A+B)x*+Cx3*+ (2A+B+D)x*+(C+E)x+ A

Se resuelve el sistema:

A+B=3
c=0
2A+B+D=6
C+E=0
A=1

Despejando, se tieneque:A=1;B=2;C=0;D=2,E =0

3x4+6x2+1_1+ 2x N 2x
x(x2+1)2  x (x2+1)  (x2+1)2

3x4+6x2+1 f d 2 e 2x 4
x(xZ + 1)?2 x (2+1)2 GZ+102

/

Como en los dos primeros sumandos, los numeradores son la derivada de los denominadores, se
usan las integrales inmediatas logaritmicas, en el tercer sumando, el numerador no es la derivada
del denominador, por lo que hay que usar la integral inmediata potencial.
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3x*+6x2+1 (x2+ 1)1

_ 2 I —
fmdx—lnx+ln(x +1)+ 1 +c
3x*+6x%+1
X oxt L 2 _
J xoZr Dz & nx +In(x"+1) - - +c
. —‘x‘5
Ejemplo por resolver: caIcuIarf 212y dx

Como el numerador es de grado superior al denominador, corresponde efectuar primero la divisidon
entre ambos. En ejercicios anteriores se recuerda cémo proceder. El resultado es el siguiente:

x5 D = 8x3 + 16x
2+ 42 T Tz a)?

x> ix = [ xd f8x3+16xd
GZ+ a2 T T Ga gz

/

La integral:

f 8x3+16x
(x2+4)?

dx se realiza por fracciones parciales:

8x®+16x (Ax+B)(x* +4)+Cx+D Ax®+Bx*+Cx+D

(x2+4)2 (x?2 +4)? (x?% + 4)?
A +Bx* +x(4A+c)+4B+D
B (x2 +4)2 B

Se resuelve el sistema:

A=8
B=0
4A+C =16
4B+D =0

Despejando, se tieneque: A =8;B =0;C =—-16;D =0

[ O e v —16f — Y dx = 4inlx? + 4]+
(x? + 4)2 x= x%+4 x (x? + 4)2 X=X x%2+4
Se sustituye este resultados en la integral:
x5 (8x3 +16x)dx x?
———dx = dx — | —————=—— (4In|x?* + 4| + +
Joavap = rde— ] =gy =5~ G+ al g e

x
=7—4ln|x2+4|— +c

x2+4
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1.13 INTEGRACION POR SUSTITUCION DE UNA NUEVA VARIABLE

Fuente: Matemadticas simplificadas, p. 1375.

Método para integrales que contienen exponentes fraccionarios o radicales.
Caso: Diferenciales que contienen potencias fraccionarias de x:

n

Se hace la siguiente sustitucion: x = w

Donden =

Minimo comun multiplo de los denominadores de los exponentes fraccionarios.

1 1 1
Eiemplo: Demostrar que: [ % = 2xz+4x++ 4In (xZ — 1) +c

X2—x4

Fuente: matemadticas simplificadas, p. 1376

MCM =4
x =w?
" 1
Vx=yYwt o> xz2 =w
1
Vx =Jw? - x2 =w?
dx
— =4w3 > dx = 4w3dw
dw
dx 4w3 4w3
fl 1:fW2—WdW:4fW2—WdW:?
X2 — x4
wihiw?t-—w=w+1+—
w? —w
w3-w?
w2
-w?4+w
w
4w3 w w
4fW2_de=4f(W+1+W2_W)dw=4fwdw+fdw+fWz_de
—4W2+4 +4f dw +c=2wi+4w+inlw-1|+
== w =D c=2w w + In|lw c

1
Pero, w = x4

dx 1 1 1
) 1=2x2+4x4+4ln(x4—1)+c

1 1
X2
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Queda demostrado.

Caso: Diferenciales que contienen potencias fraccionarias de a + bx:

Se hace la siguiente sustitucion: a + bx = w"

Donden =

Minimo comun multiplo de los denominadores de los exponentes fraccionarios.
2

3

1
Eiemplo: Demostrar que: [ (x+—1)2dx =(x+1)—-3x+13+3arctg¥x+1+c

1+(x+1)3

Fuente: matemadticas simplificadas, p. 1376

MCM =3
x+1=w3
dx

— =3w?
dw w

dx = 3w? dw

Se eleva al cuadrado para luego sacar raiz cubicay llegar a la forma del denominador del integrando:
(x+1)2 = W?)? = W)

(x + 1)§ = w?

2
(x+1)3 w? 5 w#
f—zdx—fl_l_wz 3w dW—3fm dw

1+ (x+1)3

Se resuelve la divisidn y se integra:

whwi+1=w?-1+

w2+1
—wt w2
—w?
w?+1
1
4
3f 1+W2'dWZ3IW2dW_3IWdW+3f W2+1dW=W3—3W+3arctgw+c
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x+1=w3

w3=x+1

w=GFD = (x+1)3

/

2
(x +1)3

2
1+ (x+1)3

dx=w3—-3w+3arctgw +c

1
=(x+1)-3x+1)3+3arctgyy(x+1+c
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2 INTEGRALES DEFINIDAS

La integral definida de una funcién no negativa es el drea de la regidn que estd entre su grafica y el
eje X.

ff(x)dx = F(b) — F(a)

Donde a el limite inferior y b el limite superior.

_“: Sf(x)dx

[

i
]
1
1
]
]
!
)
1]
]
1]
1)
]
1)
)
]
|
1
]
)
]
b

a
Procedimiento:

1. Seintegra la diferencial de la funcién
2. Se sustituye la variable de la integral que se obtuvo, por los limites superior e inferior, y los
resultados se restan para obtener el valor de la integral definida.

Propiedades de la integral definida:

- f2f )dx = —ff (x)dx
fPef(x)dx = c[F(b) — F(a)] donde c es una constante

f2(F00) £ 9(0) = £ (FCo)dx + f29(x)) dx
ffGOdx = ff (x)dx + f2f(x)dx con ¢ € [a, b]

Pwonpe
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Ejemplo: f32x dx
Se calcula la integral sin limites de integracion:
2
x
y R |5
213
2|5
x|
fef (x)dx = F(b) — F(a)
2|5_c2 2 _ —
P |3_5 —32=25-9=16

Nota: en las integrales definidas no se agrega la constante de integracion.

dx
V3x—-2

Ejemplo: f?

Se calcula la integral sin limites de integracion:

u=3x-—2

du_

dx

du = 3dx

d_du

=3

du du 1 1
3 3

_— = _— = —du:— P —

et wlsme=3l
1 1. _1

= f—1:§fu2
uz

1 1 1 1 1
=—-2V3x—2 |6=—2 3(6) —2—=23(2)—2==2V16 —=2V4 =
3 2 3 3 3 3
Ejemplo: f;*5 dx
Se calcula la integral sin limites de integracion:

4
5x1

Wl
Wl s

w|



2f(X)dx = F(b) — F(a)
5-x|‘1*=5-(4)—5(1)=20—5=15

Ejemplo: f3(2x? — 3x + 5) dx

Se calcula la integral sin limites de integracion:

2x3 3x2+5 3

3=t

2(3)2 3(3)? 2 3(1)?

3 "5 T - +5M)] =
2(3)*  3(3)? 2(1)°  3(1)?

3 "5 T@) -5 ——+5(]=
18 27 15 2.3 5=

B R

18 27 15 2.3 5=

B R A
mcm.=6

108—-81+90—-4+9-30 92 46

6 6 3

Ejemplo: f%(3x? — 5x) dx
Se calcula la integral sin limites de integracion:

3x3 5x%) 9

T_T|—3

o« f(x)dx = F(b) — F(a)

3(2° 522 (3(=3) 5(3)%) _
3 2 _< 3 2 )‘

45
8—10+27+7=

25+45_50+45_95
2 2 2
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Ejemplo: fZ2(7x — 6)(7x? — 12x)°> dx

Se calcula la integral sin limites de integracion:

Cambio de variable: Como se vera es necesario utilizar solo una variable:
u="7x%-12x

du_14 12
dx x

du = (14x — 12)dx

Dividiendo entre 2:

L = (7x—6)d
> =3 u=(7x X
Sustituyendo:

1 1
f(7x—6)(7x2—12x)5=fEdu-us=§fu5-du=

u®  (7x* —12x)°

12 12

ub
6

N| =

(7x? —12x)%

fE(7x — 6)(7x? — 12x)% dx = " | &

C (7P -12Q)° (702 —12(0)° 45 4% 4°

12 12 ~12 23 3

Ejemplo: En cada caso determine el valor del pardmetro m tal que la integral definida tenga el valor
solicitado.

fo(3mx? + 1)dx = 4
Solucion:

fo(B3mx2dx) + f 1dx) = 4
3mf (x%dx) + [ 1dx) =4

3m-%3|(1)+x|(1)=4

+x|1=4

m-x3|1 0

0
[m(1)3 —m(0)3]+[1-0] =4
[m—0]+[1—0] =4
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m+1=4

m = 3 Es el valor del pardmetro buscado.
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