INTRODUCCION A LAS

ECUACIONES DIFERENCIALES

1.1 Definiciones y terminologia

1.2 Problemas con valores iniciales

1.3 Ecuaciones diferenciales como modelos matematicos
REPASO DEL CAPITULO 1

Las palabras ecuaciones y diferenciales ciertamente sugieren alguna clase de
ecuacion que contiene derivadas y’, y”, . . . Al igual que en un curso de algebra y
trigonometria, en los que se invierte bastante tiempo en la solucién de ecuaciones
tales como x> + 5x + 4 = 0 para la incégnita x, en este curso una de las tareas
sera resolver ecuaciones diferenciales del tipo y” + 2y" + y = 0 para la funcion
incégnita y = ¢(x).

Nos dice algo el parrafo anterior, pero no la historia completa acerca del curso
que estd por iniciar. Conforme el curso se desarrolle verd que hay mas en el estudio
de las ecuaciones diferenciales, que solamente dominar los métodos que alguien ha
inventado para resolverlas.

Pero las cosas en orden. Para leer, estudiar y platicar de un tema especializado,
tiene que aprender la terminologia de esta disciplina. Esa es la idea de las dos
primeras secciones de este capitulo. En la dltima secciéon examinaremos brevemente
el vinculo entre las ecuaciones diferenciales y el mundo real. Las preguntas
précticas como jqué tan rdpido se propaga una enfermedad? ;Qué tan rdpido
cambia una poblacion? implican razones de cambio o derivadas. Asi, la descripcion
matematica —o modelo matematico— de experimentos, observaciones o teorias

puede ser una ecuacion diferencial.
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2 ° CAPITULO 1 INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

1.1 DEFINICIONES Y TERMINOLOGIA

REPASO DE MATERIAL

e Definicién de derivada

e Reglas de derivacién

e Derivada como una razén de cambio

e Primera derivada y crecimiento/decrecimiento
e Segunda derivada y concavidad

INTRODUCCION La derivada dy/dx de una funcién y = ¢(x) es otra funcién ¢’(x) que se en-
cuentra con una regla apropiada. La funcién y = e”'** es derivable en el intervalo (—o, ©), y usando
la regla de la cadena, su derivada es dy/dx = 0.2xe"'. Si sustituimos ¢*'* en el lado derecho de la
ultima ecuacién por y, la derivada serda

= = 0.2xy. (1

Ahora imaginemos que un amigo construyé su ecuacioén (1); usted no tiene idea de cémo la hizo
y se pregunta ;cudl es la funcion representada con el simbolo y? Se estd enfrentando a uno de los
problemas bdsicos de este curso:

¢ Como resolver una ecuacion para la funcion desconocida y = ¢(x)?

UNA DEFINICION  Laecuacién (1) es llamada ecuacién diferencial. Antes de pro-
seguir, consideremos una definicién més exacta de este concepto.

DEFINICION 1.1.1 Ecuacién diferencial

Una ecuacién que contiene derivadas de una o mds variables respecto a una o
mas variables independientes, se dice que es una ecuacion diferencial (ED).

Para hablar acerca de ellas clasificaremos a las ecuaciones diferenciales por tipo,
orden y linealidad.

CLASIFICACION POR TIPO  Si una ecuaci6n contiene sélo derivadas de una o més
variables dependientes respecto a una sola variable independiente se dice que es una
ecuacion diferencial ordinaria (EDO). Por ejemplo,

Una ED puede contener
mds de una variable dependiente,

I
dy d*y dy dx  dy
D5y, LD, e 2)
dx Y a2 dx Y y a a7

son ecuaciones diferenciales ordinarias. Una ecuacién que involucra derivadas par-
ciales de una o mds variables dependientes de dos o mds variables independientes
se llama ecuacién diferencial parcial (EDP). Por ejemplo,
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1.1 DEFINICIONES Y TERMINOLOGIA ° 3
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son ecuaciones diferenciales parciales.”

En todo el libro las derivadas ordinarias se escribirdn usando la notacion de Leibniz
dy/dx, d*y/dx*, d*y/dx?, . .. o la notacién prima y', y”, y'"’, . ... Usando esta dltima
notacion, las primeras dos ecuaciones diferenciales en (2) se pueden escribir en una
forma un poco mds compacta como y' + 5y = e*y y” —y’ + 6y = 0. Realmente, la
notacién prima se usa para denotar sélo las primeras tres derivadas: la cuarta derivada se
denota y* en lugar de y". En general, la n-ésima derivada de y se escribe como d"y/dx"
0 y™. Aunque es menos conveniente para escribir o componer tipograficamente, la no-
tacion de Leibniz tiene una ventaja sobre la notacién prima en que muestra claramente
ambas variables, las dependientes y las independientes. Por ejemplo, en la ecuacién

funcidn incognita
o variable dependiente

T—vuriub]e independiente

se ve inmediatamente que ahora el simbolo x representa una variable dependiente,
mientras que la variable independiente es . También se debe considerar que en ingenie-
ria y en ciencias fisicas, la notacién de punto de Newton (nombrada despectivamente
notacién de “puntito”) algunas veces se usa para denotar derivadas respecto al tiem-
po t. Asi la ecuacién diferencial d?s/dr* = —32 serd § = —32. Con frecuencia las
derivadas parciales se denotan mediante una notacién de subindice que indica las va-
riables independientes. Por ejemplo, con la notacién de subindices la segunda ecuacién
en(3)serdu =u, — 2u,.

CLASIFICACION POR ORDEN El orden de una ecuacién diferencial (ya sea
EDO o EDP) es el orden de la mayor derivada en la ecuacién. Por ejemplo,

segundo orden n rprimcr orden
d? dy\?
FERE PR R

es una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden. Las ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer orden algunas veces son escritas en la forma diferencial M(x, y)dx
+ N(x, y) dy = 0. Por ejemplo, si suponemos que y denota la variable dependiente en
(y — x) dx + 4xdy = 0, entonces y'= dy/dx, por lo que al dividir entre la diferencial
dx, obtenemos la forma alterna 4xy’ + y = x. Véanse los Comentarios al final de esta
seccion.

Simbélicamente podemos expresar una ecuacién diferencial ordinaria de n-ésimo
orden con una variable dependiente por la forma general

Fix, y, y',....,y"™) =0, 4

donde F es una funcién con valores reales de n + 2 variables: x, y, y', ..., y". Por ra-
zones tanto précticas como tedricas, de ahora en adelante supondremos que es posible
resolver una ecuacion diferencial ordinaria en la forma de la ecuacién (4) Gnicamente
para la mayor derivada y™ en términos de las n + 1 variables restantes.

“Excepto esta seccion de introduccion, en Un primer curso de ecuaciones diferenciales con aplicaciones de
modelado, novena edicion, sélo se consideran ecuaciones diferenciales ordinarias. En ese libro la palabra
ecuacion y la abreviatura ED se refiere s6lo a las EDO. Las ecuaciones diferenciales parciales o EDP se
consideran en el volumen ampliado Ecuaciones diferenciales con problemas con valores en la frontera.
séptima edicion.
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CAPITULO 1

INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

La ecuacion diferencial

n

y -1
I =fO,y,y, .Y, (5)
donde fes una funcién continua con valores reales, se conoce como la forma normal
de la ecuacidn (4). Asi que cuando sea adecuado para nuestros propdsitos, usaremos las
formas normales

dy d?y

Doty e

para representar en general las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer y segundo
orden. Por ejemplo, la forma normal de la ecuacién de primer orden 4xy’ + y = x es
y' = (x — y)/4x; la forma normal de la ecuacién de segundo orden y” — y' + 6y = 0
esy” =y’ — 6y. Véanse los Comentarios.

CLASIFICACION POR LINEALIDAD Una ecuacién diferencial de n-ésimo orden

(4) se dice que es lineal si F es lineal en y, y’, . . ., y®. Esto significa que una EDO de
n-€simo orden es lineal cuando la ecuacién (4) es a (\)y” + a,_ (x)y" "+ - +a,
(0y" +a,x)y —gx) =00
dny dn*ly dy
a,(x) =5+ a, () =t a(x) T+ a0y = gx). (6)
dx dx dx

Dos casos especiales importantes de la ecuacion (6) son las ED lineales de primer
orden (n = 1) y de segundo orden (n = 2):

dy %y dy
a,(x) = + ag(x)y = g(x) y a(x) 75+ a;(x0) = + ay(x)y = g(x).  (7)
dx dx dx

En la combinacién de la suma del lado izquierdo de la ecuacién (6) vemos que las dos
propiedades caracteristicas de una EDO son las siguientes:

* La variable dependiente y y todas sus derivadas y’, y”, . . ., y* son de primer
grado, es decir, la potencia de cada término que contiene y es igual a 1.

* Los coeficientes de a, a,, ..., a, dey,y’, ..., y" dependen a lo mis de la
variable independiente x.

Las ecuaciones

3
(y —x)dx+4xdy=0, y"—2y+y=0, vy Q+x@—5y=e‘
dx’® dx

son, respectivamente, ecuaciones diferenciales de primer, segundo y tercer orden. Aca-
bamos s6lo de mostrar que la primera ecuacion es lineal en la variable y cuando se escribe
en la forma alternativa 4xy’ + y = x. Una ecuacion diferencial ordinaria no lineal es sim-
plemente no lineal. Funciones no lineales de la variable dependiente o de sus derivadas,
tales como sen y 0 ¢*', no se pueden presentar en una ecuacion lineal. Por tanto

término no lineal: término no lineal: término no lineal:

coeficiente depende de y funcién no lineal de y el exponente es diferente de 1
d’y d’y

(1 — vy +2y=e, —= tseny=0, 'y - +y'=0
dx dx

son ejemplos de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales de primer, segundo y
cuarto orden respectivamente.

SOLUCIONES Como ya se ha establecido, uno de los objetivos de este curso es

resolver o encontrar soluciones de ecuaciones diferenciales. En la siguiente definicién
consideramos el concepto de solucién de una ecuacion diferencial ordinaria.
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1.1 DEFINICIONES Y TERMINOLOGIA ° 5

DEFINICION 1.1.2 Solucién de una EDO

Cualquier funcién ¢, definida en un intervalo / y que tiene al menos 7 deriva-
das continuas en /, las cuales cuando se sustituyen en una ecuacion diferencial
ordinaria de n-ésimo orden reducen la ecuacion a una identidad, se dice que es
una solucion de la ecuacion en el intervalo.

En otras palabras, una solucién de una ecuacion diferencial ordinaria de n-ésimo orden
(4) es una funcién ¢ que posee al menos n derivadas para las que

F(x, ¢(x), ¢'(x), ..., dp"(x) = 0 paratodaxenl.

Decimos que ¢ satisface la ecuacion diferencial en /. Para nuestros propdsitos supondremos

que una solucién ¢ es una funcién con valores reales. En nuestro analisis de introduccién

vimos que y = ¢"'** es una solucién de dy/dx = 0.2xy en el intervalo (—, ).
Ocasionalmente serd conveniente denotar una solucion con el simbolo alternativo y(x).

INTERVALO DE DEFINICION No podemos pensar en la solucion de una ecuacién
diferencial ordinaria sin simultdneamente pensar en un intervalo. El intervalo I en la defi-
nicién 1.1.2 también se conoce con otros nombres como son intervalo de definicion, in-
tervalo de existencia, intervalo de validez, o dominio de la solucion y puede ser un
intervalo abierto (a, b), un intervalo cerrado [a, b], un intervalo infinito (a, %), etcétera.

I EJEMPLO 1 Verificacién de una solucién

Verifique que la funcién indicada es una solucién de la ecuacién diferencial dada en
el intervalo (—o%, %),

d 1 ”n ’ X
a) chy=xy7; y=qext b) y'—=2y' +y=0; y=uxe
SOLUCION Una forma de verificar que la funcién dada es una solucién, es ver, una

vez que se ha sustituido, si cada lado de la ecuacién es el mismo para toda x en el
intervalo.

a) De
d 1 1
lado izquierdo: ﬁ = T 4-x%)= ZXS’
1 12 1 1
lado derecho: xy?=x- (E x4> = x- <z_1x2> _ sz’

vemos que cada lado de la ecuacién es el mismo para todo nimero real x. Observe
e, , . 1
que y? = | x? es, por definici6n, la raiz cuadrada no negativa de 5 x*.

b) De las derivadas y’' = xe* + e*y y” = xe* + 2¢* tenemos que para todo nimero
real x,
lado izquierdo: Y =2y +y = (xet + 2e*) = 2(xe* + e¥) + xe* = 0,
lado derecho: 0. [ |

En el ejemplo 1, observe también, que cada ecuacién diferencial tiene la solucién
constante y = 0, —o < x < . Una solucién de una ecuacién diferencial que es igual
a cero en un intervalo [ se dice que es la solucién trivial.

CURVA SOLUCION La grafica de una solucién ¢ de una EDO se llama curva
solucién. Puesto que ¢ es una funcién derivable, es continua en su intervalo de de-
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CAPITULO 1

a) funcién y = 1/x,x # 0

b) soluciény = 1/x, (0, e)

FIGURA 1.1.1

La funciény = 1/x no

es la misma que la solucién y = 1/x

INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

finicién /. Puede haber diferencia entre la grafica de la funcion ¢ y la grafica de la
solucion ¢. Es decir, el dominio de la funcién ¢ no necesita ser igual al intervalo de
definicién I (o dominio) de la solucién ¢. El ejemplo 2 muestra la diferencia.

I EJEMPLO 2 Funcién contra solucién

El dominio de y = 1/x, considerado simplemente como una funcion, es el conjunto de
todos los nimeros reales x excepto el 0. Cuando trazamos la gréfica de y = 1/x, dibuja-
mos los puntos en el plano xy correspondientes a un juicioso muestreo de niimeros toma-
dos del dominio. La funcién racional y = 1/x es discontinua en x = 0, en la figura 1.1.1a
se muestra su gréfica, en una vecindad del origen. La funcién y = 1/x no es derivable en
x = 0, yaque el eje y (cuya ecuacion es x = 0) es una asintota vertical de la gréfica.
Ahoray = 1/x es también una solucién de la ecuacion diferencial lineal de primer
orden xy’ + y = 0 (Compruebe). Pero cuando decimos que y = 1/x es una solucion de
esta ED, significa que es una funcién definida en un intervalo I en el que es derivable y
satisface la ecuacion. En otras palabras, y = 1/x es una solucién de la ED en cualquier
intervalo que no contenga 0, tal como (—3, —1), (%, 10), (=22, 0), o (0, %). Porque las
curvas solucién definidas por y = 1/x para =3 < x <—1y % < x < 10 son simple-
mente tramos, o partes, de las curvas solucion definidas por y = 1/x para —0 < x < 0
y 0 < x < %, respectivamente, esto hace que tenga sentido tomar el intervalo [ tan
grande como sea posible. Asi tomamos / ya sea como (—, 0) o (0, o). La curva so-
lucién en (0, =) es como se muestra en la figura 1.1.1b. |

SOLUCIONES EXPLICITAS E IMPLICITAS Usted debe estar familiarizado con
los términos funciones explicitas y funciones implicitas de su curso de célculo. Una
solucién en la cual la variable dependiente se expresa sélo en términos de la variable
independiente y las constantes se dice que es una solucion explicita. Para nuestros
propésitos, consideremos una solucién explicita como una férmula explicita y = ¢ (x)
que podamos manejar, evaluar y derivar usando las reglas usuales. Acabamos de ver
en los dos tltimos ejemplos que y = %x“, y = xe*, y y = 1/x son soluciones explici-
tas, respectivamente, de dy/dx = xy'%, y" — 2y’ + y =0,y xy’ + y = 0. Ademds, la
solucién trivial y = 0 es una solucién explicita de cada una de estas tres ecuaciones.
Cuando lleguemos al punto de realmente resolver las ecuaciones diferenciales ordi-
narias veremos que los métodos de solucién no siempre conducen directamente a una
solucién explicitay = ¢ (x). Esto es particularmente cierto cuando intentamos resolver
ecuaciones diferenciales de primer orden. Con frecuencia tenemos que conformarnos
con una relacién o expresién G(x, y) = 0 que define una solucién ¢.

DEFINICION 1.1.3  Solucién implicita de una EDO

Se dice que una relaciéon G(x, y) = 0 es una solucion implicita de una ecuacién
diferencial ordinaria (4) en un intervalo /, suponiendo que existe al menos una
funcién ¢ que satisface la relacion asi como la ecuacién diferencial en /.

Esta fuera del alcance de este curso investigar la condicién bajo la cual la relacién
G(x, y) = 0 define una funcién derivable ¢. Por lo que supondremos que si implemen-
tar formalmente un método de solucién nos conduce a una relacion G(x, y) = 0, enton-
ces existe al menos una funcién ¢ que satisface tanto la relacién (que es G(x, ¢(x)) =
0) como la ecuacién diferencial en el intervalo /. Si la solucién implicita G(x, y) = 0 es
bastante simple, podemos ser capaces de despejar a y en términos de x y obtener una o
mads soluciones explicitas. Véanse los Comentarios.
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a) solucién implicita

x2 4+ y? =125

b) solucién explicita

v =V25—-x,-5<x<5

¢) solucidn explicita

yp=—V25-x, -5<x<5

FIGURA 1.1.2 Una solucién implicita
de dos soluciones explicitas de y' = —x/y.

-

FIGURA 1.1.3  Algunas soluciones de
xy' —y=x?senx

1.1 DEFINICIONES Y TERMINOLOGIA ° 7

I EJEMPLO 3 Comprobacién de una solucién implicita

La relacién x? + y? = 25 es una solucién implicita de la ecuacién diferencial

dy  x
dx  y 3
en el intervalo abierto (—5, 5). Derivando implicitamente obtenemos
d d d d
Let+Zp=S0s o w2y

dx dx dx dx

Resolviendo la dltima ecuacién para dy/dx se obtiene (8). Ademds, resolviendo
x> + y? = 25 para y en términos de x se obtiene y = *+1/25 — x%. Las dos funciones
v =) = V25 — X2y y =(x) = —\/25 — 1 satisfacen la relacién (que es,
x>+ ¢! =25)y x>+ ¢2 = 25) y son las soluciones explicitas definidas en el inter-
valo (—5, 5). Las curvas solucion dadas en las figuras 1.1.2b y 1.1.2c son tramos de la
gréfica de la solucién implicita de la figura 1.1.2a. |

Cualquier relacién del tipo x2 + y* — ¢ = 0 formalmente satisface (8) para cual-
quier constante ¢. Sin embargo, se sobrentiende que la relacién siempre tendrd sentido
en el sistema de los nimeros reales; asi, por ejemplo, si ¢ = —25, no podemos decir
que x*> + y?> + 25 = 0 es una solucién implicita de la ecuacién. (;Por qué no?)

Debido a que la diferencia entre una solucion explicita y una solucién implicita
deberia ser intuitivamente clara, no discutiremos el tema diciendo siempre: “Aqui esta
una solucidén explicita (implicita)”.

FAMILIAS DE SOLUCIONES El estudio de ecuaciones diferenciales es similar al
del calculo integral. En algunos libros una solucién ¢ es algunas veces llamada inte-
gral de la ecuacién y su gréfica se llama curva integral. Cuando obtenemos una anti-
derivada o una integral indefinida en célculo, usamos una sola constante ¢ de integra-
cion. De modo similar, cuando resolvemos una ecuacién diferencial de primer orden
F(x,y,y") = 0, normalmente obtenemos una solucién que contiene una sola constante
arbitraria o pardmetro c. Una solucidn que contiene una constante arbitraria representa
un conjunto G(x, y, ¢) = 0 de soluciones llamado familia de soluciones uniparamé-
trica. Cuando resolvemos una ecuacion diferencial de orden n, F(x,y,y’, ..., y") =0,
buscamos una familia de soluciones n-paramétrica G(x, y,c, c,,..., c,) = 0. Esto
significa que una sola ecuacion diferencial puede tener un niimero infinito de solu-
ciones correspondiendo a un nimero ilimitado de elecciones de los pardmetros. Una
solucién de una ecuacion diferencial que estd libre de la eleccion de pardmetros se
llama solucién particular. Por ejemplo, la familia uniparamétrica y = cx — x cos x
es una solucion explicita de la ecuacion lineal de primer orden xy’ — y = x* sen x en
el intervalo (—oe, %) (Compruebe). La figura 1.1.3 que se obtuvo usando un paquete
computacional de trazado de graficas, muestra las graficas de algunas de las solu-
ciones en esta familia. La soluciéon y = —x cos x, la curva azul en la figura, es una
solucién particular correspondiente a ¢ = 0. En forma similar, en el intervalo (—2, %),
y = c,e* + c,xe* es una familia de soluciones de dos pardmetros de la ecuacion lineal
de segundo orden y” — 2y’ + y = 0 del ejemplo 1 (Compruebe). Algunas soluciones
particulares de la ecuacion son la solucién trivial y = 0 (¢, = ¢, = 0),y = xe* (¢, = 0,
¢, = 1),y =5e" = 2xe* (c, = 5, c, = —2), etcétera.

Algunas veces una ecuacion diferencial tiene una solucién que no es miembro de una
familia de soluciones de la ecuacion, esto es, una solucién que no se puede obtener
usando un pardmetro especifico de la familia de soluciones. Esa solucién extra se 1llama
solucién singular. Por ejemplo, vemos que y = %x“ y ¥ = 0 son soluciones de la ecua-
cién diferencial dy/dx = xy'? en (—o0, ). En la seccién 2.2 demostraremos, al resol-
verla realmente, que la ecuacién diferencial dy/dx = xy'” tiene la familia de solucio-
nes uniparamétrica y = (%xz + c)z. Cuando ¢ = 0, la solucién particular resultante es
y = %x“. Pero observe que la solucién trivial y = 0 es una solucién singular, ya que
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8 ° CAPITULO 1 INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

a) dos soluciones explicitas

c=1,
x>0

X
c=-1,
x<0

b) solucién definida en tramos

FIGURA 1.1.4 Algunas soluciones de
xy' — 4y =0.

no es un miembro de la familia y = (i X+ C)2 ya que no hay manera de asignarle un
valor a la constante ¢ para obtener y = 0.

En todos los ejemplos anteriores, hemos usado x y y para denotar las variables
independiente y dependiente, respectivamente. Pero deberia acostumbrarse a ver y tra-
bajar con otros simbolos que denotan estas variables. Por ejemplo, podriamos denotar
la variable independiente por ¢ y la variable dependiente por x:

I EJEMPLO 4 Usando diferentes simbolos

Las funciones x = ¢, cos 4ty x = ¢, sen 4, donde ¢, y ¢, son constantes arbitrarias o
parametros, son ambas soluciones de la ecuacion diferencial lineal

x" + 16x = 0.
Para x = ¢, cos 4t las dos primeras derivadas respecto a ¢ son x" = —4c, sen 4ty
x" = —16c, cos 4t. Sustituyendo entonces a x” y x se obtiene

x" + 16x = —16¢, cos 4t + 16(c, cos 41) = 0.
De manera parecida, para x = c, sen 4¢ tenemos x” = —16¢, sen 41, y asf
x" + 16x = —16¢,sen 4t + 16(c, sen 41) = 0.

Finalmente, es sencillo comprobar directamente que la combinacién lineal de solucio-
nes, o la familia de dos pardmetros x = ¢, cos 4t + ¢, sen 4t, es también una solucién
de 1a ecuacioén diferencial. [ |

El siguiente ejemplo muestra que una solucién de una ecuacién diferencial puede
ser una funcién definida por tramos.

I EJEMPLO 5 Una solucién definida por tramos

Debe comprobar que la familia uni-paramétrica y = cx* es una familia de solucio-
nes uni-paramétrica de la ecuacion diferencial xy’ — 4y = 0 en el intervalo (—, ©).
Véase la figura 1.1.4a. La funcién derivable definida por tramos

—x*, x<0
y:

X x=0

es una solucién particular de la ecuacion pero no se puede obtener de la familiay = cx*
por una sola eleccién de c; la solucidn se construye a partir de la familia eligiendo ¢ =
—1parax <0yc = 1parax=0. Véase la figura 1.1.4b. [ |

SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES Hasta este momento hemos ana-
lizado s6lo ecuaciones diferenciales que contienen una funcién incégnita. Pero con fre-
cuencia en la teoria, asi como en muchas aplicaciones, debemos tratar con sistemas de
ecuaciones diferenciales. Un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias tiene
dos o mds ecuaciones que implican derivadas de dos o mds funciones incognitas de
una sola variable independiente. Por ejemplo, si x y y denotan a las variables depen-
dientes y ¢ denota a la variable independiente, entonces un sistema de dos ecuaciones
diferenciales de primer orden estd dado por
dx

E = f(t,x,y)

©))

2 (t )
o(t, X, V).
dt & )
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1.1 DEFINICIONES Y TERMINOLOGIA ° 9

Una solucién de un sistema tal como el de la ecuacion (9) es un par de funciones
derivables x = ¢ (1), y = ¢,(¢), definidas en un intervalo comin /, que satisface cada
ecuacion del sistema en este intervalo.

I COMENTARIOS

i) Algunos comentarios finales respecto a las soluciones implicitas de las ecua-

ciones diferenciales. En el ejemplo 3 pudimos despejar facilmente a y de la re-
lacion x* + y? = 25 en términos de x para obtener las dos soluciones explicitas,

$i1(x) = V25 — 2y dr(x) = —V25 — ¥, de la ecuacion diferencial (8). Pero
no debemos engafarnos con este inico ejemplo. A menos que sea facil o impor-
tante o que se le indique, en general no es necesario tratar de despejar y expli-
citamente en términos de x, de una solucién implicita, G(x, y) = 0. Tampoco
debemos malinterpretar el posterior segundo enunciado en la definicién 1.1.3.
Una solucién implicita G(x, y) = 0 puede definir perfectamente bien a una fun-
cion derivable ¢ que es una solucién de una ecuacion diferencial; aunque no se
pueda despejar a y de G(x, y) = 0 con métodos analiticos como los algebraicos.
La curva solucién de ¢ puede ser un tramo o parte de la grifica de G(x, y)
= (. Véanse los problemas 45 y 46 en los ejercicios 1.1. También lea el andlisis
siguiente al ejemplo 4 de la seccién 2.2.

ii) Aunque se ha enfatizado el concepto de una solucion en esta seccion, también
deberia considerar que una ED no necesariamente tiene una solucién. Véase el
problema 39 del ejercicio 1.1. El tema de si existe una solucion se tratard en la
siguiente seccion.

iii) Podria no ser evidente si una EDO de primer orden escrita en su forma di-
ferencial M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0 es lineal o no lineal porque no hay nada
en esta forma que nos muestre qué simbolos denotan a la variable dependiente.
Véanse los problemas 9 y 10 del ejercicio 1.1.

iv) Podria parecer poco importante suponer que F(x, y, y', ..., y"®) = 0 puede
resolver para y™, pero hay que ser cuidadoso con esto. Existen excepciones y
hay realmente algunos problemas conectados con esta suposicion. Véanse los
problemas 52 y 53 del ejercicio 1.1.

v) Puede encontrar el t€rmino soluciones de forma cerrada en libros de ED o
en clases de ecuaciones diferenciales. La traduccion de esta frase normalmente
se refiere a las soluciones explicitas que son expresables en términos de funcio-
nes elementales (o conocidas): combinaciones finitas de potencias enteras de x,
raices, funciones exponenciales y logaritmicas y funciones trigonométricas y
funciones trigonométricas inversas.

vi) Si toda solucién de una EDO de n-ésimo orden F(x, y, y’, . . . ,y®) = O en un inter-
valo / se puede obtener a partir de una familia n-pardmetros G(x, y, ¢, C,, ..., C,)
= 0 eligiendo apropiadamente los parametros c, i = 1, 2, .. ., n, entonces diremos

que la familia es la solucién general de la ED. Al resolver EDO lineales impone-
mos algunas restricciones relativamente simples en los coeficientes de la ecuacion;
con estas restricciones podemos asegurar no sélo que existe una solucion en un
intervalo sino también que una familia de soluciones produce todas las posibles
soluciones. Las EDO no lineales, con excepcion de algunas ecuaciones de primer
orden, son normalmente dificiles o imposibles de resolver en términos de funciones
elementales. Ademas si obtenemos una familia de soluciones para una ecuacion
no lineal, no es obvio si la familia contiene todas las soluciones. Entonces a nivel
practico, la designacion de “solucién general” se aplica sdlo a las EDO lineales.
No se preocupe por el momento de este concepto, pero recuerde las palabras “solu-
cion general” pues retomaremos este concepto en la seccion 2.3 y nuevamente en el
capitulo 4.
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10 e CAPITULO 1

INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

EJERCICIOS 1.1

Las respuestas a los problemas con niimero impar comienzan en la pdgina RES-1.

En los problemas 1 a 8 establezca el orden de la ecuacién dife-
rencial ordinaria dada. Determine si la ecuacion es lineal o no
lineal, comparando con la ecuacion (6).

1. (I —x)y" —4xy'+ 5y =cosx

d3y <dy>4
L x——-|=] +y=0
2. dx® dx Y

3. Oy =y +6y=0

PR
coga T tuscostr+u
dzy (dy>2
“r_ 1+ (=

S dx? dx

CaR_ &

todr? R?

7. (sen@)y” — (cos B)y’ =2
22
8. je—<1 —%)x +x=0

En los problemas 9 y 10 establezca si la ecuacién diferencial
de primer orden dada es lineal en la variable dependiente com-
pardndola con la primera ecuacién dada en (7).

9. *—1)dx+xdy=0;eny;enx

10. udv+ (v + uv — ue") du = 0;env; enu

En los problemas 11 a 14, compruebe que la funcién indicada
es una solucién de la ecuacién diferencial dada. Suponga un
intervalo / de definicién adecuado para cada solucién.

11. 2y’ +y=0;, y=e?

@)

dy 6
12. — + 20y = 24; _2_ 2 oo
dt Y Y 5 5 e

13. y" =6y’ + 13y =0; y=e¥*cos2x

14. y" + y =tanx; y = —(cosx)ln(sec x + tan x)

En los problemas 15 a 18 compruebe que la funcién indicada
y = ¢(x) es una solucién explicita de la ecuacién diferencial
de primer orden dada. Proceda como en el ejemplo 2, conside-
rando a ¢ simplemente como una funcion, dando su dominio.
Después considere a ¢ como una solucién de la ecuacion dife-
rencial, dando al menos un intervalo I de definicion.

15. (y—x)y ' =y—x+8 y=x+4Vx+2

16. y' =25+ y?% y = 5tan5x

17. y' =2xy% y=1/4 —x?

18. 2y’ =y3cosx; y= (1 —senx) '

En los problemas 19 y 20 compruebe que la expresion indi-
cada es una solucién implicita de la ecuacién diferencial dada.
Encuentre al menos una solucién explicita y = ¢(x) en cada
caso. Use alguna aplicacién para trazar graficas para obtener
la grafica de una solucién explicita. Dé un intervalo / de defi-
nicién de cada solucién ¢.

19, X X - D - 2X); 1 <2X_ 1) t
., — = — — ; n =
dt X-1

20. 2xydx+ (x> —y)dy=0;, —2x%y +y>=1

En los problemas 21 a 24 compruebe que la familia de funciones
indicada es una solucién de la ecuacién diferencial dada. Suponga
un intervalo / de definicién adecuado para cada solucion.

ap ,
2. T =pa-py; P=—
dt 1+ ¢

d 2 . 2 2
2. 2y 2xy =1, y= e"J’ e'dr + cre™
dx 0

d?y dy !
23. i 45 +4y =0; y=ce* + cxe™
d’y d’y _ dy
P R
Y Yae tax Y *

y=cx '+ cx + csxInx + 447

25. Compruebe que la funcién definida en tramos

—x2, x<0
y=

X2, x=0

es una solucién de la ecuacion diferencial xy” — 2y =0
en (—%, ©),
26. En el ejemplo 3 vimos que y = ¢i(x) =V25 — x*
y
y = ¢(x) = —V25 — x* son soluciones de dy/dx =
—x/yen el intervalo (—35, 5). Explique por qué la funcién
definida en tramos

[ V25—, -5<x<0
YT1-V25 =2, 0=x<5

no es una solucion de la ecuacién diferencial en el inter-
valo (=5, 5).
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En los problemas 27 a 30 determine los valores de m tales que la
funcién y = "™ sea una solucién de la ecuacién diferencial dada.

27. y' +2y=0
29. y" = 5y" +6y=0

28. 5y' =2y
30. 2y" +7y' —4y=0

En los problemas 31 y 32 determine los valores de m tales que
la funcién y = x™ sea una solucion de la ecuacion diferencial
dada.

3. " +2y' =0
32. X' —Txy' + 15y =0

En los problemas 33 a 36 use el concepto de que y =c,
—o < x < %, es una funcion constante si y solo si y’ = 0 para
determinar si la ecuacion diferencial tiene soluciones constantes.

33. 3xy’ +5y =10

34. y =y2+2y—3

35. -1y =1

36. y" +4y" + 6y =10

En los problemas 37 y 38 compruebe que el par de funciones

indicado es una solucién del sistema dado de ecuaciones dife-
renciales en el intervalo (—%, ©).

dx d’x
37. —=x+3 38. — =4y + ¢
a7 dr? yore
dy d*y
— =5x + 3y; — =4x — €
dt T dr? roe
x = e 2+ 3%, X =cos2t+ sen2t + %e’,
y = —e 2+ 5¢% y = —cos2t— sen2t — ée’

Problemas para analizar

39. Construya una ecuacién diferencial que no tenga ninguna
solucidn real.

40. Construya una ecuacion diferencial que usted asegure tenga
s6lo la solucion trivial y = 0. Explique su razonamiento.

41. ;Qué funcién conoce de célculo tal que su primera de-
rivada sea ella misma? ;Que su primera derivada sea un
multiplo constante k de ella misma? Escriba cada res-
puesta en la forma de una ecuacién diferencial de primer
orden con una solucién.

42. ;Qué funcién (o funciones) conoce de calculo tal que su
segunda derivada sea ella misma? ;Que su segunda de-
rivada sea el negativo de ella misma? Escriba cada res-
puesta en la forma de una ecuacidn diferencial de segundo
orden con una solucidn.

SECCION 1.1 DEFINICIONES Y TERMINOLOGIA ° 11

43. Dado que y = senx es una solucién explicita de la ecuacion

diferencial de primer orden Z—y = V1 — y?, encuentre
X

un intervalo de definicion 1. [Sugerencia: I no es el inter-

valo (—o0, )]

44. Analice por qué intuitivamente se supone que la ecuacion
diferencial lineal y” + 2y’ + 4y = 5 sen ¢ tiene una solu-
cion de la formay = A sent + B cos t, donde A y B son
constantes. Después determine las constantes especificas

Ay Btalesquey = Asent + Bcos fes una solucién par-
ticular de la ED.

En los problemas 45 y 46 la figura dada representa la grafica
de una solucién implicita G(x, y) = 0 de una ecuacién dife-
rencial dy/dx = f(x, y). En cada caso la relacién G(x, y) = 0
implicitamente define varias soluciones de la ED. Reproduzca
cuidadosamente cada figura en una hoja. Use ldpices de dife-
rentes colores para sefialar los tramos o partes, de cada gréfica
que corresponda a las graficas de las soluciones. Recuerde que
una solucién ¢ debe ser una funcién y derivable. Utilice la
curva solucién para estimar un intervalo de definicién [
de cada solucion ¢.

45.

46. y

FIGURA 1.1.6 Grifica del problema 46.

47. Las graficas de los miembros de una familia uni-para-
métrica x>+ y* = 3cxy se llaman folium de Descartes.
Compruebe que esta familia es una solucién implicita de
la ecuacién diferencial de primer orden

dy _y(y’ —2x)
dx  x(2y’ — X%
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48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

e CAPITULO 1

La gréfica de la figura 1.1.6 es el miembro de la fami-
lia del folium del problema 47 correspondiente a ¢ = 1.
Analice: ;como puede la ED del problema 47 ayudar
a determinar los puntos de la grifica de x* + y* = 3xy
donde la recta tangente es vertical? ;Como saber donde
una recta tangente que es vertical ayuda a determinar un
intervalo I de definicién de una solucién ¢ de la ED?
Lleve a cabo sus ideas y compare con sus estimaciones
de los intervalos en el problema 46.

En el ejemplo 3, el intervalo / mds grande sobre el cual
las soluciones explicitas y = ¢ (x) y y = ¢,(x) se encuen-
tran definidas en el intervalo abierto (=5, 5). ;Por qué 1
no puede ser el intervalo cerrado / definido por [—5, 5]?

En el problema 21 se da una familia uni-paramétrica de
soluciones de la ED P’ = P(1—P). ;Cualquier curva so-
lucién pasa por el punto (0, 3)? ;Y por el punto (0, 1)?

Analice y muestre con ejemplos cémo resolver ecuaciones
diferenciales de las formas dy/dx = f(x) y d?y/dx* = f(x).

La ecuacion diferencial x(y")* — 4y’ — 12x* = 0 tiene la
forma dada en la ecuacion (4). Determine si la ecuacién
se puede poner en su forma normal dy/dx = f(x, y).

La forma normal (5) de una ecuacion diferencial de
n-ésimo orden es equivalente a la ecuacién (4) si las dos
formas tienen exactamente las mismas soluciones. Forme
una ecuacion diferencial de primer orden para la que F{(x,
v, ') = 0 no sea equivalente a la forma normal dy/dx =

S, y).

Determine una ecuacién diferencial de segundo orden
’ ”n o — — 2 1
F(x,y,y',y") = Oparalaquey = ¢ x + ¢,x* sea una fami-
lia de soluciones de dos pardmetros. Aseglrese de que su
ecuacion est€ libre de los pardmetros arbitrarios ¢, y c,.

Informacioén cualitativa respecto a una solucién y = ¢(x)
de una ecuacién diferencial con frecuencia puede obte-
nerse de la misma ecuacién. Antes de trabajar con los
problemas 55 a 58, recuerde el significado geométrico de
las derivadas dy/dx y d*y/dx>.

. . . ) 2
Considere la ecuacion diferencial d_y =e™.
X

a) Explique por qué una solucién de la ED debe ser una
funcién creciente en cualquier intervalo del eje de las x.

b) (A quésoniguales lim dy/dx y lim dy/dx. ;Qué
X—> —®© X —>®©

le sugiere esto respecto a una curva solucién con-
forme x — +o0?

¢) Determine un intervalo sobre el cual una curva solu-
cién sea concava hacia abajo y un intervalo sobre el
que la curva sea concava hacia arriba.

d) Trace la grafica de una solucién y = ¢(x) de la ecua-

cién diferencial cuya forma se sugiere en los incisos
a)ac).

56.

57.

58.

INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

Considere la ecuacion diferencial dy/dx = 5 — y.

a) Yasea por inspeccion o por el método sugerido en los
problemas 33 a 36, encuentre una solucién constante
de la ED.

b) Utilizando sélo la ecuacion diferencial, determine los
intervalos en el eje y en los que una solucién cons-
tante y = ¢(x) sea creciente. Determine los intervalos
en el eje y en los cuales y = ¢(x) es decreciente.

Considere la ecuacién diferencial dy/dx =
donde a y b son constantes positivas.

y(a — by),

a) Ya sea por inspeccion o por los métodos sugeridos
en los problemas 33 a 36, determine dos soluciones
constantes de la ED.

b) Usando sélo la ecuacién diferencial, determine los
intervalos en el eje y en los que una solucién no cons-
tante y = ¢(x) es creciente. Determine los intervalos
en los que y = ¢(x) es decreciente.

¢) Utilizando sélo la ecuacion diferencial, explique por qué
y = a/2b es la coordenada y de un punto de inflexién de
la gréafica de una solucién no constante y = ¢(x).

d) En los mismos ejes coordenados, trace las gréficas
de las dos soluciones constantes en el inciso a). Estas
soluciones constantes parten el plano xy en tres regio-
nes. En cada region, trace la grifica de una solucién
no constante y = ¢ (x) cuya forma se sugiere por los
resultados de los incisos b) y ¢).

Considere la ecuacion diferencial y' = y* + 4.

a) Explique por qué no existen soluciones constantes de
la ecuacion diferencial.

b) Describa la grafica de una solucién y = ¢(x). Por
ejemplo, ;puede una curva solucién tener un extremo
relativo?

¢) Explique por qué y = 0 es la coordenada y de un
punto de inflexién de una curva solucion.

d) Trace la grafica de una solucién y = ¢(x) de la ecua-
cion diferencial cuya forma se sugiere en los incisos
a)ac).

Tarea para el laboratorio de computacién

En los problemas 59 y 60 use un CAS (por sus siglas en inglés,
Sistema Algebraico Computacional) para calcular todas las
derivadas y realice las simplificaciones necesarias para com-
probar que la funcién indicada es una solucién particular de la
ecuacidn diferencial.

59.

60.

Y@ — 20y""— + 158y" — 580y’ + 841y = 0;
y = xe> cos 2x

xy" + 2x%y" + 20xy’ — 78y = 0;
y =120 cos(5 In x) 3 sen(5 In x)
by X
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1.2

PROBLEMAS CON VALORES INICIALES

REPASO DE MATERIAL

e Forma normal de una ED
e Solucién de una ED
e Familia de soluciones

INTRODUCCION Con frecuencia nos interesan problemas en los que buscamos una solucién y(x)
de una ecuacién diferencial tal que y(x) satisface condiciones prescritas, es decir, condiciones impues-

y’(-x()) :yl’ ce

soluciones de la ED

FIGURA 1.2.1

primer orden.

Solucion del PVI de

soluciones de la ED

FIGURA 1.2.2  Solucién del PVI de
segundo orden.

donde Vor Vo v - -

tas sobre una y(x) desconocida o sus derivadas. En algtn intervalo / que contiene a x, el problema

n

Resolver: )i = f(x, vy, ..., y(”’l))
Sujeto a: Y0) = Yo, ¥'(X0) = Yo+ 5 YT P) = o1

»¥,_, son constantes reales arbitrarias dadas se llama problema con valores ini-
ciales (PVI). Los valores de y(x) y de sus primeras n — 1 derivadas en un solo punto x, y(x,) = y,,
s y““‘”(xo) =y, _,» se llaman condiciones iniciales.

PVI DE PRIMER Y SEGUNDO ORDEN EI problema dado en (1) también se llama
problema con valores iniciales de n-ésimo orden. Por ejemplo,

dy .
Resolver: - =f(x,y)
dx )
Sujeto a: (X)) = Yo
Resol I~ oy
esolver: = X ¥,y
y dx2 > (3)
Sujeto a: Y% = Yo ¥ (%) = ¥y

son problemas con valores iniciales de primer y segundo orden, respectivamente. Estos
dos problemas son faciles de interpretar en términos geométricos. Para la ecuacién (2)
estamos buscando una solucion de la ecuacion diferencial en un intervalo / que contenga
a x,, tal que su gréfica pase por el punto dado (x;, y,). En la figura 1.2.1 se muestra en
azul una curva solucidén. Para la ecuacion (3) queremos determinar una solucién y(x) de
la ecuacion diferencial y” = f(x, y, ¥') en un intervalo I que contenga a x, de tal manera
que su grafica no s6lo pase por el punto dado (x;, y,), sino que también la pendiente a la
curva en ese punto sea el nimero y, . En la figura 1.2.2 se muestra en azul una curva solu-
cién. Las palabras condiciones iniciales surgen de los sistemas fisicos donde la variable
independiente es el tiempo 7 y donde y(7)) = v,y y'(¢)) = y, representan la posicién y la
velocidad respectivamente de un objeto al comienzo o al tiempo inicial 7.

Con frecuencia, resolver un problema con valores iniciales de n-€simo orden tal
como (1) implica determinar primero una familia n-paramétrica de soluciones de la
ecuacion diferencial dada y después usando las n condiciones iniciales en x, deter-
minar los valores numéricos de las n constantes en la familia. La solucién particular
resultante estd definida en algtin intervalo I que contiene al punto inicial x,.

I EJEMPLO T Dos PVI de primer orden

En el problema 41 de los ejercicios 1.1 se le pidié que dedujera que y = ce* es una
familia uniparamétrica de soluciones de la ecuacion de primer orden y’ = y. Todas las
soluciones en esta familia estdn definidas en el intervalo (—, ). Si imponemos una
condicidn inicial, digamos, y(0)=3, entonces al sustituir x = 0, y = 3 en la familia se
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INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

FIGURA 1.2.3 Soluciones de los dos
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contiene x =0

b) solucién definida en el intervalo que

FIGURA 1.2.4 Grificas de la funcién
y de la solucién del PVI del ejemplo 2.

determina la constante 3 = ce® = ¢ por lo que y = 3¢* es una solucién del PVI

y =y y0) =3
Ahora si hacemos que la curva solucién pase por el punto (1, —2) en lugar de (0, 3),
entonces y(1) = —2 se obtendrd —2 = ce 0 ¢ = —2¢ . Eneste caso y = —2¢* ' es
una solucién del PVI

y =y y)=-2

En la figura 1.2.3 se muestran en azul oscuro y en rojo oscuro las dos curvas solucién.l

El siguiente ejemplo muestra otro problema con valores iniciales de primer orden.
En este ejemplo observe cémo el intervalo de definicién / de la solucién y(x) depende
de la condici6n inicial y(x,)) = y,.

EJEMPLO 2 Intervalo I de definicién de una solucién

En el problema 6 de los ejercicios 2.2 se le pedird mostrar que una familia uniparamé-
trica de soluciones de la ecuacién diferencial de primer orden y’ + 2xy> = 0esy =
1/(x* + ¢). Si establecemos la condicion inicial y(0) = —1, entonces al sustituir x =
0y y = —1 en la familia de soluciones, se obtiene —1 = 1/coc = —1. Asi y =
1/(x*—1). Ahora enfatizamos las siguientes tres diferencias:

e Considerada como una funcion, el dominio de y = 1/(x*> —1) es el conjunto de
todos los nimeros reales x para los cuales y (x) estd definida, exceptoen x = —1
yenx = 1. Véase la figura 1.2.4a.

» Considerada como una solucion de la ecuacion diferencial y' + 2xy*=0, el
intervalo I de definicién de y = 1/(x*> — 1) podria tomarse como cualquier
intervalo en el cual y(x) estd definida y es derivable. Como se puede ver en
la figura 1.2.4a, los intervalos mds largos en los que y = 1/(x> — 1) es una
solucién son (—, —1), (—1,1) y (1, o).

* Considerada como una solucion del problema con valores iniciales y' + 2xy*
=0, y(0) = —1, el intervalo I de definicién de y = 1/(x*> — 1) podria ser
cualquier intervalo en el cual y(x) estd definida, es derivable y contiene al
punto inicial x = 0; el intervalo mds largo para el cual esto es vdlido es (—1,
1). Véase la curva roja en la figura 1.2.4b. |

Véanse los problemas 3 a 6 en los ejercicios 1.2 para continuar con el ejemplo 2.

I EJEMPLO 3 PVIde segundo orden

En el ejemplo 4 de la seccién 1.1 vimos que x = ¢, cos 4¢ + ¢, sen 4¢ es una familia de
soluciones de dos pardmetros de x” + 16x = (. Determine una solucién del problema
con valores iniciales

4 — ™ J— ’ m j—
x" + 16x = 0, x<2> 2, x(z) 1. 4)
SOLUCION  Primero aplicamos x(77/2) = —2 en la familia de soluciones: c, cos 2
+ ¢, sen 27 = —2. Puesto que cos 27 = 1y sen 271 = 0, encontramos que ¢, = —2.
Después aplicamos x'(7/2) = 1 en la familia uniparamétrica de soluciones x(f) = —2
cos 4t + ¢, sen 4t. Derivando y después haciendo 7 = 7r/2 y x" = 1 se obtiene 8 sen 277 +
4c, cos 27 = 1, a partir del cual vemos que ¢; = i Portanto x = —2 cos 41 + i sen 4t
es una solucion de (4). [ |

EXISTENCIA Y UNICIDAD Al considerar un problema con valores iniciales sur-
gen dos importantes preguntas:

¢ Existe la solucion del problema?
Si existe la solucion, ;es unica?
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FIGURA 1.2.6 Region rectangular R.

1.2 PROBLEMAS CON VALORES INICIALES ° 15

Para el problema con valores iniciales de la ecuacién (2) pedimos:

¢La ecuacion diferencial dy/dx = f(x, y) tiene soluciones?

Existencia [gAlguna de las curvas solucion pasa por el punto (x, y,)?

¢ Cudndo podemos estar seguros de que hay precisamente una

Unicidad [ . P
curva solucion que pasa a través del punto (x;, y,)?

Observe que en los ejemplos 1 y 3 se usa la frase “una soluciéon” en lugar de “la solu-
cién” del problema. El articulo indefinido “una” se usa deliberadamente para sugerir la
posibilidad de que pueden existir otras soluciones. Hasta el momento no se ha demos-
trado que existe una tnica solucién de cada problema. El ejemplo siguiente muestra un
problema con valores iniciales con dos soluciones.

I EJEMPLO 4 Un PVI puede tener varias soluciones

1

Cada una de las funciones y = 0y y = | x* satisface la ecuacion diferencial dy/x =

xy'2 y la condicién inicial y(0) = 0, por lo que el problema con valores iniciales

d
d_y =xy"2, y(0)=0
X
tiene al menos dos soluciones. Como se muestra en la figura 1.2.5, las gréficas de las
dos soluciones pasan por el mismo punto (0, 0). [ |

Dentro de los limites de seguridad de un curso formal de ecuaciones diferenciales
uno puede confiar en que la mayoria de las ecuaciones diferenciales tendran soluciones
y que las soluciones de los problemas con valores iniciales probablemente seran tnicas.
Sin embargo, en la vida real, no es asi. Por tanto es deseable conocer antes de tratar de
resolver un problema con valores iniciales si existe una solucion y cuando asi sea, si €sta
es la tnica solucion del problema. Puesto que vamos a considerar ecuaciones diferencia-
les de primer orden en los dos capitulos siguientes, estableceremos aqui sin demostrarlo
un teorema directo que da las condiciones suficientes para garantizar la existencia y uni-
cidad de una solucién de un problema con valores iniciales de primer orden de la forma
dada en la ecuacién (2). Esperaremos hasta el capitulo 4 para retomar la pregunta de la
existencia y unicidad de un problema con valores iniciales de segundo orden.

TEOREMA 1.2.1 Existencia de una solucion dnica

Sea R una region rectangular en el plano xy definidapora =x=b,c=y=d
que contiene al punto (x,, y,) en su interior. Si f(x, y) y df/dy son continuas en
R, entonces existe algun intervalo I (x, — h, b h), h > 0, contenido en [a,
b], y una funcién tnica y(x), definida en /, que es una solucion del problema
con valores iniciales (2).

El resultado anterior es uno de los mds populares teoremas de existencia y unici-
dad para ecuaciones diferenciales de primer orden ya que el criterio de continuidad de
f(x,y)y de df/dy son relativamente faciles de comprobar. En la figura 1.2.6 se muestra
la geometria del teorema 1.2.1.

I EJEMPLO 5 Revision del ejemplo 4

Como vimos en el ejemplo 4 la ecuacién diferencial dy/dx = xy'? tiene al menos dos
soluciones cuyas graficas pasan por el punto (0, 0). Analizando las funciones
aof X

— el .
S, y) = xy y ay 2y1/2
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CAPITULO 1

INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

vemos que son continuas en la mitad superior del plano definido por y > 0. Por tanto
el teorema 1.2.1 nos permite concluir que a través de cualquier punto (x,, y,), ¥, > 0 en
la mitad superior del plano existe algun intervalo centrado en x, en el cual la ecuacion
diferencial dada tiene una solucién tnica. Asi, por ejemplo, atin sin resolverla, sabe-
mos que existe algtin intervalo centrado en 2 en el cual el problema con valores inicia-
les dy/dx = xy"?, y(2) = 1 tiene una solucién tnica. [ |

En el ejemplo 1, el teorema 1.2.1 garantiza que no hay otras soluciones de los pro-
blemas con valores iniciales y' = y, y(0) =3y y’ =y, y(1)= —2 distintasay = 3e*y y
= —2¢* !, respectivamente. Esto es consecuencia del hecho de que f(x, y) = yy df/dy =
1 son continuas en todo el plano xy. Ademds podemos mostrar que el intervalo / en el
cual cada solucioén esta definida es (—oo, ).

INTERVALO DE EXISTENCIA Y UNICIDAD Suponga que y(x) representa una so-
lucién del problema con valores iniciales (2). Los siguientes tres conjuntos de nimeros
reales en el eje x pueden no ser iguales: el dominio de la funcién y(x), el intervalo / en
el cual la solucion y(x) estd definida o existe, y el intervalo /; de existencia y unicidad.
El ejemplo 2 de la seccién 1.1 muestra la diferencia entre el dominio de una funcién y
el intervalo / de definicion. Ahora suponga que (x,, y,) es un punto en el interior de la
region rectangular R en el teorema 1.2.1. Esto da como resultado que la continuidad de
la funcién f(x, y) en R por si misma es suficiente para garantizar la existencia de al menos
una solucién de dy/dx = f(x, y), y(x,) = y,, definida en algiin intervalo /. El intervalo / de
definicion para este problema con valores iniciales normalmente se toma como el inter-
valo més grande que contiene x, en el cual la solucion y(x) estd definida y es derivable.
El intervalo I depende tanto de f(x, y) como de la condicién inicial y(x)) = y,. V€anse
los problemas 31 a 34 en los ejercicios 1.2. La condicién extra de continuidad de la
primera derivada parcial df/dy en R nos permite decir que no s6lo existe una solucién
en algtin intervalo /; que contiene x;, sino que esta es la inica solucion que satisface
y(x,) =y, Sin embargo, el teorema 1.2.1 no da ninguna indicacion de los tamafios de los
intervalos I e 1 ; el intervalo de definicion I no necesita ser tan amplio como la region
Ry el intervalo de existencia y unicidad I, puede no ser tan amplio como I. El nimero
h > 0 que define el intervalo I : (x, — h, x, + h) podria ser muy pequefio, por lo que es
mejor considerar que la solucién y(x) es unica en un sentido local, esto es, una solucién
definida cerca del punto (x, y,). Véase el problema 44 en los ejercicios 1.2.

I COMENTARIOS

(?) Las condiciones del teorema 1.2.1 son suficientes pero no necesarias. Esto signi-
fica que cuando f(x, y) y df/dy son continuas en una region rectangular R, debe siem-
pre seguir que existe una solucion de la ecuacion (2) y es unica siempre que (x;, )
sea un punto interior a R. Sin embargo si las condiciones establecidas en la hipétesis
del teorema 1.2.1 no son validas, entonces puede ocurrir cualquier cosa: el problema
de la ecuacion (2) puede tener una solucion y esta solucion puede ser tnica o la ecua-
cién (2) puede tener varias soluciones o puede no tener ninguna solucién. Al leer
nuevamente el ejemplo 5 vemos que la hipétesis del teorema 1.2.1 no es vdlida en la
recta y = 0 para la ecuacién diferencial dy/dx = xy'”, pero esto no es sorprendente,
ya que como vimos en el ejemplo 4 de esta seccion, hay dos soluciones definidas en
un intervalo comuin —/ < x < h que satisface y(0) = 0. Por otra parte, la hipdtesis
del teorema 1.2.1 no es viélida en la recta y = 1 para la ecuacién diferencial dy/
dx = |y — 1|. Sin embargo se puede probar que la solucién del problema con valores
iniciales dy/dx = |y — 1|, y(0) = 1 es tinica ;Puede intuir la solucién?

(it) Es recomendable leer, pensar, trabajar y después recordar el problema 43 en
los ejercicios 1.2.
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SECCION 1.2 PROBLEMAS CON VALORES INICIALES ° 17

EJERCICIOS 1.2

Las respuestas a los problemas con niimero impar comienzan en la pdgina RES-1

En los problemas 1y 2, y = 1/(1 + ¢ e™) es una familia uni-
paramétrica de soluciones de la ED de primer orden y'= y —y.
Encuentre una solucién del PVI de primer orden que consiste en
esta ecuacion diferencial y la condicién inicial dada.

1. y(0) = —3 2. y(-1)=2

En los problemas 3 a 6,y = 1/(x> + ¢) es una familia unipara-
métrica de soluciones de la ED de primer orden y’ + 2xy* = 0.
Determine una solucién del PVI de primer orden que consiste
en esta ecuacién diferencial y la condicién inicial dada. Dé el
intervalo / mas largo en el cual estd definida la solucién.

3. y2) =1
5. y0)=1

4. y(=2) =
6. y(3) = —4

En los problemas 7 a 10, x = ¢,cos t + ¢, sen t es una familia
de soluciones de dos pardmetros de la ED de segundo orden
x" + x = 0. Determine una solucién del PVI de segundo or-
den que consiste en esta ecuacion diferencial y las condicio-
nes iniciales dadas.

7. x(0) = —1, x'(0)=38
8 x(7w/2)=0, x'(m/2)=1
9. x(m/6) =1, x'(m/6)=0
10. x(m/4) = V2, x'(w/4) =2V2
En los problemas 11a 14,y = ¢ e* + c¢,e”* es una familia de solu-
ciones de dos parametros de la ED de segundo orden y” —y = 0.

Determine una solucién del PVI de segundo orden que consiste
en esta ecuacion diferencial y las condiciones iniciales dadas.

11. y(0) =1, y'(0)=2
12. y(1) =0, y'(1)=e
13. y(=1) =5, y'(=1)=-5

14. y0) =0, y'(0)=0

En los problemas 15 y 16 determine por inspeccién al menos
dos soluciones del PVI de primer orden dado.

15. y' =3y*, y(0)=0

16. xy' =2y, y(0)=0

En los problemas 17 a 24 determine una regién del plano xy
para el que la ecuacion diferencial dada tendria una solucién
tnica cuyas gréficas pasen por un punto (x,, y,) en la region.

17. @ =23

dy
18. — =V
dx dx Y

19. + & 20
L X = .-y =
dx Y dx y=x

21. (4 — yH)y' = x? 22. (1 +y3)y" = x?

23, (2 + )y =y? 24, (y —x)y' =y +x

En los problemas 25 a 28 determine si el teorema 1.2.1 ga-
rantiza que la ecuacion diferencial y' = Vy?> — 9 tiene una
solucién dnica que pasa por el punto dado.

25. (1,4) 26. (5,3)
27. (2, -3) 28. (-1, 1)

29. a) Por inspeccién determine una familia uniparamétrica
de soluciones de la ecuacion diferencial xy’ = y. Com-
pruebe que cada miembro de la familia es una solucién
del problema con valores iniciales xy’ =y, y(0) = 0.

b) Explique el inciso a) determinando una regién R en el
plano xy para el que la ecuacién diferencial xy’ = y
tendria una solucién dnica que pase por el punto

(xp y,) en R.
¢) Compruebe que la funcién definida por tramos
_J0, x<0
Y x, x=0

satisface la condicion y(0)=0. Determine si esta fun-
cion es también una solucién del problema con valo-
res iniciales del inciso a).

30. a) Compruebe que y = tan (x + ¢) es una familia uni-
paramétrica de soluciones de la ecuacién diferencial
y =1+,

b) Puesto que f(x, y) = 1 + >y df/dy = 2y son conti-
nuas en donde quiera, la regién R en el teorema 1.2.1
se puede considerar como todo el plano xy. Utilice la
familia de soluciones del inciso a) para determinar una
solucién explicita del problema con valores iniciales
de primerordeny” = 1 +y?,y(0) = 0. Aun cuando x, =
0 esté en el intervalo (—2, 2), explique por qué la so-
lucidn no estd definida en este intervalo.

¢) Determine el intervalo / de definiciéon mas largo para la
solucién del problema con valores iniciales del inciso b).

31. a) Verifique que y = —1/(x + ¢) es una familia de so-
luciones uniparamétrica de la ecuacion diferencial
Yy =y

b) Puesto que f(x, y) = y* y df/dy = 2y son continuas
donde sea, la regién R del teorema 1.2.1 se puede
tomar como todo el plano xy. Determine una solucién
de la familia del inciso a) que satisfaga que y(0) = 1.
Después determine una solucién de la familia del in-
ciso a) que satisfaga que y(0) = —1. Determine el
intervalo / de definicién mds largo para la solucién de
cada problema con valores iniciales.
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18 e CAPITULO 1

¢) Determine el intervalo de definicién / mas largo para
la solucién del problema con valores iniciales y'= y?,
¥(0) = 0. [Sugerencia: La solucién no es un miembro
de la familia de soluciones del inciso a)].

32. a) Demuestre que una solucién de la familia del inciso a)
del problema 31 que satisface y' = y% y(1) = 1, esy
=1/2 —x).

b) Después demuestre que una solucién de la familia del
inciso a) del problema 31 que satisface y’" = y2, y(3)
=—l,esy=1/2 —x).

¢) ¢;Son iguales las soluciones de los incisos a) y b)?

33. a) Verifique que 3x*> — y*> = ¢ es una familia de solu-
ciones uniparamétricas de la ecuacién diferencial
y dy/dx = 3x.

b) Bosqueje, a mano, la grifica de la solucién implicita
3x? — y* = 3. Determine todas las soluciones explici-
tas y = ¢(x) de la ED del inciso a) definidas por esta
relacién. D€ un intervalo / de definicién de cada una
de las soluciones explicitas.

¢) Elpunto (=2, 3) estd en la gréafica de 3x* — y*> = 3 pero
(cudl de las soluciones explicitas del inciso b) satis-
face que y(—2) = 3?

34. a) Utilice la familia de soluciones del inciso a) del problema
33 para determinar una solucién implicita del proble-
ma con valores iniciales y dy/dx = 3x, y(2) = — 4. Des-
pués bosqueje, a mano, la grafica de la solucién explicita
de este problema y dé su intervalo / de definicion.

b) (Existen algunas soluciones explicitas de y dy/dx =
3x que pasen por el origen?

En los problemas 35 a 38 se presenta la grafica de un miembro
de la familia de soluciones de una ecuacién diferencial de se-
gundo orden d?y/dx*= f(x, y,y'). Relacione la curva solucion
con al menos un par de las siguientes condiciones iniciales.

a) yh=1, yd)=-2
b) y(=1)=0, y(-1)=-4

o yh=1, yd)=2
d) y(0)=—-1, y'(0)=2
e) y(0)=-1, y(0)=0
f) y0)=-4, y'0)=-2
35. y
5__
: __””;””x
-5+

FIGURA 1.2.7 Gréfica del problema 35.

INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

36. Y

37. y

38. y

FIGURA 1.2.10 Grifica del problema 38.

Problemas de analisis

En los problemas 39 y 40 utilice el problema 51 de los ejerci-
cios 1.1y (2) y (3) de esta seccion.

39. Encuentre una funcién y = f(x) cuya grafica en cada punto
(«, y) tiene una pendiente dada por 8¢* + 6x y la intersec-
cion con el eje y en (0,9).

40. Determine una funcién y = f(x) cuya segunda derivada es y"”
= 12x — 2 en cada punto (x, y) de su graficayy = —x + 5
es tangente a la gréfica en el punto correspondiente a x = 1.

41. Considere el problema con valores iniciales y' = x — 2y,
y(0) = % Determine cudl de las dos curvas que se mues-
tran en la figura 1.2.11 es la Gnica curva solucién posible.
Explique su razonamiento.
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42.

43.

44.

1.3 ECUACIONES DIFERENCIALES COMO MODELOS MATEMATICOS ° 19

FIGURA 1.2.11 Gréficas del problema 41.

Determine un valor posible para x para el que la grafica
de la solucién del problema con valores iniciales y’ + 2y
= 3x -6, y(x,) = 0 es tangente al eje x en (x,, 0). Explique
su razonamiento.

Suponga que la ecuacién diferencial de primer orden
dy/dx = f(x, y) tiene una familia uniparamétrica de solu-
ciones y que f(x, y) satisface la hipdtesis del teorema 1.2.1
en alguna region rectangular R del plano xy. Explique por
qué dos curvas solucién diferentes no se pueden intercep-
tar o ser tangentes entre sf en un punto (x,y ) en R.

Las funciones y(x) = &x!, —o<x <oy
o) 0, x <0
x =
Y Tléx“, x=0

tienen el mismo dominio pero son obviamente diferentes.
Véanse las figuras 1.2.12a y 1.2.12b, respectivamente.
Demuestre que ambas funciones son soluciones del pro-
blema con valores iniciales dy/dx = xy"?, y(2) = 1 en el

a) b)
FIGURA 1.2.12 Dos soluciones del PVI del problema 44.

intervalo (—o0, o). Resuelva la aparente contradiccion
entre este hecho y el dltimo enunciado del ejemplo 5.

Modelo matematico

45. Crecimiento de la poblacion Al inicio de la siguiente

seccién veremos que las ecuaciones diferenciales se
pueden usar para describir o modelar diversos sistemas
fisicos. En este problema suponemos que un modelo de
crecimiento de la poblacién de una pequeila comunidad
esta dado por el problema con valores iniciales

dpP
—- = 0I5P() + 20, P(0) = 100,

donde P es el nimero de personas en la comunidad y el
tiempo ¢ se mide en afios. [Qué tan rapido, es decir, con
qué razon estd aumentando la poblacién en ¢ = 07 ;Qué tan
rapido estd creciendo la poblacién cuando la poblacién es
de 500?

1.3

ECUACIONES DIFERENCIALES COMO MODELOS MATEMATICOS

REPASO DE MATERIAL

Segunda ley de Newton
Ley de Hooke

Leyes de Kirchhoff
Principio de Arquimedes

Unidades de medida para el peso, masa y densidad

INTRODUCCION  En esta seccién introduciremos la idea de una ecuacion diferencial como un
modelo matemdtico y analizaremos algunos modelos especificos en biologia, quimica y fisica. Ya
que hayamos estudiado algunos de los métodos de solucién de las ED en los capitulos 2 y 4, retoma-
remos y resolveremos algunos de estos modelos en los capitulos 3 y 5.

MODELOS MATEMATICOS  Con frecuencia es deseable describir en términos mate-
maéticos el comportamiento de algunos sistemas o fenémenos de la vida real, sean fisicos,
sociolégicos o hasta econdmicos. La descripcién matematica de un sistema de fenémenos
se llama modelo matematico y se construye con ciertos objetivos. Por ejemplo, pode-
mos desear entender los mecanismos de cierto ecosistema al estudiar el crecimiento de la
poblacién animal en ese sistema, o podemos desear datar fésiles y analizar el decaimiento
de una sustancia radiactiva ya sea en el fosil o en el estrato en que éste fue descubierto.
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CAPITULO 1

INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

La formulacién de un modelo matematico de un sistema se inicia con

i) identificacién de las variables que ocasionan el cambio del sistema.
Podremos elegir no incorporar todas estas variables en el modelo desde el
comienzo. En este paso especificamos el nivel de resolucién del modelo.

Después,

ii)  se establece un conjunto de suposiciones razonables o hipdtesis, acerca del
sistema que estamos tratando de describir. Esas hipdtesis también incluyen
todas las leyes empiricas que se pueden aplicar al sistema.

Para algunos objetivos quizd baste con conformarse con modelos de baja resolucion.
Por ejemplo, usted ya es consciente de que en los cursos bdsicos de fisica algunas veces
se desprecia la fuerza retardadora de la friccion del aire al modelar el movimiento de un
cuerpo que cae cerca de la superficie de la Tierra. Pero si usted es un cientifico cuyo trabajo
es predecir con exactitud la trayectoria de vuelo de un proyectil de largo alcance, deberda
considerar la resistencia del aire y otros factores, tales como la curvatura de la Tierra.

Puesto que con frecuencia las hipétesis acerca de un sistema implican una razon
de cambio de una o mas de las variables, el enunciado matematico de todas esas hi-
potesis puede ser una 0 mas ecuaciones que contengan derivadas. En otras palabras,
el modelo matematico puede ser una ecuacion diferencial o un sistema de ecuaciones
diferenciales.

Una vez que se ha formulado un modelo matemaético, ya sea una ecuacion diferen-
cial o un sistema de ecuaciones diferenciales, nos enfrentamos al problema no fécil de
tratar de resolverlo. Si podemos resolverlo, entonces consideramos que el modelo es
razonable si su solucidn es consistente con los datos experimentales o con los hechos
conocidos acerca del comportamiento del sistema. Si las predicciones que se obtienen
son deficientes, podemos aumentar el nivel de resolucién del modelo o hacer hipétesis
alternativas acerca de los mecanismos de cambio del sistema. Entonces se repiten los
pasos del proceso de modelado, como se muestra en el diagrama siguiente:

- Expresar las hipétesis en Formulacién
s or . —_—
Hipotesis términos de las ecuaciones matemética

diferenciales

|
Si es necesario, modificar
las hipétesis o aumentar Resolver las ED

la resolucién del modelo
|

Comprobar las

dp]redicdcilones Presentar las predicciones Obtener
e’ mocelo con del modelo (por ejemplo soluciones
hechos conocidos en forma grafica)

Por supuesto, al aumentar la resolucién, aumentamos la complejidad del modelo ma-
tematico y la probabilidad de que no podamos obtener una solucién explicita.

Con frecuencia, el modelo matematico de un sistema fisico inducird la variable
tiempo 7. Una solucién del modelo expresa el estado del sistema; en otras palabras,
los valores de la variable dependiente (o variables) para los valores adecuados de ¢ que
describen el sistema en el pasado, presente y futuro.

DINAMICA POBLACIONAL Uno de los primeros intentos para modelar el cre-
cimiento de la poblacién humana por medio de las matemadticas fue realizado en
1798 por el economista inglés Thomas Malthus. Bésicamente la idea detrds del mo-
delo de Malthus es la suposicion de que la razén con la que la poblacién de un pais
en un cierto tiempo es proporcional® a la poblacién total del pais en ese tiempo. En
otras palabras, entre mds personas estén presentes al tiempo ¢, habrd mas en el fu-

“Si dos cantidades u y v son proporcionales, se escribe u o v. Esto significa que una cantidad es un
multiplo constante de otra: u = kv.
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1.3 ECUACIONES DIFERENCIALES COMO MODELOS MATEMATICOS ° 21

turo. En términos matematicos, si P(f) denota la poblacién al tiempo ¢, entonces esta
suposicion se puede expresar como

dp dp
— x P ) — =
dt dt
donde k es una constante de proporcionalidad. Este modelo simple, falla si se con-
sideran muchos otros factores que pueden influir en el crecimiento o decrecimiento
(por ejemplo, inmigracién y emigracion), resultd, sin embargo, bastante exacto en
predecir la poblacién de los Estados Unidos, durante 1790-1860. Las poblaciones que
crecen con una razén descrita por la ecuacion (1) son raras; sin embargo, (1) aun se
usa para modelar el crecimiento de pequefias poblaciones en intervalos de tiempo
cortos (por ejemplo, crecimiento de bacterias en una caja de Petri).

kP, (1)

DECAIMIENTO RADIACTIVO El nicleo de un atomo esta formado por combina-
ciones de protones y neutrones. Muchas de esas combinaciones son inestables, esto
es, los d&tomos se desintegran o se convierten en dtomos de otras sustancias. Se dice
que estos nucleos son radiactivos. Por ejemplo, con el tiempo, el radio Ra 226, inten-
samente radiactivo, se transforma en el radiactivo gas radén, Rn-222. Para modelar el
fenémeno del decaimiento radiactivo, se supone que la razén dA/dt con la que los
nucleos de una sustancia se desintegran es proporcional a la cantidad (mds precisa-
mente, el nimero de nicleos), A(z) de la sustancia que queda al tiempo ¢:

A x A 0 A =

dt dt

Por supuesto que las ecuaciones (1) y (2) son exactamente iguales; la diferencia radica
s6lo en la interpretacién de los simbolos y de las constantes de proporcionalidad. En el
caso del crecimiento, como esperamos en la ecuacién (1), £ > 0, y para la desintegra-
¢ién como en la ecuacién (2), k < 0.

El modelo de la ecuacioén (1) para crecimiento también se puede ver como la ecua-
cién dS/dr = rS, que describe el crecimiento del capital S cuando estd a una tasa anual
de interés r compuesto continuamente. El modelo de desintegracion de la ecuacién
(2) también se aplica a sistemas bioldgicos tales como la determinacién de la “vida
media” de un medicamento, es decir, el tiempo que le toma a 50% del medicamento
ser eliminado del cuerpo por excrecién o metabolizacién. En quimica el modelo del
decaimiento, ecuacién (2), se presenta en la descripcién matemadtica de una reaccién
quimica de primer orden. Lo importante aqui es:

KA. 2)

Una sola ecuacion diferencial puede servir como modelo matemdtico de muchos
fenomenos distintos.

Con frecuencia, los modelos matemadticos se acompaian de condiciones que los de-
finen. Por ejemplo, en las ecuaciones (1) y (2) esperariamos conocer una poblacién inicial
P,y por otra parte la cantidad inicial de sustancia radioactiva A . Si el tiempo inicial se
toma en ¢ = 0, sabemos que P(0) = Py que A(0) = A. En otras palabras, un modelo
matemaético puede consistir en un problema con valores iniciales o, como veremos mas
adelante en la seccion 5.2, en un problema con valores en la frontera.

LEY DE ENFRIAMIENTO/CALENTAMIENTO DE NEWTON De acuerdo con
la ley empirica de Newton de enfriamiento/calentamiento, la rapidez con la que cam-
bia la temperatura de un cuerpo es proporcional a la diferencia entre la temperatura
del cuerpo y la del medio que lo rodea, que se llama temperatura ambiente. Si 7(¢)
representa la temperatura del cuerpo al tiempo ¢, T, es la temperatura del medio que lo
rodeay dT/dt es larapidez con que cambia la temperatura del cuerpo, entonces la ley de
Newton de enfriamiento/calentamiento traducida en una expresién matematica es

—«T-T — = k(T - T,),
dr mo 0 g K n) S

donde k es una constante de proporcionalidad. En ambos casos, enfriamiento o calen-
tamiento, si 7 es una constante, se establece que k < 0.
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CAPITULO 1

INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

PROPAGACION DE UNA ENFERMEDAD  Una enfermedad contagiosa, por ejem-
plo un virus de gripe, se propaga a través de una comunidad por personas que han estado
en contacto con otras personas enfermas. Sea que x(7) denote el nimero de personas que
han contraido la enfermedad y sea que y(¢) denote el nimero de personas que atin no han
sido expuestas al contagio. Es ldgico suponer que la razén dx/dt con la que se propaga
la enfermedad es proporcional al nimero de encuentros, o inferacciones, entre estos
dos grupos de personas. Si suponemos que el nimero de interacciones es conjuntamente
proporcional a x(¢) y y(), esto es, proporcional al producto xy, entonces

— = kxy, “)

donde k es la constante usual de proporcionalidad. Suponga que una pequefia comuni-
dad tiene una poblacioén fija de n personas. Si se introduce una persona infectada den-
tro de esta comunidad, entonces se podria argumentar que x(¢) y y(¢) estan relacionadas
por x + y = n + 1. Utilizando esta dltima ecuacién para eliminar y en la ecuacion (4)
se obtiene el modelo
dx =kx(n + 1 — x). (&)
dt
Una condicién inicial obvia que acompaifia a la ecuacion (5) es x(0) = 1.

REACCIONES QUIMICAS La desintegracion de una sustancia radiactiva, caracterizada
por la ecuacion diferencial (1), se dice que es una reaccion de primer orden. En quimica
hay algunas reacciones que siguen esta misma ley empirica: si las moléculas de la sustancia
A se descomponen y forman moléculas mds pequenas, es natural suponer que la rapidez
con que se lleva a cabo esa descomposicion es proporcional a la cantidad de la primera sus-
tancia que no ha experimentado la conversion; esto es, si X(f) es la cantidad de la sustancia
A que permanece en cualquier momento, entonces dX/dr = kX, donde k es una constante
negativa ya que X es decreciente. Un ejemplo de una reaccion quimica de primer orden es
la conversion del cloruro de terbutilo, (CH,),CCl en alcohol t-butilico (CH,),COH:

(CH,);CCl + NaOH — (CH;);COH + NaCl.

Sélo la concentracién del cloruro de terbutilo controla la rapidez de la reaccién. Pero
en la reaccién

CH,CI + NaOH — CH,0H + NaCl

se consume una molécula de hidréxido de sodio, NaOH, por cada molécula de cloruro
de metilo, CH,Cl, por lo que se forma una molécula de alcohol metilico, CH,OH y una
molécula de cloruro de sodio, NaCl. En este caso, la razén con que avanza la reaccién
es proporcional al producto de las concentraciones de CH,Cl y NaOH que quedan. Para
describir en general esta segunda reaccion, supongamos una molécula de una sustancia
A que se combina con una molécula de una sustancia B para formar una molécula de una
sustancia C. Si X denota la cantidad de un quimico C formado al tiempo ¢y si @ y 3 son,
respectivamente, las cantidades de los dos quimicos A y B en t = 0 (cantidades iniciales),
entonces las cantidades instantdneas no convertidas de A y B al quimico C son @ — X'y
B — X, respectivamente. Por lo que la razén de formacién de C estd dada por

X _ e~ X8 - X), (®)

dt
donde k es una constante de proporcionalidad. Una reaccién cuyo modelo es la ecua-
cién (6) se dice que es una reaccién de segundo orden.

MEZCLAS Al mezclar dos soluciones salinas de distintas concentraciones surge
una ecuacién diferencial de primer orden, que define la cantidad de sal contenida en
la mezcla. Supongamos que un tanque mezclador grande inicialmente contiene 300
galones de salmuera (es decir, agua en la que se ha disuelto una cantidad de sal). Otra
solucién de salmuera entra al tanque con una razén de 3 galones por minuto; la con-
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razon de entrada de la salmuera

3 gal/min

constante
300 gal

razén de salida de la I\
salmuera 3 gal/min

FIGURA 1.3.1

N\

1))
{1

Tanque de mezclado.

FIGURA 1.3.2 Drenado de un tanque.
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centraciéon de sal que entra es 2 libras/galén. Cuando la solucién en el tanque estd
bien mezclada, sale con la misma rapidez con que entra. Véase la figura 1.3.1. Si A(7)
denota la cantidad de sal (medida en libras) en el tanque al tiempo ¢, entonces la razén
con la que A(f) cambia es una razén neta:

dA razon de razon de
- = ( entrada ) — ( salida > =R,... R (7
dt de la sal de la sal

Larazon de entrada R, con la que entra la sal en el tanque es el producto de la con-
centracion de entrada de sal por la razén de entrada del fluido. Observe que R estd
medida en libras por minuto:

concentracion

desalen razon de entrada razén de

el fluido, de la salmuera, entrada de la sal

l l l
R,.... = (21b/gal) - (3 gal/min) = (6 1b/min).

Ahora, puesto que la solucién sale del tanque con la misma razén con la que entra,
el nimero de galones de la salmuera en el tanque al tiempo ¢ es una constante de 300
galones. Por lo que la concentracion de la sal en el tanque asi como en el flujo de salida

es ¢(f) = A(1)/300 Ib/gal, por lo que la razén de salida R, desales
concentracion de razon de
sal en el flujo razoén de salida salida
de salida de la salmuera  de la sal
l l l
A(1) ) . A1) .
R, = 5=~ Ib/gal| - (3 gal/min) = —+ Ib/min.
sale (300 g ( g ) 100
La razon neta, ecuacion (7) entonces serd
dA A dA 1
— =6 - — 0 —+ —A=06. ®)
dt 100 dt 100
Sir, —yr, denotan las razones generales de entrada y salida de las soluciones
de salmuera,” entonces existen tres posibilidades Fpi = i Forra = Fote Y Tontra < Tsater

En el andlisis que conduce a la ecuacién (8) suponemos que r

= . Enlos dos

. / ) entra sale

tltimos casos el nimero de galones de salmuera estd ya sea aumentando (r, >, )

o disminuyendo (», ~<r )alarazénnetar — r . Véanse los problemas 10 a
entra sale entra sale

12 en los ejercicios 1.3.

1

DRENADO DE UN TANQUE En hidrodindmica, la ley de Torricelli establece que
la rapidez v de salida del agua a través de un agujero de bordes afilados en el fondo de
un tanque lleno con agua hasta una profundidad 4 es igual a la velocidad de un cuerpo
(en este caso una gota de agua), que estd cayendo libremente desde una altura & —
esto es, v = V2gh, donde g es la aceleracién de la gravedad. Esta tltima expresion
surge al igualar la energia cinética, %mv2 con la energia potencial, mgh, y despejar v.
Suponga que un tanque lleno de agua se vacia a través de un agujero, bajo la influencia
de la gravedad. Queremos encontrar la profundidad, 4, del agua que queda en el tanque
al tiempo 7. Considere el tanque que se muestra en la figura 1.3.2. Si el 4rea del agujero
es A,, (en pies?) y la rapidez del agua que sale del tanque es v = V/2gh (en pies/s), en-
tonces el volumen de agua que sale del tanque, por segundo, es A,\/2gh (en pies’/s).
Asti, si V(¢) denota al volumen de agua en el tanque al tiempo ¢, entonces
dv

- AV 2sh, ©)

“No confunda estos simbolos con R,y R

entra

, que son las razones de entrada y salida de sal.

sale
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24 ° CAPITULO 1 INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

““‘ donde el signo menos indica que V estd disminuyendo. Observe que aqui estamos

L despreciando la posibilidad de friccidn en el agujero, que podria causar una reduccién

@ R de la razén de flujo. Si ahora el tanque es tal que el volumen del agua al tiempo ¢ se
expresa como V(1) = A h, donde A  (en pies’) es el drea constante de la superficie su-

} perior del agua (véase la figura 1.3.2), entonces dV/dt = A  dh/dt. Sustituyendo esta

\
\
¢ ultima expresion en la ecuacion (9) obtenemos la ecuacién diferencial que desedbamos

a) Circuito en serie- LRC para expresar la altura del agua al tiempo ¢:

dh A,

o UT/ \V2gh. (10)
Inductor ! W
inductancia L: henrys (h) Es interesante observar que la ecuacion (10) es valida aun cuando A , no sea constante.

En este caso, debemos expresar el drea de la superficie superior del agua en funcién de
h, esto es, A = A(h). Véase el problema 14 de los ejercicios 1.3.

i~ CCCCO CIRCUITOS EN SERIE Considere el circuito en serie simple que tiene un inductor,

L un resistor y un capacitor que se muestra en la figura 1.3.3a. En un circuito con el
interruptor cerrado, la corriente se denota por i(f) y la carga en el capacitor al tiempo
Resistor t se denota por ¢(t). Las letras L, R y C son conocidas como inductancia, resistencia
resistencia R: ohms () y capacitancia, respectivamente y en general son constantes. Ahora de acuerdo con la
caida de voltaje: iR segunda ley de Kirchhoff, el voltaje aplicado E(¢) a un circuito cerrado debe ser igual
a la suma de las caidas de voltaje en el circuito. La figura 1.3.3b muestra los simbolos
y férmulas de las caidas respectivas de voltaje a través de un inductor, un capacitor y
i~ un resistor. Como la corriente i(f) estd relacionada con la carga ¢g(t) en el capacitor
mediante i = dg/dt, sumamos los tres voltajes

: . 7 G
caida de voltaje: L a

inductor resistor capacitor
Capacitor di d2q dg 1
capacitancia C: farads (f) L—=L—, IR =R—, —

P dt dr dt Y c!
e igualando la suma de los voltajes con el voltaje aplicado se obtiene la ecuacion dife-

rencial de segundo orden

caida de voltaje: éq

| |
c L4, pda 1 = EQ) 1
dar ar - c? ' an

En Ia seccion 5.1 examinaremos con detalle una ecuacién diferencial andloga a

FIGURA 1.3.3 Simbolos, unidades y (11).

voltajes. Corriente i(f) y carga g(t) estdn . . L
medidas en amperes (A) y en coulombs CUERPOS EN CAIDA Para establecer un modelo matemético del movimiento de un

(C), respectivamente. cuerpo que se mueve en un campo de fuerzas, con frecuencia se comienza con la segunda
ley de Newton. Recordemos de la fisica elemental, la primera ley del movimiento
de Newton establece que un cuerpo permanecerd en reposo o continuard moviéndose
vo,/ con una velocidad constante, a menos que sea sometido a una fuerza externa. En los
dos casos, esto equivale a decir que cuando la suma de las fuerzas F = E F k, esto es,
i === la fuerza neta o fuerza resultante, que actda sobre el cuerpo es cero, la aceleracion a del
cuerpo es cero. La segunda ley del movimiento de Newton indica que cuando la fuerza
neta que actda sobre un cuerpo no es cero, entonces la fuerza neta es proporcional a su
aceleracion a o, mds exactamente, F' = ma, donde m es la masa del cuerpo.

s(t) Supongamos ahora que se arroja una piedra hacia arriba desde el techo de un edi-
ficio como se muestra en la figura 1.3.4. ;Cual es la posicién s(¢) de la piedra respecto
al suelo al tiempo ? La aceleracion de la piedra es la segunda derivada d2s/dr? Si
suponemos que la direccién hacia arriba es positiva y que no hay otra fuerza, ademas
de la fuerza de la gravedad, que actiie sobre la piedra, entonces utilizando la segunda
ley de Newton se tiene que

b)

edificio

suelo

FIGURA 1.3.4 Posicién de la piedra d%s ds
medida desde el nivel del suelo. m— = —mg — = —g (12)
dr? dt*
En otras palabras, la fuerza neta es simplemente el peso F' = F| = —W de la piedra cerca

de la superficie de la Tierra. Recuerde que la magnitud del peso es W = mg, donde m es la
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kv

resistencia
del aire

posjtiva O

gravedad

direccion

mg

FIGURA 1.3.5 Cuerpo de masa m

cayendo.

] I Iy

a) cable de suspension de un puente

b) alambres de teléfonos

FIGURA 1.3.6 Cables suspendidos
entre soportes verticales.

alambre

T,

®0) X

FIGURA 1.3.7 Elemento del cable.
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masa del cuerpo y g es la aceleracion debida a la gravedad. El signo menos en la ecuacion
(12) se usa porque el peso de la piedra es una fuerza dirigida hacia abajo, que es opuesta
a la direcci6n positiva. Si la altura del edificio es s, y la velocidad inicial de la roca es v,
entonces s se determina a partir del problema con valores iniciales de segundo orden

d*s
dt?
Aunque no hemos indicado soluciones de las ecuaciones que se han formulado, ob-
serve que la ecuacion 13 se puede resolver integrando dos veces respecto a ¢ la cons-
tante —g. Las condiciones iniciales determinan las dos constantes de integracién. De

la fisica elemental podria reconocer la solucién de la ecuacién (13) como la férmula
s() = —1gt + vot + ;.

= —g, s(0)=sy 5(0)=v,. (13)

CUERPOS EN CAIDA Y RESISTENCIA DEL AIRE  Antes del famoso experimento
de la torre inclinada de Pisa de Galileo generalmente se creia que los objetos més pe-
sados en caida libre, como una bala de cafién, caian con una aceleracién mayor que los
objetos ligeros como una pluma. Obviamente, una bala de caiién y una pluma cuando
se dejan caer simultdneamente desde la misma altura realmente caen en tiempos dife-
rentes, pero esto no es porque una bala de cafién sea mas pesada. La diferencia en los
tiempos es debida a la resistencia del aire. En el modelo que se present6 en la ecuacién
(13) se desprecio la fuerza de la resistencia del aire. Bajo ciertas circunstancias, un
cuerpo que cae de masa m, tal como una pluma con densidad pequefia y forma irregu-
lar, encuentra una resistencia del aire que es proporcional a su velocidad instantdnea v.
Si en este caso, tomamos la direccién positiva dirigida hacia abajo, entonces la fuerza
neta que estd actuando sobre la masa estd dada por F' = F, + F, = mg — kv, donde €l
peso F'| = mg del cuerpo es una fuerza que actda en la direccion positiva y la resisten-
cia del aire I/, = —kv es una fuerza, que se llama de amortiguamiento viscoso, que
actda en la direccién contraria o hacia arriba. Véase la figura 1.3.5. Ahora puesto que v
esta relacionada con la aceleracién a mediante a = dv/dt, la segunda ley de Newton
serd ' = ma = m dv/dt. Al igualar la fuerza neta con esta forma de la segunda ley,
obtenemos una ecuacion diferencial para la velocidad v(¢) del cuerpo al tiempo ¢,

dv
m
dt

=mg — kv. (14)

Aqui k es una constante positiva de proporcionalidad. Si s(7) es la distancia que el
cuerpo ha caido al tiempo ¢ desde su punto inicial o de liberacidn, entonces v = ds/dt
y a = dv/dt = d?s/dr*. En términos de s, la ecuacién (14) es una ecuacion diferencial
de segundo orden.

d?*s d d?s ds

s
mﬁ =mg — kz 0 m o + kZ = mg. (15)

CABLES SUSPENDIDOS Suponga un cable flexible, alambre o cuerda pesada
que esta suspendida entre dos soportes verticales. Ejemplos fisicos de esto podria ser
uno de los dos cables que soportan el firme de un puente de suspensiéon como el que
se muestra en la figura 1.3.6a o un cable telefénico largo entre dos postes como el que se
muestra en la figura 1.3.6b. Nuestro objetivo es construir un modelo matematico que
describa la forma que tiene el cable.

Comenzaremos por acordar en examinar s6lo una parte o elemento del cable entre
su punto mds bajo P, y cualquier punto arbitrario P,. Sefialado en color azul en la fi-
gura 1.3.7, este elemento de cable es la curva en un sistema de coordenada rectangular
eligiendo al eje y para que pase a través del punto mds bajo P, de la curva y eligiendo
al eje x para que pase a a unidades debajo de P,. Sobre el cable actian tres fuerzas: las
tensiones T, y T, en el cable que son tangentes al cable en P, y P,, respectivamente,
y la parte W de la carga total vertical entre los puntos P,y P,. Sea que T, = |T1
T,=|T,

>

,y W = |W]| denoten las magnitudes de estos vectores. Ahora la tensién T, se
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descompone en sus componentes horizontal y vertical (cantidades escalares) T, cos ¢
y T, sen 6. Debido al equilibrio estdtico podemos escribir

T, =T,cos @ y W = T,sen 0.

Al dividir la ultima ecuacién entre la primera, eliminamos 7, y obtenemos tan
6 = W/T,. Pero puesto que dy/dx = tan 6, llegamos a

y _W (16)
dx T,

Esta sencilla ecuacion diferencial de primer orden sirve como modelo tanto para modelar
la forma de un alambre flexible como el cable telefénico colgado bajo su propio peso,
como para modelar la forma de los cables que soportan el firme de un puente suspendido.
Regresaremos a la ecuacion (16) en los ejercicios 2.2 y la seccién 5.3.

CUALES SON LOS METODOS  En este libro veremos tres diferentes tipos de méto-
dos para el anlisis de las ecuaciones diferenciales. Por siglos las ecuaciones diferenciales
han ocupado los esfuerzos de cientificos o ingenieros para describir algtin fenémeno fisico
o0 para traducir una ley empirica o experimental en términos matemaéticos. En consecuen-
cia el cientifico, ingeniero o matematico con frecuencia pasarfa muchos afios de su vida
tratando de encontrar las soluciones de una ED. Con una solucién en la mano, se prosigue
con el estudio de sus propiedades. A esta bisqueda de soluciones se le llama méfodo ana-
litico para las ecuaciones diferenciales. Una vez que comprendieron que las soluciones
explicitas eran muy dificiles de obtener y en el peor de los casos imposibles de obtener,
los matemadticos aprendieron que las ecuaciones diferenciales en si mismas podrian ser
una fuente de informacién valiosa. Es posible, en algunos casos, contestar directamente
de las ecuaciones diferenciales preguntas como ;en realidad la ED tiene soluciones? Si
una solucion de la ED existe y satisface una condicion inicial, ;es tinica esa solucion?
¢ Cudles son algunas propiedades de las soluciones desconocidas? ;Qué podemos decir
acerca de la geometria de las curvas de solucion? Este método es andlisis cualitativo. Por
ultimo, si una ecuacion diferencial no se puede resolver por métodos analiticos, atin asi
podemos demostrar que una solucion existe; la siguiente pregunta logica es ;de qué modo
podemos aproximarnos a los valores de una solucion desconocida? Aqui entra al reino
del andlisis numérico. Una respuesta afirmativa a la dltima pregunta se basa en el hecho de
que una ecuacion diferencial se puede usar como un principio basico para la construccion
de algoritmos de aproximacién muy exactos. En el capitulo 2 comenzaremos con consi-
deraciones cualitativas de las EDO de primer orden, después analizaremos los artificios
analiticos para resolver algunas ecuaciones especiales de primer orden y concluiremos
con una introduccién a un método numérico elemental. Véase la figura 1.3.8.

iHABLAME!

y=x

1du

Let y=-oom =y =4y s umsxtu=0

but wp x ) x) = xh e xw + (6 - fw=0

:wxr:‘.lm(x)u:, 1a(x). From

Ji2) =2, (0= dy o (0)
x

and J;(x)=f¥.1v(x)‘ Jo 0=

oG )+ el G2t
ey Qx4 ed (350

1.0000
1.0500

FI89,9")=0 ‘ ;fzsés

131«

<~<~ - seoe

L
r=""="" &5

a) analitico

C

b) cualitativo ¢) numérico

FIGURA 1.3.8 Métodos diferentes para el estudio de ecuaciones diferenciales.
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I COMENTARIOS

Cada ejemplo de esta seccion ha descrito un sistema dindmico, un sistema que
cambia o evoluciona con el paso del tiempo ¢. Puesto que el estudio de los siste-
mas dinamicos es una rama de las matematicas de moda en la actualidad, a veces
utilizaremos la terminologia de esa rama en nuestros analisis.

En t€rminos mas precisos, un sistema dinamico consiste en un conjunto de
variables dependientes del tiempo, que se llaman variables de estado, junto con
una regla que permita determinar (sin ambigiiedades) el estado del sistema (que
puede ser pasado, presente o futuro) en t€rminos de un estado prescrito al tiempo
1,- Los sistemas dindmicos se clasifican ya sea como sistemas discretos o continuos
en el tiempo, o de tiempos discretos o continuos. En este curso sélo nos ocupare-
mos de los sistemas dindmicos continuos en el tiempo, sistemas en los que todas
las variables estan definidas dentro de un intervalo continuo de tiempo. La regla o
modelo matematico en un sistema dindmico continuo en el tiempo es una ecuacion
diferencial o sistema de ecuaciones diferenciales. El estado del sistema al tiempo
t es el valor de las variables de estado en ese instante; el estado especificado del
sistema al tiempo 7, son simplemente las condiciones iniciales que acompafian al
modelo matematico. La solucién de un problema con valores iniciales se llama
respuesta del sistema. Por ejemplo, en el caso del decaimiento radiactivo, la regla
es dA/dt = kA. Ahora, si se conoce la cantidad de sustancia radiactiva al tiempo -
digamos A(7)) = A, entonces, al resolver la regla se encuentra que la respuesta del
sistemaparat=1{ esA() = A e =1 (véase la seccién 3.1). La respuesta A(7) es
la tnica variable de estado para este sistema. En el caso de la piedra arrojada desde
el techo de un edificio, la respuesta del sistema, es decir, la solucién a la ecuacién
diferencial d%s/dt*> = —g, sujeta al estado inicial s(0) = 5, 8'(0) = v, es la funcion
s(t) = —%gt2 + vot + 55, 0 = £ = T, donde T representa el valor del tiempo en
que la piedra golpea en el suelo. Las variables de estado son s(¢) y s'(7), la po-
sicién y la velocidad verticales de la piedra, respectivamente. La aceleracion,
s"(t), no es una variable de estado ya que s6lo se conocen la posicion y la velo-
cidad iniciales al tiempo #, para determinar, en forma tnica, la posicion s(z) y la
velocidad s'(f) = v() de la piedra en cualquier momento del intervalo f, <t < T.
La aceleracion, s"(t) = a(t) estd, por supuesto, dada por la ecuacion diferencial
s'1) = —g, 0<t<T.

Un ultimo punto: No todos los sistemas que se estudian en este libro son
sistemas dindmicos. Examinaremos algunos sistemas estdticos en que el modelo
es una ecuacion diferencial.

EJERCICIOS 1.3

Las respuestas a los problemas con niimero impar comienzan en la pdgina RES-1.

Dinamica poblacional

1. Con base en las mismas hipdtesis detrds del modelo de

laecuacién (1), determine una ecuacién diferencial para la
poblacién P(f) de un pais cuando se les permite a las
personas inmigrar a un pafs con una razén constante
r > 0. ;Cudl es la ecuacion diferencial para la poblacién
P(¢) del pais cuando se les permite a las personas emigrar
del paifs con una razén constante r > 0?

. El modelo de poblacién dado en la ecuacién (1) falla al no
considerar la tasa de mortalidad; larazon de crecimiento es
igual a la tasa de natalidad. En otro modelo del cambio de
poblacién de una comunidad se supone que la razén
de cambio de la poblacion es una razon neta, esto es, la

diferencia entre la tasa de natalidad y la de mortalidad en
la comunidad. Determine un modelo para la poblacién
P(?) si tanto la tasa de natalidad y la mortalidad son pro-
porcionales a la poblacion presente al tiempo .

. Utilice el concepto de razén neta introducido en el pro-

blema 2 para determinar un modelo para una poblacién P(7)
si la tasa de natalidad es proporcional a la poblacién presen-
te al tiempo ¢, pero la tasa de mortalidad es proporcional al
cuadrado de la poblacién presente al tiempo z.

. Modifique el problema 3 para la razén neta con la que la

poblacion P(r) de una cierta clase de pez cambia al supo-
ner que el pez estd siendo pescado con una razén cons-
tante 7 > 0.
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Ley de enfriamiento/calentamiento de Newton

5.

Una taza de café se enfria de acuerdo con la ley de enfria-
miento de Newton, ecuacion (3). Utilice los datos de la
graficade latemperatura 7(¢) en la figura 1.3.9 para estimar
las constantes 7 , T, y k en un modelo de la forma de yn
problema con valores iniciales de primer orden: dT/dt = k
(T-T), T0) =T,

T
200 T
150 1
100 1
50T
0 55 Sb 7% 160 4
minutos

FIGURA 1.3.9 Curva de enfriamiento del problema 5.

La temperatura ambiente 7 en la ecuacion (3) podria ser
una funcién del tiempo 7. Suponga que en un medio am-
biente controlado, T (¢) es periédica con un periodo de
24 horas, como se muestra en la figura 1.3.10. Disefie un
modelo matematico para la temperatura 7(¢) de un cuerpo
dentro de este medio ambiente.

Tn(n) 4
120 4
100

801

60
40
20+

0 12 24 36 48 t
media medio media medio media
noche dia noche dia noche

FIGURA 1.3.10 Temperatura ambiente del problema 6.

Propagacion de una enfermedad/tecnologia

7.

Suponga que un alumno es portador del virus de la gripe y
regresa al apartado campus de su universidad de 1000 estu-
diantes. Determine una ecuacion diferencial para el nimero
de personas x(f) que contraerdn la gripe si la razén con la que
la enfermedad se propaga es proporcional al nimero de inte-
racciones entre el nimero de estudiantes que tiene gripe y el
nimero de estudiantes que atn no se han expuesto a ella.

Al tiempo denotado por ¢ = 0, se introduce una innova-
cion tecnoldgica en una comunidad que tiene una canti-
dad fija de n personas. Determine una ecuacién diferen-

INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

cial para el nimero de personas x(f) que hayan adoptado
la innovacion al tiempo ¢ si se supone que la razén con la
que se propaga la innovacién es conjuntamente propor-
cional al nimero de personas que ya la han adoptado y al
nimero de personas que no la han adoptado.

Mezclas

9.

10.

11.

12.

Suponga que un tanque grande de mezclado contiene ini-
cialmente 300 galones de agua en los que se disolvieron
50 libras de sal. Entra agua pura a una razén de 3 gal/min
y cuando la solucion estd bien revuelta, sale a la misma
razén. Determine una ecuacion diferencial que exprese
la cantidad A(7) de sal que hay en el tanque al tiempo ¢.
(Cuéanto vale A(0)?

Suponga que un tanque grande de mezclado contiene ini-
cialmente 300 galones de agua, en los que se han disuelto
50 libras de sal. Otra salmuera introducida al tanque a
una razén de 3 gal/min y cuando la solucién estd bien
mezclada sale a una razén lenta de 2 gal/min. Si la con-
centracién de la solucién que entra es 2 1b/gal, determine
una ecuacién diferencial que exprese la cantidad de sal
A(t) que hay en el tanque al tiempo .

(Cudl es la ecuacién diferencial del problema 10, si la
solucién bien mezclada sale a una razén mds rdpida de
3.5 gal/min?

Generalice el modelo dado en la ecuacién (8) de la pagina
23, suponiendo que el gran tanque contiene inicialmente
N, numero de galones de salmuera, r, 'y r_, son las ra-
zones de entrada y salida de la salmuera, respectivamente
(medidas en galones por minuto), ¢, ~es la concentra-
cion de sal en el flujo que entra, c(f) es la concentracion
de sal en el tanque asi como en el flujo que sale al tiempo
t (medida en libras de sal por galén), y A(¢) es la cantidad
de sal en el tanque al tiempo .

Drenado de un tanque

13.

Suponga que estd saliendo agua de un tanque a través de un
agujero circular de drea A, que estd en el fondo. Cuando el
agua sale a través del agujero, la friccién y la contraccién
de la corriente cerca del agujero reducen el volumen de
agua que sale del tanque por segundo a cA,V2gh , donde
¢ (0 < ¢ <'1) es una constante empirica. Determine una
ecuacion diferencial para la altura & del agua al tiempo ¢
para el tanque ctibico que se muestra en la figura 1.3.11. El
radio del agujero es de 2 pulg, y g = 32 pies/s>.

agujero |
circular

FIGURA 1.3.11

Tanque ctibico del problema 13.
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14. Del tanque cénico rectangular recto que se muestra en la
figura 1.3.12 sale agua por un agujero circular que esta
en el fondo. Determine una ecuacién diferencial para
la altura & del agua al tiempo ¢. El radio del agujero es

2 pulg, g = 32 pies/s%, y el factor de friccién/contraccién
esc = 0.6.

FIGURA 1.3.12 Tanque cénico del problema 14.

Circuitos en serie

15. Un circuito en serie tiene un resistor y un inductor como
se muestra en la figura 1.3.13. Determine una ecuacion
diferencial para la corriente i(f) si la resistencia es R, la
inductancia es Ly el voltaje aplicado es E(?).

R
FIGURA 1.3.13 Circuito en serie LR del problema 15.

16. Un circuito en serie contiene un resistor y un capacitor como
se muestra en la figura 1.3.14. Determine una ecuacién dife-
rencial que exprese la carga ¢(f) en el capacitor, si la resisten-
ciaes R, la capacitancia es C'y el voltaje aplicado es E(?).

R

| |
Il
C

FIGURA 1.3.14 Circuito RC en serie del problema 16.

Caida libre y resistencia del aire

17. Para movimientos de gran rapidez en el aire, como el del
paracaidista que se muestra en la figura 1.3.15, que estd
cayendo antes de que se abra el paracaidas la resistencia
del aire es cercana a una potencia de la velocidad ins-
tantdnea v(r). Determine una ecuacién diferencial para
la velocidad v(f) de un cuerpo de masa m que cae, si la
resistencia del aire es proporcional al cuadrado de la ve-
locidad instantanea.

FIGURA 1.3.15 Resistencia del aire proporcional al
cuadrado de la velocidad del problema 17.

Segunda ley de Newton y Principio de Arquimedes

18. Un barril cilindrico de s pies de didmetro y w b de peso,
estd flotando en agua como se muestra en la figura 1.3.16a.
Después de un hundimiento inicial el barril presenta un mo-
vimiento oscilatorio, hacia arriba y hacia abajo, a lo largo
de la vertical. Utilizando la figura 1.3.16b, defina una ecua-
cién diferencial para establecer el desplazamiento vertical
¥(f), si se supone que el origen esta en el eje vertical y en
la superficie del agua cuando el barril esta en reposo. Use
el Principio de Arquimedes: la fuerza de flotacién o hacia
arriba que ejerce el agua sobre el barril es igual al peso del
agua desplazada. Suponga que la direccion hacia abajo es
positiva, que la densidad de masa del agua es 62.4 Ib/pies’® y
que no hay resistencia entre el barril y el agua.

s/2
|/ s/2
superficie >
S D R 2(0]
]
@ L= [ R
\ !
a) b)

FIGURA 1.3.16 Movimiento oscilatorio del barril
flotando del problema 18.

Segunda ley de Newton y ley de Hooke

19. Después de que se fija una masa m a un resorte, éste se estira
s unidades y cuelga en reposo en la posicién de equilibrio
como se muestra en la figura 1.3.17b. Después el sistema

f
resorte sin x(®<0
deformar - 4 -x=0

posicién de x(t)l>0
equilibrio —'-
a) b) c)

FIGURA 1.3.17 Sistema resorte/masa del problema 19.
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resorte/masa se pone en movimiento, sea que x(f) denote la
distancia dirigida del punto de equilibrio a la masa. Como se
indica en la figura 1.3.17c, suponga que la direccién hacia
abajo es positiva y que el movimiento se efectiia en una recta
vertical que pasa por el centro de gravedad de la masa y que
las unicas fuerzas que actdan sobre el sistema son el peso
de la masa y la fuerza de restauracién del resorte estirado.
Utilice la ley de Hooke: la fuerza de restauracion de un
resorte es proporcional a su elongacion total. Determine una
ecuacion diferencial del desplazamiento x(7) al tiempo .

En el problema 19, ;cudl es la ecuacién diferencial para el
desplazamiento x(f) si el movimiento tiene lugar en un medio
que ejerce una fuerza de amortiguamiento sobre el sistema
resorte/masa que es proporcional a la velocidad instantdnea
de la masa y actiia en direccion contraria al movimiento?

Segunda ley de Newton y la ley
de la gravitacion universal

21.

22.

De acuerdo con la ley de la gravitacién universal de
Newton, la aceleracién de caida libre a de un cuerpo, tal
como el satélite que se muestra en la figura 1.3.18, que
estd cayendo desde una gran distancia hacia la superficie
no es la constante g. Mas bien, la aceleracion a es inver-
samente proporcional al cuadrado de la distancia desde
el centro de la Tierra a = k/r* donde k es la constante de
proporcionalidad. Utilice el hecho de que en la superficie
de la Tierra, r = Ry a = g, para determinar k. Si la direc-
cion positiva se considera hacia arriba, utilice la segunda
ley de Newton y la ley de la gravitacion universal para
encontrar una ecuacion diferencial para la distancia r.

satélite de
masa m 5@5

ei'{‘c‘\e

FIGURA 1.3.18 Satélite J

del problema 21. TR

Suponga que se hace un agujero que pasa por el centro de la
Tierra y que por €l se deja caer una bola de masa m como se
muestra en la figura 1.3.19. Construya un modelo matema-
tico que describa el posible movimiento de la bola. Al tiempo
t sea que r denote la distancia desde el centro de la Tierra a la
masa m, que M denote la masa de la Tierra, que M denote
la masa de la parte de la Tierra que estd dentro de una esfera
de radio r, y que 6 denote la densidad constante de la Tierra.

superficie

FIGURA 1.3.19 Agujero
que pasa a través de la Tierra del
problema 22.

INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

Modelos matematicos adicionales

23.

24.

25.

26.

27.

Teoria del aprendizaje En la teoria del aprendizaje, se
supone que la rapidez con que se memoriza algo es propor-
cional a la cantidad que queda por memorizar. Suponga que
M denota la cantidad total de un tema que se debe memorizar
y que A(?) es la cantidad memorizada al tiempo ¢. Determine
una ecuacion diferencial para determinar la cantidad A(?).

Falta de memoria Con los datos del problema anterior
suponga que la razén con la cual el material es olvidado
es proporcional a la cantidad memorizada al tiempo t.
Determine una ecuacién diferencial para A(), cuando se
considera la falta de memoria.

Suministro de un medicamento Se inyecta un medica-
mento en el torrente sanguineo de un paciente a una razén
constante de r gramos por segundo. Simultdneamente, se
elimina el medicamento a una razén proporcional a la
cantidad x(#) presente al tiempo 7. Determine una ecua-
cion diferencial que describa la cantidad x(7).

Tractriz Una persona P que parte del origen se mueve en
ladireccion positiva del eje x, jalando un peso alolargo de la
curva C, llamada tractriz, como se muestra en la figura
1.3.20. Inicialmente el peso se encontraba en el eje y, en
(0, s) y es jalado con una cuerda de longitud constante s, que
se mantiene tensa durante el movimiento. Determine una
ecuacion diferencial para la trayectoria C de movimiento.
Suponga que la cuerda siempre es tangente a C.

y

0,s) ¢

FIGURA 1.3.20 Curva tractriz del problema 26.

Superficie reflectora Suponga que cuando la curva
plana C que se muestra en la figura 1.3.21 se gira respecto
al eje x genera una superficie de revolucion, con la pro-
piedad de que todos los rayos de luz paralelos al eje x que
inciden en la superficie son reflejados a un solo punto O
(el origen). Utilice el hecho de que el dngulo de incidencia
es igual al angulo de reflexién para determinar una ecua-

tangente

y
/c
0

L
P(xy)
0
4\(1)
o X
FIGURA 1.3.271 Superficie reflectora del problema 27.
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cioén diferencial que describa la forma de la curva C. Esta
curva C es importante en aplicaciones como construccién de
telescopios o antenas de satélites, faros delanteros de auto-
moviles y colectores solares. [Sugerencia: La inspeccion de
la figura muestra que podemos escribir ¢ = 26. ;Por qué?
Ahora utilice una identidad trigonométrica adecuada.]

Problemas de analisis

28.

29.

30.

31.

32.

Repita el problema 41 de los ejercicios 1.1 y después
proporcione una solucién explicita P(¢) para la ecuacion
(1). Determine una familia uniparamétrica de soluciones
de (1).

Lea nuevamente la oracion que se encuentra a continuacion
de la ecuacion (3) y suponga que 7, es una constante posi-
tiva. Analice por qué se podria esperar que k£ < 0 en ambos
casos de enfriamiento y de calentamiento. Podrfa empezar
por interpretar, digamos, 7(#) > T, en una forma grafica.

Lea nuevamente el andlisis que condujo a la ecuacidn (8).
Si suponemos que inicialmente el tanque conserva, diga-
mos 50 libras de sal, es porque se le estd agregando sal
continuamente al tanque para ¢ > 0, A(f) serd una funcién
creciente. Analice como podria determinar a partir de la
ED, sin realmente resolverla, el nimero de libras de sal
en el tanque después de un periodo largo.

Modelo de poblacion La ecuacion diferencial

dP ..
u = (kcos )P, donde k es una constante positiva,
t

modela la poblacién humana, P(f), de cierta comunidad.
Analice e interprete la solucién de esta ecuacion. En otras
palabras, ;qué tipo de poblacién piensa que describe esta
ecuacion diferencial?

Fluido girando Como se muestra en la figura 1.3.22 un
cilindro circular recto parcialmente lleno con un fluido estd
girando con una velocidad angular constante w respecto al
eje vertical que pasa por su centro. El fluido girando forma
una superficie de revolucién S. Para identificar S, primero
establecemos un sistema coordenado que consiste en un
plano vertical determinado por el eje y y el eje x dibujado
en forma perpendicular al eje y de tal forma que el punto de
interseccion de los ejes (el origen) estd localizado en el punto
inferior de la superficie S. Entonces buscamos una funcién
y = f(x) que represente la curva C de interseccion de la su-
perficie S'y del plano coordenado vertical. Sea que el punto
P(x, y) denote la posicién de una particula del fluido girando,
de masa m, en el plano coordenado. Véase la figura 1.3.22b.

a) En P hay una fuerza de reaccién de magnitud F de-
bida a las otras particulas del fluido que es perpen-
dicular a la superficie S. Usando la segunda ley de
Newton la magnitud de la fuerza neta que actda sobre
la particula es mw*x. ;Cudl es esta fuerza? Utilice la
figura 1.3.22b para analizar la naturaleza y el origen

de las ecuaciones
F cos 6 =mg, F sen 0 = mw*x
b) Use el inciso a) para encontrar una ecuacién diferen-

cial que defina la funcién y = f(x).

33.

34.

curva C de interseccion
del plano xy y la
superficie de

revolucién y

0

| recta tangente
alacurvaCenP

b)
FIGURA 1.3.22 Fluido girando del problema 32.

Cuerpo en caida En el problema 21 suponga que r =
R + s donde s es la distancia desde la superficie de la
Tierra al cuerpo que cae. ;Como es la ecuacion diferencial
que se obtuvo en el problema 21 cuando s es muy pequefia
en comparaciéon con R? [Sugerencia: Considere la serie
binomial para

(R+5)72=R2(1 +s/R)2)]
Gotas de lluvia cayendo En meteorologia el término
virga se refiere a las gotas de lluvia que caen o a particulas
de hielo que se evaporan antes de llegar al suelo. Suponga
que en algin tiempo, que se puede denotar por ¢ = 0, las

gotas de lluvia de radio r, caen desde el reposo de una nube
y se comienzan a evaporar.

a) Si se supone que una gota se evapora de tal manera
que su forma permanece esférica, entonces también
tiene sentido suponer que la razén a la cual se evapora
la gota de lluvia, esto es, la razén con la cual ésta
pierde masa, es proporcional a su drea superficial.
Muestre que esta ultima suposiciéon implica que la
razén con la que el radio r de la gota de lluvia dismi-
nuye es una constante. Encuentre r(f). [Sugerencia:
Véase el problema 51 en los ejercicios 1.1.]

b) Si la direccién positiva es hacia abajo, construya un
modelo matematico para la velocidad v de la gota de
lluvia que cae al tiempo . Desprecie la resistencia del
aire. [Sugerencia: Cuando la masa m de un cuerpo esta
cambiando con el tiempo, la segunda ley de Newton es

d
F= u (mv), donde F es la fuerza neta que actda so-

bre el cuerpo y mv es su cantidad de movimiento. ]
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35. Deja que nieve El “problema del quitanieves” es un cla-
sico que aparece en muchos libros de ecuaciones diferenciales
y que fue probablemente inventado por Ralph Palmer Agnew.

“Un dia comenzo a nevar en forma intensa y cons-
tante. Un quitanieve comenzo a medio dia, y avanzo
2 millas la primera hora y una milla la segunda. ;A
qué hora comenzo a nevar?”

INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

Se encuentra en el libro Differential Equations, de Ralph
Palmer Agnew, McGraw-Hill Book Co., bisquelo y después
analice la construccién y solucién del modelo matematico.

36. Lea nuevamente esta seccién y clasifique cada modelo
matematico como lineal o no lineal.

REPASO DEL CAPITULO 1

Las respuestas a los problemas con niimero impar
comienzan en la pdgina RES-1.

En los problemas 1y 2 llene el espacio en blanco y después
escriba este resultado como una ecuacién diferencial de pri-
mer orden que no contiene al simbolo ¢, y que tiene la forma
dy/dx = f(x, y). El simbolo c, representa una constante.

1. d 10x —

En los problemas 3 y 4 llene el espacio en blanco y después
escriba este resultado como una ecuacién diferencial lineal de
segundo orden que no contiene a las constantes ¢, y ¢, y que
tiene la forma F(y, y") = 0. Los simbolos ¢, ¢, y k representan
las constantes.

2
3. e (¢, cos kx + ¢, senkx) =

d2
4. 2 (c, cosh kx + ¢, senhkx) =

En los problemas 5 y 6 calcule y' y ¥" y después combine
estas derivadas con y como una ecuacién diferencial lineal de
segundo orden que no contiene los simbolos ¢, y ¢, y que tiene
la forma F(y, y', y") = 0. Estos simbolos ¢, y c, representan

constantes.
= X x = X X
5. y=ce +cpxe 6. y=ce‘cosx + ce'senx

En los problemas 7 a 12 relacione cada una de las siguientes
ecuaciones diferenciales con una o mas de estas soluciones.

a) y=0, b) y =2, ¢) y=2x, d) y=2x%
7. xy' =2y 8.y =2
9.y =2y —4 10. xy' =y

11. y" + 9y =18 12. xy" —y' =0

En los problemas 13 y 14 determine por inspeccioén al menos
una solucién de la ecuacion diferencial dada.

13. y" =y’ 14. y =y(y — 3)
En los problemas 15 y 16 interprete cada enunciado como una

ecuacion diferencial.

15. Enla grificade y = ¢(x) la pendiente de la recta tangente
en el punto P(x, y) es el cuadrado de la distancia de P(x,
y) al origen.

16. En la grafica de y = ¢p(x) la razén con la que la pendiente
cambia respecto a x en un punto P(x, y) es el negativo de
la pendiente de la recta tangente en P(x, y).

17. a)

b) Dé€ el intervalo / de definicién mas largo en el cual
y = x?? es solucién de la ecuacién diferencial 3xy" —
2y =0.

Dé€ el dominio de la funcién y = x%3.

18. a) Compruebe que la familia uniparamétrica y* — 2y

= x* —x + ¢ es una solucién implicita de la ecuacién

diferencial (2y — 2)y’ = 2x — 1.

b) Encuentre un miembro de la familia uniparamétrica en
el inciso a) que satisfaga la condicién inicial y(0) = 1.

¢) Utilice su resultado del inciso b) para determinar una
Sfuncion explicita y = ¢(x) que satisfaga y(0) = 1. Dé
el dominio de la funcién ¢. (Es y = ¢(x) una solucion
del problema con valores iniciales? Si es asf, dé su in-
tervalo / de definicién; si no, explique por qué.

19. Dado que y = x — 2/x es una solucién de la ED xy’ + y
= 2x. Determine x, y el intervalo / mds largo para el cual
y(x) es una solucién del PVI de primer orden xy’ + y =
2x, y(x,) = 1.

20. Suponga que y(x) denota una solucién del PVI de primer
orden y’ = x* + y*, y(1) = —1 y que y(x) tiene al menos
una segunda derivada en x = 1. En alguna vecindad de x
= 1 utilice la ED para determinar si y(x) estd creciendo o
decreciendo y si la gréfica y(x) es concava hacia arriba
o hacia abajo.

21. Una ecuacién diferencial puede tener més de una familia
de soluciones.

a) Dibuje diferentes miembros de las familias y = ¢ (x)
=x>+ c,yy=a¢,x)=— 2 4 c,

b) Compruebe que y = ¢ (x) y y = ¢,(x) son dos solu-
ciones de la ecuacién diferencial no lineal de primer
orden (y")? = 4x°.

¢) Construya una funcién definida en tramos que sea una
solucién de la ED no lineal del inciso b) pero que no es
miembro de la familia de soluciones del inciso a).

22. ;Cudl es la pendiente de la recta tangente a la grafica de
una solucién de y’ = 6\fy + 5x3 que pasa por (—1, 4)?
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En los problemas 23 a 26 verifique que la funcién indicada es
una solucidn particular de la ecuacion diferencial dada. Dé un
intervalo / de definicién para cada solucién.

23.
24.
25.
26.

y'+y=2cosx—2senx; y=xSenx -+ xcosx

y" +y=secx; y=xsenx+ (cosx)ln(cos x)
x%y" +xy' +y=0; y=sen(lnx)
X%y" +xy' +y = sec(Inx);

y = cos(In x) In(cos(In x)) + (In x) sen(In x)

En los problemas 27 a 30, y = ¢, + c,e™ —2x es una familia
de soluciones de dos parametros de la ED de segundo orden
y' —2y" — 3y = 6x + 4. Determine una solucién del PVI de
segundo orden que consiste en esta ecuacion diferencial y en
las condiciones iniciales dadas.

27. y(0)=10,y'(0) =0
29. y(1)=4,y'(1) = —2
31

28. y(0)=1,y'(0)= -3

30. y(-1)=0,y'(-D) =1

En la figura 1.R.1, se presenta la grafica de una solucién
de un problema con valores iniciales de segundo orden

d’y/dx> = f(x, y, ¥'), ¥(2) = y; ¥'(2) = y,. Utilice la
gréfica para estimar los valores de y, y y,.

FIGURA 1.R.1

Gréfica para el problema 31.

32.

33.

34.

REPASO DEL CAPITULO ° 33

Un tanque que tiene la forma de cilindro circular recto,
de 2 pies de radio y 10 pies de altura, estd parado sobre
su base. Inicialmente, el tanque esta lleno de agua y ésta
sale por un agujero circular de ! pulg de radio en el fondo.
Determine una ecuacién diferencial para la altura & del
agua al tiempo t. Desprecie la fricciéon y contraccion
del agua en el agujero.

El nimero de ratones de campo en una pastura estd dado
por la funcién 200 — 10z, donde el tiempo ¢ se mide en
afios. Determine una ecuacién diferencial que gobierne
una poblacién de buhos que se alimentan de ratones si la
razén a la que la poblacién de biihos crece es proporcio-
nal a la diferencia entre el nimero de buihos al tiempo ¢y
el nimero de ratones al mismo tiempo z.

Suponga que dA/dt = —0.0004332 A(f) representa un
modelo matemadtico para el decaimiento radiactivo del
radio-226, donde A(r) es la cantidad de radio (medida en
gramos) que queda al tiempo ¢ (medido en afios). ;Cudnto
de la muestra de radio queda al tiempo ¢ cuando la mues-
tra estd decayendo con una razén de 0.002 gramos por
afio?
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