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Tema 1

Funciones, Limites y Continuidad

1.1 Introduccidon

El objetivo de este tema es recordar conceptos ya conocidos acerca de las funciones
reales de variable real, asi como de los limites en dichas funciones y las propiedades de
continuidad de las mismas. Al final del tema se incluyen, como apéndice, una serie de

definiciones bésicas sobre la topologia de la recta real.

1.2 Funciones Reales de Variable Real

Definicién. Una funcién f : A — R es una correspondencia de A C R en R que asigne
a todo z € A a lo mas un nimero real y = f(z).
Definicién. Llamaremos Dominio de f (Dom f) al conjunto de elementos de A para los
cuales existe f(z).

Habitualmente consideraremos A = Domf, en tal caso f sera una aplicacién.

Otra definicién elemental es la de imagen de f (Imf):

Imf={yeR/Ix € A, f(z) =y}

Ejemplo: La funcién: f(r) = 2% esta definida sobre todos los niimeros reales, es decir Dom f =
R, pero su imagen la constituyen tan sélo los niimeros reales no negativos: Im f =R,.

Definiciones basicas:

1. Forma analitica, grafica y tabular de presentar una funcién. Se dice que una funcién
y = f(x) estd expresada en forma analitica si se define por la férmula que indica las
operaciones que debemos realizar con todo valor del dominio de f para obtener el co-
rrespondiente valor de la imagen. En general, si no estd especificado, se sobreentiende
que el dominio de la funcién es el conjunto de valores reales para los cuales la expresién
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analitica que define la funcién toma sélo valores reales y finitos. (Nota: la expresién o
férmula no tiene por qué ser unica, la funcién puede estar definida ”a trozos”).

Se denomina gréafica de una funcién y = f(x) al conjunto de puntos que se obtienen
tomando los pares de valores (x, f(x)) como coordenadas de un punto del plano. Una
funcién estd expresada graficamente si viene dada por su gréfica.

Una funcién se dice prefijada en forma tabular si se indican los valores numéricos de
la funcién para algunos valores de la variable x. Los hechos experimentales suelen estar

descritos por este tipo de expresion.

Ejemplo: La funcién

x? si z>1
f(ac)—{ —2x+3 si <1

estd definida en forma analitica a trozos. Su representacion gréafica es la siguiente:

25
20
15
10

\

-3 -2 -1 1 2 3

Figura 1.1: Grdfica de f(x).

Como curiosidad, podemos citar que no todas las funciones reales de variable real admiten
representacién gréfica, asi por ejemplo la funcién de Dirichlet: D(z) = 1 si  es un ntmero
racional, y D(z) = 0 si x es irracional, no puede ser representada.

2. Crecimiento y decrecimiento. Sea f: A — R (A=Domf) y sea B C A. Entonces:
f es creciente en B si V1,29 € B tales que x1 < x3 se verifica f(z1) < f(x2).
[ es estrictamente creciente en B si Va1, 29 € B, 11 < 12 = f(x1) < f(x2).
f es decreciente y estrictamente decreciente en B de maneras andlogas.

Ejemplo: La funcién
T si r<1
f(z) = 0 st O<z<l1
r—1 si r>1
es creciente pero no estrictamente creciente en R. En las regiones A1 = (—o00,0] y A2 = [1, 00),

la funcion es estrictamente creciente.

3. Paridad e imparidad. Sea f: A — R, con Domf =A y tal que six € A = —x € A.
f es una funcién impar si Vo € A se verifica f(—z) = —f(x).
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f es una funcién par si Vo € A se verifica f(—z) = f(x).

Ejemplo: La funcién valor absoluto f(z) = |x| es un ejemplo sencillo de funcién par. La
funcién g(z) = 2° — 3x es impar.

2 2
1.5 1
1
-2 -1 1 2
0.5 1
2 -1 1 2 -2

Figura 1.2: Grdficas de f(z) = |z| y g(z) = 23 — 3.

4. Acotacién. f es una funcién acotada (en cualquier sentido) si Imf es un conjunto

acotado (en el sentido respectivo) en R.

5. Periodicidad. f es una funcién periddica si existe h € R, h > 0, tal que:
f(z) = f(z+h), Vz,x + h € Domf

h recibe el nombre de periodo de la funcion f.

Ejemplo: Las funciones periédicas més conocidas son, sin duda, las trigonométricas circulares,
es decir, el seno, el coseno y la tangente de un angulo. El periodo de las funciones seno y coseno
es 2m radianes, mientras que el periodo de la tangente es 7.

sen(x + 27) =senx , cos(z +27) = cosx Yz € R

tan(z 4+ m) = tanz , VmGR—{qukﬂ,kGZ}

Figura 1.3: Grdficas de las funciones seno (trazo discontinuo) y coseno. Es evidente a partir
de la grifica que ambas son funciones acotadas, ademds el semo es una funcion impar mientras
que el coseno es par.
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1
0.8
0.6
0.4
0.2
‘ 1 2 3 4

Figura 1.4: Grdfica de la funcion f(x) = x — E[z].

Ejemplo: La funcién f(x) =  — E[x] es periédica de periodo 1. E[x] es la funcién “parte
entera” (por ejemplo: E[1.8] =1, E[4.782] =4, ...).

6. Composicién de funciones. Dadas las funciones f: A — Ry g : B — R, tales que
A =Domf, B =Domg, Imf C B, se define la funcién compuesta:

gof:A—R

de la forma g o f(z) = g(f(x)), Vz € A.

7. Funcién inversa. Sea f: A — R, con Domf=A, una funcién inyectiva (es decir, tal
quesi f(z1) = f(x2), entonces x1 = x3), entonces existe y es tnica la funcién A :Imf — R
tal que h(f(z)) = z, Vo € A, a la que llamaremos funcién inversa de f y denotaremos
h = f~1. También es inyectiva y verifica f(h(z)) = x, Vo €Domh=Imf.

Ejemplo 1: La inversa de la funcién exponencial: f(x) = e” es la funcién logaritmo neperiano:
h(z) = Inz, es decir:

Figura 1.5: Grdficas de las funciones exponencial y logaritmo neperiano.

Ejemplo 2: La funcién tangente no es inyectiva. Por ello su funcién inversa, el arcotangente,
no esta bien definida, pues se trata de una funciéon multivaluada. Si nos limitamos a considerar
—TT T

f(z) = tanz en intervalo (5F,%
el nombre de Determinacién Principal del arcotangente). Ver figuras 1.5 y 1.6.

), entonces h(z) = arctanz si que esté bien definida (y recibe
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15 3
2 /_/'
10 —//ﬂ/
> 7
-2 4 -10 -5 5 10

-5 T
10 s

-15 2

Figura 1.6: Grdficas de las funciones tangente y arcotangente.

10

N N
g g a
N

-10 -5 5 10

Ny

-2.5
-5
-7.5 N
-10 2

Ny

Figura 1.7: Grdficas de la tangente y de la determinacién principal del arcotangente.

1.3 Limites

1.3.1 Definiciones y Teoremas basicos

Estudiaremos en esta seccidon una serie conceptos basicos acerca de los limites de las
funciones reales.

Definicién. Dada una funcién f(z) definida (al menos) en un entorno reducido! de un
punto xg, E*(xp), un nimero real L se denomina limite de la funcién f(z) en el punto
xo (o limite de f(x) cuando z tiende a x() si para todo € > 0 existe un nimero § > 0
tal que para todos los z € E*(xg) que satisfacen | z — x |< ¢ se verifica | f(z) — L |< e.

1Un entorno E(zo) de un ntimero real 2o € R es todo intervalo abierto que lo contenga. Ejemplo: El
intervalo (1,4) es un entorno del nimero real 3. Un entorno reducido de z¢ es un entorno de zo en el
que se suprime el propio punto zo. Ejemplo: E*(3) = (1,4) — {3} = (1,3) U(3,4) es un entorno reducido
de 3. Ver el apéndice de este tema.
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Se escribe, en forma simbdlica:

lim f(z) =L ¥ Ve>0, 30>0, Vo € B*(20),0 < |z — 20| <5 = |f(z) — L| < e.

Tr—X0
Definicién. Dada una funcién f(x) definida (al menos) en un intervalo (a,x¢), se dice
que L es el limite por la izquierda de la funcién f(x) en el punto xg, si para todo € > 0
existe § > 0 tal que si zg —d < z < g entonces | f(z) — L |[<e.

Se escribe: L = lim f(x).

T—To—

Se define de manera andloga el limite por la derecha lier f(x).
Tr—T0

Es facil deducir, a partir de las definiciones, el siguiente teorema:

Teorema. La condiciéon necesaria y suficiente para que una funcién tenga limite L
en un punto es que existan los limites laterales en ese punto y que coincidan (con L,
légicamente).

Si una funcién estd definida en todo el eje numérico o al menos en una de sus
semirrectas (todos los = que satisfacen |  |> K para algun K > 0), entonces tendra
sentido hablar de valores de f(x) para x infinitamente grandes en valor absoluto, en
tales casos es posible definir:

Definicién. Un niimero L de denomina limite de la funcién f(x) para z tendiendo a
infinito y se denota: ILm f(z) = L si para todo € > 0 existe un nimero B > 0 tal que
si x > B entonces | ffx)oo— L |< e. Y andlogamente para xEmoof(m) = L.

Definicién. Dada una funcién f(z) definida (al menos) en un entorno reducido de un
punto xg, E*(z0), se dice que f(x) tiende a oo cuando z tiende a xg si:

lim =400 < VK € R,30 > 0,2 € E*(29), |z —x0| <6 = f(x) > K

T—T0

Anilogamente:

lim = —c0o & VK € R,30 > 0,2 € E*(29), |z —x0| <= f(z) < K

T—x0
Propiedades de los limites:
e 1. Si una funcién f(x) tiene limite en un punto z, este limite es unico.

e 2. Si una funcién f(x) tiene limite finito en un punto xo, entonces esta acotada en

un entorno de dicho punto; es decir AM > 0, 3§ > 0 tales que
| f(x) |[<K M Vz e (xg—0d,x0+0), x# xo.

e 3. Si f(x) < g(z) para todos los z en un entorno reducido de zg, E*(xo) (en el

que ambas estdn definidas), y en el punto zy cada una de las funciones f(z) y g(z)

tiene lfmite, entonces?

lim f(z) < lim g(x)

T—T0 T—T0

2Nota: de la desigualdad estricta para las funciones no se desprende la de sus limites.
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e 4. Regla del sandwich. Si g(z) < f(x) < h(z) para todos los puntos de un entorno
reducido de z¢g E*(xg) (en el que las tres estdn definidas), y las funciones g(z)
y h(z) tienen el mismo limite L en el punto xg, entonces la funcién f(z) tiene,

también en ese punto xg el limite igual al mismo nimero L.

e 5. Algebra de los limites. Sean f(z) y g(x) dos funciones definidas (al menos) en

un entorno reducido de zy, E*(z), y tales que lim f(z) = Ly lim g(z) = G.
T—X0 T—T0

Entonces su suma, su producto y su cociente (siempre y cuando G # 0) tienen

limite en xg, verificandose:

lim (f(x) +g(z)) =L+G ; lim (f(x)g(x)) = LG

Tr—xQ Tr—x0

L
Ademas, si G # 0: lim @) ==
z—zo g(x) G

Si alguno de los limites, L y G, es infinito, las anteriores relaciones siguen verifican-

dose, a excepcién de algunos casos concretos, conocidos como indeterminaciones.

La propiedad 5, junto con el conocimiento de algunos limites elementales, permite en
la préctica el cdlculo de infinidad de limites de forma trivial. Asi por ejemplo, sabiendo
que whﬂnl} x = xg y que el limite de una funcién constante es igual a dicha constante en
cualquie(; punto, automaticamente, por aplicaciones sucesivas de la propiedad 5 conclui-
mos que el limite cuando x tiende a zy de cualquier polinomio p(z) es exactamente el
valor de p(zg), y otro tanto podemos afirmar para cualquier funcién racional, siempre
y cuando xg no sea una raiz del denominador. Por esta razoén, los limites realmente

interesantes son aquéllos en los que aparece alguna indeterminacién.

1.3.2 Infinitos e Infinitésimos

Definicién. Sea f(z) una funcién definida (al menos) en un entorno reducido de zg € R.
Diremos que f(x) es un infinitésimo en zq si ,,}L‘E f(z)=0.

Definicién. Sea f(z) una funcién definida (al me(r)los) en un entorno reducido de zy € R.
Diremos que f(z) es un infinito en zg si % es un infinitésimo en x¢, es decir, si
lim f(z) = oo (0 —00).

p—

Definicién. Dos infinitésimos (f(x) y g(z)) en x¢ se denominan comparables si existe

el limite: lim M
% g(z)
Dados dos infinitésimos comparables, diremos que son del mismo orden si se verifica:
im L) _ 1 er- o}
v g(x)

Diremos que f(z) es de mayor orden que g(z) si:

flz) _

T—T0 g(:v)
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Y diremos que son equivalentes si

im @) _
A o) !

Ejemplos: Las funciones f(z) = senz y g(x) = z son infinitésimos equivalentes en zg = 0, es

decir: lim %22% = 1. Si representamos graficamente ambas funciones en un entorno de xy = 0
T—x0

puede observarse que el comportamiento de ambas es completamente similar cuando estamos
muy préximos a 0.

Figura 1.8: (izquierda) Grdficas de f(x) = senx y de g(x) = x en un entorno del cero. (derecha)
Grdficas de h(z) = cos(x — %) — 1 y de p(z) = — (x — %)2 en un entorno de 7.

: : : 2
Otro ejemplo lo constituyen las funciones h(z) = cos(z — ) — 1 y de p(z) = — (z— %),

infinitésimos equivalentes en o = 7.

Es habitual “clasificar” los infinitésimos por comparacién con las funciones f,(x) =
(x — xo)™. Es evidente que para todo n > 1 la funcién f,(x) tiende a cero cuando x
tiende a . Diremos que una funcién g(z) es un infinitésimo de orden n en x( si es
del mismo orden que f,(x) = (z — z9)". Asi por ejemplo, la funcién h(z) del ejemplo
anterior es un infinitésimo de orden dos en xg = 7, mientras que sen z es un infinitésimo

de orden uno en zg = 0.

Teorema. Sea f(x) un infinitésimo en zp y sea g(x) una funcién acotada en un entorno
de xg, entonces el producto de ambas es un infinitésimo en x, es decir:

lim f()g(x) = 0

T—T0

Tabla de infinitésimos equivalentes. Los infinitésimos en xy = 0 que se utilizan mé&s

habitualmente en el cdlculo de limites son:

T ~ Senx ~ arcsenx , xr ~ tanx ~ arctanx

2
1—cosx~%; In(l+z)~z; a*—1~zlna, a>0
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Tal y como se vera en las clases de problemas, el conocimiento de algunos infinitésimos
equivalentes permite considerables simplificaciones a la hora de resolver un buen ntimero

de limites.

1.3.3 Indeterminaciones

Como ya hemos comentado, el algebra de limites no es valido en ciertos casos en los
que alguno de los limites es infinito o cero. Ademas, el limite de la exponenciacion
de funciones es igual a la exponenciacion de los limites en todos los casos menos en
tres. Estas excepciones se conocen con el nombre de indeterminaciones, y el calculo de
las mismas requiere la utilizacion de técnicas concretas. Las indeterminaciones son las

siguientes (las representamos simbdlicamente):

00 — 00 x 9 0.00 1% 0° 00
00 0

0

Expresiones que han de leerse, légicamente como funcién que tiende a oco-funciéon que
tiende a oo, etc.

1.4 Continuidad

1.4.1 Definiciones y Propiedades basicas

Definicién. Dada una funcién f(x) definida en un entorno de zg, E(xg), se dice que la
funcién es continua en xq si :

1) La funcién tiene limite en xg, y

2) Dicho limite es igual al valor de la funcién en xg, f(xo).

Recordando la definicién de limite, se puede dar otra definicién paralela:
Definicién. Una funcién f(z) definida en un entorno de zg, E(z), es continua en z
si:

Ve > 0,3dtal que si | & —xo |[< I =] f(x) — fxo) |< €

Definicién. Sea f(x) definida en un conjunto A de nimeros reales, entonces se dice que
es continua en A si lo es cada uno de sus puntos. (Si A fuera un intervalo cerrado, se
intuye que la continuidad sera sélo lateral en los extremos correspondientes, la definicion
de continuidad lateral por la izquierda y por la derecha es absolutamente obvia).
Propiedades de las funciones continuas: Sean las funciones f(z) y g(x) definidas
en un entorno E(xg) del punto z( y continuas en él. Entonces f(x) + g(x), f(x) — g(z),
f(x)g(x) y % (siempre y cuando g(zg) # 0) también son continuas en x.

Las demostraciones son triviales a partir de las correspondientes propiedades de los
limites.

Teorema. Si f: A — R es continua en g € Ay g: Imf — R lo es en f(xg), entonces

go f es continua en xg.
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1.4.2 Discontinuidades

Definicién. Una discontinuidad de f(x) es todo x € R en el que f no es continua. Las
clasificamos en diferentes tipos:

1. Discontinuidades evitables. Diremos que f(x) tiene una discontinuidad evitable en xg
si existe el limite de f(z) en xg pero no coincide con el valor de la funcién f(zp) en dicho
punto (bien por que difieren bien por que éste ultimo no exista). La discontinuidad se
puede “evitar” redefiniendo f(z) = f(z)Vx # z0, f(z0) = mlLHzl f(z).

2. Discontinuidades de Primera especie o de salto. Se dice q(ile una funcién tiene una
discontinuidad de primera especie o de salto en x( si existen los limites laterales de la
funcién en ese punto pero no coinciden. Puede ser que sea continua por uno de los
lados o no. El salto se denominara finito si ambos limites son finitos e infinito en caso
contrario.

3. Discontinuidades de Segunda especie o esenciales. Se dice que una funcién tiene una
discontinuidad de segunda especie o esencial en xg si no existe alguno de los limites
laterales de la funcién en ese punto.

1.4.3 Teoremas sobre continuidad

Existen varios teoremas muy conocidos acerca de las funciones continuas que enunciamos

a continuacién.

Teorema de Bolzano. Sea f(x) una funcién continua en un intervalo cerrado [a, b] y tal

que tome valores de signo contrario en los extremos del mismo (Sign(f(a)) # Sign(f(b))),
entonces existe algun punto ¢ € (a, b) tal que f(c) = 0.
Teorema de Darboux. Sea f(z) una funcién continua en un intervalo cerrado [a,b],

entonces f toma todos los valores comprendidos entre f(a) y f(b).

Teorema. Sea f(z) una funcién continua en un intervalo cerrado [a, b], entonces f(x)
estd acotada en [a, b].

Teorema de Weierstrass. Sea f(z) una funcién continua en un intervalo cerrado [a, b],

entonces f alcanza en [a, b] su valor maximo y su valor minimo, es decir 3x1,x2 € [a, b]/

fla1) < f(x) < fla2), Vo € [a,b].

1.5 Apéndice

Definicién. Se llama valor absoluto (o médulo) de un niimero real a al mismo nimero
a si a es positivo, y al niimero —a si a es negativo. El valor absoluto de cero es cero. Lo
denotaremos por el simbolo |al.

Si v es mayor que cero, es evidente que la relacién |z| < « es equivalente a la relacién:
—a<z<a.

Propiedades: para cualesquiera ntimeros reales a y b se verifica:
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o 1) |ab| = |al.]b|
«2) 5=l 620

3) la+ b <fa| + 0],

4) llal — |bl| <]a —0].

Definiciéon. El conjunto de todos los nimeros reales x que satisfacen la condicion:
a <z <b, donde a < b, se denomina intervalo cerrado [a, b].

El conjunto de todos los niimeros reales x que satisfacen la condicion: a < z < b,
donde a < b, se denomina intervalo abierto (a,b).

Definicion. Se dice que un conjunto E de nimeros reales estd acotado superiormente

(resp. inferiormente) cuando existe un nimero real b (resp. a) tal que para todo = € E
se verifica z < b (resp. = > a).
Definicidn. Se dice que un conjunto de ntimeros reales E esta acotado si lo estd supe-
rior e inferiormente. Légicamente, un conjunto acotado esta contenido en un intervalo
cerrado [a, b].

El ntimero real b (resp. a) de la anterior definicién recibe el nombre de cota superior
(resp. inferior) del conjunto E.
Definicién. La menor de todas las cotas superiores de un conjunto de nimeros reales
FE recibe el nombre de supremo de E. Respectivamente, la mayor de las inferiores es el
infimo de FE.

Si el supremo (resp. infimo) de un conjunto de nimeros reales pertenece a dicho
conjunto, entonces se le llama méximo (resp. minimo).
Definicién. Dado un nimero real xg, llamaremos entorno de xy, E(zp) a todo intervalo
abierto que contenga dicho punto.

Se suelen utilizar entornos centrados en el punto xg y de radio e, es decir, de la forma:
Ec(xo) = (xo — €, 20 + €).

Se denomina entorno reducido E*(xg) del punto z¢ a un entorno de zg, E(z¢) del

cual se excluye al punto xg.
Definiciéon. Un punto z(, perteneciente o no a un conjunto de nimeros reales F, se

llama punto de acumulacion de E si todo entorno reducido de x( contiene puntos de E.

Definicién. Un punto zg, perteneciente a un conjunto de nimeros reales F/, se denomina
punto interior de E si existe un entorno de xy contenido completamente en F.
Definicién. Un punto zg, perteneciente a un conjunto de niimeros reales F/, se denomina
punto aislado de F si existe un entorno reducido de xg que no contiene puntos de F.
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1.6 Ejercicios del Tema 1

Funciones. Primeras Aplicaciones

1. El porcentaje de germinacién, G, de una variedad de tomates se mide a tres temperaturas
diferentes, T. A 9°C sélo germina el 20%, a 12°C el 40% y a 15°C el porcentaje es del 70%.
Encuentra una expresion de G como funcién cuadrética de T'y usando dicha expresién predice el
porcentaje de germinacion a 17°C y a 18°C. ;A qué temperatura la germinacion serd del 10%?
Comenta los resultados.

2. Dos pequenos arboles crecen a diferente velocidad. Cuando se comienza a tomar medidas,
uno de ellos tiene una altura de 100 mm y crece a razén de un 1% de su altura cada semana. La
altura al cabo de n semanas puede ser aproximada por la expresion:

100 4 0.995 n + 0.005n2

El otro mide inicialmente 110 mm y crece en una proporcién constante de un 1% de su altura

inicial cada semana. Tras n semanas, su altura es:
110+ 1.1 n

Calcula en qué momento los dos arboles tienen la misma altura.

3. Se dispone de los siguientes datos de la germinacién de algunas semillas a cuatro diferentes

temperaturas:
Temperatura (°C) 6 9 12 15
Germinacién (%) 0 20 40 70

Encuentra una expresién de la tasa de germinacién en funcién de la temperatura que se ajuste
a los datos anteriores.
4. La ecuacién de Michaelis-Menton:

r C

R ky+c

expresa la proporcion inicial de una enzima catalizadora de una reaccién como una fraccién de

la proporcién maxima R en términos de la concentracién c del sustrato. kjs es una constante

caracteristica de cada reaccién concreta, y se le denomina constante de Michaelis. Representa
T

de forma aproximada la curva que se obtiene al considerar % como funcién de c. ;Cudl es el
significado de kp;?

5. El aumento de la carga @ de un nervio con respecto al tiempo ¢ puede ser representado por
medio de una ecuacion de la forma:

Q=Qo (1—-e™)

donde Qg y k son constantes positivas. Analiza la forma general de la grafica de esa funcién y
explica el significado de la constante Q.
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Limites
6. Calcula los siguientes limites:

x3—3:c—|—2. a3 —3x+2

¢) lim

)1 23 —3z+2
a) li : _—
z—oo g4 — 4 + 3

mi?
z—1 2% — 4 +3

b) li

m—-—;
z—0 % — 4o + 3
7. Calcula los siguientes limites:

Ln (1 L tan 2
a) lim In(+z) —l—x); b) lim ne ; ¢) lim any ; d) lim aresen®
z—0 2% —1 z—1e® —e z—0 12 z—0 T

8. Calcula los siguientes limites:

sen x

. i 2\*
a) ilirb(cosx) e b) lim Q+x) ;

Tr— 00
. nzx
c) lir% (1+sen2z)= ; d) m% cotan x
xr— 1‘*)

9. Estudia si existen los limites:

=41
a) lim er; b) lim el +
z—0 z—0 ez — ]
10. Calcula los siguientes limites:
senx — 1 1
lim ———; li —— == |;
@) i g3 b) 220 <sen x2 x2> '
. 1 1 ) T
c) alclirb (sen% - xz) ;o d) wlLr{:oxseng

11. Calcula el valor de a para que se verifique:

lim (““):4 . lim f(2) = 2 f(x)z{“12 sle<l

oo \ & — a z—1 3—ax® six>1

12. Estudia si existen los siguientes limites:

1 1
a) lim ———; b) lim xsen —; ¢) lim arctan —
T—2 (;L' — 2)2 z—0 xT z—0 xT
. 5 siaz <2
d) 111112g(a:); 9(w) = 1+sen—t5 siz>2
xr— T—2

13. Calcula los siguientes limites:

a) lim z%; b) limi((l—l—x)m—l); ¢) lim (Vz +a—+z); d) lim (v/z(z+a)—x)

z—0 x—0 T—00 T—00

Continuidad
14. Calcula el dominio de continuidad de las siguientes funciones y clasifica sus discontinuidades.
3 z <0

a) fi(z) =47 z=0 b)fg(x)—{”f_‘f siz#3
6 siz=3

senx +tanx x>0
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cU&@—{ﬁfﬁf*O d) falw) = 2
0 siz=0 ex —1
) fe) = T ey = L

9) f2(z) = (2* — 62 + 9) arctan (a:Q—;aH—(S)

15. Estudiar la continuidad de la funcién f(z) para los diferentes valores del pardmetro «:

f(x>{|ac|o‘seni x#0

« z=0

16. Estudiar la continuidad de la funcién g(z) y calcular el valor que debe de tomar a para que

sea continua en z = 0.

2?2 +a siz<0
senF si0 <z <1
Lnz sil<z<e

z
e

g(x) =
siz>e
17. La funcién f(z) no estd determinada en el punto = 0. Determinar f(0) de manera que

f(z) sea continua en dicho punto si:

f(z) = l—cosx; f@) = Ln(m—i—l)—an; f(z) = In(z+1)—In(1—2)

2 T x

18. Probar que f(z) = asenZ sélo es discontinua en 2 = 0. Definir f(0) de manera que la nueva
funcién global obtenida sea continua.
19. Estudiar la continuidad de las funciones:

d) f(z) = Ln(cosz)  e) f(x) =1+2()

20. Estudiar la continuidad de las funciones:

712 . |2{L‘—3‘ -1 siz<—1
flay={ e stlel<lo gy - L f@) = sil<a<l
0 si|z] >1 2z -3 .
= 1 si z>1

21. Sea f(x) la funcién definida por:

fx) =

sent six<c
ar+b siz>c¢

siendo a, b, c constantes. Si by c estdn dados, hallar todos los valores de a (si existe alguno) para
los que f es continua en el punto c.

22. Sean f, g dos funciones definidas como sigue: f(z) = L —|—2|x|7 para todo x, y
(2) z six<0
€T) =
g :c2 siz>0

Calcular la funcién compuesta h(xz) = f[g(z)] y estudiar su continuidad en R.
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23. La funcion

f(z) = arctg%2

carece de sentido cuando z = 2. ;jPuede elegirse el valor de f(2) de tal forma que la funcién
completada sea continua cuando x = 27
24. Estudiar la continuidad de las funciones:

f(x) = cos(Lnzx); f(z) =Ln ’tg ’ flx) = arctg%,
f@) = f@)=e; fla) = —
1+eT+
Soluciones:
(1) G(T) = 3 T? — 5T +20. G(17°) = 96%. G(18°) = 110% !!!. G(6°) = 10%.

(2.) 56.4 semanas.

(3) G(T) =& T3 — 3T + 10T — 80.

(6.) a) 3. b) 2. ¢) 0.

(7) a) g b) L) 1 a) 1

(8.) a) 1. b) €% )62” d)

(9.) a) No existe. b) No existe.

(10.) a) %+ b) 0. ¢) 5. d) 7

(11.) a) a=In2. b)a=1

(12.) a) c0. b) 0. ¢) No existe. d) No existe

(13.) a) 1. b) m. ¢) 0. d) §.

(14) a) Dom(f;) = R —{F + k7, k € Z}, DomCont(f;) =R — {0} = {5 +km,k € Z}. 2 =0=
Discontinuidad evitable. x = g + km = Discontinuidades de salto infinito.

b) Dom( fo)=DomCont(f2) =

¢) Dom(f3) =R. DomCont(fg) =R — {0}. Discontinuidad de Salto Infinito en = = 0.
d) Dom(f4) = DomCont(f,) = R — {0}. Discontinuidad de Salto Finito en z = 0.
e) Dom(f5) = DomCont(f5) = R — {0}. Discontinuidad evitable en x = 0.

f) Dom(fs) = DomCont(fs) = R — {0}. Discontinuidad evitable en 2 = 0.

g) Dom(f7) = DomCont(f7) = R — {2,3}. Discontinuidad evitable en = 3 y Discontinuidad
de salto finito en x = 2.
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Tema 2

Calculo Diferencial

2.1 Introduccion

Repasaremos en este Tema el Calculo Diferencial de funciones reales de variable real.
Recordaremos también algunas de las aplicaciones fundamentales de las derivadas.

2.2 Conceptos Basicos

Definicién. Sea f(z) una funcién definida en un intervalo abierto (a,b). Diremos que

f es derivable en el punto z¢ € (a,b) si existe el limite:

lim f(wo+h) — f(wo)
h—0 h

al cual denominaremos derivadal de f en xg, f’(z0). Notaciones alternativas:

o) = tim LB = F@0) By

T—rg T — X  Az—0 Ax

donde Ay = y(zo + Ax) —y(xo) e y = f(x).

Rectas tangente y normal a una curva. Desde el punto de vista geométrico, la
derivada f’(x¢) de la funcién y = f(z) en zp no es mas que la pendiente de la recta

LA veces es adecuado definir la derivada de una funcién en un punto de la siguiente forma alternativa:
Una funcién f(z) es derivable en z0 si existe un nimero f’(xo) tal que la funcién h(x) = f(x) — f(x0) —
f'(zo)(x — z0) es un infinitésimo de orden superior a uno en xo, es decir:

lim 4 (®) = f(@o) = f'(wo) (& —z0) _

T—x( xr — X0

Es evidente que esta definicién es equivalente a la anterior.

17
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tangente a la curva y = f(z) en el punto (xg, f(xg)) y, por tanto, la ecuacién de dicha

recta sera:

y — f(zo) = f'(w0)(x — o)
Desde este punto de vista, es evidente que el signo de la derivada de una funcién en un
punto determina si dicha funcién es creciente o decreciente en un entorno de dicho punto

(ver Seccién 2.5 de este tema).
Si f'(x0) # 0, la recta normal (perpendicular) a la curva en xq sera (ver Ejercicio 1):

—1
y— f(zo) = m(ﬂﬂ — x0)

Diferencial de una funcién. Dada una funcién derivable en g, llamaremos diferencial

de f en g a la aplicacion lineal:
df (zg) : R— R

que hace corresponder a todo z el nimero f/(zg)z.
Tradicionalmente se denomina a la variable no = sino dx y dy a su imagen, en

particular escribiremos?:

df

:%@df:f’(x)dx

(@)

Definicién. Si f es una funcién definida en un conjunto abierto A y es derivable en

todos los puntos de A, diremos que f es derivable en A.

Definicidén. Si f es derivable en A, llamaremos funcién derivada de f, f’ a la que asigna
a cada x € A el valor f/(x).

Definicién. Si la funcién derivada f’ es a su vez derivable, entonces tiene sentido plan-
tear la derivada de la derivada, o derivada sequnda f”. De manera andloga, hablaremos

de las derivadas sucesivas f’, f", f", f* = f@ etc.

2.3 Propiedades de las funciones derivables
1. Si f es derivable en z( entonces es continua en xg. (Se sobreentiende que sélo si la
derivada es finita). (No es cierta la reciproca).

2. Si f y g son dos funciones derivables en xg entonces también son derivables en xq las
funciones f + g, fg y cf para ¢ € R, y se verifica:

(f +9) (x0) = f'(wo) +¢'(x0) 5 (cf) (x0) = cf'(x0)

2Utilizaremos indistintamente la notacién de “primas” (debida a Newton) y la de “cociente de dife-

renciales” (debida a Leibnitz) para denotar a las derivadas.
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(f9) (w0) = f'(z0)g(zo) + f(x0)g'(x0)

Si ademds g(zg) # 0, entonces g es derivable en x( y se verifica:

(f)l (20) = f'(z0)g(x0) — f(x0)g' (z0)
g) " (9(0))?

Regla de la cadena. Si f es una funcién derivable en un punto xg y g lo es en f(xo),
entonces la funcién compuesta g o f es derivable en xg y su derivada vale:

(g0 f)(x0) = g'(f(x0)) [ (w0)

Tabla de derivadas.

Adjuntamos la siguiente tabla con las derivadas de algunas funciones de uso habitual.

d d 1 d
0’ o n—1 : iy | == LT T
n # e nx g 0T = e e
1
a >0, pi log, z = Oiae ; %aw =ad"lna
g SeRET = COST %cosx:—sinx ; %tanx:COSQx
d d 1
I senhx = coshx ; e coshxz =sinhz . tanhx = .
1 d " 1 d -1
—arcsenr = ——  ; —arctanz = ——— — arccos T = ———
dz Vi da 2 4+1 dzx V1— 22
1 d 1 d 1
— arcsenhz = ——— — arctanhx = —— — arccoshxr = ———
dx 2 +1 dx 1—a? dx 22— 1

2.4 Teoremas importantes del Calculo Diferencial

Teorema de Rolle. Si la funcién f(x) es continua en el intervalo [a,b], es derivable
en el intervalo (a,b) y toma valores iguales en los extremos del intervalo (f(a) = f(b)),
entonces existe al menos un punto ¢ € (a,b) en el cual la derivada de f(z) se anula, es
decir: f'(c) = 0.

Demostracion: Al ser f(x) continua en el intervalo cerrado, por el Teorema de Weierstrass
alcanza en dicho intervalo un maximo y un minimo, los denominaremos M y m respectivamente.
Casos que pueden presentarse:

1) Que M = m, en tal caso M < f(x) < M, Va € [a, b], pero entonces f(x) es constante en
el intervalo, y asi su derivada seria cero en todos los puntos.
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2) M # m, como f(a) = f(b) al menos uno de los dos valores se alcanza en el abierto, sea,
por ejemplo M, entonces existe un ¢ € (a,b) tal que f(c) = M, tendremos:

f'(¢) = lim flexh) = /o) _ lim fleth) = 1o _ lim fle—h) — f(o)

I h h—0— h T =0+ —h

Pero entonces, al ser f(c) = M, méximo de la funcién, se verifica: f(c+ h) — f(¢) <0, f(c—
h) — f(c¢) <0y, en definitiva: f'(¢) <0y 0 < f'(c), por tanto, f'(c) =0. Q.E.D.

Teorema de Lagrange. (de los incrementos finitos). Si f(x) es una funcién continua
en [a, b y derivable en (a,b), entonces existe por lo menos un punto ¢ € (a,b) tal que:

Teorema de Cauchy. Si f(z) y g(z) son continuas en [a,b], derivables en (a,b) y
g'(z) #0,Vx € (a,b), entonces existe al menos un punto ¢ € (a,b) tal que:

La demostracion de Lagrange es obvia al reducirse a un caso particular de Cauchy.

2.5 Aplicaciones de las derivadas

2.5.1 Calculo de Limites

El Teorema de L’Hopital (o Regla de L’Hopital) permite simplificar extraordinariamente
el calculo de limites donde aparecen indeterminaciones de tipo cociente:

Teorema: Regla de L’Hopital. Sean f y g dos funciones derivables al menos en un

entorno reducido del punto zp € R y tales que lim f(z) = lim g(z) = 0. Si existe el
r—x0 r—x0

limite ,
lim f(z)
v=wo g'(x)
entonces también existe lim M y coincide con el anterior.
A2 o)

La Regla de L’Hopital es también aplicable en limites cuando x — 400, asi como en el

caso de indeterminaciones del tipo 2.
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. Se trata de un indeterminacién del tipo ¥

j In(1+2
Ejemplo 1: Calculemos el limite lim In(1 + 2z) o

x—0 senx
aplicando L’Hopital:
2

In(1 + 2 Eom
g 2O422) o TEE)
x—0 senx z—0 COSXT
Sen .’L'2 — 1’2 0

. Se trata de un indeterminacién del tipo 3

Ejemplo 2: Calculemos el limite lirr%) 0
Tr—

3
x
en la que ademads no es posible aplicar infinitésimos equivalentes, aplicando L’Hépital:

. senx? — 222 . 2xcosx? —4x . 2cosx? —4x%sinz? —4
hm72:hm7:hm =-1
z—0 €T z—0 2 x—0 2

2.5.2 Aproximacién de funciones por polinomios

El polinomio de Taylor constituye uno de los métodos de aproximacién méas comunes en
las diferentes aplicaciones de las matematicas. Por el Teorema de Taylor, la diferencia
entre una funcién dada y su polinomio de Taylor de grado n en un punto concreto xg
es un infinitésimo de orden n + 1 en dicho punto, lo que se traduce en que el polinomio

proporciona una aproximacién muy buena en las cercanias del punto xg.

Teorema. Férmula de Taylor. Sea f(z) una funcién n veces derivable en un entorno

de un punto xy. Entonces se verifica:
f(x) = Pooa1(z) + Rn(z)

para cualquier x perteneciente a dicho entorno, donde:

f'(x0) f"(x0)
1! 21

SO (o)
(n—1)!

Po_1(x) = f(zo) + (x — o) + (x —x0)2+ ...+ (x — o)™~

es el Polinomio de Taylor de f(x) en xy de grado n — 1, mientras que R,(z) es un

infinitésimo de orden n en xg.

Demostracién: Realmente lo que tenemos que demostrar es que existe una funcién R, (z)
que haga cierta la férmula siendo un infinitésimo de orden n. Para ello lanzamos la siguiente
hipétesis: Ry, (z) = K(z — x0)™, con K constante. Esta hip6tesis no supone pérdida alguna de
generalidad puesto que no niega la posibilidad de que existan otras funciones que lo verifiquen.
Nuestro problema se reduce por tanto a calcular esa K, pues la hipotesis ya garantiza el caracter
infinitesimal al orden requerido.
Tomemos la funcién:
V)

(xfy)Jr...er(xfy)”*lJrK(x—y)”

')
1!

O(y) = f(x) — | fly) +
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®(y) verifica las hipdtesis del Teorema de Rolle en el intervalo [z, z] (si « fuera menor que xg se
cambiarfa el orden, obviamente). Efectivamente, ® es una funcién continua en dicho intervalo,
ademds de derivable en el correspondiente abierto. Por otro lado ®(z() es cero por la propia
definicién de R, (x), mientras que ®(x) se anula de forma evidente.
Existe, por tanto, al menos un punto ¢ € (zg, ) tal que ®'(c) = 0.
Calculemos dicha derivada, tras las simplificaciones oportunas:
F™(e)

P’ (c) = —m(m‘ —o)" '+ Kn(z—c)"'=0=K=

F(e)

n!

y queda demostrado el Teorema. Q.E.D.

La funcion:

F™(e)

n!

R, (x) =

(x — )"

recibe el nombre de Resto de Taylor de f(z) en z¢ de orden n, concretamente expresado

en forma de Lagrange.

Ejemplo 1: Calculemos el polinomio de Taylor en g = 0 (Polinomio de McLaurin) de la
funcién f(x) = e*. La simplicidad de las derivadas de la exponencial facilita enormemente este
caleulo: f(z) =e® = f'(z) = f"(x) = ... = f™(x). De esta forma: 1 = f(0) = f/(0) = f(0) =
...= f™(0). Por tanto:

1 1 1 2 a3 "

n X
Pn(x):1+—(x—0)1+—(x—0)2+...+m(x—0) =ltet S+t

Ejemplo 2: Compararemos en este ejemplo la funcién seno con sus polinomios de McLaurin de
grados uno y tres respectivamente. Es facil comprobar que (ver problema 17): senz ~ Ps(z) =
T — %3, para el grado tres, mientras que senx = x en el caso de grado uno.

~N
IS4
[

-4

Figura 2.1: (izquierda) Grdficas de senx y de P3(x) = x — % en un entorno del cero. (derecha)

Grifica de la funcion diferencia (resto de Taylor) h(x) = senx — P3(x).

En las figuras 2.1 y 2.2 podemos comprobar cémo la aproximacion de tercer grado es bastante
buena en un intervalo algo mayor que el (—1,1) mientras que la de primer grado es correcta tan
sélo en (—0.4,0.4).
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4

Figura 2.2: (izquierda) Grdficas de senz y de Py(x) = x en un entorno del cero. (derecha)
Grafica de la funcion diferencia (resto) h(z) = senx — Py (z).

Ejemplo 3: En un medio de cultivo adecuado, la evolucién en la poblacién de Escherichia Coli
viene dada por la expresion:

B 2488986
414831 + 5585169¢~0-65¢

y(t)

donde y(¢) representa la densidad de células (en millones por mililitro) y el tiempo ¢ viene medido
en dias.
Si utilizamos el polinomio de McLaurin de grado 3 para aproximar la funcién y(t) tendremos:

y(t) ~ 0.414831 + 0.250998 ¢ + 0.0702944 > + 0.0108494 ¢>

En las figuras siguientes se observa que la aproximacion es razonablemente buena en los primeros
cuatro dias, posteriormente la aproximacion es muy mala, de hecho el polinomio crece indefini-
damente, mientras que la funcién y(z) tiene una asintota horizontal en y = 6. De hecho, esto
significa la existencia de un nivel de saturacion, con la consiguiente estabilizacién en el nimero de

células. El polinomio, por contra, nos indicaria un crecimiento indefinido del nimero de células.

30

25

15

10

1 2 3 4 5 6 7 2 4 6 8 10 12

Figura 2.3: Grdficas de y(z) y de Ps. En la grdfica de la izquierda se aprecia la regién donde
la aproximacion es razonable, la grdfica de la derecha permite intuir claramente la existencia de
una asintota para y(x).
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2.5.3 Maximos y Minimos

Los méximos y minimos locales de una funcién derivable nos vienen determinados por
los valores de las derivadas primera y segunda de la funcién. Recordemos simplemente
el método para determinar dichos puntos:

Denominaremos puntos criticos de una funcién derivable f(z) a los puntos en los
que su derivada primera se hace nula, es decir las soluciones de la ecuacién: f'(x) = 0
(esto significa, obviamente, que la recta tangente a la curva y = f(x) es horizontal en
los puntos criticos).

Un punto critico zg de f(z) se corresponde con un maximo local de f(z) si f”(zo) < 0.
De manera ansloga, un punto critico se corresponde con un minimo local si f”(zg) > 0.

Si xo es un punto critico de f(z) y f”(z¢) también se anula, entonces es necesario
calcular las derivadas sucesivas hasta encontrar la primera de ellas que no se anula en
xo. Supongamos que £ (zg) # 0y fOD(xg) = ... = f"(x0) = f'(20) = 0. Sin es un
ndmero par, entonces se repite el criterio anterior, es decir: f(™ (z9) < 0 conduce a un
méximo y f(™(z9) > 0 a un minimo. Si n es impar, entonces la funcién presenta en z

un punto de inflexién (ver apartado siguiente).

2.5.4 Concavidad y Convexidad

La derivada segunda de una funcién f(x) determina el crecimiento y decrecimiento de
la derivada primera, y ello se traduce, desde el punto de vista grafico, en que la funcién
sea céncava o convexa segun sea la derivada segunda positiva o negativa. En los puntos
en los que la derivada segunda se anula, cambia la concavidad, y se les denomina puntos
de inflexién (siempre y cuando la derivada tercera sea no nula en dichos puntos).

Nota: No existe unanimidad a la hora de decidir cudndo denominar a una funcién
concava y cuando convexa. A veces se dice simplemente céncava hacia arriba y céncava

hacia abajo para aclarar exactamente qué se esta especificando.

2.6 Ejercicios del Tema 2

Derivabilidad y Derivadas
1. Demuestra que la ecuacién de la recta normal a la curva y = f(x) en z es (siempre y cuando

f'(wo) # 0): .
y— f(wo) = m(x—xo)
Nota: Utilizar la identidad: tan(a + b) = jtanattanb.

l—tana tanb"’

2. Estudiar la continuidad y la derivabilidad de las siguientes funciones:

B ) a%senl si x#£0 B ﬁ si <0
) 1) = 1a b)f(x)—{ s I c>f<x>—{ e 0TS



MATEMATICAS / BIOLOGIA / TEMA 2 25

3. Estudiar la derivabilidad de las siguientes funciones:

—(2x+1) si x< -1 3 § 2<0
a) f(z) = z? si —1<z<0 b)f(aﬁ):{em_1 G 250
senx si x>0 -

4. Calcular la derivada de:

Lnz — Lnz? Ln 22
a) y= — 7
arctg x

Y
¢) y = arcsene” d) y=Ln(v1+e*—1)—Ln(V1+e"+1)
1

n
T x 1 cosx
= L ——) —Ln|tg= — =
€)Y xsen(nx 4 7) 2 n(g2 25en2m>

5. Calcular la derivada de

o) y=vz b y=avF ) y=a""

d) y=az°"° e) y= (cosx)*n® f) y=@+1)(z+2)(z+3)

6. Verificar que la funcién f(z) = x — 23 satisface las condiciones del teorema de Rolle en los
intervalos —1 < x <0, 0 < x <1 y hallar el valor de c.

7. La funcién f(z) = (z — 2)3 en los extremos del intervalo [0,4] toma valores iguales: f(0) =
f(4) = V/4. ;Es vélido para esta funcién el teorema de Rolle?

Regla de L’Hopital

8. Utilizando la Regla de L’Hopital calcula los siguientes limites:

2x
. e“* —cos2x . z 1 . -
%) i e3® —cos3z ) an <:E1 a lnx> ’ ) oy

Representacion grafica

9. La poblacién de una especie en estudio viene dada aproximadamente por la expresién:

105
P = —
1+20e-0.15¢

donde P se mide en millones de individuos y t viene dado en dias. Calcula una expresién para
la velocidad de crecimiento % en funcién del tiempo. Determina en qué instante de tiempo
esta velocidad de crecimiento es méxima y el valor de la poblacién en dicho instante. Calcula
finalmente una expresion de % en términos de la propia poblacion P. Representar graficamente
la funcién P.

10. Representa graficamente las funciones:

a) y=mx%e"" b) y === ¢) y=Ln(l+z)
d) y=1% e) y=vad -3z f) y=senx+cosz

11. Representar las siguientes funciones:

3zt +1 1 T
Yy=—5

= s v B L A pe

a)

23
12. La poblacién de una especie de mamiferos superiores presenta un comportamiento doble-
mente oscilante. Por una lado la poblacién oscila anualmente en una proporciéon aproximada
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del 20% de su valor medio, y por otro, presenta grandes oscilaciones con un periodo de 11 afios.
Dicho comportamiento se puede representar con la férmulas:

1 1 2
P(t) =Py (1 + g sen(2nt) + 5 sen (Hwt>)

8000
6000
4000

2000

Figura 2.4: Gréfica de P(¢).

dP(t)
dt
donde dicha derivada se anula (es decir, el primer maximo o minimo relativo de P(t)).

Si la constante (poblacién inicial) Py vale 5000, calcula la derivada y el primer punto

Férmula de Taylor

13. Calcular el polinomio de Taylor en 29 = 1 de: f(z) =Lnz y g(z) = Ln(x + 1).
14. Desarrollar en un entorno del punto zg = 2 la funcién y = e2*, por la férmula de Taylor,
con el resto de Lagrange.
15. Calcular el resto de Lagrange para el polinomio de Taylor de grado n de f(z) = e* en z = 0.
Calcular el nimero e con cuatro cifras decimales exactas.
16. De acuerdo con un modelo matemadtico, la concentracién de una sustancia téxica en una
célula de tipo A en funcién del tiempo transcurrido desde la intoxicacién de la misma puede ser
descrita segun la expresién:

ca(t)=01e 7

Para las células de tipo B se produce un fenémeno de absorcién-expulsién de la sustancia a través
de la membrana que puede modelizarse mediante la expresién:

1+t

Calcula tlim ca(t)y tlim ¢p(t), ;Qué significado tienen dichos limites?
— 00 —00

cp(t) =0.1— sen(4t)

Esboza de forma aproximada la representacién grafica de las funciones c4(t) y cg(t).
Calcula el polinomio de MacLaurin de grado 2 de ca(t) y ¢p(t) y utilizédndolos calcula de forma
aproximada c4(1) y ¢g(1). ;Qué error se comete en dicha aproximacién?
17. Aplicar la Férmula de Taylor a la funcién f(z) = senz en el punto xg = 0. Utilizar el
resultado para calcular sen 15° con una exactitud hasta 0.001.
18. La poblacién de una especie presenta oscilaciones anuales y puede ser representada analiticamente
de la forma:

P(t) = Py (3 +sen(2xt)) e~ 1
donde Py es constante y ¢ se mide en afios. Encuentra una aproximacién cuadrética para P(t)
en valores del ¢ cercanos a tg = 2.5 anos.



Tema 3

Calculo Integral

3.1 Integral Indefinida

Definicién. Se denomina primitiva de la funcién f(x) en un intervalo (a,b) a toda
funcién F(z) diferenciable en (a,b) y tal que F'(x) = f(z).

Dos propiedades importantes que verifican las primitivas de una funcién dada f(x)
son las siguientes:
1) Si F(x) es una primitiva de f(x) en (a,b), entonces la funcién G(z) = F(z) + C, con
C € R constante, también lo es en (a,b).

2) Si F(x) y G(x) son primitivas de f(x) en (a, b), entonces su diferencia es una constante:
F(z) - G(z) =C, Vz € (a,b).

Definicién. Llamaremos integral indefinida de una funcién f(x) en un intervalo (a,b)
al conjunto de todas sus funciones primitivas en dicho intervalo. Lo representaremos con
la notacién habitual [ f(z)dz.

Propiedades.

o [+ g@)de = [ f@o+ [ ot
o Vk € R, se verifica: / kf(z)de =k / f(z) da

3.2 Integrales Inmediatas

Se suelen denominar integrales inmediatas a las que resultan evidentes por ser el inte-
grando la derivada de una funcién conocida. Evidentemente la inmediatez no constituye
una propiedad matematica, o dicho con otras palabras, una integral es inmediata si uno

se la sabe de memoria, y lo sigue siendo mientras no la olvidemos.

27
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En cualquier caso, es habitual asumir que son inmediatas las siguientes integrales

indefinidas:
» 1 h dz
1
/emdm:e‘”+C , /axdx:lax—i—C’, a>0,a#1
na
d
/senxd:z::—cosx—i—C’ , /cosxda:zsen:z:—i—C’ , /z =tanz + C
cos? x
dzx dzr dzr
= —cot C | ——— = arct C | _— = C
/sen%: cotan -+ /m2+1 arctan x+ /m arcsen -+
—dx
——— = arccos x+C senh x dz = cosh z+C' cosh x dx = senh z+C'
/\/1—332 ’ / ’ /

d
= arccoshz+C = arcsenhz+C / 17:82 = arctanh z+C
-

| = [

3.3 Meétodos de Integracion

1. Cambio de variable o sustitucion

Dada la funcién @ de clase C! y dada f continua, si z = ®(t), entonces:

/f(:c)d:nz/f(@ ¢

Alternativamente, si ®'(t) # 0, V¢, entonces:

[ r@wnae = [ f@@ Y@

Ejemplos: Calculemos las siguientes integrales para las que hay un cambio de variable “casi-

1
112/%4_16&3 , Igz/cosxescmda: , Igz/ﬂdx

Para el primer caso, el cambio de variable: 2% + 1 =t nos lleva a que z dz = %dt y asi:

it 1 1,
11—2 = iln|t|+C—§ln(x +1)+C

evidente”:

En la segunda integral cambiamos: senx = u = cosx dx = du:
Igz/e“du:e“—i—C:ese“l'—i—C
Finalmente, I3 se convierte en inmediata con el cambio: Inz = z = df =dz:

1 1
I3:/zdz=§,22+0:§ln2x+0
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2. Integracion por partes

Dadas dos funciones derivables f y g, se verifica:

/ f(@)g(x)dz = f(x)g(x) - / § (@) f (2)dz

/udv—uv—/vdu

Ejemplos: Calculemos la siguiente integral:

I:/xezdaj

Identificaremos e dx = dv mientras que u = x, tendremos asi: du = dx, v = e*, y por tanto:

o alternativamente:

I:e“‘x—/exdxze“'x—e‘”—i—C:e‘”(az—1)+C’

3. Integracién de funciones racionales

Son las integrales de la forma [ Sg; dz, donde P y @ son polinomios. Si el grado de P

es mayor o igual que el de @, dividiendo se tiene: P = QC + R, con grado de R (resto)
menor que el grado de ). Entonces:

/gggda; - /C(x) dx+/$8 da

Tomaremos asi en lo sucesivo que el grado de P(z) es menor que el de Q(x).

Se distinguen cuatro casos:

3.1 El denominador posee raices reales simples:
Q(z)=(z—a1)(x—az)...(x—a)

En tal caso se descompone el cociente en fracciones simples de la forma:

P(CE) _ Al T AT

Qx) z—a = z-—a

calculandose los coeficientes A;. La integral (gracias a la linealidad) queda reducida a

/ A = Az —a)

r—a

integrales de la forma:

3.2 El denominador tiene raices reales multiples:

Qx)=(z—a)"(x —a2)®...(x —a,)*
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Se procede de manera analoga al caso anterior, pero ahora los sumandos correspondientes

a la raiz a; son:
A Aig n Aia,
(x—a))t  (x—a)? ~  (x—a)™

con lo cual la integral queda reducida a las del caso anterior mas las de la forma:

/ A —A

dr =
(x —a)" (n—1)(z —a)n 1
3.3 El denominador posee raices complejas simples:

Dado que si ¢ = a + bi es raiz de Q(x), entonces su conjugado ¢ = a — bi también lo
es, podemos agrupar las raices complejas dos a dos ((z — ¢)(z — €) = 2% + px + q), y asi

serd posible escribir Q(x) de la forma:

Q(z) = (> +piz+aq1)... (2> +px+q)

y la descomposicion en fracciones simples es:

P(x) Az + By A,z + B,

Qz) 22+4+px+qa T 2+prteg

La integral queda reducida a integrales de la forma:

/ Ax+ B
——dx
22 +pr+q

Completando cuadrados, es posible escribir:
2+ pr+q=(r—a)?+b?

y utilizando el cambio z — a = bt se obtiene:

A B Mt+ N M
/Hd.%: SN - —In(t* + 1) + N arctant
22 +pxr+q t2+1 2

Deshaciendo el cambio de variables, se concluye.

Ejercicio: Calcular la integral:

I / 22 +3 e
) (2 +2)2x(2? + 32+ 4)

Se trata evidentemente de una integral racional donde el grado del numerador es mayor que
el del denominador. Se tienen dos raices (del denominador) reales, x = —2 de multiplicidad dos
y = 0 de multiplicidad uno, y dos raices complejas simples, x = —% +41/7. La descomposicién

en fracciones simples de la funcién racional seré:

2?2 +3 A B C Dz + FE

(x4 2)%z (2?2 + 3z + 4) :17+2+(x+2)2+x+x2+3z+4
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Tras un breve (o semi-breve) calculo se obtiene:

A:—é; B:—z; C:i; D:g; E:E
4 4 16 16 16
y por tanto
N S Yy
4 ) z+2 4) (x+2)2 16) =z 16) 224+3zx+4
= —§ln|x+2|+ZL+iln|x|+i/Mx
4 4rx+2 16 16 ) z2+4+3x+4

Para realizar esta ultima integral comenzamos por completar cuadrados en el denominador:

3 9 9 3 7
2 2 °eZ2_7 - 2 z
" +3r+4=1 +2x2+4 4+4 <x+2>+4

De acuerdo con la técnica general que hemos estudiado, el cambio de variable adecuado serda

ahora: y v
3 VT 7
y asi:
V7 3
1 9z+31 VT 9(7t*5)+31d_g tdt 57 [ dt
16) 22+32+4 ~ 32 T2 +1) "6/ 2+1 16 ) e+l

y en definitiva:

1 1
/ﬂd _ 1n|t2+1\+51—\§arctant+0

16 x2+3x+4x_372
Deshaciendo el cambio de variables:
3 701 3 9 |4 57 2r +3
I=-21 24+ -——+ —1 —In|=(z®>+3z+4 t C
i i S TR s R A s )‘+ 16 retan—=—

Teniendo en cuenta que In(ab) = Ina + Ind se puede simplificar finalmente (redefiniendo la
constante) a la expresion:

I—L—Filn
C 4(z+2) 16

5T 2 3
+ \[arctan Tt +C

16 7

23(x2 + 3x +4)2
(x +2)12

3.4 El denominador posee raices complejas multiples:
Qz) = (@2 +prx+q)* ... (22 +pz+q)

Los sumandos correspondientes a 22 +p;z+¢; en la descomposicién en fracciones simples

son:
Ajx + By Aoz + Biya Aiq; ® + Biq,

w2 +pir+q (PP 4pirt+g)? T (2% pir+g)*

con lo cual la integral queda reducida a integrales de la formas:

Arx + B
. ndaz
(2 +pr +q)
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Efectuando, como en el apartado anterior, el cambio x — a = bt, dicha integral se reduce

Mt + N t dt
gt =M | dt+ N [
/ GEE / CET / 2+ 1)"

La primera integral del segundo miembro se integra facilmente mediante el cambio de

a

variable u = t?> + 1. En cuanto a la segunda, se puede utilizar una férmula recurrente de

calculo (que se demuestra facilmente integrando por partes). Llamando:

I, :/dt
(t2+1)n

[ t +2n—3I
"T2n—DE+ 1)t 2p—2 !

se tiene:

Como [; = arctant, se concluye.

4. Integracién de irracionales cuadraticas

Son las integrales de la forma [ R(z,y)dz, donde R es una funcién racional e y =
Vax? +bx + c.

La ecuacion

v =az’+br+c

es la de una curva cénica. Sea (zg,yp) un punto de dicha conica. Efectuando el cambio
y —yo = t(z — xo) la integral se reduce a una integral racional y, por tanto, se resuelve
segun el apartado 3.

Para la eleccién del punto (z¢,yo) se distinguen varios casos:
i) Si ¢ > 0. Puede tomarse en este caso (zg,y0) = (0,1/c). El cambio entonces sera:
Vax? + bz + ¢ — /¢ = tx.
ii) Si a > 0. Se efectiia el cambio: Vazr? +bx + ¢+ xy/a =t.

iii) Si @ < 0. Es este caso ax? + bz + ¢ = a(x — r1)(x — ry). Se efectia el cambio:

Vax? 4+ bx 4+ ¢ =t(x —r1) o bien Vax? 4+ bz + ¢ = t(x — r9).

4b. Integracién de irracionales cuadraticas 2

Otra posibilidad para tratar las integrales anteriormente expuestas es efectuar los si-
guientes cambios:

i) Para integrales de la forma: [ R(z,va% — 22)dz, se hace z = asent 6 ¥ = acost.

ii) Para integrales de la forma: [ R(z,v/a2 + 22)dx, se hace = atant 6 x = asenht.
iii) Para integrales de la forma: [ R(x, V22 — a?)dz, se hace z = asect 6 x = acosht.
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5. Integracion de funciones trigonométricas

Son las integrales de la forma [ R(senz,cosz)dz, siendo R una funcién racional. Con
el cambio ¢t = tan ( ) la integral se reduce a una integral racional. Con dicho cambio se
pueden realizar las siguientes sustituciones:
2dt 2t 1— ¢
de = —— seny = —— cosTr = ——
142’ 1+’ 1+ 2
En algunos casos especiales, hay otros cambios de variable que también reducen la inte-
gral a una integral racional, mas sencilla que la que se obtiene con el cambio anterior.
Son los siguientes:
i) Si R es una funcién impar en senz, es decir: R(—senx,cosz) = —R(senz,cosx), se
resuelve con el cambio: cosx = t.
ii) Si R es una funcién impar en cosz, es decir: R(senx,—cosx) = —R(senz,cos ), se
resuelve con el cambio: senx = t.

iii) Si R es una funcién par en sen z y en cos z, es decir: R(—senx, — cosz) = R(senx, cosx),

: 1 t
resuelve con el cambio: tanx = t. Entonces, c = ==, senzr =
se resuelve con el cambio: tanz tonces, cosx T Senz = Y
_ 1
da:—Htht.

3.4 Integral Definida

3.4.1 Definicion de Integral Definida

El concepto de integral definida se construye a partir de la idea de pasar al limite una
suma cuando el nimero de sumandos tiende a infinito y simultdneamente cada uno de
los sumandos tiende a cero. Para determinar con precisién esta idea introduciremos las

siguientes definiciones:

Definicién. Dado un intervalo [a,b] llamaremos particién de [a,b] a toda coleccién
de n + 1 puntos P = {xg,x1, -, 2, } tales que a = 29 < 21 < 22 < -+ < z, = b.
Toda particién P del intervalo [a,b] lo divide en n subintervalos [zp_1, 2] de anchuras

respectivas Axyp = Tp — Tp_1.

Definicién. Dada una funcién f(z) definida en el intervalo [a,b], una particiéon P =
{zo,x1, -, xn} de [a,b] y dados n puntos & = {1, &, -+, &} tales que & € [xg_1, k],
se llama suma integral o suma de Riemann de la funcién f(x) en [a,b] correspondiente
a la particion P y a la eleccién de puntos € a la suma siguiente:

S(f,P&) = f(&) A = f()Am1 + -+ + [(&) Ay,
k=1
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Si suponemos que la funcién es continual

en [a, b] entonces, por el teorema de Weiers-
trass, f(z) alcanza su valor méximo M}, y su minimo my, en cada subintervalo [xy_1, k],
podemos entonces construir las sumas de Riemann correspondientes a dichos valores,

obteniendo la suma superior de Riemann de f(x) en [a, b] con respecto a la particién P:
n
U(f,P) =) MyAzy,
k=1
y la respectiva suma inferior:
n
L(f,P) =) mpluy
k=1

Es evidente entonces que el conjunto de todas las sumas de Riemann de una funcién
dada en un intervalo, con respecto a una particion concreta P, esta acotado superior-
mente por U(f, P) e inferiormente por L(f, P).

Definicién. Se dice que una funcién f(x) definida en [a, b] es integrable (en el sentido de
Riemann, o simplemente integrable) en [a, b] si el supremo de todas sus sumas inferiores
de Riemann coincide con el infimo de todas sus sumas superiores. A dicho niimero se le
denomina integral definida o integral de Riemann de f(x) en [a,b] y se denota como:

/abf(x)da:

Es posible definir de manera equivalente la integral definida como el limite de las
sumas de Riemann de la funcién en el intervalo cuando el niimero de puntos de las parti-
ciones consideradas tiende a infinito mientras que la anchura maxima de los subintervalos
determinados por la particion tiende a cero.

La definicién de integral definida se completa aniadiendo que se considerara también
el caso en el que a > b de la forma:

/abf(:c)d:p - —/baf(x)d:c

/aaf(:c)dq: ~0

mientras que:

3.4.2 Propiedades basicas
1. Si f(z) es integrable en [a, b] entonces estd acotada en [a, b].

2. Si f(x) es continua en [a, b] entonces es integrable en [a, b].

'Realmente serfa suficiente con que f (z) fuera continua en cada subintervalo de la particién P.
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3. Si f(z) estd acotada en [a,b] y presenta en dicho intervalo un ndmero finito de

discontinuidades, entonces es integrable en [a, b].

4. La integral definida es lineal, es decir: Si f(z) y g(x) son dos funciones integrables

en [a, b], entonces su suma tambien lo es y se verifica:

KUM+WW@:£%W®+AZMM

mientras que si k es un nimero real cualquiera, entonces:
b b

/ kf(z)dx :k/ f(z)dx
a a

5. Dados tres numeros reales a, b y ¢, se verifica:

/abf(x)da: = /acf(x)d:c+/cbf(x)da:

siempre que las integrales anteriores existan.

6. Si f(z) < g(x), Va € [a,b] y ambas son integrables en [a, b], entonces se verifica:

/abf(:):)d:r < /abg(:c)d:c

7.Sia<by f(x) es integrable en [a, b], se verifica:

/abf(a;)dx

3.4.3 Teorema Fundamental del Calculo y Regla de Barrow

< [ 1@

Teorema del Valor Medio del Célculo Integral. Si f(z) es una funcién continua

en el intervalo [a, b], entonces existe en [a, b] al menos un punto ¢ tal que se verifica:
b
[ f@do= - 50

Nota: al niimero real f = b% f; f(z)dz se le llama valor medio o valor promedio de f(z) en

a
[a, b].
Demostracién: Dado que f(x) es continua en [a,b], por el teorema de Weierstrass
alcanza en [a,b] su valor mdximo, M y su minimo, m. Tendremos entonces, utilizando
las propiedades anteriormente expuestas:

m< f(x) <M, Vx € la,b] =



36 MATEMATICAS / BIOLOGIA / TEMA 3

b b b
/mdwﬁ/ f(:n)d:vg/Md:U:m(b—a)g/ f(x)dx < M(b—a)
y asi:

b
m < Ja S@d
b—a

Pero al ser M y m alcanzados en [a, b] (supongamos que en los puntos =1 y x2, [x1, 23] C
[a,b]), tendremos que f(z) alcanza todos los valores intermedios entre m y M, y por

tanto: Jc € [z1, x2] = ¢ € [a, ] tal que:

b
o) = 2SO0
Q.E.D.

Plantearemos a continuacién el Teorema Fundamental del Céalculo, que relaciona dos
conceptos aparentemente diferentes como son el de integral indefinida (operacién inversa
o reciproca de la derivacion) y el de integral definida (limite de sumas cuando el nimero

de sumandos tiende a infinito mientras que cada sumando tiende a cero):

Teorema Fundamental del Célculo. Sea f(z) una funcién continua en el intervalo
[a, b], entonces la funcién F(z) definida de la forma:

Flz) = / "t

en el intervalo [a, b] es derivable en (a,b) y ademds F'(z) = f(z).

Nota: Si f(x) es integrable pero no continua en [a, b] entonces sélo podemos asegurar que F'(z) es
continua en [a, b], pero la derivabilidad de F'(z) sélo estd garantizada en los puntos de continuidad
de f(x).

La funcién F(z) tiene un significado geométrico evidente dado que nos proporciona el “drea

determinada?”

[a, b].

por la gréfica de f(z) entre el punto inicial a y un punto concreto x del intervalo

Regla de Barrow. Si f(x) es continua en [a,b] y G(x) es una primitiva de f(z) en
[a, b], entonces se verifica:

b
/ f(@)dz = G(z)[2 = G(b) — Gla)

Demostraciones:
Demostraremos en primer lugar el Teorema Fundamental del Célculo: Dada la

funcién f(z) continua en [a, b], definiremos entonces en [a, b] la funcién:

F(z) = / " Fu)du

2Evidentemente hablamos de 4rea en sentido figurado, pues se trata realmente de un &rea para
funciones definidas positivas en [a, ].
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Consideremos h > 0 tal que x y x 4+ h pertenezcan ambos al intervalo [a, b], tendremos
entonces (aplicando las propiedades basicas de las integrales) que:

Fz+h) — F(z) = / a F(w)du — / " Flu)du = / a F(w)du

Aplicando a continuacién el Teorema del Valor Medio en el intervalo [z, x + h|, existira

un valor ¢ € [z, x + h| tal que:

x+h
/ flu)du = f(e)(w+h —x) = f(c) h

Pero entonces la derivada de F'(x) en el punto z se re-escribe de la forma:

gy = T L&) —F@)
P~/

y dado que f(x) es continua en [a,b] y, en consecuencia, en [z,x + h], tendremos que
h — 0 nos lleva a que x < c<xz+h =z < c <z, vy en definitiva, al ser f(z) continua:

lim f(c) = lim f(¢) = f(x) = F'(x) = f(z)

cC—X

Q.E.D3.

Demostracion de la regla de Barrow:
Dada al funcién continua f(x) en [a,b], si G(x) es una primitiva de f(x) en [a,b]
tendremos que, dado que F'(z) definida anteriormente también lo es, ambas deben dife-

renciarse tan sélo en una constante C', de esta forma:
G(x)—F(z)=C , Vx¢€la,b]

En particular:

Gla) — Fla) = C = G(a) — / f@)dz = C

b
G(b)—F(b)=C = G(b) —/ flx)dx =C
restando ambas expresiones, y considerando que faa f(z)dz = 0, tendremos:

b
| f@de=6v) - 6ta)

Q.E.D.

3Estrictamente hablando hemos demostrado tan sélo que la derivada por la derecha de F(z) es f(z).
Es trivial completar la demostracién en el otro sentido.
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3.5 Aplicaciones de las Integrales al calculo de areas, voliimenes

y longitudes

3.5.1 Areas.
Funciones explicitas en Coordenadas Cartesianas.

Dada una curva y = f(x), el drea determinada por dicha curva, las rectas x = a, z = b
(con a < b) y el eje de abscisas nos viene dada por la integral definida:

A= /ab f(2)] da

En el caso de que la variable despejada sea la x, es decir una ecuacién explicita de

la forma x = ¢(y), la expresion:

d
A= / 19(v)| dy

nos proporciona el area determinada por el eje de ordenadas, las rectas y = ¢, y =d y

la grafica de g(y).

Expresiones en paramétricas:

= x(t)
y=y(t)

El area delimitada por la curva c expresada en ecuaciones paramétricas, ¢ = {

y el eje OX entre las abscisas z(t1) y x(t2) es,

to
A= [ |y@)|l2'(t)|dt
t1

Expresiones en coordenadas polares:

El 4rea delimitada por la curva c expresada en ecuaciones polares r = () y las rectas
radiales # = 61 y 8 = 6 es dada por,

I
A:/ r2(6)d6
2 /e

1
3.5.2 Longitud de arco de una curva:
Expresiones en coordenadas cartesianas:

La longitud de la curva y = f(x) entre las abscisas © = z1 y £ = x9 viene expresada

= S VTE (@)

mediante la férmula:
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Expresiones en paramétricas:

La longitud de la curva ¢ = { - t entre las abscisas x(t1) y z(t2) es calculada
y=y
por:

L= [ V({@(1)+(y(1)4dt

Expresiones en coordenadas polares:

La longitud de la curva r = r(0) entre las coordenadas angulares § = 01 y 6 = 05 viene
dada como:

02
L= [ Ve o

3.5.3 Volimenes de revolucién (alrededor del eje OX):
Expresiones en coordenadas cartesianas:

El volumen generado por la curva y = y(z) al girar alrededor del eje OX entre las abscisas

x1 vy x2 corresponde a la férmula:

V=r [ (@) e

1

Expresiones en paramétricas

El volumen de revolucién respecto del eje OX de la curva (x(t),y(t)) delimitado por las
abscisas x(t1) y x(t2) es dado por:

v=w/7mm%ﬂww

t1

Expresiones en coordenadas polares:

El volumen de revolucién de la curva r = r(6) sobre el eje OX delimitado por las variables

angulares 61 y 02 es

o [P
V= 77/ r3(6)|send|do

3 Jo,

3.5.4 Areas de revolucién (alrededor del eje OX):

El area generado por la curva c al girar alrededor del eje OX puede ser calculado segtiin

las siguientes expresiones:
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Expresiones en coordenadas cartesianas:

El area lateral referido anteriormente de la curva y = f(z) entre las abscisas x1 y 2

AL =2 / S H@WIT (F@)2da

1

sera:

Expresiones en paramétricas:

En ecuaciones paramétricas, el drea lateral limitada por las abscisas x(t1) y x(t2) viene
dada por:

A =2n / V@0 T (0t

1
Expresiones en coordenadas polares:

La expresion en coordenadas polares es:

02
A = 277/9 r(0) sen 0/ (r(0))2 + (r'())2db

1

3.6 Integrales Impropias

En la construccién y definicion de integral definida o integral de Riemann hemos par-
tido de una funcién f(x) definida en un intervalo finito [a,b] y ademds acotada en el
mismo. Las integrales impropias se definen precisamente para contemplar la posibilidad
de integrar en intervalos infinitos, por un lado, e integrar funciones no acotadas, por
otro.

3.6.1 Integrales Impropias de Primera Especie

Una integral impropia de primera especie es una integral extendida a un intervalo no

finito. Para definirla utilizaremos la siguiente expresion:

/:o f(@)de = lim /ab f(z)dw

Si dicho limite existe y es finito diremos que la integral impropia de primera especie

/aoo f(x)dx

es convergente, en caso contrario sera divergente.

De manera andloga se definen las integrales impropias de primera especie siguientes:

k

b b 0o
/ f(z)dr = lim f(z)dz / f(z)dz = klim f(z)dzx

a——00 a —k
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3.6.2 Integrales Impropias de Segunda Especie

Una condicién necesaria para que f(x) fuera integrable en [a, b] era que estuviera acotada
en [a,b]. Si f(z) es integrable en [a,b—e] y no estd acotada en un entorno de b, definimos
la integral impropia de segunda especie:

b b—e
/ f(z)dz = lim f(x)dx

e—0+ /,

La integral sera convergente si el limite existe y es finito.

Ejemplos:Una integral impropia de primera especie convergente:

o0
d
/0 = i 1= blirgo (arctan b — arctan0) = g

y otra de segunda especie:

lim (arcsen(l —¢) — arcsen0) = g

/1 dz B
0o VI—22 =0+

3.7 Ejercicios

3.7.1 Ejercicios Integral Indefinida

1.— Calcular:
9 dx (332 + 1)(5(:2 —2)
/(696 + 8z + 3)dux; /T; /(\/9?+1)-(x—\/§+1)dx; / dx
vz 3/ o
T
2.— Calcul
alewiat / dr / dr / dr / dx
2247 22— 10’ [i4 42 s _ 2
3.— Calcular:
2 2 4 2
1 5 7 1
/3x-exdx; /:13 + da: /wd% /wdx
r—1 x4+ 3 x+3
4.— Calcular:
L
/Ldaz;/\/a—bxdm; /de; /de
(x+1)2 N z
5.— Calcular:

dx dzx x2 :1:2 —5r+6
5 ; 5 ; 5 dx; —5 dzx
3x“+5 Txe —8 e+ 2 7 +4
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6.— Calcular :

/ / 2r—5 d:v' / 3r+1 / z+3 d
\/ 7+ 8z 2 \/ 52 +1 224

7.— Calcular:
dx arcseny ar ctg z
_rar dx
4 1-— a: 4+ ac
8.— Calcular: )
2 (5>
/:re (CE +1)d, /x7(m )dx; /e 5 dx
T
9.— Calcular:

T

3 2 3—\/2+ 322

z8+5 2+3172

x3—1 dx 1 — senx
— dux; ; —— dx
r+1 Vel T + cosx

J2 2
dz: /udz
xr

10.— Calcular:

11.— Calcular:

dx;

e
1-— x2 2 — :L‘2
a2
1 /

/ITJF dx; / 1— 22 dx; /arctgﬂc dx

/x -senx dx; /x - cos 3z dx; /% dx; /xQeSx dx
e
2 dx dx

— 2 ; 2

9_ 22 T +2x+5 e+ 2z

dxr T dx 3r—2
3 ; 3 ; 3 dz
3z° —xz+1 ¢ —Tr+13 ¢ —4xr+5

12.— Calcular:

13.—Calcular:

14.— Calcular:

15.— Calcular:

16.— Calcular:

/ (x — 1)2 e / 22 dzx ) / dz
x2+3m+4 7 302—6:10—1—107 '/2+3x72x2

17.— Calcular:

/ 2% +4le 01 / sat+2 / d
(-1(@+3)(x—4) 23— 522 + 4o x(x+1)2
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x3 —1 dx dx
3 dz; 3,1 1
4z° —x 2 +1 rr+1

/\/3—2x—x2dx; /\/2+x2da§;

18.— Calcular:

19.— Calcular:

2
/ _ T
VI+ 952
20.— Calcular:
4x3+2:c2+1 dxr x272x+3 dx
3 dz; 31 3 2 dz; I_ 2
4a® — x x® =1 x° —4x® +x+6 (z*=1)

3.7.2 Ejercicios Integral Definida

1. Hallar el drea determinada por la curva y = 22 + 2 — 2, las rectas 2 = —3 y = = 2, y el eje de
abscisas.

2. Hallar el drea determinada por la gréfica de la funcién: f(z) = x%g y su asintota.

3. Calcular el area encerrada entre las curvas y = I%H ey = %xQ.

4. Una vaca esta atada a uno de los vértices de un prado de forma cuadrada de lado L. Sabiendo
que la longitud de la cuerda es R, calcular la superficie de hierba, en funcién de L y R, que puede

612
/nxdx
1 X

6. Demostrar que el area encerrada por la circunferencia dada en ecuaciones paramétricas por:

x =acost,y =asent, cont € [0,2n] es A = ma>.

comer la vaca.

5. Calcular:

7. La curva cicloide se define por medio de las ecuaciones paramétricas:
x=a(t—sent) , y=a(l—cost)

Calcular:
a) La longitud del arco de cicloide comprendido entre t =0y ¢ = 27.
b) El drea encerrada por dicho arco y el eje de abscisas.
c¢) El drea lateral de la superficie engendrada al girar dicho arco alrededor del eje OX.
d) El 4rea lateral de la superficie engendrada al girar dicho arco alrededor del eje OY.
e) El volumen del cuerpo engendrado al girar la regién del apartado b) alrededor del eje OX.

8. Calcular el area encerrada por una hoja de la curva r = a sen 30.

9. Calcular la longitud de un arco de la pardbola y =22 —2x +5entrez =1y x = %

0

10. Calcular la longitud de la espiral: » = e~ con 6 € [0, 00).

11. Calcular el volumen engendrado al girar la curva:

1 /2241

zVa2-1

alrededor del eje OX entre x =2y z = 4.
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Ecuaciones Diferenciales.
Conceptos Generales

4.1 Definiciones Generales

Definicién: Llamaremos ecuacion diferencial ordinaria (e.d.o.) a toda relacién entre una

variable independiente z, una dependiente (la funcién desconocida y(x)) y sus derivadas
y'(@), y'(@), ..., y™(2):

F(l.? y7 y/7y”7 AR 7y(n)) = 0

Definicién: Se llama orden de una ecuacién diferencial ordinaria al mayor de los 6rdenes

de las derivadas que contiene.

La clasificacién mas general de las ecuaciones diferenciales se realiza en funcién del
numero de variables independientes presentes, las ecuaciones diferenciales ordinarias, tal
y como se han definido, involucran a una tnica variable independiente y, en consecuencia,
las derivadas que aparecen en la ecuacion son derivadas ordinarias. En cambio, si se
tienen dos o mas variables independientes, las ecuaciones poseeran derivadas parciales
y, por tanto, seran denominadas ecuaciones en derivadas parciales (e.d.p.)

Ejemplos:
e zy" +y + 2y =0 es una e.d.o. de segundo orden con utilidad en la aerodindmica.

oy + 5 = Iny es una e.d.o. de primer orden.

. m% = F es una e.d.o. de segundo orden (Segunda Ley de Newton de la Mecénica).

° dd—JX = kN es la ecuacién de Malthus (e.d.o. de primer orden).

. dy _ y(2—3x)

dx z(143y)
tencia entre dos especies.

es una e.d.o. de primer orden que aparece en Ecologia al estudiar la compe-

45
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° % = a@, con a < 0, es la ecuacién que modeliza la desintegracion de una sustancia

radiactiva (e.d.o. de primer orden).

o vy —e(1—y?)y + 9y = 0 es la ecuaciéon de Van der Pol (e.d.o. de segundo orden), con
aplicacién en varios campos de la ciencia.

g% + giyf = 0 es la ecuacién de Laplace en el plano (e.d.p. de segundo orden).

N2 92
° % — U%% = 0 es la ecuacién de ondas en una dimensién (e.d.p. de segundo orden).

Estudiaremos en esta asignatura diversos tipos de e.d.o. y sus aplicaciones, particu-
larmente e.d.o. de primer orden.
Si en una e.d.o. de primer orden fuera posible despejar 3/, se dice que la ecuacién se

presenta en forma normal:

dy_ o
=Y = f(z,y)

4.2 Soluciones exactas

Definicién: Llamaremos solucién de una e.d.o. F(z,y,4',y",...,4™) = 0 a toda

funcién y = ¢(x) que sustituida en la ecuacién la convierta en una identidad.

Ejemplos:

2z

e La funcién y = e** es solucién de la ecuacién diferencial de segundo orden: y”’ —5y'+6y = 0,

puesto que y’ = 2e?*, ¢ = 4e%* y por tanto:
4e** — 5(2e*) 4 6e** = 10e** — 10e** =0
e Las funciones Ni(t) = 5e*t y Ny(t) = 12¢** son soluciones de la Ecuacién de Malthus antes
escrita.

e La funcién y = ax?+bx+c, para cualesquiera constantes a, b y c, es solucién de la ecuacién
de tercer orden y"’ = 0.

Definicién: Se llama solucién general de una ecuacién diferencial ordinaria de primer

orden a una expresion del tipo:
Y= y(l‘a C)
donde C' es una constante real, de forma que para cada valor de C' la funcién y = y(z, C)

sea solucién de la e.d.o. Cada una de dichas soluciones (para los diferentes valores de
() se llama solucién particular de la ecuacion.

Ejemplos:
e La ecuacién: y' = y tiene como solucién general: y = Ce*.

e N(t) = CeFt es la solucién general de la ecuacién de Malthus.
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Comentarios:

e Las soluciones de una ecuacion diferencial no siempre se nos presentan en forma
explicita, es decir, con la variable dependiente despejada: y = y(z). Muy frecuen-
temente la solucién aparece definida implicitamente por una ecuaciéon ®(z,y) = 0,
y la solucién general otro tanto: ®(z,y,C) = 0.

=z

Ejemplo: La solucién general de la ecuacién y' = es la familia de circunferencias:

2 +y?=C.

e Que la solucion general de una e.d.o. de primer orden dependa de una constante
arbitraria es intuitivamente muy sencillo de entender si se tiene en cuenta que para
“eliminar” una derivada primera serd necesario realizar una integral indefinida, y,
por tanto, aparecerd una constante arbitraria durante dicho proceso de integracion.
De igual manera, la solucién general de una e.d.o. de segundo orden dependera de

dos constantes arbitrarias, y asi sucesivamente.

e Pueden existir soluciones de una e.d.o. que no sean particulares, es decir, que
no puedan obtenerse a partir de la solucion general para un valor concreto de la

constante arbitraria, en ese caso reciben el nombre de soluciones singulares.

Ejemplo: La ecuacién (y' — y)(y — %) = 0 tiene como solucién general y = Ce?, pero
ademds admite la solucién singular y = 23, que no puede ser obtenida de la general para

ningun valor de C.

e Geométricamente, una e.d.o. de primer orden puede entenderse como una relacién
que liga a cada punto de la grifica de y(z), (z,y(x)), con la pendiente de la
recta tangente a la curva en dicho punto. La solucién general es una familia de
infinitas curvas que verifican dicha condicién, y cada solucién particular es una

curva concreta de la familia.

e Las ecuaciones de primer orden pueden aparecer escritas en forma diferencial, esen-

cialmente equivalente a la forma normal. Asi por ejemplo, la ecuacién 222y dx +
—2x2y
zt+y
escrita en forma de derivadas. Un matiz interesante es el siguiente: si analizamos

(x + y)dy = 0, escrita en forma diferencial, equivale a la ecuacién y' =

una ecuacién en forma diferencial, el cardcter dependiente/independiente de las
variables es arbitrario, es decir, podemos atribuir el caracter de variable indepen-

diente a cualquiera de las dos variables presentes. De esta manera, a la ecuacion

de _ _zty
dy = —2x2%y

le corresponde también la ecuacién en forma diferencial anterior.
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4.3 Problema de valor inicial. Teorema de Picard

Definicidn: Se llama problema de Cauchy o problema de valor inicial al sistema formado
por la ecuacién diferencial ordinaria y' = f(z,y) y por la condicién inicial y(zg) = yo.

De manera general, un Problema de valor inicial de orden n consiste en una ecuacién

diferencial ordinaria de orden n més n condiciones iniciales y(zo) = yo, v'(z0) = ¥4, -+ »
(n—1) _ ,(n=1)
Y (zo) =9y -

Ejemplos:

e La ecuacién y' = 222 + y, junto con la condicién y(1) = 3, constituyen un problema de

valor inicial.
. . . . . 7. . .7 2 n . .7
e Las condiciones iniciales tipicas de la ecuaciéon de Newton, F' = m‘fiT;, son la posicion
ce . . . e o1 dx o
inicial, 2(0) = o, y la velocidad inicial %7 (0) = v.

e La ecuacion de Malthus antes escrita suele ir acompanada de un “dato inicial”, la poblacion
a tiempo cero: N(0) = Np.

Desde el punto de vista geométrico el problema de Cauchy de primer orden no es
mas que dar una e.d.o. de primer orden y un punto del plano. Una solucién de dicho
problema serd una curva solucién de la e.d.o. que pase por el punto (xg, yo). El Teorema
que veremos a continuacién establece las condiciones que tiene que cumplir un problema

de valor inicial para tener solucién.

Teorema de Picard de existencia y unicidad:! Sila funcién f(x,y) es diferenciable

en un entorno del punto (xg, yo), entonces el problema de Cauchy v’ = f(z,v); y(x0) = yo
tiene solucién unica en dicho entorno. Es decir, existe una tunica funcién y = ¢(x)
definida en el entorno de zg considerado, tal que sea solucién de la ecuacién y que

verifique ¢(zg) = yp.

Ejemplos:

e La solucién al problema de valor inicial: ¢ =y, y(0) = 2 es: y = 2¢*, es decir, se trata de
la dnica solucién particular de la ecuacién diferencial ' = y que pasa por el punto (0, 2).

e La solucién del problema de Malthus: 42X = kN, N(0) = Ny, es: N(t) = Noe".

Nota: Esta es una versién simplificada del Teorema de Picard, con la que se intenta dar la idea basica
presente en los teoremas de existencia y unicidad de las soluciones de las ecuaciones diferenciales. En
particular, no es necesario que la funcién f(z,y) sea diferenciable, basta con que verifique propiedades
menos restrictivas que la derivabilidad (ver apéndice al final del tema).



Tema 5

Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias de Primer Orden

5.1 Ecuaciones en variables separadas o separables

Se dice que una e.d.o. de primer orden es de variables separadas si se escribe de la forma:

Las ecuaciones de variables separadas se integran de forma directa:

/ f(x)dz = / g(y)dy = F(z) + Cr = G(y) + Co = F(z) — G(y) = C

con C' = Cy — (. La solucién general y(x,C) de la ecuacién queda definida de forma
implicital por la expresién: F(z) — G(y) = C.

Alternativamente, si se desea resolver un problema de valor inicial con ecuacién se-
parable: f(z)dz = g(y)dy, y(zo) = yo, utilizando integrales definidas es posible escribir
la solucién particular en la forma:

/ " () = / " gy = F(z) — F(xo) = Gly) - Clu)

Ejemplos:
e La ecuacién xzdx + ydy = 0 es de variables separadas, su solucién general se obtiene de

forma trivial y es una familia de circunferencias: 2% 4 y2? = C.

e Toda ecuacién que no dependa explicitamente de la variable dependiente es de variables
separadas. Efectivamente, dada la ecuacién: y’ = f(x), su solucién general es, evidente-
mente: y = [ f(z)dz + C.

!No siempre es posible obtener la solucién de una e.d.o. de forma explicita y = y(z) (ver comentario
en el Tema anterior).

49
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Muchas ecuaciones no son de variables separadas, pero si facilmente separables, bien
mediante operaciones elementales, bien mediante cambios de variables, bien mediante
métodos més sofisticados. De hecho, los diferentes tipos de ecuaciones resolubles de
forma exacta que vamos a ver en este tema no son mas que ecuaciones que de una
manera u otra se convierten en variables separadas.

Veamos algunos casos de variables separables facilmente reconocibles:
e Las ecuaciones de la forma:

fi(@)g1(y)dx = fo(x)g2(y)dy

son siempre separables sin mas que agrupar en cada miembro las funciones que
dependen de la misma variable?:

e Las ecuaciones de la forma:
y' = flax +by +c)

con a, by c constantes se convierten en variables separadas si se cambia la variable

dependiente y por u = ax + by + c.
Efectivamente, si u = ax + by + ¢ entonces v’ = a + by’ y la ecuacién seré:

1

LW —a) = f(w)

que es evidentemente de variables separadas al no aparecer la variable indepen-
diente explicitamente (ver seccién siguiente).

Ejemplo 1: Resolver la ecuacién diferencial: (1 + y?)zdr — y(1 + 22)dy = 0 con la condicién
inicial: y(0) = 1.

La ecuacién se separa facilmente:

xdx ydy / xdx / ydy 1 9 1 9
1+22 1442 1+ 22 11,2 gmiitet=glnfl+yi+

Podemos simplificar la solucién, definiendo la nueva constante: K = e2¢, y escribirla en la forma:
P +1=K(y*+1)

Obtengamos ahora la solucién particular que verifica y(0) = 1:

1 1
0+1:K(1+1):>K:§=>x2+1:§(y2+1) = y=+222+1

2Es necesario precisar que a veces dichos “agrupamientos” llevan aparejados la aparicién (o supresion)
de soluciones singulares de la ecuacion.
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Ejemplo 2: Integrar la ecuacién diferencial: 3’ = (z + y)? con la condicién y(0) = 1
Se trata de una ecuacién de la forma 3y’ = f(ax+by+c), antes comentada, con ax+by+c = x+y.
Llamando u = z + y y derivando se obtiene: v’ =1+ ¢’ y asi, en variables (z,u):

d

W -1=u2= [ -2 — [ de= arctanu =z + C
u? +1

Deshaciendo el cambio y simplificando la solucién general serd:
y=tan(z+C) -z

Sustituyendo la condicién inicial se llega a la solucién particular buscada:

T
yztan(x—l—z)—x

5.1.1 Ecuaciones Auténomas

Las ecuaciones diferenciales de primer orden que no dependen explicitamente de la va-
riable independiente son de especial interés en el campo de las aplicaciones. Se trata de

ecuaciones facilmente separables:

dy
/
v = fly) = =dr=Fy)=x2+C
W=7 )
(ver el Ejemplo 2 anterior).

Si se dispone de una condicién inicial: y(zg) = yo la solucién particular serd simple-
mente:

F(y) — F(y) =z — x0o

Se suele llamar ecuaciones autdnomas a las de este tipo (sobre todo cuando la variable
independiente es el tiempo).

A menudo el célculo de la integral [ % no es facil, y también frecuentemente resulta
complicado (o directamente imposible) despejar de la expresién final la solucién explicita
y(x). Sin embargo en las ecuaciones auténomas es posible obtener informacién relevante
sobre las soluciones atin sin resolver la ecuaciéon completamente. Ilustraremos este hecho

con un ejemplo concreto.

Ejemplo: Analicemos la ecuacién:

Y=y -1) = /yQ(yiy_l):/dx

Aunque es posible calcular la integral, puesto que se trata de una integral racional sencilla,
es mucho més complicado el problema de invertir el resultado para obtener la solucién explicita
y = y(x,C). Sin embargo es muy fécil calcular las soluciones constantes de dicha ecuacién, que
suelen denominarse soluciones estacionarias: para y = 0 e y = £1 es evidente que el segundo
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miembro de la ecuacién es nulo, mientras que la derivada de una constante también lo es. Se
trata por tanto de soluciones de la ecuacién que no dependen de la variable independiente .
Sus graficas son obviamente rectas horizontales en el plano. Teniendo en cuenta el Teorema de
Picard, las soluciones no pueden cortarse, de manera que las rectas citadas dividen el plano en
cuatro regiones que no pueden comunicarse por medio de una solucién de la ecuacion.

Por otro lado, de la ecuacién se deduce directamente que para todo y tal que y? > 1, es decir,
para y € (—oo, —1) U (1, 00), la derivada 3’ es siempre positiva, mientras que para y € (—1,1) la
derivada es negativa. Conocemos entonces las regiones en las que las soluciones son crecientes y
decrecientes.

Figura 5.1: Grdficas de algunas soluciones de la ecuacion y' = y?(y?> — 1) obtenidas mediante

métodos numéricos en el ordenador.

En el préximo tema utilizaremos este tipo de técnicas para conocer propiedades de las solu-
ciones de diversas ecuaciones sin necesidad de resolverlas de forma completa.

5.2 Ecuaciones Lineales de primer orden

De manera general se dice que una ecuacién diferencial ordinaria es lineal si lo es en la
variable dependiente y sus derivadas, de esta manera la forma genérica de una ecuacién
lineal de orden n seré (con ay(z) # 0):

an(@)y™ + an_1(2)y™ Y + -+ a1 (2)y + ao(z) = g(z)

Si los coeficientes ag, a1, .. ., a, son funciones de la variable independiente se dice que
es una ecuacion con coeficientes variables, por contra, si se trata de nimeros tendremos
una ecuacién con coeficientes constantes.

Por otro lado, g(x) es el “término independiente” de la ecuacién. Si es nulo, hablare-
mos de una ecuacién lineal homogénea, en caso contrario, ecuacién lineal no-homogénea.

Ejemplos:

e La ecuacién: y” + 3y’ — 2y = 0 es una ecuacion lineal de segundo orden con coeficientes
constantes y homogénea.
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e La ecuacién y” + 223y"” — ey’ + 2y = senx es una ecuacién lineal de tercer orden con

coeficientes variables y no-homogénea.

Las ecuaciones lineales de primer orden son de la formas:

a1(x)y + ao(x)y = g(x)

que, dividiendo por aq(z), reduce a la forma habitual:

Y + flx)y = g(x)

Las ecuaciones lineales de primer orden se pueden resolver por varios caminos equi-

valentes, si bien todos se basan en la siguiente proposicién:

Proposicién: Toda ecuacién lineal de primer orden, 3’ + f(z)y = g(x), se convierte en
una ecuacion de variables separadas si se cambia la variable dependiente y a la variable
u determinada por la expresién y = u-v, donde v(z) es una solucién particular no trivial
de la ecuacién y' 4+ f(x)y = 0, que recibe habitualmente el nombre de Ecuacién Lineal
Homogénea Asociada a la ecuacién y' + f(z)y = g(z).

Demostracién: Si v(z) es una solucién de la ecuacién lineal homogénea asociada, entonces
v'(x) + f(z)v(z) = 0. Dado que y = u - v, entonces: 3y’ = v’ - v+ u- v, y asf la ecuacién en
variables (z,u) se escribe:

o+ uw + fx)uw = g(z) = v +u (V + f(z)v) =g(z) = o = ==

que es evidentemente de variables separadas. Q.E.D.

La proposicién nos permite ademas dar una férmula general que resuelve la ecuacién

lineal de primer orden, por un lado u(z) se escribe como:

pero la ecuacién lineal homogénea asociada es siempre de variables separadas y su so-

lucién general es evidentemente:
YA, = Ke Jf@

Tomando la solucién particular v(z) como la resultante de considerar K = 1 tendre-

mos:

y(ﬁ) _ u(x) . U(SU) _ e—ff(x)dac (fg(aj)eff(x)dmdm + C)
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Ejemplo: Resolver la ecuacién diferencial y' — %y = 3 + 322,
La ecuacién lineal homogénea asociada es y' — %y = 0, cuya integracion es facil:

d 2 d 2d.
—y:—yé/—yz/—x:>Ln|y|:2Ln|x|+C:>yH,A_:Ka:Q
dx T Y T

donde K = +e€. Tomando K = 1 obtenemos v = z2.

El cambio a realizar es por tanto: y = ux?, y en consecuencia: 3 = u’'z? 4+ 2ux. La ecuacién
se escribe en variables (z,u) de la forma:

2ux? d 1
W'z + Qur — =x3+3m2:>d—u:x+3:>u:§x2+3x+0
T T

y finalmente:

1
y=uz? =Ca® + 5&:4 + 323

Es de reseniar que la solucién general de una ecuacion lineal de primer orden siempre
consiste, como hemos visto, en una solucién particular de la misma mas la solucién
general de la ecuacién lineal homogénea asociada. Esta propiedad se deriva del caracter
lineal de la ecuacién®. Estudiaremos en el Tema 5 més propiedades de las soluciones de

las ecuaciones lineales.

5.2.1 Ecuaciones de Bernoulli

Se denominan ecuaciones de Bernoulli* a las que se pueden escribir de la forma:

Y + f(x)y = g(x)y®

donde evidentemente a # 0,1 (ndtese que @ = 0 y o = 1 hacen que estas ecuaciones
sean directamente lineales).
Las ecuaciones de Bernoulli se reducen a ecuaciones lineales si se cambia de variables

(x,7) a variables (z, z), donde z = y' =@,

3No es dificil demostrar este hecho. En primer lugar es trivial comprobar que si y; es una solucién
particular de la ecuacién y' + f(z)y = g(x), entonces y» = y1 + yu también lo es, donde yu denota una
solucién de la ecuaciéon homogénea asociada. En segundo lugar, si y1 e y2 son soluciones de la ecuacién,
entonces de manera obvia se comprueba que y1 — y2 es una solucién de la ecuacién homogénea asociada.
Combinando ambos resultados, queda probado que la solucién general puede ser escrita siempre como la
solucion general de la ecuacién homogénea asociada més una solucién particular concreta de la ecuacién
completa.

4Se denominan asi por ser Jakob Bernoulli quien las propuso y plante un método para su resolucién.
Su hermano Johann Bernoulli encontré otro método y finalmente Leibnitz fue el “descubridor” del
cambio z = y'™® que comentamos. También a Leibnitz debemos la resolucién de las ecuaciones lineales
de primer orden y las ecuaciones homogéneas que veremos en la seccién siguiente.
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Demostremos esta afirmacién: Si z = y'~2, entonces 2’ = (1 — a)y~%y’, de manera

que la ecuacién se puede escribir de la forma (multiplicando ambos miembros por y~¢):
/
_ z _ _
y Yty @y = 9@yt = 2+ (1= a)f(2)z = (1 - a)g(a)

que es una ecuacion lineal de primer orden.

Otra manera de resolver las ecuaciones de Bernoulli es tratarlas directamente como
si fueran ecuaciones lineales, es decir: La ecuacién de Bernoulli 3/ + f(x)y = g(x)y® se
convierte en una ecuacién de variables separables si se realiza el cambio de variable y =

u-v donde v es una solucién particular no trivial de la ecuacién asociada: y'+ f(x)y = 0.

5.3 Ecuaciones Homogéneas

Se llama ecuacién homogénea a toda ecuacién diferencial ordinaria y' = f(z,y) tal que
la funcién f(z,y) verifique®: f(Az,\y) = f(z,y), YA € R.

Existe evidentemente una cierta confusion en la notacién entre lo que hemos denomi-
nado “ecuacién lineal homogénea asociada” (ecuacion lineal con término independiente
nulo) y “ecuacién homogénea” (la que acabamos de definir).

Las ecuaciones homogéneas son convertibles en variables separadas mediante un cam-

—y

bio tinico (valido para todas las ecuaciones de este tipo). Efectivamente, llamando v = ¥

tendremos que la ecuacién en variables (z,u) es de variables separables®.

Ejemplo: Resolver la ecuacién diferencial: zyy’ = 22 + 2.

La ecuacién es evidentemente homogénea”:

22 4 42 A2+ (M\y)?2 a2 42
Yy AT Ay Ty

Hacemos por tanto y = ux y asi: ¢y’ = vz + u. Utilizando ya variables (x,u) tendremos:

1 d 1 d
x2u(u’x—|—u)=x2+u2x2:>u'a:+u=f—|—u:>—ux:f:>udu:—$
U dz U x

Por integracién directa concluimos que la solucién general de la ecuacién es: u? = Lna? + C.
Finalmente, en variables (z,y), tendremos

y? = 2?Lna? + Cx?

"Esta propiedad se enuncia alternativamente diciendo que f(z,y) debe ser una funcién homogénea
de grado cero. En general se llama funcién homogénea de grado p a toda funcién (en este caso de dos
variables, en general de cualquier nimero de variables) f(z,y) que verifique: f(Az, A\y) = AP f(z,y),
VYA eR.

5No es dificil demostrar esta afirmacién, veamos: si y = ux, entonces y’ = u'x + u, mientras que, por
ser una funcién homogénea de grado cero, se verificard: f(z,uz) = f(1,u) que no depende explicitamente
de x. Tendremos por tanto, que en variables (z,u) la ecuacién se escribe de la forma: %w =g(u) —u,
donde g(u) = f(1,u), que es evidentemente de variables separables.

"Nétese que también es una ecuacién de Bernoulli.
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5.3.1 Ecuaciones reducibles a homogéneas

a) Las ecuaciones de la forma
(ax + by + ¢)dx + (pr + qy + r)dy =0

(con a,b,c,p,q,r constantes y ¢ y/o r no nulas) son evidentemente no-homogéneas. Es
posible, sin embargo, convertirlas en homogéneas mediante un cambio de variables. Si

se verifica:

a b
b q

£0

entonces las rectas ax + by + ¢ =0y pxr + qy +r = 0 se cortan en un punto (zg, yo)-
Cambiamos entonces de variables (x,y) a variables (X,Y’) definidas de la forma: X =
T — x9, Y =y — yo. La ecuacién resultante serd de tipo homogénea.

Comprobaremos esta afirmacién para un ejemplo concreto:

Ejemplo: Dada la ecuacién:
(r4+y—3)de+ 2z —3y+4)dy=0

el punto de corte entre las dos rectas es facilmente calculable: zy = 1, yo = 2. El cambio de
variable serd por tanto:

X=2z-1, Y=y-2 = zz=X+4+1, y=Y+2
tendremos asi: de = dX y dy = dY, y la ecuacidn se re-escribe en variables (X,Y’) de la forma:
(X+Y)dX +(2X —-3Y)dY =0

que es evidentemente homogénea.

Si las dos rectas son paralelas, o coincidentes (el determinante antes citado seria
entonces nulo), la ecuacién es directamente convertible en variables separadas puesto
que en tal caso px + qy debe ser proporcional a ax + by, y en consecuencia la ecuacién
se reduce a una del tipo:

y' = flaz + by)

analizadas en la primera seccién del tema.

b) Algunas ecuaciones no homogéneas pueden convertirse en tales mediante algiin cambio
de variable. En particular son frecuentes los cambios del tipo y = z% para algin valor

de la constante «. Presentemos un ejemplo:

Ejemplo: La ecuacién 22 dy + 2(y? — yz?) dz = 0 es claramente no-homogénea. Probemos un
cambio de la forma: y = 2%, entonces dy = a2® ' dz, y tendremos la ecuacién, en variables
(z, 2):

ax®z N dz + 2(22Y — 2%2%) dx = 0



MATEMATICAS / BIOLOGIA / TEMA 5 57

en forma normal:
, =2 2% g2
z25 = - —-——
o 3332’0‘_1

que serd homogénea si se verifica que a + 2 = o + 2 = 2a. Estas ecuaciones tienen solucién:

2

«a = 2 y por tanto el cambio y = z* convierte la ecuacién original en homogénea:

, zx?—28
Z=—
x

Es interesante comentar que no es posible conocer a priori si una ecuaciéon no-
homogénea admite o no admite un cambio de este tipo, no queda més remedio, por
tanto, que utilizar el método de “prueba y error”.

5.4 Ejercicios

1. Integrar las siguientes ecuaciones con variables separables y problemas de valor inicial:
1.1) (1 +y?)dz + xydy = 0
L2) (v’ +2y?)y + 2 —yz* =0
1.3) (1 +y*)de = ady; y(1) = 1.
14) 21+ 392 +yy'vV1i+22 =0
15) e V(1 +y) = 1
1.6) yInydx + xdy = 0, con la condicién y(1) =
1.7) /1 — y?dx + yv1 — 22dy = 0, con la COHdlClOIl y(0) =1
18) (1+e ) yy' = e¥, con la condicién y(0) =0

2. Analiza las propiedades esenciales de las soluciones de las ecuaciones auténomas siguientes
(de forma cualitativa).

21)y =92 -1

22)y :y(l— y)

2.3) ¢ - +y—15

24)y =~y +y—;

25)y =—y +y—1

3. Resolver las siguientes ecuaciones lineales de primer orden y de Bernoulli.
3.1) y —tanz. y = cosz
2y +2y=2%+2z
(@2 +20—-1)y —(z+1)y=2-1
4) 2zy" — y = 322

6) 8z’ —y =~
7) (zy + 2%y =
8 y’+#1:—%x+1)3y2

)

)

) 2
3.5) y — 2xy = 2xe®

)

)

)

4. Intenta expresar la ecuacion: como una ecuacién lineal y encuentra su
b Y T Ccosy —|— sen 2y y
solucion.
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5. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales homogéneas:
51) (z —y)y — 2%y =0
5.2) (2% — 3y?)dx + 2xydy = 0, con la condicién y(2) = 1
5.3) 4 —3y+y'(2y —3z) =0
5.4) 4a: —i—xy 3y? +y/(—=bz? + 2zy + y?) =0
5.5) x
5.6) '

\ / — 2
2'ry
T 3x2—y2

6. Convertir las siguientes ecuaciones en ecuaciones homogéneas y resolverlas.
6 1) (y 4_ 3x2)dy = —zydx
6.2) y 3dx + 2(x 2_ xy2)dy =0
63) (e —y+3)de+Bzr+y+1)dy=0
6.4) (x+y)de+(z+y—1)dy=0

7. Clasificar las siguientes ecuaciones segiin su tipo y resolverlas.
7.1) (1+y?)dz + (14 2?)dy =0
7.2) e¥(1 + 22)dy — 22(1 + e¥)dx = 0
7.3) day?dx + (32%y — 1)dy =0
74) zy' =y +\/y? —a?
7.5) Zwy (2® + %) = y(y* + 22?)
7.6) da® —ay +y? +y (2 — 2y +4y*) =0
7.7) (a: +y? + 1)dy + xydz =0

4¥ —
78)y -4 =y
8. Clasificar las siguientes ecuaciones segun su tipo.
/_ 1
8.1) y = m

3 _ z3-2
( + 1)y + (22° - 1)y =
y +ycosx—senxcosx

8.2)

8.3)

8.4)

8.5)

)(y—:cy) = 2% + 3
87) 3z +y—2+y'(z—1)=0
88)2x+2y—1+y'(x+y—2)=0
8.9) By —Tx+T)dx — 3z — Ty —3)dy =0

8.10

8.11) (z +y)%y = a?

8.12) (1 —y)e¥y’ + H— =10

) (y +y/22y* + 1)dz + 22dy = 0
)
)
8.13) (y* + 1)da = (y— VI+y?)(1+2?)3dy
)@
)

8.14 (my +y) =a?
8.15) (z%y* + 1)dx + 22°dy = 0



Tema 6

Modelos Matematicos basados en
E. D. O. de Primer Orden 1

Incluiremos en este Tema algunos modelos sencillos que utilizan ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer orden. En el Tema siguiente, continuacion de éste, nos centraremos
en modificaciones o generalizaciones mas complicadas, que a menudo no pueden ser

resueltos de forma exacta.

6.1 Modelizacion Matematica

En general se entiende por “modelizacién matemética” el proceso por el cual se imita la
realidad en términos matematicos. El objetivo evidentemente es bien explicar o compren-
der los fenémenos naturales, bien encontrar respuestas a problemas técnicos o cientificos.

Toda modelizacién lleva consigo un proceso de “idealizacién”. La realidad suele ser
compleja y los problemas reales habitualmente dependen de multitud de pardmetros o
variables, al mismo tiempo que suelen estar inter-relacionados con otros procesos. El
disefio de un modelo matemaético lleva aparejada la simplificacién de muchos aspectos
del problema real.

Veremos en este Tema varios modelos matematicos relativos a las Ciencias Naturales
en general, en los que el “modelo” consiste en representar un fenémeno por medio de una
ecuacion diferencial ordinaria de primer orden. La resolucién de la ecuacién permitird no
s6lo comprender en profundidad algunos aspectos relevantes del fenémeno en cuestién
sino ademads, en los casos en los que se trate de estudiar la evolucién de un sistema, hacer
predicciones sobre el comportamiento futuro del mismo.

De manera general (y simplificada), la modelizacién matematica puede describirse

de forma sistemdtica por medio de los siguientes pasos a seguir!:

'Para detalles, ver: T.P. Dreyer, Modelling with Ordinary Differential Equations, CRC Press, 1993.
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1. Identificacién. Se trata de clarificar las preguntas que se intentan responder
con el modelo, formular el problema en palabras, documentar los datos relevantes
e identificar el mecanismo subyacente al problema real.

2. Suposiciones. El problema debe ser analizado para decidir los factores del
mismo que son importantes y aquéllos que pueden ser ignorados. Con todo ello
deben hacerse suposiciones (o idealizaciones) lo més realistas posible.

3. Construccion. En este paso se “construye” el modelo, es decir, se traduce al
lenguaje matematico el problema (junto con las suposiciones anteriormente reali-
zadas) obteniéndose un conjunto de ecuaciones (o inecuaciones) después de haber
identificado las variables que deben intervenir en las mismas.

4. Analisis o Resolucion. Se trata de la resolucién del problema. Las solucio-
nes consistiran en general en funciones por medio de las cuales la o las variables
dependientes se expresaran en términos de la o las variables independientes. Por
otro lado, se obtendra informacién acerca de los pardmetros que intervienen en el

modelo.

5. Interpretacion. En este paso, la soluciéon matemaética debe ser comparada con
la realidad para observar si se ajusta a lo conocido acerca del problema real. Se
trata, en definitiva, de interrumpir el proceso si se obtiene soluciones carentes de
sentido real.

6. Validacién. Una vez interpretada la solucion, se comprueba numéricamente
que concuerda con los datos disponibles sobre el problema.

7. Implementaciéon. Finalmente, se usa el modelo para describir el problema,
se pueden por tanto realizar predicciones sobre los valores de las variables. Es
necesario prestar atencién al rango de validez del modelo.

6.2 Modelos de Crecimiento de Poblaciones

El ntimero de individuos N de una especie determinada en un instante dado de tiempo

t es obviamente un numero natural N(t) € N, V&t € R. Si N es grande, podemos

considerarlo como un ntmero real N(t) € R y as{ suponer que N : R — R es una

funcién? continua y derivable Vt € R.

2Dada la libertad que tenemos en “empezar a contar el tiempo”, podemos escribir en general t € R.

Es habitual no obstante comenzar el estudio del fenémeno de crecimiento o decrecimiento en un instante

concreto tg = 0, con lo cual t sélo podria tomar valores positivos t € R™.
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N(t)

Figura 6.1: Grdficas de una N(t) “real” (curva discontinua, N toma dnicamente valores natu-

rales) y de su idealizacidn, la funcidn real de variable real N (t).

La tasa de incremento de la poblacién (crecimiento o decrecimiento, segin el caso)
en un intervalo de tiempo [t1, t2] vendrd dada por:

N(tz) — N(t1)
to — 11

mientras que la tasa instantanea o “velocidad de crecimiento”, cuando to — t1, sera la

derivada:
dN (t)
dt

Hasta aqui hemos expresado matematicamente, mediante una funcién derivable, la
poblacion de una especie aislada, vamos a considerar por tanto “modelos continuos para
una tnica especie”3.

En este problema tenemos la posibilidad de establecer una “ley (ecuacién) de con-
servacién”, lo cual sera de una inestimable ayuda a la hora de construir un modelo
concreto (en otros problemas no se dispone de tales leyes de conservacién). En este caso,

es evidente que se verificara:

AN (t)

= nacimientos(t) — muertes(t) + migraciones(t)

(idealizando evidentemente que la tasa de nacimientos, muertes y migraciones puedan
ser considerados una funcién del tiempo ¢).

Con estos ingredientes podemos ya plantear diferentes modelos consistentes en una
e.d.o. en las variables (¢, N(t)). Cada modelo concreto serd caracteristico de nuevas

idealizaciones que se tengan en consideracién.

3Veremos en préximos temas modelos para varias especies y comentaremos las posibilidades que ofrece
el considerar modelos discretos.
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6.2.1 Modelo de Malthus

En el contexto antes referido, se llaman Modelos de Malthus o Modelos malthusianos
a todos aquellos en los que se considera que los nacimientos y las muertes son propor-
cionales a la propia poblacion, es decir: nacimientos= a/N, muertes= bN, con a y b
constantes evidentemente positivas, mientras que no existen migraciones. La ecuacién

sera por tanto:

@:aN—bN:k:N
dt

donde k = a — b serd positiva si la tasa de natalidad es mayor que la tasa de mortalidad,
negativa en caso contrario y nula si se produce la situacién ideal en la que ambas coinciden
(las unidades en las que viene dada k son evidentemente de T, inverso de tiempo).

La solucién de la ecuacién diferencial ordinaria N = kN es trivial (se trata de una
ecuacién de variables separadas) y se tiene:

N(t)=CeM

Si se dispone, como dato anadido, de la poblacién en el instante inicial N (tg) = N,
la solucién particular del problema de Cauchy N’ = kN; N(tg) = Ny seré:

N(t) = Noektt=to)

Como ya se ha comentado, en general se considera el “inicio” del tiempo en el instante

to, es decir tg = 0, con lo cual la solucién se reduce a:
N(t) = Nyekt

Esta solucién presenta un comportamiento cualitativamente muy diferente segin sea

el signo de la constante de proporcionalidad k.

El modelo fue propuesto en 1798 por el economista y demégrafo Thomas Malthus, si
bien ya habia sido sugerido con anterioridad por L. Euler. El modelo de Malthus suele
ser util como modelo estimativo para intervalos de tiempo no muy grandes. Se ha usado
para el estudio de colonias de bacterias, poblaciones de pequenos mamiferos e incluso
para poblacién humana.

6.2.2 Modelo Logistico

El Modelo de Malthus que acabamos de estudiar implica que multitud de factores no
sean tenidos en cuenta, de hecho es un modelo extremadamente simple.

Una sustancial mejora en las suposiciones del modelo de Malthus viene dada por
el Modelo Logistico, propuesto por el matematico belga P. F. Verhulst en 1836. La
idea de Verhulst fue mejorar el Modelo de Malthus introduciendo la competencia entre
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k>0

Figura 6.2: Grdfica de tres soluciones posibles de la ecuacion de Malthus con idéntico valor de

Ny, correspondientes a un valor de k positivo, negativo y nulo.

los individuos de la especie en estudio como factor que altera los nacimientos y/o las
muertes. Tanto si la competencia afecta a la lucha por los alimentos, o por sobrevivir al
contagio de enfermedades, o al factor de que se trate, una suposicién razonable es medir
dicha competencia por medio del nimero de contactos posibles entre dos individuos de
la especie: el nimero de tales contactos, cuando se dispone de N individuos en total,
es (]g ) = %N (N —1). De esta manera la ecuacién de Verhulst o ecuacion logistica se
plantea de la forma?:

AN N(N—1) dN N
CV N — ke m ) S (12
T S T ( K)

donde se han redefinido las constantes: r = k1 + %]{22 y K = 2% + 1. Las dos constantes
asi definidas tienen un significado importante, % tiene unidades de tiempo y recibe el
nombre de “escala temporal” del modelo, se suele estimar que % proporciona el intervalo
de tiempo en el cual el modelo puede considerarse como una aproximacién aceptable al
problema real. Por su parte, K (unidades de poblacién) recibe el nombre de “poblacién
limite” por motivos que se haran evidentes en cuanto resolvamos la ecuacién anterior.
La ecuacion logistica es de variables separadas, su resolucién y posterior simplifi-
cacién, tomando ademés como dato inicial N(0) = Ny nos lleva a la solucién particular

(ver Problema 1):

. ]\7()]:((3ML . N()K
- K—i—No(e””t—l) - No—i-(K—No)e_rt

N(t)

Dado que se trata de una ecuacién auténoma (ver tema anterior) es fcil observar que

N =0y N = K son las soluciones estacionarias de la ecuacién logistica. El significado

“Puede entenderse en esta ecuacién que el término k1N es de tipo Malthusiano, mientras que
—k23N(N — 1) mide la influencia (negativa) que la competencia tiene sobre la natalidad y/o (posi-
tiva) sobre el numero de muertes.
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de la solucion N = 0 es trivial, si la poblacion inicial es nula no hay posibilidades de
crecimiento dentro de este modelo (ni de cualquiera en el que las migraciones no sean
consideradas). La segunda solucién estacionaria, que se produce cuando Ny = K, nos
indica que para una poblacién inicial exactamente igual a K, encontramos que N (t) es
constante V¢t € RT. Se trata por tanto de dos estados de equilibrio. Por otro lado, la
ecuacion logistica verifica de manera evidente las hipétesis del Teorema de Picard para
cualquier valor de N, y en consecuencia, las soluciones N = K y N = 0 no pueden ser
cortadas por ninguna otra solucién particular del modelo.

Si calculamos ahora el limite cuando ¢ — oo de la solucién tendremos:

=K

. . NoKe™
t1i>n<;lo N(t) = tliglo K+ Ny (et —1)
encontramos que, para una poblacién inicial Ny > 0 cualquiera, la solucién siempre
tiende al valor K, de ahi su nombre de “poblacién limite”.

Observamos en definitiva que el modelo logistico no prevé un crecimiento sin limite
de la poblacién, como ocurria en el Modelo de Malthus (con constante positiva), sino
que se prevé una estabilizacion de la poblacién alrededor del valor K. Se encuentran
tres regimenes bien diferenciados segin Ny sea mayor que K, menor que K pero mayor
que % y menor que %, como puede observarse en la Figura 6.3 (ver problema 3).

No>K

No=K

K
K>NO>§

K
No<§

Figura 6.3: Grdficas de las soluciones del modelo logistico para los diferentes valores relativos
de las constantes Ny y K.

Finalmente es interesante comentar que a pesar de sus restricciones evidentes, el
modelo logistico (e incluso el de Malthus para intervalos de tiempo cortos) se ajustan
muy razonablemente a los datos de que se dispone para algunas poblaciones, incluso a
veces mas alld de lo que cabria esperar (por ejemplo en andlisis de poblaciones humanas

sujetas a considerables migraciones y que atn asi se ajustan a una curva tipo logistica).
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Existe una razén para que esto ocurra: Consideramos un modelo general de la forma:

dN

T f(N

=1V
es decir donde tan sdlo suponemos que la ecuacién es autéonoma. Siempre podemos
aproximar la funcién f(N) (que en principio serd todo lo complicada que deseemos), en
las cercanias del punto inicial Ny por su polinomio de Taylor de grado n, en particular,
para n = 2:

IV < ) + Py v - 3o+ R vy

desarrollando el segundo miembro:

dN
E%(IO‘FGQN"_CLQNZ

Si ademéds suponemos que ag = 0 (ag # 0 significa que el modelo presenta “generacién
espontdnea” de individuos, o bien migraciones), esta ecuacion se reduce a la del modelo
logistico estandar.

Concluimos por tanto que independientemente de los razonamientos que llevaron
a introducir los modelos de Malthus y logistico, éstos constituyen respectivamente las
aproximaciones lineal y cuadrética naturales a cualquier modelo auténomo que se pueda

plantear.

6.3 Analisis Compartimental

Estudiaremos en esta seccién modelos bésicos de andlisis compartimental. Se trata de
describir mediante una funcién z(t) la cantidad de una sustancia que esté presente en un
compartimento en el instante de tiempo ¢. El “compartimento” puede ser de cualquier
tipo: un lago, un tanque de mezclas, etc. La idea bésica de estos modelos estd en una
ley de conservacién evidente: la tasa de cambio de la sustancia en el compartimento fl—f
serd igual a la velocidad de entrada de la sustancia en el compartimento en el instante
t menos la velocidad de salida de la misma:

dx

E = Ventrada — Vsalida

Dado que las velocidades de entrada y salida de la sustancia en el compartimento
dependen del proceso en cuestion, poco mas podemos decir de manera general sobre
estos modelo. Pasamos por tanto directamente a analizar un problema concreto:

Ejemplo: El agua del Lago Magdalena se estd viendo sujeta a un proceso contaminante debido
a la concentracién de plaguicidas consecuencia de la fumigacién de los naranjales cercanos. Por
otro lado, el rio Aguadulce, que desemboca en el lago, fluye hacia éste a razén de 200 1/m portando
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una concentracion de plaguicidas de 5 partes por millén. Si se suspende la fumigacién en los
alrededores del lago en el momento en el que la concentracién de plaguicidas habia alcanzado el
valor de 40 partes por millén y se supone que en dicho instante el volumen del lago es de 100
millones de litros, calcular el tiempo que transcurrird hasta que la concentracién sea inferior a
20 partes por millén. ;Qué volumen tendrd el lago en ese instante?

Nota: Suponer que el lago pierde agua a razén de 300 1/m.

Resolucién: Denominaremos z(t) a la cantidad de plaguicidas presentes en el lago a tiempo .
La concentracién de plaguicidas en el lago a tiempo ¢, que denominaremos c¢(t), serd obviamente:

c(t) = Uﬁgg), donde vol(t) denota el volumen del lago en cada instante de tiempo.

Es importante, en este tipo de problemas, distinguir con precisién las velocidades de entrada
y salida de la disolucién y las correspondientes al soluto, es decir a la sustancia en cuestién (en
este caso los plaguicidas). Desde este punto de vista la velocidad de entrada de disolucién en
el compartimento (1ago) es Uentrada dis. = 200 1/m y la de salida vsajida dis. = 300 1/m, donde 1
denota litro de disolucion. Las respectivas velocidades del soluto se obtendran multiplicando las
de la disolucién por la concentracién correspondiente. De esta manera, al tener la disolucién

entrante una concentracién de 5 partes por millén (es decir 5 mg/1) tendremos:
Ventrada = 2001/m 5mg/1 = 1000 mg/m

Por otro lado, el volumen vol(t) serd evidentemente: wvol(t) = vol(0) + (Ventrada dis. —
Vsalida dis.) - Como vol(0) = 100 10% = 10%, se tiene:

vol(t) = 10% — 100¢ = 100 (10° — ¢)

y asi: ®
) = To0(10° =

Podemos calcular finalmente la velocidad de salida:
x(t) 3x(t)

salida = 3001/ m———2"—+ =
Usalid I ooti00 —p) 8/ = Tor g e/

y asi escribir la ecuacién diferencial:

dx 3z
— =1000 — ———
dt 106 —¢

La ecuacién es facilmente identificable como una ecuacién lineal de primer orden en las
variables (¢,x). La ecuacién lineal homogénea asociada:

dx 3z

at 10—

tiene como solucién general:
A = K (10° —t)3

y en consecuencia el cambio de variable adecuado para resolver la ecuacién completa serd r =
u (10° — ¢)3. Este cambio convierte la ecuacién en:

du 1000

dt (106 — )3
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cuya integracién nos conduce a la solucién general (tras deshacer el cambio de variable):
z(t) = 500 (10° — t) + C(10° — ¢)?
para la cantidad de plaguicidas y

w0 5 C gs gy

= — )
(") = To0(10° =) 100

para la concentracion de plaguicidas en el lago.

Si se tiene en cuenta ahora la condicién inicial: ¢(0) = 40, es facil calcular la constante C
que determina la solucién particular que estamos buscando: C = 35107!%. Podemos escribir
finalmente la solucién particular:

x(t) =500 (10° — t) + 351079 (10° — ¢)*

c(t) =5+ 3510712(10° — ¢)?

X (t) c(t)
4000 40
3000 30
2000 20
1000 10
t t
100 200 300 100 200 300

Figura 6.4: Grdfica de z(t) (x en kilogramos, t en dias) y de c(t) (en mg/ml, t en dias).

La ecuacién
20 =5 +351072(10° — ¢;)?

nos proporciona el tiempo que tarda la concentraciéon en descender hasta 20 partes por millén:
t1 = 345346 minutos = 239.8 dias. El volumen del lago en ¢t = t; serd de 65.4 millones de litros.

De manera general esta es la resolucién tipica de un problema de analisis comparti-
mental con un sélo compartimento. Si se dispone de varios compartimentos interconec-
tados el planteamiento es similar pero se obtienen sistemas de ecuaciones diferenciales

de primer orden, que estudiaremos en un tema posterior.

6.4 Ley de Newton del Calentamiento y Enfriamiento

Entre las muchisimas aportaciones de Isaac Newton a la ciencia se encuentra la llamada
“Ley de Newton del Calentamiento y Enfriamiento” que establece: “La razon de cambio

de la temperatura de un cuerpo en contacto con otro es proporcional a la diferencia de
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temperatura entre ambos”. De esta manera, si T'(t) representa la temperatura del cuerpo
en estudio y Text(t) es la temperatura otro cuerpo en contacto con él, o, en muchos casos,
la temperatura del exterior o ambiente que rodea al cuerpo, entonces la ley de Newton
queda establecida por medio de la ecuacién diferencial®:

T — b (Tt - 7(0)
donde k es la constante de proporcionalidad (obviamente positiva).

Se pueden construir modelos més realistas si se afiaden en la ecuacién nuevos términos
que tengan en consideracion la influencia de otros factores como pueden ser aparatos de
calefaccién, calor generado por el propio cuerpo en estudio, etc. Tendriamos asi la

ecuacion:

dT(t)
Cdt

Si nos restringimos al caso més sencillo, con f(7T,t) = 0y Texy =constante, la ecuacién

=k (Texs(t) = T(t)) + f(T, 1)

se reduce a una del tipo variables separadas, cuya integracién es inmediata:

dT

—r =k (Toq =T) = T(t) = Tex + Ce™M

Si se tiene en cuenta la condicién inicial: T'(0) = Ty se deduce facilmente que la
solucién particular buscada es:

T(t) = Text + (TO - Text) e_kt

Analizando la solucion se observa que la Ley de Newton predice que con el paso del
tiempo la temperatura del cuerpo tiene a Teyt de manera asintoética.

5Evidentemente se da por sentado que todos los puntos de ambos cuerpos tienen exactamente la
misma temperatura.
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6.5 Ejercicios

1. Resolver la ecuacién logistica:

con la condicién inicial N(0) = Np.

2. Demostrar que las constantes que aparecen en la ecuacién logistica, K y r, pueden expresarse
de la forma:

K =

Ny (NoNy + NiNo — 2NoNo) | L <N2(N1 - NO))

) r=-—n ECEEEEUEY
N2 — NoN, t1 No(Noy — Nyp)

siempre y cuando se conozcan los datos N(0) = Ny, N(t1) = N1 y N(2t1) = Ns.

NoK —== Dpresenta un punto de inflexion

3. Demostrar que la curva logistica N(t) = No TR Ngye=

(N"(a) = 0) en R sélo si K > 2Np.

4. En 1970, el Departamento de Recursos Naturales arrojé en un lago 1000 ejemplares de una
especie de pez hibrido. En 1977 se calculé que la poblacion de esta especie en el lago era de 3000.
Usando una ley malthusiana para el crecimiento de la poblacién, calcule la poblacién de estos
peces en el lago en 1980. ;Cudl seria la poblacién en 19917

5. En el problema anterior, suponga que se dispone de la informacion adicional de que la
poblacion de peces en 1984 se estimé en 5000. Use un modelo logistico para calcular la poblacién
de peces en 1991. ;Cual es la poblacion limite?.

6. En 1970 se estim6 que la poblacién de caimanes en los terrenos del Centro Espacial Kennedy
era exactamente de 300. En 1980, la poblacién habia crecido hasta alcanzar un valor aproximado
de 1500 ejemplares. Usando una ley malthusiana para el crecimiento de la poblacién, calcule la
poblacién de caimanes en los terrenos citados en el ano 2000.

7. Con respecto al problema anterior, se dispone de la informacién adicional de que en 1975
la poblacién de caimanes era de 1200 ejemplares. Utilice un modelo logistico para calcular la
poblacién de caimanes en el afio 2000. ;Cudl es la prediccién de poblacién limite?

8. a) En 1790 la poblacién de Estados Unidos era de 3.93 millones, y en 1800, de 5.31 millones.
Usando un modelo malthusiano, estime la poblacién de Estados Unidos en funcién del tiempo.
b) Conocida la poblacién en 1790 (3.93 millones), en 1840 (17.07 millones) y en 1890 (62.95
millones), use el modelo logistico para calcular la poblacién correspondiente al tiempo t.

9. En una regién relativamente aislada del Africa subsahariana se estudié la evolucién de la
poblacion de gorilas. En 1940 se estimé en 500 el nimero de gorilas presentes en dicha zona,
mientras que en 1950 dicho nimero habia ascendido hasta 700 ejemplares.

a) Estima la poblacién de gorilas en 1960 y en 1970 suponiendo que el crecimiento de dicha
poblacion fuera explicable mediante el Modelo de Malthus.

b) Conociendo ademds que en 1960 el ntimero de gorilas presentes en la zona era aproximada-
mente 900, calcula el valor de la poblacién en 1970 utilizando el modelo Logistico. Calcula la
poblacion limite.
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10. Considere un gran tanque que contiene 1000 litros de agua, dentro del cual una solucién
salada de salmuera empieza a fluir a una velocidad constante de 6 1/m (litros por minuto). La
solucién dentro del tanque se mantiene bien agitada y fluye hacia el exterior del tanque a una
velocidad de 6 1/m. Si la concentracién de sal en la salmuera que entra en el tanque es de 1 kg/1,
determine cudndo serd de 1/2 kg/1 la concentracién de sal en el tanque.

11. En las mismas condiciones que el problema anterior supéngase que ahora que la salmuera
sale del tanque a razén de 5 1/m en lugar de a 6 1/m. Determine la concentracién de sal en el
tanque en funcién del tiempo.

12. Una solucién de salmuera de sal fluye a razén de 8 1/m hacia el interior de un gran tanque
que inicialmente contiene 100 litros de solucién de salmuera de sal en la cual establan disueltos 5
kg de sal. La solucion en el interior del tanque se mantiene bien agitada y fluye hacia el exterior
con la misma rapidez. Si la concentracién de sal en la salmuera que entra en el tanque es de 0.5
kg/1, determine la cantidad de sal presente en el tanque al cabo de ¢t minutos. ;Cuédndo alcanzard
la concentracién de sal en el tanque el valor de 0.2 kg/1?

13. Una disolucién de dcido nitrico fluye a razén constante de 6 1/m hacia el interior de un gran
tanque que inicialmente contiene 200 1 de una disolucién de 4cido nitrico al 0.5%. La disolucién
contenida en el tanque se mantiene bien agitada y fluye hacia el exterior del mismo a razén de
3 1/m. Si la disolucién que entra en el tanque es de 20% de 4cido nitrico, determine la cantidad
de acido nitrico presente en el tanque al cabo de ¢ minutos. ;En qué momento el porcentaje de
acido nitrico contenido en el tanque serd del 10%7?

14. Una alberca cuyo volumen es de 10000 litros contiene agua con el 0.01% de cloro. Empezando
en t = 0, desde la ciudad se bombea agua que contiene 0.001% de cloro, hacia el interior de la
alberca a razén de 5 1/m, y el agua de la alberca fluye hacia el exterior a la misma velocidad.
;,Cudl es el porcentaje de cloro en la alberca al cabo de 1 hora? ;Cuando tendré el agua de la
alberca 0.02% de cloro?

15. La corriente sanguinea lleva un medicamento hacia el interior de un érgano a razén de 3
cm?/s y sale de él a la misma velocidad. El érgano tiene un volumen liquido de 125 cm?. Si
la concentracién del medicamento en la sangre que entra en el érgano es de 0.2 g/cm?, ;cudl es
la concentracion del medicamento en el érgano en el instante ¢ si inicialmente no habia vestigio
alguno del medicamento? ;Cudndo la concentracién del medicamento en el érgano sera de 0.1
g/cm3?

16. El agua del rio Aguadulce fluye hacia el lago Magdalena a razén de 300 1/m. El lago
Magdalena contiene aproximadamente 100 millones de litros de agua. La fumigacion de los
naranjales cercanos ha ocasionado que la concentracién de plaguicidas en el lago llegue a ser de
35 partes por milléon. Si se suspende la aplicacién de plaguicidas, jcudnto tiempo transcurrird
hasta que la concentracién de los mismos en el lago Magdalena esté por debajo de 10 partes por
millén?

Nota: Suponer que el agua del rio Aguadulce no contiene plaguicidas y que el volumen del lago
permanece constante.

17. Supongamos que un termémetro que marca 100° se coloca en un medio que se encuentra a
una temperatura constante de 70°. Al cabo de 6 minutos el termémetro marca 80°. ;Cuédl sera
la lectura al cabo de 20 minutos?
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18. a) Una ecuacidn diferencial que describe el crecimiento de los peces es la “ecuacién alométrica”:

— = kP®
dt

donde P(t) es el peso del pez en funcién del tiempo y k y « son constantes de crecimiento.
Resolver la ecuacién alométrica para el rango 0 < a < 1.
b) Un modelo un poco més realista que el anterior consiste en modificar la ecuacién alométrica

dP pr
kP (1-
i = (1)

donde ahora se tienen cuatro constantes positivas ki, ko, a y pu. Resolver esta nueva ecuacion

de la siguiente forma:

sabiendo que las constantes de las que depende se han determinado empiricamente y valen,

aproximadamente:
2 1
3 F73

Calcular el limite de las soluciones de los dos modelos cuanto ¢ — oo.

kl = 127 kg = 64, a =

Sabiendo que el peso inicial de uno de los peces en estudio es de 1 Kg y que el tiempo viene dado
en meses, calcular su peso al cabo de un mes, segin los dos modelos resueltos.

19. La desintegracién radiactiva estd regida por la ecuacién diferencial:

i% +ax =0
donde x(t) es la masa de la sustancia radiactiva en funcién del tiempo t y a es una constante
evidentemente positiva (llamada “constante de desintegracién”). La vida media o semi-vida T'
de una sustancia radiactiva es el tiempo que tarda una determinada masa de la sustancia en
desintegrarse a la mitad de su valor inicial. Expresar T en funcién de a y evaluar a para el
isétopo de uranio U238 para el cual T' = 4.5 10° afios.

20. El carbono C'* extraido de un crdneo antiguo contenia sélamente una sexta parte del
extraido de un hueso de los tiempos actuales. ;Cudl es la antigiiedad del craneo? (Nota: la
constante de desintegracién del C1* es aproximadamente igual a 0.000126 1/afios).

21. La vida media del cobalto radiactivo es 5.27 anos. Supdéngase que un accidente nuclear ha
provocado que el nivel de este cobalto ascienda en una regién hasta 100 veces el nivel aceptable
para la vida humana. ;Cuédnto tiempo pasard hasta que la regién vuelva a ser habitable?
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Tema 7

Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias de Orden Superior al

primero

Una ecuacién diferencial ordinaria de orden n es de manera general una expresiéon del
tipo:
F<$7 y7 y/7 y//7 R 7y(n)) = 0

o bien, escrita en forma normal:

y ™ = fa,u,y "y Y) (7.1)
donde z es la variable independiente, y(z) la dependiente, e yl) = % ,paraj =1,...,n,
son las derivadas sucesivas de y(x) con respecto a .

Una ecuacion de orden n es siempre equivalente a un sistema de n ecuaciones ordina-
rias de primer orden, que estudiaremos en el préximo tema, por medio de la introduccién
de variables auxiliares, de la siguiente manera:

Dada la ecuacién (9.3), en variable independiente = y dependiente y(x), definiremos
nuevas variables dependientes como las derivadas sucesivas de y: yo = v/, y3 = ¢’ = 95,

o yn = y™ ) =y |, ademds de identificar y = y;, de manera que la ecuacién (9.3)

es equivalente al sistema de n ecuaciones ordinarias de primer orden:

y/1 = 92

/
Y2 = U3

Lo (7.2)
y7/1 = f(xaylay%"'ayn)

en variables (z;y1,...,Yn)-

73
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Ejemplo 1: Consideremos la ecuacién diferencial de segundo orden y” + 2zy’ — y?> = 0. Si
llamamos 3’ = p, entonces la ecuacién es equivalente al sistema de dos ecuaciones de primer
orden siguiente:

dy _
57—29
&=y —2zp

donde y y p son las variables dependientes y x es la variable independiente.

Ejemplo 2: Si consideramos la ecuacién: 3" = 2xy’ — (y”)? y llamamos: p =9/, 2 = ¢y" = p/
entonces es evidente que la ecuacion de tercer orden es equivalente al sistema de tres ecuaciones

de primer orden (en variable independiente z y variables dependientes (y,p, z)):

/

y =P
po= =z
7 = 2xp— 22

Aunque no entraremos en detalles técnicos en este temal, si que comentaremos ahora
que un Problema de Valor Inicial o Problema de Cauchy de orden n es el conjunto

formado por la ecuacion diferencial:

y™ = f@,y, 0,y y"Y)

mas las n condiciones iniciales:

y(zo) = Yo
Yy (z0) = Y
Y D(zg) =y Y

que bajo ciertas condiciones de “buen comportamiento” matematico, tiene solucién
Unica. Se generaliza entonces el Teorema que vimos para las ecuaciones de primer orden,
pasando de una ecuacién diferencial y una condicién inicial a una ecuacién de orden n

mas n condiciones iniciales para la variable dependiente y sus n — 1 primeras derivadas.

Ejemplo 1: Consideremos la e.d.o. de tercer orden: y”’ = 0. Su solucién es trivial, las
funciones cuya derivada tercera es idénticamente nula no son otras que los polinomios de grado
dos, la solucion general de la ecuacién serd por tanto:

y=0C —|—Cgl‘+03$2

y evidentemente depende de tres constantes arbitrarias.

!Dada la equivalencia entre las ecuaciones de orden n y los sistemas de n ecuaciones de primer orden,
dejaremos para el proximo tema la exposicién detallada del Teorema de Picard, que sera vélido para

ambos conceptos.
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Si planteamos ahora la resoluciéon del problema de valor inicial:
y"'=0 ; y0)=2 ; YO)=1 ; y'(0)=4
es facil concluir con que existe una tnica solucién que verifica las tres condiciones iniciales:
y=2+x+ 22>

esdecir: C1 =2, Co =1y C3=2.

Ejemplo 2: La ecuacién diferencial que determina el movimiento rectilineo uniformemente

acelerado es:
d*x
dt?
donde t es el tiempo (variable independiente), z(t) es la posicién (variable dependiente), y a es una

=a (7.3)

constante (la aceleracién constante que caracteriza el movimiento en estudio). La integracién de
(9.4) es trivial: « = Fat*>+C1t+Cs. Tomando como condiciones iniciales: z(0) = zg y 2/(0) = vo
se deduce facilmente la solucién particular:

1
z(t) = xo + vot + iat2

Un concepto importante que aparece al considerar ecuaciones de orden superior,
a diferencia de las de primer orden, es que existen diferentes posibilidades a la hora
de determinar las “condiciones iniciales” que pueden acompanar a una ecuacién dada.
Mientras que para primer orden toda condicién y(zg) = yo serd una condicién inicial,
en las ecuaciones por ejemplo de segundo orden, podemos tener un Problema de valor

inicial, como hemos definido anteriormente, dado por

Y’ = f(z,y,9)
y(zo) = %o
y'(zo) =

o bien otras variantes si las condiciones no se imponen en y e 3’ para un mismo x.

Por ejemplo, podemos conocer el valor de y(z) en un punto inicial zg: y(z¢) = yo
y en otro posterior: y(x1) = y1, en vez de conocer el valor inicial de y y de 3. En ese
caso tendremos un Problema de Frontera o Problema de Contorno, particularmente un
Problema de Dirichlet:

y' = flayy)
y(zo) = o
y(z1) = n
Otra posibilidad es un Problema de Contorno de Neumann:
y" = flz.y,9)
y'(xo) =
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Es importante resaltar que para estos problemas de contorno ya no existe un analogo
al Teorema de Picard, puede que exista una solucién particular tinica, puede que no exista
ninguna, pueden existir varias, etc. dependiendo de cada caso concreto. Veamos algunos

ejemplos:

Ejemplo: Resolver el problema de contorno:

La solucién general de la ecuacién es ficil de obtener (como veremos en los apartados siguientes)

y resulta:
y=Cre*+Cye™”

Si sustituimos ambas condiciones:

C1+ Cy =1
Cire+ CQ% = 1
sistema que da lugar a solucién unica: C; = %ﬁ, C> = 15, En definitiva, se trata de un

problema de contorno con solucién tnica:

— T 1—x
=T e

1»¥/

0.6

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 7.1: Solucion del Problema de Contorno: y’' —y =0, y(0) =1, y(1) = 1.

Ejemplo 2: La ecuacién
y =Yy

tiene como solucién general:
y=Cicosx+ Cysenzx

Si imponemos las condiciones de contorno:

tendremos infinitas soluciones (C; = 0 y Cs2 puede tomar cualquier valor):

y=Cssenz
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Figura 7.2: Soluciones del Problema de Contorno: y" +y =0, y(0) =0, y(w) = 0.

Sin embargo, las condiciones

nos conducen a que C; =0y C; = —1, y por tanto no existe ninguna solucién que las verifique.

7.1 Ecuaciones Lineales

Dedicaremos la parte fundamental de este tema a las ecuaciones lineales, particular-
mente a las de coeficientes constantes, por tratarse del tinico tipo de ecuaciones de orden
superior que puede ser siempre resuelto.

Se llama ecuacién diferencial lineal de orden n a la que es lineal en la variable
dependiente y sus derivadas, es decir una expresion del tipo siguiente:

Y™ +an () y" Y 4+ ar(x) Y + ao(x)y = f(2)

Si los coeficientes a;(x) son funciones de la variable independiente z, se dice que la
ecuacién es “de coeficientes variables”, mientras que si todos los coeficientes son funciones
constantes se denomina a la ecuacién “de coeficientes constantes”. Por otro lado, si el
término independiente f(z) es nulo se dice que la ecuacién es homogénea, siendo no
homogénea en caso contrario.

La estructura que se obtuvo al analizar las ecuaciones lineales de primer orden se
reproduce a nivel general, es decir: El conjunto de todas las soluciones de una ecuacién
lineal tiene estructura de espacio afin de dimensién n y ademds de tal manera que
la solucion general de la ecuacion viene dada por la solucién general de la ecuacién
homogénea asociada més una solucién particular de la ecuaciéon completa.

Por su parte, el conjunto de soluciones de una ecuacion lineal homogénea tiene es-
tructura de espacio vectorial de dimension n, de manera que se verifican las propieda-

des caracteristicas de superposicién de soluciones: la suma de dos soluciones de una
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ecuacién lineal homogénea sigue siendo solucién de la misma, y el producto de una
solucién por una constante también es solucién. EIl conocimiento de n soluciones li-
nealmente independientes? {¢1(x), ¢2(z), ..., ¢n(z)} resuelve completamente la ecuacién

homogénea, al ser su solucion general:

y(z) = Cr¢1(x) + Cadpa(x) + ... + Cpopn(x)

7.1.1 Ecuaciones Lineales Homogéneas con coeficientes constantes

Nos restringiremos en este anélisis a ecuaciones lineales de segundo orden con coeficientes

constantes, es decir de la forma:
y'+py +qy=0 (7.4)

si bien los resultados que obtendremos son facilmente generalizables al caso de orden n,
como se comentard mas tarde.

Si tenemos en cuenta la explicacién presentada en el apartado anterior para una
ecuacion lineal homogénea (tanto si es de coeficientes constantes somo si es de coeficientes
variables), la resolucién de la ecuacién (7.4) puede reducirse a encontrar dos soluciones
fundamentales, es decir dos soluciones concretas linealmente independientes, lo cual
puede hacerse directamente por varios caminos equivalentes. Seguiremos sin embargo
un método constructivo para tal cometido.

d

Denominaremos D al operador “derivada con respecto a z”: D = Z-. Con esta nueva

notacién es evidente que la ecuacién (7.4) puede re-escribirse como:
Y +py +qy=0¢ DDy + pDy+qy=0< (D*+pD +q)y=0

Desde un punto de vista algebraico, la expresién D? + pD + uede verse como un
b

polinomio en D, de hecho llamaremos ecuacién caracteristica o ecuacion auxiliar del

problema a la ecuacién algebraica (en una variable genérica A):

N+pr+qg=0

Si calculamos las raices de dicha ecuacion y las denominamos a y § tendremos que la

2Un sistema de funciones {¢1(z), 2(x), ..., ¢n(x)} definidas en un intervalo [x1,z2] es linealmente
dependiente en [z1, z2] si existen constantes no nulas A1, ..., A, tales que:

para todo x € [z1,z2]. En caso contrario las funciones serdn linealmente independientes en [x1, x2]. Exis-
ten varios criterios para determinar la independencia lineal de un conjunto de funciones (determinante
Wronskiano, determinante de Gram, etc.).
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ecuacién diferencial se escribe finalmente en la forma®:

(D—a)(D—p)y=0

Y la resolucion de esta ecuacion se puede reducir facilmente a la integracién de dos
ecuaciones diferenciales lineales de primer orden mediante el cambio (D—3)y =y —fy =

z. Es decir resolveremos el sistema:
/ _
Z—az = 0
/ _
y -0y = =z
La primera ecuacién es trivial y su soluciéon general es:
z=Ce"

Y asi la segunda ecuacién se reduce a:

! _ ox
y — Py =_Ce
Ecuacién lineal de primer orden no homogénea, cuya solucién, si a # 3, es:

_C
=273

donde se ha renombrado la constante C' de la forma: C; = QL,g

Yy €™ 4 Chel® = 012 4 Che’®

Podemos entonces resumir lo demostrado en que la solucién general de la ecuacion
y' = (a+ By + afy = (D — a)(D — B)y = 0 se reduce a la suma de las soluciones
generales de las ecuaciones (D — a)y = 0y (D — f)y = 0. Tenemos dos soluciones
fundamentales: e** y 7%, y todas las demds soluciones son combinaciones lineales de

ellas. Analicemos un ejemplo concreto antes de continuar con el razonamiento.

Ejemplo: Consideremos la ecuacién: y” + 2y’ — 3y = 0. Si denominamos D = % la ecuacién se
reescribe, en términos del operador derivada D en la forma:

(D*+2D —3)y=0

la ecuacién caracteristica es entonces A2 + 2\ — 3 = 0, cuyas raices son facilmente calculables,
resultando que A% + 2\ — 3 = (A — 1)(\ + 3). Tendremos asf:

D-1y=0=y —y=0=y=Cre"

(D4+3)y=0=9y'+3y=0=y = Che ™

3Estamos denominando a 'y 3 a las raices de la ecuacién cuadrética: A\? 4+ pA+ ¢ = 0, independiente-
mente de que dichas raices sean reales o complejas. Por otro lado, se deja al lector la comprobacién de
las identidades:

(D—a)(D—B)y=(D—-p3)(D—-a)y=y" —(a+pB)y +afy
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y por tanto la solucién final sera:
y = Cre” + Cye™ 3"

En el razonamiento anterior se imponia que o # (3, jqué ocurre si @ = (37, en este
caso la ecuacién a resolver es:

y —ay=Ce™

y su integracién conduce a:

y = C1e™" 4 Coxe™

Las soluciones fundamentales son por tanto: e* y xe®*.

Finalmente, un comentario aparte es necesario para el caso en el que las raices, a y
son complejas, es decir « = a+bi, § = a—bi. Formalmente todo lo comentado es valido,
es decir, las soluciones fundamentales son e**eb® y ¢~ v todas las soluciones pueden
obtenerse como combinacién lineal de ellas. El problema es que nosotros estamos intere-
sados tan sélo en las soluciones dadas por funciones reales de variable real, necesitariamos
por tanto construir combinaciones lineales de esas funciones que den lugar a un resul-
tado real. Esto se consigue facilmente teniendo en cuenta que: € = cos(bx) +isen(bz),
e~ = cos(bx) — isen(bx). De esta manera, considerando como soluciones fundamenta-
les a las funciones: e cos(bx) y e®* sen(bx), sus combinaciones lineales son exactamente
las combinaciones lineales “reales” anteriores.

Evidentemente, lo expuesto anteriormente es valido para ecuaciones de orden superior
al segundo (ver ejemplo posterior). Resumimos los resultados obtenidos

e Ecuaciones de la forma: (D — a)(D — 3)y = 0, solucién: y = C1e%® 4 Cpe’?.
e Ecuaciones de la forma: (D — a)%y = 0, solucién: y = C1e®® + Cowe®®,

e Ecuaciones de la forma: (D — (a + ib))(D — (a — b))y = 0, solucién: y =
e (Cy cosbr + Cysenbr).

Ejemplo: Resolver la ecuacién:
(D—1)3D*(D* +4)y =0

Dado que el polinomio lo encontramos ya factorizado, es decir la ecuacién caracteristica es:
(A = 1)3X2(X — 2i)(\ + 24) = 0, podemos escribir directamente la solucién general:

y = (C1 + Cox + C32?)e” + (C4 + C52)e’” 4 €%%(Cg cos 2z + Cysen 2z) =

= (C1 + Cox + C32?)e” + Cy + Csx + Cg cos 2z + Cr sen 2
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7.1.2 Ecuaciones no homogéneas. Calculo de soluciones particulares

Plantearemos ahora la resoluciéon de las ecuaciones no homogéneas:
¥ +py +aqy=f(2) (7.5)
Como ya se ha comentado, la solucién general sera de la forma:
y(®) = yma. + yp

donde yg a. es la solucion general de la ecuaciéon homogénea asociada e yp es una solucién

particular de la ecuacién completa.

4

Supongamos™® conocidas las raices de la ecuacién caracteristica asociada a la ecuacion

(7.5): A2+ pA + g = 0, de manera que re-escribimos la ecuacién en la forma:

(D= a)(D =By = f(x)
o bien el sistema equivalente:
2 —az=f(x)
y =By ==
La primera ecuacién es lineal de primer orden no homogénea y su solucién general es:
z = Ce 4 €% / e f(x)dx
mientras que la segunda nos proporcionara la expresion:

y = e’ + eﬁx/e_ﬁmzd:v

con lo que podemos concluir que la resolucién de un problema de este estilo requiere
calcular la integral del término independiente f(x) multiplicada por una exponencial,
y posteriormente integrar dicho resultado multiplicado por una segunda exponencial.

Explicitamente, y suponiendo el caso a # 3:
y = Cre** + Coel® 4 &P /e(o‘ﬁ)x [/ eaxf(sc)dx} dz

Mientras que para o = 3 la solucién se simplifica a:

y = C1e* 4 Coze™ + e / {/ e_“wf(x)dx} dx

4Los dos métodos mds habituales que aparecen en la literatura matemética para la resolucién de estas
ecuaciones son el Método de los Coeficientes Indeterminados, que comentaremos mas tarde, y el Método
de Variacion de las Constantes. Plantearemos a continuacion un andlisis general de estas ecuaciones que
nos llevara de manera natural al Método de los Coeficientes Indeterminados.
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Tenemos por tanto formalmente la solucién de cualquier ecuacién lineal con coefi-
cientes constantes de segundo orden. Es interesante plantearse en este momento qué

tipos de integrales de la forma:
/eaxf(x) dz

se pueden resolver explicitamente por las técnicas de integracion habituales. La lista de
las mismas es bastante reducida, de hecho (suponiendo evidentemente que « # 0) se
limita a tres tipos de integrales:

/eo‘me(az) dr /e‘m sen(bz)dx /eax cos bz dx

y variantes de las mismas (por ejemplo exponencial por polinomio y por seno, etc.) (Ver
Problema 1).

Tenemos en definitiva. que la resolucién explicita de una ecuacién de este tipo sélo
es posible de manera general para unos tipos muy concretos de funciones f(z) en el
término independiente de la ecuacién. Este hecho lleva a plantear el llamado Método de

los Coeficientes Indeterminados:

Dada la ecuaciéon
y(”) + anily(n_l) +...4+ Cbly/ + apy = f(ﬂ?)
tendremos:

e 1. Si el término independiente es un polinomio de grado m: f(z) = Py, ()

— l.a. Si 0 no es una raiz de la ecuacién caracteristica: una solucién particular

serd un polinomio del mismo grado yp = Q. ()

— 1.b. Si 0 es una raiz de la ecuacién caracteristica con multiplicidad k, entones
yp = a” Qm ().

e 2. Si el término independiente es de la forma® f(z) = e** P,,(x), con a € R.

— 2.1. Si a no es una raiz de la ecuacién caracteristica: yp = e** Qp ().
— 2.2. Si « es una raiz de la ecuacién caracteristica con multiplicidad k, enton-

ces: yp = e%xk Q,, ().
e 3. Si f(x) =e* (P(z) cos(fz) + Qm(x) sen(fx)), entonces:
— Si a + (7 no son raices de la ecuacién carateristica, tendremos:
yp = € (T (z) cos(fz) + Sy (z) sen(fzx))

donde r =max (I, m).

5Nétese que si a = 0 este caso se reduce al anteriormente considerado.
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— Si a4 son raices de la ecuacién carateristica con multiplicidad k, tendremos:
yp = e (Ty () cos(Bx) + S,(x) sen(Bz))
donde r =maéx (I, m).

Finalmente, es necesario insistir en que el método expuesto es sélo valido para de-
terminadas funciones en el término independiente (eso si, aquellas funciones para las
que es posible la integracién explicita de manera general). Si se admiten funciones de
todo tipo, aunque la integracién explicita no sea posible, es necesario recurrir a otros
métodos, como el ya citado Método de Variaciéon de las Constantes, Método de Cauchy,

etc.

Ejemplo: La ecuacién y” — 6y’ + 9y = 25¢” senz admite como solucién particular®: y, =
e” (4cosx + 3sen).

Ejemplo: La ecuacion y”+5y'+6y = e~* tiene asociada la ecuacién caracteristica A2+5A+6 = 0
cuyas raices son A = —3 y A = —2. Probando por tanto una solucién particular de la forma
yp = Aze™2* obtendremos que la solucién general de la ecuacién se escribe de la forma: y(z) =

Cre 2% 4 Che 3% 4+ ge 27,

Ejemplo: Andlogamente, la ecuacién y” + 5y’ + 6y = e tiene como solucién general a la
expresién: y(r) = Cre™2* + Cyre 37 + 1712693‘

7.2 Ecuaciones de Euler

Se denominan ecuaciones de Euler a las de la forma:

1

an 2"y ™ + a1 2"y 4 fayay +agy = f(2)

Se trata, evidentemente, de ecuaciones lineales con coeficientes variables. La prin-
cipal caracteristica de las ecuaciones de Euler es que son convertibles en lineales con
coeficientes constantes mediante el cambio de variable independiente”: z = e, t = Inx.
De esta manera tendremos:

_dy _dyde_1dy o dy
der dt dt xdt dt

para la primera derivada. Por calculo directo y repetidas aplicaciones de la Regla de la

Y

Cadena se obtiene: )
1:2 y// — diy o @
e dt
SNétese que la ecuacién caracterfstica tiene una séla rafz (doble) que obviamente no coincide con
1+4.
"Desde un punto de vista riguroso, este cambio de variable s6lo es posible para z > 0. Se puede

generalizar, no obstante, tomando x = —e’ para el rango: « < 0. En z = 0, en cualquier caso, el cambio
es singular.
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y asi sucesivamente se deducen las expresiones correspondientes a todos los érdenes que
sea necesario.

Completaremos la explicacién con un ejemplo concreto:

Ejemplo: Resolver la ecucacién de Euler:

a?y —ay +y =z
Denominando D = % aplicaremos las identidades antes deducidas:

wy' =Dy , 2" =(D’-D)y

de manera que la ecuacién se re-escribe, en variables (t,y):

(D?—2D + 1)y = e*
cuya solucién es, tras un breve calculo:

Y= Cyet + Cote + e

Deshaciendo el cambio:
y:Clx—‘,—CQx lnx—|—4\/aj“

7.3 Ecuaciones no lineales reducibles de orden

Determinados tipos de ecuaciones de orden superior al primero son reducibles a una

ecuacion de orden més bajo. Analicemos algunos de estos casos:

e Ecuaciones en las que no aparece explicitamente la variable dependiente:
y' = f(z,y)

En este caso el cambio de variable 3’ = p nos conduce al sistema de ecuaciones:

dy _

gj = D

L= flz,p)
De manera que podemos resolver la ecuacién segunda y sustituir el resultado en la
primera para obtener finalmente y(z).

e Generalizacion del caso anterior: Si una ecuaciéon de orden n no contiene explici-
tamente ni a la variable dependiente ni a sus k — 1 primeras derivadas, entonces el

cambio y®) = p reduce la ecuacién a una de orden n — k.
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e Ecuaciones que no contienen explicitamente a la variable independiente, es decir:

y' = f(y,y'), o en general y™ = f(y,y/,y",...,y™ V). En este caso se cambia

de variables (x,y) a variables (y,p) donde p = y’. Es necesario por tanto usar la

regla de la cadena, de forma que:

y/zp'y”zdfpzdfp@zpdfp
’ dr dy dz dy

El cambio de variables conduce a una nueva ecuacién de primer orden (de orden

n — 1 para el caso general).

7.4 Ejercicios

1. a) Demostrar que la integral de una exponencial por un polinomio es igual a la misma

exponencial por un polinomio del mismo grado.

b) Calcula las integrales siguientes:
/e‘” cos(bx)dx / e’senzx (z + 1)dx

2. Resolver las siguientes ecuaciones:

a) Y 4y Ay =e® b) v +y —2y=22245
c) y' +4y =cosx d) vy +9 +9y =0
e) Y -2+3y==4 , f) ¢y +9%=—dsenz , g) y'+9y=27"

Soluciones: a) y = e 20y + Cox) + %“7
b)  y=—(22+x+4)+ Cre* 4 Coe®
y = Cy cos(2z) 4+ Cy sen(2x) + <%=

)
~

d) y = Cre " 4+ Cs cos(3z) + Cs sen(3z)

e) y = e*(Cy cos(v2x) + Cosen(v2z)) + 3
) y:ClcOSSx—l—Cgsen?)x—%sent

9) y = C1 cos 3z + Cosen 3z + 322 — 2z

3. Resolver el siguiente problema de valor inicial:
y' =2y +y=3e"senz;  y(0)=1, y(0)=-1
Solucién: y = e*(1 +x — 3senx)

4. Resolver las ecuaciones:

b yy' —y?=0
o) (I+a®)y" +42+1=0
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Ci+1
[

Soluciones: a)y = Cy — In(z + C1); by = Cre“17; Ay=g + In|l+ Ciz|+ Cy

5. Resolver las siguientes ecuaciones:

5 2 1
a) 932?/’+5xy’=0 o) Yoy =0, 0 I2y”+6xy’+6y=;2

6. Un cierto ecosistema puede soportar una poblacién maxima de Pj; individuos de unas deter-
minadas especies. Se tiene inicialmente que la poblacién de Ny = %PM, mientras que la velocidad
de crecimiento es de %PM individuos por mes. En dicho instante tiene lugar una “explosién de
poblaciéon” que altera el balance ambiental de manera que la poblacién excede Py;. Dado que el
ecosistema no soporta tales situaciones se produce un descenso de la poblaciéon que finalmente
termina presentando oscilaciones decrecientes alrededor del valor Pjy.
Una “explosion” como la citada puede modelizarse por la ecuacién:

d?°N dN 5 5

e + s + ZN = ZPM
donde N es el nihero de individuos y ¢ es el tiempo en meses. Calcula N(t) y encuentra el valor
maximo que alcanza N (t) y en qué instante de tiempo se produce.

Solucién:

4 7
N(t) = Py (1 - (5 cost + 20 sent) e_ét)
Méximo en ¢ = 3.09 meses, N(3.09) = 1.167 Py;.



Tema 8

Sistemas de Ecuaciones
Diferenciales

8.1 Conceptos Basicos

Introduciremos en este tema los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias, en parti-
cular los de primer orden. Por simplicidad nos referiremos en esta seccién a sistemas de
dos ecuaciones, si bien las definiciones generales (para cualquier niimero de ecuaciones)
son esencialmente analogas.

De manera general un sistema de dos ecuaciones diferenciales ordinarias es toda

pareja de ecuaciones de la forma:

O (t, (1), 2' (1), ..., 2™ (2), y(1), ¥ (1), ...,y ™ (1)) —0}
a:’(t),...,x(p)(t),y(t),y’(t),...,y(r)(t)) =0

donde t es una variable independiente, y z(t) e y(t) denotan las variables dependientes.
Nos referiremos en estas notas a sistemas de dos tnicas ecuaciones diferenciales, si bien
casi todo lo explicado es generalizable facilmente al caso de n ecuaciones.

Una solucién de dicho sistema es toda pareja de funciones (x(t), y(t)) que sustituidas
en el sistema lo convierten en dos identidades. Si nos restringimos a sistemas de primer

orden tendremos en general:

O (t, x(t), 2'(t), y(t),y' (1) =0
Oy (t, (1), ' (1), y(t), /(1)) =0

y si fuera posible resolver en términos de las derivadas, se escribe en forma normal como:

9(z,y,t)
yt) = hiz,p.) } 5

87
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Ejemplos: El sistema:

z =223y +ely
y/ = 3z
esta escrito en forma normal.
El sistema
xy’ + x'2y — t3
y +x' cost = a3

no esté escrito en forma normal.

La solucién general de un sistema de dos ecuaciones depende de dos constantes
arbitrarias, es decir, serdn dos funciones de la forma: x = z(t,Cq,C2) e y = y(t, C1, C2).
Un problema de valor inicial o problema de Cauchy serd ahora un conjunto de ecua-

ciones de la forma:

(x>y7i) . l’(to) = o (82)

g
y/(t) = h(x,y, ) ’ y(t()) =%

Y el teorema de Picard se generaliza facilmente bajo las condiciones habituales de “buen
comportamiento” para las funciones g y h en un entorno del punto (tg,xo, o), garan-
tizandose la existencia y unicidad de la solucién del problemal.

Sistemas acoplados y no acoplados. Un sistema de dos ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer orden esté desacoplado si es de la forma:

? = f(.’l),t)
L o=gy1)

Evidentemente un sistema desacoplado es més bien un conjunto de dos ecuaciones “in-

dependientes” y su resolucién se reduce a la de ambas ecuaciones por separado.

Ejemplo: Consideremos el sistema:

dr _ ot
(cilt_Qm
dy _

a — Y

La primera ecuacién nos proporciona 1x2(t) = t? + C; = x(t) = £1/2t2 + 2C}, mientras que la

2
segunda tiene como solucién general y(t) = Cael.

Un sistema acoplado, evidentemente, es aquél en el cual las variables dependientes
se ven envueltas en ambas ecuaciones. A veces los sistemas acoplados son casi triviales

'De manera anéloga a lo que se expuso en el Tema 1 de la asignatura para ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer orden, una versién simplificada del Teorema de Existencia y Unicidad nos dice
que si las funciones g(z,y,t) y h(z,y,t) son de clase C* (continuas y diferenciables) en un entorno del
punto (xo, Yo, to) entonces el problema de valor inicial tiene solucién tnica en un entorno de dicho punto.
Obviaremos por tanto versiones mas “finas” del teorema, que requerieren no la diferenciabilidad de las
funciones si no tan sélo que se satisfaga la condicién de Lipschitz.
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de resolver, si una de las ecuaciones depende sdlo de la variable dependiente adecuada,

como podemos ver en el siguiente ejemplo:

Zd—f:2xy
dy —

Se trata de un sistema acoplado, pero es evidente que la segunda ecuacién es una ecuacion

Ejemplo:

desacoplada y podemos resolverla facilmente:
y(t) = Cp et
Sustituyendo en la primera ecuacién:

d
7' (t) = 220" = & 20 e'dt = In |z| = 2C1e' + Oy
x

8.2 Interpretacion geométrica de las soluciones de un S.E.D.O.

Dado un sistema de dos ecuaciones diferenciales ordinarias:

?Tf = f(:vv Y, t) }
% = g(CL‘, Y, t)

sea (z(t),y(t)) una solucién particular del mismo. Podemos entonces representar in-
dependientemente las funciones z(t) e y(t) frente a la variable de la que dependen, es
decir t. Pero también es posible identificar la solucién particular como las ecuaciones
paramétricas de una curva o : [t1,ts] — R2, o(t) = (2(t),y(t)). En tal caso, al plano R?
en el que representamos dicha curva se le denomina “plano de fase” del sistema y a la

curva “Orbita solucion”.

Ejemplo: El sistema
dx

G = 2cost
Z—'Z = —sent
con la condicién inicial (z(0),y(0)) = (0,2) tiene como solucién particular a: x(t) = 2sent,
y(t) = cost, que son las ecuaciones paramétricas de una elipse en el plano centrada en el origen

del mismo y con semiejes 2 y 1 respectivamente. Es facil eliminar el pardmetro ¢ entre ambas
ecuaciones y obtener asi la ecuacién implicita de dicha érbita: % +y* = 1. (Ver Figura 6.1).

Un sistema de condiciones iniciales (x(to),y(to)) = (xo,y0) se traduce en fijar un
punto por el que pasa la orbita.

Es importante hacer notar que la érbita de la solucién no da cuenta mas que de parte
de la informacién contenida en las soluciones. De hecho diferentes sistemas de ecuaciones
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T X

Figura 8.1: Grdficas de las soluciones (izquierda) y de la érbita (derecha,).

pueden dar lugar a idénticas érbitas aunque las soluciones sean distintas. También hay
que resaltar que las soluciones proporcionan unas ecuaciones paramétricas concretas de
la 6rbita, de manera que (interpretando la variable ¢ como “tiempo”) queda determinado

el “modo de recorrer” la érbita segtin la parametrizacion.

8.3 Sistemas Lineales

Restringiéndonos, como en la seccién anterior, a sistemas de dos ecuaciones diferenciales
ordinarias, y ademds escritos en forma normal, diremos que el sistema (9.1) es lineal si
las funciones g(z,y,t) y h(z,y,t) son lineales en las variables dependientes, sera no lineal

en caso contrario. De manera general por tanto un sistema lineal es de la forma:

4o — q(t)e + b(t)y + f(1) }

u
3
| |

W — c(t)x + d(t)y + g(t)

Si los coeficientes a(t), b(t),c(t) y d(t) son constantes, tendremos un “sistema lineal
con coeficientes constantes”, en caso contrario serd un sistema lineal con coeficientes
variables.

Sistemas Homogéneos de Ecuaciones Lineales: se trata de aquellos sistemas con
términos independientes nulos, es decir, para el caso de dos ecuaciones, seran sistemas

de la forma:

dr — q(t)z + b(t)y
= c(t)x 4+ d(t)y

Propiedades de las soluciones de un sistema lineal: El conjunto de las soluciones
de un sistema lineal homogéneo tiene estructura de espacio vectorial real?, esto significa
que si (z1(t),y1(t)) v (x2(t),y2(t)) son soluciones de un sistema lineal homogéneo, en-
tonces (x1(t) + z2(t), y1(t) + y2(t)) también lo es, al igual que (Az1(t), Ay1(t)), VA € R.
De lo anterior se deduce que si conocemos dos soluciones independientes de un sistema

2La dimensién de dicho espacio vectorial es igual al nimero de ecuaciones.
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lineal homogéneo, entonces conocemos todas las soluciones del sistema, pues cualquier
solucién serd una combinacion lineal de las anteriores.

De manera andloga a lo que ocurria con las ecuaciones lineales estudiadas en te-
mas anteriores, la solucién general de un sistema lineal (no homogéneo) siempre puede
escribirse como la solucién general del sistema homogéneo asociado méas una solucién
particular del sistema completo, es decir la solucién general serd de la forma:

z(t) = zu.a.(t,C1,C2) + xp
y(t) = yn.a.(t,C1,C2) + yp

Como vemos, para resolver un sistema lineal basta con resolver en primer lugar el
sistema lineal homogéneo asociado y determinar posteriormente una solucién particular
del sistema completo. Desgraciadamente, la resolucién del sistema homogéneo no siem-
pre es facil. Veremos a continuacién cémo para los sistemas con coeficientes constantes
si que podemos siempre obtener las soluciones de una forma no demasiado dificil.

8.3.1 Método de Eliminacion

El Método de eliminacién consiste en convertir un sistema de dos ecuaciones lineales
con coeficientes constantes en una dnica ecuacién lineal con coeficientes constantes de

segundo orden. Si partimos del sistema:

9t — qz + by + f(t)
E:cx—i-dy—i-g(t)

y denominamos D = % al operador derivada con respecto a t, tendremos:

(D —a)z—by = f(?)
—cx + (D —d)y = g(t)

Si decidimos eliminar la variable x del sistema procederemos de la siguiente forma:
multiplicando la primera ecuacién por —c y la segunda por (D — a) y restando los

resultados, reducimos el sistema a una ecuacién de la forma:
(D* +pD + q)y = h(t)

Ecuacion lineal con coeficientes constantes de segundo orden que resolveremos con las

técnicas aprendidas en el tema anterior.

Ejemplo 1: Resolver el siguiente sistema:

= dr—y
T = 2x+y
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El sistema puede ser re-escrito, en términos del operador D = % en la forma:
(D—4)z+y = 0 N D-1)(D-4z+(D—-1)y = 0
—2x4+(D-1)y = 0 —2x+ (D - 1)y =0

y asi, restando ambas ecuaciones, tendremos:
(D-1)(D—4)r+22=0 = (D*~5D+6)x=0
que puede ser resuelta facilmente y tendremos:

z(t) = Cp €3 4 Cy e

dxz(t)

<> resultara:

Teniendo en cuenta ahora la primera ecuacién: y(t) = 4a(t) —

y(t) = Cy e + 2C,e*

El ejemplo anterior nos ha mostrado facilmente cémo se puede proceder en un sistema
lineal homogéneo. Sin embargo, es posible y a menudo mas sencillo determinar de forma
directa la ecuacién caracteristica asociada al sistema. Veamos:

Dado el sistema lineal homogéneo con coeficientes constantes:

‘Zl—f:azn—l—by
%zcm—kdy

el proceso de eliminacién mostrado nos lleva a una ecuacién lineal de segundo orden con
operador asociado (D? + pD + q), tanto si se elimina la variable # como si se hace con
la y. Es facil demostrar entonces que la ecuacién caracteristica A2 4+ pA + ¢ = 0 de dicho
problema se obtiene directamente de la expresién?:
a— A b

c d— A\

Apliquemos este hecho a un ejemplo concreto:

Ejemplo 2: Resolver el siguiente problema de valor inicial:

G= v 2(0) =1
%: —r y(0) =1

3La demostracién més habitual (v elegante) de este hecho se puede hacer expresando matricialmente el

sistema y diagonalizando la matriz de coeficientes asociada. De una manera més directa, y basdndonos en
el razonamiento antes expuesto para la eliminacion de la variable, tenemos que la ecuacion caracteristica
serd: bc+ (A —a)(A—d) =0, y asi:

a— A\ b

b A—a)A—d)=0
c+ (A —a)( ) & e d>
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La ecuacion caracteristica sera:

-2 1
=0=M+1=0
-1 =X
Por tanto tenemos dos raices imaginarias: A\ = i, Aa = —i. De esta manera, la solucién sera,

por ejemplo para x(t):
z(t) = Kq cost + Ko sent

mientras que la variable y(t) la obtenemos facilmente a partir de la primera ecuacién: y(t) = 2/(¢):
y(t) = Ky cost — K sent

Sustituyendo las condiciones iniciales en ambas expresiones generales tendremos la solucién par-

ticular buscada:

z(t) = cost+sent
y(t) = cost —sent

La érbita solucién es en este caso una circunferencia de radio v/2, como puede observarse
facilmente si elevamos al cuadrado z(t) e y(¢) y sumamos ambas expresiones. Por otro lado,
la resolucién general del sistema visto como sistema auténomo (que estudiaremos en la seccién
siguiente), conduce a la ecuacién diferencial de las 6rbitas: x dz +ydy = 0 que da como solucién
evidente una familia de circunferencias concéntricas.

8.4 Sistemas autonomos

Un sistema de ecuaciones diferenciales es “auténomo” si no depende explicitamente de
la variable independiente, su forma general (para el caso de dos ecuaciones de primer
orden) serd por tanto:

b — f(z,y)
g(x,y)

Para los sistemas auténomos es siempre posible aplicar una estrategia de resolucion
consistente en obtener en primer lugar la ecuacién implicita de las érbitas solucion, de

la siguiente forma: Las ecuaciones pueden escribirse en forma diferencial:

de __
flzy) — dt

v — gt
g(z,y)

de manera que se puede eliminar la variable independiente, igualando los primeros miem-

bros y obtenemos la ecuacién diferencial ordinaria:

dx dy

flz,y)  g(z,y)

cuyas curvas solucién son evidentemente las o6rbitas del sistema de ecuaciones. Si en la

solucion general es posible despejar una de las incégnitas, entonces su substitucién en el



94 MATEMATICAS / BIOLOGIA / TEMA 8

sistema original nos proporciona una ecuaciéon ordinaria y, en definitiva, las soluciones

del sistema.

Ejemplo: Consideremos el sistema auténomo:

de _ 2
dt — vy
dy _ 1
dt — =z

La ecuacién diferencial que describe a las érbitas sera:

d d d 2d
L _gt=Y S T2 g =21y + C =z = Ky
27y e 7y

sustituyendo en la segunda ecuacién del sistema:

dy 1 ) 1 1, 1 , 3 N
Yo~ dy=—dt = 4P = —t + K' = y= (2t +3K
ait Ky Y WTRTT R ST v={x"*

2 1
y en consecuencia: x = K (%t + 3K') Sy = (%t + SK’) % es la solucion general del sistema

(dependiente de las constantes arbitrarias K y K').

Ejemplo 2: Consideremos el sistema auténomo:

d
@ =Y
dy — 9g

dt

con las condiciones iniciales: x(0) = 1, y(0) = v/2. La ecuacién diferencial que describe a las
Orbitas sera:
dx d de d 1
—:dt:—y:>—:—y:Zxdx:ydy:xQ:fyz—i—C:y:i 222 — K
Y 2x Y 2x 2
Ahora bien, de las condiciones iniciales se deduce que para t = 0, x e y han de tomar los valores
1 y v/2 respectivamente, por tanto una tnica érbita es la relevante, la que pasa por el punto
(1, \@) y, por tanto, nos quedaremos con la solucién particular: y = 2z (correspondiente a

K =0). Sustituyendo en la primera ecuacién del sistema:

d d
@ 2x:>£=\f2dt:>x206ﬁt
dt T

Utilizando de nuevo las condiciones iniciales concluimos con la solucién particular buscada:
z=eV2 y=+2eV2,

8.5 Ejercicios

1. Resolver el siguiente problema de valor inicial:

dt = 2p4y z(0) =1
W= —dz+2y y(0) =0

Solucién: x(t) = e*! cos(2t), y(t) = —2e* sen(2t).
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2. Calcular la solucion general del sistema de ecuaciones:

%: -2 — 4y + et

Solucién: x(t) = Cre™3t + Coe™2t + %, y(t) = —2C1e™ — Coe " + %t'

3. Calcular la solucién general del sistema de ecuaciones:

@@= Tty
dy — —2x — 4y +e 2

Solucién: x(t) = Cre ™3t + (Cy +t — 1)e 2t y(t) = —2C e 3 + (=Cqy — t + 2)e 2.
4. Calcular la solucién general del sistema de ecuaciones:

9= dr—y+t+5
W— o fy42—1

Solucidn: z(t) = Cre¥ + Cae® — 5 — 1, y(t) = C1e® +2Ce?" —t + 4.

5. Calcular la solucién general del sistema de ecuaciones:

= Tty
= = 2x+2y

6. Calcular la solucién general del sistema de ecuaciones:

= z+y

7. Calcular la solucién general del sistema de ecuaciones:

dr _
g—f— x+y
@ = Tty

Solucién: z(t) = & + Ke*, y(t) = -5 + Ke?t.
8. Calcular la solucién general del sistemas:

Zi—?: 2zy
_ .2
@= v

Solucién: z(t) = (tfgl)z, y= t_:(ljl'

9. Calcular la ecuacién de las 6rbitas solucién del sistemas:

ng= —y% +2y
= @=-2)y-2)

Determinar el sentido en el que se recorren las érbitas.

dr __
?— x
ay __
a = 2y

10. Resolver el problema de valor inicial:

con condiciones: x(0) = 1, y(0) = 1. Determinar el sentido en el que se recorren la érbita.

95
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Tema 9

Resumen de los Temas 7 y 8

Nota: Estos apuntes son un resumen de lo explicado en los temas 7 y 8 de la asignatura

de Matemadticas de primer curso de Biologia.

9.1 Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

9.1.1 Introduccion. Sistemas de E.D.O.

De manera general un sistema de dos ecuaciones diferenciales ordinarias es toda pareja

de ecuaciones de la forma:

=
—~
~
8
—~
~
~—
~
~—~
o~
S~—
8
—
2
S
~
N—
<
S
~
~—
<
~
~—~

£),...,y™ () :0}
(), 2P, y(0), 6 (t), -y () =0

donde t es una variable independiente, y z(t) e y(t) denotan las variables dependientes.
Nos referiremos en estas notas a sistemas de dos tnicas ecuaciones diferenciales, si bien
casi todo lo explicado es generalizable facilmente al caso de n ecuaciones.

Una solucién de dicho sistema es toda pareja de funciones (x(t),y(t)) que sustituidas
en el sistema lo convierten en dos identidades. Si nos restringimos a sistemas de primer

orden tendremos en general:

O, (t, x(t),

x/
Do (t, z(t), 2’

) y(t),y'(t)) =0
y si fuera posible resolver en términos de las derivadas, se escribe en forma normal como:
"t) = t
y't) = hz,y,t)

La solucién general de un sistema de dos ecuaciones depende de dos constantes

(1), y(t),y'(t) =0 }

arbitrarias, es decir, serdn dos funciones de la forma: x = z(¢t,C1,C2) e y = y(t, C1, C2).
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Un problema de valor inicial o problema de Cauchy serd ahora un conjunto de ecua-

ciones de la forma:

(:r:,y,t) . ZL‘(to) = 2o

g
y'(t) = h(z,y,t) y(to) = o (9.2)

Y el teorema de Picard se generaliza facilmente bajo las condiciones habituales de “buen
comportamiento” para las funciones g y h en un entorno del punto (tg,xo,yo), garan-
tizandose la existencia y unicidad de la solucién del problema.

Sistemas acoplados y no acoplados. Un sistema de dos ecuaciones diferenciales

ordinarias de primer orden estd desacoplado si es de la forma:

% = f(l‘at)
d
=gyt

Evidentemente un sistema desacoplado es méas bien un conjunto de dos ecuaciones “in-

dependientes” y su resolucién se reduce a la de ambas ecuaciones por separado.

dr __ ot
L
ay __
a Y

Ejemplo: Consideremos el sistema:

La primera ecuacién nos proporciona 1z%(t) = t? + C1 = z(t) = £/2t2 + 2C7, mientras que la

segunda tiene como solucién general y(t) = Caet.

Un sistema acoplado, evidentemente, es aquél en el cual las variables dependientes
se ven envueltas en ambas ecuaciones. A veces los sistemas acoplados son casi triviales
de resolver, si una de las ecuaciones depende sélo de la variable dependiente adecuada,

como podemos ver en el siguiente ejemplo:

de _
fﬁ—me}
@ =Y

Se trata de un sistema acoplado, pero es evidente que la segunda ecuacién es una ecuacién

Ejemplo:

desacoplada y podemos resolverla facilmente:
y(t) = Cl Bt
Sustituyendo en la primera ecuacion:

d
7' (t) = 22Cre’ = - 20 e'dt = In |z| = 2C e + Oy
x
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9.1.2 Interpretacién geométrica de las soluciones de un S.E.D.O.

Dado un sistema de dos ecuaciones diferenciales ordinarias:

9 = f(x,y,t) }

& =9g(z.y.t)

sea (z(t),y(t)) una solucién particular del mismo. Podemos entonces representar in-
dependientemente las funciones z(t) e y(t) frente a la variable de la que dependen, es
decir t. Pero también es posible identificar la solucién particular como las ecuaciones
paramétricas de una curva o : [t1,ts] — R2, o(t) = (x(t),y(t)). En tal caso, al plano R?
en el que representamos dicha curva se le denomina “plano de fase” del sistema y a la

curva “Orbita solucién”.

Ejemplo: El sistema
dz

Gf = 2cost
%’ = —sent
con la condicién inicial (z(0),y(0)) = (0,2) tiene como solucién particular a: x(t) = 2sent,
y(t) = cost, que son las ecuaciones paramétricas de una elipse en el plano centrada en el origen
del mismo y con semiejes 2 y 1 respectivamente. Es facil eliminar el pardmetro ¢ entre ambas

. ’ .’ . ’ . . ’ . 2
ecuaciones y obtener asf la ecuacién implicita de dicha érbita: - + y? =1

Un sistema de condiciones iniciales (x(to),y(to)) = (xo,y0) se traduce en fijar un
punto por el que pasa la orbita.

9.1.3 Sistemas Lineales y no Lineales

Restringiéndonos, como en la seccién anterior, a sistemas de dos ecuaciones diferenciales
ordinarias, y ademads escritos en forma normal, diremos que el sistema (9.1) es lineal si
las funciones g(x,y,t) y h(x,y,t) son lineales en las variables dependientes, serd no lineal

en caso contrario. De manera general por tanto un sistema lineal es de la forma:

Ao — a(t)r +b(t)y + f(t)
W = c(t)z +d(t)y + g(t)

Si los coeficientes a(t), b(t), c(t) y d(t) son constantes, tendremos un “sistema lineal
con coeficientes constantes”, en caso contrario serd un sistema lineal con coeficientes
variables.

Sistemas Homogéneos de Ecuaciones Lineales: se trata de aquéllos sistemas con
términos independientes nulos, es decir, para el caso de dos ecuaciones, seran sistemas

de la forma:

d
P =c(t)x

_l_

d(t)y
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Propiedades de las soluciones de un sistema lineal: El conjunto de las soluciones
de un sistema lineal homogéneo tiene estructura de espacio vectorial real!, esto significa
que si (z1(t),y1(t)) v (x2(t),y2(t)) son soluciones de un sistema lineal homogéneo, en-
tonces (x1(t) + z2(t), y1(t) + y2(t)) también lo es, al igual que (Az1(t), Ay1(t)), VA € R.
De lo anterior se deduce que si conocemos dos soluciones independientes de un sistema
lineal homogéneo, entonces conocemos todas las soluciones del sistema, pues cualquier
solucién serd una combinacion lineal de las anteriores.

De manera analoga a lo que ocurria con las ecuaciones lineales estudiadas en te-
mas anteriores, la solucién general de un sistema lineal (no homogéneo) siempre puede
escribirse como la soluciéon general del sistema homogéneo asociado més una solucién

particular del sistema completo, es decir la solucién general serd de la forma:

x(t) = :L‘H.A_(t, Ch, 02) +xp
y(t) = yn.a.(t,C1,C2) + yp

Como vemos, para resolver un sistema lineal basta con resolver en primer lugar el
sistema lineal homogéneo asociado y determinar posteriormente una solucién particular
del sistema completo. Desgraciadamente, la resolucién del sistema homogéneo no siem-
pre es facil. Veremos a continuacion cémo para los sistemas con coeficientes constantes

si que podemos siempre obtener las soluciones de una forma no demasiado dificil.

Método de Eliminacién

El Método de eliminacién consiste en convertir un sistema de dos ecuaciones lineales
con coeficientes constantes en una tunica ecuacion lineal con coeficientes constantes de
segundo orden. Si partimos del sistema:

dr __

i =az + by + f(t)

Y _

S =cx+dy+g(t)

y denominamos D = % al operador derivada con respecto a t, tendremos:

(D —a)z — by = f(t)
—cz + (D —d)y = g(t)

Si decidimos eliminar la variable x del sistema procederemos de la siguiente forma:
multiplicando la primera ecuacién por —c y la segunda por (D — a) y restando los
resultados, reducimos el sistema a una ecuacién de la forma:

(D? +pD + q)y = h(t)

Ecuacién lineal con coeficientes constantes de segundo orden que resolveremos en la

seccién siguiente.

!La dimensién de dicho espacio vectorial es igual al nimero de ecuaciones.
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9.1.4 Sistemas auténomos

Un sistema de ecuaciones diferenciales es “auténomo” si no depende explicitamente de
la variable independiente, su forma general (para el caso de dos ecuaciones de primer

orden) serd por tanto:

& = fz,y
d
=9y

Para los sistemas auténomos es siempre posible aplicar una estrategia de resolucion
consistente en obtener en primer lugar la ecuacién implicita de las érbitas solucion, de

la siguiente forma: Las ecuaciones pueden escribirse en forma diferencial:

de
flzy) — dt

- — qt
g(xy)

de manera que se puede eliminar la variable independiente, igualando los primeros miem-

bros y obtenemos la ecuacién diferencial ordinaria:

dx dy

flz,y)  g(z,y)

cuyas curvas solucién son evidentemente las Orbitas del sistema de ecuaciones. Si en la
solucion general es posible despejar una de las incégnitas, entonces su substitucién en el

sistema original nos proporciona una ecuaciéon ordinaria y, en definitiva, las soluciones

}

La ecuacién diferencial que describe a las érbitas seré:

del sistema.

Ejemplo: Consideremos el sistema auténomo:

do _
at —
dy _
at —

8 —< N

dx dy dz _ 2dy

=" =hjz|=2y+C=2=Ky*
Y

— =dt=—2 =
2/y 1/z x

sustituyendo en la segunda ecuacién del sistema:

1
dy 1 9 1 145 1 , 3 A
—=———=ydy==dt=> -y ==t+ K =>y=| =t+3K
it K2 VY TK 3V Tkt v=\x""

. 2 ) 1
y en consecuencia: x = K (%t + SK’) Sy = (%t + 3K') % es la solucion general del sistema
(dependiente de las constantes arbitrarias K y K').

Ejemplo 2: Consideremos el sistema auténomo:
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con las condiciones iniciales: x(0) = 1, y(0) = v/2. La ecuacién diferencial que describe a las

orbitas sera:
dx d de d 1
—:dt:—y:>—:—y:>2xdx:ydy:x2=fy2+02>y::|: 222 — K
Y 2x Y 2x 2
Ahora bien, de las condiciones iniciales se deduce que para t = 0, x e y han de tomar los valores
1 v /2 respectivamente, por tanto una tnica 6rbita es la relevante, la que pasa por el punto
(1, \/5) y, por tanto, nos quedaremos con la solucién particular: y = 2z (correspondiente a

K =0). Sustituyendo en la primera ecuacién del sistema:

%:ﬂx:}dxj:\@dté z=CeV?

Utilizando de nuevo las condiciones iniciales concluimos con la solucién particular buscada:
z=eV2 y=+2eV2,

9.2 Ecuaciones de Orden Superior al primero

Una ecuacion diferencial ordinaria de orden n es de manera general una expresion del
tipo:
F(z,y.y.y",....y™) =0

o bien, escrita en forma normal:

y™ = flz,y, 90",y D) (9.3)

donde z es la variable independiente, y(x) la dependiente, e yl) = % ,paraj =1,...,n,
son las derivadas sucesivas de y(x) con respecto a x.

Sin entrar en detalles técnicos, comentaremos que bajo ciertas condiciones de “buen
comportamiento” matematico, la ecuacién (9.3), junto con las condiciones iniciales y(zg) =
yo, ¥'(20) = by -, ¥V (2g) = y(()nfl), tiene solucién unica. De esta forma, lo que
estamos comentando se resume en la existencia de un Teorema de Picard para las ecua-
ciones de orden superior al primero, donde ahora el concepto de problema de valor inicial
dado por una ecuacién diferencial y una condicién inicial se extiende a una ecuacién de
orden n mas n condiciones iniciales para la variable dependiente y sus n — 1 primeras
derivadas.

Ejemplo: La ecuacién diferencial que determina el movimiento rectilineo uniformemente ace-
lerado es:

— =a (9.4)
donde t es el tiempo (variable independiente), :(t) es la posicién (variable dependiente), y a es una
constante (la aceleracién constante que caracteriza el movimiento en estudio). La integracién de
(9.4) es trivial: « = fat*>+Cyt+Cs. Tomando como condiciones iniciales: z(0) = zg y 2/(0) = vg
se deduce facilmente la soluciéon particular:

1
z(t) = xo + vot + §at2
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Tal y como se planted en la seccién anterior, un sistema de dos ecuaciones diferenciales
de primer orden es en general equivalente a una ecuaciéon de segundo orden. De igual
manera la resolucién de una ecuacién de orden n equivale a resolver un sistema de n

ecuaciones de primer orden.

Ejemplo: Consideremos la ecuacién diferencial de segundo orden 3 +2xy’ —y? = 0. Si llamamos

y' = p, entonces la ecuacién es equivalente al sistema de dos ecuaciones de primer orden siguiente:

d
& =y>—2zp

9.2.1 Ecuaciones Lineales con coeficientes constantes

Se llama ecuacion diferencial lineal de orden n a la que es lineal en la variable dependiente
y sus derivadas, es decir una expresién del tipo siguiente:

™+ an () y" Y+ +ar(x) Y+ ao(x)y = f(2)

Si los coeficientes a;(x) son funciones de la variable independiente z, se dice que la
ecuacion es “de coeficientes variables”, mientras que si todos los coeficientes son funciones
constantes se denomina a la ecuacion “de coeficientes constantes”. Por otro lado, si el
término independiente f(x) es nulo se dice que la ecuacién es homogénea, siendo no
homogénea en caso contrario.

Nos restringiremos en este tema a ecuaciones lineales de segundo orden con coefi-
cientes constantes, es decir de la forma:

Yy +py +qy=f(z)

La estructura de las soluciones que se obtuvo al analizar las ecuaciones lineales de
primer orden se reproduce a nivel general, es decir: la solucién general de una ecuacién
lineal es siempre la suma de la solucion general de la ecuacion homogénea asociada y
una solucién particular de la ecuacién no-homogénea.

Comenzaremos por tanto el estudio de este tipo de ecuaciones con las ecuaciones

homogéneas.

Ejemplo: Consideremos la ecuacion: 3" + 2y’ — 3y = 0. Si denominamos D = % la ecuacién se
reescribe, en términos del operador derivada D en la forma:

(D* 42D —3)y =0

denominaremos polinomio caracteristico de la ecuacién al polinomio A2 4+ 2\ — 3, cuyas raices
son facilmente calculables, resultando que A% +2X —3 = (A — 1)(A + 3).
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Es entonces f4cil comprobar que la ecuacién puede re-escribirse como (D — 1)(D + 3)y = 0.
El hecho crucial que permite la resolucién sencilla de este tipo de ecuaciones es que la solucién
general de la ecuacién (D — 1)(D + 3)y = 0 no es mds que la suma de las soluciones generales de
las ecuaciones (D — 1)y =0y (D+3)y =0.

D-1)y=0=y —y=0=y=Cre"

(D4+3)y=0=y +3y=0=y = Che >

y por tanto la solucion final sera:
y = Cre” + Cge 3"

Evidentemente, lo expuesto en el ejmplo es valido para cualquier ecuacién tal que las
raices de su polinomio caracteristico sean reales y diferentes. Existen otras dos posibili-
dades. Sin entrar en mas detalles, senalaremos que en esos casos la resolucién es similar,

obteniéndose los siguientes resultados:
e Ecuaciones de la forma: (D — a)(D — 3)y = 0, solucién: y = Kje® + Kyel.
e Ecuaciones de la forma: (D — a)?y = 0, solucién: y = K1e® + Kate™.
e Ecuaciones de la forma: (D? + a?)y = 0, solucién: y = Kj sen at + K cos at.

e Ecuaciones de la forma: (D — (a + i3))(D — (o — i8))y = 0, solucién: y =
e*' (K7 cos Bt + Ko sen f3t).

Caélculo de soluciones particulares

Nos limitaremos a el método comunmente conocido como de los coeficientes indeter-
minados, que permite calcular la solucién particular de una ecuacién no-homogénea en
algunos casos concretos, es decir, para un determinado tipo de términos independientes.
Dada la ecuacién

Y™+ a1y Y + 4y + agy = flx)

tendremos:
e 1. Si el término independiente es un polinomio de grado m: f(z) = Py, ()

— l.a. Si 0 no es una raiz de la ecuacién caracteristica: una solucion particular

serd un polinomio del mismo grado y, = Q(x)

— 1.b. Si 0 es una raiz de la ecuacién caracteristica con multiplicidad k, entones
Yp = 28 Qu ().

e 2. Si el término independiente es de la forma? f(z) = e** P,,(x), con a € R.

2Nétese que si a = 0 este caso se reduce al anteriormente considerado.
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— 2.1. Si & no es una raiz de la ecuacién caracteristica: y, = e Qp, ().

— 2.2. Si « es una raiz de la ecuacion caracteristica con multiplicidad k, enton-

ces: yp = ek Q(2).
e 3. Si f(z) = e (Pi(z) cos(Bz) + Qm(z) sen(fx)), entonces:
— Si o+ (i no son raices de la ecuacion carateristica, tendremos:
yp = e (T} (x) cos(Bz) + Sy (x) sen(Bx))

donde r =maéx (I, m).

— Si a3 son raices de la ecuacién carateristica con multiplicidad k, tendremos:
yp = a*e® (T, (2) cos(Bz) + S, (x) sen(Bz))

donde r =max (I,m).

Ejemplo: La ecuacién y” — 6y’ + 9y = 25¢”senz admite como solucién particular®: Yp =
e’ (4dcosx + 3senx).

Ejemplo: La ecuacién y"+5y'4+6y = e 27 tiene asociada la ecuacién caracteristica A2+5\+6 = 0
cuyas raices son A = —3 y A\ = —2. Probando por tanto una solucién particular de la forma
Yp = Axe~2* obtendremos que la solucién general de la ecuacién se escribe de la forma: y(z) =
Cre 2% 4 Che 3% 4+ ge— 2,

Ejemplo: Andlogamente, la ecuaciony”+5y'+6y = e tiene como solucién general a la expresion:
y(z) = Cre 2 + Coe 3% + Le”.

9.2.2 Ecuaciones no lineales reducibles de orden

Determinados tipos de ecuaciones de orden superior al primero son reducibles a una

ecuacion de orden mas bajo. Analicemos algunos de estos casos:
e Ecuaciones en las que no aparece explicitamente la variable dependiente:
! /
y' = f(z,y)

En este caso el cambio de variable 3’ = p nos conduce al sistema de ecuaciones:

L= flz,p)

De manera que podemos resolver la ecuacién segunda y sustituir el resultado en la
primera para obtener finalmente y(z).

3Nétese que la ecuacién caracterfstica tiene una séla rafz (doble) que obviamente no coincide con
1+,
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e Generalizacion del caso anterior: Siuna ecuacion de orden n no contiene explicitamente

ni a la variable dependiente ni a sus £ — 1 primeras derivadas, entonces el cambio

y*) = p reduce la ecuacién a una de orden n — k.

Ecuaciones que no contienen explicitamente a la variable independiente, es decir:
y" = f(y,1'), o en general y™ = f(y,9/,y",...,y™ V). En este caso se cambia
de variables (z,y) a variables (y,p) donde p = y'. Es necesario por tanto usar la
regla de la cadena, de forma que:

y’:p‘y":@:d—p@:pdﬁ
’ dr dy dx dy

El cambio de variables conduce a una nueva ecuacién de primer orden (de orden
n — 1 para el caso general).
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9.3 Ejercicios

1. Resolver el siguiente problema de valor inicial:

dt
dt

de — 91 +y z(0) =1
U — gy 42y y(0) =0

Solucién: x(t) = e* cos(2t), y(t) = —2e* sen(2t).
2. Calcular la solucién general del sistema de ecuaciones:

= 71'+y
= 2x—4y+et

3. Calcular la solucién general del sistema de ecuaciones:

dz

E:
@:

dt

Nota: ver ejemplos del tema 5

—x+y
2z —4dy+e 2

4. Calcular la solucién general del sistema de ecuaciones:

= 2o0+y+2t—1

dz—y+t+5 }

Solucién: z(t) = Cre3* + Coe?® — L(t + 11), y(t) = Cre® + 2Ce* — ¢t + L.
5. Calcular la solucién general del sistema de ecuaciones:

dz

a = TTY
%: 2z 4+ 2y

6. Calcular la solucién general del sistema de ecuaciones:

a =TTy
%: —x + 3y

7. Calcular la solucién general del sistema de ecuaciones:

= Tty
dy _
Y= x4y

Solucién: z(t) = & + Ke*, y(t) = -5 + Ke?t.
8. Un modelo de la propagacion de una enfermedad a través de una poblacién estd dado por el

sistema:

donde a y b son constantes positivas.

b = aSI—bI

% = —aSI }

S(t) representa la poblacién susceptible de enferemar e

I(t) la poblacién infectada. Analizar el plano de fase para este sistema. Explicar por qué ocurre

b

una epidemia cuando S(0) > 2.



