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Capitulo 1

Funciones

1.1. Funcion

Uno de los conceptos mas importantes en matematica es el de funcién. El matematico
francés René Descartes utilizé el término funcién por primera vez en 1637 para designar
una potencia z™ de la variable x. En 1694 el matematico aleman G. W. Leibnitz utilizé el
término para referirse a varios aspectos de una curva, como su pendiente. Aunque el con-
cepto de funcion, en su origen, esta relacionado con aquellos fenémenos naturales en los
que dos o mas variables estan sujetas a cambios que se influyen entre si, no es hasta el
siglo XIX cuando Lejeune Dirichlet (1805-1859) define el concepto de funcién como una
relacion entre dos variables, definicion que se acepta hasta hoy dia.

Las funciones permiten describir el mundo real en términos matematicos, como por ejem-
plo, las variaciones de la temperatura, el movimiento de los planetas, las ondas cerebrales,
los ciclos comerciales, el ritmo cardiaco, el crecimiento poblacional, etc. En este capitulo
se trataran las funciones méas usuales en la modelizacion de fenémenos en las distintas
ciencias y en la vida diaria.

Definicién 1.1 (Definicién de Funcién).
Una funcion f de un conjunto A, a un conjunto B es una regla que asigna a cada elemento
x de A, exactamente un elemento, llamado f(x), de B.

El conjunto A recibe el nombre de dominio y el conjunto B recibe el nombre de codominio
o recorrido. El elemento y € B asociado con x por la funcién recibe el nombre de imagen
de z. La caracteristica esencial de una funcion es que cada elemento x € A tiene una y sola
una imagen en B. De este modo no puede haber dos elemento diferentes en B asociados
con un solo elemento z del dominio. Pueden haber elementos en B que no sean imagen
de ningun elemento de A.

Ejemplos 1.1. Si el conjunto de pares ordenados
2 2 2

f= {(La),(2,%+—+C—),(3,a+b),(3,—c)}

ac ab

1
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representa una funcion determine el valor de f(2).

Solucion.

Dado que f(3) = { ato , entonces a + b = —c por ser f una funcion. Asi que

2 b2 2
JQ =+

bc  ac ab

Reemplazando ¢ por —(a + b) se tiene

a? b? (a+0b)?
1(2) = “bla+b)  ala+b) N ab

& G
bla+b) a(a+Db) ab

 —a® =V +a’+a’b+ bPa+ b

- ab(a 1 0) 2

_abla +D)
~ ab(a +b) 2

f2)=3

Cabe mencionar que no todos los matematicos definen el codominio como se ha hecho
aqui, algunos definen el recorrido como el subconjunto de B que contiene todas las imége-
nes de los elementos de A; en esta terminologia B no tiene nombre especial. En este texto
trabajaremos con un tipo de funciones llamadas funciones reales de una variable real.

Definicién 1.2. Funcién real de variable real

Una funcion de variable real es una regla que a cada nimero real x de un conjunto D C R,
le asocia un unico nimero real f(x), llamado imagen de x bajo f. Una funcién tal se

denota f : D CR — R.

Definicién 1.3. Dominio de una funcién

El dominio de una funcion es el conjunto de los valores reales en los cuales la funcion

toma wvalores reales.

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.
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Ejemplos 1.2. Determinar el dominio de cada una de las siguientes funciones:

1. f(x)=VT+zx
Dy={z|f(z) eR}={z|VT+z R}
={z|T+2>0}={z|z> -7}
= [-7,+00)
24 >:a:2$—16
D, = {z]|g(z) € R} = {x|2” — 16 # 0}
=R—{z]2*-16 =0} =R — {z |z = +4}
= (—o00,—4) U (—4,4) U (4, +00)

Dy = {z|h(z) € R} = {z|2® — Tz + 12 # 0}
={z|(@=3)(x —4) #0} =R - {3,4}
= (—00,3) U (3,4) U (4, +00)

i) = 5

Dj={z|jlx)eR}={z|VE-—2€R y 2°—3z+2+#0}
:{x‘5—x20y(w—2)(:ﬁ—1)%O}:(—oo,5]—{1,2}
= (—00,1) U (1,2) U (2,5]

5. G(z) =vr+6++8—x

Dp={z|G@x)eR}={z|z+6>0 y 8—x>0}
:[_678]

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.
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Definicién 1.4 (Codominio). El rango de f es el conjunto de todos los posibles valores
de f(z) conforme x cambia en todo su dominio.

Ejemplos 1.3. Determinar el codominio o rango de cada una de las siquientes funciones:
1. f(x) =T+

Ry ={f(x)|x e Ds} = {f(x)] f(x) >0}
= [0,00)

Ry ={g(z)|z € Dy} = {g(z) | g(x) # 0}
_R- {0}

Ejemplos 1.4. Las curvas de los tres siguientes ejemplos son grdficas de funciones y los
puntos A y B no pertenecen a dichas grdficas. Determinar dominio, rango y el nimero
de raices de cada funcion

@)

-
|
-,
o
")

Solucion
El dominio de la funcion y = f(x) es: Dy = (=2,7)

El rango de la funcion y = f(x) es: Ry = (—7,25)
La funcion y = f(x) tiene sdlo una raiz, que es negativa.

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.
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Solucion

El dominio de la funcion y = f(x) es: Dy = (—8;10] — {7}.
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El rango de la funcion y = f(x) es: Ry = (—5;35] — {5}.

La funcion y = f(x) tiene 3 raices, una negativa y dos positivas.

J. Rodriguez C.

: \ R96)
B

A !

| \ y=Fix) /

I ' |

| \ [

| \ /1

| Ill"‘-.l ! [

| Bla.0) J |

| y A =

Nl
o(5,—1
A. Arroyo C.

L. Salas M.
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Solucion

El dominio de la funcion y = f(x) es: Dy = (1,4)
El rango de la funcion y = f(x ) es: Ry =[—1,9].
La funcion y = f(x) tiene una raiz x # 4.

1.1.1. Simetria

Definicién 1.5.
Una funcion f es par si f(—x) = f(x)
Una funcion f es impar si f(—x) = —f(z)

Ejemplos 1.5. 3% Probar que f(z) = z* + 1 es una funcidn par.
En efecto, f(—x) = (—x)* + 1 =2+ 1= f(z) entonces f es par.

% Probar que f(x) =z + 2 es una funcidn impar.
En efecto, f(—z) = (—x) + (—2)® = —x — 2% = —(z + 2%) = —f(x) entonces f es
1mpar.

%% La funcion f es par, y su grdfica para x > 0 es la figura siguiente:

a) Complete la grdfica de f.

b) Obtenga su dominio, raices y rango.

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.
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Solucion

a) La grafica completa es:

b) Su dominio es Dy = (—00,—2) U (2,00)
Su rango Ry = {—4} U [—2,4]
Sus raices: —8, -4, 4 y 8.

1.1.2. Grafica de una Funcién

Una de las caracteristicas importantes que tienen las funciones reales de una variable real
es que podemos tener representaciones geométricas de ellas, por medio de una curva en
el plano cartesiano, que llamaremos grafica de la funcion.

Definicién 1.6. Sea f: D C R — R una funcion definida en D. Se denomina grdfica de
la funcion real y = f(x) al conjunto de puntos {(z,y)|y = f(x)}.

La grafica de una funcién es de gran relevancia, porque ilustra facilmente su dominio,
codominio, puntos de interés, etcetera. Para representar graficamente una funcion, es
comun utilizar un sistema de coordenadas rectangulares o cartesianas, en las cuales, la
variable independiente x se representa en el eje horizontal, y la variable dependiente y en
el eje vertical.

Técnicas Basicas para esbozar la grafica de una Funcién

A continuacion se describen algunos pasos a seguir para obtener un esbozo de la grafica
de y = f(x), por medio de la representacién de puntos:

* Determinar los puntos de interseccién de y = f(z) con cada eje coordenado.

% Construir una tabla de valores de f. Escoger un grupo representativo de valores de
x en el dominio de f, y construir una tabla de valores (x, f(x)).

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.
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Representar los puntos (z, f(z)) considerados en la tabla, en el sistema de coorde-
nadas.

Unir los puntos representados por medio de una curva suave

Ejemplos 1.6.

1.-

La ecuacién y? = x representa a una pardbola en el plano xy. ;Puede ser conside-
rada esta pardbola como la grdfica de una funciony = f(x)? Justifique su respuesta.

Solucién
La pardbola x = y* es una curva plana que se abre hacia la derecha con eje hori-
zontal. A cada nimero x > 0 le corresponden dos valores diferentes de y que son

y = ++/x.

Entonces esta curva no puede ser considerada como la grdfica de alguna funcion

y = f(z).

Sea g(x) =4 — 2% con -2 <z < g Dibujar la grdfica de la funcion, determinar el
dominio, el codominio y la raices de la funcion.

Solucion

Como g(z) = 4 — 2%, entonces g(x) — 4 = —x2, asi que la grdfica de la ecuacidn es
una parabola que abre hacia abajo, con vértice en (0,4). Los cortes con el eje x lo
obtenemos cuando g(x) = 0, entonces x = £2, asi que la Unica raiz es x = 2.

2

5
Por lo tanto el dominio de g es: Dy = (— 2, 5}

9
El rango de g es: Ry = [— T 4}

La funcion solo tiene una raiz x = 2.

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.
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3.- Dada la siguiente funcion
—lr+2] s x< -2

g(x) = Vi—122 s —2<x<2

xr—2 st x> 2

Obtenga su grafica y diga si es par, impar o ninguna de las dos. Determinar su
rango y dominio.

Solucion
Dado que x < —2, entonces x + 2 < 0, as? que
|z +2|=—(x+2) = —|z+ 2| = x + 2, que es una recta de pendiente 1.

Sea y = /4 — a2 elevando ambos miembros al cuadrado se tiene y?> = 4 — 2 y
de aqui x* + y*> = 4 que es una circunferencia de radio 2 y centro en el origen;
asi y = V4 — x? es su semicircunferencia superior y y = x — 2 es una recta de
pendiente 1. Por lo tanto

T+ 2 st o< —2
g(x) = Vi—x2 s —2<x<2
z—2 st x> 2

Asi que la grdfica de g es :

No es par ni impar; ademds Rg = R = Dy.

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.
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1.1.3. Algebra de Funciones

La mayoria de las funciones que vamos a usar en este curso pertenecen a la clase de las
funciones elementales, se llaman asi porque pueden obtenerse a partir de ciertos tipos
de funciones bien conocidas realizando las operaciones de suma, producto, cociente y
composicion de funciones.

Definicién 1.7. Dadas dos funciones f,g : A — R, se define su funcion suma ( producto)
como la funcidn que a cada nimero x € A asigna el numero real f(x) + g(x) (f(x)g(x)).
Dicha funcion se representa con el simbolo f+ g (fg).

Se define la funcion cociente de i como la funcion que a cada nimero x € A con g(x) # 0
g

(z)
g(x)
tiplicar una funcion f por un nimero « para obtener la funcion af que asigna a cada
x € A el nimero af(x). El producto de un nimero por una funcidn puede considerarse
como un caso particular del producto de funciones, pues se identifica el nimero o con la
funcion constante que toma como unico valor c.

asitgna el niumero real

. Dicha funcion se representa por i También podemos mul-

Proposiciéon 1.1.
Cualesquiera sean las funciones f;g;h : A — R se verifican las siguientes propiedades:

Asociativa. (f +g)+h=f+(g+h); (fg)h= f(gh)
Conmutativa. f+g=9g+f; fg=9f
Distributiva. (f + g)h = fh + gh

Ejemplos 1.7.

1.- Dadas las funciones f(x) = x? —9; g(x) = v/2x + 15 y h(z) = /10 — 3z, obtener:
i) (f +9)(3)

(f+9)(3) =f(3)+9(3) =0+ V21 =21

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.
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i) (9£)(=2)
(gf>(—2) — g(—2)f(—2) = VA1 15(4 — 9) = —5V/11

iii) (gh)(4)

<gh> (4) = g(4)h(4) = V8 T 15v/10 — 12
= \/ﬁ\/—_Q No existe

2.- Determinar:

i) (f +9)(x)
(F+9)@) = f@) +gla) = 2>~ 9+ V2T + 5

i) (9.)(x)
(9f) (@) = g(@)f () = 2z + 15(a* — 9)

iii) (gh)(x)

(gh) (z) = g(z)h(z) = V22 + 15v/10 — 3z

3.- Determinar el dominio de:

i) f,gyh
Dy ={z|f(r) eR} =R

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.
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g ={z|g(x) e R} = {z]|2z+15 > 0} = [_1_;,+OO)

Dy = {z|h(z) € R} = {&]10 — 32 > 0} = {2]10 > 32} — (—00,9]

i) g+ f
El dominio de la funcion g+ f es

15 15
Dg+f:DgﬁDf: |:—7,+OO> ﬂR: |:—7,+OO)

iii) gh

Dy = Dy N Dy, = [—g,-koo)ﬂ(—oo,?} = {—?71—30}
z’v)?
D) =Dy Dy —{a|f(x) =0} = <—oo,% AR - {~3,3) (—00,13—0} (3,3}
f

~ (—00,—3) U (=3,3) U (3, ?]

1.1.4. Composicién de Funciones

Definicién 1.8. Sean f : A - R y g : B — R funciones con f(A) C B. La fun-
cion h : A — R dada por h(zx) = g(f(x)) para todo x € A se llama composicion de g
con f y se representa por h = gof. La funcion gof, solamente estd definida cuando la
imagen de f estd contenida en el dominio de g. La composicion de funciones es asociativa.
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Ejemplos 1.8. Composicion de Funciones

1.- Dadas las funciones f(x) = /12 —x y g(x) = |8 — 4z|, obtener el dominio de f;
(fog)(x) y el dominio de fog.

Soluciéon
El dominio de f es:

Diy={z|f(z) eR} ={z|12 -2 >0} = {z |z <12} = (—o0, 12]
La composicion de (fog)(x) es

(fog)(x) = flg(x)] = f(I8 — 4x[) = V12 — [8 — du| = 2¢/3 — [2 — x]

El dominio de fog es

Doy ={z € Dy|g(z) € Ds} ={x € D,y|g(x) € (—00,12]} = {z € D, | g(z) < 12}
—{reD,||8—4z| <12} ={z € D,| —12 <8 — 4z < 12}
={reD,| —12—8<—4x<12—8}—{x€D | —20 < —4x <4}

2
_{zeD, \—0> >—}—{xeD 5> 2> 1)

— [-1,5]

2.- Dadas las funciones f(x) =9 —z, g(x) = |v — 4| y h(x) = * — 4, obtener (%) Y
(fog)(z) asi como los dominios de las funciones f,h y fog.

Solucion
([)w _ =) VI-w
h h(z)  x2—4

(fog)(z) = [lg(@)] = fllz — 4] = V9 — |z — 4|

Dy = @(\f(@g?R}:{$|9—$20}={3«“\9€§9}

D, =R

Dsoy = {2 €D, |g(x) € Dy} = {u € Dy |g(x) € (~o0,9]}
= {z e Dylg(x) <) ={z € Dy|[zr -4 <9}
= {reDy| —9<2-4<9}={zeDy| —9+4<2<9+4}
— [-5,13]
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3.- Si f(x) = x®+4x+1, encuentre dos funciones g para las cuales (fog)(x) = 2*+6x+6.

Solucion
Tenemos:

(Foa)(x) = flg(a)) = [9(@)]” +4[g(@)] +1
y también

flg(z)] = 2* + 62 +6

luego

[g(x)]z —1—4[9(95)] +1=24+62+6< [g(x)}z—i—él[g(x)] —22—6x—-5=0

Usandoa =1,b=4 yc= —x® — 6x — 5 para resolver la cuadrdtica obtenemos:

—4+ /16 —4(—a? — 62 —5)  —4+ 427 + 24z + 36
B 2

g(z) =

2
—44+2v/224+6 9
_ $2+ T iV 16249
=—-2++/(r+3)?2?=-2x|z+3

y de aqui tenemos las dos soluciones:

gi(z)=—=2x+(x+3)2=-2+4+x+3] y gz)=—-2— |+ 3

1.1.5. Ejercicios

1.- Sea f = {(x,3),(2,2?),(1,4),(2,1)} una funcién encuentre el valor de z.
2.- Determine el valor de a y b si el conjunto de pares ordenados
f=1(2,5),(-1,3),(2,2a — b),(—=1,b—a), (a + b*,a)}
representa una funcion.

3.- Si el conjunto de pares ordenados

F={ta) 2.2 LS (Bath). (3.0)}

bc ac ab

representa una funcién determine el valor de f(2).

1
4.- Sea f(x) =+/b—z+ una funcién real de variable real determine su dominio.
VI —2
5.- Hallar el dominio de
2+ 2z +1
f@) = —F—=-
V9 — 422
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6.- Encuentre el dominio de f(z) =+v/4—+V4—=z

7.- Determine el dominio de f(z) = v/bx — a2

r+3 n r—06
22 —bx+4 22—-3x+2

1 _
9.- Encuentre el dominio de f(z \/67 \/T
_ — 2z —1x

10.- Determine el dominio de f(z) = V9 — 22 + V22 —

8.- Hallar el dominio de f(z) =

- z?+1 1
11.- Encuentre el dominio de f(z) = —— T 12 + N
12.- Para cada una de las siguientes funciones determine el dominio.
i) flx) =2 vi) fa)=2-+va -1
i) f(z)=2zx—-1 vil) f(x)=1—+V4dz —22+5
iii) f(z) =a?—6x+5 viil) f(z) =4++v8 — a2+ 2x
iv) flx) =2 -4z +5 ix) f(z)=v2zx+1+3
v) fl@)=3+Vr—1 x) f(z) =Vi-2z

13.- Dibuje la grafica de la funciéon a trozos dada y determine su dominio y su rango

x+5, si —6<x< -3,
) V3—=a2—=2z, si -3<ax<],
f@) =94 sil<z<2

202 — 122+ 17 si 2 <z <5.

14.- Trace la grafica de cada una de las siguientes funciones a trozo dada y determine su
dominio y su rango

( —1
7@—1—7), si x <=5
-1, si —Hh<r<—4
flz) = 3—# si —4<zx<0
T+ 2, si O<x<1
2—+V6r—22-5 si 1<x<5
\m+2, si b <uzx.
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b) f(z) = [3z —1] f) fz) =22z — 1]z +1
Q) f2) =2+ [20 — 1] 8) f(x)=m ©>0
Q) )=+ 52 +1] h) f(@) =g 1<w<10

15.- Dadas las funciones f = {(3,2),(1,0),(2,3),(4,1)} y g = {(6,3),(1,2),(4,0),(3,1)}.

Determine la funcién f2 4 =.

16- Si f+9=1{(1,2),(3,4),(3,6)} vy f —g={(1,2),(2,2),(3,2)}. Determine f? — ¢?

17.- Dadas las funciones :

) flx)=2 vi) m(z) =2 —vr—1
i) g(z) =2x—1 vii) s(z) =1—+Vdx —22+5
iii) h(z) =2*—6x+5 viii) r(z) =4 ++/8 — 22 + 2z
iv) t(z) =2* -4z +5 ix) b(z) =v2r+1+3
v) () =2+ -1 x) n(r) = V4 -2z

Y ?

g g
n b
t’t’m’s’b’byn

h
18.- Hallar cada una de las siguientes funciones y el dominio correspondiente, fg, i /
h hl | m sr

19.- En cada uno de los siguientes ejercicios

a. Hallar (fog)(x) y su dominio para cada par de funciones.

i) flz) =v1-2? g(x) =z

i) f0) = T2 o) = VaTmT 2
2 _
i) f(2) = 5, glr) = Y LTZ0

)
b. a) Halle fog y su respectivo dominio.
b) Halle gof y su respectivo dominio.
)
)

) f@) = 2?41, gl2) = V3

i) fr) =7, () = 222

i) () = Va1, gla) = 2
iv) f(z) =22 g(z) = Va2 —x—2

)
ZL‘2

v) f(@) = 5 9(@) =V -1

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.



AREA DE CIENCIAS BASIC’AS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
NOTAS DE CLASE CALCULO DIFERENCIAL

‘ 1 20— 1
vi) flz) = T g@) =3
Vi) f(z) = % y9(x) = Vo -1

viii) f(z) = w{i, g(x) = it?l)

20.- Sea f(x) = x? — 2z — 1. Encuentre dos funciones g tales que: (fog)(z) = 2% — 3.
21.- Sean f(z) =2*>+1, g(z) =xy h(z)=1—x.

a) Encuentre [(fog)oh|(x) y [fo(goh)|(z).
b) ;Qué se puede decir de (fog)oh y fo(goh)?.

1.2. Funciones Polinédmicas

Las funciones polinomiales son de gran importancia en las Matematicas. Estas funciones
representan modelos que describen relaciones entre dos variables, las cuales intervienen
en diversos problemas y/o fendmenos que provienen del mundo real. La determinacion
de las raices de los polinomios “resolver ecuaciones algebraicas”, esta entre los problemas
m4s viejos de la matematica. Algunos polinomios, como f(z) = 2%+ 1, no tienen ninguna
raiz en los nimeros reales. Sin embargo, si el conjunto de las raices posibles se extiende a
los niimeros complejos, todo polinomio (no constante) tiene por lo menos una raiz: ese es
el enunciado del teorema fundamental del algebra.

Hay una diferencia entre la aproximaciéon de raices y el descubrimiento de féormulas ce-
rradas concretas para ellas. Se conocen féormulas de polinomios de hasta 4 grado desde
el siglo XVI. Pero las férmulas para polinomios de quinto grado fueron esquivas para los
investigadores durante mucho tiempo. En 1824, Niels Henrik Abel demostré el resultado
de que no puede haber férmulas generales para los polinomios de grado 5 o mayores en
términos de sus coeficientes (ver el teorema de Abel-Ruffini). Este resultado marcé el
comienzo de la teoria de Galois que se encarga de un estudio detallado de las relaciones
entre las raices de los polinomios.

1.2.1. Teorema Fundamental del Algebra

Teorema 1.1. Toda funcion polinomial compleja f(x) de grado n > 1 se factoriza en n
factores lineales (no necesariamente distintos) de la forma
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Donde a,,ry,rs,...ry Son numeros complejos. Esto es, toda funcion polinomial compleja
de grado n > 1 tiene exactamente n ceros (no necesariamente diferentes).

Demostracién.

f(.’l?) = anxn + &nflmn_l + ...+ a1x+ ag

Por el teorema fundamental del algebra, f tiene al menos un cero, digamos r;. Entonces
por el teorema del factor, x — r; es un factor y

f(x) = (z = r)q(z)

Donde ¢;(z) es un polinomio complejo de grado n — 1 cuyo primer coeficiente es a,. De
nuevo por el teorema fundamental del dlgebra, el polinomio complejo ¢;(z) que tiene el
factor x — ry, de manera que

@(z) = (z —r2)q(x)
Donde ¢3(x) es un polinomio complejo de grado n — 2, cuyo primer coeficiente es a,. En
consecuencia

f(x) = (z = r)(x = r2)ga(x)

Al repetir este argumento n veces, se llega a

flz)=(x—r)(z—re)...(x — ry)q,(x)

Donde ¢,(z) es un polinomio de grado n —n = 0 cuyo coeficiente es a,. Asi, g,(z) =
a,x° = a,, entonces,

flz) =an(x —r))(z—ro)...(x —ry)
Se concluye que toda funcién polinomial compleja f(z) de grado n > 1 tiene exactamente
n ceros (no necesariamente diferentes). m

1.2.2. Ceros complejos de polinomios con coeficientes reales

Se puede usar el teorema fundamental del dlgebra para obtener informacion valiosa acerca
de los ceros complejos de polinomios cuyos coeficientes son niimero reales.

Teorema 1.2 (Teorema de pares conjugados).

Sea f(x) un polinomio cuyos coeficientes son nimeros reales. Si r = a + bi es un cero
de f, entonces el complejo conjugado T = a — bi también es un cero de f. En otras
palabras, para polinomios cuyos coeficientes son numeros reales, los ceros ocurren en pares
conjugados.

Demostracién.

Sea
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Donde a,, a,_1, ..., ag, son nimeros reales y a, # 0. Si r = a+ bt es un cero de f, entonces
f(r) = f(a+bi) =0, de manera que

™+ ap_ 1"+ agr + ag

Se toma el conjugado en ambos lados para obtener

AT + Q17" + .ayr + ag =0
W™ + Q17" @ +ay =0
™ + T ™ + ... + @7 + ag =0
AT + Q17+ L+ aiT + ag =0

A" 4 A T+ T 4 ag =0

Esta ultima ecuacién establece que f(7) = 0, es decir T = a — bi es un cero de f, la
importancia de este resultado debe ser obvia. m

Una vez que se sabe que, digamos, 3 + 47 es un cero de un polinomio con coeficientes
reales,entonces se sabe que 3 — 4¢ también es un cero.

Corolario 1.1. Un polinomio [ de grado impar con coeficientes reales tiene al menos un
cero real.

Demostracioén.
Dado que los ceros complejos ocurren como pares conjugados con coeficientes reales, siem-
pre habra un niimero par de ceros que no son coeficientes reales.

En consecuencia, como f es de grado impar, uno de sus ceros debe ser un nimero real. m

Por ejemplo, el polinomio f(z) = 2% — 32* + 42® — 5  tiene al menos un cero que es
nimero real, ya que f tiene grado 5 (impar) y tiene coeficientes reales.

Ejemplo 1.1 (Uso del Teorema de pares conjugados).
Un polinomio f de grado 5 cuyos coeficientes son niumeros reales tiene los ceros 1,51y
1+4 encuentre los dos ceros restantes.

Solucién .
Como f tiene coeficientes que son numero reales, los ceros complejos aparecen, como
pares conjugados. Se deduce que  —5i, el conjugadode 5i y 1—14 . el conjugado

de 441 ,son los dos ceros restantes. m
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Teorema 1.3.
Toda funcion polinomial con coeficientes reales se factoriza de manera unica en un pro-
ducto de n factores lineales cuadrdticos irreducibles.

Demostracion .

Todo polinomio complejo de f de grado n tiene exactamente n ceros y se factoriza
en un producto de n factores lineales. Si sus coeficientes son reales, entonces los ceros
que son numeros complejos siempre ocurren como pares conjugados. En consecuencia,
si  r=a+ b esun cero complejo, también loes 7 =a —bi . Entonces, cuando se
multiplican los factores lineales x —r y x —7 de f, se tiene

(x—r)(x—7) =2 (r+7)x+r7 = 2% — 2ax + a® + b* Este polinomio de segundo
grado tiene coeficientes reales y es irreducible (en los nimeros reales). Asi, los factores de
f son factores cuadraticos lineales o irreducibles. m

Teorema 1.4 (Teorema de la raiz racional).
Sean n > 1,a, # 0 y suponga que f(x) = a,2" + ap_ 12" + ...+ asx® + a1z + ag es un
polinomio de grado n con coeficientes enteros. Si P es una raiz racional de f(z) =0,

q
donde p y q no tienen factores en comun distintos de +1,—1, entonces p es un factor de
ag y q es un factor de a,.

Ejemplos 1.9. Factorizar cada uno de los siguientes polinomios
1.- p(z) = 2% — 62 + bz + 12
Solucién

Se procede a obtener los posibles ceros racionales del polinomio, estos son los di-
visores de la constante 12 los cuales son: =1, £2, +3, 4, £6, +12 y tenemos que
p(—=1) = 0 asi que -1 es un raiz del polinomio, realizando la division sintética se
tiene:

p(z) = (v + 1)(2® — Tx +12)  (Factorizando el polinomio cuadratico)
=(x+1)(z—3)(x—4)

2.- p(x) = z* — T2® +192% — 27x + 18
Solucion
Como las raices racionales si las tiene se encuentran entre lo divisores de la cons-

tante 18 los cuales son : +1, £2, 43, £6, , 49, y, £18. Realizando las operaciones
se tiene que p(2) = 0 asi que 2 es una raiz polinomio, luego

p(z) = (z —2)(2® — 52% + 9z — 9)
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Ahora en el polinomio de grado tres q(x) = x3 — 52% + 92 — 9 comprobamos que
q(3) =0 y al realizar la division sintética obtenemos que

p(z) = (v — 2)(z — 3)(z* — 22 + 3)

el polinomio de grado dos no tiene raices en los reales.

1.2.3. Ejercicios

Factorizar los siguientes polinomios

1.-

10.-

11.-

12.-

13.-

14.-

15.-

16.-

17.-

28 + 625 + 4ot — 3023 — 4122 + 242 4 36

2% — 62° + 42t + 302 — 412% — 242 + 36
327 — 4725 + 2002° 4 1682* — 222422 + 40022 + 72967 + 1304
6zt — 2% — T2+ 2+ 1

425 + 132* — 3223 — 12922 — 362 + 108

162° + 162* — 412® — 632% — 282 — 4

152 — 1723 — 2922 + 52 + 2

62° 4 132* — 202% — 5522 — 162 + 12

122* + 52 — 512% — 20z + 12

2% — 4a® — 162* + 262° + 11922 + 1222 + 40
x® + 5xt — 23 — 2922 — 122 + 36

212° — 20zt — 7323 + 3622 + 52z — 16

Dado que 3 es una raiz doble de p(z) = z* — 32% — 1922 + 872 — 90 = 0 determine
todas las raices de p(x) = 0.

Dado que —2 es una rafz doble de ¢(z) = 32+ 1023 —2%>—-282—-20 =0  determine
todas las raices posibles en ¢(z) = 0.

Sea p(z)r® — 3x* + x — 3. Verifique que p(3) = 0 y determine las demés raices de
p(z) = 0.

Sea q(x) = 32® + 2 — 4x — 10. Verifique que p(2) = 0 y determine las demds raices
de p(z) = 0.

Exprese p(z) = 3 — 2% — 12z en la forma descrita en el teorema de factorizacién

lineal. Enumere cada raiz y su multiplicidad.
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18.- Exprese ¢(z) = 6x° —33x* — 632> en al forma descrita en el teorema de factorizacién
lineal. Haga una lista de cada una de las raices y sus multiplicidades.

19.- Escriba el polinomio general p(z) cuyas tnicas raices son 1,2 y 3, con multiplicidades
3,2 y 1, respectivamente.; Cual es su grado?

20.- Determine el polinomio p(x) descrito en la parte a) si p(0) = 6.

21.- Escriba el polinomio general ¢(z) cuyas unicas raices son —4 y —3, con multiplici-
dades 4 y 6, respectivamente.;Cual es su grado?.

1.3. Resolucion de Inecuaciones

1.3.1. Axiomas de Orden
A partir de los 5 axiomas para la construccion de los niimeros naturales se puede probar las

siguientes afirmaciones para los reales positivos Rt cuyas demostraciones no se veran aqui.

a) Si a € R entonces se cumple una y solo una de las siguientes proposiciones:

* a=0
* a es positivo

* (—a) es positivo
b) Siaybe R entonces a+b e R
c) SiaybeRaxbeR
Definicién 1.9. Un nimero real a es negativo si y solo si —a € RY.

Definicién 1.10. Para cada par de nimeros reales a, b, a es menor que b (que se denota
pora < b siy solo si (b—a) € RT.

Definicién 1.11. Para cada par de nimeros reales a, b, a es mayor que b (que se denota
por a > b si y solo si (a —b) € RY.

Definicién 1.12. Para cada par de nimeros reales a ,b, a es mayor o igual que b (que se
denota por a > b) si y solo sia>boa=>h.

Definicién 1.13. Ezpresiones tales como a < b, a > b, y, a > b. Son llamadas desigual-
dades.

Existen varias propiedades de las desigualdades que nos seran ttiles en la solucién de
una inecuacién, donde resolver una inecuacion significa encontrar todos los valores de las
variables o variable que satisfacen a la inecuacion.
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1.3.2. Propiedades de las Desigualdades

Sean a, b, c € R

1. a) Sia<bentoncesa+c<b+c

o

Sia>bentoncesa+c>b-+c

»o
o

Sia<b y c¢>0=ac<bc

o

Sia>b y ¢>0=ac> bc.

«
o

Sia<b y c¢<0=ac>bc.

-
» T

Si a<b y c<d=a+c<b+d

=}

Si a>b vy c>d=a+c>b+d

ot
o

Si 0<a<b y O<c<d=ac<bd

o

)
)
)
)
) Sia>b y ¢<0=ac<bec
)
)
)
)

Si a>b>0 y c¢>d>0=ac>bd
Teorema 1.5. Para todo a,b,c € R.
i) Sia<b y c¢>0=ac<bec.

i) Sia>b y c¢>0= ac> bc.

Demostracién.
Si a<b=b—acR"
Y si c>0=0<c=(c—0) e R"
@) ceRT

Asi tenemos dos nimeros positivos (b —a) y ¢y por la propiedad de que el producto

de dos positivos es positivo, tenemos que:

(b—a)c e Rt
bc —ac € RT
= ac < be

Observaciéon 1.1. Este teorema nos dice que podemos multiplicar una cantidad que debe
ser positiva a ambos lados de la desigualdad y la desigualdad se conserva, ya sea menor o

mayor.
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Teorema 1.6. Para todo a,b,c € R

i) Si a<b y c¢<0=ac>bc
ii) Si a>b y c<0=ac<bc
Demostracion.
si a<b=b—aecR"
y si b<ceRT

y por la afirmacién de que la suma de dos positivos es positiva tenemos:
(b—a)+ (c—0b) e RT
b—a+c—beR"

y si c<0=0-ceR"
0 —ceR*

También por el producto de dos positivos tenemos:
(b—a)(—c) e RT
—bc + ac € R Distributiva
ac —bc € Rt Conmutativa

Asi bc < ac  Definicion de <
Entonces ac > bc  Definicién de >
[ |

Observaciéon 1.2. Este teorema nos dice que podemos multiplicar a ambos lados de una
desiqualdad por una cantidad negativa y la desigualdad se invierte, es decir, que si tenemos
una desigualdad menos que, esta cambia a una mayor que, y viceversa.

Teorema 1.7. Para toda a,b,c,d € R

¥k S a<b y c<d=a+c<b+d
* S a>b y c>d=a+c>b+d
Demostracién.

Sia<b=b—aecR" ysi c<d=d—ceR"Y porla afirmacién de que la suma
de dos positivos es positivo, tenemos
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(b—a)+(d—c) e RT
(b+d)+ (—a—c) e RT
(b+d) —(a+c) € RT

Entonces a+c<b+c

|

Teorema 1.8. Si O<a<b y 0O0<c<d=ac<bd
Si a>b>0 y c¢c>d>0=ac>bd

Los teoremas anteriores siguen siendo validos si el simbolo > es sustituido por > y el
de< por <. Las desigualdades a >b 'y a < b las podemos representar en una recta
numérica donde a < b significa que el punto que representa al nimero a, a la izquierda
del punto que representa al nimero b. Analogamente a > b significa que el punto que
representa a a esta a la derecha del punto que representa a b.

1.3.3. Inecuaciones Polindmicas

En la mayoria de los textos de calculo, se suele trabajar la resolucion de inecuaciones
a partir del método de las cruces, también conocido como el método del cementerio, el
procedimiento para resolver inecuaciones utilizando este método considera entre otros
pasos factorizar el polinomio y considerar rectas verticales u horizontales para cada uno
de los factores. Este ha sido el método que de forma tradicional ha sido empleado, pero
presenta el inconveniente que para polinomios de grado mayor que 4 resulta tedioso su
aplicacion por el nimero de rectas a considerar. En esta seccién se presenta un método
alternativo que permitira reducir el niimero de pasos a considerar al momento de resolver
una desigualdad, el cual llamaremos “El método del cero”.

Teorema 1.9.
Sea p(x) un polinomio de grado n con todas sus raices reales distintas. Es decir

p() =an(x—r))(z—719)...(x —1y)
Entonces
% Sin=2m es par, entonces
%k p(x) >0en S = (—OO,Tl) U Cgll(TQkﬂ“Qk—&-l)
¥ p(z) <0 enR—S.

% Sin=2m+1 es impar, entonces
% p(z) >0 en S = QQI(TZk_l, r%)) U(ram + 1, 00)
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¥ p(r) <0 enR—S.

Proposicién 1.2.

% Sea p(x) un polinomio con una raiz de multiplicidad par. Supongamos
p(z) = an(x —1)P(x —13) ... (x — 1)
conry <ry<...<r,ya,>0. Entonces
¥ plx) >0 < (x—ry)...(x—1r,) >0
Xpr)<0 < (z—ry)...(x—r,) <0
% Sea p(x) un polinomio con una raiz de multiplicidad impar. Supongamos

2p+1(

p(x) = an(z — 1) r—r9)...(x—ry,)

conry <ryg<...<r,ya, >0. Entonces
¥ px)>0 < (z—r)(z—ry)...(x—1y) >0
¥ plx) <0 < (x—r)(x—r9)...(x—r,) <0
% Sea p(x) un polinomio con 2 raices complejas, digamos i = a+iff yro=a —if y
p(x) =an(z—r))(z—ro)(x —13) ... (T —1p)
conry <ryg<rg<...<r,ya,>0. Entonces

¥ plx) >0 < (x—r3)...(x—r,) >0
¥ plx) <0 < (x—r3)...(x—r,) <0

Representaciéon Grafica de la Solucién de una Desigualdad

Ahora representaremos graficamente la solucién de una desigualdad, la raices del poli-
nomio son los ceros quienes son las divisiones de la parte positiva y parte negativa y la
union de todos los intervalos que tienen el signo + equivale a los valores de x donde el
polinomio es positivo y donde tienen el signo menos representa el conjunto de los x donde
el polinomio es negativo. En este caso consideraremos p(z) > 0

Asi que la solucién en este caso viene dada por
-1
S = (—o0,71] U CLZJI[TQm 7’2k+1]> U[T2m 0)
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Y para este caso la solucion es

-1
S = [r1,ma] U L:Jl[T’zk+177“2k+2]> U [r2n+1,00)

1.3.4. Inecuaciones Racionales

Método del Cero

*
*

Se factoriza el polinomio

Se organizan los factores de tal modo que la incégnita quede escrita en la parte
izquierda de cada paréntesis y con signo positivo

Se calculan las raices del polinomio o los ceros del polinomio.

Se ubican en la recta real las respectivas raices o los ceros calculados en el paso
anterior.

A la derecha de la raiz de mayor, se sefiala con un signo mas y a la izquierda con
un signo menos.

Seguidamente se alternan los signos en cada una de las raices siguientes.

Si el sentido de la inecuacién es >, la solucion estara constituida por todos los
intervalos, en la recta resultado, senalados con el signo més; en cambio si el sentido
de la inecuacion es <, la solucion sera la unién de los intervalos senalados con el
signo menos.

Inecuaciones que contienen fracciones

El “Método del cero”se puede extender a la solucion de inecuaciones que contienen frac-
ciones algebraicas. Lo primero que debemos hacer es excluir los niimeros reales que hacen
que los denominadores se anulen. Luego, pasamos todas las fracciones y demas expresiones
algebraicas al miembro izquierdo de la desigualdad (en el miembro derecho queda, por
supuesto 0). El préximo paso consiste en reducir las expresiones algebraicas en el miembro
izquierdo a una sola fraccién. Por ultimo, después de factorizar tanto el numerador como
el denominador multiplicamos ambos miembros de la inecuacién por el denominador al
cuadrado y aplicamos el “Método del cero”.
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Ejemplos 1.10. Resolver las siguientes inecuaciones polinomicas

1.- 1223 +822 —13x+3>0
Solucién

Factorizando el polinomio obtenemos que p(x) = 12(x — 1/3)(x — 1/2)(x + 3/2)

luego
’ 12(x —1/3)(x — 1/2)(z +3/2) > 0

~S— . - |+

[ [
-3/2 1/3 1/2

Asi que el conjunto solucion es:

S =1-3/2,1/3] U[1/2, 00)

2.- 2 =723 41922 — 27 + 18 <0
Solucién

Factorizando el polinomio se tiene que p(x) = (z — 2)(z — 3)(2* — 2z + 3) luego
(x —2)(x —3)(2* —22+3) <0
Como 2* —2x + 3= (z —1)> + 2 > 0 se tiene
(x—2)(z—3) <0
Luego el conjunto solucion es:

+ | - | +
|
2 3

S =[2,3]

3.- 2% — 9% +372% — 5322 — 24x + 76 < 0
Solucion

Factorizando el polinomio se tiene que p(x) = (z — 2)*(z + 1)(z* — 6x + 19) as? que
(z —2)*(x + 1)(2* — 62+ 19) <0
Ahora como (x — 2)? > 0 entonces

(z+1)(2* — 62 +19) <0
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Pero hay que tener presente que x = 2 es una raiz del polinomio y por lo tanto no
hace parte del conjunto solucién. Por otra parte z* — 6x + 19 = (z — 3)2+10 > 0
asi que

r+1<0

Luego el conjunto solucion es:

S = (—o0,—1)

1.3.5. Ejercicios
1- 27 + 32° 4 425 + 192* + 3323 4 1422 + 762 + 120 > 0
2.- % — 172* + 1032 — 26622 + 2762 — 72 < 0
3- 2% —102% + 31z — 28 < 0
4- 20 =723 + 522 —Tx +3 >0

5- 2 — bt 4+62% + 1022 —23x — 21 >0

1.4. Valor Absoluto

Para todo = que pertenece al conjunto de numeros reales se define el valor absoluto de la
siguiente manera:
r si >0
|z =

—x si <0

Aplicando esta definicién a expresiones de la forma ax + b se tiene:

_ b
ar+b si x> ——

laz + b = ar+b si ar+b>0 a
@ | —(ax+b) si ar+b<0 b
—(ax+b) si < ——

a

Ejemplo 1.2.

o+ 8| = T+ 8 st x+8>0
| —(x+8) si z+8<0

T+ 8 st x> —8
|x+8|_{—(:c—|—8) si r < —8

Para efectos de lograr mayor claridad podemos resumir esta informacién en la tabla si-
guiente:

(—00, —8) | [-8,00)
|z +8| | -(x+8) x+8
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1.4.1. Propiedades del valor absoluto

A continuacién enunciaremos algunas propiedades del valor absoluto, las cuales podrian
ser utilizadas para facilitar el trabajo en la resolucion de ecuaciones o inecuaciones que
incluyen valor absoluto.

L. |z] >0 5. Va? = |z
2. lz|=02=0 6. —|z] <x < |z
3. |of* = |2?| = 22 T Je+yl < ol + Jy|
4. |ax] = | - 2| 8. |wyl = lxlly]
9. |z|<pe —p<z<p

r o= p
10. |z| > p & o

r < —p

1.4.2. Ecuaciones que involucran valor absoluto

A continuacién resolveremos algunas ecuaciones que involucran valor absoluto, para esto
utilizaremos, siempre que sea posible, algunas propiedades enunciadas anteriormente y
en los que no sea posible aplicar alguna de dichas propiedades, resolveremos las ecuacio-
nes correspondientes usando la definicién de valor absoluto. Ademas es importante tener
en cuenta que toda ecuacion que involucre valor absoluto se puede resolver usando la
definicion.

Ejemplos 1.11.
Resolver cada una de las siguientes ecuaciones:

a. 2z —1]=5

Solucidon

. 1 . :
El cero de la expresion del valor absoluto es x = 5 ast que estudiaremos la ecuacion

. 1 1
en los intervalos (— 00, §> Y [5, oo)

1
(~03)
2¢c—1|=5|—-(2x—-1)=5|2x—1=5
—2x+1=5 20 =6

—2r =4 T =
r=—-2 r=3

S1={-2} Sy = {3}
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Por lo tanto el conjunto solucion de la ecuacion es

b |z —2|+ |z —3=8

Solucion

S ={-2,3}

Los ceros de las expresiones dentro del los valores absolutos son x = 2,3, entonces

estudiaremos la ecuacion en los intervalos (— 00, 2), (2,3) y [3,00)

o—2+a—3-8 |
(_0072) [273) [37 OO)
—(x—=2)—(x=3)=8|(z—2)—(z—-3)=8 | (z—2)+ (z—3) =

—2r+5=28 1=28 20 —5 =38
—9x =3 1=38 2r =13
P 1=8 s 13

2 2

-3 13
5'12{7 Sy =10 53:{?}

Por lo tanto el conjunto solucion de la ecuacion es

1.4.3.

- 129)

Inecuaciones que involucran valor absoluto

Resolveremos inecuaciones que involucran valor absoluto de expresiones de la forma ax+b,
donde a y b son constantes con a # 0 y x es una variable real. Para esto utilizaremos la
definicién de valor absoluto, y en los casos en donde sea posible usar alguna de las propie-
dades estudiadas, las aplicaremos, con el fin de facilitar el procedimiento de resolucién.

Ejemplos 1.12.

1. |3z — 15| <6

Soluciéon

Bz —15| <6 —6<3r—-16<6e9<3r<2le3<r<T

Por lo tanto la solucion

J. Rodriguez C.
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2.- |lx —6]+2x>8

Solucion

x — 6 se hace cero en x = 6, asi que analizaremos la inecuacion en los intervalos

(—00,6), [6,00)

|r — 6|+ 22> 8
(—00,6) [6,00)
—(x—6)+2x>38 (x—6)+22x>8
r+62>8 3r—62>8
> 2 >14
[2>OO> 3700)
14
51 =12,6) 52 = |3,00) N6, 00) = [6,00)

Por lo tanto el conjunto solucion de la inecuacion es

3 |e =3+ |z +3] <8

Solucion

S =[2,6)U[6,00) = [2,00)

Los ceros en los valores absolutos son -3, 3 luego estudiaremos la inecuacion en los
intervalos (—oo, —3), [—3,3) y [3,00)

[z —g[+|zx+3[<8 |
<_007 _3> [_373> [37OO>
—(r—=3)—(z+3)<8| —(z—-3)+(r+3)<8|(x—-3)+(xr+3) <8
—2r <8 6<8 20 < 8
x> —4 6 <8 x <4
(_4a OO) [_373) (_0074)
S; = (—4,-3) Sy =1[-3,3) Ss = [3,4)
El conjunto solucion es
S = (—4,4)
J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.
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1.4.4. Ejercicios

En los ejercicios del 1 al 11 resolver las ecuaciones dadas:

1.- |4z — 12| =8 7T-3—2z|+2x=4
2- |z —6[=5 8- 25— 3x| =x+8
3- 2z —1|=4+=z r—1
9._’ ‘:2
4- 3 —z|+x =4 r+1
5oz —1|+|z—2/=8—2z 10- 22—+ 2z -1 =2
6- 4z —3|—-2==x 11- |3—2z|=3|lz+2|—2=0

En los ejercicios del 12 al 34 resolver las inecuaciones dadas:

12.- |4z —9| < 12 24~ |z — 2|+ 22 — 1] < |z + 3]
13.- |9z + 8| < 12 25 |z — 4| + |22 — 6] + & < |22 — §]
14.- |5 + 4z > 8 2. |z —3|+ 22 — 8] < |z +6|+z+1

15- | =3z 49/ > -5 27- |l —4|+ |z —2[ < |x—8|+1

16.- | —3z+8|+z>6
[—3v 484wz 98- |z — 1|+ |2| < |2z + 1| +4

17- 22— 7|+ 22 > 8

20.- |z —4|+ |z =7 < |22 — 6] + |z — 1]
18- |h—2z|<ax—T7

30- |z —6|+ |z +3[<|dx+1|+=
19- |z —2|+|z+2| <6

|z —2|

20.- & — 1|+ 3lz| <7 31.- |x_3|+1§|fc+1|

21- 6 — x|+ [Br =7 >9—= 32- [z — 1|+ |z —2/+2—-3|<|r—4|+=z

22 || =36 — x| = 33 o — 3|+ o — 5+ 1< |z+4+z

rz—1
5l Tlr =3 <z +]r—4 34- x4+ 1+ |z +2| < | —3|+5

23.- \x+

35.- Determinar dominio, raices, rango y un esbozo de la grafica de la siguiente funcién.

o) = 2—|z—3] si -3<z<l1
V7V 142022 si z>1

36.- Dada la funcién

4 si r<—3
fl)=< |22 +2-2] si -3<z<1
1—=x si x>1
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a. Trace su gréfica.
b. Determine su dominio, rango y raices.

37.- Dada la siguiente funciéon

2z +1] si <0
flx)=4¢ 2°+1 si 0<x<3
—4 si >3

obtener la grafica de f , su dominio, su rango y sus raices.

38.- Grafica la funcion
2¢ 43| si z< -1

flz) = ViezZ si —1<z<1
lz—3] si x>1

39.- Hallar el dominio de f(z) = |z + 4| — |z — 4

1.5. Modelando con Funciones

Ejemplo 1.3. Las dimensiones de un rectangulo pueden variar, pero no su drea que debe
ser de Acm?. Considerando que uno de sus lados mide x cm, expresar el perimetro P del
rectdngulo en términos de x.

Solucién.
Considerando un rectangulo con base de longitud = cm y altura de longitud y cm,

T
i
se tiene que el perimetro es
P =2x+2y (1.1)
y su area es
A=uxy (1.2)
De la ecuacién (1.2) tenemos que
-2 (1.9
Y= T .

De la ecuacién (1.3) y la ecuacién (1.1) se tiene que
A

P=2r+4+2—

x
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Ejemplo 1.4. Las dimensiones de un paralelepipedo (caja con caras laterales rectangu-
lares) pueden variar, pero no su volumen que debe ser igual a V m3. Considerando que
la caja tiene base cuadrada con lado de longitud igual a x m, expresar el drea A de la
superficie total del paralelepipedo en funcion de x.

Solucién.
Puesto que la caja tiene base y tapa cuadradas de lado x m y altura de longitud y m, el

area total es
A = 22" + 4oy (1.4)

y el volumen es

V =2y (1.5)

De la ecuacién (1.5) se tiene que y = —, reemplazando y en la ecuacién (1.4) resulta que
T

1% 1%
A:2:c2—|—43:—2:2:132—|—4—
X X
||

Ejemplo 1.5.

a. Exprese el drea A de un cuadrado en funcion de su perimetro P.
b. Ezxprese el perimetro P de un cuadrado en funcion de su drea A.

Solucion.

a. Se sabe que el area de un cuadrado es
A= 2? (1.6)
También se sabe que su perimetro es:

P=dz (1.7)
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———— & —— — —
T
|
|
I
T
|
I
|
L
iy . P y
De la ecuacién (1.7 se tiene que: x = T Reemplazando z en la ecuacién (1.6)
tenemos,
P2
A=—
16

b. De la ecuacién (1.6) despejamos x y obtenemos:

r=VA

Sustituyendo x en la ecuacién (1.7) se tiene
P(A) =4V A
]

Ejemplo 1.6. Un terreno tiene la forma de un rectangulo con dos semicirculos adosados
a dos de sus lados opuestos. Si el perimetro del terreno es de 800 m, hallar el drea A del
terreno en funcion de la longitud | de uno de los lados del rectingulo.

Solucién.
Dibujemos primero el terreno. Su perimetro de 800 m es igual a

l
P:800:2h+27r§ = 2h + 7l (1.8)

Su area es )

l

Si queremos expresar esta area en funcién exclusivamente de [ tenemos que sustituir el
otro lado h en términos de [ y esto lo podemos hacer pues de la ecuacién (1.8) se tiene

800 — 7l
N 2

h
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-

—_—— - —_——— ==

Reemplazando h en la ecuacién (1.9) se tiene:

1600 — 7l

A
4

Ejemplo 1.7. Hallar el volumen en funcion del radio de un cilindro cuya drea total, es
de 150 cm?.

Solucion.

Incégnitas, datos y dibujo.
R = radio del cilindro.

H = altura del cilindro.
Superficie = 150 cm?

< B

\\___________F___..-/
H

g

o —

El volumen de un cilindro de radio R y altura H viene dado por
V(R,H)=71R*H (1.10)
Sujeta a las condiciones: Superficie = 150 ¢m? entonces

27 R* 4+ 2rRH = 150 (1.11)
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Despejando H de la ecuacién (1.11) se tiene

150 - 27R? 75

a iR nR

Reemplazando H en la ecuacién (1.10)

75
= 2 _— e — 3
V(R) = nR*(— — R) = T5R — 7R

Ejemplo 1.8. Hallar el volumen de un cono que se pueda inscribir en una esfera de 10
cm de radio en funcion de la altura H del cono

Solucién.

Incégnitas, datos y dibujo.

R = radio del cono.

H = altura del cono = BD

El tridngulo ABC' es rectangulo en A Por el teorema de la altura:

R*=BD x DC = H(2x 10— H) =20H — H? (1.12)

Como el volumen del cono viene dado por

1
V(R,H) = g7rR2H (1.13)

De (1.12) y (1.13) se tiene

1 1
V(H) = g7r(20H — H*)H = §7r(20H2 — H?)
|
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1.5.1. Ejercicios

1.- Exprese el area de la region sombreada en términos de z.

o-2-3

2.- Sea ABP un triangulo inscrito en un semicirculo de radio R. Exprese el area del
triangulo ABP en términos de x, en donde z es la medida del lado BP del tridngulo
ABP.

3.- Un sector circular de radio r centimetros y angulo en el vértice 6 tiene un area de
100 em?. Exprese el perimetro del sector circular en términos del radio R.

4.- Un rectangulo se inscribe en un semicirculo de radio 4, de tal manera que dos de
sus vértices estan sobre el diametro. Si el lado sobre el didmetro tiene longitud =z,
exprese el area del rectangulo en términos de x.

5.- Angélica mide 6 pies de estatura y se aleja de la luz de un poste del alumbrado
publico que esta a 42 pies de altura, tal como se ilustra. Si x pies es la distancia de
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Angélica al poste; exprese la longitud de la sombra que proyecta Angélica sobre el
piso en términos de .

6.- Una ventana tiene la forma de un rectangulo coronado con un tridngulo equilétero.
El perimetro de la ventana es de 4 metros. Si la base del rectdangulo mide x metros;
exprese el area total de la ventana en términos de x.

./\_
/\

7.- Calcula el area del triangulo isésceles inscrito en un circulo de radio 4 ¢m, en térmi-
nos de x.

N

C

8.- Calcula el area de un rectangulo inscrito en un semicirculo de 10 cm de radio en
funciéon de uno de sus lados.

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.



AREA DE CIENCIAS BASIC’AS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS bl
NOTAS DE CLASE CALCULO DIFERENCIAL

9.- Dos postes de 12 m y 18 m de altura distan entre si 30 m. Se desea tender un cable
uniendo un punto del suelo entre los dos postes con los extremos de éstos. ;Hallar
la longitud del cable en términos de x?

12 m 18 m

10.- Calcular el volumen de un cilindro inscrito en una esfera de 5 cm de radio, en funcién
de la altura del cilindro.

11.- Hallar el volumen del cono circular recto que puede inscribirse en una esfera de radio
en funcién de la altura del cono (a ;0).

12.- Se va a tender un cable desde una planta eléctrica ubicada a un lado de un rio de
800metros de ancho hasta una industria que se encuentra al otro lado, 2000 metros
rio arriba de la planta. El costo de tender el cable por debajo del agua es 5000UM por
kilometro y sobre tierra es de 3000UM por kilémetro. El cable seguira la orilla del
rio a partir de la planta una distancia de x kilémetros y luego cruzard diagonalmente
el rio en linea recta directamente hasta la industria. Determine el valor del cable en
funcién de z.

13.- De entre todos los rectangulos situados en el primer cuadrante que tienen dos de
x
sus lados sobre los ejes coordenados y un vértice en la recta r de ecuacién 5 +y=1

(ver figura), determina el drea en funcién de z.

-
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14.- Calcula el area de un triangulo rectangulo tal que la suma de las longitudes de sus
catetos valga 4 cm en funcién de uno de sus catetos.

15.- Calcular el area de un triangulo isdsceles cuyo perimetro es de 60 cm, en funcion de
la longitud de los lados iguales.

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.



Capitulo 2

Limites y Continuidad

2.1. Introduccion

El concepto de limite es uno de los més importantes en el andlisis matematico. Sobre el
concepto de limite reside la definicién de continuidad de una funcién en un punto asi como
la de derivabilidad de una funcién en un punto. En particular, vamos a desarrollar suficien-
te destreza de calculo como para poder determinar, para cualquier funcion, la existencia
del limite en un punto, es decir, la existencia de una cantidad real finita a la que converge
la funcién al aproximarse a dicho punto, tanto desde valores superiores como inferiores a él.

Se afirma la existencia del limite cuando los limites por arriba y por debajo del pun-
to considerado arrojan el mismo resultado numérico. Estos limites reciben el nombre de
limites laterales. Cuando coinciden, el limite existe y su valor es el de los dos limites
laterales.

Investigar la existencia de limite conlleva efectuar el célculo explicito de los limites late-
rales que muy a menudo supone resolver indeterminaciones como por ejemplo: 0 *x oo .
. Qué significa 0 x oo ? Basicamente significa que al buscar el limite de una expresion, si
substituimos la variable por el valor al que tiende, obtenemos algo que tiende a 0 por algo
que tiende a oo . Dependiendo del “grado”o la “fuerza”con la que la primera parte de la
funcién tiende a 0 y la segunda a oo , la “indeterminacion” puede arrojar un valor nulo,
real (finito) o infinito.

2.2. Limite de Funciones
La idea de limite de una funcién tiene que ver con la prediccién de su comportamiento en
un punto en base al exhibido en sus proximidades. Asi se dice que f tiene limite L en ¢

si para valores de entrada x cada vez mas proximos a c la funcién toma valores de salida
f(z) cada vez més proximos a L.
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La definiciéon anterior es clara desde un punto de vista intuitivo. No obstante es im-
precisa por lo que es necesario dar una definicién rigurosa formalizando especialmente la
expresion “cada vez mas proximos”.

2.2.1. Definicidon ¢ — ) de Limite

Definicién 2.1. Sea f una funcion real con dominio D. Supongamos que D contiene
intervalos de la forma (a,c) y (¢,b). Se dice que un numero real L es limite de f cuando
x tiende a c y se escribe

lim f(z) =L

xr—C

si solo si para cada € > 0 existe un d > 0 tal que si
O0<|z—cl<é

entonces
|f(z) — L| <e.

Obsérvese que en la definicién anterior se ha incluido la condicién de que sea 0 < |z —¢| <
J. Esto quiere decir que la condicién |f(z) — L| < € solo es necesario que se cumpla para
los = pertenecientes al intervalo (¢ — 4, c+ ) distintos del propio c. Esto se hace porque al
hablar de limites no interesa tanto lo que ocurre exactamente en el punto ¢ como el com-
portamiento de la funcién en los alrededores de dicho punto. Por ello es posible preguntar
por el limite de una funcién en un punto en el que no este definida, siempre y cuando si
lo este alrededor de dicho punto.

Al excluir el punto ¢ en la definicién de limite, también puede ocurrir que aun estan-
do la funcién definida en ¢ y existiendo el limite L en dicho punto, fuera L # f(c).

Graficamente:

Re—-——-b——

Nl
| S e

Ky

=

o

(3]
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2.2.2. Ejemplos de Limites Mediante la Definicion

Los ejemplos siguientes muestran como se puede usar la definicién formal de limite para
calcular limites de casos simples. No obstante, el principal uso de dicha definicion es poder
establecer propiedades generales sobre limites.

Ejemplo 2.1. Sean ¢ y k numeros reales cualesquiera. Entonces,

lim k = k.

Tr—C

Solucion:.
En efecto, sea € > 0 y supongamos 0 < |x—c| < & para un § > 0 por determinar. Haciendo
f(z) =k y L=k enla definicion de limite se tiene

@)=L = Jk— k=0 <
independiente de §. Por tanto la definicion de limite se satisface tomando § como cualquier
numero positivo, por ejemplo 6 = 1. m
Ejemplo 2.2. Sea ¢ un nimero real cualquiera. Entonces,

limz = c.
Tr—cC

Solucién:.
En efecto, sea € > 0 y supongamos |x — ¢| < ¢ para un § > 0 por determinar. Haciendo
f(z) =z y L =c en la definicion de limite se tiene

[f(x) = Ll = |z —cf <6
por lo que eligiendo § < € resulta

[f(z) = Ll =z —cf <€
|

Ejemplo 2.3. Sea ¢ un niumero real cualquiera. Entonces,

lim 2% = 2
r—c

Solucién:.
En efecto, sea € > 0 y supongamos |x — c| < 0 para un 6 > 0 por determinar. Haciendo
f(x) =2 y L = en la definicion de limite se tiene
|f(z) = L = [2* = | = |(z = ¢)(z + ¢)]

= |z — ||z + |

< Oz + ¢

= 0|z — c+ 2|

< Oz — ¢ +2|c])

< 0(0 + 2|c])

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.
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Eligiendo 6 < 1 resulta,
|z — 2| < 0(1 + 2|c]).

Si, a su vez escogemos

finalmente se obtiene

|2° — | < e

Por tanto la definicion de limite se satisface eligiendo

€
0 < mi (1, )
min 1+ 2/

Ejemplo 2.4. Sea ¢ un numero real cualquiera. Entonces,

11

lim — = —.

r—c U C

Solucioén:.

En efecto, sea € > 0 y supongamos |x — ¢| < & para un § > 0 por determinar. Haciendo

f(x) ==y L =~ en la definicion de limite se tiene
x c

B |z — ¢

el

J

< —_
| z]c]

Puesto que,
ldf=l(c—=)+az|<|z—c|+]|z| <d+|z|

]

eligiendo § < 5 se tiene,

O<g§|c|—5<|x|

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.
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Y por consiguiente,

‘ 1 1‘ )
r %]c[
20
el
S, a su vez escogemos
- 2
finalmente resulta
1 1
- -] <e
xr  c

Por tanto la definicion de limite se satisface eligiendo un
2
0 < min (M, ﬂ)
27 2
]

Ejemplo 2.5. Sea ¢ un niumero real cualquiera. Entonces,

lim vz = V.

Tr—cC

Solucion:.
En efecto, sea € > 0 y supongamos |z — ¢| < & para un § > 0 por determinar. Haciendo
f(x) =+/x y L =1/c en la definicion de limite se tiene

f(2) — L] = |VZ — vl
| WE= VL vE)
(Vz + )

‘ Tr —cC

(Vo +Ve)

|z — ¢

Suponiendo 6 < \/x y por consiguiente

)
VeVl < =T

<0
T e
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St a su vez escogemos

§ < eve
finalmente resulta

Vo — Ve <e

Por tanto la definicion de limite se satisface eligiendo un
0 < min (e\/E, c)
|

Ejemplo 2.6. Sea ¢ un nimero real cualquiera. Entonces,
lim |z| = |¢|
Tr—rcC

Solucion:.
En efecto, sea € > 0 y supongamos 0 < |x—c¢| < ¢ para un d > 0 por determinar. Haciendo
f(z) =|z| y L =|c| en la definicién de limite, se tiene

[f(@) = L} = |Ja] = [e]| <z —c] <0
por lo que eligiendo ¢ < € resulta
[f(z) — L] <e

|
También es posible utilizar la definicién anterior para probar la no existencia de limite.

Ejemplo 2.7. El limite
x

lim —

v ||
no ewiste
Solucioén:.
En efecto supongamos que existe el limite L. Tomemos € = % Por la definicién de limite
existen ¢ > 0 tal que para todo

0<|z|<é

se satisface .
f@)~ L <e=y

En particular tomando z = % se tendra

() -l <
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AREA DE CIENCIAS BASIC’AS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
NOTAS DE CLASE CALCULO DIFERENCIAL

y andlogamente tomando x = —

N[,

#(-3) -4l <3

Como por la propia definicién f se tiene

Q-1 v (-3

resulta

JUORRCHEY
1 1

<§+§

=1

lo que es una contradiccion m

2.2.3. Unicidad del Limite

En general, como hemos visto en los ejemplos anteriores, puede ocurrir que exista o que
no exista limite en un punto determinado. Lo que no puede ocurrir es que existan dos
limites distintos.

Teorema 2.1.
Si existe limite de una funcion en un punto, el limite es unico.

Demostracion.
En efecto, supongamos que existieran dos limites L y K distintos. Entonces, podemos
escoger

1
e=-|L—-K|>0.
2
Por ser L limite de f, existe un 9; > 0 tal que si

0<|z—c <&

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.
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entonces,
)= L] < 3.
Analogamente, por ser K limite de f, existe un 9, > 0 tal que si
0<|z—c|l<d
entonces,
f() — K| < 3.
Sea 0 = min(dy,d2) y escojamos un xy € D tal que
0<|zg—c| <.
Entonces,
L — K| =L — f(zo) + f(x0) — K]

< [f(xo) = LI + | f (o) — K]

+e
2

1
— -|L - K|
2

DN

lo que es una contradiccion. Por tanto, si existen dos limites L y K, estos han de ser
iguales. m

2.2.4. Limites y Acotacion

Teorema 2.2.
Si existe

lim f(z) =L

Tr—C

la funcion esta acotada en un intervalo centrado en x = ¢

Demostracion.
Supongamos que existe
lim f(z) = L.
Tr—cC
Tomando € = 1 en la definicién de limite podemos asegurar que existe un 6 > 0 tal que si

O0<|z—cl<é

entonces
|f(x) =Ll <e=1

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.
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Por consiguiente,

[f(@)] = [L+ (f(z) = L)]
< LI+ [f(x) — L]
< |L|+ 1.

para todo 0 < |x — ¢| < §. Esto prueba que la funcién f estd acotada en el intervalo

perforado (¢ — 6, ¢) (¢, c+ 9).

Si ¢ pertenece al dominio de f eligiendo K = méax{|L| + 1, |f(c)|} se verifica
[f(2)] < K

para todo z € (¢ —d,c+0). m

En consecuencia funciones no acotadas no poseen limite. Por ejemplo las funciones 1/z o
1/2? no poseen limite en = 0. Mds adelante veremos que algunas de estas funciones no
acotadas poseeran limite en sentido infinito.

El reciproco es falso, una funcion acotada no necesariamente posee limite como se muestra
en el ejemplo
+1 si >0

ﬂ@:m:{—1$x<o

2.2.5. Calculo de Limites

De forma intuitiva, el limite de una funcién en un punto ¢ se puede calcular a partir de
una tabla de valores de salida correspondientes a valores proximos a ¢, o bien mediante
la representaciéon grafica de la funcion en un intervalo que contenga c.

De forma exacta los limites se calculan usando reglas de computacién desarrolladas a
partir de esta teorfa. A continuacién enunciaremos las reglas basicas para el calculo de
limites. En capitulos posteriores se expondran otros métodos como la féormula de L’Hopital
o los desarrollos en serie de potencias.

2.2.6. Algebra de Limites

A continuacion exponemos las reglas que combinan el proceso de limite con las operaciones
aritméticas. Todas ellas se obtienen directamente a partir de la definicién de limite y
omitiremos su demostracion.

Teorema 2.3.
Supongamos
limf(z)=L y limg(z)=M
r—cC

Tr—cC
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y k constante. Entonces,

1. Regla de la suma.
lim[f(z) +g(x)] =L+ M

Tr—cC

2. Regla de la diferencia
lim[f(2) - g()] = L— M

Tr—C

3. Regla de la multiplicacion por una constante

limkf(z) = kL

r—C

4. Regla del producto
lim f(x)g(z) = LM

Tr—cC

5. Regla del cociente
@)

1m ————-

L
T—>C g(x) M
siempre que M # 0.
6. Regla de los Radicales
lim {/f(z) = VL
Tr—rC
con n entero positivo y L > 0 para n par.

Las reglas de la suma y del producto por una constante se pueden combinar en una sola
regla

ltm{af(z) + Bg(x)] = aL + BM.

Tanto esta regla como la del producto pueden extenderse mediante induccién matematica
a un numero cualquiera de funciones obteniéndose el siguiente resultado.

Corolario 2.1.

Si
lim fl(x) = L17 lim fQ(x) = L27 ) lim fn(w> = Ln
T—cC T—c T—cC
entonces
1.
l:l/—%[klfl(x) + k?QfQ(.T) + -4+ k'nfn(l’)] = ]{31[/1 + kQLQ + 4 k’nLn
2.

igf%[fl(-f)fz(ﬂ?) (@) = Lily .. Ly

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.
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Ejemplo 2.8. Sip(x) =ap+ a1z + -+ - + a,a™ entonces
lim p(z) = p(c)
Tr—rcC

Solucion.
En efecto, puesto que

limz =c
xr—c

aplicando la propiedad 2 del corolario anterior, para todo entero £ > 0 se tiene

k k
, Ry — |~ _ kK
lmz"=lm |Zzx...2| = |Ccc...c| =".

Tr—C Tr—cC

Utilizando la regla 1 del corolario anterior y teniendo en cuenta que el limite de una
constante es la propia constante, resulta

lim p(x) = lim[ag + a1z + - - - + a, 2"
Tr—cC Tr—cC

=aolim1l+a;limz +--- + a, lim 2"

Tr—cC Tr—cC Tr—rC
=ag+ aic+ -+ a,c”
= p(c)
[
Ejemplo 2.9. i
r(z) = p(x)
q()

es una funcion racional y q(c) # 0 entonces

ilir(l: r(z) =r(c)

Solucion.
En efecto, puesto que p y ¢ son polinomios se tiene

lim p(z) = p(c) vy lmg(z) = q(c)
Tr—cC Tr—cC
basta aplicar la regla del cociente para obtener

{ —imwzwzrc
) =@ = a0 =

Nota 2.1.

Observamos que los limites de las funciones polindmicas y racionales coinciden con el
valor de la expresion en el punto siempre que estén definidas en €l. Lo mismo ocurre en
general con todas las funciones algebraicas, es decir con las funciones generadas mediante
sumas, restas, multiplicaciones,divisiones y extraccion de raices, en aquellos puntos en
que sea aplicable la regla de los radicales.

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.
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1.- Sea f una funcién cuya grafica se ilustra. Evalué justificando claramente su repuesta
para cada caso o explicar porque no existe

e —— -

a) lim f(z) g) lm f(z) m) lm f(z)

b) lim f(x) h) f(=2) n) lim f(z)
T——3~ i) 1fm f(i) r—2

¢) lim f(x z—0 o) lim f(z

) xL—?ﬁr f( ) J) f(O) ) T4~ ( )

¢) f(-3) k) lim f(2) p) lim f(z)

f) lm f(z) D) lim f(z) q) lim f(z)

2.- Considere el siguiente grafico.

y=f(x)

Determine los siguientes limites

2) Jim, f(z) o) lim (f(x) - g(x))
b) lim f(x)g(x)) a tim 272 9912),

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.
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Determinar los limites en los ejercicios del 4 al 11.

2t —2x—3 L 22 —3x+2
4.- lflm ——m8M88 — 8- lim ————
=2 x+4 a3 12 —1
3 2
5.- lim T 9- lim w
=2 1 + 2 z——3 r—3
2_95 2 —2
6 lim = 10 lim S FT =2
z—5 T+ 5H z—1 Tr— 2
. ba® 4 822 L 923+ 322 -5 +1
7- llm —— 11.- lim
-0 314 — 1622 e——1 2z + 323 + 3x + 1

2.3. Formas Indeterminadas
La regla del cociente establece que si

limf(z)=L y limg(z)=M#0

Tr—cC

entonces,
flx) L
im—— = —
wveg(x) M
Ahora bien, jque ocurre si M = 07 En primer lugar veamos que si existe el limite K del
cociente, entonces L debe ser cero. En efecto,

L= lim f(x)
= lim @ x
=1 [g(x)g( )]
= lim /() lim g(x)

T—C g(l‘) T—C

=KM=0

Por tanto, siendo M = 0 es condicién necesaria para que halla limite del cociente que
L = 0. Dicho de otra forma, si L # 0 y M = 0 no existe el limite del cociente.

La cuestion que se plantea ahora es que si L = M = 0 existira el limite del cociente
y si este sera igual a 1. La repuesta es que puede ocurrir cualquier cosa, que no exista el
limite o que exista y tome cualquier valor. Por ejemplo

lim )\_ac =A
x—0

para cualquier A. Por otra parte
1

, X ,
lim — = lim —
z—0 [L‘Z z—0
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y dicho limite no existe ya que el tltimo limite corresponde al caso L # 0y M = 0.

Por ello, el limite de un cociente en el que el numerador y denominador tiendan am-
bos a 0 se dice que es una forma indeterminada del tipo 0/0.

Dos técnicas simples para resolver estas formas indeterminadas consisten en la cance-
lacion de ceros y racionalizacién de la fraccién.

Ejemplo 2.10 (Cancelacién de ceros).

3 4 322 3
Calcular lim T e AT )
e»-3 2242 —06

Solucion.
Haciendo x = —3 en el numerado y denominador observamos que se trata de una forma
del tipo 0/0. Factorizando el numerador y el denominador y cancelando los ceros comunes
a ambos resulta una forma determinada, es decir una expresién cuyo limite es calculable
mediante sustitucién. En efecto,

lim z? +23.r2 tr+3 (z+3)(=*+1) _ lm (2 +1) 5
z>-3 2242 —06 e=»=3 (x+3)(xr—2) 2--3 (v —2)

Ejemplo 2.11 (Racionalizacién). Calcular el limite

z
lim —.
=0 /o +4 -2
Solucién.

Haciendo z = 0 en el numerador y denominador observamos que se trata de una forma del
tipo 0/0. Ahora, racionalizamos el denominador multiplicando denominador y numerador

por vx + 4 + 2. Con ello resulta,

T T i T vVe+4+2
m ——— = lim
=0 \/rx +4 -2 =0\ /x+4-2Vx+4+2
— tm r(Vr+4+2)
z—0 x+4—4

r(Vr+4+2)

= lim
x—0 x

= lir%(\/m +4+42)
x—

=4
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-8
Ejemplo 2.12. Calcule lim x—
=8 Jx — 2

Solucion.
Para resolver este limite se puede considerar que t = /7, entonces z = t*; ademds cuando
z — 8 sucede que t — V8 =2

Luego
i S8 g 3-8
PO T — 2 i 2
t—2)(t* + 2t + 4
e (=21 4)
t—2 t—2
= lfm(t* + 2t + 4)
t—2
=12
|

_38
Ejemplo 2.13. Calcule lim V"
r—64 \3/_ — 4

Solucién.
Para eliminar tanto a la raiz cuadrada como a la raiz ctibica, obtenemos el minimo comun
miultiplo de los indices 2 y 3 que es 6, proponemos el cambio de variable z = 5

Si x = t5 entonces t = /7; ademds cuando x — 64, sucede que t — v/64 =

Luego

L =22+ 2t +4)
i (t—2)(t+2)

L (P 42t+4)

= (t—|—2)
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Yz —1
Ejemplo 2.14. Calcule lim ‘
z—1 Y — 1

Solucion.
Para eliminar tanto a la raiz cuarta como a la raiz cubica, obtenemos el minimo comun
multiplo de los indices 4 y 3 que es 12, proponemos el cambio de variable x = t!2

Si x = t'2, entonces t = Y¥/z; ademés cuando  — 1, sucede que t — V1 =1

Luego

3/ SH12
lim Vel :h’mt—1
=1 Y —1 t—1 /12 — 1
4 _
= lim -1
t—2 3 —1
. 2
:h'm(t D+ +1)
=2 (t—1)(t2+t+1)
1 (t+1)(t2+1)
t—2 (t2+t+1)

4
3

—12
Ejemplo 2.15. Calcule lim Ty

z—9 \/_ -3
Solucién.
Para eliminar a la rafz cuadrada, proponemos el cambio de variable z = ¢?

Si 2 = t2, entonces t = ¢/z; ademds cuando z — 9, sucede que t — V9 = 3

Luego

— 12 2 — 12
lim i — lim L
z—9 \/_ —3 t—3 t—3
A\t —
 lim (t+4)(t—3)
t—3 (t — 3)
- (t+4)
t—3 1

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.
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2.3.1. Ejercicios

r—>5H
1.- lim
z—5 12 — 25
5
9 lim —
z—5 12 — 25
x? —25
3.- lim
r—5 ,]j'—5
2 —x—2
4.- lim
z—1 ,’]j2—1
- 224+ 52 +6
T2 T+ 2
6 1 x> —5x+6
- x—2 ,1'—2
. 2+ 3x — 10
S x+5
S 1 r—4
T o4 a2 —br+4
22 —3r+2
Q—igrr% 2 —1
-2
10~ 1fm ——
z—=2 1% — 6x + 8
o x2—=Tr+10
11.- :%:I—)H% T —2
x3—1
12.- lim
r—1 J,‘—]_
o3 —ad
B e
4_ 2
14- 1fm a
=23 — /2245
2
-2
15 lim & °
r—1 (1‘—1)2
6. lim 2% 4 3z + 2
o122 440+ 3
17_Hmw
" RS0 h

J. Rodriguez C.

r—1
18.- lIm —
v=1 /22 +3 —2
, 202 —x — 3
19.- lim
e—-1723 4+ 222 + 62+ 5
3 _ 2 1
20.- lim L :L’ z+10
-2 32+ 3x+2
. V2—r+2
21.- lm ———
z—0 x
Yz — 2
22.- h'm\/E
z—8 I — 8§
Yz —1
23— 1fm VE
z—1 Y —1
r—1
o4 1fm VI
x~>15x—1
3/ 6/0n
25 1 (VLZL) (V220
el \r — 1/ \Yx —1
26.- Hmw
v=16 /T —4
3 2_93r—1
o7 1fm SVE 2V
sl x4+ x—2
923 + 322 — b+ 1
28.- lim
e——1 224 + 323 + 32+ 1
3 a2
29 lfm L ST — &+
=313 — 5?2 +3x+9
4 o3 2
30.. h’mx 2x° + 2x 2¢ + 1
z—1 3 —a?2—x+1
5 4.3
a1 hmx 4z° 4+ 2x + 1
z—1 a3+ 2z — 3
2% — /7 — 1
32.- lim L xﬁ
z—1 202 +5x —7
33.- i v =2
- lim
=213 + 222 — 51 — 6
V2 —204+6—V224+22—6
34.- lim
z—3 2 — 4 + 3
L. Salas M.
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AREA DE CIENCIAS BASIC’AS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
NOTAS DE CLASE CALCULO DIFERENCIAL

2.4. Extensiones del Concepto de Limite

2.4.1. Limites y Valor Absoluto

Las siguientes propiedades establecen la relacién entre los limites y valor absoluto. Am-
bas se obtienen de forma facil a partir de la definicién de limite y debiera hacerse como
ejercicio.

Teorema 2.4. Si
lim f(z) =L

Tr—C

entonces,
lim | ()| = ||

En particular
lim |z| = |c|.
Tr—cC

El reciproco es falso como lo muestra la funcién sign(z). En efecto,

1 st >0
sign(x) = 0 si =0
-1 si <0

por lo que
lim |sign(z)| =1
z—0

mientras que
lim sign(x)
x—0

no existe.

No obstante el reciproco es cierto cuando L = 0 pudiéndose afirmar el siguiente resultado

Teorema 2.5. S¢

lim f(z) =0
st solo si

lim [ f(x)[ =0

r—c

2.4.2. Limites Laterales

Al considerar la definicion de limite cuando x tiende hacia ¢ se puede exigir que los valores
de x sean siempre mayores que ¢ o0 siempre menores que c. Se obtienen asi los conceptos
los conceptos de limite por la izquierda y limite por la derecha.

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.
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Definicién 2.2. Sea f una funcion real de dominio D, ¢ y L numeros reales. Supongamos
que D contiene un intervalo de la forma (c,d). Se dice que f tiene limite por la derecha
en c si y solo si para cada € > 0 existe un d > 0 tal que st x € D y

c<zr<c+d
se verifica que

[f(z) = L <e.
En cuyo caso se escribe

lim f(z) =1L

z—ct

y se lee el limite de f(x) cuando x tiende a ¢ por la derecha es L
Anéalogamente

Definicién 2.3. Sea f una funcion real de dominio D, ¢ y L numeros reales. Suponga-
mos que D contiene un intervalo de la forma (a,c). Se dice que f tiene limite por la
izquierda en c si y solo si para cada € > 0 existe un § > 0 tal que six € D y

c—o0<z<c

se verifica que

|f(z) — L| <e.
En cuyo caso se escribe

lim f(x)=1L

Tr—Cc

y se lee el limite de f(x) cuando x tiende a ¢ por la izquierda es L

Los limites por la izquierda y derecha se conocen indistintamente como limites latera-
les. Estos limites satisfacen las mismas propiedades y reglas de célculo que los limites no
laterales.

Es facil probar que si los limites laterales de una funcién f en un punto determinado
¢ existen y coinciden entre si, es decir.

lim f(x) = lim f(x)=1L

T—ct T—c™

entonces f posee limite en dicho punto y se verifica

lim f(z) =L

Tr—C

Por otra parte si los limites laterales no existen o no coinciden entre si se puede asegurar
que f no tiene limite en c. Todas estas consideraciones son especialmente utiles al analizar
funciones definidas a trozos.

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.
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Ejemplo 2.16.

Dada f(z) = il
T
Calcular
1.- I 2.- 1 3.- i
lim f(z) lim f(z) lim f ()
Solucion.

Como para x # 0 se tiene

z si >0
o] = —x si <0

1o lm @) = tim i 2 121
z—0t z—0t T z—0t & z—0t

2 Tim f(2) = i g T8 i —1 = 1
r—0~ r—0— T r—0~ I z—0~

3.- lim f(x) no existe debido a que lim f(x) # lim f(z)
z—0 z—0t

z—0~

Ejemplo 2.17.

Dada
-2 st x<—1
fle)=X 2*-3 si —1<x<?2
2—x st x>2
Calcular:
1.- lim f(z) 3.- lim f(x) 5.- lim f(z)
z—1— z—1 z—2+
2.- 1 - 1 it
lim f(z) 4.- lim f(z) 6.- lim f(z)
Solucion.

Encontramos que:

1.
2.
3.
4.

D.

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.

lim f(z) = lim (-2) = =2

z—1- T—1"

i =1 2-3)=(1)2?-3=1-3= -2
Jim ()= T (2 3) = (12 3 =13

I — 9 If = 1 = -2
lim f(z) yaque lim f(z) = lm f(z)

lim f(z) = lim (z* —3) =1

T2 T—27

1i =lim@2-2)=0

S S0 = i 2 0)
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6. 1 ist I I
lim f(z) no existe ya que 1im f(z) # Jim f(x)

Ejemplo 2.18.
Dada la funcion

g(m):{ax+11 st <3
2> —8x+16 si x> 3.

Determinar el valor de la constante a que asequra la existencia del lim g(z).

z—3
Solucién.
Calculamos lim ¢(z) = lim (az + 11) = 3a + 11
=3~ T—3~

lim g(z) = lim (2> —8x+16) =9 —24+ 16 =1
z—3+ z—1+
Luego:

, . , . 10
lim g(z) existe & lim g(z) = lim g(z) © 3a+11 =1 3a = —-10 & a = ——
z—3 z—3~ z—31 3
|
Ejemplo 2.19.

Considerar

2?+3 si z<1 . 22 s x <1
f(x)—{ r+1 s x>1 y considerar - g(x) = 2 siox>1
Calcular:
1.- lim f(x)g(x) 2.- lim f(z)g(x) 3.- lim f(x)g(x)
o z—1+ z—1
Solucién.
Tenemos:

lim f(z)g(z) = lim f(x) x lim g(x) = h’rr{(x2 +3) x h'rr%a:2 =4x1=4
T— T—

r—1— rz—1— r—1—

lim f(z)g(z) = lim f(z)x lim g(x) =1lim(zx+ 1) x lim(2) =2x 2 =14

r—1t z—1t z—1+ z—1 z—1

Como ambos limites existen y son iguales a 4 se tiene:

lim f(z)g(x) =4 =

rz—1

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.
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2.4.3. Ejercicios

1.- Sea f una funcién cuya gréfica se ilustra. Calcule, si existe (justificando cada re-

puesta):
a) lim_f(z) £ f(-1) k) lim f(2)
b) f(-3) g) i f(z) k) f(4)
c) Jm /(@) h) lim f(z) g) lim f(x)
Q) i f(z) i) lim f(2) h) lin f(z)
e) lim f(z) D) f2) i) lim f(z)

2.- Sea [ una funcién cuya grafica se ilustra. Evalie, justificando claramente su res-
puesta para cada caso o explicando por que no existe:

a) lim f(z) Q) lm_f() g) lim f(x)
b) lm f(x) ¢) lim f(x) ) lim f(2)
0) f(=3) ) f(-2) i) £(0)

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.
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j) lim f(x) )l f(z) 0) lim f(z)
m) lim f(z) b) lim f(x)
k) dim f(2) ) lim f(x)

En los ejercicios del 3 al 25, calcular el limite

3o lfm —— L VIO kel ikl (G
Coaoit 20 — a2 — 1 " xlgl* 2 4+x—2
r—2 2
A- lim ., x*—x—[br—4](x—1)
2= 2 — \/dx — 2?2 15- JH{& 2+x—2
. 22° — b2’ 2 9120 —1|—1
5. mlg?, 22 1 16.- lim L |22 |
) z—1— r—1
6.- lim M L o =2P2r—1-1
z—2+ 202 + 30 — 2 17.- lim
r—1+ xr—1

23 + 922 + 20z

7- lim \/2.1'(’% — 1)

z—3— 1241 —12 18.- lim

T - 2—31'“‘2’
7 — /2 —1 |{E
- Vh+2-v2

= h 19 i 2D
, 222 — 2 —3 a1t 22 — 3z + 2|
9.- lim
2123422246245 | 2 —x—2
20.- lim ——
oo lfm Lot ot 10 T
e>—2 2?24+ 3x 42 9
_ 21- lim x_—H
11.- lim i Bk R
r—3~ — X [[2 ]]
r—1 N
T 22.- lim ———=
12. mllfﬂ Vo — 22— 1 eo1- /T —1
13- lim ———— 23.- lim

2.5. Tipos de Limites

2.5.1. Limites Infinitos.

A veces ocurre que cuando aproximamos a un punto los valores que un funcién toma en
sus proximidades se hacen cada vez mayores superando cualquier niimero positivo prefi-
jado. En este caso diremos que tiene limite méas infinito en dicho punto. Por otra parte
si los valores se hacen cada vez menores superando cualquier nimero negativo prefijado
se dice que tiene limite menos infinito en dicho punto. En ambos casos la funcién no esta
acotada y se dice que se “dispara en las proximidades del punto”.

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.
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Definicién 2.4. Sea f una funcion real con dominio D. Supongamos que D contiene
intervalos de la forma (a,c) y (c,d). Se dice que f tiene limite +o0o0 en ¢ si y solo si para
cada M > 0 existe un d > 0 tal que six € D y

O0<|z—cl<é

se verifica

flx) > M

En cuyo caso se escribe
lim f(z) = +o0.

Tr—C

Anélogamente,

Definicién 2.5. Sea f una funcion real con dominio D. Supongamos que D contiene
intervalos de la forma (a,c) y (¢,d). Se dice que f tiene limite —oo en ¢ si y solo si para
cada N < 0 existe un 0 > 0 tal que stz € D y

O<|z—cl<é

se verifica
flz) < N

En cuyo caso se escribe
lim f(z) = —o0.
r—rc
Asi mismo existen cuatro tipo posibles de limites laterales infinitos cuya definicion formal
se deja al lector
lim f(z) =400 6 lim f(z)=—oc0

z—ct z—ct
lim f(z) =400 6 lim f(x)=—o0
r—Cc— Tr—Cc™

Los limites infinitos no son en realidad limites ya que +00 no son nimeros sino simbolos.
No obstante las reglas algebraicas de limites pueden aplicarse siempre que no conduzcan
a formas indeterminadas del tipo

00
00, —o0, oox0, —, 1% oo
00

Antes de presentar algunos ejemplos se necesitan dos teoremas de limites que implican
limites “infinitos”

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.



AREA DE CIENCIAS BASIC’AS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
NOTAS DE CLASE CALCULO DIFERENCIAL

Teorema 2.6.
St n es cualquier entero positivo, entonces

1
2.) lim — = +o0 sin es par
z—0— "

1

3.) lim — = —o0 sin es impar.
z—0— ™

Teorema 2.7.
Si ¢ es un nimero real cualquiera, lim f(x) =0 y lim g(z) = M y M # 0 entonces
Tr—cC Tr—c

g(x)

1.) SiM >0y f(x) — 0 a través de valores positivos de f(x), entonces lim ~— =

T—c f(;z;)
9(@)

2.) SiM >0y f(x) — 0 através de valores negativos de f(x), entonces lim <— =

v f(x)
g(z)

3.) SiM <0y f(x) = 0 através de valores positivos de f(x), entonces lim ~——— =

z—c f([[,’)
9()

4.) SiM <0y f(x) — 0 através de valores negativos de f(x), entonces lim —= =

T—c f(q;)

El teorema también es vélido si se sustituye £ — ¢ por z — ¢ o x — ¢~

El teorema anterior indica una manera de distinguir un limite infinito, ademas establece
la necesidad de hacer uso de los limites laterales para ver si el limite existe o no. Dado
que se quiere dejar de lado las tablas y pasar de la intuicién que estas nos brindan aun

punto de vista més formal introduciremos la siguiente notacion.

Nota 2.2.

+00

+00

Decimos que h’ril g(x) =07 (o 111? f(x) = 0%) para significar que g(x) — 0 (f(z) —0)

a través de valores positivos de g(x) (f(x)) cuando x < b (x >b).

Del mismo modo liril+ g(z) =0 (o liril f(x) = 07) para significar que g(x) — 0
T— b~

(f(z) = 0) a través de valores negativos de g(x) (f(x)) cuando x > b (x <b).

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.
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Ejemplo 2.20.

5 4
Calcular lim M
z—0t 3\3/5 -+ 2\4/5
Solucion.
El minimo comun multiplo de los indices de las raices es 60, por lo tanto realizando el
cambio de variable z = t% para eliminar las raices. Cuando = — 0, note que ¢t — 0 (t
puede ser positivo o negativo), sin embargo como /x = !5 debe ser positivo, entonces

t— 0F
231 — 33 212_ 15 122_ 3
im —\/_ Ve = lim U lim Gk 9) (23t
o0+ 3w + 2/x 1m0+ 320 + 2115 ot ¢15(3E5 4 2)
(2 — 3t%) 2

o BEryy o °

Ejemplo 2.21. Calcular lim M—_x

r—3~ — X
Solucién.
lim [] — = _2-3
r—3~ 3 — X 0+
—_ _1 —_
— O_+ = —00
]

2.5.2. Limites en el Infinito.

Hasta ahora hemos considerado lo que ocurre a los valores de una funcién conforme la
variable independiente se acerca mas y mas a un numero real concreto es decir cuando x
tiende a un numero real finito ¢. A veces interesa saber lo que ocurre cuando la variable
independiente se aleja mas y mas de cualquier niimero real, siempre en sentido positivo o
bien siempre en sentido negativo, es decir cuando x tiende a 400 0 —00 seguin sea el caso.
Formalmente:

Definicién 2.6. Sea f una funcion real con dominio D. Supongamos que D contiene un
intervalo de la forma (a,+00). Se dice que f tiene limite L en +oo si y sélo si para cada
€ > 0 existe un numero real N > 0 tal que st x € D y

x>N
se verifica
|f(x) — L] <e.
En cuyo caso se escribe
A ) =1

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.
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Analogamente,

Definicién 2.7. Sea f una funcion real con dominio D. Supongamos que D contiene un
intervalo de la forma (—oo,a). Se dice que f tiene limite L en —oo si y sélo si para
cada € > 0 existe un numero real N < 0 tal que st x € D y

r <N
se verifica
|f(z) — L| <e.
En cuyo caso se escribe
lim f(z)=1L
T——00

Las propiedades y reglas de calculo de los limites cuando la variable independiente tiende
a numero finito son también validas cuando dicha variable tiende a +00 0 —o0.

En lo que sigue el simbolo

A /)
significard
Jim f(z) o lim f(z)
indistintamente.

Se dice que una funcién tiene limite b cuando x tiende a +o0, si la funcién se acerca
a b a medida que x crece indefinidamente, es decir:

lfm f(z)=b

r——+00

Teorema 2.8.
Sin es cualquier entero positivo, entonces

1

lfim — =
1
b) lim — =0

z——o0 M

Ejemplo 2.22. Sea
_ 6z+38

2549

f(x)

Determine xggloo f(zx)

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.
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Solucion.
Con el fin de aplicar el teorema, se divide el numerador y el denominador entre z, obte-
niéndose

6 8
lim f(z)= lim T
T—+00 x—>+002x—|—9
. 6+8
= lim g
IE—>+002—|—5

6+0
=—=3

240

|
Ejemplo 2.23. Sea

Determine lim f(z) y lim f(x)

T—r+00 T—r—00

Solucion.

1. Como el mayor exponente de z es 2 y se tiene bajo el signo radical, se divide el
numerador y el denominador entre Va2, que equivale a |x|. Al efectuar la divisién
se tiene,

ﬂ‘q;

SRES

[\

@‘w
[\V]

+
4o + 2
lim f(zx) = lim e MR VA6 Sl VA

T—~400 z—+00 /912 — 1 z—+oo /912 — 1

Vr?

4x 2

~ I Ed \ﬂi|
Tr—r—+00

2T

Debido a que z — 400, x > 0; por tanto, |z| = z. Asf se tiene

4x n 2
4 2 IS
lim T = lim —% L
z—+o0 4/212 — 1 T—>—+00 1
2-5
T
, , 2
Iim 44+ lim -
r——+00 r—+o0o I
, .1
\/ lim 2— lim —
T—>+00 T—+00 I
4+0 4

2-0 V2

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.
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Iggt

2. Como el mayor exponente de x es 2 y se tiene bajo el signo radical, se divide el
numerador y el denominador entre v a2, que equivale a |z|. Al efectuar la divisién

se tiene,
4x " 2
4 2 Va2 o x?
lim f(z) = lfm —— 2 — g V2P Va?
T——00 z——o00 /212 — 1 z——00 /212 — 1
V2
4x 2
o B
T——00 1
a2
Debido a que z — —o0, z < 0; por tanto, || = —z. Asi se tiene
4r 2
o w2 = T
m ——— = lim ———
z——00 4/212 — 1 T——00 1
22
2
lim —44 lim —
_ z——00 T——00 I
, .1
\/ lIim 2— lim —
T——00 T——00 I
440 4
V20 V2
|
Ejemplo 2.24. Calcule lim (vz —1—+/2z —1)
T—r00
Solucion.

Note que si se sustituye x por infinito se obtiene una forma indeterminada oo — co.

(\/x—l—f—\/?x—l)

lim (v —1—+v2z—1) = lim (\/x_l_\/zx_l)(\/m—l—i—\/Zx—l)

Tr—r00 r—r00
— lim —
z—00 (\/x— 1++v2z—1)

—T

Rl ( N TeR)
= lim m(\/gju\/@)

J. Rodriguez C. A. Arroyo C.
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Como = — oo se tiene que z > 0, asi que |z| = x entonces

lim (\/x—l—\/Qx—l) = lim

Ta(fe-2+/E- D)

= lim -1

)
—1

:O_+:_OO

5 1
3rs —2x3 4+ 1
Ejemplo 2.25. Calcule lim fs r +3
T—==00 213 + 21 — %\/ xd

Solucién.
Realizando la sustitucién x = ¢* para eliminar las raices, se obtiene:

y 325 — 223 + 1 o 32t
11m = 1m
z——00 2$% + 27 — %’3/265 z——o0 24 4+ O3 — %tS
11
e TP
T 222
t 23
3 9
_—2:——
—2 9

Ejemplo 2.26. Considere la funcion

z—1
_— 5 < —1
Vi —2x —x -
h(z) =
vr+5—2 ‘
- st x> —1

r+1
a) Calcule lim h(z)

Tr—r—00

b) ¢Eziste el h’m1 h(x)? Justifique su repuesta.
T——

Solucion.

J. Rodriguez C. A. Arroyo C.
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a) Como x — —o0, se tiene x = —|z| = —v 2?2, entonces dividiendo numerador y
denominador entre x
1
1— =
-1
h(z) = ——o - z
Va2 =2z —x 2 — 2z ]
x
1 1
1- - 1- -
_ x _ x
2 —2x 1 r? —2x |
Va? x?
1
1— =
_ x
2
1-2-1
x
Por lo que
) ) 1-2 1
lim A(z)= lim ——2%— = —=
T——00 T——00 1— % 1 2
b) Calculemos los limites laterales de h(z) en z = —1. Multiplicando numerador y

denominador por v/z + 5 + 2 se tiene

VTt — 2/ +5+2

h
(@) r+1 Vo+5+2
B r+5—4
(x+1)(vVr+5+2)
B (x+1)
(x+1)(vVr+5+2)
1
(W +5+2)
Entonces
lim h(z) = lfm Lt 1
z——1+ e=-1 (Vo +5+2) Va4+2 4
y también
m h(z) = i r—1 -1-1 -2
1m T )= l1m = =
e e TV C A TE VR C VRV RS

Por lo tanto no existe el lim h(z), ya que lim h(z) # lim h(z) =
z——1 r——1+ rz——1—

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.
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Ejemplo 2.27.

Calcular: l{im (\3/ 3 + 222 — x)

T—r—00
Solucién.
lim (\/3 x3 4 222 — 9:) = lim [(x3 + 2932)% — x]
T——00 T—>—00

y (2% + 22%)5 — 2] [(«® + 202)5 + (2% + 222)52 + 2]
= lim

2——00 [(a3 + 222)5 + (23 + 222)52 + 22]

(23 +22%) — 3

T—+—00 [(13 + 21‘2)3 + (1‘3 =+ 233'2)3.17 + xz}
, 222
= lim 3 1
= oo + 2] a1+ 2)] 4
) 222
= lim Y o1
T——00 xQ(x + 5)3 -+ xQ(l —+ 5)3 4 72
, 22?2
= lim 5 2 N
oo p2[(x 4 2)3 + (14 2)3 + 1]
) 2 2 2
= lim 3

(42541 1+1+1 3

wln

T——00 (CL’ + %)
| |

Ejemplo 2.28.
Dada la funcion

Vb2 1
Zt3r+ St < —4
222 —3
fz) =
16— 2" | —d<z<l1
_— st — x
5—+Vx2+9
Determinar los limites laterales en x = —4 y el limite en —oo.
Solucién.
Tenemos para = # 0
3 1
2 24 -
fy = VOP BT \/5’j (5+5+2)
V2?2 —3 3
x

E(riem) Erirm)
f(-z)  Je-z)

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.
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Por lo tanto

Ao o) = I -2 -

Cuando x — —4~ el limite lo calculamos por evaluacién

y B4 +3(-4)+1 69
i Jw) = 2(—4)2 =3 29

Cuando x — —47, se cumple que —4 < x < 1. Se tiene que

f(a) = 16 -2 16— a? <5+\/m2+9>
5 V22t 9 522+ 9\5+/22 19
(16 — 22)(5 + Va2 + 9) _ (16— 22 (5 + Va2 +9)

25 — (22 +9) 16— 2249
=54+vVz2+9

Por lo tanto

lim f(z)= lim (5+V224+9) =5+ v25=10

z——41 r——41

2.5.3. Ejercicios
Limites Infinitos

En los ejercicios del 1 al 21, obtenga el limite.

1 lim 212 - Hms3—1
T gt a2 —4 TSl s—1
—z+2
2.- lim ——
- (2 — 2)2 o1 y2—9
.t _—
3\ 292+ 7 3
5. 1m Y3EY . s
x—0— X
223 — b
3 9- ltm =27
4_ ]_l/m §° — x—1- X _1
s—=3+ §—3
622 -2
5. r? —3 10.- lim iL
- $i>1%1+ —x3+x2 z—2+t 202 + 3x — 2
2 — 493 3 2
6. lfm 2—1/3 - lim z° + 9z° + 20x
y—0— Hy? + 3y e—3- 12421 —12

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.
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SR

12.- 1

h—0 h
; 222 —2—3

13- lim

2=-1234+2224+62+5

3 .2

- lim T T x4+ 10

z——2 24+ 3x+2
15- lim ] —=

=3~ 3—

1 1
16.- lim — -1
m—>0x<\/1+l‘ )

Limites en el Infinito

17.-

18.-

19.-

20.-

En los ejercicios del 1 al 35, obtenga el limite.

o 22%—3x
1- lim —
z—+oo x4+ 1
2
5
2- lim T
Tr—400 €T
2?2 —2x+5
3- lim ————M—
z—+o0 923 + 22 4+ 1
o AP 4222 -5
4- lim ——MM—
z—too 83 + 1+ 2
3t T2 42
5- lim — —
T—+00 2],‘4 —|— 1
203 — 4
6.- lim
z—+o00 D + 3
T S5 — 122 4+ 7
" a:—lgloo 422 — 1

1
$- lim (30+ )
X

T—r—00

244
9- lim vatt+4
z——o00 X +4
22 3
10~ lim Y2
T——00 xr+5

J. Rodriguez C.

11.-

12.-

13.-

14.-

15.-

16.-

17.-

18.-

19.-

20.-

A. Arroyo C.

V16 — 22
=4t x —4

222 —x—3
3+ 222+ 62+ 5

i 1 1 )
Iim { — — —
0+ \xz 22
— 2z -1
i £ 22— 11
z—2+ xr— 2
, xt+1
lim ——
z——oc0 212 — 3
3x3 + 522 -7
im .
z—too 1023 — 11z + 5
i r—3
m ———
z—+oo x2 — b + 4
i 223 — 22 +3
im
a—+o0 313 + 322 — b
i T3
lIm ———
z—+oo 13 — 312 + 6
. bx—6x+2
lm ———
T—+00 10[)33 + 5
) 9z +
lim

a—too 20t + 422 —x + 6

i 223 — 22 +3
lim
z——o0 323 + 322 — bz

1— 2?2

lim
z——oo | + 212

8x? — 722 +5
2523 | 22

lim
T—+400

L. Salas M.
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21.- lim z* 28.-  lim (\/1’2 +r— 5,;)

z—too g4 — T3 +T22 49 poeo

29.- lim ( x2+3—x)

|I| T—r—+00

22.- 121 | ’ 1
Tr—r+00
v 30- lim ( x2—1—3—$)

Tr——00

_ 1 N _
23 lim Tt ﬁ) 31.- lim x(\/x2+l—x)

T—+00

) (x3+2x2—6:c—|—1)
T—+00 32.- lim
z——00 \ /928 — 32% + 10
25.-  lim 3x2+x — 2x> S/ — 1
rrhoo 33 lfm (ﬁ )
z—+oo \ x — 1

26.- lim

(

it (VT o)
(
(

Va+1- ﬁ) 34.-

r—r—+00 Hm (\/ 33'4 + 2.1'2 — x2)
T—+00

27 .- ligl <\/x2 +x—Va2+ 4) 35.- lim (m(VmQ +14+ x))
T—+00 T——00

2.6. Asintotas

Una primera aplicacién del célculo de limites consiste en el calculo de las asintotas de una
funcion.

Hay tres tipos de asintotas: Verticales, Horizontales y Oblicuas (aunque de hecho las
asintotas horizontales son un caso particular de éstas.)

2.6.1. Asintotas Verticales

Definicién 2.8. Una asintota vertical de una funcion f(x) es una recta vertical x = ¢ si
al menos uno de los enunciados es verdadero:

lim f(z) = +o0

z—ct

lim f(z) = —o0

r—ct

lim f(x) = +o0

Tr—Cc

lim f(x) = —o0
Tr—Cc

Las posibles asintotas verticales de una funcion se encuentran entre los puntos que no
estan en el dominio de la funcién, aquellos que anulan el denominador en las funciones
racionales,etc...

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.
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Para determinar si un punto constituye una asintota vertical de la funcién, se tiene que
cumplir que alguno de los limites laterales de la funcién en el punto sea +oo.

En tal caso,se dird que la funcién posee una asintota vertical en dicho punto por el lado
en el cudl dicho limite sea +o0.

Ejemplo 2.29. Determine la asintota vertical de la grdfica de la funcion f.

x?2—9
) = Y
Solucion:.
7 _
Calculemos el 1im x—, como z — 37, x — 3 > 0; de modo que z — 3 = /(x — 9)2.
=3t x— 3
Asi
7 _ _
i V2 9 _ lfm V(z—=3)(z+3)
3t x—3 r—3+ (x —3)?

N RIS
z—3t \/J)——?)
V6

:O_+

Por lo tanto £z = 3 es una asintota vertical m

2.6.2. Asintotas Horizontales

Definicién 2.9. La recta y = b es una asintota horizontal de la grdfica de la funcion f
st al menos una de las proposiciones siguientes es verdadera:

lim f(z)=">
T—r—00

Las asintotas horizontales, si existen, indican el valor al que se acerca la funcién cuando
la variable independiente x se hace muy grande o muy pequena.

Ejemplo 2.30. Obtenga las asintotas horizontales de la grafica de la funcion definida por

Xz

o) =7

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.
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Solucioén.

Primero hallaremos lim f(z)
T—r00

Jim fla) = Jim =

Dividiendo numerador y denominador por vz? tenemos

T
2
lim = lim L
T—00 4/ 12 +4 T—00 IZ 4
Z e
T
T -
T—00 4
1+ )
Como = — 400, x > 0; por tanto || = x. Asi,
T
_ T
z—00 4/ 12 +4 T—00 4
L+
T
lim 1
—_ _  x=©0
/ 4
T—00 U
1
pr— p— ]_

Por lo tanto y = 1 es una asintota horizontal de la grafica de f.

Ahora consideraremos lim f(x)

——00
7/ _ v 'T

Dividiendo numerador y denominador por vx? tenemos

T
T 22
lim = lim
z——o00 \/q?2 4+ 4 T——00 .’L'Q 4
- + -
2 2
T
i T
= lim e
T—00 4
1+ )
T

J. Rodriguez C. A. Arroyo C.
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Como z — —o0, x < 0; por tanto |x| = —z. Asi,
x

P S
oo i 1A b 1
1+ —
T

lim —1

T—r—00

e —4
V T—00 I
-1

p— p— —]_

VvV1+0

Asi que y = —1 es una asintota horizontal de la grafica de f. m

2.6.3. Asintotas Oblicuas

Definicién 2.10. La recta y = mx + b es una asintota oblicua de la grifica de la funcion
f si al menos una de las proposiciones siquientes es verdadera:

lim [f(x) —mxz —b=0

T—r—+00

lim [f(x) —mxz—b=0
T——00
Nota 2.3. Una recta y = mx + n es una asintota oblicua de la funcion f(zx) cuando
existen y son finitos los limites:

x
m = lim (&> Y
T—00 X
n = lim (f(z) — mxz)
T—00
Las asintotas horizontales son un caso particular de las oblicuas para el caso en que

m = 0.
2

x
Ejemplo 2.31. Para la funcion f(z) = 1 determine:
x
a. Asintotas verticales y oblicuas.
b. Bosquejo grdfico.
Solucioén:.
Primero hallaremos las asintotas verticales
a. x = —1 es una asintota vertical ya que:
lim f(x) = o =
Jim, (@) = g = o0

) 1
Jim, f(a) = 5o = oo

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.
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Ahora hallaremos las asintotas obIQicuas:

x
2
x
Calculemos m y n: m = lim z+1) _ i ( 5 ) =1
T—00 €T z—oo \ T“ + X

) x? Ry —x
n = lim —x| = = =1

Por lo tanto f(z) tiene una asintota oblicua en y = x — 1 cuando = — +o0.
Podemos comprobar que cuando # — —o0o tiene la misma asintota oblicua.

b. Asi que la gréafica de la funcion f es

b

/\

32

T2 —

determine:

Ejemplo 2.32. Para la funcion f definida por f(x) =

a. Dominio y raices.
b. Asintotas verticales y oblicuas.
c. Bosquejo grafico.

Solucion.

a. D={reR | 22-9>0}={zreR | (z-3)(x+3) >0} = (—oc0,—3)J(3,0)

32
b. lim =400 =2 =3 es una asintota vertical.
z—3+t /22 — 9
Como f es par, entonces © = —3 también es asintota vertical y lim f(z) = 400

r——2"

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.
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Ahora hallaremos las pendientes de las asintotas oblicuas

my = lim f@) g, 82
3 3
= lim lim

T—500 et 2 _
- /:CQ —9 X 9
X

i 3
= lim 5
Tr—r00
I=n
=3
my = tim L@ gy
T——00 I z—00 /12 — 0
= lim 3
—x
= — lim

2

Las constantes independiente de cada una de las rectas:

3a?
o=

n= lim [f(z)+3z]= lm

r—+oo xr—+00

+ 395}

3z
_ 1 Sz
_xgﬂo\/m(xi . 9)

_ oy 3 i [ T
N x—1>I:Eloo Nl — 9x—1>I:l£loo vVri —9

(x — Va2 =9)(x + Va2 —9)

+1]

=43 lim
r—Fo00 € :t \/12 — 9
=0
Por lo tanto las ecuaciones de las asintotas oblicuas son: y =3z y y = —3x

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.
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c. La grafica de la funcién f es:

2.6.4. Ejercicios

En los ejercicios del 1 al 12, obtenga las asintotas horizontales y verticales y trace una
grafica de la funcion.

L f) =2 T )= ;gfg

o- ) - L O

3- flo)=1- é 9- fl@) =5 ifx ~10
4.- f(:c>=1+$ 10- f(‘”):ﬁ
5- f(z) = x3_4 11- f(z) = jf_g

6- f(z) = \/% 12- f(z) = xf—9

En los ejercicios del 13 al 20, obtenga las asintotas horizontales y verticales y trace una
grafica de la funcion.

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.
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13- 32y — 22 —4y—-3=0
14.- 2zy+4z—3y+6=0
15.- 22y — 2?2 +4y> =0

16.- 2> +3y> — 92 =0
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17- (> =1)(z—3)=6
18- 2z +4y? — 32 =0

19- 22y — 222 —y—2=0

20.- 22y +doy — 2>+ +4y—6=0

En los ejercicios del 21 al 28, obtenga las asintotas verticales y oblicuas y trace una grafica

de la funcion.

21.- f(z) = xx_ .
2 _

22- f(z) = ‘7;_23
2 _

23.- f(z) = 9;_5

2_3r+2

21.- f(z) = % 27 f(z) =
2 4y -5
34

26.- f(z) = ‘ o

27.- Para cada una de las siguientes funciones:

a) Halle el dominio de f

2t 422744

2

(x+1)3
(z—1)

b) Determine las asintotas verticales de la grafica de la funcién f, si existen.

c¢) Determine las asintotas horizontales u oblicuas de la gréfica de la funcién f, si

existen.
d) Haga un bosquejo de la grafica de f
Lot =22 -3 22 4 2? — 1do — 24
) 57— V) 5
4 —b5r+6 i+ —2
o w?—4x+3 Lot =32 —x 2
i) 55— vi) 5
x* —3v+2 x*—3r+2
r+1 T —2x—1
i) —— vil) ————
P -2 B —T5 46
.>a:2—2x—8 i) z—1
v) ——m— vill) ————
2 4+x—2 22 —5x+6
x
i r<l1
| si x
b Je) = 8 —112® + 38z — 40
* * * si 1<z x#5
r—>5
ma3
28.- Sea ¢ la funcién definida por g(x) = ﬁ para x # n.
rT—n

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.
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a) Hallar m y n sabiendo que la recta y = 2z — 4 es una asintota de la grafica de
g.
b) Determinar si la gréifica de g es simétrica respecto al origen.

2.7. Funciones Continuas

El término continuo tiene el mismo sentido en matematicas que en el lenguaje ordinario.
Asi se dice que una funcién es continua a lo largo de un intervalo incluido en su dominio
la gréfica no presenta interrupciones o saltos. Es decir, cuando no es necesario levantar el
lapiz del papel para dibujarla.

Las funciones continuas son las funciones que normalmente describen los fenémenos del
mundo alrededor nuestro. Asi ocurre con la posicién de un vehiculo o con su velocidad.
No obstante se conocen también fenémenos que no presentan este comportamiento. Por
ejemplo, los atomos de una molécula de hidrégeno solo pueden vibrar a determinados
niveles discretos de energia, los dtomos emiten luz en frecuencias discretas y no es un
espacio continuo, etc.

Definicién 2.11. Sea f una funcion real con dominio D. Se dice que f es continua en
el punto c¢ si y solo si:

1. f estd definida en c, es decir c € D.

2. Euxiste limite de f cuando x tiende a c.
3. Se wverifica lim f(x) = f(c))
r—cC

Si en las condiciones 2 y 3 de la definicién anterior se substituye el limite cuando = — ¢
por el limite cuando © — ¢ (resp. * — ¢~ ) diremos que la funcién es continua por la
derecha o continua por la izquierda respectivamente en c.

Una funcién es continua en un intervalo abierto (a,b) C D si es continua en cada punto
¢ € (a,b). Cuando una funcién digamos que es continua en un intervalo cerrado [a, b
entenderemos que se trata de una funcién continua en el intervalo (a,b), continua por la
derecha en a y continua por la izquierda en b.

Una funcion se dice que es continua si es continua en punto de su dominio D.

2.7.1. Discontinuidades

Cuando una funcién f no sea continua en un punto ¢ perteneciente a su dominio diremos
que es discontinua en dicho punto. También diremos que es discontinua en aquellos pun-
tos que no perteneciendo al dominio si existen intervalos a izquierda y derecha de dichos
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puntos completamente contenidos en el dominio de la funcion.

Un tipo particular de discontinuidades se producen cuando existe limite L de f cuan-
do z tiende a ¢ pero f no estd definida en ¢ o bien f(c) # L. En este caso se dice que
f presenta una discontinuidad evitable en ¢ ya que basta redefinir f haciendo f(c) = L
para que sea continua en ese punto.

En los demas casos, es decir cuando no existe el limite, diremos que las discontinuidades
son no evitables. En concreto, si existen los limites por la izquierda y por la derecha en
¢ pero éstos no coinciden entre si, se dice que f presenta una discontinuidad de salto y
cuando no exista uno o ambos limites laterales se dice que la discontinuidad es esencial.

Ejemplo 2.33. La funcion

3 st x=1

f(x):{Qx_l siox#1

Solucion.
En efecto,

lim f(z) = lim(2e — 1) = 1 # f(1) =3

Por tanto la funcién no es continua en x = 1. La discontinuidad es evitable ya que basta
definir f*(1) = 1 para que la nueva funcién

. 20 —1 si x#1
f(x):{za siow=1

sea ahora continua. m

a

Figura 2.1: Discontinuidad evitable

Ejemplo 2.34. La funcion

presenta una discontinuidad evitable en x = 0.

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.
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Solucion.
La expresion no esta definida en = 0 por tanto la funcién no es continua en dicho punto.
No obstante, hemos demostrado que

., senx
lim =1
z—0 I

Por consiguiente, definiendo

es continua en toda la recta. Dicha funcién se conoce como la extensién continua de f(x).
n

Figura 2.2: Discontinuidad evitable en z = 0

Ejemplo 2.35. La funcion

presenta una discontinuidad esencial en x = 0.

Solucion.

En efecto, no existe limite finito cuando x tiende a 0, la funcién se hace cada mas grande
en las proximidades de x = 0. Independientemente del valor que asignemos a la funcién
en 0 la discontinuidad sigue presente. Se dice que es una discontinuidad esencial. m

Ejemplo 2.36. La funcion
1
f(z)=sen—, x#0

x
presenta una discontinuidad esencial en x = 0.

Solucién.
La funcion oscila infinitamente entre +1 y -1 en las proximidades de x = 0. Por tanto, no
existe limite. La funcién presenta una discontinuidad oscilatoria. m

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.
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Figur AT T ommer =0

Figura 2.4: Discontinuidad Oscilatoria en x = 0

2
Y
Ejemplo 2.37. Dada f(x) = %, obtener:
T T —

a. Puntos de discontinuidad y su clasificacion
b. Asintotas verticales y horizontales.
c. Esbozo de la grdfica

Solucion.

a. Como 2 +4x — 5= (z+5)(x —1) =04 = —5 z = 1 resulta que el dominio
es D=R—{-51}

Calculemos h’me(rc) y lim f(z).
T——

r—1%
1 )
I = G+ ~7o1
Por lo que
) , r =5 5
y la discontinuidad en x = —5 es removible.
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En cambio
lim f(z)= lim = +o00

z—1% z—1fx — 1

y la discontinuidad en x = 1 es esencial.

b. Acabamos de probar que la recta x = 1 es asintota vertical. Para hallar las asintotas
horizontales calculamos

, , I
i f@) =t s !

Por lo que la recta y = 1 es asintota horizontal.

c. Sabemos que f(0) = 0.

La grafica de la funcion f es:

2.7.2. Operaciones con Funciones Continuas

La regla del calculo proporcionan las siguientes propiedades de las funciones continuas.

Teorema 2.9. Sean f y g funciones con el mismo dominio D, ¢ € D y supongamos que
f vy g son continuas en c. Entonces

1. La funcion suma f + g es continua en c.
2. La funcion diferencia f — g es continua en c.
3. la funcion producto por una constante kf es continua en c.

4. La funcion producto fg es continua en c.
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5. La funcion cociente f/g es continua en c, siempre que g(c) # 0.
6. la funcion /f es continua en c.

7. La funcion |f| es continua en c.

El siguiente resultado nos asegura que el simbolo de limite y las funciones continuas son
intercambiables.

Teorema 2.10 (Limites y composicién).
Sean f y g funciones reales. Si
lim f(z) =L

Tr—cC

y g es continua en L se verifica

lim g(f(x)) = g(L)

Tr—C

es decir
1i = g(li
lim g(f (x)) = g(lim /()
Corolario 2.2. La composicion de funciones continuas es a su vez continua.

Teorema 2.11. Sea f una funcion uno-uno definida en un intervalo I. Entonces, si [ es
continua, su inversa f~1 es asi mismo continua.

Ejemplo 2.38. Considere la funcion

32 —a st <1
g(z) = b st z=1
Vvr+3-—2 )
—_— st z>1
2 —1

Determinar los valores a y b para que la funcion g sea continua en x = 1.
Solucién.
Para que g sea continua en x = 1, se tiene que cumplir que lin} g(x) = g(1) es decir que
s
lim g(z) = b Calculemos
z—1
, . Vr+3-—2
lim g(z) = lim —————

r—1+ 1+ a2 —1

(VeF3-2) (Vo +3+2)

— i

oot (@ -1 (Vo +3+2)
~ lm r+3—-4
otk (2= 1) (z+ 1) (Vo +3+2)
= lim vl

=1t (2 — 1) (z+ 1) (Va +3+2)

1 1 1

= lim = _

o (r 4 ) (Ve t8+2)  (+1)(/1+3+2) 8
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1
Asi, I =b=>0b=-.
o, lim o(a) =b= b=
, 1 23
Por otra parte lim g(z)=3—-a=3—-a=-=a=— nm
T—1" 8 8

2.7.3. Continuidad de las Funciones Elementales

Ya sabemos que las funciones polinémicas son continuas en todos los puntos y también
las racionales salvo en los ceros del denominador.

También es facil analizar la continuidad de las funciones algebraicas. Por ejemplo

es continua para todo x > 0. Es continua por la derecha en z = 0 y no esta definida para
x < 0.

En general las funciones algebraicas son continuas en aquellos puntos en que son vali-
das las reglas del cociente y la de los radicales. Es decir se deben excluir los ceros de
los denominadores y los puntos en que los subradicandos correspondientes a los radicales
pares sean negativos. En los ceros de estos radicales se examina la continuidad lateral.

2.7.4. Ejercicios

1.- Determine cuales de las siguientes funciones es discontinua en a = 1. En el caso de
que la funcién sea discontinua en a = 1, explique porque sucede esta discontinuidad
es removible o esencial.

2) 3 —1 c) flx)=a>+z+1
z—1 ZU3—1
1 si v#£1
_ T —
b a2+l st <1 d) h(z) =
) 9(z) = 2—z s 1<z 1 sior=1

2.- Sea f una funcién cuya grafica se ilustra. Indique en qué puntos de la recta real,
f es discontinua y justifique su respuesta. Diga en cada caso si la discontinuidad
discontinuidad es removible o esencial.

3.- Para cada una de las siguientes funciones:

a) Dibuje la grafica de la funcién dada.

b) Determine en que puntos la funcién dada es discontinua e indique que tipo de
discontinuidad tiene en cada uno de esos puntos.
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( |z + 3] si —5<x<0
[3xz — 1] si 0<z<1
i) f(x)=¢q 22—624+6 si 1<ax<5
22 —8r+15 .
si d<
L rT—95
4 1 )
o si x<—=3 x#—4
y V9 — 22 si —-3<x<0
i) f@) =9\ prr3] s 0<z<l1
2 si r=1
(| 22 —4x +8 =i 1<z <4
2+ —2 i
i-Sea f(x) =4 -1 O U=rsl
a’x? — 2ax + a? si 1<z

a) Escriba las condiciones que debe cumplir la funcién f para que sea continua
enz =1

b) Calcule lim f(x)y lim f(x)
x—1- z—1t

c) Halle los valores de la constante a tales que la funcién f dada sea continua en
r=1

5.- Determine los valores de la constante a, tales que la funcién f sea continua en 2 y
después dibuje la gréafica de f si:

Fz) = ar +1 si x <2
Tl a?—224+7 si 2<«x

6.- Determine los valores de la constante a, tales que la funcién
x4+ —2
-1
flz) = v

622 —3ar+a® si 1<z

si z<1
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sea continua en z = 1

7.- Para cada una de las siguientes funciones determine los valores de las constantes a
y b tales que la funcion f sea continua en el conjunto de todos los niimeros reales.

ar + 2 si r<l1
a) fx) =< 2*+2ax+b si 1<z<4
3ax — b si 4 <z
»?4+r—2 |
—— si z <1
r—1
b) f(z) =
ar +b si 1<2<?
3r — 2 si 2<z

8.- (Existird un valor de b para el cual, la funcion
2 —4x + 3

fay=¢ 1
2bx + b? si 1<z
sea continua en @ = 17

si x<1

9.- De acuerdo a la siguientes graficas determine cada uno de los limites. Determine en
que puntos la funcion es discontinua y clasifique la discontinuidad.

1// : y=f(z)
. .

/il I

i) Lim f(z)
10.- Considere la funciéon
32° —a st x <1
b si 1l==zx
) —
J VT+3-2 .
si 1<z
2 -1

Determinar los valores de a, b para que la funcién sea continua en x = 1.

11.- Sea f: R — R una funcién continua en el punto z = —4. Se define g : R — R por
2

o) = (20— 10) + =

. Es g continua en a = 37 Diga porqué.

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.



AREA DE CIENCIAS BASIC’AS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
NOTAS DE CLASE CALCULO DIFERENCIAL

12.- Dada la s1gulente funcion

x—l—? si T < —2
ar’ —3 si —2<z<?2
f@) =9y si x =2
—x+7 si 2<zx

a) Determinar los valores de las constantes a y b, que hacen de f una funcién
continua en x = 2

b) Reescriba la funcién f con los valores calculados de a, b. Estudie la continuidad
o discontinuidad de f en x = —2.
13.- Considere la funcién

¢ x

- ; 0
4’$| s1 <
1

g(x)z 1 si =0
V4 -2
VETTTL G 0<a

\ x
y estudie su continuidad en x = 0

14.- Determinar los valores de a, b para que la siguiente funcién sea continua en x = 0
yenx = 3.
2z +a si x <0

Fla) = ¢ —Vdr +4

= si 0<az&x+#3
22— 9y —3

b si r=3

\

15.- Calcule los valores de a y b que hacen continua a la siguiente funciéon en r = —1.
3r—2 si r<—1
flx)y=4¢ a si x=-1
br? +1 si —l<z<?2

16.- Determinar los valores de las constantes a, b y ¢ que hacen continua en todo su
dominio la funcién

20 +1 si T < =2
ar’+b si —2<x<1
fl@) = c si r=1
l1—=z si l<x

17.- Determine los valores de las constantes ¢ y k que hacen continua la funcién en x = 1
y en x = 4.
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T si r <1
flx)=¢ cx+k si 1<z<4
—2x si 4 <z

Dar un bosquejo de la grafica de esa funcién con los valores encontrados

18.- Sea la funcién:

2 +4r+4 si r < —1
flx)=< 2ax+0b si —1l<z<2
22 —Adxr+4 si 2<
a) Encontrar los valores de a, b para que la funcién sea continua en x = —1 y en
T =2.

b) Graficar la funcién con los valores encontrados.

19.- Calcule los valores de a, b que hacen que la siguiente funcion sea continua en xr = —1.
2a )
— si r<—1
x
flz) = ,
b si r=—1

241 si —l<zx<?2

20.- Sea f la funcion definida de la siguiente manera:

2 si r<-—1
flz)=<¢ ar+b si —1<z<3
—2 si 3<zx

a) Hallar los valores de las constantes a, b de modo que la siguiente funcién sea
continuaen r = —1 yen xz = 3.

b) Dibujar la grafica de f con los valores obtenidos

2.8. Funciones Trigonometricas

2.8.1. Regla del Emparedado

Teorema 2.12. Sean f, g y h tres funciones definidas en D tales que

f(z) < h(z) < g(x)
para todo x € D. Supongamos que D contiene intervalos de la forma (a,c) y (¢,b) y que

lim f(z) = limg(x) = L

xr—c xr—c
Entonces

lim h(x) = L

Tr—c
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Demostracion.
Dado que
f(z) < h(z) < g(z)
Entonces
, <1t <1t
lim f(z) < lim A(z) < lim g(z)
Asi que
L<limh(z) <L
Tr—c
Por tanto
limh(x) = L
xr—c
]

Teorema 2.13.

limsenz =0 y limcosx =1
x—0 z—0

Demostracion.

Consideremos el triangulo ABC' de la figura contenido en la circunferencia de radio unidad.

Mediante la formula de Pitagoras y teniendo en cuenta que la longitud de la cuerda AB

—
x""\-\.
P
\n.
‘\\
et
e
\‘\.
S A
A
5 /’/ \
¥ \\
. \
- y
0 C B

es menor que la del arco AB se deduce

AB'+AC" = AB’ < AB =4’
Pero BC =senxz y AC =1 — cosz. Por tanto,
sen”z + (1 —cosz)? < 2°

Por consiguiente,

—|z| <senzx <|z| y —|zr|<1—cosx <]|z|
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o bien,
—|z] <senz < x| y 1—|z] <cosz <1+ |z

Cuando z tiende a 0, también |x| tiende a 0. Por tanto, por la regla del emparedado
resulta

limsenz =0 y limcosx =1
x—0 z—0

Teorema 2.14.

., sencx
lim =1
z—0 T

Este limite constituye otro ejemplo de la forma indeterminada del tipo 0/0.
Demostracioén.

Ahora consideraremos la circunferencia de radio unidad y los tridangulos OAB y OCB de
la figura.

Para un arco positivo z suficientemente pequeno el area del triangulo OAB es menor que

—
=
=
i
-
\-\
Hy
.,
By
\\
[
\l&.-’ F’.
e
o '\
* ol |
i 4
_,"'- II'||
e g Illlll
- \
% b
o B

la del sector OAB correspondiente y ésta a su vez menor que la del tridngulo OCB. Es

decir;
1 1

—senr < —xr < —tanx
2 2 2

multiplicando por 2 y dividiendo por sen x se obtiene

T 1

1< <
senx  COSXT

Tomando reciprocos resulta
sen x

cosx < < 1.

x
Dicha relacion es vélida también es valida, para arcos negativos ya que
sen(—zx) senx

cosx = cos(—x) < =
—x T
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El limite buscado se obtiene la regla del emparedado a dicha relacién y teniendo en cuenta
que

limcosz =1
x—0

[ ]
Ejemplo 2.39.
Demostrar que

limxzsen— =0
x—0 x

Solucion. .
En primer lugar observamos que la funcién sen — presenta un caracter oscilante alrededor

de x = 0. No obstante, permanecen acotadas ya que sus valores se mantienen entre -1 y
1.

Por consiguiente,

1
|x|‘ Sen—‘ < ||
x
De donde se sigue,
1
—lz| < zsen— < |z|
x
Aplicando la regla del emparedado resulta

limzsen— =0
x—0 x

|
El procedimiento seguido en ultimo ejemplo puede ser generalizado para enunciar el si-
guiente resultado que se utiliza con gran frecuencia.

Corolario 2.3.
Si lim f(x) = 0 y g(z) una funcidn acotada en un intervalo abierto que contenga a c
Tr—cC

resulta
lim[f(z)g(x)] = 0

Tr—cC

2.8.2. Continuidad de Funciones Trigonométricas

Como consecuencia de la regla del emparedado se demostro que
limsenz =0 y limcosz=1
z—0

x—0

Puesto que, sen0 = 0 y cos0 = 1, se tiene que
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limsenz =sen( y limcosxz = cos(
z—0 z—0

lo que prueba la continuidad del seno y coseno en z = 0.

Para demostrar la continuidad del seno en un punto arbitrario x = ¢ escribimos

senz = senfc + (x — ¢)]

= senccos(x — ¢) + coscsen(z — ¢).

por tanto,

limsenz = senc[h’m cos(r — c)] + cos c[h’m sen(z — c)}
r—C Tr—cC Tr—C

Puesto que, x — ¢ tiende a 0 cuando z tiende a ¢ y tanto el seno como el coseno son
continuas en x = 0 resulta

lim sen z = cos [h’m(:c - c)} + cos csen |:HHI(:L‘ - c)]
z—0 T—C T—C

=senccos0+ coscsen(

= senc

La continuidad del coseno se deduce de la identidad
T
COS ¥ = sen (x + 5)
De esta forma se trata de la composicion de funciones continuas. Como la composiciéon de

funciones continuas es continua concluimos que el coseno es también una funcién continua.

La continuidad de las restantes funciones trigonométricas tanx, cotz, secx y cscx, en
aquellos puntos en que estan definidas, es ya inmediata a partir de las reglas aritméticas.
Las funciones inversas también son continuas.

Limites de Funciones Trigonométricas

sen 8¢ — sen 4x

Ejemplo 2.40. Calcular el limite de lim

x—0 x
Solucién.
, sen8x — sendx , sen8zx , sendx
lim = lim — lim
z—0 T z—=0 z—=0 T
8 sen 8x . 4dsendx
=lim— — lim —
=0 8z =0 4x
. sen8z . sendx
= 8lim —41im =8—-4=4
z—0 €T z—0 4dx
[
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Ejemplo 2.41.
Sea f la funcion definida:

1 — cos 22

o o st x <0
T) =

QCos(as—l—g) si 0<z

Hallar si existen:

O lim f(x) ® lim f(x) ® lim f(x)
z—0* z—0~ z—0
Solucién.
‘ _ T _ T_
o mli%hf(x) = 91512(1)2(:08 (z+ 3) = 2cos 3 = 1
1 — cosa? 1 —cosx?\ /1 + cos x> 1 — cos? 22
© lim f(x)=lim — = = lim |( )( )] =1 e =
20~ /() e R o0 3 1 + cos a2 250 23(1 + cos x?)
2.2 1 2.2
lim 22 im et T gm— 2 1x =0
=0 x3 1014 cosx? 2=0 %t 2014 cosa? 2

® lim f(z) no existe ya que lim f(z) # lim f(x)
z—0 z—0t

rz—0~

2.8.3. Ejercicios

En los ejercicios del 1 al 41, calcular los limites.

. sen(2x , sen(cosx
1.- lim (22) 8- lim ¥
xz—0 T x—7/2 COST
. tan 2z . sen(x — )
2.— llm 9._ llm -~ @ 7
z—0 senx T xr— T
i sen bx — sen 3z sen(x2 —1)
3~ Um - 10.- lim
x—1 x—1
4 lim 2™ 5z , sen(sen )
z—0 senx 11.- glcl_rf(l) Tz
51 senx — sena
- lim — .
250 T —a 12.- ilir(l) sen x sen -
. 1l —cosz sen 4x
6.- lim ——— 13.- lim
x—0 xT z—0 X
, sen(tanz) . sen9z
7- lim ———= 14.- lim
>0 seng z—0 sen 7x
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, 3x
15.- lim
z—0 sen dx
16l -
~ lim
z—0 sen? Hx
1 —rcosdz
17- llm ———
x—0 x
18- 1 8v*
- lim —
2—0 1 — cos?()
Lo If 1 —cos’x
- lim ——
x—0 2%2
, tanx
20.- lim
x—0 21:
1 —cos3z
21.- lm ————
z—0 sendzx
., 1l—senx
22- lim —
x—/2 75—
T sen x
-~ lim
=0 Hx? + Tx
922 + 4x
24.- lim
z—0 senx

25.- lim 2 L
- lim z“sen —
x—0 \3/5

1 —cosz

26.- lim ——
z—=01+senx

38.- Una funcioén f estd definida como sigue:
( s

bsenx —a sl

flz) =< 2 si

3cosx+b si

\

siendo a y b constantes. Determine valores de las constantes a y b, para que la

funcién sea continua.
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27.-

28.-

29.-

30.-

31.-

32.-

33.-

34.-

35.-

36.-

37.-

. 1 —cos2x
lim ——

z—0 sen3x

.1 —-cos4dx
lim ———
z—0 sendr

, 1 —4/cosx
lim ————

z—0 3%2

, V1+senz —+1—senx
lim
z—0 2x

. tanx —senx
lim —
z—0 2333

. cosTx — cosdbr
lim
z—0 :1;2

. sen’z +2cosx — 2
lim 5
z—0 cos* T —xrsenx — 1

senz(l — cosx)

; tanx
lim ———
=0t /2 — 2 cos? x

, T —senx
lim ———
t—0 Tsenzx

L. Salas M.
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39.- Una funcién f esta definida como sigue:

( Senzx . <0
—— si x
322 + 4x

s 3 .

flx) =4 b°—— si x=0
4

1—cosz .
\2—:62 si O<zx

a) Calcule lim f(x)

z—0

b) Determine los valores de la constante b para que f sea continua en x =0

2.9. Teorema de Bolzano para las funciones continuas

Teorema 2.15. Conservacién del Signo de las Funciones Continuas.
Sea f continua en c y supongamos que f(c) # 0. Existe entonces un intervalo (¢ —9,c+96)
en el que f tiene el mismo signo que f(c).

Demostracion.
Supongamos que f(¢) > 0, como f es continua en ¢, se tiene que

lim f(x) = f(c)

Tr—cC

Asi que para cada € > 0 existe un 6 > 0 tal que:

fle) —e< f(x) < f(c) + esiempre que c—0 <x <c+9 (2.1)
Tomando el ¢ correspondiente a € = @ (esta € es positiva) entonces (2.1) se transforma
en
@ < f(z) < 3@ siempre quec —0 <z <c+4

Entonces f(z) > 0 en este intervalo y por tanto f(z) y f(c) tienen el mismo signo. Si

if(c)
f©)

() ' |
I

c -6 i c4 6

R —

Agqui f(x) > 0 para x prdéximo a c pues
flc) > 0.

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.



AREA DE CIENCIAS BASIC’AS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
NOTAS DE CLASE CALCULO DIFERENCIAL

f(¢)

f(c) < O se toma € = — Ty se llega a la misma conclusién. m

Teorema 2.16. Teorema de Bolzano.
Sea [ continua en cada punto del intervalo cerrado [a,b] y supongamos que f(a) y f(b)
tienen signos opuestos. Existe entonces por lo menos un c en el intervalo abierto (a,b) tal

que f(c) =0.

Demostracion.
Supongamos que f(a) < 0y f(b) > 0 tal como se muestra en la figura

AWA

Teorema de Bolzano.

o p———————

Definamos S = {z € [a,b] | f(z) < 0}. Como f(a) < 0, se tiene que a € S entonces S # 0.
Por lo tanto S estd acotado superiormente puesto que es un conjunto no vacio de niimeros
reales, por lo tanto tiene extremo superior digamos c¢. Probaremos que f(c) = 0.

Por ser f(c) un numero real, entonces f(c) >0, 0, f(c) <0,0, f(c)=0.

a) Si f(c) > 0 como f es continua entonces por (2.15) existe un intervalo (¢ — d, ¢ + )
tal que f(z) > 0 para todo z € (¢ — d,¢ + 0). Luego ningtin punto de S puede ser
mayor que ¢ — ¢, luego ¢ — 0 es una cota superior de S, peroc—9d < cy c=supS
absurdo. Por lo tanto f(c) # 0.

b) Si f(¢) < 0, entonces por (2.15) existe un intervalo (¢ —d,¢+9) o [¢,c+6) si c = a,
en el cual f es negativa y por tanto f(x) < 0 para algin x > ¢, luego ¢ no es una
cota superior de S, absurdo. Por lo tanto f(c) £ 0.

Asi que de a) y b) se tiene que f(c¢) = 0. Ademds a < ¢ < b, ya que como f(a) < 0y
f(b) >0. m

Ejemplo 2.42.

Sea
-1 si z=1
f@)_{ r? s 1<z <2
Solucioén.
f es una funcién definida en [1,2] continua en (1,2] y no continuaen 1, f(1) = -1 <0y

f(2) =4 > 0 pero no existe ningun z € [1,2] tal que f(x) = 0. Esta funcién no cumple el
Teorema de Bolzano. m
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Ejemplo 2.43.
Dada una funcion f de valores reales continua en [0,1]. Supongamos que 0 < f(x) <1
para cada x en [0,1]. Demostrar que existe por lo menos un punto ¢ en [0,1] para el cual

f(e) =c.

Soluciodn.
Como 0 < f(z) < 1, entonces (f(1) =10 f(1) <1)y (f(0) =00 f(z) > 0).

1. Si f(1) =1, o, f(0) =0, queda demostrado el ejercicio.

2. Si f(1) <1y f(0) > 0, definamos una nueva funcién g(x) = f(z) —x que es continua
en [0, 1]. Por otra parte tenemos que g(0) = f(0) >0y g(1) = f(1) — 1 < 0 asi que
aplicando el teorema de Bolzano existe un ¢ € [0, 1] tal que g(c) = 0 y de esta
manera se tiene que f(c¢) = ¢

Ejemplo 2.44.
Dada una funcién f de valores reales continua en [a,b]. Suponiendo que f(a) < a y que
f(b) > b, demostrar que f tiene un punto fijo en |a,b.

Solucioén.
Como f(a) <ay f(b) > b, entonces (f(a) <ao f(a)=a)y (f(b) >bo f(b)=0)

1. Si f(b) =b, o, f(a) = a, el ejercicio queda demostrado.

2. Si f(a) < ay f(b) > b, definamos la funcién g(z) = f(z) — z que es continua en
la,b]. Por otra parte tenemos que g(a) = f(a) —a < 0y g(b) = f(b) —b > 0,
aplicando el teorema de Bolzano a g se tiene que existe un ¢ € [a, b] tal que g(¢) =0
y por tanto f(c) = c.

2.9.1. Teorema del valor intermedio para funciones continuas

La propiedad de los valores intermedios expresa que una funcién continua en un intervalo
la, b] toma, al menos una vez todos los valores comprendidos entre los valores alcanzados
en los extremos a y b. Asi un ascensor de un edificio de 10 plantas que sube primero desde
la planta baja a la séptima para bajar a la cuarta y luego subir a la iltima, ha pasado
alguna vez por cada una de las plantas.

Teorema 2.17 (Propiedad de los valores intermedios).

Sea f una funcion continua en el intervalo cerrado [a,b]. Six < x9 son dos puntos cuales-
quiera de [a,b] tales que f(x;) # f(x2), la funcion f toma todos los valores comprendidos
entre f(x1) y f(x2) por lo menos una vez en el intervalo (xq,x2).

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.
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Teorema del valor intermedio.

Demostracién.

Supongamos que f(z1) < f(x2) y sea A tal que f(z1) < A < f(z2). Sea g(z) = f(x) — A
una funcién definida en [z1, z5], la cuales continua en cada punto de [y, z5].

Por otra parte se tiene:

g(x) = f(x1) —=A <0 vy g(z2) = flz2) = A >0,

Aplicando el Teorema de Bolzano a ¢ existe un ¢ € (z1,x2) tal que g(c) = 0 entonces
existe un ¢ € (zy,x2) tal que f(c) =\ =

Aunque el teorema asegura la existencia de un punto ¢ en el que alcanza el valor in-
termedio A, no dice como encontrarlo. Para ello es necesario resolver la ecuacién f(x) = .

Graficamente el teorema significa que toda linea horizontal comprendida entre las lineas
horizontales correspondientes a f(a) y f(b) debe cortar a la gréfica de f al menos una vez.

En particular si una funcién continua en un intervalo es positiva en un extremo y ne-
gativa en el otro, debe ser cero en algin punto del intervalo. Esto permite localizar las
soluciones de una ecuacién f(x) = 0, siempre que f sea continua, buscando intervalos en
que la funciéon cambie de signo.

2.9.2. Propiedad de los Valores Extremos

Teorema 2.18. [Propiedad de los valores extremos/

Sea f una funcion continua en el intervalos cerrado [a,b]. Existe un c € |a,b] tal que f(c)
es un valor mdzimo, es decir f(x) < f(c) para toda x € [a,b]. Asimismo, existe existe un
d € [a,b] tal que f(d) es un valor minimo, es decir f(d) < f(z) para todo x € |a, b

El teorema asegura que una funcién continua en un intervalo cerrado siempre alcanza
un maximo y un minimo absoluto en dicho intervalo. Lo que no dice es cuantas veces se
alcanzan, ni donde, ni como localizarlos. A pesar de ello el teorema es de gran utilidad
practica como se vera mas adelante.

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.






Capitulo 3

Derivada

3.1. Introduccion

Los origenes del Célculo estuvieron motivados por el deseo de resolver diversos problemas
vinculados al movimiento de los cuerpos, asi como problemas de tipo geométrico de im-
portancia en ()ptica y problemas de cédlculo de valores maximos y minimos de una funcion
dada. Simplificando, podemos destacar dos problemas principales:

%% Determinar la tangente a una curva en un punto (el problema de las tangentes).
% Determinar el drea encerrada por una curva (el problema de las cuadraturas).

Son los conceptos de derivada e integral, respectivamente, los que permiten resolver satis-
factoriamente dichos problemas. Mientras que el concepto de integral tiene sus raices en la
antigiiedad clasica, la otra idea fundamental del Calculo, la derivada, no se formulé has-
ta el siglo XVII. Fue el descubrimiento efectuado por Sir Isaac Newton (1642 - 1727) y
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716) de la relacién entre estas dos ideas, tan dispares
en apariencia, lo que inicié el magnifico desarrollo del Calculo. Si bien los trabajos de
Newton y Leibniz son decisivos por sus aportaciones e influencia, no hay que olvidar que
ellos son el punto culminante de un largo proceso en el que han participado cientificos de
la talla de Johannes Kepler (1571 - 1630), René Descartes (1596 - 1650), Pierre de Fermat
(1601 - 1665), John Wallis (1616 -1703) e Isaac Barrow (1630 - 1677) entre otros.

3.2. La recta tangente

En la primera mitad del siglo XVII no se conocian métodos generales para calcular la
tangente a una curva en un punto de la misma. Este problema se presentaba con frecuencia
en mecanica, en optica y en geometria, y generalmente se resolvia, de forma geométrica,
con técnicas adaptadas a cada caso particular. La dificultad estd en que, siendo la tangente
una recta, se precisa conocer dos puntos de la misma, o bien un punto y su pendiente,
para poderla determinar.
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3.2.1. Idea intuitiva de recta tangente.

Todo el mundo tiene una idea clara de lo que es la recta tangente a una circunferencia en
uno de sus puntos, pero si tratamos de generalizar esa idea a otras curvas nos encontramos
con cuestiones que esa idea no resuelve.

* ;Puede la recta tangente cortar a la curva en més de un punto?
Repuesta. Si, la recta tangente puede cortar a la curva en mas de un punto como
se muestra en la grafica siguiente:

A

* ;Puede atravesar la recta tangente a la curva por el punto de tangencia?
Repuesta. Si, en un punto de inflexion la tangente atraviesa a la curva. Pudiéndose
distinguir tres tipos de puntos de inflexiéon: de tangente vertical, de tangente hori-
zontal y de tangente oblicua.

_..--") b4

-1 A
/

La tangente en un punto de inflexidn.

]
Nota 3.1. En los puntos de discontinuidad no se define la recta tangente.

Definicién 3.1. Se llama tangente a una curva en un punto P a la recta que pasa por P
con la misma direccion que la curva.

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.
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3.2.2. La pendiente de la Recta Tangente

Supongamos que queremos hallar la recta

tangente a una curva de ecuacioén cartesia-

na y = f(x) en el punto (a, f(a)). La estra- 0
tegia, usada primero por Pierre de Fermat
y mas tarde por Newton, consiste en apro-
ximar la tangente por rectas secantes cuyas
pendientes si pueden calcularse directamen-
te. En particular, consideremos la recta que
une el punto (a, f(a)) con un punto cercano,
(x, f(x)), de la grafica de f.

Esta recta se llama una secante (recta que corta a la curva, pero no es tangente a la
curva). La pendiente de esta secante es:

f(x) — f(a)
r—a
Observa que una recta secante es una buena aproximacién de la recta tangente, siempre

que el punto (x, f(x)) esté muy cerca de (a, f(a)).

Estas consideraciones llevan a definir la rec-
ta tangente a la grafica de f en el punto
(a, f(a)) como la recta que pasa por dicho

punto y cuya pendiente es igual al limite: "
Fr)=F(x,)
x)— f(a
o F@) () Ny’
Tr—a Tr— Qa G| oy
)
Asi que la pendiente de la recta tangente se = | =

define

Pendiente de la recta tangente.

tana = lim —f(x) — f(wo)
T—xQ r — X9

Ejemplo 3.1. ;Cudl es la pendiente de la recta tangente a la grdfica de y = x> + 1 en el
punto P = (1,2)?

Solucion:.
La pendiente de la recta tangente viene dada por:

e f@) = ()

T—x0 T — Zo

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.



AREA DE CIENCIAS BASIC’AS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
NOTAS DE CLASE CALCULO DIFERENCIAL

donde (zg,y0) = (1,2), asi que

o+ 1-1-1 2 —1
m = lim = lim
r—1 x—l x%lx—l
—1 1 1
_ 1 (x —1)(z+ )_1 x+ _ o
r—1 .17—1 x—1 1

3.2.3. Ejercicios

1.-

En los problemas a continuaciéon, obtenga una ecuacion de la recta tangente a la
grafica de la ecuacion en el punto dado

a) y=9—1x% (2,5) d) y=12*—-62+9; (3,0)
b) y=2?+4; (—1,5) e) y=12*+3; (1,4)
c) y = 2%+ 4x;(—2,0) f) y=1-—2%; (2,-7)

En los problemas a continuacion, (a) Determine la pendiente de la recta tangente
a la grafica de la funcién f en el punto (z1, f(x1)). (b) Determine los puntos de la
grafica donde la recta tangente es horizontal y utilice esto para dibujar la grafica

a) f(x)=3z*— 122+ 8 ¢) f(z)=a2%— 622 — 9z — 2
b) f(z)=7—6x —2? d) f(z) =223 — 322

Obtenga una ecuacién de la recta tangente a la curva y = 222 4+ 3 que sea paralela
alarecta8r —y+3=0

Determine una ecuacién de la recta tangente a la curva y = 322 —4 que sea paralela
a la recta 3z +y =4

. 1
Encuentre una ecuacion de la recta normal a la curva y = 2 — gxz que sea paralela

alarectaxr —y=20

Obtenga una ecuacién de cada recta normal a la curva y = x® — 3z que sea paralela
alarecta 204+ 18y —9 =10

En los problemas del 7 al 12, obtenga una ecuacién de la recta tangente a la grafica
de la ecuacion en el punto dado

T-y=9—2a2 (2,5 10- y = 2% — 62 +9; (3,0)
8- y=a2+4; (—1,5) - y=2>+3; (1,4)
9.- y=2z*+4z; (-2,0) 12- y=1—2"; (2,-7)

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.
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3.3. La Derivada de una Funcion

Definicién 3.2. Se dice que una funcion f: I — R es derivable en un punto a € I,

si existe el limite:
x)— f(a
T~ I(a)
r—a T — Q
FExplicitamente, f es derivable en a si hay un nimero L € R wverificando que para cada
numero € > 0 eziste algun nimero 6 > 0 tal que para todo x € [ conx # a y|r —al <6

se tiene que
f(z) = fla)
T —a
Dicho nimero L se llama derivada de f en a lo representaremos por f'(a) (notacion
debida a Lagrange).

— Ll <e¢

La notacion de Lagrange tiene la gran ventaja de poner de manifiesto que al aplicar la
operacion de derivacién a una funciéon obtenemos una nueva funcién, que esta definida
en todos los puntos donde la funciéon dada sea derivable. Es usual considerar funciones
derivadas definidas en intervalos.

Leibniz interpretaba ese simbolo como un “cociente diferencial” pues él lo entendia asi:
como un cociente de cantidades infinitesimales, y lo manejaba como un cociente; por
ejemplo, se puede multiplicar o dividir, segin convenga, por dx o df (x). A partir del ulti-
mo tercio del siglo XIX, fueron totalmente abandonados los problemas que planteaban
el uso de cantidades infinitesimales. Por eso, la interpretacion de Leibniz de la derivada,
aunque intuitiva, no es la que se sigue en la gran mayoria de los cursos de calculo.

A pesar de lo dicho, es frecuente, sobre todo en libros de ingenieria, usar la notacion
de Leibniz y manejarla como él lo hacia. Creo que esto es 1til porque la notacién de
Leibniz tiene una gran fuerza heuristica, y no debe presentar ningin problema, siempre
que no acabes creyendo que una derivada, tal como la hemos definido, es un cociente
de infinitésimos. Y siempre que dicha notacién se use como un mero simbolismo y no se
hagan demostraciones apoyadas en su supuesta significacion.

Una dificultad de la notacién de Leibniz es que no es cémoda para representar la de-

es la funcion derivada f'(x),

rivada en un punto concreto. Podemos entender que

pero ;como indicamos la derivada en punto concreto a? Las notaciones
son confusas. Lo que suele hacerse es escribir:

df (z)

dz lz=a

que, realmente, es una notacién incomoda. Una posible mejora serfa escribir d—(:v) para
x

d
representar f’(x), en cuyo caso d—f(a) indicaria f’(a).
T

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.
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La verdad es que la mayoria de los libros de ingenieria que usan estas notaciones lo hacen
sin preocuparse mucho por su significado, y esa es una causa importante de que muchas
veces no se entienda bien lo que escriben. Las notaciones son importantes y hay que ma-
nejarlas cuidadosamente. Y todavia més, cuando una notacién se supone que tiene un
significado casi mégico, y que por su fuerza simbdlica ella sola, por si misma, proporciona
demostraciones.

Definicién 3.3. Dada una funcion f : I — R derivable en todo punto de I, se define
la funcion derivada de f como la funcion f': I — R que a cada punto x € I le hace
corresponder la derivada de f en dicho punto.

Nota 3.2.
_ B _
a) El limite lim M se puede escribir también de la forma lim flath) = flo)
z—a T —a h—0 h
f(z) — f(a)

b) A la expresion, se le llama cociente incremental y se expresa de la

r—a
forma:
Af Ay f(x) - f(a)
Ar Ar z—a
Con lo cual la derivada no es mds que el limite del cociente incremental cuando el
incremento de x tiende a cero.

Fla) = 1im 21

Az—0 Az

Ejemplo 3.2. Sea f(x) = 22* + 3z + 1 Determine f'(4).

Solucién.
4 — 2 4)? 4 1—-4
Pty i TOED =) 204 2434 ) 41— 85
h—0 h h—0 h
. 2h24+16h+32+3h+12+1—-45  2h2+19h
= lim =lim ———
h—0 h h—0 h
= lim(2h 4+ 19) = 19
h—0
[ ]

Ejemplo 3.3. Sea f(x) = |x — 3|. Determine si existe f'(3).

Solucion.

h—0 h h—0 h h—0 h

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.
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Note que pese a que f es continua en 3, no
es derivable en este valor. Note que cuando

Por tanto f’(3) = lim 7

h—0

\ x se acerca por la izquierda a 3, la pendiente
de la recta tangente a f en x es -1, en cambio
P e por la izquierda es 1. Esto se debe a que en

x = 3 la gréafica tiene un pico.

Al . —h | . h

lim — = lim — = —1 lim — =1 — =1
higl* h higl* h Y hg(rJl+ h high h

1]

no existe. Observe la grafica de f m

Ejemplo 3.4. Sea f(x) = +/x. Encontrar la derivada de la funcidn.

Solucién.

#(z) = lim

VIR ey, VFR= 5 JTTh+ /i

h—0 h—0 h w/$_+_ _|_\/_
h 1

e S e

3.3.1. Derivadas Laterales

Definicién 3.4. Se dice que f es derivable por la izquierda en a si existe el limite:

o 1@) = (@)
i<a T O

El valor de dicho limite se llama la derivada por la izquierda de f en a y lo notaremos

por f'(a”).

Andlogamente se dice que [ es derivable por la derecha en a; si existe el limite

o F@) = f(0)
e r—a

El valor de dicho limite se llama la derivada por la derecha de f en a y lo notaremos por

f'(a™).

J. Rodriguez C.

A. Arroyo C. L. Salas M.
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Teniendo en cuenta la relaciéon que hay entre el limite de una funciéon en un punto y los
limites laterales, es claro que:

i) Si a = maxl, entonces la derivabilidad de f en a es lo mismo que la derivabilidad
por la izquierda de f en a.

ii) Si @ = minl, entonces la derivabilidad de f en a es lo mismo que la derivabilidad
por la derecha de f en a.

iii) Si a no es un extremo de I, entonces equivalen las afirmaciones:

a) f es derivable en a.

b) Las derivadas por la izquierda y por la derecha de f en a existen y coinciden.

Ejemplo 3.5. Calcular las derivadas laterales de la funcion valor absoluto, en el origen
de coordenadas.

Solucion.
fz) = |z .
, f’(o+):1fm—f(x)_f():1fmm:h’mf:1
z—0F z—0 z—0t T z—=0t T
LZ F0m) = tim L =IO g bl
z—0~ z—0 z—0- T z—0t X

Luego la funcién f no es derivable en el origen. m

3.3.2. Derivadas de Orden Superior

Definicién 3.5. (Derivadas de orden superior) Dada la funcion f se define:
1. La primera deriwada de f como la funcion f'(x).

2. La segunda derivada de f:

d*f
fi(z) o —5
como la derivada de f'(x).
3. La tercera derivada de f:
@ o &L
dx3

como la derivada de f"(x).

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.
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4. En general, la n-ésima derivada de f :

0@ o T2

dz™
como la derivada de f™=Y(z).

Ejemplo 3.6. Encontrar la sequnda derivada de la funcion f(x) = \/x utilizando la

definicion.
Solucién. |
En el ejemplo (3.4), se determino la primera derivada de f:  f'(x) = m, por lo tanto:
1 1 V—+vax+h
/ o [+ h S
h—0 h h—>0 h—0 h

i VeTh i VETEE + VT
=0 W2V +h b0 h2yavr - h T+ Vo + h
—h ) —1
I N e NS e R SN N e WS
~1 1

T 2/ai(VE+VE)  daT

3.3.3. Rectas Tangentes

Definicién 3.6. Supongamos que f es derivable en a, entonces la recta de ecuacion
cartesiana:

y = fla)+ f'(a)(z — a)
se llama recta tangente a la grdfica de f en el punto (a, f(a)), o recta tangente a f en
T =a.
Cuando f'(a) # 0, la recta de ecuacion:
1
f'(a)

es la recta normal a la grifica de f en el punto (a, f(a)), o recta normal a f en z =a

y = fla) —

(z —a)

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.
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Ejemplo 3.7. Determine la ecuacion de la recta tangente a y =+/x + 7 en x = 2.

Solucion.

1. Punto de Tangencia:
Cuando x = 2, se tiene que: y = 3, por lo tanto el punto de tangencia es (2, 3)

2. La pendiente mp

@)= f2) . Ve +T7-3
mp = lim ————> = lim ————
z—2 x— 2 z—2 T — 2

\/x+7—3\/x+7+3_1, (x4+7)—9

= l/m = 11m
052z —2 VT +T7+3 22 (x —2)(Vx +7+3)
) (x —2) , 1
= lim =lim ———
222 (x =2)(Ve +7+3) =222 (Ve+T7+3)
1
G

3. La interseccion con el eje Y : by

Dado que my = gY la recta tangente pasa por (2,3), se tiene que

1 1

bT:y—mTa::3—62:3—§
8
3

Por lo tanto la ecuacién de la recta tangente es:

1 . 8
= —X —
Y763
|
. . . ., r—1
Ejemplo 3.8. Determine el punto de interseccion de las rectas tangentes a y = 1 en
x
r = —3 y en x = 3 respectivamente.
Solucién.
1. Puntos de tangencia:
% Si x = —3 entonces y = 2. Por lo tanto, la primer tangente (7)) pasa por

(—3,2

1
% Six = 3 entonces y = 3" Por lo tanto, la segunda tangente (73) pasa por

bd)

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.
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2. Las pendientes mp, y mp,
(x+h—-1) z-1

f’(x):h’mf(m+h)_f(x) VN e ) B o

h—0 h h—0 h

(x+h—-1)(z+1)—(x—1)(x+h+1)
(x+h+1)(z+1)

=i h
_ lim (x+h—1(z+1)—(z—1)(x+h+1)
b0 h(z +h+1)(z+1)
lim 2h lim 2
= 11 =
o h(x +h+1)(x+1) rso(z+h+1)(z+1)
2
(4 1)2
1 1
Por lo tanto, mp, = f'(=3) = 5 ¥ mn, = 1 (3) = 3

3. Las intersecciones con el eje Y : by y bp,.

Recta Ti: pasa por (—3,2) y mqp, = 5 Asi que

1 7
lezy—mTlx:2+§3=§

1 1

Recta Ty: pasa por (3, 5) y mp, = 3 Asi que

br, =y —mpx =

4. Ecuaciones de las tangentes:
Ecuacién recta (77):

(3.1)
Ecuacién recta (13):
(3.2)
5. Puntos de intersecciéon de las tangentes:

Sustituyendo el valor de y dado por (3.1) en (3.2):

$+7 x_|_1j 9
J— —_— — - xr = —
2 2 8 8

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.
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Sustituyendo x = —9 en cualquiera de las ecuaciones se obtiene que y = —1. Por lo
tanto el punto de interseccién de las tangentes es (—9, —1).

3.3.4. Derivada y Continuidad

Teorema 3.1. Si una funcion es deriwable en un punto, entonces es continua en dicho
punto.

Demostracion:.
En efecto, si f: I — R es derivable en a, de la ecuacién de la recta tangente en z = a:

f@) = fla) + (@ —a) N2 Y (p e 10 £ a)

se sigue que lim f(x) = f(a) es decir, f es continua en a. m
r—a

Ejemplo 3.9. Comprobar que la funcién f(x) = |x® — 9| es continua en el punto x = 3,
pero no es derivable en dicho punto. Comprobar el resultado grdficamente. ;En qué otro
punto tampoco serd derivable?.

Solucion:.

AR
f a) f es continua en r =3
1 =i 2 _ = =
P i lim () = lim [4” — 9] = 0 = £(0)
L/ k| b) f no es derivable en z = 3
. \/
3 3

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.
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fl)—=f@3) .. |z2=9] 10
/ _ _ — | =
J(3) = lim === = lim ——— _[0}
2_9 —3 3
h,m|a; | _ i (x —3)(z +3) _
g;)g?) T — z—3 x—3
- 2_9 —(x—3 3
TN ] S P k)1 il kS
§233 xr — r—3 :L‘—3

Luego la funcién f no es derivable en x =3 m

Ejemplo 3.10. Comprobar que la funcion f(x) = J/x es continua en el punto x = 0,
pero no es derivable en ese punto.

Solucion:.

a) f es continua en x = 0
lim f(z) = lim /z = 0 = f(0)
z—0 z—0

b) f no es derivable en x =0

£(0) = tim L@ SO g Vg {’/IQ_ oo

z—0 x—20 z—=0 I z=0 \ T

Luego la funcién no es derivable en z = 0. =

3.3.5. Reglas basicas de derivacién

Teorema 3.2. (Reglas de derivacién).

a) Sea f(x) = c una funcion constante entonces f'(x) =0

b) Sea f(x) =z la funcion identidad entonces f'(x) =1

Demostracion.
. flx+h)— f(x) , c—c .0
li — j— - —
8) filz) = llgcl) h N ilzli% h ilzli% h 0
. flx+h)— f(x) T+ h—x . h
li j— - = —_ =
b) f(z) = flzli% h N ilzli% h flzlgcl) h !
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Teorema 3.3. (Reglas de derivacién). Sean f;g: I — R dos funciones. Se verifican
las siguientes afirmaciones:

i) La funciones suma, f + g, y producto, fg, son derivables en todo punto a € I en el
que f y g sean derivables, y las derivadas respectivas vienen dadas por:

(f +9)(a) = f(a) + ¢'(a);  (fg)'(a) = [(a)g(a) + f(a)g'(a)

ii) Si g(x) # 0 para todo x € I, la funcion cociente S es derivable en todo punto a € I

en el que f y g sean derivables, en cuyo caso se verifica que:

(i)/@ _ ['(@)g(a) — J(@)g/(@)

g 9%(a)

Demostracion.

Las reglas de derivacién se prueban muy facilmente haciendo uso de las propiedades
algebraicas de los limites y la definiciéon de derivada. Es suficiente que tengas en cuenta
las siguientes igualdades:

(f+9)@) = (f+9)a) _ flzx)— f( ), 9(x) = gla)

_|_
(5)(z) — (é)(a) g :c) gla) 1
r—a N r—a g(z)g(a)

De la primera y segunda igualdades se deduce, tomando limites para x — a, las reglas
para la derivada de una suma y de un producto. Igualmente, de la tercera igualdad, se

1 1
deduce la derivada de —, de donde, se obtiene la derivada de 5 =f 5 haciendo uso de la

regla para derivar un producto. m

Como las funciones constantes tienen derivada nula en todo punto y la funcion identidad,
f(xz) = =z, tiene derivada igual a 1 en todo punto, aplicando las reglas de derivacién
anteriores se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 3.1. Las funciones polinomicas son derivables en todo punto y las funciones
racionales son derivables en todo punto de su conjunto natural de definicion. Ademds la
deriwada de la funcion polindmica f(x) = ag + a1z + asx® + -+ + a,2" en cada punto
r € R viene dada por:

f'(x) = a1 + 2apx + - - + naa" !

Ejemplo 3.11. Sea f(x) = 3z* + 223 entonces:
f(@) = (3a") + (22°)
= 3(aY) + 2(z*)
=3 x 42”4 2 x 32% = 122° + 627
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1. Punto de tangencia.

Ejemplo 3.12. Determine la ecuacion de las rectas tangentes a y = 2% — 3x que se

. 3
intersecten en el punto X —4].

3 3
El hecho de que la tangente pase por (5, —4) , no significa que (5, —4) sea el punto

3
de tangencia, ademas f (5 =# —4. Asi, como este punto se desconoce supongamos

que es (a,b).

. La pendiente my

fl(x) = (2* = 32) =22 -3

por lo tanto my = f'(a) = 2a — 3

. La interseccion con el eje Y: br
Dado que la recta tangente pasa por (a,b) , se tiene que

br =y—mrz=b—(2a —3)a

Por lo tanto la ecuacién de la recta tangente es:

y=(2a—3)r+b—(2a —3)a

. Hallar los valores de a y b
Hay dos informaciones que no hemos utilizado:

a) (a,b) es punto de tangencia, por lo tanto f(a) = b, es decir:

a’®—3a="b (3.3)
3 . L
b) Por <§, —4) pasa la tangente, entonces debe satisfacer su ecuacion:
3
—4 = (2a — 3)5 + b — (2a — 3)a entonces
9 1
b=2a —6a—|—§ (34)
Sustituyendo b, dado por (3.3), en (3.4) :
1 3+ V7
a’>—3a=2d*>—-6a+ - =a= \/_
2 2
Utilizando (3.3), para ambos valores de a se obtienen que b = _7 . Por lo

tanto hay dos puntos de tangencia:
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3+V7 1

5 —5) La ecuacién de la recta tan-

i) Punto de tangencia (a,b) = <

gente es:

y:x\/_—;\/?—él
3—V7T 1

5 —§> La ecuacién de la recta tan-

ii) Punto de tangencia (a,b) = (

gente es:

y:—xﬁ+;ﬁ—4

En la siguiente figura se muestra la grafica de la funcion y las dos tangentes:

Ejemplo 3.13. Determine la tercera derivada de f(x) = x'2.

Solucién.
f(z) = 122"
f"(z) = 13221°
"(z) = 13202”
|

Ejemplo 3.14. Sea g(z) = (z + 3)(z® + 22% — z — 2), determinar ¢'(x).
Solucioén.

Jd(@) =@ +3)(2*+22° —2—2)+ (2 + 3)(2° +22° —x —2)

= [(2)" + (3)](2® + 22° — 2z — 2) + (z + 3)[(2") + (22%) — () — (2)']
=(1+0)(2®+222 —2 —2) + (z +3)(32 +2 x 22 — 1 —0)

= (z

2420~ —2)+ (v +3)BrP +dr — 1) =2 +22° — 2 — 2+ 32° + 1322 + 11z — 3

=422 + 1522 + 10z — 5
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Ejemplo 3.15. Sea f(x) = (23 + 2z)g(z). Se sabe que g(0) = 4. Determine f'(0) .

Solucion.

f() = (@* + 22)g(x) + (2° + 22)g ()
= (32% + 2)g(x) + (¢ + 22)g/(z),

por lo tanto

f'(0) =2¢9(0) +0g'(0) = 8

m
xr4+1
Ejemplo 3.16. Sea f(z) = R Determine f'(x)
x
Solucién.
) = (xt 4+ 1) (42> + 1) — (2 + 1) (42 + 1)
N (422 4 1)2
B 43 (42 + 1) — (x4 + 1)8x
N (422 + 1)
_ 8x° 4+ 42® — 8z
(a2 4 1)2
m

3.3.6. Ejercicios

1.-

En los problemas siguientes, (a) Determine la pendiente de la recta tangente a la
grafica de la funcién f en el punto (x1, f(z1)). (b) Determine los puntos de la grafica
donde la recta tangente es horizontal y utilice esto para dibujar la grafica.

a) f(x)=3z*— 122+ 8 ¢) f(z)=2%— 622 — 9z — 2
b) f(x)=7—6x —2? d) f(z) =223 — 322

Obtenga una ecuacién de la recta tangente a la curva y = 222 4+ 3 que sea paralela
alarecta8r —y+3=0

Determine una ecuacién de la recta tangente a la curva y = 322 — 4 que sea paralela
a la recta 3z +y =4

Encuentre una ecuacion de la recta normal a la curva y = 2 — §x2 que sea paralela

alarectax —y=0
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5.- Obtenga una ecuacién de cada recta normal a la curva y = 23 — 3z que sea paralela
ala recta 2z 4+ 18y —9 =10

1
6.- Encuentre el punto de la curva y = — tal que la recta tangente en dicho punto corta
x

a la recta x en el punto (6,0) .

7.- Una mosca camina de izquierda a derecha a lo largo de un camino representado
por la parte superior de la curva y = 9 — #2.Una arana espera en el punto (5,0).
Encuentre el punto sobre la grafica y = 9 — 22, donde la arana y la mosca se ven
por primera vez.llustre graficamente.

1
8.- Considere la grafica de la funcién f(z) = — con 0 < z, tal como se ilustra:
x

v

w/

(a.1/a)

AN

Figura 3.1:

a) Halle la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en el punto (a, 1).

b) Halle la distancia del punto A al punto B en funcién de a.
9.- Halle todos los puntos (a, f(a)) de la gréfica funcién f(z) = 2 — 2z + 4, donde la

recta tangente a esa grafica en dicho punto sea perpendicular a la recta x+4y—2 = 0.
[lustre graficamente.

10.- Obtenga la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f(z) = 4 — 22 que pasa
paralela a la recta 2o + y — 5 = 0. Ilustre graficamente.

11.- Obtenga una ecuacién a la recta tangente a la grafica de : f(z) = v/x — 1 que sea
perpendicular a la recta 2z + y + 1 = 0. Ilustre graficamente.

12.- Sea

f(];):{ Vr+2 si 0<z<1

ar+b s 1<z
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a) /, Que condiciones debe cumplir f para que sea continua en z = 17

b) Suponiendo que f es continua en x = 1, utilice la definicién de derivadas
laterales para calcular f/(17) y f/(17).

c¢) Determine los valores de a y b tales que la funcién dada sea derivable en z = 1,
y después trace la gréfica de la funcion f

13.- Sea
2

fla) = vr+3

ar+b si 1<x

si —3<xr<l1

Siguiendo un procedimiento andlogo al ejercicio anterior , determine los valores de
las constantes a y b tales que la funcion f dada sea derivable en el punto x =1

14.- Sea
1

=) Voo its

2+ 43r—2 si 1<z

si 1<a<2

a) |, Que condiciones debe cumplir f para que sea continua en z = 27

b) Suponiendo que f es continua en x = 2, utilice la definicién de derivadas
laterales para calcular f'(27) y f/(27).

c¢) Determine los valores de a y b tales que la funcién dada sea continua y derivable

en r = 2.

15.- Sea
ay/x +b si 0<z<1

fx) =

22 4+3x -2, si 1<2

a) |, Que condiciones debe cumplir f para que sea continua en z = 17

b) Suponiendo que f es continua en x = 1, utilice la definicién de derivadas
laterales para calcular f/(17) y f/(17).

c¢) Determine los valores de a y b tales que la funcién dada sea continua y derivable
enz = 1.

16.- Sea

Vi—zxz+2 st <0

fl)=¢ 2> —2r+43 si 0<z<3
ve—3+1 si 3<zx
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a) Verifique que f es continua en z = 0

b) Utilizando la definicién calcule f/(07) y f/(0%). Determine si f/(0) existe o no
existe.

c) Calcule lim f(z)y 11'1][1+ f(z) y determine si f es continua en x = 3.
T3~ z—3

e

)
d) Determine porque f no es derivable en x = 3.
) Calcule f’(x) donde no exista.

)

f) Trace la gréfica de f.

17.- Sea

224+1 si <1
f(x)_{xQ—l—? si 1<z

a) Calcule si f'(1) existe.
b) Trace la gréfica de f.
c¢) Calcule donde f’(z) exista.

18.- En los ejercicios a continuacién encuentre la derivada de la funcién dada.

a) D, ((a? — 3z +2)(22% + 1)) b) Dx(x2f3>

19.- Haciendo todo el procedimiento, verifique que :

a) D, :2\/E+ %] = x7/;_1 h) D, :4(;2_/31)] - 4(92;32)

b) D :\/5(1;2—20)] - _22}(; = i) Da ;{;1/3?6_—2)2/3] - a:4/3(6_—8 x)>/3
¢) D ;(10 - %)(3 * %)} - 4<1x; : j) D, :x2/3(5 — I)} =5/3 (21_—/3:[3)

9 Dx_xé(f”_4>] :% . P 10 1x+x
D R =

f) D, m} = x5/3($6_—t)4/3 ! Dx: 3i2_+61} - (122—?;?1’/)2
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20.- Para cada una de la siguientes funciones calcule f’, f”yf"” cuando:

1 1
W) fa) = 1 ) f)= 1
1
b) f(x) = cos*(6x) f) f(z) = % -
1+
o) f(x) =1 g) fla) =z
) h) f(z) = 52%3 — 2°/3
d) f(z) = 211 i) f(x) =sen(3z)
21.- Para cada una de la siguientes funciones calcule 1/, y"yy"”" cuando:
14z _cosx
a) y = NG <)y 1 —senx
b) = sen x
y_1+cosx d) y=tanz

22.- En los problemas a continuacién encuentre la segunda derivada de la funciéon dada

a) y=—1>+3x—7 h) f(z) = 2?3z —4)3
b) y = 152% — 72 D) f(z) = (22 + 5z — 1)
¢) y=(—4zx+9)? 9% 3
d) y= 10272 J) g(t) = H—Q

2\3
e) y= (ﬁ) k) f(xz) = cos(10x)

1

6_7 3 1

g) y= % m) f(z) = ——

23.- Obtenga una ecuacién de la recta tangente a la grafica de y = 23 4+ 322 — 42 + 1 en

el punto en el que el valor de la segunda derivada sea cero.

24.- Obtenga una ecuacién de la recta tangente a la grafica de y = 2% en el punto en el

que el valor de la tercera derivada sea 12.

3.4. Funciones de clase C"

Definicién 3.7. Sea A C R, diremos que una funcion f : A — R es de clase C! si es

derivable y f' es una funcion continua.

St n es un numero natural cualquiera, diremos que f es de clase C™ si f es n veces

derivable y la derivada n-ésima f™ es continua.

Por dltimo, si una funcion admite derivadas de cualquier orden diremos que es de clase

.

J. Rodriguez C. A. Arroyo C.

L. Salas M.



AREA DE CIENCIAS BASIC’AS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
NOTAS DE CLASE CALCULO DIFERENCIAL

Usaremos la siguiente notacién

C1(A) = {f: A~ Rexiste f'y es continua},
C?*(A) = {f: A~ Rexiste f”y es continua}

En general,
C"(A) = {f:Ar R|existe f(y es continua},
C®(A) = {f: A~ R]existe f para todon natural y es continua}

Se tiene la siguiente cadena de inclusiones:
C=(A) C CU(4) C C™(A) C -+ C C2(A) C CY(A) C C(A);

donde C(A) denota al conjunto de las funciones continuas en A. Para comprobar que
las inclusiones son estrictas, tenemos que encontrar funciones de clase n que no sean de
clase n+ 1. ;Cémo buscamos una funcién con estas propiedades? La respuesta es sencilla:
consideremos la funcién valor absoluto (o cualquiera otra con un pico) y, aunque todavia
no hemos hablado de ello, calculemos una primitiva. Dicha primitiva se puede derivar una
vez (obtenemos la funcién valor absoluto) pero no se puede volver a derivar. Si queremos
que se pueda derivar mas veces solo tenemos que integrar mas veces. Esto es lo que
hacemos en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.17. La funcion f : R — R definida como
r—a)"t si x>a

0 st r<a

es de clase C™ pero no de clase C™1. No es dificil comprobar que la derivada de orden
n+ 1 no es continua en a:

(n+1)(z—a)" si z>a

f/(x):{() st r<a

(n+Dn(z—a)™? si z>a
siox<a

)

Y asi sucesivamente

g = { e s

Esta funcion no es derivable en x = a porque las derivadas laterales existen y no coinciden.

)y J (Dl si x>a
/ (%) {0 st r<a

Obsérvese que la funcion f no es de clase n + 1 porque no existe la derivada no porque
no sea continua.
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3.4.1.

Teorema 3.4. Derivadas de funciones trigonométricas

Derivada de Funciones Trigonométricas

a. (senz) = cosx

d. (cotz) = —csc’x

b. (cosx) = —senx e. (secz) =secxrtanz
c. (tanz) =sec’z [ (escx) = —cscxcotx
Demostracién.
sen(z + h) —senx
!/ — 1/
a) (senx) lim 7
senx cos h +senhcosx — senx
= lim
h—0 h
, senx(cosh —1)+senhcosx
= lim
h—0 h
, (cosh—1) senh
= lim | senx + cos T
h—0 h h
=senx X 0+ 1 X cosx = cosx
[
1+ se
Ejemplo 3.18. Sea f(z) = _seny Determinar f'(z)
1—cosx
Solucién.
, (1+senz)' (1 —cosz)— (1 +senx)(l —cosz)
f'(x) = 3
(1 —cosx)
~cosz(l —cosz) — (1 +senz)senx
B (1 —cosx)?
_ cosx —cos’ T —senx — sen’
B (1 — cosz)?
_cosx —senz — 1
(1 —cosz)?
u
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3.4.2. Regla de la cadena

Teorema 3.5. Derivacion de una funcion compuesta o regla de la cadena.
Sean f:1—Ryg:J—Rcon f(I)CJ, yseah=gof:I— R lafuncion compuesta.

Supongamos que f es derivable en a € I y que g es derivable en f(a). Entonces h es
derivable en a y h'(a) = ¢'[f(a)]f'(a).

En particular, si g es derivable en J, la funcion compuesta h = gof es derivable en
todo punto de I donde f sea derivable
Note que si y = fog(x) y u = g(x) , la regla de la cadena esta dada por:

dy _ dydu
dr  dudz

Ejemplo 3.19. Determine la derivada de f(x) = sec(x? + xz + 4)

Solucioén.
Sea u = 2% + x + 4, asi f(z) = secu, entonces
df du
/ _ 4 -
S du dx
= secutanu(2z + 1)
=sec(z® + z + 4) tan(z® + 2 +4) (22 + 1)
u

Ejemplo 3.20. Determine la derivada de f(x) = (1 + tan(3z))?

Solucién.
Sea u = 1+ tan(3z) , entonces f(z) = u?, por lo tanto

df du

~ dudx
= 4u*(1 + tan(3z))’

f'(x)

Para derivar tan(3x) se utiliza nuevamente la regla de la cadena, sea w = 3z y g(x) =
tan w, asi

_dg v
- dw dx

=sec’w x 3

= 3sec?(37)

g'(z)

Por lo tanto,
f'(x) = 4u® x 3sec’(3x) = 12(1 + tan(3z))? sec?(3z)
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Ejemplo 3.21. Determine la derivada de f(x) = va*senx

Solucion.

1

6/ (z*senx)d

1
- m. [($4)/ senz + x*(senx)’| (regla del producto)
rtsenx

(z*senz)’ (regla de la cadena)

f'(x) =

1
— m.(ﬁlx?’ senx + z* cos )
r3sen x

]
En el siguiente ejemplo se aplica varias veces la regla de la cadena.

Ejemplo 3.22. Determine la derivada de f(x) = cos({/xsenz)

Solucién.
Utilizando la regla de la cadena

f'(z) = —sen(v/zsenx) X (yrsenz)
Aplicando la regla de la cadena

1
= —sen(v/zsenx).————.(vsenz)’

4{/(xsenz)3
Aplicando derivada de un producto

1
= —sen(v/rsenz).—————.(senx + x cos 1)

4{/(rsenx)3

3.4.3. Ejercicios

1.- Haciendo todo el procedimiento, verifique que
2
cosx 2cosw
Dy || ——— =
[(1—sena:) } (1 —senx)?
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2.- Halle la derivada de las siguientes funciones:

? 1
_ [ senTr h T) = xrcsc—
2) f(r) = (Hcm) ) S >_ e
b) f(z) = /1 + sen?(3z) i) flz) == COS5£E1
1 . TS|
0) fx) = : ) () = o tant
(secx+tanx> 1
1 k) f(iU)szecE
V= 3 2cosx
(cse + cora) DI = e

e) f(z) = sec \,32x —1 m) f(z) = tan®(z) sec?(x)
f) f(z) =tan /5 — 6z 1 n) f(z) = 5cos?(3z)
g) [(z) =42® — 2® cot’® — o) f(x)=zsec?(2x — 1)

T

3.- Halle todos los puntos (a, f(a)) de la grafica de : f(z) = 2 + 2senz donde la recta
tangente sea paralela al eje x

4.- Halle todos los intervalos de a pertenecientes al intervalo abierto (m,2) tales que la
recta tangente a la grafica de f(x) = cosx en el punto (a, f(a)) sea paralela a la
rectaz —2y+2=0

5.- Halle todos los valores de a pertenecientes al intervalo abierto (0,7) tales que la
recta tangente a la grafica de f(x) = coszx en el punto (a, f(a)) sea paralela a la
recta x — 2y + 2 = 0. Ilustre graficamente.

d
6.- Calcule d_y para: y = /x + sen?(2x)
T

7.- Halle la ecuacion de la recta tangente y la recta normal a la curva

a) y=+/1+ cosz en el punto (7/2,1)

2
b) y= _tEE el punto (0, 1)

V3 +cos?x

8.- Halle la derivada de las siguientes funciones:

2) f(z) = ¢ 2 — 1 o fla) = <2x_1>1/3

T+ 2 T+ 2
_ —4 d) f(z :—1
b) 1) = G i ) f(z) (a2 + 22)°
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Para cada uno de los siguiente ejercicios, halle todos los puntos (a, f(a)) de la gréfica
de la funcién f dada, donde la recta tangente a esa gréfica en el punto (a, f(a)) sea
paralela a la recta dada:

a) f(z)=a%y=20—4 b) f(z)=2*—-2x+4,y—2z=1

1
Encuentre el punto de la curva y = — tal que la recta tangente en dicho punto corta
x
a la recta x en el punto (6,0) .
Una mosca camina de izquierda a derecha a lo largo de un camino representado
por la parte superior de la curva y = 9 — 22.Una arana espera en el punto (5,0).

Encuentre el punto sobre la gréfica y = 9 — 22, donde la arafia y la mosca se ven
por primera vez.Ilustre graficamente.

1
Considere la gréfica de la funcién f(x) = — con 0 < z, tal como se ilustra:
x

v

w/

(a.1/a)

AN

Figura 3.2:

a) Halle la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en el punto (a, 1).

b) Halle la distancia del punto A al punto B en funcién de a.

Halle todos los puntos (a, f(a)) de la grafica funcién f(x) = 2? — 2z + 4, donde la
recta tangente a esa grafica en dicho punto sea perpendicular a la recta x+4y—2 = 0.
[lustre graficamente.

En los problemas del 1 al 17 encuentre la derivada de la funciéon dada

a) y= (—5x)% c) y= <$ _ i)5

1-2
1
b) y = (207 + )20 V= oz
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i -2

f) y= 3z — 1)*(—2x +9)5

h) y =sen®*z n) y = sen 2z cos 3x

i) y=sec?r 2 0) f(x) = (sec4x + tan2x)?
D@ = (5) p) f(x) = tan(cos)

k) F(z) = (2 + 1) tan Q) f(x) = sen®(4a? — 1)

3.5. Aplicaciones de la regla de la cadena

3.5.1. Derivacion implicita

Una funcion es una relacion entre dos magnitudes. Cuando en la férmula que las relaciona,
una de las magnitudes viene despejada en funcion de la otra, entonces se dice que la fun-
cién viene definida de manera explicita y = f(x). Cuando ninguna de las dos magnitudes
esta despejada en funcién de la otra, sino que las magnitudes estan relacionadas mediante
una ecuacion, se dice que la funcién estd definida de manera implicita f(x;y) =0

Las funciones definidas de manera implicita se pueden derivar directamente, sin necesidad
de despejar una de las variables. Para ello basta con tener en cuenta que la variable y es
funcion de la x y que, por tanto, cada vez que la derivemos hay que multiplicarla por su
derivada (se trata de derivar una funcién compuesta).

Hay ecuaciones que no son funciones pero que podrian descomponerse en varias funcio-
nes, éstas se pueden derivar sin necesidad de escribirlas de manera explicita. La derivada
obtenida vale para todas las funciones.
Ejemplo 3.23. Derwar la ecuacion:

2 +y° = 16
Solucion. Una manera de hacerlo seria expresandola de manera explicita en dos funcio-

nes, sin embargo, no es necesario despejar la funcién, sino que podemos derivar directa-
mente en la ecuacion,

Pyt =16 =20+ 2y =0 =y = ——
y
|
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Nota 3.3. Hay que evitar deriwvar funciones que no existen. Por ejemplo la ecuacion
22 +y? = —4 no representa ningin punto del plano y por tanto no tiene ningin signifi-
cado analitico. No obstante, al ser una expresion algebraica podemos aplicar las reglas de

x
derivacion y derivarla 2x 4 2yy’ = 0, y podriamos pensar que y' = ——, sin embargo, estas
Y

operaciones no tienen ningun sentido.

Ejemplo 3.24. Hallar las ecuaciones de las rectas tangentes a la circunferencia:
(z—3)°+(y—3)*=2

en los puntos en que x = 4. Comprobar el resultado graficamente.

Solucion. Derivando implicitamente la ecuacién

r—3
y—3

2z —3)+2y—3)y =0=>y = —

Reemplazando x = 4 en la ecuacion de la circunferencia:

1+(y—3)2=2=>y—3=ﬂ:1:yz{;l

Con lo cual, para * = 4 tenemos dos puntos de la circunferencia P(4;4) v Q(4;2) y
hallamos la ecuacién de la recta tangente en cada uno ellos.

4-3

P4d) = y-d=-—@-4)=y=-ov+8

4-3
2—-3

P4,2)—=y—2=— (x—4) = y=x—2

]
Ejemplo 3.25. Sea z[f(z)]> + zf(z) = 12. Si f(2) = 2, determine f'(2)

Solucién. Derivando ambos lados de la ecuacion:

_ 0
— (@) F @)+ (@) = 0
= 2flx)+ fla) +xf(z) =0

)] @)+ f2)+2f(2) =0

Evaluandoen 2z =2

— 8 24f(2) +2+2f(2) =0
10 5)
— f/(2):—2—6:—ﬁ
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Ejemplo 3.26. Calcule 3y sabiendo que y = sen(x + y?)

Solucion.
Derivando ambos miembros de la ecuacién con respecto a x se obtiene que:

y' = (sen(w + y*)'
y = cos(z +y*) x (x + y*)
y = cos(z +y*) x (1+2yy)
y' — 2yy cos(x +y*) = cos(z + ¢?)
, cos(x + y?)
1 2y cos(z + y?)

IR

Y

3.5.2. Razo6on de cambio

En las aplicaciones frecuentemente aparecen dos o mas variables como por ejemplo x e vy,
digamos = = f(t) e y = g(t), que son funciones derivables con respecto al tiempo ¢, éstas
pueden estar relacionadas entre si por medio de una ecuacion.

La regla de la cadena permite obtener, implicitamente, la derivada de una funcién com-
puesta. Asi, por ejemplo,

d(g(y(1)))

———==d(y)

dt dt
Esta regla se puede aplicar para calcular razones de cambio de dos o mas variables que
varian con el tiempo, que son las que resultan al derivar, aplicando la regla de la cadena,
funciones como las mencionadas inicialmente (en las que aparecen dos o mas variables).
Estas razones de cambio nos sirven para saber ;jqué tan rapido varia una cantidad en el
tiempo?

dy

Por ejemplo, suponga que se tiene un recipiente semiesférico, como el que se muestra en
la figura 3.3. Cuando el agua sale del recipiente, el volumen V', el radio r y la altura h del
nivel del agua son las tres funciones que dependen del tiempo ¢.

Estas tres variables estan relacionadas entre si, por la ecuacién del volumen del casquete
esférico; a saber

V= gh2(3r —h) (3.5)

Derivando implicitamente ambos lados de (3.5) con respecto al tiempo, se obtiene la
siguiente ecuacion de razones relacionadas

av 7 dh dr dh
@ Tepp ™ 32l g
dt 3 [6T a T T

Se puede observar que la razén de cambio del volumen, esta ligada a las razones de cambio
de la altura y del radio, en donde
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Py
YN
o

Figura 3.3: Recipiente Semiesférico

1) o es la razon o rapidez a la cual varia el volumen con respecto al tiempo
dr , : , : :
2) o es la razon o rapidez a la cual varia el radio con respecto al tiempo
dh , . . :
3) T es la razon o rapidez a la cual varia la altura con respecto al tiempo
Asi, por ejemplo, o 20cm? /seq significa que el volumen estd aumentando 20cm? cada
segundo, mientras que, e —25¢m?/seg significa que el volumen estd disminuyendo

25cm? cada segundo.

De acuerdo con lo expuesto anteriormente, en todo problema de razones relacionadas
(o tasas relacionadas), se calcula la rapidez con que cambia una cantidad en términos de
la razén de cambio de otra(s) cantidad(es).

Estrategia para resolver problemas de razén de cambio

1) De ser posible, trazar un diagrama que ilustre la situacién planteada.

2) Leer cuidadosamente el problema, distinguir cudles son los valores y razones de
cambio conocidas y cudl es la razén de cambio que necesitamos calcular.

3) Plantear una ecuacién que relacione las variables de razones de cambio dadas, con
las variables cuyas razones de cambio han de determinarse.

4) Derivar implicitamente ambos miembros de la ecuacién obtenida en (3) con respecto
al tiempo, aplicando la regla de la cadena, con el fin de obtener la ecuacion de razones
relacionadas.

5) Sustituir en la ecuacion resultante de (4), todos los valores conocidos de las variables
y sus razones de cambio, a fin de hallar la razén de cambio requerida.
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Ejemplo 3.27. Una mujer que trota con rapidez constante de 6 km/h pasa por un punto
P hacia el norte. Diez minutos mas tarde un hombre que trota a razon constante de 12
km/h pasa por el mismo punto hacia el este. ;Cudn rdpido varia la distancia entre los
trotadores veinte minutos después de que el hombre pasa por P?

Solucién.

Se mide el tiempo en horas a partir
del instante en que el hombre pasa

por el punto P. Como se muestra en Nt
la figura, supongamos que el hombre L

H y la mujer M se encuentran a x _ e 4

y y kilémetros, respectivamente, del .Y \\z
punto P. Sea z la distancia corres-

pondiente entre los dos corredores. P
Sabemos que

dr _ jokm

ot _ @ - km Sur
dt h

6——

Your T h

Por el Teorema de Pitagoras, las variables x, y y z estan relacionadas por
2 =2+ (3.6)
Derivando (3.6) con respecto a t:

dz dx dy

Sustituyendo en (3.7) las razones conocidas resulta que

dz
— =12 6
Zdt T + by

La distancia recorrida por el hombre es x = 12x1/3 = 4Km y la recorrida por la mujer es
y=6x(1/34+1/6) = 3Km. Asi que cuando t = 1/3h, z = v/42 + 3?2 = 5km. Finalmente,

dz
— =12x4+6x3
dt lt=1/3 TOx
o bien,
dz 76
— = —Km/h
dt lt=1/3 5 m/
[ ]
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Ejemplo 3.28. Dos de los lados de un triangulo tienen 4 y 5 metros de longitud y el
dngulo entre ellos crece a razon de 0,06 rad/seq. Encuentre la razén con qué aumenta el
drea del triangulo cuando el dngulo entre los lados de longitud fija es de w/3.

Solucién.
El area del triangulo viene dada por:

A= =2 (3.8)

Segun la figura la altura del tridangulo viene dada por

h = 5sen« (3.9)
Reemplazando (3.9) en (3.8) se tiene que:

A=10sen« (3.10)

Derivando ambos miembros de la ecuacién (3.10) se tiene

dA do
-~ 1 -
7 0 cos o 7
Asi que
A 2
a4 _ ) 03™
dt seq
]
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Ejemplo 3.29. Un deposito tiene la forma de un prisma recto siendo los dos extremos
superior e inferior trapecios requlares de 1 m de lado. La altura del deposito inicialmente
es de 10 m. El deposito inicialmente lleno de agua pierde liquido por una vdlvula inferior
a la velocidad constante de 800 cm?/min. Calcular la rapidez con la que disminuye la
altura en ese instante y el tiempo en el que demora en vaciarse por completo el deposito.

Solucién.
El volumen del prisma viene dado por
1+ 2)1 3
o Ve ah = LEL 3 gy
‘ 2 2
2m Derivando con respecto al tiempo ambos
miembros de la ecuacién (3.11) se tiene
av 3 h
10m - - 312
| dt — 2dt (3.12)
dh 1600
= Asi que — = — em/min El tiempo de
U oot :
g 00 2 vaciado del tanque viene dado por
)
1000 .
t= m = 1, 99 min
3
[ |

Ejemplo 3.30. Una canaleta de riego con seccion transversal en forma de V' de 10 pies
de longitud, abierta por su parte superior, con extremos en forma de tridngulo equildteros
de 2 pies de lado, se bombea agua a razén de 2 p3 /min. Si la canaleta presenta una salida
en una de sus tapas extremas por la cual se escapa liquido; Si la altura se eleva a razon
de 1/8p/min. Calcular la velocidad a la cual se escapa el agua en el momento en que la
altura del agua es de 3/4p.

Solucion.

Como el tridangulo es equilatero tenemos que

2
_2v3,
3

x (3.14)

Reemplazando (3.14) en (3.13) se tiene

V=—"""h? (3.15)
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La rapidez con la que el agua entra
menos la rapidez con la que el agua
sale a la canaleta es igual a la rapi-
dez con la que el volumen del agua
aumenta en la canaleta:

AV _ Ve Vs
dt — dt dt
La relacién entre las variables se ob-

tiene del volumen del agua dentro
de la canaleta:

h
V=104 = 10‘% = 5zh (3.13)

Derivando (3.15) con respecto a t :

av _20ndi
dt /3 dt
dh 1 dV 15
Como pri gp/mz'n y h= %p entonces pr %p‘q’/min asi que

dVs  dVp  dV

dt dt dt
15
=29 /min — ——=p* /min = 0,9 p*/min

8V/3

Ejemplo 3.31. Una pelota esférica de radio 50 cm se introduce lentamente dentro de un
vaso cilindrico de radio 1 m que esta parcialmente lleno de agua. La pelota se introduce
a razon de 10 em/min. Calcular la velocidad a la que se eleva el nivel del agua cuando se
ha introducido en el liquido la mitad de la pelota.

Solucién.
El volumen V5 del agua desalojada es

Vo =10'7H — nr’H (3.17)
Como los dos volumenes son iguales se tiene
502 — %y?’ =10'nH — mr*H (3.18)
Derivando ambos miembros de la ecuacién (3.18) con respecto al tiempo ¢ se tiene
dH y(100 — y)%
dt 104 — r2
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El volumen V; introducido corresponde al de

C un casquete esférico de radio superior 50 cm
— » altura
'\“‘z;fﬁwif/ Vi =7y’ — omy® = w50y” — o7y
Vi = m(50y~ — 3Y ) (3.16)
Asi que
dH  50(100 — 50)10 .
— = = 3,33
dt = 10,000 2500 > 33em/min
[ |

3.5.3. Ejercicios
Derivacién Implicita
1.- Suponiendo que la ecuacién dada define implicitamente a y como una funciéon de x

calcule ¢/
32y —3y=2>—1

2.- Utilizando la diferenciacion implicita en cada uno de los siguientes ejercicios , halle
la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la curva dada en el punto indicado:

a) 2xy? — 3y = 23+ 1, en el punto (1,2).
b) sen(zy) = xcosy, en el punto (1, 7).
c) cos(xy®) =1+ seny, en el punto(1,0).

3.- Suponiendo que la ecuaciéon dada define a y implicitamente, como funciéon de z,
calcule ¢/, v encuentre la ecuacién de la recta tangente y la ecuacién de la recta
normal a la curva dada en el punto indicado:

a) y + sen(zy?) = ycosw + 2 en el punto (m, 1)
1
b) cos(x +y) =z + 5 en el punto (0, %)

¢) xcos(zy) + x?y =seny +y — = en el punto (1,7)

)

)
d) zy® — 3y = 22° — 4 en el punto (1,2)
e) y+ sen(zy?) = ycosx + 2 en el punto(r, 1)
)

f) 3y* + sen(zy) = ycosz + x? + 2 en el punto (0, 1)
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4.- Verifique que las hipérbolas xy = 2, y , 22 — y? = 3 se intersecan en angulo recto.
Sugerencia= suponga que el punto (a,b) es un punto de interseccién de las dos
hipérbolas; y utilice derivacién implicita para comprobar que las rectas tangentes a
las dos curvas en el punto (a,b) son perpendiculares.

5.- Dos rectas que pasan por el punto (—2,8/5), son tangentes a la curva z? — 5y —
10z — 30y = —49. Encuentre una ecuacién de cada una de estas rectas tangentes.

6.- La curva x?2

— zy + y? = 16 es una elipse con centro en el origen y eje mayor en

la recta y = x. Encuentre las ecuaciones de las rectas tangentes en los dos puntos

donde la elipse interseca al eje x.

7.- Suponga que la ecuacién x

funcién de x dos veces derivable, calcule 3/ y /.

2 = 1 define implicitamente a y como una

8.- Suponga que la ecuacién 2% — zy + y* = 6z — 9 define implicitamente a y como
funcién de x dos veces derivable, encuentre y” en (2,1).

9.- Suponga que la ecuacién 2z%y — 4y = 4 define implicitamente a y como funcién de
x dos veces derivable, encuentre y” en (2,1).

10.- ;Que tan alto debe estar el foco en la figura dada, si el punto (0, 2) esta justo en el

borde de la region iluminada?

11.- En los ejercicios a continuacion, halle — por derivacién implicita
a) 22 +y* =16 f)§—§:2x
r Yy
b) x3 + 3 = 8wy w A
g +
c) 4z —9y? =1 VU=
h) 2%y + 3zy® =5
d) 22+ y* =Ty
L i) 2%y = 2% +y°
)+, =1 j) (2x+3) = 3y°
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K) 2:x+§y r) y = cos(z — y)
I_
- Y s) x =sec(r +y)
D L gy —a

)
)
) sec’z +csc?y =4
) cot(xy) +zy =0

VIT Y+ =12 v) zseny +ycosw = 1
) sec?ycot(x —y) = tan®x
)
)
)

csc(x —y) +sec(z +y) ==z

(v +y)?—(z—y)? =2 +¢°
yV2+3r+ayI+y==x

12.- Obtenga una ecuacién de la recta tangente a la curva 16z* + y* = 32 en el punto
(1,2).

13.- Halle una ecuacién de la recta normal a la curva 22 + zy + 3% — 3y = 10 en el punto
(2,3).

14.- Halle una ecuacién de la recta normal a la curva 9z° — y*> = 1 en el punto (1,2).

15.- Obtenga una ecuacién de la recta tangente a la curva 3ry = 14x + y en el punto
(2, —32).

16.- ;En que punto de la curva x + \/xy + y = 1 es la recta tangente paralela al eje x?

17.- Hay dos rectas que pasan por el punto (—1,3) que son tangentes a la curva x? +
49% — 4 — 8y + 3 = 0. Obtenga una ecuacién para cada una de estas rectas.

18.- Verifique que las hipérbolas xy = 2, y , 22 — y* = 3 se intersecan en angulo recto.

Sugerencia= suponga que el punto (a,b) es un punto de intersecciéon de las dos
hipérbolas; y utilice derivacién implicita para comprobar que las rectas tangentes a
las dos curvas en el punto (a,b) son perpendiculares.

19.- Dos rectas que pasan por el punto (—2,8/5), son tangentes a la curva z? — 5y? —
10z — 30y = —49. Encuentre una ecuacién de cada una de estas rectas tangentes.

20.- La curva 22 — 2y + y? = 16 es una elipse con centro en el origen y eje mayor en

la recta y = x. Encuentre las ecuaciones de las rectas tangentes en los dos puntos
donde la elipse interseca al eje x.

21.- Suponga que la ecuacién 22 — xy + > = 1 define implicitamente a y como una
funcién de x dos veces derivable, calcule 3/ y /.

22.- Suponga que la ecuacién z? — zy + y* = 62 — 9 define implicitamente a y como
funcién de x dos veces derivable, encuentre y” en (3,0).
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Suponga que la ecuacién 2z%y — 4y° = 4 define implicitamente a y como funcién de
x dos veces derivable, encuentre y” en (2,1).

Razdon de Cambio

1.-

Si una bola de nieve se funde de modo que su drea superficial disminuye a razén de
1 em?/min, encuentre la razén a la cual disminuye el didmetro cuando es de 10 cm.

A mediodia, el velero A estd a 150 km al oeste del velero B. El A navega hacia
el este a 35 km/h y el B hacia el norte a 25 km/h. ; Con qué rapidez cambia la
distancia entre las embarcaciones a las 4:00 P.M?

Un avién vuela horizontalmente a una altitud de 1 mi a una velocidad de 500 mi/h
y pasa sobre una estacion de radar. Encuentre la razén a la que aumenta la distancia
del avién a la estacién cuando aquél ésta a 2 mi de ésta.

Una ldmpara esta montada en el extremo superior de un poste de 15 pies de alto. Un
hombre cuya altura es de 5 pies se aleja del poste a una velocidad de 5 pies/seg a
lo largo de una trayectoria recta. ;Con qué rapidez se mueve la punta de su sombra
cuando el hombre esta a 40 pies del poste?

Dos automéviles empiezan a moverse a partir del mismo punto. Uno a viaja hacia
el sur a 60 mi/h y el otro hacia el oeste a 25 mi/h. ;Con qué razén aumenta la
distancia entre los dos automéviles 2 horas mas tarde?

Una lampara proyectora situada sobre el piso ilumina una pared que estd a 12 m de
distancia. Si un hombre de 2 m de alto camina desde la lampara hacia el edificio a
una velocidad de 1.6 m/seg, ;{Con qué rapidez decrece su sombra proyectada sobre
el edificio cuando se encuentra a 4 m de éste?

Un hombre empieza a caminar hacia el norte a 4 p/seg desde un punto P. Cinco
segundos mas tarde, una mujer empieza a caminar hacia el sur a 5 p/seg desde un
punto a 500 pies al este de P. ;Con qué razén se separan 15 minutos después que la
mujer empezd a caminar?

Un diamante de béisbol es un cuadrado de 90 pies de lado. Un bateador golpea la
pelota y corre hacia la primera base a una velocidad de 24 p/seg.

a) (Con qué razén disminuye su distancia a la segunda base cuando estd a la
mitad de la distancia de la primera?
b) ;Con qué razén aumenta su distancia a la tercera base en el mismo momento?

La altura de un tridngulo crece 1 cm/min y su area 2 cm?/min. ;Con qué razén
cambia la base del tridngulo cuando la altura es de 10 cm y el drea de 100cm??
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10.- El agua se fuga de un tanque cénico invertido a razén de 10000 cm?/min, al mismo
tiempo que se bombea agua hacia el tanque con una razon constante. El tanque
tiene 6 metros de altura y el didmetro en la parte superior es de 4 metros, si el nivel
del agua sube a razén de 20 em/min cuando la altura de ese nivel es de 2 metros,
encuentre la razén a la que se bombea el agua al tanque.

11.- Una artesa de agua tiene 10 metros de largo y una seccion transversal en forma de
trapecio isosceles cuyo ancho en el fondo es de 30 cm. el de la parte superior 80
cm. y la altura 50 cm. Si la artesa se llena con agua a razén de 0,20 m?3/min, ;Con
qué rapidez sube el nivel del agua cuando esta tiene 30 cm de profundidad?

12.- Dos de los lados de un tridngulo tienen 4 y 5 metros de longitud y el angulo entre
ellos crece a razén de 0,06 rad/seg. Encuentre la razén con qué aumenta el area del
tridngulo cuando el dngulo entre los lados de longitud fija es de /3.

13.- Dos lados de un tridngulo tienen longitud de 12 m y 15 m. El dngulo entre ellos crece
a razon de 2°/min. ;Con qué rapidez aumenta la longitud del tercer lado cuando el
angulo entre los lados de longitud fija es de 60°

14.- Un faro esta en una isla pequena a 3 Km de distancia del punto mas cercano P en
una linea costera recta y su luz realiza 4 revoluciones por minuto. ; Con qué rapidez
se mueve el haz de luz a lo largo de la linea costera cuando estd a 1 km de P?

15.- Un avién vuela a una velocidad constante de 300 K'm/h pasa sobre una estacion de
radar a una altitud de 1 km y asciende formando un dngulo de 30°. ;Con qué razén
aumenta la distancia del avién a la estacion de radar un minuto més tarde?

16.- Dos personas parten del mismo punto una camina hacia el este a 3 mi/h y la
otra hacia el noroeste a 2 mi/h. {Con qué rapidez cambia la distancia entre ambas
después de 15 minutos?

17.- Un atleta corre alrededor de una pista circular de 100 m de radio a una velocidad
constante de 7 m/seg. El amigo del atleta estd parado a una distancia de 200 m
del centro de la pista. ;Con qué rapidez cambia la distancia entre ellos cuando la
distancia entre ellos es de 200 m?

18.- El minutero de un reloj tiene 8 mm de largo y el horario 4 mm. ;Con qué rapidez
cambia la distancia entre las puntas de las manecillas a una en punto?

19.- Una artesa rectangular tiene 8 pies de largo, 2 pies de ancho y 4 pies de profundidad.
Si el agua fluye en ella razén de 2 p®/min, ;Como estd subiendo el nivel cuando el
agua tiene 1 pie de profundidad?

20.- Esta entrando liquido en un depdsito cilindrico vertical de 6 pies de radio a razén
de 8 p?/min. {A qué ritmo estd subiendo el nivel?
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21.- Un hombre de 5 pies de altura camina a 4 p/seg alejéndose en linea recta de la luz
de una farola que estd a 20 pies sobre el suelo. (a);A qué ritmo se mueve el extremo
de su sombra? (b);A qué ritmo estd cambiando la longitud de su sombra?

22.- Un globo asciende verticalmente sobre un punto A del suelo a razén de 15 p/seg.
Un punto B del suelo dista 30 pies de A. Cuando el globo estd a 40 pies de A, ;A
qué ritmo esta cambiando su distancia al B?

23.- Una escalera de 20 pies de largo esta apoyada en una casa. Hallar los ritmos a qué:
(a) baja por el muro su extremo superior si su apoyo dista 12 pies de la casa y se
separa de ella a 2 p/seg, (b) estd decreciendo la pendiente de la escalera.

24.- Se estd vaciando un deposito conico de 3 pies de radio y 10 pies de profundidad, a
razén de 4 p?/min. {Como estd bajando el nivel cuando la profundidad del agua es
de 6 pies? ;A que ritmo esta disminuyendo el radio de la superficie del agua?

25.- La longitud del largo de un rectdngulo disminuye a razén de 2cm/seg, mientras que
el ancho aumenta a razén de 2cm/seg. Cuando el largo es de 12 cm y el ancho de
5 cm, hallar:

a) la variacién del area del rectangulo
b) la variacién del perimetro del rectangulo

c) la variacion de las longitudes de las diagonales del recténgulo

26.- Dos lados de un tridangulo miden 4 m y 5 m y el &ngulo entre ellos aumenta con una
rapidez de 0,06 rad/seg. Calcule la rapidez con que el drea y la altura del tridngulo
se incrementan cuando el dngulo entre los lados es de 7/3.

27.- Una luz esta en el suelo a 45 metros de un edificio. Un hombre de 2 metros de estatura
camina desde la luz hacia el edificio a razén constante de 2 metros por segundo.; A
qué velocidad estd disminuyendo su sombra sobre el edificio en el instante en que el
hombre estd a 25 metros del edificio?

28.- Un globo estd a 100 metros sobre el suelo y se eleva verticalmente a una razén
constante de 4 m/seg. Un automévil pasa por debajo viajando por una carretera
recta a razén constante de 60 m/seg.; Con qué rapidez cambia la distancia entre el
globo y el automévil 1/2 segundo después?

29.- Considere un depdsito de agua en forma de cono invertido. Cuando el depdsito se
descarga, su volumen disminuye a razén de 507m?3/min. Si la altura del cono es el
triple del radio de su parte superior,;con qué rapidez varia el nivel del agua cuando
estd a 5 m del fondo del depdsito?

30.- Un globo asciende a 5 m/seg desde un punto en el suelo que dista 30 m de un
observador. Calcular el ritmo de cambio del angulo de elevacién cuando el globo
estd a una altura de 17,32 metros.
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31.- Considere un triangulo rectangulo de catetos a y b. Si el cateto a decrece a razén
de 0,5 cm/min y el cateto b crece a razén de 2 cm/min, determine la variacién del
area del tridngulo cuando a mide 16 cm y b mide 12 cm.

32.- Dos lados paralelos de un rectangulo se alargan a razén de 2 cm/seg, mientras que
los otros dos lados se acortan de tal manera que la figura permanece como rectangulo
de drea constante igual a 50cm?. ;Cudl es la variacién del lado que se acorta y la
del perimetro cuando la longitud del lado que aumenta es de 5 cm?

33.- Un tanque coénico invertido de 10 m de altura y 3 m de radio en la parte superior,
se estd llenando con agua a razén constante. ;A qué velocidad se incrementa el
volumen del agua si se sabe que cuando el tanque se ha llenado hasta la mitad de
su capacidad, la profundidad del agua estd aumentando a razén de un metro por
minuto? ;Cuanto tiempo tardara el tanque en llenarse?

34.- Se vierte arena en el suelo a razén de 0,4m? por segundo. La arena forma en el
suelo una pila en la forma de un cono cuya altura es igual al radio de la base.;A
qué velocidad aumenta la altura de la pila 10 segundos después de que se empezé a
vertir la arena?

35.- Un rectangulo tiene dos de sus lados sobre los ejes coordenados positivos y su vértice
opuesto al origen estd sobre la curva de ecuacién y = 27, segin se muestra en la
figura adjunta. En este vértice, la coordenada y aumenta a razén de una unidad por
segundo.; Cual es la variacion del drea del rectangulo cuando x = 27

=-__
— = X

36.- Cuando un plato circular de metal se calienta en un horno, su radio aumenta a razén
de 0,01 cm/min. ;Cudl es la razén de cambio del drea cuando el radio mide 50 cm?

37.- Cierta cantidad de aceite fluye hacia el interior de un depdsito en forma de cono
invertido (con el vértice hacia abajo) a razén de 3mm?® por hora. Si el depésito
tiene un radio de 2,5 metros en su parte superior y una profundidad de 10 metros,
entonces:
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a) ;Qué tan rapido cambia dicha profundidad cuando tiene 8 metros?

b) jA qué razén varia el area de la superficie del nivel del aceite en ese mismo
instante?

38.- Un globo aerostatico se infla de tal modo que su volumen esta incrementandose a
razén de 84,951 dm?/min. jCon qué rapidez estd incrementdndose el didmetro del
globo cuando el radio es 3,05 dm?

39.- Las aristas de un cubo variable aumentan a razén de 3 centimetros por segundo.
., Con qué rapidez aumenta el volumen del cubo cuando una arista tiene 10 centime-
tros de longitud?

40.- De un tubo sale arena a razén de 16 dm?/seg. Si la arena forma una piramide cénica
en el suelo cuya altura es siempre 1/4 del didmetro de la base, jcon qué rapidez
aumenta la pirdmide cuando tiene 4 dm de altura?

41.- Una mujer, en un muelle, tira de un bote a razén de 15 metros por minuto sirviéndose
de una soga amarrada al bote al nivel del agua. Si las manos de la mujer se hallan
a 4,8 metros por arriba del nivel del agua, ;con qué rapidez el bote se aproxima al
muelle cuando la cantidad de cuerda suelta es de 6 metros?

42.- Se bombea agua a un tanque que tiene forma de cono truncado circular recto con
una razén uniforme de 2 litros por minuto (1 litro = 1000 em?). El tanque tiene una
altura de 80 cm y radios inferior y superior de 20 y 40 cm, respectivamente. ;Con
qué rapidez sube el nivel del agua cuando la profundidad es de 30 cm?

Nota: El volumen V de un cono truncado circular recto de altitud h y radios inferior
y superior a 'y b es: V = Zh(a® + ab+ %)

80 cm
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43.- El agua esta goteando del fondo de un depdésito semiesférico de 8 dm de radio a razén
de 2 dm?/hora. Si el depésito estaba lleno en cierto momento, jcon qué rapidez baja
el nivel del agua cuando la altura es de 3 dm?
Nota: El volumen V de un casquete esférico de altura h de una esfera de radio r es:

V = Th2(3r — h).

44.- Si Angélica mide 1,80 metros de altura y se aleja de la luz de un poste del alumbrado
publico, que esta a 9 metros de altura, a razén de 0,6 metros por segundo, entonces:

a) /Con qué rapidez aumenta la longitud de su sombra cuando Angélica estd a
7,2 metros del poste? ;A 9 metros?

b) ;Con qué rapidez se mueve el extremo de su sombra?

c¢) Para seguir el extremo de su sombra, ja qué razén angular debe alzar la cabeza
cuando su sombra mide 1,8 metros de largo?

45.- Un automévil que se desplaza a razén de 9 m/seg , se aproxima a un cruce. Cuando
el auto estd a 36 metros de la interseccién, un camién que viaja a razén de 12 m/seg
, cruza la interseccion. El auto y el camion se encuentran en carreteras que forman
un angulo recto entre si. ;Con qué rapidez se separan 2 segundos después de que el
camién pasa dicho cruce?

46.- Un avion vuela con velocidad constante, a una altura de 3000 m, en una trayectoria
recta que lo llevara directamente sobre un observador en tierra. En un instante dado,
el observador advierte que el dngulo de elevacion del aeroplano es de /3 radianes
y aumenta a razén de 1/60 radianes por segundo. Determine la velocidad del avién.

e 7z . .7 3
47.- Una particula se esta moviendo sobre una curva cuya ecuacién es ffyz = 8/5.

Suponga que la coordenada x se estd incrementando a razén de 6 unidades/seg
cuando la particula estd en el punto (1,2).
a) ;Con qué rapidez estd cambiando la coordenada y del punto en ese instante?

b) ;La particula estd ascendiendo o descendiendo en ese instante?
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3.6. Derivadas de Funciones Exponenciales y Logaritmi-
cas

Definicién 3.8. e es un numero que cumple que:

h
e —1
Ii =1
o h
Teorema 3.6. Se tiene que
e’ =e* Inz) =~
(") (nz) =
Demostracion .
a) Sea f(x) =", asi que
e:):Jrh — et
/ — 1/
f(z) b h
) exeh — e
= lim
h—0
o eh—1 .
= e lim =e
h—0

b) Sea y = Inz, entonces x = e¥ | derivando a ambos lados utilizando derivacién

1 1
implicita: (z)" = (e¥)’ entonces 1 = e¥y’. Por lo tanto: (Inx) =y’ = —~ =
eV x

Ejemplo 3.32. Determine la derivada de la funcion exponencial f(z) = a®.

Solucion .
Note que f(z) =a" =e

o= (=)

zIna Hor lo tanto:

="Mz lna) Por regla de la cadena y teorema anterior
= e""%(Inq) Por ser In a constante
=a"lna

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.



AREA DE CIENCIAS BASIC’AS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
NOTAS DE CLASE CALCULO DIFERENCIAL

Ejemplo 3.33. Determine la derivada de la funcion logaritmica g(x) = log, x.
Solucion. l
Utilizando el teorema del cambio de base, se tiene que g(z) = (loga :r) = (ln_x)’ por lo
na
tanto:
Inx
/ — _
g (x) - (1na/)
1 / 11
- (1 -
Ina ( " m) Ina x
1
~zlna
|
Ejemplo 3.34. Determine la derivada de la funcion logaritmica g(z) = Hetsens
log,(® +1).
Solucién.
CC2 senx
g'(x) = (57 "7) — (logy(a* + 1))’
1
= 5z2+senx(x2 -+ sen Z’)/ Inb— m(x2 + ].),
2 2x
:5r+senm2 15_—
(2x + cosx) In CESITY
[ |
Ejemplo 3.35. Calcule y' sabiendo que y*4% = = In(z? + y?)
Solucién.
Derivando ambos miembros de la ecuacién con respecto a x se obtiene:
(y* 47 7*) = [In(2” + )/
1
AN gz —x A/ ax2—z\1 2 2\/
= (y)4" " +y (4" —x2+y2(fv +y7)
B B 22 + 2y
— 42/4mzx 44:):236 2 "Nnd =
Yy T ) Ind = =5 o
— 2y 47T T (2 — 1) Ind = 2 + 29y’
x2 + y2 1’2 + y2
2y 2
2, 1 q22—a41 vy z 4 m2—
— Y4 — Ry Ry —y 4" (22 — 1) In4
2y 2z 2
— / 24:)327.%4»1_ — o 44:13 712 _1 1 4
y(y R e (22 —1)In
|
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3.6.1. Ejercicios
1.- Demostrar

1 1 1+« 1
a) {n(m—i-\/x—i- } = ) {2n(1_$>} 52

2.- En los ejercicios a continuacion, obtenga la derivada de la funcién

a) In(4 + 6x) s +1
m) In ¢/ —
b) Inv/1+ 22 e +1
c) In(4 + 92?) n) Vina?
d) In(10 — 2x)* 0) Vr+1—In(l++x+1)
e) In(Inz) p) xln(:p +V1+22) — 1+ 22
g) cos(Inz) r) In |m — 1]
h) In(cos ) s) In|cos3z| In|tan4z + sec4z|
i) In(sec 2z + tan 2x) £) In|cot 3z — csc3z|
j) esc(Inx)
k) In+/tanx u) ln|g;2+4|
1) Incos+/z v) sen(In | sec2z|)
3.- En los ejercicios siguientes hallar la derivada de cada una de las siguientes funciones
Inx : _ .osen(2z)
a) f(2) = — i) flw)=we 1
_ z ) fa) =
b) f(l') - 1+ (In 37) (1 + ecos(31)>2
c) flx)= x?’(lnx)Q
5 k) f(CL’) — 1+esen(2x)
1+ (In :c) 1
9 flo) =" ) fle) = e+ 2
) flw) = e
= 2 — pVEHVer
(1) m) f(r) = e
_ sen?(3z)
f) f(z) = a*log, (¢* — 5z) w) f(@) el
g) f(x) =log,, |2* — 2z — 3 o) f(z) = %
In (1 + sen :zc)
h R S — _ ,cos?(5x)
) )= b) fla)=e

newpage
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4.- En los ejercicios siguientes, hallar la derivada de cada una de las funciones

a) 53a: J) e3x—1 I‘) 6lna:

b) 4312 k) e4x2 S) 6sen2(3zlc)

c) T D) e £) eVoErver
x2—2

d> :L(l) Hl) eﬁ U.) 1+€sen(2x)
T 1

e) — n) ew 1
T N 3 V) el/x _|_ J—

£) V& n) 2° er

g) ne O) o W) xesen(Qx)
x2 ee” 1

h) x p) e x) .

1) xmz q> ecosz(Ba:) <1+ecos(3x)>

5.- Halle la ecuacién de la recta tangente a la grafica de : f(z) = Inx que sea perpen-
dicular a la recta y 4+ 2z + 4 = 0. Ilustre graficamente.

6.- Para cada uno de los siguiente ejercicios, halle todos los puntos (a, f(a)) de la gréfica
de la funcién f dada, donde la recta tangente a esa gréfica en el punto (a, f(a)) sea
paralela a la recta dada:

a) f(x)=2xInz;20 —2y—2=0
b) f(z) =z[(lnz)’ =2z +2;y—x+2=0

nz
7.- Halle la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f(z) = ——en el punto (€2, %).

|
8.- Halle el punto (a, f(a)) de la grifica de la funcién f(z) = 1T donde la recta
T

tangente a esa grafica en dicho punto pase por el origen.

9.- Halle el punto (a, f(a)) de la grafica de la funcién f(z) = Inz, donde la recta
tangente a esa gréfica en el punto (a, f(a)), pase por el punto (0, 1).

10.- Suponiendo que la ecuacién In(z%y) — 3z 4+ 4y = 1 define a y implicitamente como
funcién de x, calcule ¢/, y encuentre la ecuacion de la recta tangente a la grafica a
la curva dada en el punto (—1,1).

d
11.- En los ejercicios del 62 al 68, obtenga d_y mediante diferenciacion implicita
x

a) ln(xy)+x+y:2 d) 1I1(:L’—|—y)—ln(x—y):4

b) lnz—i—xy: 1 e) zln(z?y) +3y? =222 — 1
f) clny+ylne ==xy

¢) z=In(z+y+1) g) ye' +ae +xt+y=0
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12.- Utilizando la diferenciacién implicita en cada uno de los siguientes ejercicios , halle
la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la curva dada en el punto indicado:

a) In(zy?) + 22 = y + 2,en el punto  e) In(zy® — 3) + 322 + 2y = —1, en el

(1,-1). punto (1, —2).

b) €™ 422 = 4—3y? en el punto (0, 1). f) we¥ +In(1+y) — 2y =2° — 6, en el
) punto (2,0).

C) xre +ny € , €11 €l pun O( ’ ) g) 1‘26y+1ny+y2 = x + ]_7 en el

d) e + 22 —y* =0, en el punto(0, 1). punto(0, 1).

13.- Obtenga una ecuacion de la recta tangente a la curva y = Inx en el, cuya abscisa
es 2.

14.- Determine una ecuacién de la recta normal a la grafica de y = Inx que es paralela
alarectaxr+2y—1=0

15.- Suponiendo que la ecuacién dada define a y implicitamente, como funcién de z,
calcule 9/, v encuentre la ecuacién de la recta tangente y la ecuacién de la recta
normal a la curva dada en el punto indicado:

a) In(xy?) — 2? = y en el punto (1, —1)
b) e® + z2? = 4 — 3y? en el punto (0, 1)

16.- Para cada una de la siguientes funciones calcule f’, f"y f"”" cuando:

a) f(z)=e x?
b) f(x) = ze”
Q) fla) = "2

17.- Para cada una de la siguientes funciones calcule v/, y"yy"” cuando:

a) y=e** cosx e) y=Inx

b) y = Inz? f) y:%(ln(l—l—x)—x)
c) y=a(lnx)? g) y=e"senx

d) y=In(z+ Va2 +1) h) y = e”(senx)

18.- En los problemas siguientes encuentre la derivada de la funciéon dada.
a) y=In(z* + 322 + 1) 19.- y=x —In|bx + 1|

Inx

b) y = In(z? + 1)? c) y=-—
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d) y=xz(lnz)? 23- y=+1+e 5
20.- y = In 4z 24- y = In(a* + &’
In 2z T 4 e
) y=1In(z +va* - 1) 8 y= =
21.- y =In(xInz) h) y = e In(2? + 1)
22.- y:\/lnﬁ 1_'_62x
f) y = zsen(lnbz) i) y:ln}l_em}

3.7. Derivadas de Funciones Trigonométricas Inver-
sas

Teorema 3.7. Derivada de la funcién inversa

Se tiene que:
' 1
P =2
[ (@)
Demostracion.

Supongamos que y = f~!(z), entonces f(y) = z derivando a ambos lados utilizando
derivacion implicita se tiene que:

(rw) =@y
(f (y)>/ =
fy)y =1 Aplicando regla de la cadena
, 1
YT
[ f 1(:6)] = m Reemplazando el valor de y

Ejemplo 3.36. Probar el teorema (3.7) con f~(x) = In(z).

Solucioén.
Si f~(z) = In(z) entonces f(x) =e” y f'(x) = €, entonces
' 1 1 11
P T
{ r(@)  p(me) e
]
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Teorema 3.8. Derivadas de funciones trigonométricas inversas
Se tiene que:

1 1

a. (arcsenzx) = d. (arccotx) = —

N T+ 22
1 1

e. (arcsecz) =

V1—22 V1 — 22

1
1 g. (arcescz) = ————

1+ 22 v/ 1 — x?

b. (arccoszx) = —

c. (arctanz) =

Demostracién.
a) Dado que el arcoseno es la funcién inversa del seno entonces si f(z) = senz entonces

{ filx) = cosx

fYz) = arcsenxw
’ 1
(arcsenz)’ = [f_l(x)] =
(@)
B 1
f'(arcsen x)
B 1
~ cos(arcsen )
Sea y = arcsenz como arcsen : [—1,1] — {— g, g} , entonces

cE|l—=, | = >0
Cos
y 272 y_

Asi, de la identidad sen®z + cos?z = 1 se tiene que cosy = /1 —sen?y (se descarta
cosy = —y/1 —sen?y ). Ademds como y = arcsen x entonces seny = x

cos(arcsen ) = cosy = /1 —sen?y = /1 — 2

Por lo tanto 1

V1—22

(arcsenx) =
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Ejemplo 3.37. Determine la derivada de f(x) = arctan (sen(e”))
Solucioén.

fiz) = m(%n(@gﬁ)),
1 xX x\/
= T o) cos(e®)(e”)

1 X
= HTIMCOS(e Je

T

T

Ejemplo 3.38. Determine la derivada de g(x) =3 * arc sen(vz? — 1)

Solucion.

g(z) = (3m6>/ arcsen(vz? — 1) + 33”6(arc sen(va? — 1))’

- ~ 1
= 62°3”" In3arcsen(va? — 1) + 3% (Vaz —1)
V1 (VaE =1y
1 2z
— 62°3" In3arcsen(va2? — 1) + 3%
( ) V1—224+12¢v/22 -1
1 T
— 62°3"" In3arcsen(v2? — 1) + 3%
( ) V2 —ax222 -1

3.7.1. Ejercicios
Halle la derivada de las siguientes funciones
1.- Halle la derivada de las siguientes funciones:

(1 + 9(:2) arctanz — x
2

b) f(fﬁ)=$(arctan(lnx>)2 f) f(z) = In (arcsenz)

o) f<x>:xarcsenm+lnm
c) f(x):arccosg L=

1—-=z
0 70 —aresen (1—a) + yEr =z W) fla) =arctan (157

a) f(x) = arctan @) P4 o) fa) =
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2.- Para cada uno de los siguiente ejercicios, halle todos los puntos (a, f(a)) de la grafica
de la funcién f dada, donde la recta tangente a esa gréfica en el punto (a, f(a)) sea
paralela a la recta dada:

a) f(z) =arcsena; o—v3y—4=0 c) f(x):arctanl; r+2y=4
x

+x

1
b) f(z) =arctanz; x—2y+4=0 d) f(:v):arctanl_x; y—xz=1

3.- Suponiendo que la ecuaciéon dada define implicitamente a y como una funcién de x

calcule ¢/
(2) =ovean (2)
arccos | — | = arctan | =
T T

4.- Suponiendo que la ecuaciéon dada define a y implicitamente, como funcién de z,
calcule ¢/, v encuentre la ecuacién de la recta tangente y la ecuacién de la recta
normal a la curva dada en el punto indicado:

a) arcseny + /3 + 2zy = 2x + % en el punto (1, %)
b) yer t*=2 4 xarctan% =222 + %:L‘ en el punto (1,2)

5.- Utilizando la diferenciacién implicita, halle la ecuacion de la recta tangente a la
grafica de la curva dada en el punto indicado:

2 2 T
arctany = xy° — x +Z

, en el punto (1,1).

6.- Para cada una de la siguientes funciones calcule f’, f” y f"” cuando:

a) f(x) =arcsenx j) arctan(y/x)
b) f(z) = arctan 1 k) arcsen(z?)
2 1) arccos(v/x)

c) y = arcsen

Vit a? m) x arccos(2x)

)
)
)
)
Q) y— ( etan 1) 2 n) senzx arcsen(2x)
T i) arccos(senz)
e) arcsen(3x?) 0) arctan(cosx)
f) arccos(z?) p) arctan(sec )
g) arcsen(z? + 1) q) arctan(sen )
h) arccos(2z? + 1) r) In(arctan z?)
i) arctan(z?) s) arccos(2€3?)
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1 11—z
t) x?arcsen(— W) arccos < )
) ) ) .-
u) arcsen <§> X) arcsen(sen x)
1 y) vz — arctan \/x
V) arccos <;) z) arctanz + arctan(z?)

7.- En los ejercicios siguientes, demostrar la identidad dada

a) Dx:arcsen(\/%)} - 1+1;c2 d) D, [(xarcsen( )Jr\/—i:ﬁ)}

i 1 1 arc sen
b) D, arctan( +x>] =

1—2z

] ) e) D, [4arcsen( ) + x\/4—x2}
x —2arctan(%) 2

c) D, |arctan | — BT 04— 22

X

2

d
8.- En los ejercicios a continuacion , obtenga d—y
x

e" Y = arccosx k) [arccos(x?)] 2

1) In (arc cos %)

5
\_/ \_/ ~— ~— N~— S— N ~—

Q0
]
Q
=
Q
=

~
-+
Q
=
8

N~—

=

S~— ~— SN~— ~—r SN~—

o

=

Q

—+

o

=

N

Q

8

142 rarcsenzx
—————— +Inyv1—2a?
] arctanl_x q) V-2

9.- En los ejercicios a continuacion, calcular la derivada de cada funcion

a) 2arctan:r e) Csc3w 1) esenaﬁ

b) 6arcsonl’ f) (arcsenx)arctanw J) eCOS T

¢) geesens g) (arccosz)? k) (cos z)(@esena)
d) ges2e h) (sen(az))™ 1) (senz)tne
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3.8. Derivacién logaritmica

Hemos visto como la derivacién de una suma o resta es mucho més simple que la derivacion
de un producto o cociente. ;Hay una forma de convertir un producto o cociente a una

suma o resta? La pregunta anterior es respondida por la funcién logaritmica, en particular
el logaritmo natural, pues:

In(zy) =Inz +Iny (convierte un producto en una suma)

x : :
In— =Inz —1Iny (convierte un cociente en una resta)
Y

In(z") =n-Inx (convierte una potencia en un producto de una funcién por una constante)

Entonces si quiere hallar la derivada de f(z) = y y esta funcién es producto o divisién
de varias expresiones, es mejor: Entonces si quiere hallar la derivada de f (x) = y y esta
funcion es producto o division de varias expresiones, es mejor:

1. Simplificar Iny
2. Aplicar derivacion implicita a la ecuacién Iny = - - -
/

(recuerde que (Iny)’ = y_)

Lo anterior nos permite, ademds, hallar la derivada de expresiones de la forma: f(z)9@;
igualmente la podemos calcular utilizando la igualdad f(x)8*) = &) nf(x)

Ejemplo 3.39. Determine la derivada de g(x) = (223 + 1)%"¢
Solucién.

Simplificando In g(z) = In(2z® + 1)***® = sen x In(223 + 1).
Derivando ambos lados

(In g(x))/ = (senzIn(22° + 1))/
g

~—

= (sen x)lln(2:z:3 +1) + senz(In(2z* + 1)),

g(x)

g(x) _ 3 (22° + 1)’
o) coszIn(2z° 4 1) 4 sen xm
g(x) _ 5 62
o) cosz1In(2z° 4+ 1) + sen xm

g'(z) = g(x) [cosx In(22% +1) + Senm(2z§+1)}

Sustituyendo g(z) se obtiene
2

6
d(z) = (22° + 1)*»" [cosxln(2x3 + 1) + sen xﬁ]
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3 3
Otra forma, es teniendo en cuenta que g(z) = esn@n(e"+1)

Derivando ambos lados

J(z) = (esenxln(2x3+1)>/
Aplicando la regla de la cadena

§(z) = esene ) (senxln(zp?’ n 1)>’
Derivada de un producto

g'(z) = eZnen@e’+n) [cosxln(2x3 +1) +senz(In(2z° + 1))/}
2
T

/ — senmln(2x3+1)|: In(2 3 1 ]
Jgx)=e cos z In(2x° + )+Senx—2$3+1

3
Reemplazando e n(2z+1)

2

6
/ — (92 3 1 senx|: In(2 3 1 :|
g (x)=(22° +1) coszIn(2x° + )+Senx—2x3+1

Ejemplo 3.40. Utilizando derivada logaritmica calcular la derivada de la siguiente fun-

fla) = V0
(1—2x)/ (34 x)?
Solucién.

Aplicando logaritmo en ambos lado de la ecuacion:

nf(z) =1In Va2 /B — )
n /(=) l((l—x)3(3+x)2)

Aplicando propiedades del logaritmo

2 1 2
= glna:—gln(3—$)—ln(1—x)—gln(3+9§)
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Derivando ambos lados

(lnf(x))/ = (glna: — %ln(?) —z)—In(l —z) — gln(?) +:c))/
f/(ZL’) . 2 / 1 / / 2 /
o) (glnx) — (gln(?) —z)) — (In(1—-=2)) — (éln(3+x))

fz) 2 1 1 2
flx) 3z 3(3—x)+1—m_3(3+x)
f'(x) _ 2B3—2)1—2)3+2z)—z(1—2)B3+2)+2zB8—-2)3+2) — 223 —z)(1 — 2)

f(x) 33—2)34+z)(1 —x)x
flx) 2(42? — 9z +9)

flz)  3@B-2)B+z)(1 -2z

o) = f(x)[ 2(4x* —9x +9)

33—2)B3+2)(1 —2)x

Sustituyendo f(x) se obtiene

Va2/(3 — ) 2(42* — 9z +9) ]

T = o yEer 5213+ o317

Ejemplo 3.41. Calcular f'(x) si f(z) = z*senz(1 + 2%)7°.

Solucién.
Aplicando logaritmo en ambos lado de la ecuacion:

In f(x) = In(2z?sen x(1 + %) %)
Aplicando propiedades del logaritmo

=2Inz + In(senz) — 61n(1 + z?)
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Derivando ambos lados

(ln f(«T))’ _ (2 Inz + ln(Senx) _ 6111(1 + 5(32)),

PO _ (o) + (insen)) —6(1n(1 +2)
f'(z) _ 2  cosx . 2w
f(x) 2z senzx 1+ 22
fl(x)  2senz(l+2?)+zcosz(l+a?) — 12z senw
flx) z(l+2?)senx
f'(x) _ (2= 102%)senw + (1+2?)zcosz
f(x) z(1+ x?)senx
Lo (2 —10z*)senx + (1 + 2?*)z cosx
f(z) = f(x)[ (1 + 22)senx ]

Sustituyendo f(x) se obtiene

z[(2 = 102%) senz + (1 + 2?)z cos z
(14 22)7

f'(x) =

3.8.1. Ejercicios

d
En los ejercicios del 1 al 8, obtenga d_y mediante diferenciacion logaritmica
x

1- 22(2? — 1)3(x + 1) 2?*(x — 1)*(z +2)°

(z —2)°
- —_ 2 3 _

2- (bx —4)(z* + 3)(32* — 5) i P+ 2)

3- r3senz(1+ 2%)72 z—3
23+ 2x

4 2 (2® + 1) (x — 1)4 8- 3 1
Vi — 22 9 1—a°

5.- e 2
Vb + 8 (x+1)3
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3.9. Formas indeterminadas. Regla de L’Hopital.

Guillaume Frangois Antoine de L'Hopital (1661-1704), public6 anénimamente en 1696 el

primer libro de texto sobre cédlculo diferencial, el cual tuvo gran éxito e influencia durante

el siglo XVIII. En él aparecen los resultados que hoy llevan su nombre, que permiten
00

resolver en muchos casos indeterminaciones de la forma — o —, que se presentan frecuen-

temente al estudiar el limite de un cociente de dos funciones. Si bien L’Hopital era un
escritor excepcionalmente claro y eficaz, la llamada “regla de L’Hopital’no se debe a él
sino a su maestro Jean Bernouilli (1667-1748).

Regla de L’Hopital

La regla de L’Hopital se pueden resumir en el siguiente esquema:

9 [0, ] gl

) = (@)

0 00

Nota 3.4.

0 o0
1. La Regla solo es aplicable mientras se mantiene la indeterminacion 0 o —, por lo
00

que antes de derivar siempre hay que comprobar.
2. Sila indeterminacion se mantiene indefinidamente, entonces la regla no es aplicable.

3. En cualquier momento se pueden hacer manipulaciones algebraicas con el objeto de
simplificar las derivadas.

Formalmente una Regla de I.’Hopital puede enunciarse de la siguiente manera:

Teorema 3.9. Regla del L’Ho6pital
Si f y g son funciones continuas en el intervalo [a;b) y derivables en el intervalo (a;b),
con limite cero por la derecha del punto a, y ademds la derivada de la funcion g no se

/
x
anula en ningin punto del intervalo (a;b), entonces, si existe el h’rn+ f/E ; también existe
z—at g\
x
el lim M y ademas ambos coinciden
r—a™t g(l')

Ejemplos 3.1.
Calcular los siguientes limites

1. lfm & _{—]@111116—_60_1
x—0 x
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senz {O} RH ., COST 1

. lim =|=-| = lim =
=0 21 + 22 0 =02+ 2 2

, Pt ool g ,, 32*+1 oo | ru ,, 6 oo | rag ,, 6
. lim =|—| = lim =|—| =lm—=|—| = lim — =0
z—oo €% o0 T—00 ex 00 z—o00 T o0 T—00 €T
. , . . ,,at=b"
. Sia yb son numeros positivos, determinar el limite hn(l]
z— T
T—b" 0 “lna — b Inb
lfm & = || gy SO0 zlna—lnbzln(9>
z—0 €T 0 z—0 1 b
In(1
. Demostrar que HII(I) M = a para todo real a.
T—
En efecto
lim In(1 + ax) _ {9]
z—0 T 0
a
B 1im ltar _ a
z—0 1

Nota 3.5. De ahora en adelante la funcion exponencial € la representaremos de la
stguiente manera:

. Probar que para todo nimero real a, tenemos HII(I)(l + az)r = E(a)
r—r

<1n(1 +a:c)>

lim (1 + ax)% =lim F
x

xz—0 z—0

Como la funcion exponencial es continua se tiene

1
x

E(lim In(1+ am))

lim (1 + ax) 1
r—r €T

z—0

Por ejemplo anterior

lim (1 + ax)% = F(a)

x—0

Nota 3.6. Simplificaciéon del limite. Siempre que sea posible, antes de abordar la
Regla de L’Hopital, es conveniente intentar simplificar el limite con objeto de que no se
complique con la derivacion. Para ello se sacan fuera del limite los factores que tengan
un valor numérico.

Ejemplo 3.42. Calcular el siguiente limite

. (1+ cosz)(x® — 3)senx
20 (2 — ) cosx
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Solucioén.
i (1+ cosx)(x® — 3)senzx _ lim (1+cosx) (23 — 3)senx
20 (22 —x)cosx =0  COST r—1 =
i (1+ cosx) ltm (3 —3) iy SO0E
=0 cosx =0 x—1 2=0 g
1+1)—
_a+y-=3, 6
1 -1
]

Ejemplos 3.2. Comportamiento de Inz y E(z) para valores grandes de .

.’L’b

D t I =0
a) Demostrar que m F(az)

Sean [b] =n y m = [b] =n+ 1 dos enteros consecutivos que cumplen n < b < m,
n b m

entonces " < ¥ < 2™, asi que F(az) < Flaz) < Flaz)’ por lo tanto

T T A PO
11m ——— 11m ——— 11m
z—>—400 E(ax) — z—+oo E(a:p) z—+00 E(ax)

(3.19)

l.m

Calculemos Il_l)r_{loo E(az)

m = |V
a=too Elar)

Aplicando m wveces la regla de L’Hoépital se tiene

m!
pu— 1’ _— O
e am™E(ax)

Asi que de la ecuacion (3.19) se tiene que

£L‘b

i =0
oo (ax)

b

( In 93)

b) Demostrar que lim =0
T—+00 xre )
(ln x) b
Sea t = Inx entonces lim = lim =0
z—+00 x t—+oo E(am)
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0 oo . . .
Ademas de 0 o existen otras Formas indeterminadas
00

La regla de L’Hopital pretenden resolver los cinco casos de indeterminacion del limi-
te:
0.00,1%°, 0%, 00>, 00”. Hay que hacer notar que la Regla de L’Hoépital sélo se pueden apli-

. 00 ) )
car directamente a los dos casos — y —. Para resolver los cinco casos restantes habra que

00
transformarlos en uno de los dos tipos anteriores. Algunos de los casos se ilustran con los
ejemplos que se dan a continuacion:

Ejemplos 3.3.

1.) (0.00) Demostrar que lim x“Inxz =0 para cada o > 0.

z—0+
Solucion
1 , Int
Supongamos t = —, y como x — 07 entonces t — 400, ademds v*Inx = S
€T (0%
Asi que
Int
lim 2%Inz=— lim — =0
z—0+ t—+4oo 1

2. (0°) Demostrar que lim x* = 1.
z—0+

Solucion

lim z* = lim E(xlnx)
z—0t z—07F

= E(lim zInz) = E(0)

z—0t

=1
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1 1
3.) (00 — o) Calcular lim (— - )
Solucid 2—0t \T  senx
olucién

i 1 1 , senr — x 0
lim (—— ):[oo—oo]: lim (—)z[—]
z—0T \x  senzx z—0+t \ rsenx 0

cosx — 1

RH < cosx — 1 )

= lim = lim L
T CoST + senx sen .r

+ +
z—0 z—0 coszT +

Xz

cosx — 1
im —
z—0t X

senx

lim cosz + lim
r—0+ z—=0+t T

4.) (1°)  Calcular lim (cosa:)x%.
z—0t

Solucion

1 1
lim (cosz)=? = lim E(— In(cos x))

20+ z—0t  \ 22
1 1
=FE| lim —In(cosz) ) = £ lim In(cosz)
o0+ 12 z—0t 2

—senz —senz
El lim &2 | = F( lim
z—0t 2% z—0t 22 COS T

#(-3)

5.) (0°) Calcular lim x**ne.

z—0T
Solucion

lim z%"% = 1im E(tan:cln x) = E( lim tanzIn x)
z—07F z—0t z—0t

1
, Inx RH , z
= lim = lim —%
z—0+ cot x =0+t —
sen< xr

2
. —sen‘x ., —senx
lim =F| lim lim senz
z—0+ xT z—0+ €T z—0t
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3.9.1. Ejercicios
Encuentre el limite. Aplique la regla de L’Hopital donde resulte apropiado.
ot —1 arctan(2x
R 15- I %
., x =2 16.- lim /xlnzx
2.- 9101_% o z—0+ Ve
o1 17.- lim xe”
3 _ II,H%] T—r—00
5
vn sen 18- lim e *Inx
., senmx T—00
4.- lim ,
©o0 sennx 19.- lim 3¢
H
T tanx e
- lim ——— .
220 T + Sen x 20.- l}g}r (x —m)cotx
6.- lim tanz 21.- lim ze'/* — z
s 4 T—>00
er .1 1
- lim — 22.- lim — —
7 :plggoxf‘ a—llne  x—1
. r —senx 322422 —16
8- lim —— 23- lim ————
z—0t (x sen x)§ =2 gt —x—2
2
_ , ¢ —4x + 3
9. lim —2 — % 24.- lim —2
S st l—xz+1nzx v—3 2x% — 13x + 21
ot —oe o5 - lim senhx — senx
10.- ili% - 7—0 3
et 11— g , 2—x)e" —x—2
11.- lim 26.- 31L‘1_r>r(1) 5
x—0 x2 x
1 — cosa , In(cosax)
12.- Tfm 27~ lfm —— 2
- lim —ry »—=2 In(cos bx)
Inlnx . x—2senx
Y 28.- lim ———
13.- lim T 2—0+ (1 sin x)3/2
x , — a + xr—a
14 1im U0+ 20 lim YE VATV
T—00 5% z—at xr2 — g2
, T+ c\%
30.- Hallar ¢ de modo que lim ( > =4
T—00 Tr — C
31.- Determinar el limite del cociente
(sen 4z)(sen 3z)
T sen 2x
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cuando x — 0 y también cuando = — 7/2.

32.- jPara qué valores de las constantes a y b es

lim(z ™ sen 3z + az™* +b) = 0?
z—0

33.- Para un cierto valor de ¢, el

lim {(2° + 72* 4+ 2)¢ — 2}

T—r00

34.- Determine un valor de ¢ que hace que la funcién

92 — 3sen 3x

Sea continua en z = 0. Explique por que su valor de ¢ funciona.

, arcsendr
35.- lim ———
x—0 x

2
36.- lim z arctan —
Tr—r00 T

2
<arctan \/E)
37.- lim
e=0  xyx +1
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Capitulo 4

Aplicaciones de la Derivada

4.1. Introduccién

Una de los mayores atractivos al estudiar un concepto o tema matematico es comprender
su aplicabilidad en diferentes campos como el econémico, el social, el fisico, el industrial,
entre otros.

En este capitulo se estudia las aplicaciones de la derivada: valores maximos y minimos,
concavidad y convexidad, intervalos de crecimiento o decrecimiento de una funcién, que
posibilitan su representacion grafica y su comprension analitica y estudiando algunos mo-
delos matematicos en los que aplican tales conceptos.

4.2. Monotonia

Definicién 4.1. Sea [ una funcidn definida en un intervalo (a,b). Se dice que f es
creciente en el intervalo (a,b) si Vi, xy € (a,b) tal que 1 < x5 entonces f(x1) < f(x2)

Definicién 4.2. Se dice que una funcion f
es creciente en x = a si existe un entorno de fix,)
a para el que se cumple:

f(a)

1. f(a) < f(x) para todo punto x de dicho
entorno con a < x fix,) ‘

2. f(a) > f(x) para todo punto x de dicho ‘
entorno con a > .
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Definicién 4.3. Sea [ una funcidn definida en un intervalo (a,b). Se dice que f es
decreciente en el intervalo (a,b) si Vi, xe € (a,b) tal que x1 < x9 entonces f(x1) > f(z2)

Definicién 4.4. Se dice que una funcion f

fix,)
es decreciente en x = a si existe un entorno
de a para el que se cumple:

f(a)

1. f(a) > f(x) para todo punto x de dicho fixy) [
entorno y con a < x 1

2. f(a) < f(x) para todo punto x de dicho
entorno y con a > T. ‘ %

Nota 4.1. Cuando las desigualdades de las definiciones anteriores son estrictas, hablamos
de funcion estrictamente creciente o decreciente

4.2.1. Extremos Relativos

Definicién 4.5. Sea f una funcion de valores reales definida en un conjunto S de nimeros
reales.

& Se dice que la funcion f tiene un mdximo absoluto en el conjunto S si existe por lo
menos un punto ¢ € S tal que

f(z) < f(¢) para todo z €S

El nimero f(c) se le llama mdximo absoluto de f en S.

& Se dice que la funcion f tiene un minimo absoluto en el conjunto S si existe por lo
menos un punto ¢ € S tal que

f(z) > f(¢) para todo z €S

El niumero f(c) se le llama minimo absoluto de f en S.

Definicién 4.6. Sea f una funcion de valores reales definida en un conjunto S de nimeros
reales.

® [ tiene un mdximo relativo en un punto ¢ € S si existe un cierto intervalo abierto I
que contiene c tal que

flz) < f(c) paratodo xe€lINS.
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Maéximo
'y absolute
Maiximo

,absoluto Méximo

1 M inimo relativo
absoluto i ) L x
x -4 [ AN 2
0 Lo L4 Minimo relativo
2
Minimo absoluto

Sx)=x(1 —x), -} <x<2
Minimo absoluto
& FEl concepto de minimo relativo se define del mismo modo con la desigualdad invertida.

Es decir, un maximo relativo en ¢ es un maximo absoluto en un cierto entorno de c, si
bien no es necesariamente un maximo absoluto en todo el conjunto S.

Definicién 4.7. Un nimero que es un mdzrimo relativo o un minimo relativo de una
funcion f se denomina valor extremo o extremo de f.

Nota 4.2. En el caso particular de funciones definidas en intervalos, los extremos relati-
vos solo se pueden alcanzar en puntos del interior del intervalo, nunca en sus extremos.

Al igual que la monotonia, la nocién de extremo relativo no tiene nada que ver con la
continuidad o deriwabilidad de la funcion en un principio. Sélo depende del valor de la
funcion en un punto y en los puntos cercanos.

Los extremos relativos también se denominan optimos locales, dando lugar a los términos
mazimo local y minimo local.

Teorema 4.1. Anulacion de la derivada en un extremo interior.
Sea f: A C R +— R derivable en a € A. Si f tiene un extremo relativo en un punto
interior a de A, entonces f'(a) = 0.

Demostracioén.
Definamos en A una funcién () como sigue:

f(z) = f(a)
Qx) = v

f'(a) si x=a

si x#a

Como f'(a) existe, se tiene que Q(x) — Q(a) cuando x — a, asi que ) es continua en a.
Queremos demostrar que @(a) = 0. Asi que para conseguirlo, probaremos Q(a) > 0y
Q(a) < 0 nos llevan a una contradiccion.

Supongamos que @(a) > 0. Por la propiedad de conservacién del signo de las funcio-
nes continuas, existe un intervalo que contiene a a en el que Q(z) es positiva. Por lo tanto
f(z) > f(a) cuando x > a y f(z) < f(a) cuando x < a, entonces f no tiene un extremo
en a. Luego Q(a) > 0 no se cumple. En forma similar se prueba que Q(a) < 0 no se
cumple. Por lo tanto Q(a) = 0, asi que f'(a) =0. m
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Definicién 4.8. Se dice que ¢ es un punto critico de f si f'(c¢) =0, o no existe f'(c)

Nota 4.3. Es importante notar que los extremos de f son puntos criticos, pero no todo
punto critico es extremo relativo. El teorema 4.1 supone que la derivada f'(c) existe en el

y

1

Hay extremo en 0, pem {0y

Aquif{0) = 0 pero no existe no  existe.

extremo en 0.

extremo, es decir, el teorema 4.1 nos dice que en ausencia de puntos angulosos la deriva-
da necesariamente debe anularse en un extremo, si éste se presenta en el interior de un
intervalo.

Notese que los puntos candidatos a ser extremo relativo estd entre aquellos que verifi-
can la condicion necesaria anterior y aquellos donde la derivada de la funcion no existe.

4.2.2. Ejercicios

1.- Calcular los extremos relativos de las siguientes funciones

1) y=6—2z — 22 17 7)) y=(23—1)*
5
2) y =3zt — 423 A
u=g gt 8) y = (a2~ 1)!
3) y=(z—1)° 1
4) y =3et—dz* 1222+ 6) y= g2’ —da+2 9) y = 32°—322+122—5

4.3. Teorema del Valor Medio

El teorema del valor medio para derivadas es importante en Calculo porque muchas de
las propiedades de las funciones pueden deducirse facilmente a partir de él. Antes de
demostrar el teorema del valor medio, examinaremos uno de sus casos particulares a
partir del cual puede deducirse. Este caso particular recibe el nombre de Teorema de
Rolle en honor al matematico frances Michel Rolle quien fue su descubridor.

Teorema 4.2. Teorema de Rolle
Sea f una funcion continua en todos los puntos de un intervalo cerrado [a,b] y derivable
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en cada punto del intervalo abierto (a,b). Supongamos también que

fla) = f(b)
Entonces existe por lo menos un punto ¢ en el intervalo abierto (a,b) tal que f'(c) = 0.

Demostracion.

Supongamos que f'(x) # 0 para todo z € (a,b), por el teorema de los valores extremos
para funciones continuas, f debe alcanzar su méaximo absoluto M y su minimo absoluto
m en algin punto del intervalo cerrado [a, b]. El teorema 4.1 nos dice que ningin extremo
puede ser alcanzado en puntos interiores (de otro modo serfa nula la derivada alli). Luego,
ambos valores extremos son alcanzados en los extremos a y b. Pero como f(a) = f(b),
esto significa que m = M, Y por tanto f es constante en [a, b]. Esto contradice el hecho
de que f'(x) # 0 para todo = € (a,b). Resulta pues que f’(c) = 0 por lo menos en un ¢
que satisfaga a < ¢ < b, lo que demuestra el teorema. =

] L
c b a ¢ ¢ b
(@) (b)
Interpretacion geémetrica del Significacion geométrica del teorema del valor medio.
teorema  de Rolle.

Teorema 4.3. Teorema del valor medio para derivadas.

Si f es una funcion continua en todo un intervalo cerrado [a,b] que tiene derivada en cada
punto del intervalo abierto (a,b), existe por lo menos un punto c interior a (a,b) para el
que

f(b) = f(a) = f'(c)(b - a) (4.1)

Demostracioén.
Para aplicar el teorema de Rolle necesitamos una funciéon que tenga valores iguales en los
extremos a y b. A fin de construirla, modificamos f en la forma siguiente:

W) = f(x)(b—a) — z[f(b) — f(a)]

Entonces h(a) = h(b) = bf(a) — af(b) y como h es continua en [a, b] y derivable en (a,b),
entonces aplicando el teorema de Rolle existe un ¢ € (a,b) tal que h'(c) = 0, asi que

f'(e)(b—a)—[f(b) — f(a)] = 0. Por lo tanto

ORI (UES (0
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Ejemplo 4.1. Emplee el Teorema del valor medio para demostrar que: e* —1 < xe® para
todo numero real x.

Solucién.

Sea f(t) = te! —e' +1, y apliquemos el teorema del valor medio a la funcién f sobre cada
intervalo cerrado de la forma [0, z] para z > 0, y [z, 0] para < 0.

En efecto existe un ¢ € (0, x) tal que

f(@) = f(0) = zf'(c)
xe® —e¥ +1=uxce® >0

xe® —e"+12>0

Por lo tanto e — 1 < ze® para x > 0.

Ahora aplicando el teorema del valor medio al intervalo cerrado [z, 0] para x < 0.
En efecto existe un ¢ € (z,0) tal que

f(0) = fz) = —zf'(c)
—xe® + e — 1= —xce <0

—zef+e*—1<0
Asi que e — 1 < ze®. En conclusion para todo x € R se cumple que ¥ — 1 < xe” m

Ejemplo 4.2.

Es importante comprobar que el teorema del
valor medio puede dejar de cumplirse si hay
algin punto entre a y b en el que la derivada
no existe. Por ejemplo, la funcién f(z) = |z|
es continua en todo el eje real y tiene deriva-
da en todos los puntos del mismo excepto en
0. En la figura se ha dibujado su gréfica en el
intervalo [—2,3]. La pendiente de la cuerda
que une Ay B es:
fB) —f(=2) 3-2 1

3—(=2)  3+2 5

pero la derivada no es igual a = en ningun

punto.
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4.3.1. Ejercicios

1.- Demostrar que la desigualdad % < log(1+ z) < x se verifica para todo = > 0.
x

2.- Demostrar que |arctan(z) — arctan(y)| < |r — y| , para cualesquiera x;y € R.

3.- Demostrar que |sen(ax) — sen(ay)| < |a||x — y|, Vz;y € R.

4.- Sea f : [a;b] — R continua en [a; b] y derivable en (a; b) verificando f(a) = f(b) = 0.
Probar que para todo niimero real A existe un punto ¢ € (a;b) tal que f'(¢) = Af(c).
(Indicacién: Considérese la funcién g : [a;b] — R definida por g(z) = e f(z);
Vo € [a;b]).

5.- Prueba que arcsen(x) + arc cos(z) = g para todo = € [—1;1].

6.- Demuestra que

522 < arctan(z) < x
para cualquier x positivo

7- Sea f :[0;1] — R una funcién derivable, verificando que f(0) = 0 y que |f'(x)| <
|f(z)|; V& € [0;1]. Probar que f(x) = 0; Va € [0;1].

4.4. Criterio de la primera derivada para los extre-
mos

4.4.1. Derivadas y monotonia

Teorema 4.4. Sea f una funcidn continua en [a,b] y y derivable en (a,b). Tenemos
entonces:

O Si f'(x) >0 para todo x € (a,b), f es creciente en [a,b].

® Si f'(x) <0 para todo x € (a,b), f es decreciente en [a,b].

® Si f'(x) > 0 para todo x € (a,b), f es estrictamente creciente en [a, b].
O Si f'(x) <0 para todo x € (a,b), f es estrictamente decreciente en [a, b].
® Si f'(x) =0 para todo x € (a,b), f es constante en [a,b].

Demostracién.
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® Supongamos x,y € [a,b] tal que a < z <y < b, y apliquemos el teorema del valor
medio a [z,y]. De donde

fly) = f(x) = f'(c)(y —=) donde z<c<y (42)
Asi que f(y) — f(z) > 0, luego f(y) > f(x), con lo que f es estrictamente creciente.

@ Supongamos x,y € [a,b] tal que a < z <y < b, y apliquemos el teorema del valor
medio a [z,y]. De donde

fly) = f() = f(e)ly—x) donde z<c<y (4.3)
Asique f(y)—f(x) < 0,luego f(y) < f(z), conlo que f es estrictamente decreciente.

® Supongamos z,y € [a,b] tal que a < z < y < b, y aplicando el teorema del valor
medio a [x,y]. Se tiene que f(y) = f(x) con lo que f es constante en [a, b].

A partir de este Teorema, el estudio de la monotonia de una funcién derivable en un
dominio se puede realizar estudiando el signo de su funcién derivada en dicho dominio.
Este método, sera una potente herramienta a la hora de conocer las caracteristicas gréaficas
de una funcién dada algebraicamente.

Ejemplo 4.3. Estudiemos la monotonia de f(x) = x> — 32* + 3 definida en R.

Solucion.

@ flz)=322-6r= f(z)=0=2,=0 y x3=2.

@ Estudiando el signo de la derivada con las raices calculadas: f es creciente en
(—00,0) U (2,00) y decreciente en (0,2)
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Es evidente que la monotonia en la grafica correspon-
de con lo estudiado en el teorema (4.4) acerca del signo
de la derivada. Una interpretacion de esto bastante in-
teresante para la comprension de esta seccién es obser-
var lo que ocurre con las pendientes de las tangentes
a la grafica en los intervalos. Se puede observar que en
los intervalos en los que la funcién es creciente, las rec-
tas tangentes también lo son y en los que la funcién es
decreciente, las rectas tangentes son decrecientes tam-
bién. Esto era de esperar, ya que, segin vimos en la
interpretacion geométrica de la derivada, la pendien-
te de la recta tangente en un punto coincidia con la
derivada en dicho punto.

Nota 4.4. En general, el reciproco del teorema anterior, no es cierto, es decir, no todas
las funciones derivables en un punto y crecientes (o decrecientes) en el punto tienen porque
tener derivada positiva (o negativa). Lo tinico que podemos asequrar es que si una funcion
es deriwable y creciente (o decreciente), entonces f'(a) >0 (o f'(a) <0)

Ejemplo 4.4.

Consideremos la funcién f(z) = 23, gréfica-
mente se puede notar que se trata de una
funcién creciente en todo su dominio y, en
particular en x = 0. Sin embargo, es eviden-
te que no es positiva ya que f/(0) =0

El teorema 4.4 podemos emplearlo para demostrar que se presenta un extremo siempre
que la derivada cambia de signo.

Teorema 4.5. Criterio de la primera derivada para los extremos.
Supongamos f continua en [a,b] y derivable en (a,b), excepto posiblemente en un punto
c. Entonces

O Si f'(x) es positiva para todo x < ¢ y negativa para todo x > ¢, f tiene un mdzrimo
relativo en c.
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® Si, f'(x) es negativa para todo x < ¢ y positiva para todo x > ¢, f tiene un minimo
relativo en c.

Demostracién.

En el caso @, el teorema 4.4 @ nos dice que f es estrictamente creciente en [a,c| y
estrictamente decreciente en [c, b], luego f(z) < f(c) para todo = # c en (a,b), con lo que
f tiene un maximo relativo en ¢, con esto demuestra @ y la demostracion de @ se realiza

analogamente. m
‘\ f'(x) <0
<0 *: 1) >0
]
I
I
]
1
]
1
]
1

a ¢
b) Minimo relativo en c.

x>0

|
i
1
|
1
|
|
I
I
I
|
i
]
]
1
i

[ )

1
1
I
1
!
1
I

b

Yy

¢

a) Maximo relativo en ¢

4.4.2. Esquema para estudiar el crecimiento de una funcion

1) Calculamos el dominio de la funcién
2) Calculamos la derivada de la funcién

3) Calculamos los puntos donde la derivada es cero, es decir, resolvemos la ecuacién

f(2) =0

4) Estudiamos el signo que tiene la derivada en cada uno de los intervalos en que queda
dividida la recta real al considerar los puntos criticos (puntos con derivada cero) y
los puntos donde la funcién no es derivable o no es continua

Ejemplo 4.5. Estudiar el crecimiento de la funcién f(z) = x> — 122 + 6

Solucion.
Domf =R, la funcién es continua y derivable en el dominio por ser una funcién polinomi-
ca.

fllx)=32>-12 ; fl#)=0&3@x+2)(z—2)=02=2 x=-2
x f'(z) ()

r < —2 | Positiva(+) | Crece
—2 < x < 2 | Negativa(—) | Decrece
x> 2 Positiva(+) | Crece

Por lo tanto:
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La funcién es creciente en (—oo, —2) U (2, 00)

La funcién es decreciente en (—2,2)

La funcién tiene un maximo relativo en (—2,22) y un minimo relativo en (2, —10)
[

Teorema 4.6. Teorema del Valor Intermedio para la Derivada. Sea I un intervalo
abierto y f : I — R derivable. Entonces f'(I) es un intervalo.

Nota 4.5. El teorema del valor intermedio para la derivada no es una consecuencia
del teorema del valor intermedio. Seria necesario que la funcion fuera de clase C' para
garantizarnos la continuidad de la derivada. Sin embargo, se pueden encontrar funciones
derivables cuya derivada no es una funcion continua

La primera aplicacién del teorema del valor intermedio para la derivada es que el estudio
de la monotonia se simplifica sobremanera. Una vez que sabemos que la derivada no se
anula (en un intervalo), basta evaluar en un punto arbitrario para saber su signo.

Ejemplo 4.6. Estudiemos la monotonia de la funcion f(x) = 14+ /x — 1+ 2z para
x> 0.

Solucion.
Para ello, veamos cuando se anula la derivada:

1 1
NN ES

Por tanto, f’ no se anula nunca. El teorema del valor intermedio para las derivadas nos
asegura que [ es estrictamente mondétona en RT. En efecto, si la derivada cambiase de
signo, tendria que anularse, cosa que no ocurre.

f'(z) —0eVi=VvVi+tler=x+1

Una vez que sabemos que f’ tiene el mismo signo en todo R™, podemos averiguar dicho
signo evaluando en cualquier punto. Por ejemplo f’(1) > 0, con lo que f es estrictamente
creciente. m

Lo que hemos visto en el ejemplo anterior, lo podemos repetir con cualquier funcion
cuya derivada no se anule.

Corolario 4.1. Sea I un intervalo abierto y f : I — R una funcion derivable con f'(x) #
0, para todo x € I. Entonces f es estrictamente mondtona.
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4.4.3. Extremos Absolutos

Acabamos de ver cémo el estudio de la imagen de una funcién nos da autométicamente,
si existen, los extremos absolutos. En el caso de que tengamos garantizado la existencia
de dichos extremos antes de estudiar monotonia, es posible ahorrar algunos célculos. Eso
quiere decir que los extremos absolutos se tienen que alcanzar en uno de los siguientes
puntos:

a) puntos criticos,
b) extremos del intervalo, o

c¢) puntos donde la funcién no sea continua o no sea derivable.

Ejemplo 4.7. Determine, si existen los extremos absolutos (mdzx. y min.) de la funcion:
f(z) = 2" — 82% + 16 en el intervalo [—3,2]

Solucion.
Como f es continua en el intervalo dado, la existencia de maximo y minimo absoluto
estd garantizada por el teorema (2.18) (propiedad de los valores extremos).

Hallemos los puntos criticos por medio de la derivada.

fl(z) =42 — 162 =0 & 4dz(2?—4)=0
dr(r —2)(x+2)=0 = x=0 x=2 x=—2 sonlos tnicos puntos criticos

Los extremos absolutos se escogen entre los siguientes valores: f(—3), f(2), f(0) y f(—2).
Hemos reducido el problema de averiguar el valor maximo o minimo en todo un intervalo
a averiguar el méaximo o el minimo de cuatro nimeros.

Sélo hace falta echar un vistazo para encontrarlos:

f(=3) = (=3)* —8(-3)*+16 = 25
f(=2) = (—2)* —8(-2)? +16 =0
f(0) = 0* +80% + 16 = 16
f(2)=(2)*=8(2)*+16 =0

Por lo tanto:
Méximo absoluto de f en [—3,2] es f(—3) =

Minimo absoluto de f en [—3,2] es f(—=2) = f(2) =0 =
Ejemplo 4.8. Considere la funcion f definida por:

) = 3r—4 s1 —3<z<l1
Tl 22—2 s 1<x<3

Determine los extremos absolutos de f en el intervalo [—3, 3].
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Solucioén.

La funcién es continua en todos los puntos del intervalo [—3,3]. Por el teorema (2.18)
(propiedad de los valores extremos), f(z) posee méximo y minimo absoluto en el intervalo
considerado. Para determinarlos, se considera primero la derivada de f:

v 3 st 3<uz<l
f(:v)—{% sil<a<3

Dado que f/(17) =3y f'(17) = 2, la derivada de f no existe en z = 1 y por lo tanto
éste es un punto critico de f.

Por otro lado, la derivada no se anula en ningin punto del intervalo. En consecuencia, el
unico punto critico es x = 1.

Los extremos absolutos de f se escogen entre los siguientes valores: f(1); f(—3) y f(3)

f)y=17*-2=-1
f(=3)=3(-3)—4=-13
f3)=3-2=7

Por lo tanto:

Maéximo absoluto de f en [—3,3] es f(3) =7
Minimo absoluto de f en [-3,3] es f(—=3) = —13 =

4.4.4. Ejercicios

Emplee el criterio de la primera derivada para clasificar los extremos locales

v+l 3r+1
1.- - 8- o) —
f(x) " () N
3at +1 B 22—l
22 Jlw) = 3 9.- f(x)_;p2+x+1
3- f(x) = 32" — 2027 10.- f(z) =2®+ 322 —4

4- f(a) = (2" = 1)

()
()
5o f(z) = 32 — 40 — 1242 4 17 12 f@) = (= e +2)7
13- f(z) = (z —1)*(z — 3)
6.- f(z) =323 — 32?4+ 122 -5
14- f(z)=(x —4)Y* -3
7- flz) = ;fi 15.- f(z) = (z +2)3 +2
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472 x?

17- f(z) = —

16.- =
6- f(z) 322 +1 2 -9

Encuentre los extremos absolutos de la funcion dada en el intervalo indicado

18- f(x) = —2* + 4x; [0, 4] 21.- f(z) = —a® — 2% + 5z; [—1,1]
11
20.- f(z) = 2% — 622 + 2; [-3,2] 23- f(z) = 9:2—\/51; 73]

24.- Determinar el maximo absoluto de la funcion

fla) = — !

= + r€R
1+ 1z 14 |z—2]

4.5. Criterio de la Derivada Segunda para los Extre-
mos

Para decidir si en un punto critico ¢ existe un maximo o un minimo (o ni uno ni otro),
necesitamos mas informacion acerca de la funcién f. Ordinariamente el comportamiento
de f en un punto critico puede determinarse a partir del signo algebraico de la derivada
en las proximidades de c. El teorema que sigue hace ver que un estudio del signo de la
derivada segunda en las cercanias de e puede también sernos de utilidad.

Teorema 4.7. Condicién suficiente de extremo relativo Sea ¢ un punto critico de f
en un intervalo abierto (a,b); esto es, supongamos a < ¢ < by que f'(c) = O. Supongamos
también que exista la derivada sequnda f” en (a,b). Tenemos entonces:

O Si f7 es negativa en (a,b), f tiene un mdzximo relativo en c.

® Si f7 es positiva en (a,b), [ tiene un minimo relativo en c.

4.5.1. Generalizacion de las Condiciones Suficientes

Proposicion 4.1. Sea I un intervalo, a € I y n un numero natural mayor o igual que 2.
Sea f: I +— R una funcion de clase n verificando

flla) = f"(a) == f""Va) = 0;  f(a) #0
a) Sin es impar,

i) f™(a) >0, f es estrictamente creciente en a

i) fM(a) <0, f es estrictamente decreciente en a

b) Sin es par:
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i) si f™(a) >0, f tiene un minimo relativo en a,

i) si f™(a) <0, f tiene un mdrimo relativo en a.
Ejemplo 4.9. Calcular los extremos relativos de la funcion f(x) = 2° + 22* + 15

Solucién.

La derivada de la funcién es f'(z) = 62° + 82® = 223(32? + 4) que se anula solo en z = 0.
La derivada segunda es f”(x) = 30z + 2422 y al reemplazar = = 0 se tiene f”(0) = 0.
Como esta derivada se anula la condicién suficiente (4.7) no nos da informacién y hay que
aplicar la generalizacion de esta.

Para ello se halla la derivada tercera f”(z) = 12023 + 48z cuyo valor en z = 0 es
f"(0) = 0.

La derivada cuarta es f()(z) = 36022 + 48 y su valor en x = 0 es f)(0) = 48 que es
positiva y n es un nimero par, por lo tanto f tiene en x = 0 un minimo relativo. m

5 4

Ejemplo 4.10. Calcular los puntos donde la funcion f(x) = E—'— % +a23+1 es creciente

Solucién.

La derivada de la funcién es f'(z) = z* + 223 + 32% = 2%(2? 4+ 22 + 3) = 2?[(x + 1)? + 2]
que se anula solo en x = 0.

La derivada segunda es f”(x) = 423 + 62* + 6 y al reemplazar x = 0 se tiene f”(0) = 0.
Como esta derivada se anula la condicion suficiente (4.7) no nos da informacién y hay que
aplicar la generalizacion de esta.

Para ello se halla la derivada tercera f”(r) = 122% + 12z + 6 cuyo valor en z = 0 es
f"(0) = 6 > 0 que es positiva y n es impar, por lo tanto f es creciente en x =0 =

4.5.2. Problemas de Optimizacion

En la ciencia, la ingenieria y la administracion es frecuente interesarse por los valores
maximos y minimos de funciones; por ejemplo, una compania esta naturalmente intere-
sada en maximizar los ingresos al mismo tiempo que en minimizar los costos. La proxima
vez que el lector vaya al supermercado haga este experimento: mida la altura y el didmetro
de todas las latas que contengan, por ejemplo 16 onza de alimento (28,9 plg3). El hecho
de que todas las latas de este volumen especificado tengan las mismas medidas no es una
casualidad, puesto que existen dimensiones especificas que minimizaran la cantidad de
metal utilizado y, por consiguiente, minimizaran el costo de fabricaciéon a la compania.
Asi por el estilo, muchos de los llamados autos econémicos tienen aspectos que son no-
tablemente semejantes. No se trata precisamente del simple hecho de que una compania
copie el éxito de otra, sino, mas bien, que para un volumen determinado los ingenieros
procuran lograr un diseno que minimice la cantidad de material empleado.
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Sugerencias Utiles

En los ejemplos y problemas que siguen habra que interpretar la descripcién verbal para
establecer una funcién de la cual se busca un valor maximo o minimo. Estos son los tipos
de de problemas verbales que realzan el poderio del calculo y proporcionan una de las
muchas respuestas posibles a la aneja pregunta de:“;para que sirve?” A continuacion se
senialan los pasos importantes en la solucién de un problema de aplicacién de maximos y

minimos.

1) Cuando sea necesario, realice una ilustracién.

2) Introduzca variables y fijese en toda relacién que existe entre ellas.

3) Utilizando todas las variables correspondientes, se escribe la funcién que hay que
optimizar.

4) Esta funcién, normalmente, dependerd de mas de una variable. Se busca una rela-
cién entre ellas, despejando la mas comoda y escribiendo la funcién a optimizar en
términos de una sola variable.

5) Se busca el méximo o el minimo de f en [a;b]. Para ello se puede proceder:

a)

c)

Si f es derivable en [a, b], el méximo y minimo absoluto se alcanzard en un méaxi-
mo o minimo relativo o en un punto de los extremos del intervalo. Por lo tanto,
se calculan los extremos relativos comprendidos entre a y b, x1,x9,...,2, v se
calculan f(a), f(x1), f(x2),..., f(z,), f(b) ; el mayor serd el maximo absoluto
y el menor sera el minimo absoluto.

Si hay algin punto de [a,b] en el que f no sea derivable pero si continua,
calcularemos ademas el valor de f en ese punto, pues podria ser un extremo
absoluto.

Si f no es continua en algun punto de [a, b] se estudiard el comportamiento de
la funcién en las cercanias de dicho punto.

Ejemplo 4.11. Entre todos los rectingulos que tienen dos de sus vértices sobre el eje x
positivo y los otros dos vértices sobre las rectas y = 3x, y, y = 16 —x. Hallar el rectangulo
de drea mdzxima.

Solucion.

Representamos graficamente la situacién:

Hallemos la altura y la base del rectangulo, las cuales son:
Por un lado: altura = y = 3z, y, base= h. Por otra parte se tiene que: altura = y =
16 — x — h, asi que h = 16 — = — y entonces

h=16 -2 — 3z =16 — 4z
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Por lo tanto el area del rectangulo viene dada por
A = 32(16 — 4x) = 48z — 122° (4.4)
Derivando con respecto a x ambos lados de la ecuacién (4.4) se tiene A" = 48 — 24x.

Estudio del signo de A’
Si0 <z <2; A =48 —24x > 0; A es est. creciente en (0, 2)

Si2<uaz; A =48 — 24z < 0; A es est. decreciente en (2, 00)
Por lo tanto; por la condicién suficiente de méximo local (criterio de la la derivada)
podemos afirmar que para x = 2 el drea A = 48 maxima. m

Ejemplo 4.12. Calcular el drea maxima del rectangulo que se puede circunscribir alre-
dedor de un rectingulo dado de longitud 4 cm y anchura 2cms

Demostracioén.
Elegimos como variable el angulo 6 en radianes. Entonces, el area del rectangulo circuns-
crito es

A(f) = (4cosf +2senf)(2cosf + 4senf) 6 € |0, g] (4.5)
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Derivando ambos miembros de la ecuacién (4.5) con respecto a

A'(0) = (—4senf +2cos0)(2cosf + 4sen ) + (4cosh + 2send)(—2senh + 4 cos b))
=4cos’f — 16sen 0 + 16 cos® § — 4sen” §
= 16(cos® § — sen® §) + 4(cos”  — sen” 0)
= 20(cos® ) — sen® )
= 20 cos 20

Para obtener los puntos criticos igualamos a cero la derivada A’(f) = 0, entonces cos 20 =
0. Dado que 26 € [0, 7], la tinica solucién de esta ecuacién es el punto critico

20 = — <60 =

bl 3

T
4
Observemos que si 0 € [0, %) entonces cos 20 > 0y A’'(f) > 0. Ademds 0 € (%, g] entonces
cos20 < 0y A'(f) < 0. En consecuencia, el drea maxima del rectdngulo circunscrito se

alcanza en % y su valor A(%) =18
u

Ejemplo 4.13. Un nadador A se encuentra a 3 km de la playa enfrente de una caseta.
Desea ir a un punto B, situado en la misma playa, a 6 km de la caseta. Sabiendo que
nada a 3 km/h y anda por la arena a 5 km/h, averigua a qué lugar debe dirigirse a nado
para llegar a B en el menor tiempo posible.

Solucioén.
El tiempo que demora el nadador de ir e A hasta B viene dado por:

T=T +T (4.6)

donde T} es el tiempo que tarda el nadador de ir de A hasta C'y T, es el tiempo que

V9 2 6 —
demora el nadador de ir de C' hasta B. Asi que T} = % y Ty = 3 :5‘
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Reemplazando Ty y T, en la ecuacién (4.6) se tiene:

T(x) = V9;“32+6;x (4.7)

Derivando ambos miembros de la ecuacién (4.7) con respecto a = tenemos que

dT T 1

L 4.8

dr 39422 5 (48)
T 1

————— — — = 0 entonces bz = 3v/9 + 22, resolviendo
3V9+ 22 D

esta ecuacion se tiene que x = 1= 2,25 Km. Asi que el nadador debe ir a punto que esta

Igualando a cero Ir se tiene que
x

a 2,25 Km de la caseta para que el tiempo sea el menor posible. m

Ejemplo 4.14. Una pieza rectangular de papel muy larga tiene 20 centimetros de ancho.
Se va a doblar la esquina inferior derecha a lo largo del plieqgue que se muestra en la
figura, de modo que la esquina apenas toque el lado izquierdo de la pdgina. Calcular el
area minima de la zona triangular determinada por el doblez.

Solucién.
El area del triangulo rectangulo formado es:

Ty
A=—= 4
! (1.9
El valor de y en términos de 6 es :
20
= 4.10
Y sen(260) (4.10)
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Como = = ytan# entonces reemplazando y se tiene que el valor de z en términos de 6
viene dado por:

10
= 4.11
‘ cos?(0) (4.11)
Reemplazando (4.10) y (4.11) en (4.9) se tiene
20
A= ——— 4.12
sen fcos30 (4.12)

Derivando ambos miembros de la ecuacién (4.12 con respecto a 6

dA cos*@ — 3sen 6 cos? A sen O
ao sen? 0 cos® @
_ 5 cos*@ — 3sen? O cos?

sen? @ cosb ¢
cos? f(cos? 6 — 3sen? )
sen? 6 cosb 0
(cos?# — 3sen?h)

— —50

=0 sen? @ cos* 0
Si % =0, entonces cos?f — 3sen? § = 0; 3tan’) = 1; tanf = LB; 0 = g
Estudio del signo de %
Si0<f< g; Z—? < 0; A es est. decreciente en <0; %)

T dA ) T
Si 5 <0, 20 > 0; A es est. creciente en (6, 5)

Por lo tanto; por la condicién suficiente de minimo local (criterio de la la derivada)

T , ..
podemos afirmar que para 0 = 6 el area A es minima.

Los valores de = y y seran:

10 10 40

e cos?(Z)  (V/3/2)2 3
20 40v3
~sen(w/3) 3

El area del triangulo es:

~800v3
9

A

Ejemplo 4.15. Hallar el rectdngulo de drea mazrima que se puede inscribir en un rombo
de diagonales 4 m y 3 m.
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Solucion.

El drea del rectangulo es:

A=uzy (4.13) ply

Por semejanza de triangulos:

—| 3m
22 _ (3-y)/2 ;
2 3/2 X
de donde 193
— 3z
= 4.14
y 1 (4.14)
Sustituyendo (4.17) en (4.16) se tiene:
12 — 322
A= 2T00 (4.15)
4
El drea del rectangulo es:
A=uxy (4.16)
Por semejanza de triangulos:
/2 (3—y)/2
2 3/2
de donde 123
y = ° (4.17)
4
Sustituyendo (4.17) en (4.16) se tiene:
12 — 322
A=2"20 (4.18)
4
Derivando con respecto a « la ecuacién (4.18) obtenemos
dA  3(2—x)
_— = 4.19
dz 2 ( )
dA d>A
Si e 0, entonces x = 2m, y = 3/2m. Asi que para x = 2m, ) < 0, luego, el area
x x
es maxima en z = 2. El rectdngulo deberd tener base 2 m altura 1.5 m y 4rea 3 m> m

4.5.3. Ejercicios

1.- Un ranchero tiene a la mano 3000 pies de cerca. Determine las dimensiones de corral
rectangular que abarque el area maxima.
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2.- Un granjero desea construir un corral rectangular de 128.000 pies? con un lado a lo
largo de un acantilado vertical. la cerca cuesta $1,5 ddlares por pie en el lado del
acantilado y $2,5 ddlares por pie en los otros tres lados. Encuentre las dimensiones
del corral de manera que el costo de construccién sea minimo.

3.- Se va a construir una caja rectangular abierta con base cuadrada y un volumen de
32.000 cm?. Encuentre las dimensiones que requiere la menor cantidad de material.

4.- Una hoja rectangular de metal con perimetro de 4 m va a ser enrollada para formar
la cara lateral de un recipiente cilindrico. Encuentre las dimensiones del recipiente
con el maximo volumen.

5.- Una persona desea cortar un pedazo de alambre de 1m de largo en dos trozos. Uno
de ellos se va a doblar en forma de circulo y el otro en forma de cuadrado. ;Cémo
debe cortarse el alambre para que la suma de las areas sea maxima?

6.- Demostrar que de todos los rectdangulos de perimetro p dado, el de maxima &rea es
el cuadrado.

7.- Se desea construir un tanque con forma de paralelepipedo rectangular de 45 m? de
volumen, con la parte superior abierta seguiin indica la figura. El largo del rectangulo
base debe ser doble del ancho. El material de la base tiene un costo de 100$/m? y
el de las paredes de 80$/m?. Determina las dimensiones del recipiente para que el
costo de los materiales sea minimo, asi como el correspondiente precio del tanque.

Figura 4.1:

8.- Un punto luminoso esta situado en la linea de los centros de dos esferas y se encuentra
fuera de ellas. ; Conque posicion del punto luminoso sera maxima la suma de las areas
iluminadas de la superficie de las dos esferas?

9.- Se consideran los cilindros rectos de base circular de radio r y altura h inscritos en
una esfera de radio R dado.

a) Determina r y h para que el cilindro tenga volumen maximo.

b) Determina las dimensiones 7 y h para que el cilindro tenga superficie lateral
maxima.
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¢) ;, Qué porcentaje del volumen de la esfera ocupa el cilindro de méaximo volu-
men?

10.- Encuentra las dimensiones r y h del cono recto de base circular de volumen méximo
que puede inscribirse en una esfera de radio R dado.

11.- Sobre la ribera de un rio cuya orilla se supone rectilinea se desea alambrar una
superficie rectangular de 10 hectareas. Admitiendo que el costo de alambrado es
proporcional a la longitud a alambrar, dimensionar el rectangulo para que el costo
de alambramiento sea minimo.

Se supondré que no se alambra sobre la ribera. Recuerda que lhectarea = 10.000
m?2. Si el alambrado se construye con 5 hilos y el rollo de 1.000 m vale U$S 35 calcula
ademas el costo del alambre necesario

Detalle del alambrado

ik 4

Superficie a alambrar alambrado

12.- Considera una circunferencia de radio R dado. Se inscriben en ella tridngulos isos-
celes ABC' .
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a) Calcula el perfmetro de los tridngulos en funcién del dngulo 6.

b) Halla el tridngulo de perimetro méximo.

13.- Un tanque rectangular abierto de base cuadrada debe tener un volumen de 125m?.
El costo por metro cuadrado para el fondo del tanque es $24 y el de los laterales es
$12. Obtenga las dimensiones del tanque para que el costo sea minimo.

14.- Un fabricante de caja va a fabricar una caja cerrada con un volumen de 288 c¢m?
cuya base sera un rectangulo con una longitud tres veces mayor que su anchura.
Determine cudles son las dimensiones més econdémicas.

15.- Obtenga una ecuacién de la tangente a la curva y = 23 — 322 + 5z cuya pendiente
sea minima.

16.- Hallar el trapecio de mayor area que puede inscribirse en un semicirculo, teniendo
la base inferior en el diametro.

17.- Una ventana tiene forma de rectangulo terminado por un semicirculo de didmetro
igual a la base del rectangulo. La porcion rectangular ha de ser de cristales transpa-
rente y la parte circular ha de ser de cristales de color que admite solo la mitad de
luz por metro cuadrado que el cristal transparente. El perimetro total de la ventana
ha de tener longitud fija P. Hallar, en funcién de P, las dimensiones de la ventana
que deja pasar la mayor cantidad posible de luz.

18.- De todas las parejas de numeros reales cuyas componentes tienen suma S dada
encontrar aquella para la cual el producto P de las mismas es maximo.

19.- De todas las parejas de nimeros reales cuyas componentes positivas tienen producto
dado, encontrar aquella para la cual la suma de esas componentes es minima.

20.- Un vehiculo debe trasladarse desde el punto A hasta el punto B de la figura. El
punto A dista 36 Km de una carretera rectilinea. Sobre la carretera el vehiculo
puede desarrollar una velocidad de 100 K'm/h, mientras que sobre el terreno puede
desarrollar una velocidad de 80 K'm/h.
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Carretera

ok
! 36 Km

AN

a) Se desea saber cudl es el recorrido que debe realizar el conductor para que el
tiempo empleado en ir desde A hasta B sea minimo.

b) Calcula ese tiempo.
21.- Se considera un cuadrado de lado 1m. En tres vértices consecutivos de él se toman

los centros de tres circunferencias de forma que los radios de las que tienen centros
en vértices consecutivos, sumen 1m. (ver figura).

a) Encuentra los valores extremos de los radios de forma que los cuadrantes de
circulo sombreados no se solapen.

b) Halla los radios de las circunferencias para que el drea sombreada sea:
i) méxima
ii) minima
c¢) Calcula dichas areas.
22.- Sea un rectangulo de lados a y b con b > a. En los vértices de uno de los lados de

longitud a se consideran dos cuadrantes de circulo con centros en aquellos, y radios
cuya suma es a.

a) Halla los radios de los circulos para que el drea sombreada del rectangulo sea:
i) maxima
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ii) minima

b) Calcula dichas dreas en funcién de a y b

23.- Trazar una recta de modo que pase por un punto P(1,4) y que la suma de las lon-
gitudes de los segmentos positivos cortados por dicha recta en los ejes coordenados,
sea la menor posible.

24.- Dados dos puntos A(1,4) y B(3,0) en la elipse 222 +y* = 18. Hallar el tercer punto
C tal que el area del triangulo ABC' sea la mayor posible.

25.- Una cerca de 8 pies de alto al nivel del suelo va paralela a un edificio alto. La cerca
dista a 1 pie del edificio. Calcule la longitud de la escalera mas corta que se pueda
apoyar entre el suelo y el edificio por encima de la reja.

26.- Un recipiente con pared vertical de altura h se encuentra sobre un plano horizontal.
De un orificio en la pared del recipiente fluye un chorro. Determine la posicién del
orificio con la que el alcance del chorro sera el méximo si la velocidad del liquido

que fluye es igual a \/2¢x.

27.- La fabrica A debe unirse mediante una carretera con la linea férrea rectilinea en la
que se encuentra el poblado B. La distancia AC desde la fabrica hasta el ferrocarril
es igual a a, En tanto que la distancia BC' por el ferrocarril es igual a b. El costo
del transporte de las mercancias por la carretera es k veces (k > 1) mayor que por
el ferrocarril. {En qué punto D del segmento BC hay que trazar la carretera desde
la fabrica para que el costo del transporte de la mercancia desde la fabrica hasta el
poblado B sea el minimo?

28.- Encuentre el punto de la gréfica y = 2% + 1 més cercano al punto P(3,1).

29.- Determine las dimensiones del rectangulo que se puede inscribir en un semicirculo
de radio r de manera que dos de sus vértices estén sobre el diametro.

30.- Se desea construir un oleoducto de un punto A a otro punto B que distan 10Km
y se encuentran en riberas opuestas y luego sobre el suelo de C' a B. El costo por
Kilometro de una tuberia bajo el agua es cuatro veces mas del costo sobre tierra.
Calcule la posicion de C' que minimizara el costo.

31.- Una carretera A que va de norte a sur y otra carretera B que va de este a oeste se
cruza en un punto P. A las 10 horas un automoévil pasa por P viajando hacia el
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norte sobre A a 80 K'm/h. En ese mismo momento, un avion que vuela hacia el este
a 320Km/h y a una altura de 8500 m, pasa exactamente por arriba del punto de la
carretera B que se encuentra 160 K'm al oeste de P. Suponiendo que el automévil
y el avion mantienen la misma velocidad y direcciéon. ;A qué hora se encontraran
mas cerca uno de otro?.

32.- Hay que construir un silo de forma cilindrica rematado por una béveda semiesférica.
el costo de construccién por m? es doble en la béveda que en la parte cilindrica.
Calcular las dimensiones, si el volumen se fija de antemano, para que los costos de
producciéon sean minimos.

33.- Si la suma de las superficies de un cubo y una esfera es constante, determinese la
relacién del didmetro de la esfera a la arista del cubo en los casos de que

a) Sea minima la suma de los volimenes.

b) Sea méxima esta suma.

34.- Un alambre de 36 ¢m de largo se va a partir en dos partes. Una de las partes se
ha de doblar en forma de triangulo equilatero y la otra forma de rectdangulo cuya
longitud es el doble de su anchura. ;Como se debe partir el alambre para la suma
de las areas del tridngulo y el rectangulo sea maxima?

35.- Encuentre la ecuacién de la recta tangente a la elipse b?z2 4+ a?y? = a?b? en el primer
cuadrante y que forma con los ejes coordenados el tridangulo de menor area posible.

36.- Dos fabricas A y B que se encuentran a 4 millas una de la otra, emiten humo con
particulas que contaminan el aire de la regién. Suponga que el niimero de particulas
provenientes de cada fabrica es directamente proporcional a la cantidad de humo
e inversamente proporcional al cubo de la distancia desde la fabrica. ;Qué punto
entre A y B tendra la menor contaminacién si la fabrica A emite el doble de humo
que la fabrica B?.

37.- Una pequena isla estd a 2 millas, en linea recta del punto mas cercano P de la ribera
de un gran lago. Si un hombre puede remar en su bote a 3 millas por hora y caminar 4
millas por hora,; Dénde debe desembarcar para llegar a un pueblo que esta 10 millas
playa abajo del punto P, en el tiempo mas corto?. Suponga que el hombre usa su
bote de motor que avanza 20 millas por hora, ;Ddénde debe desembarcar?

38.- Un triangulo isosceles tiene base b y lados iguales de longitud a. Encuentre las
dimensiones del rectangulo de mayor area que se puede inscribir en el triangulo de
manera que uno de sus lados coincide con la base del triangulo.

39.- Una ventana tiene forma de un rectdngulo coronado por un tridngulo equilatero. En-
cuentre las dimensiones del rectangulo para el cual el area de la ventana es maxima,
si el perimetro de la misma debe ser de 12 pies.
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40.- Se va a inscribir un cono circular recto dentro de otro cono circular recto de volumen
dado, con el mismo eje y con el vértice del cono interior tocando la base del exterior.
,Cual debe ser la razén de sus alturas para que el cono inscrito tenga el maximo
volumen?.

41.- Se desea construir una tienda de campana con forma de pirdmide de base cuadrada.
Un poste de metal colocado en el centro sera el soporte de la tienda. Se cuenta con
s pies cuadrados de loma para los cuatro lados del albergue y X es la longitud de
la base. Demuestre que:

1
a) El volumen V de la tienda es V' = ax\/ 52 — xt.
b) V alcanza un valor méximo cuando x = v/2 veces la longitud del poste.

42.- Girando un rectangulo de perimetro p alrededor de uno de sus lados, se genera
un cilindro circular recto. Calcule las dimensiones del rectangulo que producen el
cilindro de mayor volumen.

43.- Un punto luminoso esta situado en la linea de los centros de dos esferas y se encuentra
fuera de ellas. ;Con qué posicién del punto luminosos serd maxima la suma de las
areas de las partes iluminadas de las superficies de las esferas?.

44.- Un embudo coénico, de radio de base R y altura H estd lleno de agua. Una esfera
pesada estd sumergida en el embudo. ;Cudl ha de ser el radio de la esfera para que
el volumen de agua expulsada del embudo por la parte sumergida de la esfera, sea
el mayor posible?.

45.- Se desea construir un almacén con un volumen de 100 metros cubicos que tenga
techo plano y base rectangular cuya anchura sea tres cuartas partes de su longitud.
El costo por metro cibico de los materiales es de 36 ddlares para el piso, 54 délares
para los lados y 27 délares para el techo. ;Qué dimensiones minimizan el costo?.

46.- Una pista de 400 metros de longitud esta formada por dos semicirculos iguales y dos
partes rectas también iguales ; Cuéles son las dimensiones de la pista que encierra la
mayor area?. La pista encierra tres dreas, un rectangulo y dos semicirculos. ; Cudles
son las dimensiones de la pista que encierra el rectdngulo de mayor area?.

47.- Hallar el area total maxima de un cilindro inscrito en una esfera de radio R.

48.- En un tridngulo esta inscrito un rectangulo de forma que uno de los lados yace en
uno de los lados del tridangulo y dos vértices, en otros dos. Encuentre el drea maxima
posible del rectangulo si la del triangulo es igual a A.

49.- A las 13:00 horas el barco A se encuentra 30 millas al sur del barco B y viaja hacia
el norte a 15 millas por hora. El barco B navega hacia el oeste a 10 millas por hora.
A qué hora se alcanza la distancia minima entre las dos embarcaciones?.

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.



AREA DE CIENCIAS BASIC’AS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
NOTAS DE CLASE CALCULO DIFERENCIAL

50.- Dado un cierto punto A en una circunferencia, trazar una cuerda BC' paralela a la
tangente en el punto A de modo que el drea del tridngulo ABC' sea la mayor posible.

51.- Encuentre el radio de la base y la altura de un cono circunscrito a una esfera si el
volumen del cono tiene el valor minimo de los posibles y el radio de la esfera es igual
a R.

52.- Un hombre que navega en una barca de remos a 2 millas del punto mas cercano
de una costa recta, desea llegar a su casa, la cual estd en la citada costa a 6 millas
de dicho punto. El hombre puede remar a razén de 3 millas por hora y caminar
a 5 millas por hora. ;Qué debe hacer para llegar a su casa en el menor tiempo
posible? Si el hombre tiene una lancha a motor que puede viajar a 15 millas por
hora. ;Qué debe hacer para llegar en el menor tiempo posible?.

53.- El perimetro de un triangulo isésceles es 2p. ;Cuanto deben medir sus lados para
que el volumen del cuerpo engendrado por la rotacién del tridangulo en torno a su
base sea el mayor posible.

54.- El perimetro de un tridngulo isésceles es 2p. jCuanto deben medir sus lados para
que el volumen del cono engendrado por la rotaciéon del tridngulo en torno a su
altura bajada sobre la base sea el mayor posible.

55.- Un torpedero esta anclado a 9 K'm del punto méas proximo de la orilla. Se necesita
enviar a un mensajero al campamento situado en la orilla. La distancia entre éste
y el punto més proximo referido, es igual a 15 Km. Teniendo en cuenta que el
mensajero recorre a pie 5 Km/h, y en una barca, remando, 4 K'm/h, en qué punto
de orilla debe desembarcar para llegar al campamento lo mas pronto posible.

56.- Tres puntos A, By C se hallan situados de modo que < (ABC) = 7/3. Un automévil
sale del punto A, en el mismo momento del punto B parte un tren. El auto avanza
hacia el punto B a 80 Kilémetros por hora, el tren se dirige hacia el punto C'
a 50 Kilémetros por hora. Teniendo en cuenta que la distancia AB = 200Km,
JEn qué momento, al comenzar el movimiento, serd minima la distancia entre el
automévil y el tren?.

57.- Un veterinario cuenta con 30 metros de malla de metal y quiere construir 6 jaulas
para perros levantando primero una cerca alrededor de una region rectangular, y
dividiendo luego la region en seis rectangulos iguales mediante cinco rejas paralelas
a uno de los lados. ;Cuales son las dimensiones de la zona rectangular para que las
que el area total es maxima?.

58.- Se tendera un cable desde una central eléctrica situada al lado de un rio de 900
metros de ancho hasta una fabrica en el otro lado, 3000 metros rio abajo. El costo
de tender el cable bajo el agua es 85 por metro, y el costo sobre tierra es 84 por
metro. ;Cudl es la ruta mas econémica sobre la cual tender el cable?
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59.- Determinar los puntos de maxima y minima pendiente de la grafica de la funcion

1
= eR.
Y71 + x? ¢
60.- Se considera la elipse
22 P
) + e 1.

Determinar, de entre los triangulos isdsceles inscritos en dicha elipse, con un vértice
en el punto (0,b) y base paralela al eje OX, el que tenga drea méxima.

61.- Determinar el area maxima de una cruz simétrica inscrita en un circulo de radio r

(ver la figura).
_:

62.- Se consideran las rectas que pasan por el punto (1,8) y cortan a los semiejes posi-
tivos. Determinar la distancia minima entre los puntos de corte y obtener la recta
que verifica dicha propiedad.

63.- Un espejo plano de dimensiones 80 cm y 90 ¢m, se rompe por una esquina segiin una
recta. De los dos trozos que quedan, el menor es un triangulo de catetos 10 cm y 12
cm, correspondientes a las dimensiones menor y mayor del espejo respectivamente.
Hallar el area maxima del espejo rectangular que se puede obtener con el trozo
mayor.

10

b
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64.- Un trozo de madera de 12 dm de largo tiene forma de un tronco cono circular recto
de didmetros 4 dm y (4 + h) dm en sus bases, donde h > 0. Determinar en funcién
de h el volumen del mayor cilindro circular recto que se puede cortar de este trozo
de madera, de manera que su eje coincida con el del tronco cono.

4.6. Concavidad y Convexidad

Definicién 4.9. Se dice que una funcion f
es convexa (concava hacia arriba) un pun-
to (a, f(a)) si existe un entorno del punto
(a — €,a + €) en el que la recta tangente a
la curva esta situada por debajo de la grafica
de la funcion.

Definicién 4.10. Se dice que una funcion f
es concava (concava hacia abajo) un punto
(a, f(a)) si existe un entorno del punto (a —
€,a+€) en el que la recta tangente a la curva
esta situada por encima de la grdfica de la
funcion.

Definicién 4.11. Diremos que una funcion
es convera un intervalo (a,b) silo es en todos
Sus puntos.

Definicién 4.12. Diremos que una funcion
es concava un intervalo (a,b) silo es en todos
sus puntos.

Definicién 4.13. Un punto (a, f(a)) es punto de inflexion de f, si f es concava a la
izquierda de (a, f(a)) y convexa a su derecha o viceversa.

Si f es derivable en un punto de inflexién (a, f(a)), entonces la recta tangente a f en
dicho punto atraviesa a la grafica de f en (a, f(a))

Teorema 4.8. Condiciones suficiente de concavidad y convexidad
St f es una funcion con derivada sequnda continua en xq, Se verifica

a) f"(xg) >0, la grdfica de f es convera en xq.
b) f"(x0) <0, la grdfica de f es concava en xg

Teorema 4.9. Condicion necesaria de punto de inflexion
St f es una funcion con derivada seqgunda continua en un punto xo y [ liene en xy un
punto de inflexion, entonces f"(xg) =0
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Teorema 4.10. Condicion suficiente de punto de inflexién
Si f es una funcién con derivada tercera continua en un punto xo y f"(xg) = 0, si
f" (o) # 0 entonces x¢ es un punto de inflexion de f

Nota 4.6. Entre los candidatos a puntos de inflexion, hay que tener en cuenta no solo
aquellos puntos donde que anulan f"(x) sino también donde no existe.

Ejemplo 4.16. Estudiar la concavidad, convexidad y hallar los puntos de inflexion de las
siguientes funciones:

a) f(z) =23+ 322
Solucién.
Calculamos sus derivadas de primer y seqgundo orden las cuales son:

fl(x)=32"+6x y f'(x)=06x+6

Como f"(z) >0 enx > —1, f en conveza.
f'(x) <0 enx<—1, f es concava y x = —1 es un punto de inflexion.

|
b) flz) =3z —1

Solucién.
Calculamos sus derivadas de primer y seqgundo orden las cuales son

/ _ 3 " _ —12
@) = 5/Br—1)t /(@) 25¢/(3z — 1)

1
Como f"(x) # 0 solo hay que considerar el punto x = — del dominio en el que la

funcion no es derivable, y, estudiar el signo de f”(x) antes y después de é€l.

1 1
En <— oo,§> se cumple que f"(x) > 0, luego [ es convera y (g,oo> se cumple

que ["(x) <0, luego [ es concava. Por tanto x = 3 es un punto de inflexion de f.

]
Las tres proposiciones anteriores se pueden generalizar en el siguiente resultado

Proposicion 4.2. Si f es una funcion que tiene derivadas continuas hasta orden n en
un punto xg € D y f"(x¢) = f"(x0) = --- = f D (xg) =0, fO)(x4) # 0 entonces

a) Sin es par

i) f0)(x0) >0 = f es convera en x,

i) f"(zo) < 0= f es concava en g

b) Sin es impar entonces xy es un punto de inflexion de f
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2 7 5
Ejemplo 4.17. Hallar los puntos de inflexion de f(x) = % + % + 25

Solucién.

Se calcula la derivada de segundo orden f”(x) = 1225 +423 = 423(32%+1) que tinicamente
se anula en x = 0.

Hallando la derivada tercera f”(z) = 60z* + 1222 cuyo valor en z = 0 es f”'(0) = 0.
Al ser cero esta derivada se calculan las derivadas siguientes en x = 0 hasta encontrar la
primera que no se anule, obteniéndose:

fO(z) =2402° + 24z en 2 =0 es fH(0)=0

fO(x) =720z +24 en =0 es fO(0) =24

Como la primera derivada no nula en = 0 es de orden impar, n = 5, se concluye que
x = 0 es un punto de inflexion. =

4.6.1. Esquema para estudiar la curvatura de una funcion
1) Calculamos el dominio de la funcién
2) Calculamos la derivada segunda de la funcién

3) Calculamos los puntos donde la derivada segunda es cero, es decir, resolvemos la
ecuacién f"(z) =0

4) Estudiamos el signo que tiene la derivada segunda en cada uno de los intervalos en
que queda dividida la recta real al considerar los puntos con derivada segunda cero
y los puntos donde la funcién no es derivable o no es continua

Ejemplo 4.18. Determina la curvatura de la funcién f(x) = x® — 3z* + x + 1.

Solucion.
El dominio de la funcién es R . Por tanto, trabajaremos sobre todo el conjunto de los
niumeros reales.

Calculamos f”(xz) = 6z — 6 y resolvemos la ecuacién f”’(z) =0=6x —6=0=z = 1.
En el intervalo (—oo, 1) la segunda derivada de f es negativa entonces f es céncava en
este intervalo y en (1,00) la segunda derivada de f es positiva asi que f es convexa en
este intervalo. m

4.6.2. Ejercicios

Determine los intervalos de concavidad
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2 +1 2 —r+1
1.— == - = —

3zt 4+ 1 10.- f(z) = 2® + 322 — 4
2—f($>: 3

()
(z)
12.- f(z) = (v —4)*(x +2)3
4- flz) = (2® = 1)* 13- f(x) = (2 — 1)3(z — 3)
5- f(x) =3zt — 423 — 1222 + 17 e f(z) = (& —4)1/3 — 3
6.- f(r) =323 —322+ 122 -5 15 f(z) = (x+2)% +2
7- f(x) = zz j:i 16.- f(z) = 3x42xj_ 7
3z +1 x?

- fla) =" 17 fla) =

11.- Sea f: R — R la funcién definida por f(z) = az® + bx? + cx + d.

a) Encuentra las condiciones que deben verificar los pardmetros para que f alcance
un maximo y un minimo relativo.

b) Si se verifica el enunciado anterior, demuestra que en el punto medio del seg-
mento que une los puntos donde se alcanzan el médximo y el minimo relativo
se alcanza un punto de inflexién.

9 7
12.- Hallar los puntos de inflexion de la siguiente funcién f(x) = % + % +x

13.- Determine los puntos de concavidad o convexidad de las siguientes funciones

a) fr)=2°+=x
b) flz)=—-2"—z+1

4.7. Representacion Grafica de Funciones

Para elaborar graficas de funciones se sugiere seguir los ocho pasos siguientes:
1. Establecer el dominio de la funcion
2. Establecer la simetria de las graficas. Es decir, determinar si es par, impar o ninguna.
3. Establecer las asintotas horizontales,verticales u oblicuas

4. Establecer los puntos criticos

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.



AREA DE CIENCIAS BASIC’AS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
NOTAS DE CLASE CALCULO DIFERENCIAL

5. Analizar la monotonia. Es decir,determinar los intervalos de crecimiento y los inter-
valos de decrecimiento.

6. Establecer los extremos relativos.

7. Analizar la concavidad. Es decir, determine los intervalos donde es céncava hacia
arriba y los intervalos donde es céncava hacia abajo.
8. Establecer los Puntos de Inflexion.

Ejemplo 4.19. Graficar f(z) = 41 3
x

Solucién.
Siguiendo los pasos indicados tenemos:

Paso 1 Dominio. Dom(f) =R

—X T

Paso 2 Simetria. f(—z) = i3 =-i3c
- x

—f(z) por lo tanto f es impar.
Paso 3 Asintotas.

Verticales: No hay por qué % +3 # 0

Horizontales: Calculamos limite al infinito

z 1 0
’ 4 , 3
lim — = lim ——*— = lim - = =
x—o00 £* + 3 oc—)oox_4 = :r:—)ool—|—$—4 1+0
x x

Note que idéntico resultado se obtendria tomando limite a menos infinito, es decir:

e x _

Por tanto el eje x ( y = 0 ) es asintota horizontal tanto para el infinito positivo co-
mo para el infinito negativo
Paso 4 Puntos Criticos.

443 — 4214 41
f(z) = 33—1—4—35 _ 3t "
(* +3)? (* +3)?
_ _3(1; —D(z+1)(2*+1)
(x* 4 3)2
Por lo tanto tenemos que x = 1 y x = —1 son puntos criticos.

Paso 5 Monotonia.
Analizando el signo de la primera derivada, se concluye que:
Paso 6 Extremos. Por el criterio de la primera derivada observamos que:
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foTTTTTT | ++++++ | -
[ decrece ‘ crece g_ decrece
1. En x = —1 la primera derivada cambia de signo, de negativo a positivo, por tanto

aqui existe un Minimo local.

2. En x = 1 la primera derivada cambia de signo, de positivo a negativo, por tanto
aqui existe un Maximo local.

Paso 7 Concavidad: Debemos analizar la segunda derivada

/"(z) = D, [ - 3ﬂ}

(x4 + 3)2
_ 34x3(a:4 +3)2 =8z (z* +3)(z* — 1) 34373(:64 +3) —8x3(z* — 1)
B (z* +3)* B (z* + 3)3
B 34x7 + 1223 — 82" +82® | —daT 4 2023
N (x* 4+ 3)3 N (x* +3)3
10,3 (z* —5) _ 12(952 —/5)(z* +/5)
(x* 4 3)3 (x* +3)3
g VB + VE)(@® + V5)
(ZE4 + 3)3
Entonces
B A | +++t+ | T | FEEtat
N R B N BN
f \7\4/5_ \\k)_/ 0 { ‘{/:\T \/

Paso 8 Puntos de Inflexién
Como la segunda derivada cambia de signo tanto en 2 = 0, = v/5 y = —v/5 entonces

existen tres puntos de inflexién: (— v/5, f(—v/5)), (0,0) y (V/5, f(V/5)).
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x f'@) | f"(=) | f
z < —v5 — — Decrece y concava hacia abajo
r=—v5 0 Punto de inflexién
—Vh<x<-—1 — + Decrece y concava hacia arriba
r=—1 0 + | Punto critico. Minimo local
-1<2x<0 + + | Crece y céncava hacia arriba
x=0 0 Punto de inflexién
0<z<l + — | Crece y concava hacia abajo
r=1 0 — | Punto critico. Maximo local
l<z< V5 — — | Decrece y céncava hacia abajo
r=5 0 Punto de inflexién
x> Vb — + | Decrece y céncava hacia abajo
f{jx)=x4‘ 3 e
-1
s |
|
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2
Ejemplo 4.20. Graficar ‘
z+1

Solucion.

Siguiendo los pasos indicados tenemos:
Paso 1 Dominio. Dom(f) =R — {—1}

(~ay _ o

Paso 2 Simetria. f(—z) = i —
—x —x

, por lo tanto f no es par ni impar.

Paso 3 Asintotas.
Verticales: Por inspeccién de la regla de correspondencia, en x = -1 la funcién no se define
(divisién entre cero) por tanto aqui hay una asintota vertical. Ademads:

72 . 72

1m = o0 im = —00

z——1t T+ 1 Y z——1-x +1
Horizontales: Calculamos limites al infinito
z? _x §—§ 1 1
e +1 amwZ+ L LpL g0

Por tanto, no hay asintota horizontal.
Asintota Oblicua:
Para esta funcién se tiene:

:172 T 1

=% T z

m = lim Z = lim =lm -2+ =lm —— =1
2 2 _ .2 _
b=1lm |[— — 2| = lim ——— % = lfm —— = —1
Por tanto, hay una asintota oblicua y = x — 1
Paso 4 Puntos Criticos.
2 2
x 20(x+1) —x
f(x) = D:r[ ] - 2
r+1 (x+1)
2’42 z(r+2)
C(r 1) (z )2

por lo tanto, tenemos puntos criticos en: x = 0y x = —2 Paso 5 Monotonia: Analizando
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—————— | ++++++

B i

Y

|
| decrece |
2 0

5 crece crece

el signo de f

Paso 6 Extremos: por el criterio de la primera derivada observamos que:

1. En x = —2 la primera derivada cambia de signo, de positivo a negativo, por tanto
aqui existe un Maximo local.

2. En x = 0 la primera derivada cambia de signo, de negativo a positivo, por tanto
aqui existe un Minimo local.

Paso 7 Concavidad: Debemos analizar la segunda derivada

f//(x) —

[x2+2x] _ 2z +2)(z +1)% — (22 + 22)2(z + 1)
Lz +1)2 (x4 1)*
(22 +2)(z+1) — (22% + 4)
(z+1)°
_2x2+4x+2—2x2—4x
B (x+1)3

(x+1)3
Entonces

—————— | ++++++

Paso 8 Puntos de Inflexién
No hay. Aunque la funcién f cambia de concavidad en x = —1, pero como no es punto
del dominio, tiene asintota, entonces no es un punto de inflexiéon En conclusién:
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x f'@) | f(x) | f

r< =2 + — | Crece y céncava hacia abajo
0

r=—-2 — | Punto Critico. Maximo Local
—2<r< -1 - — | Decrece y céncava hacia abajo
-l1<z<0 Decrece y concava hacia arriba

- | +
xr = 0 + | Punto Critico. Minimo Local
O0<z<l + — | Crece y concava hacia abajo

+

x>0 Crece y céncava hacia arriba

+

=1

I
_— e e

U R,
"
]
=

4.7.1. Ejercicios

En los ejercicios del 1 al 26, trace la grafica de la funcién f determinando: los extremos
relativos de f; los puntos de inflexion de la grafica de f; los intervalos en los cuales f crece;
los intervalos en los cuales f decrece; donde la grafica es concava hacia arriba; donde lo
es hacia abajo; las asintotas horizontales, verticales y oblicuas, si hay alguna.

L fay = ] 1 f(r) = (@~ 1)’
' 5- f(z) =3zt — 4% — 1222 + 17
4
2- f(z) = 32: ! 6.- f(x) = 3% — 32% + 12z — 5
243
3.- f(z) = 3z° — 202° 7- f(x) = zg i— 1

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.
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8. f(:ll‘) - \/E 18.- f(ZL') = 24
2 —x+1 oz
I = eI
10- f(z) =2® +32* — 4 2. f(z) = x?
- fz)=2*+22+2 -5 z—3
12- f(z) = (¢ = 4 +2)° o1 )= T
T
_ — — 3 —
18- flo) = (@ =)z =3) 22 f(z) =sin2z—cos2z; x € [—im, 2n]
14.- f(z) = (z —4)/% -3
15 f(2) = (2 42)° +2 23.- f(x) = xv/25 — a2
A2 24.- f(z) =z —tanz; x € (—3m, 37)
16.- f(z) = 327 T 1
L 25.- f(z) = (3x — 22%)e”
22
17- f(z) = 22 _9 26.- f(x) =e"(senx + cosx)

J. Rodriguez C. A. Arroyo C. L. Salas M.






Bibliografia

[1] LEITHOLD, LOUIS. El célculo, 7a ed. Oxford, 1994

[2] LARSON, E., HOSTETLER, ROBERT R., EDWARDS, BRUCE H, Célculo, vol 1.
8a ed. McGraw Hill, 2004

[3] TOM M. APOSTOL, Calculus Volumen I ed. Editorial Reverte 1978

[4] MICHAEL SPIVAK. Calculo Infinitesimal. Reverte Ediciones S.A., México D.F., 2
Reimpresion edition, 1996

[5] ALBERTO CAMACHO. Calculo Diferencial. Ediciones Diaz de Santos, S.A. Alba-
zan, 2. 28037 Madrid. 2009

[6] IGNACIO CANALS NAVARRETE. Calculo diferencial e integral I. Editorial Reverte
2008

[7] MAYNARD KONG. Calculo Diferencial. Pontificia Universidad Catélica del Per.
Cuarta edicion 2001.

[8] THOMAS, GEORGE B., Célculo de una variable, 12a ed., 2010

215



