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PROLOGO

Este apunte se ha generado mediante una recopilacion de clases realizadas en la UTEM,
durante varios semestres, sobre el tema de ecuaciones diferenciales ordinarias, de acuerdo a
lo estipulado en el programa de estudio para esta asignatura. La transposicion didactica
aplicada es fruto de la experiencia de esos semestres. El claro sentido de este material, es
entregar los contenidos y algunos ejemplos de ejercicios con sus desarrollos para su
ejercitacion y analisis, asi como también autoevaluaciones y ejercicios propuestos para
enfrentar de mejor manera la asignatura. En este apunte encontrara el desarrollo de 12
unidades tematicas:

Unidad 1: Introduccion a las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden
En esta unidad se analizan los conceptos de ecuacion diferencial, la solucion de una
ecuacion diferencial y el teorema de existencia- unicidad.

Unidad 2: Tipos de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

En esta unidad se estudian las ecuaciones diferenciales de variables separables, las
homogéneas, las de coeficientes lineales, las exactas, las lineales, la ecuacion de Bernoulli,
la ecuacion de Riccati y la ecuacion de Clairaut, ademas de la reduccion de ecuaciones de
2° orden a 1% orden.

Unidad 3: Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden.

En esta unidad se ven las siguientes aplicaciones: trayectorias ortogonales, problemas
geométricos, problemas de crecimiento y decrecimiento, donde destacamos: problemas de
enfriamiento y problemas de mezclados, problemas mecanicos y problemas de circuitos
eléctricos.

Unidad 4: Solucidon de ecuaciones diferenciales mediante una técnica cualitativa.

En esta unidad se estudian campos de direcciones para ecuaciones diferenciales autbnomas,
puntos de equilibrio y linea de fase, bifurcaciones, estabilidad de una solucion de equilibrio
y la aplicacion del anélisis cualitativo a la dinamica poblacional.

Unidad 5: Ecuaciones diferenciales lineales de orden n.

En esta unidad se ven los teoremas fundamentales relacionados con la solucion general de
estas ecuaciones. Se analiza la solucién complementaria de una ecuacion diferencial lineal
con coeficientes constantes, la independencia lineal de las soluciones mediante el
wronskiano, la solucion particular mediante el método de los coeficientes indeterminados y
mediante el método de variacion de parametros.

Unidad 6: Ecuaciones diferenciales con coeficientes variables que pueden transformase en
ecuaciones lineales con coeficientes constantes.
En esta unidad se analizan las ecuaciones de Euler y otros tipos de ecuaciones.

Unidad 7: Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales lineales.

En esta unidad se estudian las vibraciones en sistemas mecénicos, circuitos eléctricos,
oscilaciones de un péndulo simple y oscilaciones verticales de un cuerpo flotando en un
liquido.
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Unidad 8: La transformada de Laplace.

En esta unidad se ven las propiedades de la transformada de Laplace y su aplicacion a la
solucion de ecuaciones diferenciales ordinarias con coeficientes constantes, y con
condiciones iniciales.

Unidad 9: Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales.

En esta unidad se analizan tres métodos para resolver sistemas de ecuaciones diferenciales
lineales: el método de eliminacién gaussiana, la regla de Cramer, y el método de la
transformada de Laplace. Aplicaciones a resortes acoplados, redes eléctricas y problemas
de mezclados.

Para sistemas de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden homogéneos, se
considera su forma matricial y su solucion mediante valores propios y vectores propios.
Para sistemas de ecuaciones diferenciales lineales no homogéneos se aplica el método de
los coeficientes indeterminados y el método de variacion de pardmetro. También en esta
unidad se analiza la solucion de sistemas de ecuaciones diferenciales por el método de la
matriz exponencial.

Unidad 10: Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden.

En esta unidad se ven los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden
homogéneos, se considera su forma matricial y su solucion mediante valores propios y
vectores propios. Para sistemas de ecuaciones diferenciales lineales no homogéneos se
aplica el método de los coeficientes indeterminados y el método de variacion de parametro.
También en esta unidad se analiza la solucion de sistemas de ecuaciones diferenciales por
el método de la matriz exponencial.

Unidad 11: Analisis cualitativo de los sistemas de ecuaciones diferenciales.

En esta unidad se estudian los conceptos de plano fase, punto de equilibrio, retrato de fase,
estabilidad de las soluciones, las configuraciones tipicas de las trayectorias de las
soluciones en torno de puntos criticos, el anélisis cualitativo de las ecuaciones diferenciales
de 2° orden, el analisis cualitativo de los sistemas de ecuaciones diferenciales de 1% orden
mediante valores propios y vectores propios.

Unidad 12: Solucion de ecuaciones diferenciales mediante series.

En esta unidad se analiza la solucion de una ecuacion diferencial mediante la serie de
Taylor, series de potencias en general, se dan los conceptos de punto ordinario, punto
singular, punto singular regular, ecuacion indicial y serie de Frébenius.

Al final de estas unidades hay formularios que presentan un resumen de los contenidos
tratados en las unidades indicadas y otros formularios que presentan resimenes de
contenidos que son requisitos fundamentales para ecuaciones diferenciales. Cada unidad
presenta ejercicios propuestos. Les recomiendo resolverlos, a fin de comprender mejor los
contenidos tratados y tener éxito en sus estudios.

Lidia Ortega Silva
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UNIDAD 1: INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES
ORDINARIAS DE PRIMER ORDEN

Definicion de ecuacion diferencial

Una ecuacion diferencial es una ecuacion que involucra derivadas de una funcién desconocida
de una o mas variables. Si la funcién desconocida depende solo de una variable (de tal modo que
las derivadas son derivadas ordinarias), la ecuacion se llama una ecuacion diferencial ordinaria.
Sin embargo, si la funcién desconocida depende de méas de una variable (de tal modo que las
derivadas son derivadas parciales) la ecuacion se llama una ecuacion diferencial parcial.

Ejemplos

1) d—i = 2x+Yy obien y =2x +Yy,esunaecuacion diferencial ordinaria donde y = f(x)
2) ?j:zx —2% -15x =00 bien X’ —2x’ —15x = 0, es una ecuacion diferencial ordinaria
donde x=g(t)

3) 2)2(\2 +2§y22/ =V, es una ecuacion diferencial parcial donde V =F (x,y).

Definicion

El orden de una ecuacion diferencial corresponde al orden de la derivada mas alta que aparece en
la ecuacion.

Ejemplos

1) % = 2Xx+y ecuacion diferencial ordinaria de primer orden.
X

d’x 2dx o : o

2) o —F—15x =0 ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden.
2 2

3) Z—\Z/ + 25—2/ =V ecuacion diferencial parcial de segundo orden.
X y

Observacion
Una ecuacion diferencial ordinaria de orden n puede expresarse como:

gy Y Y7 e, ¥P) =0

Definicion
Una ecuacion diferencial ordinaria lineal es una ecuacion que puede ser escrita en la forma

B () Y” + a (Y™ + A )y Fa)y = Fx) *

donde F(x) y los coeficientes ao(x) , ai(X), ---, an(X) son funciones dadas de x y a,(x) =0.
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Una ecuacion diferencial que no puede escribirse en la forma de * se Ilama ecuacién diferencial
no lineal.

Ejemplos
y’ = 2x+y es lineal
X7 - 2x’=15x =0 es lineal

y'2+xy’-y=0 esno lineal

Definicién
Una solucion de una ecuacién diferencial es cualquier funcion que satisface la ecuacion, es decir,
la reduce a una identidad.

Ejemplo

5t 3t . . d?x  2dx
X=e> y x=e° sondossoluciones de la ecuacion e _F_IE)X =0

2
En efecto: d ;( —2—dX—15x =25e™ —2.5¢™ ~15e™ =0
dt dt
2
7% 20X 15y —ge s —2(-3e)-15e =0
dt dt

Nota: Xx= cie™+c,e™, dondec; y c, son constantes, es una solucién también.

Observaciones sobre la solucién de una ecuacion diferencial

1.- Lasolucién de una ecuacion diferencial puede venir dada en forma implicita.
Por ejemplo, la ecuacion x* + y> = 9 define implicitamentea y en funcién de x.
Derivando implicitamente, se tiene

2X+2yy =0 = y = _X
y

la ecuacion x* +y? =9 es solucion implicita de la ecuaciéon y’ =- =
y

.. d .
2.- Laecuacion d—y =f(x) se resuelve integrando cada lado con respecto a x.
X

Luego vy =j f(x)dx+c

d"y

n

3.- Laecuacion diferencial = f(x) se resuelve por integraciones sucesivas de la ecuacion

diferencial, con respecto a x.
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Ejemplo :
3
Resolver la ecuacion diferencial q Z =5
X
Respuesta:
d?y
Integrando - = IS dx+c;=5x+¢;
dx
d 5x?
Integrando dy = [(5x+c1) dx +c,= 3 + X + ¢
X

2
Integrando  y= I(S)Z(+clx+c2]dx + C3

o 50X
6

+C,X+C, eslasolucion de la ecuacion diferencial.

Nota : Observe el orden de la ecuacion diferencial y el nimero de constantes que aparecen en la
solucion.

4.- Las constantes de integracion se pueden expresar en la forma que se estime mas conveniente.

c
c, ¢, Inc, E,ﬁ . etc.

Problemas de valor inicial y de frontera
Ilustraremos estos dos conceptos con el siguiente problema.

Problema

Una particula P se mueve a lo largo del eje x de tal manera que su aceleracion en cualquier
tiempot > 0, estd dada por a=16-241.

a) Encuentre la posicion x de la particula, medida del origen 0O a cualquier tiempo t > 0,
asumiendo que inicialmente (t =0 ) esta localizada en x =2 vy estd viajando a una
velocidad v =-5.

b) Resuelva a) si solo se sabe que la particula esta localizada inicialmenteen x=2 yen x=7,
cuando t=1.

@ @
X X
0 P
X . d?x
velocidad: v= —, aceleracion: a= >
dt dt
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Respuesta
d?x
a) a= - =16 24t
t
d?*x

=16—24t| es laecuacion diferencial requerida para el movimiento

t2

como x=2,v=-5, para t=0

dt = J'(16 — 24t)dt, luego ((jj)t( = 16t - 12> + ¢y, es decir v(t) = 16t - 12t* + ¢,

d?x
Idt2

y parat=0,v=51luego ¢;=-5

ax 16t — 12t> -5
dt

integrando, queda  x(t) = 8t° -4t - 5t + ¢,
yparat=0,x=2,luego c,=2

X(t) =8t°—4t—5t+2 (ley del movimiento de la particula)

b) Condiciones: x=2 para t=0 y x=7 para t=1.

2
= 16 — 24t es laecuacion diferencial del movimiento.

Luego 0

Integrando queda

L 16t — 12t° + ¢;
dt

integrando queda

X(t) = 8t°—4t° + cit + ¢

reemplazando los valores iniciales se tiene .. [x(t) = 8t°—4t° + t + 2| (ley del movimiento de la
particula).

Definicion

Un problema del valor inicial es un problema que busca determinar una solucién a una ecuacion
diferencial sujeta a condiciones sobre la funcion desconocida y sus derivadas especificas en un
valor de la variable independiente. Tales condiciones se llaman condiciones iniciales.
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Ejemplo
Caso a) del problema anterior

Definicién

Un problema de valor de frontera es un problema que busca determinar una solucion a una
ecuacion diferencial sujeta a condiciones sobre la funcion desconocida especificadas en dos o
mas valores de la variable independiente. Tales condiciones se llaman condiciones de frontera.

Ejemplo
Caso b) del problema anterior

Ejercicio
Una curva en el plano xy tiene la propiedad de que su pendiente en cualquier punto (x, y) de ella
es igual a 2x. Hallar la ecuacion de la curva si ésta pasa por el punto (2, 5).
Solucion
Pendiente = % = 2X Ecuacion diferencial de primer orden.
X

Como la curva debe pasar por (2,5) .. se trata de un problema del valor inicial.

Integrando la ecuacion diferencial, se tiene la familia de curvas y =x*+¢ (*)
Como la curva solicitada debe pasar por el punto (x,y) = (2, 5), entonces ¢ = 1.

y=x'+1 (**)

T2 3

Familia de curvas de un parametro.

Definicion: Soluciones generales y particulares

Una ecuacion diferencial de orden n tendra una solucion que involucra n constantes arbitrarias y
se llamara solucion general de la ecuacion diferencial.

Una solucidén particular se obtiene de la solucién general, al determinar los valores particulares
de las constantes arbitrarias.

Ejemplos
1.- La ecuacién diferencial jy = 2X y(2)=5
X

tiene como solucién general y=x?+¢c
y como solucién particular — y=x%+ 1.
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2.-  Laecuacion diferencial gy =3y : y()=0
X

tiene como solucién general  y = (x+c¢)?
y como solucion particular y=(x-2)

Definicion: Soluciones singulares

Se llama solucion singular a cualquier solucién de una ecuacion diferencial que no pueda
obtenerse de la solucién general mediante una solucion particular de las constantes arbitrarias,
como lo sugiere el nombre, las soluciones singulares son no usuales o extrafias.

Ejemplo
Dado el problema del valor inicial jy =3y | y@=0
X

tiene solucion general y = (x+c)*;como y(2)=0, 0=(2+¢c)® =c=-2
.. y=(x-2) esunasolucién particular.
Otras solucionesson:  y=0
(x=2)°, x>2
y =
0 , x<2

como estas soluciones no se pueden obtener directamente de la solucion general, se llaman
soluciones singulares.

Teorema de existencia — unicidad

Dada la ecuacion diferencial de primer orden y” = F(x,y), tal que F(x,y) satisface a las siguientes
condiciones:

1) F(x,y) es real finita y continua en todos los puntos de una region abierta R del plano xy.

2) oF (x,Y)

es real finita y continua en R.

Entonces existe una y solo una solucion y = f(x) en R, tal que y =y, cuando X = X,, es decir
Y(Xo) = Yo.

Xo—h Xo Xo+ h

Nota: SiR = {(x,y) /a<x <b, c <y < d}existe un unico y = f(x), donde x € ]xo =h, Xo + h[
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Observaciones

1) Por cualquier punto (X, , Yo) €n R pasara una y solo una curva C cuya pendiente en cualquier
punto de R esta dada por y’ = F (X, y).

2) y = f(x) representa la ecuacion de esta curva en R.

3) Las soluciones singulares, si hay alguna, tienden a ocurrir en la frontera de la region.

Ejemplo 1
Determine si existe una solucién Unica para el problema de valor inicial.

jy=w9—02+W);>wn=2
X
Respuesta :

Sea  F(xy)= \9-(x*+y") . luego ?;:m

Ty

/a0
p ¥

&
o

b &

.
B X
,.'\_-,_

.
o]
I_\. Q —
,
-
=l
[gul
e
e s

s
e
065
(3.}
\ :
e
\-H"'\-\

%Qﬁ%g_zz@@”/

. F . .
F existe para x*+Vy* <9 , F oxiste si 2+ y> <9

los puntos (x, y), tal que x*+y® =9 presentan complicaciones (puntos de discontinuidad)

Sea R={(x,y)/xX*+y*<8} : (1,2) eR, y Fcomo (Zly: existen y son continuas en R.

.3 una solucién Unica al problema de valor inicial en R, y = f (x), X e J»\/gx/gl

Ejemplo 2
Determine si existe una solucion unica para el problema de valor inicial.

Yoayk; ye=0
X
Respuesta :

oF . :
— noescontinuasiy=0
oy

.. No existe una region R que contenga al punto (2,0), donde ?; sea continua

..No existe solucién Unica. Son soluciones del problema de valor inicial

y:(x_2)3,y:0’y:{(x_2), X>2

. Pero si la condicidon es y(2) = 1 entonces si hay
0, X<2

solucién tnica y = (x—1)%, x e IR y se puede considerar la region R = {(x y)eIR?/y > 0}.
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Ejercicios propuestos

1) Encuentre una ecuacion diferencial que tenga como solucion general:
y=ce® + 3x-4.
Respuesta
Derivar y, despejar c y se obtiene y’ +2y +5-6x =0

2) Encuentre una ecuacion diferencial cuya solucién sea y =cy x + ¢, X°.

Respuesta
Derivar dos veces y, eliminar las constantes y se obtiene x%y” —3xy’ + 3y =0

3) Encontrar una ecuacion diferencial para la familia de circulos con radio 1 y centro en cualquier
punto del plano xy.
Respuesta
Considerar la ecuacion de una circunferencia con centro en (A, B) y radio 1, dada por
(x-A)+(y-B)'=1
Derivar dos veces esta ecuacion (derivacion implicita), eliminar las constantes y se obtiene
(L+(y ) =(y7)

4) ;Para qué valores de la constante m la funcion y = €™ sera una solucion para la ecuacion
diferencial

a) y-2y=0
b) y’"+3y’-4y=0
Respuesta

a) Reemplazandoy = e™ en la ecuacién, se obtiene m = 2, luego y = e* es solucion.
b) Reemplazando y = e™ en la ecuacién, se obtiene m = -4, m =1, luego y = e, y = e* son
soluciones.

5) Una particula se mueve a lo largo del eje x, de tal manera que su velocidad es proporcional al
producto de su posicién instantanea x (medida de x = 0) y el tiempo t (medido de t = 0). Si la
particula esta localizada en x = 54 cuando t = 0 y x = 36 cuando t = 1, ;donde estara cuando
t=22.

Respuesta

Como v = x’(t) = kxt, integramos y se obtiene x =Ce

dadas se obtiene x = 54e"*¥" y para t = 2 se tiene x = 10,7.

2 -
K12 reemplazando las condiciones

6) Una particula se mueve a lo largo del eje x de modo que su velocidad en cualquier tiempo t >0

estd dado por v = . Asumiendo que inicialmente se encuentra en el origen, muestre que la

1
(t? +1)
particula nunca pasard por x=7z/2.
Respuesta

De la ecuacion v=

, se tiene X'(t)=

> 21 , Integrando cada lado queda
(t°+1 (t°+1)

x(t) = Arctg(t) + C, reemplazando las condiciones dadas se tiene C =0y si x=7x/2, entonces
tg(7/2)=.
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7) Use el teorema de existencia — unicidad para determinar si existe una solucion Unica para el
problema de valor inicial

y'(x) =3y**, y(2)=0
Respuesta

Sea F(x,y) = 3y**, luego a* = % por lo tanto &* no esta definidaeny = 0.
y

Si R incluye puntos donde y = 0, no se puede garantizar la existencia o unicidad de una solucién
en R. Por simple inspeccion y = 0 es solucion, por lo tanto existe una solucion tal que y(2) = 0,
pero no se garantiza la unicidad, de hecho y = (x — 2)° es solucién y también

yo (x=2)°%, x>2
0, X<2



UNIVERSIDAD TECNOLOGICA METROPOLITANA
' FACULTAD DE C. NAT, MATEMATICAS Y DEL M. AMB. ‘.
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
LIDIA ORTEGA SILVA UTEM

Autoevaluacién

1) La pendiente de una familia de curvas en cualquier punto (x, y) del plano XY esta dada por
4 — 2x. Establezca la ecuacion diferencial de la familia y determine una ecuacion para aquel
miembro particular de la familia que pasa por el punto (0,0). Grafique dicha curva.

2) Muestre que x = a(t — sen(t)), y = a(1 — cos(t)), donde a es cualquier constante distinta de
cero, es una solucién de 1 + (y’)? + 2yy” = 0.

3) Encuentre la solucion general y singular de y’ = \/V

4) Resuelva la siguiente ecuacion diferencial sujeta a las condiciones indicadas
y” =In(x), y(1)=y’(1) = 0.

10
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UNIDAD 2: TIPOS DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE PRIMER
ORDEN

Estudiaremos los siguientes tipos de ecuaciones diferenciales de primer orden:

1.- Ecuaciones diferenciales de variables separables
2.- Ecuaciones diferenciales homogéneas

3.- Ecuaciones diferenciales con coeficientes lineales
4.- Ecuaciones diferenciales exactas

5.- Ecuaciones diferenciales lineales

6.- Ecuaciones de Bernoulli

7.- Ecuaciones de Riccati

8.- Ecuaciones de Clairaut

Las aplicaciones de estas ecuaciones diferenciales las podremos apreciar en la solucion de
problemas del tipo: geométricos, fisicos, quimicos, mecanicos y circuitos eléctricos.

Forma general de una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden

dy
7 = F(x,
o x,y)

gue se puede llevar a la forma

M (x,y) dx + N(x,y) dy = 0

1.- Ecuaciones diferenciales de variables separables
Si la ecuacion diferencial de 1°" orden puede escribirse de la forma

M (x) dx + N (y) dy =

Entonces se puede integrar cada sumando para obtener la solucion:

[ Medx +[ Ny dy=C

En este caso decimos que la ecuacion diferencial es del tipo de variable separables.

Ejemplo
Resolver la ecuacion diferencial 2xy’ =y
Respuesta
2X dy =y = 2 dy = ax
dx y X

2Inly| =In|x|+c

11
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Iny? = In| x|+ In| ¢|
Iny* = In| x|

&\% = X¢
Solucion general
(Familia de parabolas)

2.- Ecuacion diferencial homogénea

Definicion
Una funcién f(x, y) se llama homogénea de grado n, si f(Ax, Ay) = A" f(x,y),n >0, 1 #0
Ejemplo 1:
Sea f(x,y) =X}y —y* +x? y?
F(x2y) = ()’ 1y = ()" + (x)® (hy)*
— X4x3y-x4y4+k4x2y2
= 2Py -yt YY) =1 f(x, y)
.. fes homogénea de grado 4.

Ejemplo 2 :
f(x,y) =sen [Xj
y

f(Lx, Ay) = sen (ﬂx] = sen [Xj =f(x,y) =" f(x, )
Ay y

.".es homogénea de grado 0.

Definicion
Una ecuacion diferencial M(x, y) dx + N (x, y) dy = 0 es homogénea si M y N son funciones
homogéneas del mismo grado.

Observaciones:
1.- Esta ecuacion puede escribirse en la forma:

12
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M .
ady =— (x.y) . es decir, dy =F(x,y)
dx N(X,Y) dx

donde F (x,y) es una funcion homogénea de grado 0.

2.- Lasustitucion y =VX
dy =vdx + xdv

convierte a la ecuacion diferencial homogénea en una de variables separables.

Ejemplo
Resolver la ecuacion diferencial: x+y—-(x-y)y’ =0

Solucién

Llevandola a la forma M(x,y) dx + N (x,y) dy = 0se tiene (x +y) dx— (x—=y)dy =0
M(xy)= x+y

N(X,y) = x-y } = My N son funciones homogéneas de grado 1

Reemplazando |y =vx| y [dy =vdx + x dv en la ecuacién, se tiene:

(x+vx)dx - (x—vx) (vdx+xdv) =0
(x +vx —xv + V2 x) dx - (X*=vx?)dv= 0
X(L+v)dx - ¥(1-v)dv=0

X (1L+v2)dx = x* (L-v)dv.
dx dv(l-v)

X 1+V?

(variables separables)

In|x| = arctg v - ;In(1+v2)+c

In|x] +In (@ +Vv)¥ =arctgv +c

2
In|x| +In [1+ yzj = arctg (y) + C
X X

In ./x*+y? = arctg [yj + C
X

Observe que la solucion general de esta ecuacion diferencial homogénea ésta dada en forma
implicita.

3..- Ecuaciones diferenciales con coeficientes lineales
Forma general:

(ax+by+c)dx+ (ex+fy+g)dy=0 a b, c, e f g constantes.

Solucion:

13
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a) Silasrectas ax+by+c=0 y ex+fy+g=0 seintersectan en un punto (h, k), entonces
se puede hacer la sustitucion:

u= x-~h v=y-k
y se tiene :

(@au+ah+bv+bk+c) du +(eu+eh+fv+fk+g)dv=0

que resulta ser una ecuacion diferencial homogénea que puede resolverse como se indico
anteriormente, pues ah+bk+c=0 vy eh+fk+g=0, luego
(au+bv)du + (eu+fv)dv=0

b) Silasrectas ax +by+c=0y ex+fy+g=0 son paralelas, el método anterior no se
puede aplicar, pero la sustitucién
u=ax+ by du = adx + bdy|

: o . . a e
da origen a una ecuacion diferencial de variables separables, pues en este caso, Pk

(las pendientes son iguales).

Ejemplo
Resolver la ecuacion diferencial: (2x—y—-4)dx - (x—-2y +1)dy=0
Solucién
2Xx—y-4=0 2X-y—-4=0 = 3y-6=0=y=2, x=3
X-2y+1=0] = -2x+4y-2=0
(h, k) = (3, 2).
Sea x=u+3 , y=v+2, dx=du, dy=dv, sustituyendo en la ecuacion diferencial
se tiene

[2U+3)-(v+2)-4/du - u+3-2(v+2)+1/dv=0
[2u-v/du- fu-2v/dv=0 (ec.dif. Homogenea)

Sea V=tu dv=t du+u df

Reemplazando se obtiene de ecuacion diferencial de variables separables.
f2u—tu Jdu - u—-2tu/ftdu+udt/=0
Ru—tu -tu+2tujdu - u>-2t? Jdt = 0
u(2-2t+2t*)du -u>*(1-2t)dt=0
2u(l-t+t)du = u*(1-2t)dt

208 = @729 4 oc dif. de variables separables )
us 1-t+t°)
21In |u =-1In ‘l—t+t2‘ +1n [c]
2 _ c
1-t+t?

14
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v y-2
pero u=x-3, t= —=-——
u x-3
2 _ c
x=3) = ) o7
1-Y=4_ Y
x-3 (x-3

_ c
C (x=3)2—(y-2)(x-3) +(y-2)?

(x=3)—(4-2)(x-3)+(4-2%=c¢

Luego, la solucion general es X —4x+y —y-xy =

Ecuaciones diferenciales exactas

Son ecuaciones diferenciales de la forma  [M (x, y) dx + N (x, y) dy = 0|

N _om
ox oy

Con la condicién:

La solucion general de esta ecuacion es una funcion

oF oF 0°F oM  9°F ON
__F X,y)=c¢ talque |—=M —=N| ,pues = =
ey o Y oy P oyox oy y oxXoy  ox

., F F
ya que en tal caso la ecuacion : a—dx + 8—dy =0

OX oy

corresponde a la ecuacién diferencial = F = cte.

En general, para determinar F se resuelve el sistema

Z';=|v| :>F=Ide+(p(y)
%:N . [;yj de]+(p’(y) =N

De esta manera se determina ¢’(y) e integrando se obtiene ¢(y) con lo cual se determina F(x, y).

Ejemplo
Resolver la ecuacion diferencial: ~ (y +ycos (xy))dx + (x+xcos (xy))dy =0

Respuesta:
M= (y+ycos(xy)) y N= (x+Xxcos(xy))

15



UNIVERSIDAD TECNOLOGICA METROPOLITANA
. ' FACULTAD DE C. NAT, MATEMATICAS Y DEL M. AMB. ‘.
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
LIDIA ORTEGA SILVA UTEM

a;; =1+ cos (xy) - yx sen (xy) , (ZN =1+ cos (xy) -xysen (xy)
X

oM oN
. —— = —— (esexacta)
oy OX
oF
o YTy cos () = F= [(y+ycos(xy)dx+gp(y)
aaIy::x+xcos(xy) F=yx+ Xsen(xy)+ oY)
y

F = xy +sen(xy) + o(y)

(j;y: =X+ xcos (xy) + ¢ (y) =X+ xcos (xy)

= ¢ ¥)=0=9@y)=c

o [F=xy + sen(xy) + ¢

", La solucion general de la ecuacion diferencial dada es F = c;, luego xy + sen(xy) =c es la
solucion general.

16
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Factores integrantes ( E.l.)

Si la ecuacion diferencial ~— M(x, y)dx + N(x, y)dy =0 (1)

no es exacta, pero Ju(x, y)M(x, y)dx + u(x, y) N(x, y)dy =0 (2)
si lo es, entonces la funcidn u(x, y) se llama factor integrante de la ecuacion diferencial (1)
.. la'solucion de la ecuacion diferencial de (1) es de la forma:

F(x,y) =¢ , donde 8—F:uM A a—F:uN
OX oy

Como la ecuacién diferencial (2) es exacta, entonces:
i(uN) zﬁ(uM) :a—uN +um:8—uM +uﬂ
OX oy OX oX oy oy

Quy duy :u(aM_aNJ -
OX oy oy OXx

A partir de (3) se tienen las siguientes formas.

Formas para determinar el factor inteqgrante (F.I)

M _oN
1) Si u depende de x, y ademas 8yN8x = g(x) = u= ejg(x)dx
M _oN
2) Si udepende dey, y ademas oy ox _ hy) = u oJrne
M _oN
3) Siudepende dez=x+y,yademas %_N?X = ¢@ = u= [
oM  ON

%y

yNXi;l( = ¢(Z) = U= ej¢(l)dz

4) Si u depende de z = xy, y ademas

Ejemplo
Resolver la ecuacion diferencial:  y dx + (x*y —x) dy = 0
Solucién
oM
My =y o =1
y

17
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N (X, y) = xy—X ﬂ—2xy—1

OX

M N =1-2xy+1=2-2xy=2(1-xy)

oy  oX

oM ©ON

YR 2(1—x 2 .

oy Ox = 2=xy) 2 g(X) (funcion solo de x)

N —X(1-xy) -—X
u= eJ‘_ %dx — e—2|nx — eInx2 :X2

Multiplicamos la ecuacion diferencial dada por el F. 1. , setiene

y 1
7dx + (y - ;jdy =0 (es exacta)
of ) _
*=l2 = f(xy)=y IXZdX rom="2  +
X X X
of 1 of 1 ; 1
—=y-= —=—=+ @)= —-—+y
oy X aqy X X
y2
L=y = )= -+ C
2
f(x,y)= - Y v +C, =G,
X 2

2

.. la solucion general de la ecuacion diferencial es y? RS c
X

Sugerencias
A veces se puede hallar un factor integrante por simple inspeccion, después de agrupar

convenientemente los términos de la ecuacién, al reconocer un cierto grupo de términos como
formando parte de una diferencial exacta.

Grupo de términos E. 1

XAy —ydX-----mommmm e - 1/%°

XAy —ydX------m-mmmaama 1y
xdy—-ydx----------------- 1/xy

XAy —ydX------mmmmmmmana 1/0E + y?)
xdy +ydx----------------- 1/(xy)"
XOX +ydy----------------- U+ y?)"
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Ejemplos de diferenciales exactas

l)d{xj: ydx 2xdy

y y

2) d(xy) = x dy +y dx

3) d(x* +y?) = 2(x dx +y dy)

@d&mgﬂ=wfxy
y X" +y

34{n) y-
y Xy

Ejemplo
Encontrar un F. | para las siguientes ecuaciones diferenciales:

1) x dy —y dx = (1 + yA)dy
2)y dx — x dy = xy* dy
3) x dy = (y + x* + y*)dx

Respuesta:
1) Fl = 1/ y?
2) Fl =1/xy
3) FI = 1/ x*+y?

5.- Ecuaciones diferenciales lineales
dy
dx

Forma; +p(x)y =q(x)

Solucién: Se busca un factor integrante para

[p(X)y — a(x)]dx + dy = 0|  (ecuacién diferencial lineal eny)

Sea  M(xy) = p(X)y - q(x)
N(x,y) =1

oM ON

o x N x _ p(x)=> U= " El

multiplicando por este F. | se tiene:

ej p(x)dx

(pX)y - q@))dx + el " dy = 0 (exacta)

19
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oF oF .
Luego, la solucion viene dada por F (X,y) = c, tal que 8__ M /\E_ N, luego se tiene el
X
sistema:
oF p(x)dx
) &= el [y - q(x)]
OX
oF P(x)dx p(x)d
2) E}—:eI = F=J‘eI dy+ o(x)
y

ey + o)

ﬁ _ ej p(x)dx
OX

yp(x) + ' (x) =&l " yp(x) " q(x)

o) =-e "%

oX)= — j q(x)ej P i + C,

Fouy) =e "y +—[qeoe! " ax+ ¢, = c,

ejp(x)dy Iq(x)e JOL

=] p(x)dx p(X)dx ., .z
y=e J {c + Jq(x)eJ } solucién general de la ecuacion

Ejemplo:
Resolver la ecuacion diferencial: 2y’ + 3y =e™

Solucién: Dividiendo por 2.

dy 3 1 _ .
—“ 4 y="e¢" lineal en
w2’ ( y)

y= e PR [qu(x)eh(x)dx }
3 3
e_Jde{cﬂ‘lexejzdxdx}
2

3 3
—X —X
g ? {cﬂ' e *e? dx}

20
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—Ex —x+3x
e2|c+= Ie 2 dx

i 1
= o2 c+£_[e2 dx}
2

11
D
)
N
1
(]
+
(¢>]
N |-
>
U E—
Il
(@]
D
N€
+
D

6.- Ecuacién de Bernoulli

Forma:
d
dy +p(x) y=q(x)y" @
X
Solucién:

Noeslineal para n=0 6 n = 1.
Luego se divide por y" y se tiene

-n dy 1-n _
"L+ Y =ae) (2)

En seguida se hace la sustitucién u=

= du dy

1-n
OI()yCIX

Reemplazando estos resultados en @ se tiene_una ecuacién diferencial lineal en u.

i)

1 du
r;‘F p(X) U—Q(X)/- (1-n)

j“+(1 ") PO u=(1-n)qE)
X

.. La solucion general de esta ecuacion diferencial es:

U(x) = ej(ln)p(x)dx{ +'[(l n)q(x)ej(l QLG x}

Volviendo a la sustitucion ju = y~"| se obtiene la solucion general de la ecuacién diferencial de
Bernoulli (1)

Ejemplo:

Resolver Zﬂ Y 5x°y?

dx X
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Solucion:
2y Q—ly‘2 =5X
dx x

2 diu:_zy—?»ﬂ
dx dx

3 hacemos u =y

Reemplazando, se tiene

LR T %
dx X
oLl e
dx X

L] o
Solucién general: ux)=-e 5 {cjtj'—Sxe’eI x dx}

5
u(x) = 1{0—5)(} _C
X 5 X

7.- Ecuacion de Riccati

Forma; ji + Qu)y? + Qu()y + Qu(X) = 0

Donde Qo(x), Q1(x), Q2(x) son funciones continuas en algun intervalo I, Q, =0

Solucion: Para resolver esta ecuacion se necesita conocer una solucion particular y,. Con la

1| |dy ., 1 dz

sustitucion y =y, + —| |=—=Y' ————|donde z es funcion de x, la ecuacion diferencial de

z [ |dx P 7% dx

Riccati se transforma en una ecuacion diferencial lineal en z.

Ejemplo:
2
Resolver la ecuacion diferencial: 2y’ - (yj -1=0, Yp = X
X
Solucién:
1 1 dy 1 dz
Sea y=y,+ - =X+ - R A il
=0T z dx 7% dx
2
Reemplazando: 2(1—12(12)—(“1) -1=0
z° dx Xz
2 dz 1
2- - - (xx+1)*-1=0 /-1
722 dx  x%z? ( ) /
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2 dz 1
z2dx  x?z°

dz 1 )
—=11- Xz+1)° -
dx ( xzzz( ) j 2

dz 22 1
o 2 20 Y

x?z% 2xz

dx 2 2x2 2x2  2x2

(x2+1)*+1=0

dz 1 1 .
—4Sz1=——— (lineal en z)
dx x 2X

p(x) q(x)

1 1 1 1
7= = c+J'——2xdx =—|c+—-=Inx
X 2X X 2

oMo Y=y +imy—y =to |z ! !
y_yp 7 y yp_z y_yp y_x
L—1{c 1In|x|}:>y y = X
==|c-= Y, = ——
y=x X 2 c—;ln|x|

y=x+

_x
c—In\/N

8.- La ecuacion de Clairaut
Forma general

Donde f (y’) define una funcion diferenciable de y’

Ejemplos:
y=xy + (y')
y=xy’ +tg(y’)

y=xy + 1+(y')°



. FACULTAD DE C. NAT, MATEMATICAS Y DEL M. AMB.
o DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
B LIDIA ORTEGA SILVA UTEM

' UNIVERSIDAD TECNOLOGICA METROPOLITANA ‘.

son ecuaciones de Clairaut

Solucidén de la ecuacion de Clairaut:

Hacer [y’ = | en la forma general para obtener y derivando con respecto a x queda

y =xv+v+f()v

se factoriza por v’ y se tiene v’(x + f'(v)) = 0

Caso 1: =0
= V=C¢C

solucion general de la ecuacion diferencial (Familia de rectas)
Caso 2: m , como y=xv + f(v)
y ecuaciones paramétricas de una curva con parametro v.
y = - vf'(v) + (v)

NOTA: Este no es un caso especial de la solucion general, es una solucion singular (envolvente
de la familia de rectas)

Ejemplo:
Resolver la ecuacion diferencial y = xy’ + (y°)?
Solucion:

Sea y =v

Yy=XV+V

derivando con respecto a x se tiene
Yy =XV +v+2vV

como Yy’ =v
SV (x+2v)=0
Casol: v=0

= v=c yreemplazandoen y=xv +V?

solucién general

Caso2: x+2v=0
X+2v=0 X =-2v

X . o
como y = 4 no es un caso especial de y = ¢ x + ¢, es una solucién singular
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Gréfico:
y= cx+c?
familia de tangentes a la
parabola
y=— x
4
envolvente de la familia de las rectas

Ejercicios propuestos

Determinar la solucion general de las siguientes ecuaciones diferenciales:

1) (y=x*)dx+(x+y*)dy=0
2) dx—(2xy +2ye’ )dy =0

Yo 2yry’
dx

4) xy'=y—xcos*(y/x)
5) (xy —=Ddx + (x> —xy)dy =0
6) (x—2y+1)dx+(2x—4y+3)dy=0
7) y =xy+tg(y’)
dy 1
8) X—+y=—
) oY 2
9) (3x* —y?)dy —2xydx =0
1l 0<x<3
lO)%JrZy:f(x), f(x):{ X
X

0, x>3
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UNIDAD 3: APLICACIONES DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES
ORDINARIAS DE PRIMER ORDEN

1.- Familias de curvas y trayectorias ortogonales

Definicidn: (trayectorias ortogonales)

Una familia de curvas forma un conjunto de trayectorias ortogonales de otra familia si cada
miembro de la primera familia intersecta a todo miembro de la segunda familia en angulos rectos,
las familias son mutuamente ortogonales. (Las rectas tangentes en los puntos de interseccion
forman angulo recto).

Ejemplos de familias mutuamente ortogonales.

familia de rectas familia de elipses
y familia de circulos y familia de hipérbolas

Aplicaciones fisicas de las trayectorias ortogonales.

a) Las curvas a lo largo de las cuales fluye el calor en un objeto fisico bidimensional tal como
una hoja delgada de metal, son ortogonales a las curvas de igual temperatura (curvas isotermas).
b) Las lineas de flujo que surgen de un campo eléctrico o magnético en el plano, son
ortogonales a las curvas de igual potencia del campo (curvas equipotenciales).

Procedimiento para hallar la ecuacion de las trayectorias ortogonales de una familia de
curvas.

1.- Determinar la ecuacion diferencial asociada a la familia de curvas.
F(Xy,y)=0

2.- Determinar la ecuacion diferencial de las trayectorias ortogonales.

Como la pendiente de las trayectorias ortogonales debe ser el reciproco negativo
de la pendiente de trayectorias dadas, esta debe ser

Fexy, —) =0
y

3.- Determinar la solucion de esta nueva ecuacion diferencial.
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Ejemplos
1) Hallar la ecuacion de las trayectorias ortogonales de la familia de curvas

Familia de circulos concéntricos.

Respuesta
Derivando implicitamente con respecto a X:
2x+2yy’ =0
dy —x e . . e
dx = 7 ecuacion diferencial asociada a la familia de curvas
32(/ = i ecuacion diferencial de las trayectorias ortogonales.
dy dx
y B X
Iﬂ _ J%
y X

In|y|=In x| + In|c|

familia de rectas que pasan por (0, 0)

2) Hallar las trayectorias ortogonales de x* + y* = 2¢ x.

Respuesta
2x +2y dy =2c
dx
dy
X+t — =
Y dx
2 2
X+ 'y ﬂ = Xty
dx 2%
dy y>—-x° o . . .
dx = 5 ecuacion diferencial asociada a la familia de curvas.
X Xy
dy _  2xy o : _ ,
o 2 ecuacion diferencial de las trayectorias ortogonales. (homogénea).

y = VX
dy =xdv+vdx
(x dv + v dx) (x* = v* x* ) =2 x vx dx
X dv—v* x> dv+x*vdx— v x* dx =2x% vd x
V-V x-2x*v)dx+ (X = v x> )dv=0
-V —x*v)dx+x° (1-v}) dv=0
X (-vV-v)dx+x (1-v)dv=0
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l dv(l— v)
X —vi-v
2_
%42 Lav=tn[gl
X JV4v
J‘dX J‘(V +1)— 2dV:h’l|C|.
v(vZ +1)
In|x| + jf—z v In [c|.
v v(VZ +1)

In || +In |v|—2 j[\ll 2"+J dv=In|c

In |x| +1In| v| = 2 In| v| + In (v* + 1) = In |¢|.

In|x|—1In| v|+ In[v*+ 1| =1Inc|.

X2 y2
y(xz”}

Observacion

Usando coordenadas polares

Xx=r1 cos 0
y=r1 sen 0
rdo : .
como tgo = ar = pendiente de la curva respecto al radio vector.
r
dr . ,
entonces - 40 = pendiente de las trayectorias ortogonales.
r
rd 0 dr
F (1,0, = F (1,0, -
( ) ( vy )
Ejemplo
Determinar las trayectorias ortogonales de la familia:r = 2 ¢ cos 0
Respuesta
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r = 2ccos® es una familia de circunferencias, I’ =2crcos 8 = x*+y =2cx =
(x—0) +y'= ¢

Derivando r respecto a 0, se tiene:

£=-2c sen® , como c=#

do 2cosd

dr sené rdé@ cosd S ) )
e = —_— = ecuacion diferencial asociada.
do cos@ dr send

ecuacion diferencial de las trayectorias ortogonales.

dr cosf dr cosé
=— = —= de.
rd@ send r senéd

ecuacion diferencial de las trayectorias ortogonales

Integrando cada término, queda:

In|r|=In|sen 6 [+ In [c|

Luegor=csen @ es laecuacion de las trayectorias ortogonales

Nota 1: Pasando a coordenadas rectangulares la ecuacion r = csené, se tiene la ecuacion

x> +y>=c % ,esdecir  X*+Yy? =cy vy su grafica es la siguiente
X +y

Familia de trayectorias ontogonales

.7 2 2 . o1 ,
Laecuacion x“+y =cy obien r=csen0 corresponde auna familia de circulos.
Si se quiere graficar, es mas comodo usar x> +y>=2c¢ y entonces r=2c sen 0.

Nota 2:

Dada la curva r= f(0). Por coordenadas polares se tiene x =rcos 6, y = r sen 0
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%=-rsen6+coseﬂ ﬂ—r cosGJrse:neﬂ
do do de do
sea @ = ¢-0,luego tgo = tg(d-0)
dy
tgg —tgé do y
t = == donde tgdp= —~ tg® = -
g0 I+ tgptgd gd dx y tg <
do
A
rdo
r
%
dé dr
0) ) S
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2.- Problemas geométricos
Dada una curva y = f(x).

dy

Pendiente de la recta tangente = x
X

Ecuacion de la recta tangente a la curva y = f(x), en el punto (Xo, Yo)

d
Y — Vo= (dyj (X=X,)
X (X.¥o)

Ecuacion de la recta normal a la curva y = f(x), en el punto (X,, Yo)-

[dy AdX ), o)
dx ) i, o)

Problemas:

1) Encontrar la familia de curvas que cumplen la siguiente condicion: la parte de la tangente en
(x, y) comprendida entre el eje x y el punto de tangencia estd dimidiada por el eje y.

Respuesta:

dy y _dy 'y _ dy_ dx 1 1 5

—=tgh = T =" == =—Inx+—1 = =
dx 8 2x  dx  2Xx y 2X ny) 2n 2nc

familia de parabolas.
Ya

Ay

»
>

X

2) La tangente en cada punto de una curva y la recta que une ese punto con el origen forman un
triangulo isdsceles con base en el eje x.
Hallar la ecuacion de la curva que pasa por (2, 2).

Respuesta:
gi =- i:(j;/:—(j;(jlny:—lnx+ln0:> y:i familia de hipérbolas.
si x=2 A y=2, c=4 .. yZi es la curva pedida.
y I ‘ (x,y)
|
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3.- Problemas de crecimiento y decrecimiento. Reacciones quimicas

Si una molécula tiende a descomponerse espontaneamente en moléculas mas pequefias, a una
velocidad que no estd afectada por la presencia de otras sustancias, entonces el numero de
moléculas de este tipo que se descomponen en una unidad de tiempo sera proporcional al nimero
total presente. (reaccion de 1 orden).

Si x = cantidad de la sustancia al instante t.

dx .

pry = variacion de x respecto a t.

dx o .

Py =+ kx , k>0, lavariaciénde x respectoa t es proporcional a x.

Elsigno - indica que la cantidad de materia se reduce cuando aumenta el tiempo.
El signo + indica que la cantidad de materia crece cuando t crece.
La constante K recibe el nombre de constante de proporcionalidad.

dx k o . . .
EZ— indica que la variacion de X respecto a t es inversamente proporcional a X.
X
dx o N . .
az kx -t indica que la variacion de X respecto a t es proporcional (directamente)a X y a t.
dx _ kx . . . . .
ot = — indica que la variacion de X respecto a t es proporcional a X e inversamente

proporcional a t.

Problemas

1) El radio se desintegra con una velocidad proporcional a la cantidad presente. La vida media es
de 1600 afios, tiempo necesario para que se descomponga la mitad. Hallar la cantidad
desintegrada en 100 afios.

Respuesta

% =-kx = % =-kdt > Inx=-kt +lnc

dt X

= x=ce™ Para t=0, X=X, = ¢c=X,

=  x=x,eM Para t= 1600, x= 2o _In2
2 1600

_n2, =02 100

= X=X, e 160 Para t=100 , x=x, €'0%

= X= X, - 0,957 = 95,7% X,

= se ha desintegrado el 4, 3 %.
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2) Un cultivo tiene inicialmente una cantidad N, de bacterias. Para t = 1 hora, ¢l nimero de

bacterias medido es — N,. Si la rapidez de multiplicacion es proporcional al nimero de bacterias

presentes, determine el tiempo necesario para que el numero de bacterias se triplique.

Resguesta
Sea x = numero de bacterias en el instante t.
X X
ax =kx = d—det = In|x|=kt+c.
dt X
= x=e"" t=0, x=N, = c=InN.,.
3 3
= x=N,e¥ t=1, x=> N, = kzln(j
2 2
ln(zjt
= x=N, e ‘* , si x=3N,, entonces

3

In| — |t
3N, = N, e g = In3 =n Gjt )

i

3) Suponga que una gota de un liquido se evapora con una velocidad proporcional a su superficie.
Hallar el radio de la gota en funcion del tiempo.

Respuesta:

S: superficie dela gota = 4 mr’ (superficie de una esfera)

= t=2,71 horas.

V: volumen de la gota = ;1 nr (volumen de una esfera)

v k4nr?

dt

47cr2£= kdnr?
dt

, dr

r.2

= -kt+c

dnr = k4 ndt

sipara t=0, r=r1, es el radio inicial de la gota, entonces el radio de la gota después de un
tiempot es r=-kt+r,.

Problema de enfriamiento

4) Segun la ley de enfriamiento de Newton , la velocidad a que se enfria una sustancia al aire
libre es proporcional a la diferencia de temperatura de la sustancia y del aire. Si la temperatura
del aire es 30° y la sustancia se enfria de 100° a 70° en 15 minutos. ;Cudndo sera de 40° la
temperatura de la sustancia?

Respuesta
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dT ) )
E = -k(T-T,),| T = temperatura de la sustancia, T, = Temperatura del aire
dT
= -k dt
T-T,
InT-T, = -kt+Inc
ZT-T,=ce™
_ o~ okt
. T=Ce™ +T,
Para t=0 T=100 T,=30

5 100= Ce® + 30 =70 = C, porlotanto T=70 ¢+ T,, como 70=70¢™" +30

ln(“j
7 — o 7%ln(th o
,luego T = 70° e +30

-15k = In (;j = k=-

R T

Para T =40° se tiene  40° = 70°
1
IREWER 15In(>)
1_ e "’ (7] = ln(l) Ziln(ijt: t= 7_ ~ 52 minutos.
7 7 15 7 4
111(;)

5) Hallar el tiempo que se necesita para vaciar un tanque cilindrico de radio 8 dm. y altura 10 dm.

a través de un orificio redondo de radio 112 dm. situado en el fondo del tanque, sabiendo que por

un orificio de ese tipo sale el agua a una velocidad aproximada v = 4,8 Jh dm/seg donde h es
la altura del agua en el tanque.

Respuesta

Volumen de un cilindro = nr* h 8
\\_/
d&v dav dh  ,dh dh
- == — =arv = V= — 10
dt  dh dt dt dt
t=0= V=71640 A h=10, t=tp =>V=0A h=0 S
2
-n64zrt'=n(112j4,8% Q

(variacion del volumen de agua en el tanque)

Luego

- 64 dh =

(volumen de salida de agua)

4,8-/h

g
144
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14464
4.8/h
1920 9N _ g

-/
dh
-1920 | — = t+c
I«/h

-1920 /h-2 = t+c.
-3840 /h =t+ec.

t=0 h=10  c=-3840 -/10
t =-3840 -/h + 3840 /10 = 3840 (/10 - -/h) para h=0
t = 3840 «/Eseg. = 3 horas 22 minutos.
Problema de mezclas
6) Un tambor de 100 Its. esta lleno de una solucion que contiene 30 Kgs. de sal. Se echa agua
con una concentracion de 4 Kgrs. de sal por cada 100 Its. a razén de 25 It /min; se homogeniza la

mezcla y sale en la misma razén por un orificio ;Cuénto es el monto de sal que queda luego de
20 minutos?.

Respuesta:
Sea x la cantidad de sal que hay en el tambor al cabo de t minutos.
" ((jj)t( = velocidad de ganancia de sal — velocidad de pérdida de sal
ax _ 25 . i_25. X
dt 100 100+ (25 -25)t
% =1 X _4-x
dt 4 4
ﬂzldt integrando = - In|4—x| = 1 t - InC.
4-x 4 4
1
= 1n4_X=—lt = ﬂ=e4t
C 4 C
4—x] = |Cle™™", como4 <x <30 ..|J4—x|=x—4,luegox-4 = Ce*!
Ix =4 + ¢! 4'1

para t=0, x=30 = 30=4+C = |C = 26
Lok =4+26 ¢

Si t = 20 minutos,x = 4+26 ¢° = |4, 18 Kers.
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4.- Problemas mecanicos
Si un cuerpo se mueve en linea recta, entonces se tiene:
Velocidad

dx
V =
dt

,  x = desplazamiento del cuerpo en el instante t desde un punto 0.

Aceleracion
dv _ d’x dvdx _ dv

dt dt> dxdt  dx

Fuerza
F=m-a (en dinas, newton, kilogramos peso, libras de fuerza)

Masa

w
m= —

g
Donde g es la aceleracion gravitacional y W es el peso
g=9,8 m/seg’ = 980 cm/seg’ = 32 pies/seg’
W puede venir dado en kilogramos peso, o en libras.

Sistema de unidades

Sistema C.G.S. Sistema M.K.S. Sistema P.L.S.
Longitud cm. m. pies
Masa grs. Kgrs. masa libra - masa
Tiempo seg. seg. seg.
Aceleracion cm/seg’ m/seg’ pies/seg’
Fuerza dinas(grs. C—mz ) Newton (Kgrs >) libra — fuerza

seg S€g
Caida libre F=m-g.

La unica fuerza que actia es la del campo gravitacional. Si x es la distancia hasta una altura
fija, entonces se tiene la ecuacion:

d’x
dt’

g
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Caida retardada: F=m-g—F,, F, = fuerza de resistencia del medio

Problemas
1) Una masa de 25 gramos cae desde el reposo bajo la influencia de la gravedad.

a) Establezca una ecuacion diferencial y condicione para el movimiento.

b) Encuentre la distancia viajada y la velocidad conseguida 3 seg. después de empezar un
movimiento.

c¢) (Cuanta distancia recorre la masa entre el 3° y 4°seg.? (Entre el 4° y 5° seg.?

Respuesta

a=g
ﬂ:g = v=gttc
dt 1
t=0, v=0 = ¢ =0 = ¢ =0 Sov=gt
V=ﬂ=gt
dt

t2
X = L

2
a) Ecuacion de movimiento  x (t) = g t*  Condiciones Iniciales t=0, x=0, v=0

b) Para t=3 seg. x(3) = 920 9 = 4410 cm.

v(3) = 980- 3 = 2940 cm/ seg.

c) Para t=4seg. x4) = 920 - 16 = 7840 cm.
d) Para t=5seg. x(5) = 950 -25=12.250 cm.

Entre el 3° y 4° seg. recorre : 3430 cm.
Entre el 4°y 5° seg. recorre : 4410 cm.

2) Una masa de 200 grs. se lanza hacia arriba con una velocidad de 2450 cm / seg.

a) Encuentre la distancia desde el punto de partida y las velocidades conseguidas 2 y 4 seg.
después de empezar el movimiento.

b) Encuentre el punto més alto alcanzado y el tiempo requerido.

c¢) (Cuadles son las distancias totales recorridas después de 2 seg. , después de 4 seg.?

Resguesta
a=-g

v - 980
dt
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v=980t + C;
t=0, v=2450 = C; = 2450
v=-980t + 2450

o _ - 980t + 2450
dt
2
X = - 980t +2450t + ¢

t=0, x=0 = c =0

X (t) = -490 t* + 2450 {

a) x(2) = -490-4 + 2450-2 = 2940 cm.
X (4) = -490-16+2450 -4 = 1960 cm.
v(2) =-980-2 + 2450 = 490 cm/seg. T
v(4) =-980-4 + 2450 =-1470 cm/seg. ¥

b) Puntomésalto, si v=0 = t = 2948500 =2,5 seg.

Xx(2,5) = -490-6,25 + 6125 = 3062, 5 cm.

c) x(2)=2940 cm.
x(2,5) + x(2,5) - x(4) = 4165 cm.

3) Un peso de 6 libras se deja caer desde una cima de i millas de alto. Asumiendo ninguna

resistencia del aire. ;En qué tiempo y con qué velocidad llega a la tierra?
Respuesta:

1 milla = 5280 pies, ‘1‘ milla = 1320 pies, g = 32 pies/seg’.

a=g ,3\'[/:32

t=0, v=0, ¢, =0 . v(t) =32t
2

%: 32t, luegox = 32 v + ¢y

dt 2

t=0, x=0, c =0

x(t) = 16t

si x =1320 pies t = 1?20 = 0,08 seg.

v(9,08) = 32-9,08 = 290,56 pies/ seg.
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4) Una pequena gota de aceite de 0,2 grs. de masa, cae en el aire desde el reposo. Para una
velocidad de 40 cm / seg. la fuerza debida a la resistencia del aire es 160 dinas. Asumiendo que la
fuerza de resistencia del aire es proporcional a la velocidad.
a) Encuentre la velocidad y la distancia recorrida como una funcién de tiempo.
b) Encuentre la velocidad limite.
Respuesta :
Sea F, = fuerza debida a la resistencia del aire
F. = kv

Si v = 40 cm/seg. F, = 160 dinas

160= K- 40 = K=4.

F=mg -k
dv

m - —=m- g—4v
dt 8
dv _ 4
dt 8 m
ﬂ = 980 - 4 v
dt ,
y:980—20V
dt
v
980 —20v
1

0 In|980 —20v|=t+c;, pues 980-20v>0 = 0 < v< 49

980 — 20v = ¢ *% _20C;
t=0,v=0 = ¢ = - 0%
’ 20
. 980—20V: e-20t . eln980
980 -20v = 980 ¢ 2"
980 -980 ¢ 2 = 20v
v = 49 49 ¢
v(t)=49 (1-¢™)

49"
x(t)=49t - + C
(® "0 5
=0 . x=0 . &= — 2 luego x(f) =dot + 2 g 4
20 20 20

b) sit—>+ oo v(t)=49 cm/seg. es lavelocidad limite.
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5.-Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales a los circuitos eléctricos

El flujo de corriente en una red eléctrica consistente en un niimero finito de circuitos conectados
en serie, estd gobernado por las siguientes reglas conocidas como leyes de Kirchhoff.

a) La suma algebraica de todas las corrientes que fluyen en un punto cualquiera de la red es
cero.

b) La suma algebraica de la pérdida de voltaje a través de los diversos componentes eléctricos,
en cualquier circuito orientado a la red, es cero.

Consideraremos redes que consistan en un solo circuito formado por:

Una fuente de voltaje (E) (voltio) 4-O_+_>
NN

Una resistencia (R) (ohmio)

Una capacitancia (C) (faradio) ||
Una Inductancia (L) (henrio)

Corriente (1) (amperio)

Carga (Q) (culombio), Q’(t)=I

y se cumplen las siguientes leyes.

1) La caida del voltaje a través de una resistencia es proporcional a la corriente que pasa través
de la resistencia, es decir

2) La caida del voltaje, a través de un inductor es proporcional a la tasa de tiempo instantanea de

) ) ) dl
cambio de la corriente, es decir |[EL. = L E
3) La caida del voltaje, a través de un condensador es proporcional a la carga eléctrica
instantanea en el condensador, es decir [E. = %

Convencidén: La corriente fluye del lado positivo (+) de la fuente de voltaje, a través del circuito
hacia el lado negativo.

(Ew® —— =

[
— 0000

Consideraremos tres casos para analizar.
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Caso 1: Dado un circuito en serie con una fuente constante de voltaje, E, (bateria), una
resistencia R y una inductancia L.

——— 00"

L

R

AN

. ) ) I
Por la segunda ley de Kirchhoff se tiene: Ep + Ex = E, es decir L ?Jt +RI=E

Si el circuito fue excitado en el instante t = 0, el flujo de corriente se obtiene como la solucion
del problema de valor inicial.

L a +RI=E, 1(0)=0 o bien a + R I =E (ecuacion diferencial lineal)
dt dt L L
Solucion
_[Ry Ry _R R R R
[=c¢e Jie JEethdt+C = Ldt+c — et EeLt-£+c — et EeLt+c
L L R R
R R
Como t = 0 =1, entonces 0= E+c luego ¢ = -k Lo I=e N EeLt—E
R R R R
R
B
_//\ ,\_
Término independiente del tiempo, de Término transitorio, pues cuando
-R
estado estacionario t— o, E e L -0
Ejercicio

A un circuito en serie, en el cual la inductancia es de 0.1 henrios y la resistencia es de 50 ohmios,
se le aplica una tension de 30 voltios. Exprese la corriente eléctrica en funcion del tiempo y
determine la corriente cuando el tiempo tiende al infinito, si I(0) = 0.
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Caso 2: Dado un circuito en serie con una fuente de corriente alterna E sen(wt), una
resistencia R, y una inductancia L.

000" .
t E
R
AN
Entonces, por la segunda ley de Kirchhoff, se tiene:
L 3![ +RI = E sen(wt), 1(0)=0
31 + (%)I = (% sen(wt )) ecuacion diferencial lineal en I

Solucion
R

1=¢’ FL{dt{j%sen(wt)ef FL{dtdt+c} el Lt{_[%sen(wt)eI %dt+c =

R

R R —t 5 R
e J Lt{%jsen(wt)ej Ltdt_,_c} _ efj Y| E| LRe" sen(wt) L*wcos(wtle* e

Ll R?+L°w? R% + L°w?

ELw
t=0=1 => ¢c=———
R? + L*w?
R Bt Et
_ | E| LRe" sen(wt) L’wcos(wt)e" ELw
= € T 2 202 2 22 =3 20,12
L R+ Lw R+ Lw R+ Lw

-R

_ ERsen(wt) ELwcos(wt) Elwe

I = +
R*>+L’w’ R*+L'w’ R>+L*wW’
-R
—t
E ELwe -
I = ———— (Rsen (wt)—wL cos (wt)) + ————
R* +w’L’ ( ) ) R* +L°w’
Sea R=z cos(a) A wL=zsen (a) .. z2=R*+w’L’
y R sen (wt) —wL cos (wt) =z cos (a) sen (wt) —z sen (o) cos (wt) =z sen (Wt - Q).
-R
—t
L
[ = %+E sen (wt - a )
z z

o = angulo de fase, z = ~/R* +W’L’ impedancia del estado estacionario.
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Caso _3: Dado un circuito en serie con una resistencia, una capacitancia y una fuente de
voltaje

R
AAN

Supongamos que una resistencia de R ohmios varia con el tiempo t (segundos), de acuerdoa R
=1+0,0lt, 0<t<1000. Se conecta en serie con un condensador de 0,1 faradios y una f.e.m.
de 100 voltios. La carga inicial en el condensador es de 5 culombios. Se trata de encontrar a) la
carga y la corriente como una funcion del tiempo. b) la carga maxima teorica.

Solucion:

Aplicando ley de Kirchoff se tiene RI + % =E,comol= (ij—? , entonces queda la ecuacion.

Q. Q
dt C

=E

Reemplazando los datos queda la ecuacion diferencial lineal
daQ N Q _ 100
dt  0,1+0,001t 1+0,01t

1

100 ej 0,140,001t
1+0,01t

Q(t) = 10+ Cy (0,1 +0,001)"""

Parat=0,Q =35, luego C; =-5( 0,1)'%

Q(t)=10-5(1+0,01t)"" (carga en funcion del tiempo )
dQ

Como | =—, luego
dt

—J.;dt dt
Q(t) — @ 7 0.1+0,001t J‘ dt+C

I(t)=50 (1+0,01t)"" (intensidad de corriente en funcién del tiempo)

Qmax S¢ obtiene parat — +© .. Quax= 10 culombios

L

1

v
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6.- Dinamica poblacional

Sea P(t) una funcion de poblacién que corresponde a una aproximacion continua a la poblacion
real que por supuesto crece con incrementos discretos.

Consideremos que la poblacion cambia exclusivamente por la ocurrencia de nacimientos y
decesos y no por inmigraciones o emigraciones.

Definimos
B(t) = nimero de nacimientos que han ocurrido desde t = 0, hasta el instante t.
D(t) = nimero de decesos que han ocurrido desde t = 0, hasta el instante t.

P(t) = B(t) - D(t)

Indice de natalidad: Numero de nacimientos por unidad de tiempo, por unidad de poblacion.
5t - lim BN -BO _ 1 d8

h—0 hP(t) P dt
~dB

a:ﬂp

Indice de mortalidad: Numero de decesos por unidad de tiempo, por unidad de poblacion.
Dt+h)-D@t) 1dD

o(t)=Ilim =
h—0 hP(t) P dt
2D _p
dt
dP dB dD
S—=——-—=P-P=(f-0)P
dt  dt dt P (f=9)
dP
L—=(f-9)P
o (B-9)
Observaciones:
1) SiBy 6 son constantes, entonces f — & = k, constante y se tiene Z—T =kP

2) Si B es una funcioén lineal decreciente, f = 3o — BiP, donde By y B son constantes positivas y si
0 = §p es constante, entonces se tiene la ecuacion:

Z—T =((B, —BP)—0,)P| sihacemos k=4, y M = %, entonces escribiremos que

1

dP . . .
o =kP(M - P)|que es la ecuacion logistica de la poblacion.

Si P <M, se obtiene la solucion:
MP,

P,+(M—-P)e ™ "'

P(t) = , donde Py = P(0)
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Nota: si Pp <M, entonces P(t) <M, V t>0 vy tlim Pt)=M, M se llama poblacién limite
Ejemplo:

Supongamos que en 1885 la poblacion de cierto pais era de 50 millones de habitantes y que
estuvo creciendo a razéon de 750.000 personas por afio en ese tiempo. Suponga también que en
1940 la poblacion era de 100 millones y que entonces el crecimiento era a razén de 1 millén al
afno. Supongamos que la poblacion satisface la ecuacion logistica. Determinar la poblacion limite
M y la poblacién pronosticada para el afio 2000.

Respuesta:
dP

Consideramos la ecuacion logistica o kP(M —P)

y sustituimos los dos pares de datos propuestos
para 1885 0,75 = 50k(M —50)

para 1940 1,00 =100k(M —100)

en millones

Resolviendo el sistema, se tiene |M = 200\ y \k = 0,0001\
La poblacion limite del pais es de 200 millones de habitantes.

IConsiderando t = 0 para el afio 1940, con Py = 100 se tiend

P, =100 M =200 k=0,0001 t=060

(P)M)

P+ (M - Po)e‘“‘)(M)“) =153,7 millones de habi tantes

P(60) =
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Autoevaluacién

1) Dibuje cada una de las siguientes familias de curvas, encuentre sus trayectorias ortogonales.
a) r=c(l +cos0), b) y=ce"

2) Un paracaidista y un paracaidas pesan 200 libras; en el instante en que el paracaidas se abre, €l
esta viajando verticalmente hacia abajo a 40 pies / seg. si la resistencia del aire es directamente
proporcional a la velocidad instantanea y la resistencia del aire es de 80 libras cuando la
velocidad es 20 pies / seg.

a) Encuentre la velocidad limite.

b) Determine la posicion y la velocidad a cualquier tiempo.

3) Un peso de 192 libras tiene la velocidad limite de 16 pies / seg. cuando cae en el aire, el cual
ofrece una fuerza de resistencia proporcional a la velocidad instantanea del peso , si el peso parte
del reposo.

a) Encuentre la velocidad del peso después de 1 seg.

b) (A qué distancia se encuentra antes de que la velocidad sea de 15 pies / seg.?

Tiempo estimado para responder la autoevaluacion 1,5 horas.
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l)a) r=c(l+cosB)

Respuesta:

dr

—— =¢ sen 0

do

ﬂ _ rsend
do 1+cosé
dr _ send
rdé 1+cosd
rdé __1+cos9
dr send

(_ dr j__l+cos€
rdé@ send

ar _ (sec © + ctg0) do.
r

In(r) =In(cosecO - ctgh) +

In(r) =In (1-cosB)c
r = c¢ (1—-cosB)

1)b) y=ce*
Respuesta:
ﬂzce" = lex=y
dx e*
dy 11
dx; o ce’ y
ydy =-dx
2
y—=—x+c
2
2
X = - y +c
2

2) Wp =200 libras
V, = 40 pies / seg.
R, = K.

Respuesta de la autoevaluacion

(Cardioide)

In(sen0)+c

R. = 80 libras para v =20 pie/ seg.

80

k-20 = |k=4
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»

F = 200- 4v
ma = 200 —4v
@y=200—4v
32 dt
éﬂ =4 (50-v)
4 dt

v _16 4
50-v 25

16
-In(50-v)= —t + ¢
( ) 5 |

In (50-v)= - ;it -Ci

t=0, v=40

40 = 50 - g™
-10 = ™

e =10
w=g-g

-¢; = In10
fy=s0 - e

16

v=50-10 e >

v(t)=50 - 10 ¢ ***" pies/ seg.
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a) velocidad limite . %im v (t)
v =50 pies/ seg.
b) v(t)=50—10 & ***
10 _o6u
x(t) =50t+— ¢ +c
© 0,64 ?

2

X (t) = 50t + 15,63 ¢ ™" + ¢,

t=0, x=0 , ¢, = -15,63

x(t) = 50t + 15,63 ¢ ** - 15,63 | pies

3)F, = Kv
F=192 -Kv

mﬁ=192—KV
dt

g Q = 192 —Kv
32 dt
6 ﬂ=192 -Kv
dt
& 192 kv
dt 6 6
v 32-KV
dt 6
dvk _ dt
32——v
6
ln(SZ—EVj
ke
6

In (32--v)=-—1t-—
ez V) 6 6"
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A T
6
v = 32-6 ﬁ —%mcl)
k k
velocidad limite = 32k6 =16

1i2=16 = |k=12

|
V:16' ~ e 2t+ In 32

v=16-16¢*

v=16(1-¢?%)

v(D=16(1-¢?) = 13,83 pies / seg.
15=16(1—-¢ )

e =0, 0625

51



»

UNIVERSIDAD TECNOLOGICA METROPOLITANA
FACULTAD DE C. NAT, MATEMATICAS Y DEL M. AMB.
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

LIDIA ORTEGA SILVA

UTEM

-2t=1n (0, 0625) = 1, 39 seg.

v=16-16¢"
L 16-16¢2
dt

-2t
x = 16t 16e + ¢

x(t) = 16t + 8¢ + ¢,

t=0, x=0
0=8+c¢cy
C2:-8

x(t) =16t + 8¢ - 8

x(1,39)=16 - 1,39 + 8¢*"* -8
=2224+8¢>78 8

x = 14,74 pies

v=16—16e>
ox _ 16 — 16e™
dt

x=16t+ 1266'2t+02

x(t) =16t + 8™ + ¢,

t=0, x=0
0:8+Cz
02:—8

x(t) = 16t + 8¢ — 8

x(1,39)=16 - 1,39 + 8¢*7* —8
=2224+ 8> 8

x = 14,74 pies
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Ejercicios propuestos

1) Dibuje cada una de las siguientes familias de curvas, encuentre sus trayectorias ortogonales y
grafiquelas: a) xy =c¢, b)y=cx’

2) Encuentre las curvas que satisfacen cada una de las siguientes condiciones geométricas.

a) La parte de la tangente que corta a los ejes esta dimidiada por el punto de tangencia.

b) La proyeccion sobre el eje x de la parte de la recta normal entre (X, y) y el eje x tiene
longitud 1.

3) Un tanque contiene 100 decalitros de salmuera obtenida disolviendo 60Kg de sal. Se
introduce al tanque a una velocidad de 2decalitros/min, agua salada que contiene 1Kg de sal por
decalitro, y la mezcla, conservada homogénea mediante agitacion, sale a una velocidad de 3
decélitros/min. Hallar la cantidad de sal en el tanque al cabo de una hora.

4) Dos quimicos, A y B, reaccionan para formar otro quimico C. Se encuentra que la tasa a la
cual C se forma, varia con las cantidades instantdneas de los quimicos A y B presentes. La
formacion requiere 2 libras de A por cada libra de B. Si 10 libras de A y 20 libras de B estan
presentes inicialmente, y si 6 libras de C se forman en 20 minutos, encontrar la cantidad del
quimico C en cualquier tiempo.

5) La fuerza de resistencia del agua que actiia sobre un bote es proporcional a su velocidad
instantanea, y es tal que a 20 pies / seg. , la resistencia del agua es 40 libras. Si el bote pesa 320
libras y el unico pasajero para 160 libras y si el motor puede ejercer una fuerza estable de 50
libras en la direccion del movimiento.

a) Encuentre la maxima velocidad a la cual el bote puede viajar.

b) Encuentre la distancia recorrida y la velocidad a cualquier tiempo, asumiendo que el bote
parte del reposo.

6) Un cuerpo de masa m cae desde el reposo en un medio en que la resistencia (en libras) es
proporcional a la velocidad (pies/seg) si la gravedad especifica del medio es i la del cuerpo y si

la velocidad terminal es 24 pies/seg = 7,31 m/seg. Hallar a) la velocidad al cabo de 3 seg, b) la
distancia recorrida en 3 seg.

7) Una resistencia de 4 ohmios y un inductor de 1 henrio se conectan en serie con un voltaje dado

por 100 e™ - cos 50, t>0. Encontrar I(t), si I=0 en t=0.

53



UNIVERSIDAD TECNOLOGICA METROPOLITANA
FACULTAD DE C. NAT, MATEMATICAS Y DEL M. AMB.
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

LIDIA ORTEGA SILVA UTEM

54



UNIVERSIDAD TECNOLOGICA METROPOLITANA
\..' FACULTAD DE C. NAT, MATEMATICAS Y DEL M. AMB. ‘.
sy DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

EHE LIDIA ORTEGA SILVA UTEM

UNIDAD 4: SOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES MEDIANTE UNA
TECNICA CUALITATIVA

Estudiaremos la ecuacion diferencial de la forma: 3}: =f(t,y)

Campo de direcciones y el método de las isoclinas
(Isoclina = pendiente constante)

Si @y _ f (t,y) satisface el teorema de existencia — unicidad en una region R, en cada punto (a,b)
dt

de R se traza un segmento de recta con pendiente f(a ,b), se obtiene un grafico llamado campo
de direcciones.

Ejemplo
Obtenga el campo de direcciones de la ecuacion diferencial: ((jj_{ __t
y

Respuesta

Sea f(t,y)= - t; . Damos valores a t ey, y se tiene la siguiente tabla:
y/t |-4 -3 -2 -1 0 |1 2 3 4
-4 -1 -3/4 |-1/2 |-1/4 |0 |1/4 |12 |3/4 |1
-3 1-4/3 (-1 -2/3 |-1/3 |0 |[1/3 |2/3 |1 4/3
2 (-2 -3/2 -1 -12 10 (172 |1 32 |2
-1 |4 -3 -2 -1 0 |1 2 3 4
0 |- - - - |- - - -
1 |4 3 2 1 0 (-1 -2 -3 -4
2 |2 32 |1 172 |0 [-1/2 |-1 -3/2 |2
3 143 |1 2/3 |1/3 |0 |-1/3 |-2/3 |-1 -4/3
4 |1 3/4 1172 |1/4 |0 |-1/4 |-1/2 |-3/4 |-1

Paray=-4y t=-4, se tiene f(-4, -4) = -1, etc.
Para graficar el campo de pendientes, ubicamos los puntos (t, y) y sobre ellos dibujamos un
pequeio segmento de recta de pendiente f(t,y).

Grafico 1

familia de circunferencias
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.y 2 2 . . . R
Solucion: t°+y” = C, que corresponde a una familia de circunferencias concéntricas.

Casos especiales

a) Campos de pendientes para dy/dt = f(t)
El campo de direcciones es paralelo a lo largo de cada linea vertical, pues la pendiente no
depende de y.

Ejemplo:
: ) ., |d
Generar el campo de pendientes a partir de la ecuacion d)t/ =2t
Respuesta: La grafica del campo de pendientes es la siguiente
Grafico 2
o 3 £ 0r
Y
HREED
o £ r
Rt "
o £ r
HagE
FReoe =g
ISEEE==221

Integrando la ecuacion se tiene
y(t) = I 2tdt=t+c

donde c es la constante de integracion.

Por consiguiente, la solucion general de la ecuacion diferencial consiste en funciones de la forma

2
y(t)=t"+c

Grafico 3
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b) Campos pendientes para ecuaciones autonomas

Definicion de ecuacion autdnoma

Las ecuaciones autonomas son ecuaciones diferenciales de la forma
Yty
dt

El campo de direcciones es paralelo a lo largo de cada linea horizontal, pues la pendiente no
depende de t.

Ejemplo:

Determinar el campo de pendientes para la ecuacion autbnoma
dy
= 4y -
it yd-y)

Respuesta:

Grafico 4

e Si0<y< 1, entonces dy/dt es positiva y las tangentes sugieren que una solucion con 0<y <1 es
creciente.

e Siy<-1 o siy>l, entonces dy/dt es negativa y cualquier solucion con y <-1 oy > 1 es
decreciente.

Definicion de punto de equilibrio de una ecuacion diferencial autbnoma
dy

Dada la ecuacion autonoma ot = f(y). Llamaremos punto de equilibrio de la ecuacion a los

dy

valores de y, tales que f(y) = 0, es decir los valores de y , tales que It = 0. Estos puntos también

se llaman puntos criticos, soluciones de equilibrio, o soluciones constantes. Geométricamente,
todas las marcas de pendiente son horizontales para estos puntos.

Ejemplo:
d
Para la ecuacion autonoma détl =4y(1-vy)

Tenemos soluciones de equilibrioeny=0yeny =1, pues 4y (1 —y)=01implicay=0 e y=1.

El campo de pendientes es horizontal a todo lo largo de esas dos lineas horizontales y por tanto
sabemos que ambas corresponden a las graficas de soluciones.
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Intervalos de crecimiento de f(y): ]O,l[
Intervalos de decrecimiento de f(y): J-0,0[, Ji,+o0f

Grafico 5 Grafico 6

El campo de pendientes para Las graficas de tres soluciones
dy/dt = 4y(1-vy) superpuestas sobre el campo de
pendientes para dy/dt = 4y(1 -)

Un problema de mezclado

Consideremos un gran tanque que contiene azucar y agua con lo que se prepararan refrescos
embotellados. Suponga que:
a) El tanque contiene 100 galones de liquido. Ademas, la cantidad que fluye hacia adentro es
la misma que fluye hacia afuera, pero siempre hay 100 galones en el tanque.
b) El tanque se mantiene bien mezclado, por lo que la concentracion de azlicar es uniforme
en todo el tanque.
c) El agua azucarada que contiene 5 cucharadas de azucar por galon entra al tanque a través
de un tubo A, a razén de 2 galones por minuto.
d) El agua azucarada que contiene 10 cucharadas de azlicar por galon entra al tanque a través
de un tubo B, a razon de 1 galon por minuto.
e) El agua azucarada sale del tanque a través de un tubo C, a razén de 3 galones por minuto.
Se desea determinar la cantidad de azucar en el tanque como funcién del tiempo.

N0

Respuesta:
La ecuacion diferencial que modela al problema es la siguiente

((jjf =2-5+1-10-3- I(S)() , donde S describia la cantidad de azicar en un tanque en el tiempo t.
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dS 2000-3S

Luego: — =
dt 100

g ., -0.03t 2000
La solucién general de esta ecuacion es S (t) = ce + 3 donde C es una constante
arbitraria.

Usando el campo de pendiente de esta ecuacion es posible obtener facilmente una descripcion
cualitativa de esas soluciones. En la gréafica siguiente mostramos el campo de pendientes y las
graficas de las respuestas seleccionadas.

Grafico 7
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El campo de pendientes es horizontal si S = 2000/3, la solucién de equilibrio.
Las pendientes son positivas si S < 2000/3 y negativas si S > 2000/3.
Las soluciones tiendan hacia el equilibrio cuando t crece.

Este analisis cualitativo indica que, independientemente de cual sea la cantidad inicial de azucar,
la proporcion de azucar en el tanque tiende a 2000/3 cuando t — 0.

Obtenemos la misma informacion tomando el limite de la solucidon general cuando t — <o, pero
no siempre es facil de calcularlo.

Definicion de linea de fase
Es una recta que resume el campo de direcciones. En la recta se ubican los puntos de equilibrio y
los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f(y).

Ejemplo

Considere la ecuacion diferencial
dy
—~ =(1- .
it (I-y)y

El lado derecho de la ecuacion diferencial es f(y) = (1 —y)y.
f(y) =0 ocurre cuando y=0 ¢ y=1.

Por lo tanto, la funcion constante y;(t) =0 y Ya(t) =1, son soluciones de equilibrio para esta
ecuacion.

Lospuntosy=0 y Yy=1 sobre el ¢je y se denominan puntos de equilibrio.
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f(y) es positivosi 0 <y <1,
f(y) es negativosiy<0oy> 1.

Podemos dibujar la linea de fase colocando los puntos de equilibrioy =0y y = 1, y los intervalos
de crecimiento y de decrecimiento con una flecha.

Grafico 8

& » &

Linea de fase para dy/dt = (1 —y)y.

Las lineas de fase para esbozar soluciones

Podemos obtener un croquis aproximado de las graficas de soluciones, directamente a partir de
las lineas de fase. El tipo de informacion que predicen estas lineas de fase indican el
comportamiento limite de las soluciones cuando t crece o disminuye. El grafico obtenido al trazar
las graficas de las soluciones, se llama retrato de fase.

Ejemplo 1
Consideremos el problema de valor inicial: Z\iv =2-w)senw, w(0)=0.4
F(w)=(2 —w) sen(w) Puntos criticos: 2,0, £+, £ 27, .......

La linea de fase es la siguiente.
Grafico 9: Linea de fase

A
|l w=mn
\ 4
1l w=2
ﬂ‘
1 w=0
4
v
| w=-n
A
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Gréfica 10: Retrato de Fase

| | | t
-2 0 2 4

Grafica de la solucion al problema de valor inicial (i\iv =(2-w)senw, w(0)=0.4

Nota: Suponga que Y(t) es una solucion de una ecuaciéon autbnoma

dy

— = f(y).
ot (y)
- Sif(y(0)) = 0, entonces Y(0) es un punto de equilibrio y y(t) = y(0) para toda t.

- Sif(y(0)) > 0, entonces Y(t) es creciente para toda t y y(t) — oo, cuando t se incrementa, o bien
y(1) tiende al primer punto de equilibrio mayor que y(0).

- Si f(y(0)) < 0, entonces Y(t) es decreciente para toda t y y(t) — - oo, cuando t se incrementa, o
bien y(t) tiende al primer punto de equilibrio menor que y(0).

lim y(t) =2 tI|'r7n y(t)=0

t—+o0

Ejemplo 2

Dada la ecuacion diferencial
3
aw =|1- PP ~1|P’
dt 20) \ 5
Si la condicion inicial estd dada por P(0) = 8, ;qué sucede cuando t se vuelve muy grande?.
Respuesta:
Los puntos de equilibrio son: P=0, P =5y P = 20.

Si0<P<35, f(P)esnegativa; luego P es decreciente en ]0,5[
SiP<005<P<20, f(P)espositiva;luego P es creciente en ]— oo,O[ y ]5,20[
SiP>20, f(P)esnegativa, luego P es decreciente en ]20,+00[ )

Cuando t — oo, P(1) tiende hacia el punto de equilibrio P = 20.

Cuando t — -o0, la solucion con condicion inicial P(0) = 8 decrece hacia el siguiente punto de
equilibrio mas pequeio, que es P = 5. Por consiguiente, P(t) es siempre mayor que P = 5.
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Grafico 11 Grafico 12
Linea de fase para dP/dt = f(P) = Grafica de la solucion al problema de
(1 - P/20)*((P/5) — 1)P’ valor inicial dP/dt = (1 — P/20)*((P/5)-1) P,
1 P(0) = 8.
Tp=20 P
A
20
15
0

P=5 ——

\ 4 | | t
P=0 -0,00002 0,00002

Clasificacion de los puntos de equilibrio
Si yo es un punto de equilibrio de la ecuacion diferencial auténoma dy/dt = f(y), entonces se
tiene:

Sumidero asintoticamente estable: si cualquier solucion cercana a Yo se acerca a Yo en forma
asintotica cuando t — o.

Fuente: si cualquier solucion cercana a Yo se aleja de yo cuando t — oo.

Nodo: Si yy no es sumidero ni fuente.

Grafico 13
Ejemplos de puntos nodales de equilibrio y graficas de soluciones cercanas.

\ i J =
= p—

e — FUENTE
/{_—. SUMICERC iﬁ
SUMIDERO FUENTE NODO
equilibrio estable equilibrio inestable equilibrio semiestable
£(yo) <0 £(yo)>0 £(yo) =0 1"(yo) # 0
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Ejemplo

Dada una ecuacion diferencial, clasificar los puntos de equilibrio como sumideros, fuentes o
nodos, a partir de la linea de fase.

d
o Y Y6y -2)
Respuesta:
Los puntos de equilibrio sony=-3 y y=2.
dy/dt <0 para-3 <y<2 y dy/dt>0paray<-3yy>2.

Con esta informacién podemos dibujar la linea de fase, y en ésta vemos que Yy = -3 es un
sumidero y Yy =2 es una fuente.

Grafico 14
Linea de fase para dy/dt =y +y — 6.

A

| y=2(fuente)

Y
|y = -3 ( sumidero

A

Observacion:
Supongamos que nos dan una ecuacion diferencial dw/dt = g(w), donde g(w) esta especificado en
términos de una grafica y no en términos de una formula. Podemos atn entonces esbozar la linea
de fase. El grafico de g(w) se llama diagrama de fase o plano fase de la ecuacion diferencial
dw/dt = g(w).

Ejemplo
Sea g(w) la grafica siguiente

Gréfica 15

g(w)
g(w)>0 w crece

g(w) <0 w decrece

w
-O,& 1 2,5

La ecuacion diferencial correspondiente tiene tres puntos de equilibrio: w=-0.5,w=1yw=2.5
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gw)>0siw<-0.5,1<w<25yw>2.5.
gw)<0si —0.5<w<1.

Usando esta informacion podemos dibujar la linea de fase y clasificar los puntos de equilibrio.
El punto w = -0.5 es un sumidero, el punto W = 1 es una fuente y el punto w = 2.5 es un nodo.

Grafica 16 Grafica 17
Linea de fase para la ec. dif. dw/dt = g(w) Retrato de Fase

2,5 nodo 2,5 =
1 _/—

»
»
—1

1 fuente

-0,5 sumidero 0,5

Estabilidad de una solucién de equilibrio de una ecuacién diferencial de primer orden.

L . T . . .. |df
Definicidn: Sea x. una solucion de equilibrio de la ecuacion diferencial x = f(X)

Esta solucion de equilibrio puede ser estable o inestable:
a) Un equilibrio x. es estable si todas las soluciones que comienzan cerca de X, se quedan cerca

de xe. Es decir, x. es estable si V £>0, 36 >0, tal que VX, X — X| <d = X(t, Xe) — X¢| <€,

Vt>0

b) Un equilibrio x. es inestable si mientras mas cerca de x. comience la solucion, se queda mas
lejos de x = Xe.

¢) Un equilibrio x. es asintoticamente estable si el equilibrio es estable y ademas la solucion se
acerca al equilibrio para todas las condiciones iniciales cercanas, es decir  x(t) ---> X,
cuando t ---> +oo. Es decir, X, es asintdticamente estable si es estable y ademas 3 r > 0, tal
que [x(t,Xe) —Xe| >0

Observacion:

Dada la ecuacioén diferencial % = f(X), y sea x. un equilibrio de ella. Luego f(x.) = 0.

. . dx .
Si x esté cerca de x., entonces ot = f(X,)+(x—=x,)f'(x,), por teorema del valor medio,

F1(x,) = f(xi: f(x,)

e

= f(x)= f(xe)+(x—xe)f'(xe)=%. Como f(x,)=0
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dx dx
Srmi (X=x)f'(x)} = o f'(x.)dt = In|x — x| = f'(x, )t +¢
e

fl(xo)t

Luego, la solucién de esta ecuacion es ‘X =X, tce

Nota:

|nn-i£51572£522:=f'(xe)

X—>Xe X .

Si £(xe) > 0, las soluciones se alejan del equilibrio exponencialmente, cuando t --->+o0 y se tiene
que X, es inestable.

Si £(x¢) < 0, las soluciones decaen exponencialmente hacia el equilibrio, cuando t --->+o y se
dice que el equilibrio x. es estable. Ademas, como x(t) ----> X, diremos que el equilibrio es
asintoticamente estable.

En resumen:
. s dx
Si x. es un equilibrio de pry = f(X), entonces:

a) Sif(xe) <0, X es asintoticamente estable
b) Sif’(xe) >0, X es inestable
c) Sifi(xe)=0,yf“ (xe) #0 X es semiestable.

Ejemplo

Sea % =x—-x>, f(X)=x(1-x)(1+X),luego f(x)=0 implica puntos de equilibrio: 0, I, -1

f'(x)=1-3x"
f'(0)=1>0
fr)=-2<0

fr(-1)=-2<0

£(0) > 0, luego x = 0 es inestable
(1) <0, luego x = 1 es asintoticamente estable
f(-1) <0, luego x = -1 es asintoticamente estable

S ) , dx
Plano fase de la ecuacion diferencial autonoma E =X—X

1’5 Mﬁgg’ 05y 1% 15
=14
-1.59
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Linea de fase de x(t).

dx
dt

Campo de direcciones de la ecuacion diferencial autonoma
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Retrato de fase de la ecuacion diferencial autdbnoma

dt
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Y=0

1

66



! FACULTAD DE C. NAT, MATEMATICAS Y DEL M. AMB.
Bl DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
R LIDIA ORTEGA SILVA UTEM

' UNIVERSIDAD TECNOLOGICA METROPOLITANA ‘.

Aplicacion del analisis cualitativo a la dindmica poblacional

Ejemplo:

Supongamos que en 1885 la poblacion de cierto pais era de 50 millones de habitantes y que
estuvo creciendo a razon de 750.000 personas por afio en ese tiempo. Suponga también que en
1940 la poblacion era de 100 millones y que entonces el crecimiento era a razén de 1 millon al
afio. Supongamos que la poblacion satisface la ecuacion logistica. Determinar la poblacion limite
M y la poblacién pronosticada para el afio 2000.

Respuesta
Puntos de equilibrio: P=0,P =M.

Retrato de fase

P

P \
200

Py

Bifurcaciones

Ecuaciones con Parametros
Una ecuacion diferencial que depende de un pardmetro x se bifurca cuando hay una variacion

cualitativa en el comportamiento de las soluciones a partir de una modificacion en el parametro.

Notacion:
Una funcién de la variable dependiente y, que también depende de un parametro x, se denota

por f,(y). La ecuacion diferencial correspondiente con variable dependiente y y parametro u es

dy
= f
dt ;l(y)

Llamamos a esta forma una familia paramétrica de ecuaciones diferenciales, puesto que en
realidad es una coleccion de ecuaciones distintas, una para cada valor de u .

Ejemplo:
- : ) dP
El modelo de crecimiento exponencial para poblaciones. ’m =kP
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contiene el pardmetro k, que es la constante de proporcionalidad para la razéon de crecimiento
dP/dt versus la poblacion total P.

Estudiaremos como cambian las soluciones de una ecuacion diferencial cuando un parametro es
variado. Especificamente estudiaremos ecuaciones autdbnomas con un parametro.

Ejercicio

dy

=f (y)=y*-2y+
at A=y y+u

Consideremos la familia paramétrica

Para cada valor de x tenemos una ecuacion diferencial autonoma, y podemos dibujar su linea de
fase y analizarla usando los procedimientos de la seccion previa.

Por ejemplo si escogemos los valores 4 =-4, u =-2, 4 =0, u =2y u =4, esto nos da cinco
ecuaciones diferenciales autdbnomas diferentes con cinco lineas de fase diferentes. Una de éstas es

dy 2
2 =f =y’ -2y-2.
ot L) =y -2y

Esta ecuacion diferencial tiene puntos de equilibrio en valores de Yy para los cuales
2+/44+8 2+4/12
b=y 2y 2-0 y-= Zﬁz zlei@

Los puntos de equilibrio son y = 1-/3 ¢ y= 1+-/3, y entre ambos, la funcion f, es negativa por
arriba y debajo de ellos f, es positiva. Por tanto, y = 1 - /3 es un sumidero e y=1+ /3 esuna
fuente. Con esta informacién podemos graficar la linea de fase. Para los otros valores de u se
sigue un procedimiento similar y se obtienen las siguientes lineas de fase.

1++/5
;5 Gréfico 18
1+3 &, Lineas de fase para
A A q
0 Yot (=y -2y+u
dt
1_£ l—x/g para ﬂ 2-4’ -2, 0,2}/4

u=-4 u=-2 u=0 u=2 u=4

Cada una de las lineas de fase es algo diferente de las otras. Sin embargo, la descripcion basica
para 4 =-4, pu =-2y u =0 es la misma: hay exactamente dos puntos de equilibrio; el menor

es un sumidero y el mayor es una fuente.
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Las soluciones con condiciones iniciales muy negativas se aproximan a un punto de equilibrio
cuando t crece, y a - o cuando t decrece. Y aquellas que poseen valores iniciales entre los puntos
de equilibrio, tienden al menor punto de equilibrio cuando t crece y al mayor cuando t decrece.

Si u =2y u =4, todas las soluciones tienden a + o cuando t crece y a - oo cuando t decrece.

Como hay un cambio importante en la naturaleza de las soluciones, decimos que ha ocurrido una
bifurcacion en alguna parte entre £ =0y u =2.

Para investigar la naturaleza de esta bifurcacion, dibujamos las gréaficas de f, para los valores u

anteriores. Para u =-4,-2y 0, f (y) tiene 2 raices, pero para x =2y 4 la graficade f,(y) no

cruza el ejey.
En alguna parte entre £ =0y u =2, la graficade f,(y) debe ser tangente al eje y.

Definicion:
Llamaremos valor de la bifurcacion a los valores de u tales que 2}(1 =f,(y)=0.
Nota:

El valor de la bifurcaciéon presenta una variacion cualitativa en el comportamiento de las
soluciones.

Ejemplo:

d
Encontrar los valores de bifurcacion de la ecuacion di/ =f Y= y> =2y+u
Respuesta:

Las raices de la ecuacién cuadratica y*—2y+ x4 =0 son y=1%-/1— .
Si p <1, esta cuadratica tiene dos raices reales;

Si x4 =1, tiene una sola raiz

Si ¢ > 1, no posee raices reales.

.. Las ecuaciones diferenciales correspondientes cuentan con:
dos puntos de equilibrio si g <1,

un punto de equilibrio si ¢ =1
ningtn punto de equilibrio si ¢ > 1.

Luego, la naturaleza cualitativa de las lineas de fase cambia cuando . Decimos que ocurre
una bifurcacion en 4 =1y que éste es un valor de bifurcacion.
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\\ 12 /1]
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3 ) \\._IJ 3 / 774 2 Grafico 19
\ \ / Graficas de f,(y) = Yy -2y + u
L - H = '47 '29 09 2 y 4
-4 j
A
A £
Grafico 20
4 Lineas de fase correspondientes
— A Para dy/dt= f, (y)=y -2y + u.
A
A
pu <1 u=1 pu>1

El diagrama de bifurcacion
Este diagrama es una grafica (en el plano - y) de las lineas de fase cercanas a un valor de

bifurcacion, que permite ver claramente los cambios experimentados por las lineas de fase,
cuando el parametro pasa por este valor.
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Procedimiento para determinar el diagrama de bifurcacion

1) Determine los valores de bifurcacion haciendo f,(y) =0

2) Considere valores de x ligeramente inferiores y ligeramente superiores a cada valores de
bifurcacion.

3) Para trazar el diagrama de bifurcacion, graficamos los valores del pardmetro a lo largo
del eje horizontal.

4) Para cada valor g dibujamos la linea de fase correspondiente a x sobre la linea vertical

por .

Nota:
Podemos imaginar este diagrama como una pelicula: conforme nuestro ojo barre la imagen de
izquierda a derecha, vemos evolucionar las lineas de fase a través de la bifurcacion.

Grafico 21
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Ejercicios propuestos

I) Esbozar la linea de fase para las siguientes ecuaciones diferenciales e identificar los puntos de
equilibrio:

dy dy

Y _3ya- ) Y

) g ==Y ) g = oY

3) W wo2)senw 4 MW ows10
dt dt

II) En los ejercicios 5-8 se da una ecuacion diferencial y se especifican varias condiciones
iniciales. Graficar las soluciones que satisfacen estas condiciones:

5) Ecuacion del ejercicio 1; y(0)=1, y2)=-1, y(0)=1/2, y(0)=2.

6) Ecuacion del ejercicio 2; y(0)=0, y(-1)=1, y(0)=-7/2, y(0)= 7.

7) Ecuacion del ejercicio 3; w(0) =1, w(0)="7/4, w(0)=-1, w(0)=3

8) Ecuacion del ejercicio 4; w(0)=0, w(1/2)=1, w(0)=2.

IIT) En los ejercicios 9-11 describa el comportamiento a largo plazo de la solucién de la ecuacion

dy

diferencial It =y>—4y+2  con la condicion inicial dada

9) y(0)=1 10) y(0) =-10 1) y@3)=1
IV) En los ejercicios 12-13 se muestra una linea de fase para una ecuacion autonoma  dy/dt =

f(y). Haga un bosquejo de la grafica de la funciéon f(y). Suponga que y = 0 estd a la mitad del
segmento.

12) | |

13) | | | |

14) Suponga que desea modelar una poblacién con una ecuaciéon diferencial de la forma
dP/dt = f(P), donde P(t) es la poblacion en el tiempo t. Se han efectuado experimentos que dan la
informacion siguiente:

- Los unicos puntos de equilibrio en la poblacion son P =0, P =10y P = 50.
- Sila poblacién decrece es 100, la poblacion decrece.
- Sila poblacién es 25, la poblacion aumenta.

a) Esboce las posibles lineas de fase para este sistema para P > 0 (hay dos).

b) Haga un croquis aproximado de las correspondientes funciones f(P) para cada una de sus
lineas de fase.

¢) Dé una formula para las funciones f(P) cuyas graficas concuerden (cualitativamente) con las
del inciso (b) para cada una de sus lineas de fase.
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15) Sea f(y) una funcion continua.

a) Suponga que f(-10) > 0 y f(10) < 0. Demuestre que hay un punto de equilibrio para

dy/dt=1f(y) entre y=-10y y=10.

b) Considere que f(-10) > 0, que f(10) < 0 y que hay muchos puntos de equilibrio finitos entre
=-10 y y=10. Siy =1 es una fuente, demuestre que dy/dt = f(y) debe tener por lo menos dos

sumideros entre y =-10 y y = 10. (;Puede usted decir donde estan localizados?)

16) a) Esboce la linea de fase para la ecuacion diferencial
dy 1

dt (y-2)(y+1)
y analice el comportamiento de la solucion con la condicion inicial y(0) = 1/2.
b) Aplique procedimientos analiticos al problema del valor inicial

dy _ 1 _1
dt_(y—2)(y+1)’y(0)_2’

y compare sus resultados con su andlisis en el inciso (a).

17) En los ejercicios 1- 4, localice los valores de bifurcacion para la familia paramétrica y dibuje
las lineas de fase para valores del parametro ligeramente menores que, ligeramente mayores que,
y en el valor de la bifurcacion.

dy _ -
) —=y +a
) a Y
dy _ .-
2) — =y +ay+1
) at y y
3) Para la familia paramétrica.
4) Considere el modelo de poblacion
P __P°
dt 50
para una especie de pez en un lago. Suponga que las autoridades han decidido permitir la pesca,

pero no es claro cuantas licencias de pescar se autorizaran. Suponga que con licencia, una
persona pescara en promedio 3 peces por afio.

+ 2P,

a) (Cuadl es el mayor nimero de licencias que pueden autorizarse para que los peces tengan
oportunidad de sobrevivir en el lago?

b) Suponga que se emiten el numero de licencias de pescar determinado en el inciso
a);Qué pasara a la poblacion de peces, es decir, como se comporta la poblacién

actual con respecto de la poblacion inicial?

c) El simple modelo de poblacion anterior puede verse como el de una poblacion ideal
de peces que no estd sometida a los problemas ambientales de un lago real. Para la
poblacion real de peces habra cambios ocasionales en la poblacién que no se consideraron
cuando se construy6 este modelo. Por ejemplo, si el nivel del agua aumenta debido a una
fuerte lluvia, unos cuantos peces adicionales podrian ser capaces de nadar debajo de una
corriente usualmente seca para alcanzar el lago, o bien, el agua adicional podria llevar a
éste materia toxica, matando algunos peces. Dada la posibilidad de perturbaciones
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inesperadas de la poblacion no incluida en el modelo, ;qué cree usted que pasara a la
poblacion real de peces si se permite la pesca al nivel determinado en el inciso (b)?

18) En la ecuacion diferencial que modela poblaciones de peces con recoleccion,
dP P
—=f.(P)=kP|1-— |-C,
ORI

vemos que si C > kN/4 la poblacion de peces se extinguird. Si dicha poblacion llega casi a cero
debido a que el nivel C de pesca es ligeramente mayor que kN/4, ;por qué debe implementarse el
veto para que la poblacion se recupere?. Es decir, si un nivel de pesca justamente arriba de
C = kN/4 ocasiona un colapso de la poblacion, ;jpor qué no puede ser restituida la poblacion
reduciendo el nivel de pesca justamente abajo de C = kN/4?.

NOTA 1:

Definimos el indice de un punto de equilibrio para una ecuacidon para una ecuacion diferencial
autonoma. Una fuente tiene indice + 1, un sumidero tiene indice —1 y los nodos indice 0.
Considere la familia paramétrica de ecuaciones diferenciales dy/dt = f_(y), donde f depende

continuamente de & y Y. En los ejercicios 6-7 suponemos que esta ecuacion diferencial tiene un
numero finito de puntos de equilibrio en el intervalo 0 <y <1 para toda «.

19) Supongamos que para ¢ = 0, la suma de los indices de los puntos de equilibrio en el
intervalo 0 <y <1es—1.Si f_ (0)=0yf_ (1)#0 paratoda «, demuestre que dy/dt = f_(y) debe

tener por lo menos un sumidero en 0 <y <1 paratoda .

20) Supongamos que para @ = 0, la suma de los indices de los puntos de equilibrio en el
intervalo 0 <y <1 es 0. Siparacada o, f_(0) >0y f_(1)# 0, demuestre que existe un numero

positivo M, que depende de o y que dy/dt = f_ (y) + M_ no tiene puntos de equilibrio en el
intervalo 0 <y < 1.

NOTA 2:
Suponga que N es un entero positivo par. Entonces, la ecuacion diferencial
dy _ n
=Y,
dt

tiene un nodo en Yy = 0 y ningin otro punto de equilibrio. Podria antojarse clasificar todas
bifurcaciones diferentes que pueden ocurrir.

21) Para la familia paramétrica

dy

4 2
=y tay
dt ’
(cudntos puntos de equilibrio estdn proximos a y = 0 si « es ligeramente mayor que cero?.
(Cuantos hay si « es ligeramente menor que cero?.
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UNIDAD 5: ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE ORDEN N.

Forma general

dn
8 (%) Y va,(x)
X

n

n-1 n-2
‘;X%wz(x)d Lo mra,, 0 L a, (Y = F(0

dx"2

si @ son constantes V; , la ecuaciéon se llama ecuacion diferencial lineal con coeficientes
constante. En caso contrario ecuacion diferencial lineal de coeficientes variables.

Ejemplos
3y’ "+ 2y’ —4y’+8y = 3e-5x? ec. diferencial lineal con coeficientes constantes, de orden 3
Xy =2y +xy=x"=2 ec. diferencial lineal con coeficiente variables, de orden 2.
2
Usando los operadores : D, D?, D3, ....., donde Dy = gy , D¥ = (; Z ,
X X
Anotaremos

B, D"y +a; D"y +-—+a,1Dy +a,y=F | o bien (@D"+aD" +--+a. D+a)y=F

Si ¢ (D)=a, D" +a; D" +--- +a, , anotaremos p (D)y=F

Propiedades de los operadores

1) D" (u+v)=D" (u) + D" (v) , u,v funciones diferenciables
2) D"(au)=a D" (u) , o =constante

3) ¢(D) (u+Vv)=¢ (D)(u)+ ¢ (D)(v)

4) ¢ (D) (au) =a ¢ (D) u, a = constante

-.D"y ¢ (D) son operadores lineales

Definicion :
Sea \d) D)y=FXx) , FX)=# 0\ ecuacion diferencial general de orden n.

Se puede asociar con la ecuacion |p (D) y = 0 llamada ecuacion complementaria o ecuacion
homogénea de la ecuacion diferencial lineal general.

Teorema fundamental |

Si y =u (x) es cualquier solucion de la ecuacion ¢ (D) y = F(x) e y = v(x) es cualquier
solucion de la ecuacion ¢ (D) y =0, entonces y = u(x) + v(x) es solucion de la ecuacion ¢ (D)
y = F(x).

Si v(x) tiene n constantes arbitrarias, donde n es el orden de la ecuacion, entonces es la solucion
general de la ecuacion complementaria.

Si u(x) no tiene constantes arbitrarias, es una solucidn particular de ¢ (D) y = F(x).
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Definicion : Solucion complementaria de la ecuacion ¢ (D) y = F(x)
Corresponde a la solucion general de la ecuacion complementaria y la denotaremos por y.

Definicion : Solucidn particular de la ecuacion ¢ (D) y = F(x)
Es una solucion seleccionada de la ec. dada (sin constantes arbitrarias) y la denotaremos por y,

Teorema fundamental 11
La solucion general de la ecuacion diferencial ¢ (D) y = F(x) viene dada por

Teorema de existencia — unicidad

Si a(x) y F(x) son funciones continuasen[a, b] y aa (X) #0 Yy Ppo, ...., Pn, SON constantes
dadas.

Entonces 3! solucién y(x), tal que [a,(x) D" + ai(x) D" + .... + a,(x)] y = F(x), cumple las
condiciones y(¢) = po, V(€)= p1, ..., V"V (C) =pn, C € [a, b]

Nota: El teorema proporciona solo condiciones suficientes, es decir, aun si las condiciones
enunciadas no se satisfacen todas, pueden existir soluciones unicas.

Solucion general de la ecuacién complementaria de una ecuacion diferencial de coeficientes
constantes

Considerar una ecuacion auxiliar, que se obtiene al reemplazar el operador D por m en la
ecuacion diferencial, se obtiene un polinomio en m vy se calculan sus raices. Se pueden presentar
tres casos.

Caso 1: Raices reales distintas
Si mg, m,,...., m¢ son raices reales distintas de la ecuacion auxiliar en m, entonces

y, =e™, y,=e™ ... y, =e™ | son soluciones linealmente independientes de la ecuacion

: : : o ienly = o N - .
diferencial complementaria ¢ (D 0, y también cp e™ +c,e™ c.e™"| es solucion
de la ecuacion complementaria.

Si la ecuacion diferencial es de orden n y se obtiene n raices reales distintas m;, my, ..., my,
entonces y = cie™ + ......... + cpe™” es la solucion general de la ecuacion complementaria, es
decir, es la solucién complementaria.

Ejemplos: Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

1) -3y’ +2y=0

Solucion:
m°—3m+2=0
M-1)M-2)=0 =>m=1 v m=2 =y=¢*, y=e* seasolucion
y=c;e“+c, e eslasolucion general.
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2) -6y +11y' -6y=0

Solucion:
m’—6m’+11m-6=0
mM-1)(mM-2)(m-3)=0 = m=1,2,3.
y =c1 e+ cy e + cze® es la solucion general.

Caso 2: Raices reales iguales
Si la ecuacion auxiliar tiene my como raiz con multiplicidad Kk, entonces

k-1, myx

y, =e™, y, =xe™ .. Yy, =X e son soluciones linealmente independientes de la

ecuacion diferencial complementaria ¢ (D) y = 0, y también |y =(C1+CoX + ...+ g X e™
solucion de la ecuacion diferencial.

€s

Ejemplos: Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

1) (D°-6D+9)y=0
Solucién:
m°-6m+9=0, luego (M —3)* = 0, es decir m = 3 con multiplicidad 2.
y=(cy+cox)e* solucién general.

2) |[(D°-6D°+12D-8)y=0
Solucién:
m°—6m’*+12m -8=0, luego (m-2)*>=0, es decir m =2, con multiplicidad 3.
y =(Ci+ Cy X+ C3 x°) e es la solucion general.

3) |(D°-6D°+12D"-6D°-9D°+12D—-4) y=0
Solucion:
m°®—6m’ + 12m* - 6m° - 9m?*+ 12m -4 =0
(m=-1>°m-22 (m+1)=0
~ m=1 con multiplicidad 3
m =2 con multiplicidad 2
m =-1 con multiplicidad 1

y= (C1+CoX+Cg X2) e+ (cq+Csx) e+ (cse™) es la solucion general.
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Caso 3: Raices complejas
Si la ecuacion auxiliar presenta raices complejas conjugadas, de la forma: m; = a +ib, m, = a - ib,
entonces una solucion de la ecuacion diferencial es

y=e™ [cyisen (bx) + cpcos (bX)]

pues el X = @ olX = o8 (cosh x + i Sen bx)
. x x* x°
e =1l+—+—+—
o2 3
i i 2 H 3 2,2 ih3y3
Nota: e™ :1+Ib—x+ (ibx) +(be) +....:1+ibx—b X~ _1bx
2! 3 2! 3

2,2 33
e‘bx:{l—bz)l( +...}+i{bx—b3)'( +...1:cos(bx)+isen(bx)

y1 =e™cos(bx) y.=e*sen(bx) son soluciones independientes

Ejemplos

1) (D*+2D+5) y=0
m°+2m+5=0
m=-1+ 2i
y = e”[cy sen 2X + C, cos 2X]

2) (D*-5D*+12D + 28) y=0
m*-5m*+12m +28=0
raices: -2,-2,2 + /3 i
y = (C1 + CoX) €2+ e® (C35en+/3 X + ¢4 COS~/3 X)

3) [(D*-2D+5)° y=0
(M =2m+5)* =0
m?-2m+5=0 = m=1+ 2i con multiplicidad 2.
y = e (C1 COS 2X + Cp Sen 2X) + X €* (C3 COS 2X + C4 Sen 2x).

Nota:

24/4-20 2+4i

2 2

m -2m+5=0 =m= 1+ 2i
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Ejercicios propuestos:

1. Encuentre las soluciones generales de cada una de las siguientes ecuaciones:
a)y’+4y’-5y=0 b) (4D* - 25)y = 0 )y’ =4y
d) 2y’ =5y +2y’=0 e)I”’(t)-4I'(t) +2I(t) =0 f) (D° +2D*-5D - 6)y =0

2. Encuentre las soluciones que satisfagan las condiciones dadas.
a)y”"-y=0, y(0)=2,y(0)=-3 b) (D* -3D +2)y =0, y(0) =-1,y’(0) = 0
c) (D°-16D)y =0, y(0) =0, y"(0) =0, y"*(0) = 16

3. Encuentre las soluciones generales de cada una de las siguientes ecuaciones:
a) (D°-4D+4)y=0 bh)16y”" -8y’ +y=0 c) 4I”gt)—12I’(t)+9I(t):0
d) (D°-4D*y =0 e) (D*-2D°+ DYy =0 f) 4y™) — 20y*" + 25y = 0

4. Encuentre las soluciones que satisfagan las condiciones dadas:
a) (D’-2D + 1)y =0;y(0)=1,y’(0) = -2
b) (D*-D*)y =0;y(0)=1,y’(0) =y”'(0) =0
2
C d—ZS:—16§—64S; s=0, §:—4 donde t=0
dt dt dt

5. Encuentre la solucion general de cada una de las siguientes ecuaciones:

2
a)y"” +4y=0 b) (D + 4D + 5)y = 0 0) 4%:—95
dydy” -8y’+7y=0  e)y™ =-16y” f)y(D*+D?-2)y=0

6. Encuentre las soluciones que satisfagan las condiciones dadas.
a) (D? + 1)y = 0; y(0)=4, y’(0)=0 b)U’(t) = -16U(t); U(0)=0, U’(0) =4
c) I”’(t) + 2I°(t) +5I(t) =0; 1(0)=2,1"(0)=0
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Independencia lineal v Wronskianos

Definicidn: Llamaremos wronskiano de las funciones y; e y, al determinante:

Y. Y
W (yn,y2) = |7 7°

1 2

=V1Y2-Y2 Y1

Teoremal

Sean yi1, Y2 dos soluciones de la ecuacion diferencial
(a,D*+a;D+ay)y=0

a,# 0, ai, a; funciones continuas de X en algun intervalo. Entonces

a0,
Yoo Vel e Ja®  (dentidad de Abel)

Yy oY,

W (y1, Y2) =

Teorema 2

Sean Yy, Y, soluciones de la ecuacién diferencial

(a,D*+a; D +a,) y=0enalgin intervalo I. Entonces

a) Y1, Y2 son linealmente dependientes (l.d.)enl < W (y1,y2) =0 en I.
b) yi1, y2 son linealmente independiente (l.i.)en 1 < W (y1, y2) #0 en 1.

Teorema 3
Sea y; una solucién de la ecuacion diferencial (a, D?+a; D +ay) y = 0.
Entonces una solucion |. i con y; estd dada por

a
- Zdx
aU

Y2 = VY1 J'e—dx

Y1

Nota
Este teorema permite determinar una solucion y, conocida otra solucion y;.

Ejemplo
Encontrar la solucion general de x* y** + xy’ —y = 0, si se sabe que y = x es una solucién de la

ecuacion diferencial.

Respuesta
=X, aa=X, y1=X
dx
= X I—de ' x—x'[e_InX —x'[—dx_1 x—x.|'x‘3dx—xx—_2—_—1
v2 x? x?2 x2 -2 2x
1
1 3 -2
y=CX+Cr— A W(y1,Y2)= =—#0,Vx
X 1“4 x
2
X
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Teorema 4

Si y1, Y. son soluciones L.i. de la ecuacion diferencial (a,D® +a; D + a2y =0 e Yp €suna
solucién particular de (agD? + a,; D +a,) y = F(X), entoncesy =c1y1 +C, Y, esuna solucion de
la ecuacion complementariae y =c; y1 + C2 Y2 + Y, €S una solucion de la ecuacion general.

Nota
Los teoremas anteriores se pueden generalizar al caso de n funciones y ecuacion diferencial de
orden n.

(oD"+ai D"+ ...+ a,)y=0 (¥

Y, Y
y' e Y

1) WY1, Yn) = ;l :
(n-1) .(n—l)
! A

a
A gx

2) W (Y1,...., Yn) =C e_ja‘) identidad de Abel.

3) Yi,..,¥n sONn Ld. enl < w=0 en I

Y1,y Yn SON Li. en < w=0 en |
4) Si y1, ...., Yo son soluciones L.i. de la ecuacion diferencial (*) e y, es una solucion particular de
la ecuacion general (a, D" + .... + a,) y = F(X) entonces y =¢; Y1 + .... + Cy Yn €S Una solucion de
la ecuacion diferencial (*) e y =c¢1y1 + ... + Cnh Yn + Yp €S una solucion de la ecuacion
diferencial general.

Ejercicio:

Determine si las siguientes funciones son linealmente independientes
a x+2, 2x-3 w=7=0 Li.

b) senx, cos’x , 2 w=0 Ld.

o) 1, x, X2, % W=12%0 Li.
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Solucioén particular de la ecuacion diferencial ¢ (D)y = F(x).

Meétodo de los coeficientes indeterminados

Se aplica a la ecuacion diferencial ¢(D)y = F(x), donde F(x) contiene un polinomio, términos de
la forma sen(rx), cos(rx), €™, donde r es constante o combinaciones de sumas y productos de
estos.

Caso a :_si F(x) contiene la forma e"™
Se trata de buscar una funcién y cuya derivada n-ésima produzca F(x). Luego |y, =a erﬂ

Ejemplo:
Resolver y’” + 4y = 4 ¢~
Respuesta:
Sea y = ae® unaposible solucién
y’ = 2ae™
y’ = 4ae”

reemplazando en la ecuacion, se tiene
4ae” +4ae” = 4

luego 8ae™ = 4e*
1
a= -
2

1, S
Vp = 5 e”| es lasolucion particular.

La ecuacién complementaria y** + 4y = 0 tiene solucién general |y = ¢; cos 2X + ¢, sen 2X

Enefecto: m*+4=0=m= + 2i raices complejas conjugadas.

2x
-.la'solucion general de la ecuacion dada es |y =yc + Y, = €1 COS 2X + Cp Sen 2X + >

Caso b : si F(x) contiene la forma sen(rx) o _cos(rx)
Se trata de buscar una funcién y cuya derivada n-ésima produzca sen(rx) o cos(rx).
Luego

Vo = a sen(rx) + b cos(rx)

Ejemplo:
Resolver (D?+ 4D + 4) y = 6 sen(3x)

Respuesta:

Sea yp,= asen(3x) + b cos(3x)
Yo' = 3acos(3x) - 3b sen(3x)
yp" = -9asen(3x) - 9b cos(3x).
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Reemplazando en la ecuacion dada, se tiene

- 9a sen(3x) — 9b cos(3x) + 4 (3a cos(3x) — 3b sen (3x)) + 4 (a sen(3x) + b cos(3x)) = 6 sen(3x)
(-5a — 12b) sen(3x) + (12a — 5b) cos(3x) = 6 sen(3x).
o (-5a-12b)=6 A (12a-5b)=0

Resolviendo el sistema se tiene: a= —30 b= 2
169 169
-30 72 ., )
Yo = —— sen3x+ ——cos 3x| solucion particular
169 169

La ecuacion complementaria (D® + 4D + 4)y = 0 tiene solucion general |y = (c; + ¢z X) e

Enefecto: m*+4m+4=0 = (m+2)> =0 = m=-2 con multiplicidad 2.

*. la solucion general de la ecuacion dada es :

-30 -72
=y +yp= (C1+Cx) e + 7 sen3x+ - cos 3X
Y=YetYp= (ot CX) 169 169

Caso c:_si F(x) contiene la forma de un polinomio de grado n.
Se trata de buscar una funcién vy, cuya derivada n-ésima produzca F(x).
Luego Yp=an X" +.....+ag

Ejemplo:
Resolver (D?+ 4D +9)y = x* + 3x.
Respuesta:
Sea y = ax*+bx+c
y’ = 2ax+b
y”’ = 2a.

Reemplazando en la ecuacién dada, se tiene: 2a + 8ax + 4b + 9ax® + 9bx + 9¢ = X* + 3x.
Resolviendo el sistema se tiene:

9a=1
8a+9b=3
2a+4b+9c=0
Luego az%,b:é—i,(::%
Vp = L B9 9 olucion particular
9 81 729

La ecuacion complementaria (D?+ 4D +9)y =0 tiene solucién general
ye = e (c1¢0s /5 X +Cysen +/5 x)
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En efecto:
m?+4m+9=0 = m=-2+ /5 i raices complejas conjugadas

la solucion general de la ecuacion dada es :

2% 1, 19 94
=Y. typ,=e c1cos(~/5 xX)+cosen(+/5 X))+ — X" +—X———
Y=Ye+VYp (! (()z(f)981729
Ejercicio
Resolver (D?+2D +1) y =2 cos(2x) +3x + 2 + 3 *

Respuesta:

Sea yp=a sen (2x) + b cos(2x) + cx + d + f €
y’ =2acos (2x) —2b sen (2x )+ ¢ + f&*
y”’ = 4asen( 2x) — 4 b cos(2x) + f e

Reemplazando en la ecuacion dada.

(-3a-4b) sen2x + (4a-3b)cos2x +cx+d+2c+4fe*= 2cos2x +3x + 2 + 3 ¢

-3a-4b=0
4a-3b=2
c=3 = azi, b:—g, c=3, d=-4, f:E
25 25 4
yp=£sen2x- 6 c052x+3x—4+§eX
25 4

La ecuacion complementaria (D? + 2D + 1)y = 0 tiene solucién general Jy. = (c1 + ¢z x ) e

En efecto:
m?+2m+1=0 = (M+1)>=0 = m=-1 con multiplicidad 2.

*. la solucion general de la ecuacion dada es :

8 6 3
=ye+Vyp,= (C1+CyX) e+ — sen 2x - Cos2X +3x -4+ = ¥
Y=Yct+Yp= (CLtC2X) x X A

El método aniquilador (Justificacion al método de los coeficientes indeterminados)

Dada la ecuacion diferencial ¢ (D) y = F(x) se trata de buscar un operador tal que aplicado a la
ecuacion dada, se obtenga una ecuacién con el lado derecho igual a cero. El operador requerido
se llama operador de aniquilacion o aniquilador.

Ejemplos
1) Resolver (D?*+4)y = 4¢*

Respuesta: (D*+4)y = 4¢* /D
D(D*+4)y= 8 e*
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2 (D*+4)y=8¢e*
D (D*+4)y=8¢e*

Aniquilador: (D -2)

Restando: (D-2) (D*+4)y=0 =* (m-2)(m?+4)=0 ecuacion auxiliar
m=2,m=+2i

ly =1 coS2X +Cpsen 2x + cz e solucién general de =

Ye=C1COS2X +Cpsen2x , Y, = Cze™

. : 1
Reemplazando Yy, en la ecuacion dada, se tiene ¢z = 5

2) Resolver (D*+4D +4)y = 6 sen 3x
Respuesta:
Aniquilador: (D? + 9)
(D?+9) (D*+4D +4)y = (D?+ 9) (6 sen 3x)
(D*+9) (D*+4D+4)y = 0
(m?+9) (M’ +4m)=0 = m= +3i, m=-2con multiplicidad 2

y = (C1 + C2 X) €2 + c3 5en 3 + ¢4 cOS 3X
Yp = C3 Sen 3X + C4 COS 3X

Reemplazando y, en laecuacion dada.: c3= -30 , C4= -7
169 169
3) Resolver (D*+2D+1)y=2 cos2x+3x+2+3e"
Respuesta
para 2 cOS 2X usamos D’ + 4
para 3x +2 usamos D?
para 3¢ usamos D-1

.. D*(D-1)(D*+4)(D*+2D+1)y=0
y=(ci+CcaX)e™ +c3 Sen 2X + C4COS 2X + Cs5 € + Cg X + C7
Yp = C3 SEN 2X + C4 COS 2X + C5 €* + Cg X + C7

Reemplazando y, en la ecuacion dada, se tiene
8 =28 =3 =3 o=-4
o5 4 5 6 7 .

Cs= —
: 25 4

Ejercicios propuestos:

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales

1) (D°+4D)y = e + sen x
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2) s(t) =35’ () +2s () =8>+ 12¢e" | 5(0)=0, s’(0) =2
3) y'+y=6c0sx , y(0)=0 y (n/2)=0
4) y** -3y’ + 2y = 4 sen® 3x
5) Demuestre el uso del método de aniquilacién para
a) y” +y=2¢e*
b) (D*+2D+1)y = 4sen 2x
c) (D*-4) y=8x°

Excepciones en el método de los coeficientes indeterminados

Ejemplo:
Resolver [(D”+3D +2)y=4¢e™
a) Usando el método de los coeficientes indeterminados
b) Usando aniquiladores
Respuesta
a) Usando el método de los coeficientes indeterminados
ecuacion auxiliar m?+3m+2=0 = m=-1, m=-2
Ye= Ccre+ce™
sea y=aeX
y =-2a e
y’ = +4ae™
reemplazando
da e +3(-2ae®) +2ae = 4
da e -6a e +2ae = 4
0 = 4e®  contradiccién
Mejor considerar y=ax €2 , si y=a e estden vy,
(D*+3D+2)(axe®) = -ae® = 4e* = a=-4

y=c e + coe* - 4x e

b) Por el método de aniquilacion
(D*+3D+2)y = 4e* | (D+2)
(D+2)(D*+3D+2)y = -8e® + 8e™ =0
mM+2)(m+2)(m+1) =0
= y=c e¥ + ce*+ c3 xe ,C3=-4

Observacion
Si un término de y, esta en y., se debe multiplicar el término de y, por una potencia minima de x
para que esto no ocurra.

Ejercicios
1) Resolver (D?+4)y= 6sen2x + 3x°
Respuesta :
ecuacion auxiliar m?*+4=0 = m= + 2i
Yo = €1 €0S (2X) + C; sen (2x), f(x) = 6 sen(2x) + 3x°
como sen (2x) aparece en Y.
sea Yp= X(a sen(2x)+ b cos (2x) ) + cx? + dx + f.
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Y’p= (a sen(2x) + b cos (2x) ) + x (2a cos (2x) - 2b sen (2x)) + 2cx +d
y’’p = 2a cos(2x) - 2b sen(2x) + 2a cos(2x) - 2b sen(2x) + x(-4a sen(2x) - 4b cos(2x)) + 2c
= 4a cos (2x) - 4bsen (2x) + x (-4a sen (2x) - 4b cos (2x)) + 2c
al sustituir en la ecuacion diferencial queda:
4a cos(2x) - 4b sen(2x) + x(-4a sen(2x) - 4b cos(2x)) + 2¢ + 4x(a sen(2x) + b cos(2x)) + cx* + dx
+f)  =6sen2x +3x?

4a cos 2X — 4b sen 2x + 4cx? + 4dx + 4f + 2¢ = 6 sen 2x + 3 X?
o 4a=0 , -4b=6, 4c=3, 4d=0, 4f+2c=0

= a=0, b:-§ , C:E . d=0 f:_§
2 4 8
y =3 wcosax+ 32 L3
T2 4 8
y:clsen2x+020032x-§xc052x+Exz-§
2 4 8

2) Resolver [(D°-3D*+3D-1)y = 2¢€

Respuesta:

ecuacion auxiliar (m*-3m?+3m-1)=0
m-1)° =0

— 2 X
C
Ye = (Cr+Cox+cCc3x)e

como e estieny. y xe* estaeny.y x*e* estdeny., sea |y,=ax €]

. (D*-3D?+3D-1)(ax’e’)= 6a e=2¢* = a = ;

1
y=(Ci+Cox+cgx?) e + 3 %3 X,
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Método de variacion de parametro

Dada la ecuacion diferencial

Y7 +PX) Yy + Q)Y = F(X)

sabemos que tiene como solucion general
|y (x)=ye + YD‘

donde y. = c1yi(X) + C2YaX) e Yo  esunasolucion particular

El método consiste en reemplazar las constantes ¢; y ¢, por las funciones vi (x) v Vv, (x), tal
que ly = vi Y1+ Vo Y4 sea una solucién particular de la ecuacion dada.

derivando: Y’ = vi'yi+Vviyl+ Vo Yo+ Vo Yy

ordenando : Y’ = (Viyl + Vo) + (Vi Y1+ Vo Y))

para simplificar, hacemos Vi’ y1 + Vo’ y, =0
TS ViY VYo

derivando y’
queda ly” = vyt + vyl + Vo Yo

77

+ V2’ y21

Reemplazando en la ecuacion dada, se tiene
(Viyr” + V7Y + Vo Yo7 + Vo YR') + P(X) (Viyr + V2 y2') + Q(X) (Vi Y1 + V2 Y2) = F(X).
Ordenado queda

Vi (1”7 + P(X) Y2 + QX)) + V2 (y2" +P(X) y2' + Q(X)y2) + Vi’ yi’ + V2" Yo' = F(X)
Vi-0+Vvy-0+ vy’ +vo' v’ =F(X)

pues Y1, Y2 son soluciones de la ecuacién diferencial complementaria.

Luego Niyi' + Vo'yo' = F(x)|

y como agregamos la condicion vi’y; +Vv'y, =0 se tiene el sistema

vi'yl + Vo' Yo" = F(X) Vi'yi1+ Vo' y, = 0
=
Vi'yr + Vo' y, = 0 vi'yr + Vo Yo' = F(X)
‘0 Y, Y 0‘
F 1) 1
por Regla de Cramer vy’ = £ Yl , V2 = i
W W
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-Y,F(x F(x
dedonde v;’ = —Y.F () EERVARE BANGE

WY1, Y2) Wy, Y,)

- Yy,F (X F(x

= [P0y, v = [0
W w

SV = W1 J’%F(X) dx + vy J'%(X) dx| es la solucion particular buscada.

Ejemplo
Resolver |y’’ +4y’ + 4y = x e
Respuesta
Solucién complementaria
y’+4y+4y =0
m’+4m+4 =0 = (M+2)°?=0 = m=-2 conmultiplicidad 2.
Yo = (C1+Cox) e

Solucion particular
sea y; = e, : Yo, = xe
yi' = -2 , yo = e (1-2x)

Yo = Vi (X) yi(X) + va (X) y2(X)

—2X -2X

e xe ax
w , = =
. y2) -2 e ¥(1-2x)
. o _ Xe—ZxerX ox e—2xxe2x
LYp=e Ide+ X e _[ T dx
yp = e j—x2e4xdx+xe’zxjxe4xdx e [ X1
16 32
-2X 2X X 1
= Ye+Yp =€ (Cr+CaX + e | S
Y= YetYp (C1+c2X) [16 32}

Ejercicios propuestos:

1) Encuentre la solucién general de las siguientes ec. diferenciales con coef. constantes.

a) y’ +4y=1tg 2x

b) y”-y-6y=¢"

C) Yy’ +Yy =cosec x

d) y’+2y+y=¢e*Inx

e) y' -2y’ -3y =64xe™

f) vy +2y’ + 5y =e™ sec 2x

2) Encuentre la solucién general de las siguientes ecuaciones dif. con coef. variables.
a) (X®-1)y” —2xy’ +2y=(x*-1)?, si y=x es solucién de la ec. complementaria.

b) (x* + X)y”” + (2 = X2y’ — (2 + X)y = x(x + 1), si y = e* es sol. de la ec. complementaria
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Observacion
El método de variacion de parametros puede extenderse a ecuaciones diferenciales de orden
arbitrario.

Dada la ecuacion diferencial de orden n.
v +a, )y + + an(X) = F(X)

y supongamos que se conoce la solucion complementaria.
’YC =Cryi(X) +...... + Cn Yn (X)‘

se busca una solucion particular de la forma.
Vo = C10QY1(Q) + oo + CalX) Y (X)

tal que
CI'V1 F i, +C’ Yn=0
C1 V1’ i +c’yn =0
Gy P+, +cyn ™ =0
CUyy Y e Y = F(X)

sea W [y1, ....., Yn] = Wronskiano de vyj, ....., ¥n

y sea V, (X) = determinante obtenido de W al reemplazar su columna k por
0

0
0
1

RGO GO
LS "

Entonces ¢, (X) =

v (X)F(X)

Luego: |yp = yi(X) j de + e +Y, (x)j x| es la solucion particular buscada.

Ejemplos
1) Hallar una solucion particular y, para la ecuacion By’ +5y” -2y’ = ¢

Resguest
yl "

X X

- e
+ —_—,IueoFx:—
3y3y 3 g Fe)=
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Ecuacion complementaria:  3y’”” +5y”” -2y’ =0

Ecuacion auxiliar: 3m®*+5m?-2m =0
m@m*+5m-2)=0
3m(mM+2)(m-1/3)=0

Yo =01+ Coe® +cae”

yi=1, yo= €2, yg=¢®

L O P A O AT O

W
1 e ed 0 e B
3 -5 3 =5x
w=lo —2e> &1 Vi= |0 -2 L
3 9 3| 3
0 4e™ e 1 4e™ e
9 9
10 e
X X 1 g2X 0
e’ e’ 2 2
V=10 0 —=—— V=10 -2 0=-2e%
3 3 oy
X 0 4e 1
3
01 &
9
-5 X - X X
Z 3 ei _ﬁei X _2e_2’<.e7
Yp = 1'[—d3 _5X3 x+e’2xj'4d3 _53 x+e3j‘4d_5x3 X
-14 = 14 3 -14 5
9 9 9
Vp = - leX ex+ieX =—e"
T 27 427 147 e
2) Resolver y’’ -2y’ -y +2y=¢"
Respuesta:
Ec. complementaria (D®-2D?’-D+2)y=0
Ec. auxiliar m*-2m*-m+2=0 => m=2, 1,- 1.
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ye = c1 e +coe* +cze
sean y; =e”, y,=e*, yz= e”*
e et e 11 1 1 1
W_2e2x ex _e—x :e2x_exe—x2 1 _ :eZXO _1 2X z'zeZX(3_9):
4e* e* g™ 4 1 1 0 -3
0 e e
—_ X —X ex eix
Vi=0 e -—e¥=], )
1 e x| € 7F
e2x 0 e—x
2X —-X
B e
V, = 26 0 —e™ = pere oo =—(-e"-2e") =
4e?* 1 e ¢
e e* 0
2X X
e
Vs = |2 e 0=| , [=e¥-2e¥=|-e”
4e** e* 1 2e
—2e* 3e*e* . —e¥ef
yp = e J. 2de+er _dx+e” ~—dx
6e —6e 6e
22 —e'x e* 1., x, 1,
Vo= ———e "+ - Tt e+ e
6 2 6 3 2 12
1 X X X X X X
o= ——e‘—Ze* como e € Y., Yp=- —e
P 4° 2 T2

X X
Sy = C1€2X+C28X+C3EX-EE

X
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Ejercicios propuestos de ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas

Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones diferenciales sujetas a condiciones dadas si las
hay.

2
Dy +y =X+ Ly0 =0y =2 25 Y-3%+2y=sens
X

dx?
3)(D*+ 2D+ 1)y = e* +e™* 4)y"'- 4y = 4x +2+3e™
2 4
5) 91 29 51~ 340052t 6) I X x—ge
dt dt dt
7) y'-4y =xe”;y(0) = y'(0) =0 8) x*y"-6y=0,y() =2,y'()) =0
dly _d%
9) —=2—+1 10) y™) +16y"'= 64cos4x
dx dx
d?r
11) y” + 4y = x(1+cos X) 12) i =2r-e?
13) v’ -4y + 4y’ = 12e%* 4 24%° 14)y” +y=secx, y(0)=1, y’(0)=2
4 2
15) X%y"" — 4xy’ + 4y = 24(x+1) 16) %—2$+s =100cos3t
17) 4y — 4y’ +y = Inx 18) D(D? - 1)(D?* - 4)y = X* - X + €*
19) a°l +9d2' =20 1(0)=1'(0)=0 20) X%y’ —xy”’ +y’ = Inx
dt*  dt? ’ X
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UNIDAD 6: ECUACIONES DIFERENCIALES CON COEFICIENTES VARIABLES
QUE PUEDEN TRANSFORMARSE EN ECUACIONES LINEALES CON
COEFICIENTES CONSTANTES.

La ecuacion diferencial

(3 X"D"+a; X" D" + - +a, xD+a,) y = F(X)

donde a,, a1 ,....., a, son constantes, se llama ecuacién diferencial de Euler.
La transformacion [x = e convierte a esta ecuacion diferencial en una de coeficientes constantes.

Ejemplo

Resolver x?y”+xy’ +4y=1

Respuesta

Sea [x=¢’ ax e’
dz

= ﬂ = ﬂ.%—dy/dz—e_zﬂ
dx dz dx dx/dz | dz

2
. y" et d y :d(ez dyj:d(ez dyjdzzd(el dyjez
dx®>  dx dz) dz dz) dx dz dz

2 2
-22 ﬂ + e-22 d Zy — e-22 d g_ﬂ
dz dz dz dz

y =¢€

reemplazando en la ecuacion diferencial, se tiene

2
X2y + XY+ 4y = e g% (d y dyj +e” e’ jy +4y = 1.
z

dz?  dz
Y sy =1
dz?
= m*+4=0 = m=+ 2i = Yy,=C;C0OS2Z + C, SeNn 2z
c0S2z sen2z -
=>W= =2 =yp=cos ZZI sen2z dz+sen22f COSZZdz -1
—2sen2z 2cos2z 2 4
.y =C1C0s2z+cCy8en2z+ Y., como z = InXx
.y = c1c0S (2Inx)+cy sen(2Inx) + Ya.
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Ejercicios propuestos

1.-

Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones de Euler.
Q) X°y"—2xy +2y=0

b) (x*D?-xD+2)y = Inx

¢) xX*y"—2xy’ =5Inx

Determine m tal que es solucion de x°y” +3xy’ -3y =0
Determine la solucion general de x?y” + 3x y’- 3y = x> — 4x + 2

Use la transformacién para resolver

(2x+3)2 y" + (2x+3)y’ - 2y =24 X

Resolver (x +2)%y” —y =4, usando la transformacién
Use la transformacion para resolver

y"+(tgx)y’ + (cos’x)y=0

Haga [x =2z", con m adecuado para resolver la ecuacién diferencial

xy" -y —4x*y=0
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Respuestas de los ejercicios propuestos

1- a) xy"=2xy’+2y=0

X =€’ y’:e'zgy, y”=e'22(
z

d’y dy
dz? dz

2
X2y = 2xy’ + 2y = e¥ % d 2/ LW e W, 2y =0
dz® dz dz

2
Iy _3W L oy=0 = m-3m+2=0
dz dz

Mm-1)(m-2)=0= m=1m=2

y = c1e” + ce% z=Inx

Y= ciX +C X

b) (X*D’-xD+2) y=Inx X = €] z=In
2
xX*D’y—Dy+2y= e? % d Z—ﬂ e’ e [dyj+2y: In e
dz® dz dz
d2y-2Q+2y:z
dz? dz

Ecuacién complementaria. (D>-2D+2)y=0 = m?>-=2m+2=0

. — )
m:Z_ 4 8:27:«/ 4=2i2| —oi
e 2 2

. Ye=(c1cos z+cpsenz)e’ eslasolucion complementaria

Como F(z)=z hacemos y, =az+b, luego y,'=a, y,"=0. Reemplazamos estos datos en la

ecuacion y'"-2y'+2y = zy se tiene a = % b =% luego y, :%z +% . Por lo tanto la solucion es

y =(C1C0S Z + C; Sen z) ez+%z+%

c) X2y -2xy’ =Inx
2
X = eZ y’ = e-z ﬂ 1 y’, = e-ZZ (d y dyj

dz dz2  dz
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d’y d d
X2y”—2xy’ = 2/——y—2—y:52
dz® dz dz

D’y - 3Dy = 57

m’-3m=0 = m(M-3)=0 =>m=0, m=3

Yo = C1e®+Cre=cp + e

3z

3z
Yp = J'—e > L4y 1 o ii dz:—gfzdz+ge3zje‘3z~zdz

3.e% 3

vy = 5 £+§esz e (—3z—1)——§22—£(32+1)
P 3 2 3 9 6 27
Yo = - 5,295, 5

P 6 9 27

3z 5 2 5 5

=+t e’ - —1°-—71-—
y=oare 67 9" 27

y = C1+Cy X - 2 x—2Inx— >
6 9 27

2) y = x™ solucién de x*y” +3xy —-3y=0

y'=mx™, y* = m(m-1)x™?

mm-1)x"+3mx"-3x"=0
m(m-1)+3m-3=0
m?+2m-3=0
(m-1)(mM+3)=0

x2y” +3xy’ -3y

m=1 m=-3 = y=x> A y = x sonsoluciones de la ecuacion diferencial

y = c; X~ + ¢, X es solucién de la ecuacion diferencial x* y” + 3x y’ =3y = 0

Ahora resolveremos la ecuacion diferencial x* y” + 3x y’- 3y = x* — 4x + 2. Para ello utilizaremos
los resultados obtenidos anteriormente. Como ya tenemos la solucion complementaria ahora

calcularemos la solucion particular usando el método de variacion de parametros.
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X2 —4x+2
F(x)=—x2

Yy, =X", ¥, =X

-3

w= |1t Yo | X \ X +3x 3 =4x3
Yi Y, 3T 1
= 4x”

~y,F F
yp - yl J. y2 (X) dx+y2.|-yl (X) dX

—X- (x —4x+2) X2 (x? —4x+2)
Yo = j 4x7° . x e+ I 4x7° . x? dx
Yp = — 2 —4x+2)dx+:J'x‘2(x2 —4x +2)dx

_ X o, 3 2 X -1 -2
Yp = T_[x —4X° + 2X )dx+zj(1—4x +2x7)dx

XX, 2| x 2
Yo = ——| ——X"+— |+ | x=4Inx——
415 3 4 X

X2 x 1 X 1
Yp = - +- -4+ —=XInx-=
20 4 6 4 2
» (1 1) x 11
Yo = X | =——|+——xInx—=—-=
4 20) 4 2 6

Vp = X—2+5—xlnx——

5 4

2
Y =VYetYp= CLX® +cox+ X—+1—xlnX—2
5 4 3

2
) X 2
V= X+ cox+ ——xInx—=
5 3
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3)  (2x+3)P° y" + (2x+3)y’ -2y=24%

x+3-e] —x= &% o & e _dz_ .

2 dz 2 dx
Respuesta
oo Gy _dydz_dyoe”

dx dzdx dz z
Y’ = dy(dy2e” 96
dz\ dz dz

LIS BPYETIPL P [P
dz? dz

<-
I

2
d y _ 4e—22 ﬂ
dz? dz

yn — 4 e-ZZ

Reemplazando

2

1iJ1+2 1iJ9 1,3
_ 4~ _2 V4_2 2:1_1
2 2 2 2

Yo = Cre’+cpe??

e’ e _p?l2
yl — ez ’ y2: e-z/2 - W = , _e—zlz
2
2
W = ;3ez/2
2
_e—Z/22(eZ _3)2 ezg(eZ _3)2
= ez dZ-|-(:,‘7Z/2 —c — 4dz
Y J —3/2e"'? J —3/2¢e"'?

e je (e? -3)% - Z’Zj e?'2(e? —=3)%dz

Yp
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32 z
— - -2/2
Yp = € [(e"—6+9)dz—e” j(e2 —6e2 +9e2)dz

3z z
yp = € (ez—62—9e‘z)—e‘”{§e2 —4e? +18e2]

y, =—6e’z +§eZZ +4e* -27

., -2 3
La solucion general es y =c,e” +c,e 2 _getz +ge2Z +4e* - 27

4 x+2) y'-y=4

z dx
2
yv - ﬂ_e—z1y d(dy .e” j e z:d gle—Zz_e—Zzﬂ
dz dz \ dz dz dz
Reemplazando
2
d Z—Q—y_ = m>-m-1=0
dz dz
ol J1+4 145
2 2
1+IZ 1—«/52
ye = C,e 2 +C,e ?
Yp = @
e, =0
e,=0
" -a=4 = a=-4
p=-4
1+\/gz %z l+\/gLn|><+2| 17\/§Ln|><+2|
y =Yty =C,e 2 +C,e 2 —-4=C,e 2 +C,e ? -4
1+\/7 j
y=C,-(x+2) 2 +C,(x+2) 2
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5) b+ (tgx)y +(cos’x)y =0 sea

dz _ ,_ dy dz dy
—— =COSX; y = —~.—=-"C0SX
dx dz dx dz
2
y’ = d[dycosx)zd yCOSZX—SenXd*y
dx \ dz dz? dz

Reemplazando en la ecuacion dada queda
d’ dy senx d
2/ cos? x —senx Y+ M &Y o ¥ + cos? xy=0
dz dz cosxdz
2

dy
dz?
d?y
dz?

2

cos” X+ cos” xy = 0 = cos’ x{ ¥+y}=0:>
z

+y=0=>m’+1=0 => m =+i = y=ci15eNZ + C,COS Z

. |y =1 5en (sen x) + C, cos (sen X)

6) Haga x=1z" , con m adecuado para resolver la ecuacién diferencial
xy" -y —4x’y =0

Respuesta
dx i
X = zM = = =mz™
dz

,_ dy dy dz_[z7"dy
dx dz dx | m dz

oo d(z7" dy)_d(z"" dy) dz
dx\ m dz dz{ m dz) dx

1 omdy L, ondly
77 = 1_m Zl 2m7+22 2m7
7T e (( ) dz dzzj

Reemplazando en la ecuacion diferencial, se tiene:

<
|

m

2 1-m
L [(1—m)z1—2“‘3'3’+z2-2md yJ—Z W _gpomy o
YA

m? dz? m dz
27" d?y ((-m) ., z'"m)dy 3

- 277" - |- -4y =0
m? dz? ( m? m? ) dz y

2-m 2 1-m
z7" d y, Z (1—2m)ﬂ_423m

2

=0/-m?
m? dz? m dz y
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2-m

dz?

2
a7y, zZ"™ (1 -2m) gy - 477" mPy=0
z

sea m=1%

3/2 d2 Z3/2 _0
g Y-

d?y

dz’ y=0

m> -1=0

m® =

m=z1

2 2
y=—c¢1 e° +c,e’”
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UNIDAD 7: APLICACIONES DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES.

1) Vibraciones en sistemas mecanicos

Vibraciones armonicas simples
Consideremos un resorte ordinario de peso despreciable suspendido verticalmente de un soporte
fijo, suponga que un peso W se cuelga del resorte.

Cuando el peso esta en reposo describimos su posicion como la posicion de equilibrio.

Si el peso se hala hacia abajo una cierta distancia y luego se suelta, estard bajo un movimiento
vibratorio alrededor de la posicion de equilibrio. Para estudiar este movimiento consideraremos
las fuerzas que actuan sobre el peso durante el movimiento .

Llamaremos fuerza restauradora F, a la fuerza que tiende a regresar o restaurar un peso
desplazado a su posicion de equilibrio.

La ley que gobierna esta fuerza es la ley Hooke.
“La fuerza ejercida por un resorte, tendiente a restaurar el peso W a la posicion de equilibrio, es
proporcional a la distancia de W a la posicién de equilibrio. (proporcional al alargamiento).

W

La magnitud de la fuerza restauradora (F), es |F| = k |x|, donde k>0 es una constante de
proporcionalidad que depende de la dureza del resorte y se llama constante del resorte.

(direccién positiva { , direccion negativa T)

x>0 F <0
Xx<0 F>0

Cuando el peso W se coloca en el resorte, se estira una distancia S, luego la tensién T; en el

resorte es proporcional al estiramiento.
Como resorte y peso estan en equilibrio (Ley de Hooke)

Cuando el peso se hala més y se suelta, la tension T, en el resorte es
T, = k (s+X) (Ley de Hooke)

S wW=T, =W-ks—kx=-kx
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d?x
Por la 2% ley de Newton F, =M e
2
M d2x =-kx, como M:w
dt g
2 2
w-d;(:-kx,luego d;(+k—gx:0
g dt dt w
Ejemplo 1

Se encontrd experimentalmente que un peso de 6 libras estira un resorte 6 pulgadas. Si el peso se
hala 4 pulgadas por debajo de la posicion de equilibrio y se suelta.

a) Establezca una ecuacion diferencial y condiciones asociadas que describan el movimiento.

b) Encuentre la posicion del peso como una funcién del tiempo.

c) Determine la posicién, velocidad y aceleracion del peso, ¥z seg. después de haberse soltado.

Respuesta :
6 pulgadas = % pie 1pié = 12 pulgadas
[f] = k|X]| 1/12 pié = 1 pulgada
6 = Kk-% 1/3 pié = 4 pulgadas
k = 12. g = 32pies/seg?
: : . 6 d*x _
.. Ec. diferencial del movimiento —- - =-12x
32 dt
2
-.a) d2X+64x:0 t=0, x= 1pies, %:O
dt 3 dt

Ecuacion auxiliar m>+64=0 = m= + 8i = X =c; cos (8t) + ¢, sen (8t)

Como X:Epara t=0 = ¢c; = l.
3 3

Como g)t(:o para t=0 = c,=0

b) x = é cos 8t (en pies)
X = 4 cos 8t (en pulgadas)
C) v:%: -§sen8t
dt 3
2
a= d zxz—%cosSt
dt 3

para t= ;:St = 4 radianes y como 4 radianes = 4 (@j grados = 229 grados
T

634 (-0,656) = 14 pies/seg?

X :; (-0,65) = -0,218 pies, v = -2 (-0,755) = 2,01 pies/seg, a=-
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Gréfico del movimiento: x(t):é cos (8t)

2 4 1
16 16 16

x 37 57\ 62 87
16 16 16 ' 16 16

En un movimiento como el descrito, distinguimos:

Amplitud = desplazamiento maximo del peso de su posicion de equilibrio. (A)

Periodo = tiempo requerido para un ciclo completo. (T)
Frecuencia = namero de ciclos por unidad de tiempo (f) f= %
En nuestro ejemplo 1 X = :1)) cos 8t
i 1 .,
. amplitud A = 3 pie
. T .
periodo T = 4 seg. por ciclo
. 4
frecuenciaf = — ciclos /seg.
T

Observacion
2

Si la ecuacion del movimiento es +a’x = 0, su solucién viene dada por

dt?
k
X =X, cos(at), a= ,—, m= w
m g
k es la constante del resorte, m es la masa del peso, g es la gravedad
. . 2 .
Amplitud A= Xx,, periodo T :—”, frecuencia f = a
a 2r
Ejemplo 2

En el ejemplo 1 suponga que el peso se hala 4 pulgadas por debajo de la posicién de equilibrio y
luego se le da una velocidad hacia abajo de 2 pies/seg. en vez de soltarlo. Determine la amplitud,
periodo y frecuencia del movimiento.

Respuesta

Ecuacion diferencial:

2

t;( + 64 x = 0. Condiciones iniciales: x = :1% 31( =2, parat=0
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Solucidn de la ecuacion diferencial
X = A cos 8t + B sen 8t
dx 1 1
— = - 8Asen8t + 8Bcos8t = A= - , B = -
dt 3 4

X(t) = % cos (8t) + zl1 sen (8t) pies

X(t) = 4 cos (8t) + 3sen (8t) pulgadas | si se mide por pulgadas.

Nota:

Como acos(at) + bsen(at) = “Ja? +b? sen(at+¢)

acos(at) + bsen(at) = “Ja? +b? [sen( & t) cos(¢p) + cos(ax t) sen(d)]
b

a
donde sen(¢p )= ———— y c0sp = —————— , ¢ = angulo de fase
a’+b? a’+b®

e (YY) LY _5
SOX = (3) +(4) sen (8t+¢) 1 sen (8t + ¢)

donde sen ¢ = g , COS¢ = : = ¢ = 53°8 = 0,9274 radianes.

X = 152 sen (8t + 0,9274) pies
x = 5sen (8t + 0,9274) pulgadas.
amplitud A = 5 pulgadas = 152 pies.

. 2r 7
eriodo = T = — =~ seg.
p 8 2 g
frecuencia=f = 4 ciclos por segundo.
T
Nota:
En general, si un movimiento se puede describir como x = Asen( ot + ¢ ), entonces
amplitud = A, periodo = T = 2—7[ frecuencia f = l=i
a T 2
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Vibraciones amortiguadas, movimiento sobre amortiguado y criticamente amortiquado

Existen fuerzas de friccion y otros tipos de fuerzas (resistencia del aire) que actian para decrecer
la amplitud de las oscilaciones y finalmente traer el sistema al reposo.

Sea F, lafuerza amortiguadora
dx

SRl = Bl
IFl = B ot

amortiguamiento (mide la resistencia del medio).

, donde B es la constante de proporcionalidad llamada la constante de

dx dx dx
T Fa= - B —, — >0, F, <0, — <0, F,>0
: l")’dt dt : dt :

la ecuacion diferencial del movimiento es
2 2
W.dX+B%+kx:00bien d§+@%+kfgx=0
d dt w dt w

g dt?

Ejemplo 3
Asuma que una fuerza amortiguadora, dada en libras por 1,5 veces la velocidad instantanea en

pies por segundo, actla sobre el peso en el ejemplo 1.
a) Establezca la ecuacion diferencial y condiciones asociadas.
b) Encuentre la posicion x del peso como una funcion del tiempo t.

Respuesta
Fa=-15 ax
dt
2
Ecuacién del movimiento: 5 ;( =-12x - 15 ax
32 dt
2
a) d ;( +8 dx + 64x = 0. Condiciones iniciales: x = 1, t =0, ax =0
dt dt 3 dt

Solucion de la ecuacion diferencial
M +8m+64=0=m= -4+ 4 /3 i (Raices complejas conjugadas)
. x = e®™(Acos(4-/31) + B sen(4-/3 1))

Determinando Ay B sujetar a las condiciones iniciales: t=0, x = ; pies, (;)t( = 0, se tiene
V3 3

c,=—, C,=—, luego

177 27y g

X = ;e"“ (3cos (4-/3 t) + ~/3sen(4+/3 t)), que se puede escribir como
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b) x = Zf e™ sen (4\@t+gj y se trata de un movimiento amortiguado.
x —> 0 cuando t —» +o
Gréfico
0.4+
0.24

1

Zf ety x = 2.3 ot

La curva esta entre los graficos de x = -

Definicién
En el movimiento descrito distinguimos los siguientes elementos.

Cuasi periodo = la diferencia constante en tiempo entre maximos (0 minimos)

Amplitud tiempo variante = amplitud dependiente del tiempo t

Ejemplo:
En el ejemplo anterior se tiene

Cuasi periodo = 2—7[ Amplitud tiempo variante = ﬁ et
43 9

NOTA

Si el movimiento viene dado por  x(t) = A(t)sen(a t + ¢), entonces

Amplitud de tiempo variante = A(t)

Cuasi periodo = T = 2z
a
Ejemplo 4
Enel ejemplo 1, asuma que [F, =- 3, 753);, encuentre x en funcion de t.
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Respuesta
2
8% yox 375 &
32 dt dt
2
0% 420 ®vpax =0
dt dt
1 dx .
==, — =0, t=0 cond. iniciales
3 dt y ( )

La ecuacion auxiliares m? +20m+64 =0 = m = -4, -16
Xt = Ae®+ Be™  (raices reales #)

aplicando condiciones iniciales : t=0, x= :13 , (;)t( =0

-161

e - = e

X (t) =

O s
O

Grafico

0.34
0251
0.2
0.15
0.1

0.05 ]

No hay oscilaciones, el peso tiene tanto amortiguamiento que solo retorna gradualmente a la
posicion del equilibrio sin pasar por esta. Este tipo de movimiento se llama movimiento sobre
amortiguado.

Ejemplo 5
En el ejemplo 1, asumir |F,=- 31( y encontrar X.
Respuesta
2
ELZX =-12x -3 %
32 dt dt
2
0% 416 ®vgax =0
dt dt
Condiciones inicial x = 1 , t=0, ax =0

3
Solucién de la ecuacién diferencial:
m’+16m+64 =0 = m= -8 conmultiplicidad 2 (raices reales iquales)
x= Ae® + Bte®™

dt
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: - _ . 1 g 8t . - . .
Aplicando condiciones iniciales se tiene x :5 e® +§ e’® movimiento criticamente amortiguado.

Grafico

0.5

0.251

0.24

0.15

0.1+

0.051

NOTA:

Si la ecuacion auxiliar:  m? + 2bm + a® = 0, tiene las raices:

_oh+/an? _ 442
m, m, = 20+ vdb” —da =-b++/b*-a® . Entonces:

2
a) b>—a? > 0: dos raices reales =, se trata de un movimiento sobre amortiguado
b) b®’—a? = 0: dos raices reales =, se trata de un movimiento criticamente amortiguado
c) b>*—a? < 0: dos raices complejas conjugadas, se trata de un movimiento amortiguado.

Vibraciones forzadas

Las vibraciones analizadas antes se conocen como vibraciones libres, porque sélo actian las
fuerzas internas del sistema. Consideraremos ahora el caso en que actie una fuerza
externa F, = F(t), por ejemplo, las vibraciones de la pared a la que esté fijo el resorte o cuando
al peso se le da un pequefio empuje.

a) Con amortiguacion

La ecuacion diferencial para el movimiento es:
d?x dx

m =F +F+F F=-kx, F=-p —
dt2 r a € r a dt
2
W d ;(+,B%+kx:F(t), pues m= w
g dt dt g
Ejemplo 6
En el Ejemplo 1 consideremos F, = 24cos(8t), F, = —1,5% y determinar x(t).
Respuesta
. : 6 d’x _ dx
La ecuacion diferencial es -~ = -12x -1,5 —— + 24 cos 8t
32 dt dt
2
0 g 9 6ax = 128 cos (8Y)
dt dt
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. s 1  dx
Condiciones iniciales: x= =, at =0, ent=0

X = e (A cos (4-/3t) + B sen (4-/31t)) por ejemplo 3 (método de coeficientes indeterminados)

sea Xp,= a sen 8t+bcos8t con a=2, b=0. (aplicando condiciones iniciales)

at, 1 11
x=e* (= cos (4-/31) - sen (4-/31)) + 2 sen (8t
(3 ( ) 33 ( ) (8t)
- Y_J
Término transitorio Término de estado estacionario.

b) Sin amortiguacion
En ausencia de una fuerza de amortiguacion, no habra término transitorio en la solucion de un
problema. Ademas, la aplicacion de una fuerza periddica de frecuencia cercana o igual a la

frecuencia de las oscilaciones libres no amortiguadas puede causar un problema serio en
cualquier sistema mecanico oscilatorio.

Ejemplo 7

Consideremos en el ejemplo 1, una fuerza externa F = 24 sen (8t) y determine X(t).
Respuesta:

ﬂdzx
g dt?

2
+kx=Fe, luego ‘;tzx +64% = 128 sen 8t

X¢ = €y COS 8t + ¢, sen 8t

Xp = at sen 8t + bt cos 8t

X’p = asen 8t + 8atcos 8t + b cos 8t — 8 bt sen 8t

X’ = 8a cos 8t + 8a cos 8t — 64 at sen 8t — 8b sen 8t — 8b sen 8t — 64 bt cos 8t
~.X"p + 64 X = 64a cos 8t - 16b sen 8t = 128 sen 8t
=0 , pb=- 128 X = - 128 1 cosef = X, = - 81t cos 8
16 16

X(t) = ¢y cos 8t + c,sen 8t - 8tcos 8t
X’(t) = -8 cysen8t+8c, cos8t—8cos 8t+64tsen 8t

. L. . 1
reemplazando las condiciones iniciales se tiene:  ¢;= 3 c, =1

Luego X(t) = écos( 8t) + sen( 8t)- 8t cos(8t)

Gréfico:
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i Ul/\\/z.\ [\5/\4/\ .
T

-40

o

Efecto de resonancia mecanica

1) Circuitos Eléctricos

La suma de las caidas de tension a través de los elementos de un circuito cerrado es igual a la
fuerza electromotriz total E, en el circuito. La caida de tension a través de una resistencia de R

ohmios es [Ri|, a través de una bobina de L henrios de inductancia es L —|y a través de un

q

condensador de C faradios de capacidad es |—|. La corriente i amperios y la carga q culombios

estan relacionados por |i

C

_ da

e Se consideraran R, L 'y C como constantes.

La ecuacion diferencial de un circuito eléctrico que contiene una inductancia L, una resistencia
R, un condensador de capacidad C y una fuerza electromotriz E(t) es:

1- L g;+Ri + 9 = E@® (Ley de Kirchhoff)
C
; 2
como |i = dq di = d’g
dt| |dt  dt?
2
2.- L d—? + R dq + 9= E (t)| que permite hallar g =q(t)
dt dt c
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Ejemplo
Un inductor de 0,5 henrios es conectado en serie con una resistencia de 6 ohmios, un

condensador de 0,02 faradios, un generador con un voltaje alterno dado por 24 sen10t, t > 0y un
interruptor k.

a) Establezca una ecuacién diferencial para la carga instantanea en el condensador.
b) Encuentre la carga y la corriente al tiempo t si la carga en el condensador es cero cuando el
interruptor k se cierraen t=0.

Respuesta
L=05 R=6, C=0,02 , E(t) = 24 sen 10t.
Segun Ley de Kirchoff.
6i + 0,5ﬂ + 9 = 24 sen 10t
dt 0,02
: di _ . dqg
61+05— + 509 =24sen10t. como |i=—
dt dt
2
6dg | o5 d 1+ 50q = 24sen10t /*2.
dt dt
2
d 1412 99 | 100q = 48sen 101
dt dt

Condiciones iniciales: q=0, i=0, en t=0

+ ./ _
m?+12m + 100 =0 m:-lz_ 124 400:-6i8i
gc = € (A cos 8t + B sen 8t) Solucion complementaria

Sea g, =a sen10t+bcos10t, luego azo’b:'?,;
Op =- é cos( 10 t) esunasolucion particular

- q=e® (Acos8t+Bsen8t)- 2 cos10t, eslasolucion general
5

3

Aplicando condiciones iniciales se tiene A= z B= 0
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~g () :110 e® (4cos(8t) + 3sen(8t)) - g cos(10t)  carga eléctrica en funcion del tiempo t

i(t) = —5e *'sen(8t) + 4sen(10t)

intensidad de corriente en funcion del tiempo t

Término transitorio en q(t):

Término estacionario en q(t):

110 e® (4cos(8t) + 3sen( 8t))

2
- — cos(10t
c (10t)

Término transitorio en i(t):

—5e~%sen(8t)

Término estacionario en i(t): |4sen(10t)
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I11-Oscilaciones de un péndulo
Consideramos un péndulo simple compuesto por una particula de masa m soportada por una
cuerda de largo | y de masa despreciable si la cuerda esta siempre derecha y el sistema esta libre
para vibrar en un plano vertical, se trata de encontrar el periodo de vibracién.

Sea 0 el angulo que forma la cuerda con la vertical en el instante t. 6 >0 a la derecha, 6 <0 ala
izquierda.

mg cos 0
0
mg
F=-mgsen6, (F<O0si 06 >0, F>0si6<0)

ma = - mg sen 6.

2
(iltzs = -gseno, donde , | = constante, S = longitud de arco

d’e _ dS _ dS do _ déo d’s _d (,do) _, d%6
|- =-gsen®, pues —— = —— =~y ==

dt dt dé@ dt dt dt dt \ dt dt

d’e _ ~ 0
I o2 =-00, para 6 pequefio +5° pues sen (0)~6

L . . . . |d%0 g6

La ecuacion diferencial correspondiente a las oscilaciones del péndulo es: ot + I—:O

m2+?=0 - m2=-9 & m= i\Ei
9
|

I
S0=cysen. =t +c,C0S., /? t. movimiento armonico simple de un péndulo

Amplitud  |A = ./cZ+c?
Periodo T= 2z _2z:/1
ﬁ Ja
|
Frecuencia ff= i:ﬂ
T Zﬁ«ﬁ
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Ejercicios resueltos:

1) Las oscilaciones pequefias de un péndulo simple tienen un periodo de 2 seg. Determine la
longitud del péndulo. Encuentre la longitud correspondiente de un péndulo simple que tiene dos
veces este periodo.

Respuesta
T 2
Periodo = T = 2z , Iuegoﬂ:(i = |= gT2
Jg 27 4z
Para T=2seg. , | = 32'21 = 3,24 pies
4.7
Para T =4seg. , | = 32126 = 12,96 pies
T

2) El medallon de un péndulo simple de 2 pies de longitud se desplaza de manera que la cuerda
del péndulo forma un angulo de 5° con la vertical. Si el péndulo se suelta de esta posicién:

a) Encuentre el &ngulo 6 que la cuerda forma con la vertical en cualquier tiempo.

b) Determine la frecuencia de la vibracion

c¢) Calcule la distancia recorrida por el medallén del péndulo durante su periodo.

d) Estudie la velocidad y aceleracion lineal del medallén en el centro de su trayectoria

2
Nota: velocidad lineal = v = - Io(ljf, aceleracion lineal = a = | ((:jfj
Respuesta:
2
a) d29+g0=0 = e:clsen\Pt+c2cos\Pt.
dt | | |
Para g=32, 1=2 = \e(t):clsen4t+czcos4d
Para t=0, 0=5° = 5—”:1 radianes — S C)
180 36 36
do

E =4 ¢y Ccos 4t -4 cysen 4t

Para t=0, O('jf:o = 0=4¢ =

L) = % Cos 4t angulo que forma la cuerda con la vertical en el instante t.

1 g 32 4 2

b) frecuencia = f = == = =—=— ciclos/ seq.
) frecuencia T 2zl 2722 27 =« 9

c¢) Distancia recorrida = longitud de arco =S =
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T= 7z seg. por ciclo
4 2 '

si t=0 , 0 = i radianes
36

Si tzz , 9:1c054—”:£radianes
2 36 2 36

L s=410=4.-2 % = %7 pies
36 9

d) 6 = 7 cos 4t
36

= -1 d—H:-Z (-4 A sen4t) = 2—7rsen4t
dt 36 9
2
2
a=1[%9 =2(-47 sendt) = 27 sen’® 4t
dt 36 81
Centro de la trayectoria —= t = %

<
I

(ﬁj 2 (47:) 2r .
— |=——sen| — | =— pies/ seg.
8 9 8 9

2 2
a= (”j = Zﬂsenz(ﬂzj _ 2 pies / seg®.
8 81

3) Un péndulo simple vibra en un medio en el cual el amortiguamiento es proporcional a la
velocidad instantanea. Si el medallon del péndulo pasa a través de la posicion de equilibrio 6 =0
en t =0 con velocidad v,, muestre que el angulo 6 que forma la cuerda del péndulo con la

. vV,
vertical es 0 = —"I e B sen wt, donde w = Ig_ﬂz
w

Respuesta

SeaF,=- m2I (jj(tg donde m es la masa del medallén, | es la longitud de la cuerda, p? < 9

2
mt 924 2pm1 924 m 9 0=0
dt dt |
d2

do
e P 2B ?ezo M2+ 28 m + ?zo
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vl
0 = 5 = 1 =-f+ T—,b’ I
e'ﬂt(clcoswt+czsenwt); w = /?—ﬂz,?zﬁz

t=0,0=0 = 1c¢=0

D
1

do déo v, v,
t=0,1 — =v, » — =2 = ¢c=-"2
dt dt I Iw

v
0= Yo 1-Btgenwt
wi

1\V-Oscilaciones verticales de un cuerpo flotando en un liguido

Principio de Arguimedes

“Un objeto parcial o totalmente sumergido en un fluido es empujado hacia arriba por una fuerza

igual al peso del fluido que desplaza, llamada fuerza neta”.

Ejemplo

Una caja cUbica de 10 pies de lado, flota en agua quieta. Se observa que la caja oscila hacia arriba

y abajo con periodo ; seg. ¢Cual es su peso?

Nota: Densidad de agua quieta = 62,5 libras/ pies®

Respuesta
= - F neta
2
W, d-x = - F neta
g dt

Fneta = X pies - 10pies - 10pies - 62,5 libras/ pies’  (volumen desplazado)
Fneta = 6.250 x libras. (Analogo a la fuerza restauradora del resorte vibrante)

2
WAX 6,250 x
g dt
d?x  6250-32

;o Tt x=0.

dt w
d?x  200.000x _

+ =0.
dt? w

200.000 200.000 - , . )
X = CiCOS + + CpS t|  movimiento arménico simple
w W
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= b g o 20000, 200000 070 ipras
200.000 2 Jw 167
W

Observacion

) w d?x W d X

Si Fneta = Fy x =-F,X — 2 + Fox=0
g dt?

i " w x =0 X(t)= c1cos . t +cysen 4/ t (movimiento arménico simple)

Amplitud = A = ./c/ +c]
Periodo =T = 2 = 2w
\/Fog J9-F,
W
Jg-F
Frecuencia = g = 1 9%
T 27w

Ejercicios resueltos

1.- Un cubo de 5 pies de lado y 500 libras de peso flota en agua quieta. Se empuja hacia abajo
suavemente y se suelta para que ocurran oscilaciones. Encuentre el periodo y la frecuencia de las
vibraciones.

Respuesta
W = 500 libras
F=x-5-5.-625 = 1562, 5 x
T2 7 _ 2z ~7 seq., f= S ciclos / seg
\/g-F \/32-1562,5 5 7r
w 500

2.- Un cilindro de 4 pies de radio y 6 pies de altura, pesando 1000 libras, vibra en agua quieta con
su eje vertical. Encuentre la frecuencia y el periodo de las vibraciones.

Resguesta
= 1000
F X pies - 16m pies® x 62,5 libras/ pies®
F 3141,6 x libras
WX _ 31416 %
g t?
2 2 2
Ix_ 3albxdz d X go05x 9% 4 1005x = 0
dt 1000 dt dt

m? + 1005 = 0, implica m = + 10i
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X = Acos 10t + B sen 10t

T= 27 _7 _063 0 bien
10 5
T = 2z = 2z :2—7Z=z,luegof:E
\/g-F 1005 10 5 ~
W

3.- Un cilindro de radio r y de alturah y con peso w flota con un eje vertical en un liquido de

densidad P, si se pone a vibrar, muestre que el periodoes T = 2 [zw
r\ pg

Respuesta

_ 2MW
T= 2407
gk,
2w _ 2mlw _ 2mlw 2w _ 2w
ar? pg rlmpg  rlzlpy rlpg e

4.- Un cilindro vibra con un eje vertical en un liquido, se encuentra que la frecuencia de las
vibraciones en el liquido es la mitad de aquella en el agua. Determine la densidad del liquido.

Respuesta
Por ejercicio anterior

‘ [g-F, =r\/E
27w 24w

F:X'Ttr2~p

T =

Frecuencia de las vibraciones en el liquido de densidad p ( libras / pies®)

¢ r\/625-32 12000

2~/ W 2~/ W
2r./pg r-/2000
= = 2 | =-/2000
2~/ 7w 2~/ 7w A

500 _ 500

. 4 pg = 2000 = pg=500 = p= ) = 15,625 libras / pie®,
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UNIDAD 8: LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

Definicion
Sea f(t) una funcion definida para t > 0, entonces la integral

) b
j e f(®)dt = lim j e~ f(t) dt

0 0

se llama transformada de Laplace de f, siempre que el limite exista.
Simbdlicamente la transformada de Laplace de f se denota por L{f(t)} y como el resultado
depende de s, escribiremos.

L {fO)) =F ()

Ejemplo
Calcular L{1}

Respuesta

[ - . b _
L{1} = [ ()dt = Jim [e* dt= lim —=—| = Jim -
o g e s 0 b s s s

Observacion:
L es un operador lineal, en efecto:

0

L{af( + B0} = [ e [af() + PaOldt=o | e fOdt+p [ & gt = ol (f(O)+ PLE)

0

- IL{af(®) + Bg(D} = aL{f()} + BL{g(®)}

Condiciones suficientes para la existencia del L{f(t)}
La integral que define la transformada de Laplace no converge necesariamente.

Ejemplos
L{l}, L{e‘z} no existen
t

Las condiciones que garantizan la existencia de L{f(t)} son: que f sea continua, parte por parte,
para t > 0 y que sea de orden exponencial para t>T.

f es continua, parte por parte, para t> 0, sien cualquier intervalo 0 <a<t<b, existealo
sumo un ndmero finito de puntos t,, con k = 1,2,....n, (t1 < t), en los que f tiene
discontinuidades finitas y es continua en cada intervalo abierto ty.; < t <ty.

f es de orden exponencial si existen ¢, M, T > 0, tales que | f (t) | < Me®,para t > T
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Ejemplos
ft)y = t f(t) = e', () = 2 cos(t) son de orden exponencial para t > 0, pues,

|t|<e' |ef<e, [2cost|<2¢€, t>0

Teorema
Sea f(t) continua parte por parte parat > 0 y de orden exponencial parat > T ; entonces L{f(t)}
existe para s> cC.

Demostracion
t

L{f(t)} = j e f(t)dt = j e f(t)dt + j et f(t)dt =1, + I,

0 0 t
I, existe, ya que puede escribirse como una suma de integrales sobre intervalos en los cuales f es
continua.

0 0 —(s c)t b
I, existe ya que: | 2| < [ e [f(t) dt < M| e e® dt—Mj eC-9%dt=-M lljim | =
% §—C t
t t
—(s—c)t
e
M , S>C
S—C
Nota

Las condiciones del teorema son suficientes pero no necesarios para la existencia de la
transformada de Laplace, por ejemplo f(t) = t~* no es continua, parte por parte, para t > 0; pero
su transformada de Laplace existe.

Ejemplos
1) L{1}=1,s>0

S

b
2) L{t}:J'0 eSttdt-Ilm ) eSttdt-lelm{ 1)J|
—o© 0
—sb
= I|m (-sb-1) - M —,8>0
b—w S S
aty — [ 4t at — b (s-a)t
3) |_{e}_j0 e*etdt=lim [ et
o-(s-a b p-(s-ap 1
=lim|———| =lim = si s>a.
boe| —(s—-a) |, b~ s-a s—a

Ejercicios propuestos:

Determinar las siguientes transformadas de Laplace.
1) L{e*} 2) L{sen 2t}
3) L{3t-5sen 2t} 4) L{te™}
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5) L{?® e?} 6) L{f ()}, para f(t)= [0. 0<t<3
2, t> 3
Respuestas
1) Como L{e*} = i, si s>a
s—a
3t 1 .
S L{e} =", si s>-3
S+3
2) L{sen 2t} = lim jb e sen 2t dt= 2 $s>0
b J0 s?+4
1 2 ~7s% +12
3) L{3t—5sen 2t}=3L(t)-5L(sen2t}=3-— -5- = , $>0
) | }= 3L - 5L } s? s?+4  s*(s®+4)
4) L{te®} = lim Ib et dt= T 5> -2
b—w J0 (S+2)2 !
5) L{t"e*} = lim J'b e etz T s> -
b—w J0 (S+2)3 '

6) L{f(t)} = jow e f(t) dt = f et f(t)dt + j: e f(t)dt

st —sb -3s -3s
|im2jb et dt = lim 28 jb = lim {Ze L } =% o
b—w 3 b 3

-0 —G b—w -5 S
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Lista de transformadas de Laplace

N° f(t) F(s) = L(f(1)
1
1 1 — , s>0
S
1
2 t > s s>0
S
n!
3 t", n=0,1,2,.... -~y , s>0
1
4 e — : s>a
S—a
a
5 sen (at) > 5 , s>0
S"+a
S
6 cos (at) 2 5 , s>0
S"+a
a
7 sen h (at) B : s > |af
S"—a
S
8 cos h (at) 5 5 , s> |a
ST —a
at b
9 e" sen (bt) 5 7 s>a
(s—a)“+b
at S—a
10 e” cos (bt) —3 7 s>a
(s—a) +b
2as
11 t sen (at) PRI R s>0
(s“+a”)
s’ —a’
12 t cos (at) PRI s>0
(s“+a”)
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Ejercicio:
Calcular: L {3—5e% +4sent —7cos3t}

La transformada inversa
Si L{f(t)} = F(s), entonces f (t) = L™ {F(s)} es la transformada inversa de Laplace de F(s).
Nota: La transformada inversa de Laplace, de una funcidn F(s) puede no ser Unica.

Ejemplos de transformadas inversas

1 =1L" {1}
S

2) = L? {”1} ne N
S

3) =1L { }
s—a

4) sen(at) = 1{ a }
s’ +a’

5) cos(at) = { > }
s? +a?

6) senh(at) = L- { a }
~a’

7) cosh(at) = L { }
s? —a’

L también es un operador lineal

L™ {o F(s) + BG(S)} = oL {F(5)} + BL{G(S)}

Ejemplos
RS A S el S Y
s® 4 s® 24

1[3s+5 A s 5 J7 5
2) L :3L1{ } + Lt =3¢c0s /7t + — sen-/7t
) {32+7} s2+7) AT |s?+7 J7

Nota
El uso de las fracciones parciales es muy importante en la basqueda de transformadas inversas de
Laplace.

Ejercicios
1 L? 1 :L—l{A+B+C}:
(s=D(s+2)(s+4) s—1 s+2 s+4
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= i L'l{i}_l L_l{i}_ki L_l{i} = 15et - le'Zt + ie"n
15 s-1] 6 s+2) 10 s+4 6 10
y 1l st |_sJA,B Cc D E | .16 18 116 14
s?(s+2)° s s° s+2 (s+2)?% (s+2)° s s° (s+2) (s+2)°

- -iL1{1}+1L1{%}+1L1{L}_1L{L} B S PO SN P
16 |s] 8 |s?) 16 |s+2) 8 |s+2 16 8 16 8
Nota
si f()=t"e®™ | F(s)=

' UNIVERSIDAD TECNOLOGICA METROPOLITANA ‘.

(n=1)!
(s+a)"

3 L'l{ 3s-2 }zL_l{A+EZ+%+Ds+E}= L_1{1/8+3/4_1/2+—1/8 —3/4}

s3(s® +4) s s* s* s*+4 s s s s’ +4
Sl el e el

8 s|] 4 S 4 S 8 s°+4] 8 s°+4
= 1—§t—1t2—lc052t—§sen2t

8 4 4 8 8

Observacion
Si f(t) es continua parte por parte para t > 0 y de orden exponencial para t > T, entonces

lim L {f (©}=0

Ejemplo

F(s) =s° no es la transformada de Laplace de ninguna funcion continua parte por parte, de orden
exponencial, ya que F(s) — o cuando s — . Luego L™ {F(s)} no existe.

Propiedades operacionales de la transformada de Laplace

1) Teorema de traslacion 1
si L{f} = F(s), cuando s >s,, entonces para cualquier constante a € IR, se tiene:
L{e*"f()}= F(s—a), s > s, +a|

Demostracion:
L {e® f(t)} = jo“’ et e f(t) dt = jo“’ e CAf(t) dt = F(s — a)
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Ejemplo
Como L {cosh /8t} = ZS 5 s>+/8 entonces
S —
3
L {e¥ cosh /8}=— >"° | s>./8-3
{ } (s+3)°-8

Reciproco del teorema
e f(t) = L™ {F (s—a)}

Ejemplo

L { S }—L‘l S o s+3-3 _ 0 s+3 3
2 - 2 - 2 - 2 2
S°+6s+11 (s+3)"+2 (s+3)"+2 (s+3)°+2 (s+3)°+2

- L S+23 T ;2 = 3 cos ﬁt—ie*‘senﬁt
(s+3)"+2 (s+3)"+2 2

Definicién: La funcién escaldn unitaria o funcion de Heaviside
(De gran aplicacion en ingenieria en fuerzas externas o voltajes a un circuito que pueden
desconectarse)

0, O0<t<a
U((t-a)=
1, t>a
Ejemplos
HDUBH=U@{-0={1,t=>0
0, 0<t<2
2)U (t-2) = ’
we-a= | 07
f ()= sentU (t-2x), t >0
f(t):{o‘ 0<t<2rx U(t_zn):{o, 0<t<2rx
sent , t=>2x 1, t>2rx

A () = (t-2)° U(t-2)

f(t):{o, 0<t<2 U(t_z):{o, 0<t<?2
(t-2)%, t>2 1, t>2

2) Teorema de traslacion 2
Si a > 0, entonces
L{ft-a)U(t-a}=e™ L({F{t})=e® F(s)

Ejemplos
|
1) L{t-2°U (-2} = e®L () = > §;= 864e'23

8755

2) L{U (-5} =e> L) =
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3) L{FO}, F()=2-3U(t-2)+U (t-3)

23 -3s

LLF®I=L@)-3L(U({t-2) + L(U(t-3)= i -3‘3S ¥ es
4) L {sent U (t-2n)} = L{sen(t-2r) U (t- 2n)}, pues sen es periodica
= e?™ | (sent) = Z_ﬂs
s°+1

Teorema de traslacion 2 reciproco
Si a>0y f(ty=L™" (F(s)), entonces [f(t—a)U (t—a)= L' (€® F(s))

Ejemplo

1l ez r . 1 1

Lt a = f(x)= L = = sen 3t
s2+9 2 7 ) (sz+9j 3

1 3 1 V4 T 1 Vin
il Ut-7/2) = Zsen3(t- =) U (t-=) = = (cos3t) U(t- =
3[52+gj(n)3 505 = LeossyuceT)
ota

Nota
L{f U (t—c)}=eL{f (t+c)}

3) Derivada de una transformada

d"F(s)

Si L (f (1) = F(s), entonces L (" f(1))=(-1)"FV(s), neIN], F?(s) = o

Demostracién (paran=1)
Sea F(s) = jf et f(t) dt

derivando en ambos lados

F (s) = ;’s jo” e f(t)dt = f (;js(e‘“)f(t)dt = j: —te f(t)dt = - L (tf(t)

Nota: & [ GEndt = [ %G sdt (reglade Leibniz)
ds -a a 05

Ejemplos
1)L(tsent):-d(21 j: B 550
ds \s“+1 (s°+1

2 1 6s2 —2
2) L(t?sent) = (- 1) = . s>0
) L( )= (1 ds? (s%l) (s® +1)°

] 2s
3) L* ((s%l)zj = tsent
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4) L (632} = t® sent
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(s® +1)°

Nota:
L' EV () =(-1)"- " f (1)

Convolucion
Si dos funciones fy g son continuas, parte por parte, para t > 0, entonces su convolucion,
denotada por f * g, esta definida por:

frg=[ fQg(t-1)de

Ejemplo
La convoluciénde f () =e' y g (t) = sent es
t
T t
e'sen(t) = J'; e"sen(t —r)dr = {% (sen(t —7) + costt — z’))} _& _(sen(t)+cos) 1

5 5 5 (—sen(t) —cos(t) +e")

0

Nota:

La convolucion, con frecuencia, es util para resolver ecuaciones integrales donde la funcion
desconocida a ser determinada esta bajo el signo de la integral. Por otra parte, la convolucion nos
entrega un meétodo para determinar transformadas inversas de ciertas funciones.

4) Teorema de la convolucion
Sean f(t) y g(t) continuas parte por parte para t > 0 y de orden exponencial.
Entonces

L{f+g}=L{f(O} L {90} =F() G(s)

Ejemplo

L {Eefsen(t —r)dr} = L{e}L{sent}= ! !

s—1 5241 (5-1)(s%+1)

Observacion:
frxg= L™ {F(s) - G(s)}

Ejemplo
Y _L—l{L.L}
(s-D(s+4)[  |s-1 s+4

Lt {11} - el = (1) Lt {;4} —ef=g (1)

R 1 ot (P arahr) g adt [T a5y a4t L 5x
. L {m}—jof(‘[)g(t—f)df—joe e dT—e J‘Oe dT—e ge

, 5 5
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(También se puede hacer por fracciones parciales)

5) Transformada de una funcion periddica
Sea f funcidn periddica, con periodo T, T >0entonces f(t+T)=f(t), Vt>0

Teorema
Sea f(t) continua parte por parte para t > 0 y de orden exponencial. Si f (t) es periddica de
periodo T, entonces:  |L (f (t)) = 1_5T f et f(t) dt
l-e 0
Demostracion :
(9 P O0<t<T

Sea a =
) O 0, fuera del intervalo

b) L{f, (t)}= Te‘“ f. (t)dt

0) fr (1) = fr ()+ fr(t-TY U (t=T) + fr (t=2T) U (t=2T) + .....
L{f} = L{fr} + L{Fr (t-T) U (t=T)} + ...
L{f} = L{fr} + L{fr3e™ + ......

T T
L{f} = e f@tfiee™ +e 4. ]= [efctyat- L
0 0 1-e”
Serie geométrica con razén r=e*"  consuma (1/1-r)
Ejemplo
Hallar la transformada de Laplace de la funcion periddica cuyo gréfico es :
f(t)
A A
| 1 2 3 4
Respuesta
f(t) = t . Ost<d fuera del intervalo f(t+2) = f(t), T=2 (periodo)
o, 1<t<2’ A
— 1 2 -st - 1 1 —st 2 —st
L(f() = e jo et f(t)dt = e er tdt+j1e -odt}
1 e 1-e| _ 1-(s+le”
= —_ + = -+ @
1-e®| s s? |, s*(1-e™)

6) Transformada de una derivada
Si (1), P (v), ..... , f"Y (t) son continuas para t > 0 y de orden exponencial y si f" (t) es continua
parte por parte paratodot > 0, entonces:

L {f 1) }=5"F@)-s""f(0)-s"*(0) ...... 0]
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endonde F(s) = L{f(t)}

Nota

AL{f} =s L{H)-f(0)

by L {f’} =s® L (f)—sf(0)—f’(0)

c)L{f"}=5> L (f)-s°f(0)-sf(0)-f(0)

dy L{fV} =s* L (f)-s>f(0)—s*f’(0) —s f’(0) - **(0)
Demostraciéon de a):

L {f}= Te‘“ f'(t)dt

b
=bllrﬂo e ™ f'(t)dt u=e* dv=f'(t)dt
) e—st
b = =

= lim es‘f'(t)!+1'[65tf'(t)dt} au - V=10

b—>+00 0 SO
= lim|e™® f (b) — e f (0) + sL{ f

b~>+oo[ (b) © { }] , pues |f (b)] < Me®™, s+ <0, a<s
=sL{f}- f(0)
Ejemplo

Sea f(t) =t cos (at)
f (t) = cos (at) — at sen (at)
7 (t) = asen (at) —a sen (at) — a’t cos (at) = - 2a sen (at) — a* t cos (at)
L{f"} = L{-2asenat—a’tcosat} = -2a L {senat}—a?L {tcosat}
a , (s°—a®  —a’(3s*+a’)

= 2a =
s’ +a? (s> +a?) (s> +a%)?

Por otra parte
L{f} =s* L(f)—sf(0)—F(0)=s* L(tcosat)—s-0-1
2 (s°-a®) . -a’(3s®+a’)

(s* +a®)? (s> +a)?

Aplicacion de la transformada de Laplace a ecuaciones diferenciales

Consideremos las ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes.
Y® () + a1 y™ (1) +-+ 2, y(t) = F(t)

con las condiciones iniciales y(0) = Ao, y’(0) = Aq, ---, ™" (0) = Ans

Procedimiento
Se aplica la transformacion de Laplace a cada lado de la ecuacion diferencial y se utilizan las
propiedades de la transformada de Laplace y las condiciones iniciales, obteniéndose una ecuacion
algebraica en “s”. Aplicando la transformacion inversa se logra la solucion de la ecuacién
diferencial.

LEMN=s"L ) -s""f(0)-s"*f(0)—s"°(0)......F"(0)
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Ejercicios propuestos de aplicacion de la transformada de Laplace en lasolucion de Ec. Dif.
1) Resolver y” () +y’ () +y () =t, y(0)=0, y’(0)=1

2) Resolver y”+y=16cost, y(0)=0, y’(0)=0
3) Resolver y” + 2y’ + 5y =0, y(0)=3, y (0)=-7
4) Resolver y” -3y’ +2y=12¢e" y(0)=1, y (0)=0

5) Determinar la ecuacion del movimiento de un resorte con constante k = 16, al cual esta sujeta
una masa de 1 libra y existe una fuerza externa f(t) y con condiciones iniciales x(0) = 0, x’(0) = 1

cos4t , 0<t
o) = { <7
0 , t>nx
Indicacién: f(t) = cos 4t — cos 4t U (t - )

6) Resolver y” +2y’ +y=1f(t) donde f(t) = U(t-1) - 2U(t-2) + U(t-3) A y(0)=0, y’(0)=0
7) Resolver la siguiente ecuacion integral.

f(t) = 3 — et - j; f(r)e'"dr

8) La corriente en un circuito con una resistencia R, una inductancia L y una capacitancia C, esta
regida (segun las leyes de Kirchoff) por la ecuacion integro-diferencial.

L%+ Ri +é£ i(r)dr = E(t), donde E(t) es la tension suministrada

Determinar la corriente i(t) si L = 0,1H, R =20 Q, C = 10°F, i(0) = 0 y E(t) es la tension
aplicada como se muestra la figura.
E()

120

v
—

I I1

Desarrollo de algunos ejercicios propuestos

1) Resolver y()+y’ () +y(@®)=t, y@0)=0, y (0)=1
Respuesta

L' ®+y ®+y(®) =L

L")+ Ly ®)+Ly®) =L(®

SL(y) - sy () -y (0)+sL(y)-y (@) +L(y)= 812
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L (y) [52+s+1]-1—i2
s
L(y)[sz+s+1]:1+sl2
L(y) [$"+s+1]= S—H
s’ +1 s? 1
LW = 55— = T3 -~ v T 7 =
s°(s“+s+1) s°(s“+s+1) s°(s“+s+1)
1 1
L = +
) s?+s+1 s*(s®+s+1)
1 Al BT C 's+ D™
L = + +
2 s’+s+1 s 32 s?+s+1
1 1 1 S
L = - 4+ - 4 -
2 s?+s+1 s> s s?4+s+1
1 1 1 S
Ly)= — 53—+ 5"+
1 3 S S 1 3
S+—| += S+—| +=
2 4 2 4
L= M2 11 412
1 3

y= Ly 32 +L-1(i2j—r1(1j+ | Stz
V3 ( 1} 3 s s ( 1} 3
S+ | — S+ | —
2) 4 2) 4
1 . /3 53
= —e?sen—t+t-1+e 2cos—t
Y J3 2 2
y(t) = e ((senftjtcos(tJH—l
2 2
2) Resolver y”+y=16cost y(0)=0,y’ (0)=0
Respuesta
L(y”)+ L(y) = 16L (cost)
2
s°L
v) 1
16s
L(y)[s°+1]= ——
W [ ] 1
16s
Ly =
) (s® +1)*
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_ -1 2s
y = 8t [(52+1)2J

y() = 8t sent

3) Resolver y”+2y’+ 5y=0 y(0)=3, y(0)=-7
Respuesta

L") +2Ly)+5L () =0

s"L(y)-=sy(0) -y’(0)+2sL (y)-2y (0)+5L (y)=0
L(y)[s°+25+5]-35+7-6=0

L(y) [s°+25s+5]=3s-1

3s-1
Ly)= > =
) s> +2s+5
] 3s-1 4 3(s+1) -4 1 3(s+1) 4
=Lt | BT oy RTITT o -
y® (sz+25+5j ((s+1)2+22J [(s+1)2+22 (s+1)° +22

= 3Lt (%j _4 L‘{%J = 3e'cos (2t) -2 e sen (2t)
(s+)°+2 2 (s+)°+2

y(t)= e'(3cos2t—2sen2t) =e' (3cos2t—2sen2t)

4) Resolver y" -3y’ +2y=12¢e" y(0)=1, y’ (0)=0
Respuesta
L(y)-3L(y)+2L(y)=12 (%)

S“L(y)-sy(0)-y’ (0)-3sL(y)+3y(0)+2L(y)=12L (e

L(y)[s°=3s+2]-s+3=12 1

12

L (y)[s°=3s+2] = +5-3

L (y) [ —3s+2] = 12+ (s-3)(s—4)

s—4
L) = 12+s?-7s+12 s -Ts+24
(s—4)(s*-35s+2) (s—4)(s—2)(s-1)
s° —T7s+24 A B C
L) =

(s=D(s=2)(s-4) :s—l+s—2+s—4

$? - 7s+ 24 = A (s-2) (1-4) + B(s-1) (s-4) + C (5-1) (5-2)
s~ 75+ 24 = (A+B+C) s* + (- 6A —5B — 3C) 5 + (8A + 4B + 2C)

Si s=1, 1-7+24=A-(-1)(-3), 18=3A, A =6
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Si s=2, 4-14+24=B-1-(-2),14=-2B, B =-7
Si s=4, 16-28+24 =C-3-2, 12= 6C, c=2
. sP-Ts+24 6 7T 2
C(s-D(s-2)(s-4) s-1 s-2 s-4
6 7 2
L = - +
) -1 s-2 s-4

y(t) =6e'—7e”+2¢

La funcién delta de Dirac

Cuando en un sistema mecéanico actla una fuerza externa, de gran magnitud, pero lo hace durante
un tiempo muy corto, tenemos una fuerza de impulso. Por ejemplo, una descarga eléctrica sobre
un objeto, un golpe violento a un objeto. Este tipo de fuerza puede ser modelada por la siguiente

funcioén:

Funcidon impulso unitario

1
5a(t_to): 51 to_a<t<t0+a
0, t<t,—-a, o0 t=t,+a
1/2a —
2a
A
{ | -
I -a 1) fpt+a

+00
Esta funcion se Ilama impulso unitario, pues se cumple que I5a (t-ty)dt=1

Ejemplos:

1) Sea:
5 (t_l):{l, ............. 1/2<t<3/2 .
L2 0, t<1/2v t>3/2 a="%

Su grafica es la siguiente:
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12a=1 |—

| & | @ l
1/2 1 312
2, 3/4<t<5/4
k)

2) Sea: 5,,,(t-1) = { a = Y. Su gréfica es la siguiente:

0, t<3/4o0t>5/4

1/2a= 2

3/4 1 5/4

Definicion: Funcion delta de Dirac
Llamaremos funcion delta de Dirac a la expresion |5 (t — t,) = lim &, (t - t,)
a—>0

Que se puede caracterizar mediante las dos propiedades siguientes:

,tZt +00
a)§(t—t0):{ogt¢t° b) jé(t—to)dtzl
1 0 —00

Transformada de la funcién impulso unitario:

L{Balt 1)} = & (e‘ej

2sa

Transformada de la funcion delta de Dirac
L{5(t-to)}= ling L {8a(t—to)}= e~

Ejercicio resueltos de la funcidon delta de Dirac:

Resolver la ecuacién diferencial y “ +y = 5(t - 2n), sujeto a:
a) y(0)=1, y’(0)=0

b) y(0)=0,y’(0) =0

Respuesta:

a) Aplicando la transformada a la ecuacion se tiene

SL{y}-s+L{y}=¢""
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—278

S e cos(t), O0<t<2rx
L {y}= + i1 luego y(t) = {

s?+1 cos(t) +sen(t), t>2r
g2 0, O0<t<2r
b) L {y}= , luego y(t) = sen(t - 2n)U(t-2x) =
) L{y} 11 go y(t) (t - 2m)U(t-2n) {sen(t), (> 97

Propiedades de la funcion delta

1) Si f(t) es una funcion continua en t = tp, entonces j&(t —t,) f(t)dt = f(t,)| (propiedad

selectora). En efecto: [ &(t—t,) f()dt = [S(t—t,) f (t;)dt = f (t,) [S(t—t,)dt = f(t,)

2) Sif(t) = e™, entonces j S(t—t,)edt = e = L{5(t - to)}

3) L{e"8(t—to)}=e@
4) Sity=0, entonces L{5(t)} = 1.

5) j.5(t—a)dt={0 'S8 _Ult-a) - o(t-a)=U'(t-a)
: 1 t>a
6) L{to(t—1)}=e’
7) L{te'8(t+1)}=0 pues I I S(t+1)=0,V t>0

Ejemplo 1: Evaluar Te*tzg(t —%)dt = 1.

2 ”2

Comoty= /2, f(t) = e, luego f(to) = f(n/2) = e_%, porlotanto | = e *
Ejemplo 2: Evaluar ja(u ~t,)du = I.

Como 8(u—tp) =0, si u<ty, luego 1 =0, para t<ty. Si t>ty, entonces T&(u—to)du =1, luego
| = U(t-to). Por lo tanto U(t — to) = 5(t — to). B

Ejemplo 3: L{e™ §(t — )}= e "¢

Ejemplo 4: L{e' §(t - 2)}= 2P

Ejemplo 5: Resolver y'+y =46 (t —2x), tal que

)y (0)=1y(0)=0
b) y (0) =0,y’(0) =0
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Respuesta
a) s’L{y}-s+L{y}=4e?"
—278
L{ } S 4e

= 4+
s?+1 s*+1

()= L{ . 4e_21

s?+1 s?+1
y(t) = cost +4sen(t — 27)U (t — 27x)
cost, O<t<2r
Sy) =
cost+4sent, t>2rx

4e72%
b) Liy}=——

y(t) = 4sen(t —27)U (t — 27x)

0, O0<t<2r
.'.y(t):{

4sent, t>2rx
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UNIDAD 9: SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES

Definicién

Llamaremos sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias al conjunto de ecuaciones
diferenciales ordinarias simultaneas de dos 0 mas ecuaciones que contienen las derivadas de dos
0 mas funciones incognitas de una sola variable independiente.

Ejemplos:
Si X, y, z dependen de t, entonces

d?x

4
dt?

—oX+Y X-3x+y+z = 5
y X-y+2z' = t?
dy
dt?

= 3x-y X+y'-6z' = t-1

son dos sistemas de ecuaciones diferenciales simultaneas.

SOLUCION DE UN SISTEMA DE ECUACIONES DIFERENCIALES

Una solucidn de un sistema de ecuaciones diferenciales es un conjunto de funciones diferenciales
x =1(t), y = g(t), z = h(t), etc. que satisfacen cada ecuacion del sistema en algun intervalo I.

1) Solucién de un sistema de ecuaciones diferenciales lineales mediante eliminacion

gaussiana.

1) El sistema se expresa mediante operadores

2) La matriz del sistema se lleva a la forma triangular, mediante operaciones elementales.

3) Se resuelve la dltima ecuacion del sistema escalonado. El resultado se reemplaza en la
penultima ecuacion y asi hasta llegar a la primera ecuacion.

4) El nimero de constantes arbitrarias presentes en la solucion general del sistema, corresponde
al grado del polinomio obtenido del determinante de los coeficientes.

Ejemplo 1:

1) Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales siguiente, mediante eliminacion gaussiana.
d
Y _ox
dt

gzsy

Respuesta
Dy = 2x 2x-Dy=0
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2 =Dy o -DF 2 b
% —
D -3 coeemE 1o p?-6
s2X — Dy =0
(D* - 6)y=0
(D’-6)y=0=>m’-6=0=>m=+ /6
L ly)=ce’™ +c,e®

Reemplazando en la primera ecuacion

2x—-/6c,e’® +-/6c,e "™ =0
— ﬁc e\/gt \/6 /6t
2 1

——C,e"
5 2

X

@C eﬁt \/g -6t

1 - —CE

. [X(t)j_ 2 2
y(®) Cle%t -6t

Nota

2 -D
det (D 3) = -6 + D* es un polinomio de grado 2

.. Hay dos constantes arbitrarias en la solucién general del sistema de ecuaciones.

Ejemplo 2:
Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales

X —Ax+y’ =t

X+ x+y =0
Respuesta
(D-4)x+D*y=+t
D+1)x+Dy=0

_ 2 2
o4 D R D+4-F O+
D+1 D 0
D-4 D? : t?

0 D(D-4)-D*(D+1) : —2t—t?
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D-4 D? : t?
0 -D*-4D : -—2t-t?

D-4 D? T &
0 D*+4D : t?+2t

(D-4x + D’y = ¢
(D +4D)y = t? + 2t

J Fz—)Fz

(D°+4D)y =t°+2( (¥

Solucién complementaria; (D®+4D)y=0 = m®+4m=0= m(m2+4) =m=0,m =+ 2i
Ve = C1 + Cp COS2t + C3 sen2f]

Solucion particular:  (coeficiente indeterminado)
yp = at° + bt® + cf]

yp=3at’+2bt+c, y’,=6at+2b,y"’, = 6a

Reemplazando en (*) se tiene
6a + 12at’ + 8bt + 4¢c = t* + 2t

12a=1
8b=2 3a:i,b:1,cz_1
12 4 8

6a+4c=0
* y —£+£_£

P12 48
C y= _ 5 5 2t ot
S Y=Y, +Y, =C +C,c08(2t) +c sen( t)+E+Z_g

Eliminando y del sistema
(D -4)x + Dy = t?
(D+1x+ Dy=0 -/D

Se tiene:
[(D-4)-D(D +1)Ix="t
[D-4-D?-DJx=t

(D7 +4x=-] **

Solucién complementaria:

(D*+4)x=0=>m?+4=0=>m=+2i= Xc=C4C05(2t) + Cs5 Sen(2t)
Solucidn particular:

Xp=at’ +bt+c, xp=2at+b, x’,=2a

Reemplazando en * *
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2a + 4at’ + 4bt + 4¢ = -t

da=-1| = a:-l, b=0, c:;
4b=20
2a+4c=10

1
Xp:'*t2+*

1
4 8

2
X = X¢ + Xp = C4 COS(2t) + C5 sen(2t) - '[4 + ;

Cs Y Cs se pueden expresar en términos de ¢, y c3 sustituyendo x e y en cualquiera de las
ecuaciones del sistema

si x’+x+y =0] entonces:

2
-2C4 sen(2t) + 2c¢s cos(2t) - ; + ¢4 cos(2t) + 5 sen(2t) - t4 + ; - 2¢, sen(2t) + 2c3 cos(2t)

2
+ L + 1 - 1 =0
4 2 8
Coef de sen(2t) : -2c4 + cs—2¢, =0
Coef de cos(2t) : 2cs + ¢4+ 2c3 =0

Coef de t? : -1+1:O
4 4
Coef. de t : 0=0
Coef det° : 0=0
-2C4 + C5=2Cy /-2
Cs+2c5=-2c3| /-2

-2C4 + C5=2C

2C4 + 4C5 = -4c3

—4c, +2¢,

5C5 =-4C3+2C; = C5 =

4cy — 2C5 = -4C)
Cq4 + 2C5 = -2C3

5c4= —4cy - 2C3

. —4c, —2c,
5

2
L () = - é (4c, + 2c5) cos(2t) + é (2¢, - 4cs) sen(2t) - t4 . ;
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2) Solucion de un sistema de ecuaciones diferenciales lineales usando regla de Cramer

Si Li, Ly, L3 y L4, denotan operadores diferenciales de coeficientes constantes, entonces un
sistema de ecuaciones diferenciales lineales de orden n, en dos variables x e y pueden ser escrito
como:

Lix + L2y = gl(t)
Lax + L4y = gz(t)

Aplicando la regla de Cramer.

L L X = 9, L

L, L, 9, L,

L L y = L 9

L, L, L, 9,
L L

Si # 0 es un operador diferencial de orden n, entonces el sistema puede ser

L, L,
descompuesto en dos ecuaciones diferenciales de ordennen xeyy.

Ll L2
L, L,
cualquiera de constantes arbitrarias o no tener solucién.

Si = 0, entonces el sistema puede tener una solucion que contiene un numero

Procedimiento

Para aplicar la regla de Cramer se debe proceder de la siguiente manera:

1) Escribir el sistema mediante operadores diferenciales.

2) Ordenar el sistema segun las funciones incognitas involucradas. Los operadores se
consideran como coeficientes de las funciones incognitas.

3) Se aplica la regla de Cramer vista en sistemas de ecuaciones lineales (Algebra lineal).

4) Se resuelven los determinantes.

5) Se obtienen dos ecuaciones diferenciales de ordennenxey.

6) Se resuelve cada ecuacion con solucion complementaria y solucion particular.
La ecuacion complementaria y por lo tanto la solucion complementaria de cada una de
estas ecuaciones diferenciales es la misma.

7) Como x e y contienen n constantes, aparecen en total 2n constante.

8) El numero total de constantes independientes que deben aparecer en la solucién del
sistema es n.

Ejemplo 1:
Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales

X =3x-y-1
Y’ =X+ +4e|
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Resguesta
(D-3)x +y=-1
X+ (D -1)y = 4¢'

D-3 1 -1 1
. X =
-1 D- 4e' D-

D-3 -1

5 (D=2 =1-4¢
(D -2)%y =-1-8¢'

Por métodos usuales
1
X = X + Xp = C1€7 + Cot €* + = - 4e
4
1
y=Ye+ Yp=cee® +cpte” - n - 8¢'

Reemplazando x e y es la ecuacion y’ = x +y + 4e'

Setiene (C3—Ci+Co)e”+(Ca—C)te =0 = cs=C, Yy C3=C1—Cs4=C1—Cp

1
sX() =ce®+ o+ e+ e 4¢'

y(t) = (C1—Cco)e” + cot e - i _ ge!

Ejemplo 2:
Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales
2X’+y -y =t
X +y’ =t ‘ sujetoa x(0)=1, y(0)=0
Respuesta:

Aplicando operadores se tiene el sistema siguiente
2Dx+ (D-1ly=t ‘
Dx + Dy = t?

Aplicando regla de Cramer queda:

2D D- t D- 2D D- 2D
- x = |, y y =
D D t? D D D D

Luego, se tiene el sistema
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2D D- t D-
1) = |,
t D
2) 2D D- 2D t
y =
D t?

1) (2D? - D*+D)x = D(t) - (D - 1)(t)
2) (2D* - D*+D)y = 2D(t?) — D(t) ‘

1) (D*+D)x = 1-2t + t?
2) (D*+D)y = 4t- 1

Resolviendo la ecuacion 1) (D®+ D)x = t* - 2t +1 , se tiene:

X’ = - 2t +]]

Solucion Complementaria:
m>+m=0=>mm+1)=0=m, =0 m,=-1

X, =C, +C,e"

Solucién Particular:
Como F(t) =t%- 2t +1, entonces
xp:at +bt+c /t
= at’ + bt? +ct
xp = 3at’ + 2bt +c
’=6at+ 2b

Reemplazamos en la ecuacion diferencial x’” + x* =% - 2t +1 , y se tiene
Gat + 2b + 3at*+ 2bt +c = t* - 2t +1

a=1=

6a+2b=-2=2+2b=-2=ph=-2

2b+c=1=c=12b=

1 ., .
x, ==t° — 2t +5t|es la solucion particular, luego
3

Solucion General:

1
X =¢, +ce” +§t3 —2t? +5t

Ahora consideramos la ecuacion diferencial 2) (D*+ D)y = 4t— 1, y se tiene:
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Solucion Complementaria:
m>+m=0=>mm+1)=0=m, =0 m,=-1

-t
Y. =C; +C,€

Solucién Particular:

Como F(t) =4t -1, entonces
yp=at+b [/t

yp = at’ + bt

yp = 2at+Db

Yo'’ =22

Reemplazamos en la ecuacion diferencial y’’+y’ =4t — 1, y se tiene
2a+2at+b=4t-1

2a=4:>
2at+b=-1=b=-1-2a=p=-§

Yy, = 2t* — 5t es la solucion particular, luego

Solucion General:

y =C,+c,e”t +2t* -5t

Por lo tanto la solucion del sistema queda de la forma siguiente:

x(t)=c, +c,e™ +%t3 —2t* +5

y(t)=c, +c,e™ +2t* -5t

Reemplazando x(t), y(t) en la ecuacién 2x’ +y’ —y =t , se tiene
—-2c,et +2t* -8t+10-c,e' +4t-5-¢c, —c,e”t —2t* +5t =t

(-2c,——-2c,)e" =0
N 5-c,=0

x(t)=c, +c,e™ +%t3 ~2t* +5

y(t)=5-c,e +2t* -5t

Aplicando condiciones iniciales: x (0)=1, y(0)=0

Se tiene
c,+c¢c,=1

=C,=5 ¢ =-4
5-¢,=0
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*. la solucioén del sistema dado es

X(t) = -4+5t—2t* + §t3+5e't

y(t) = 5-5t+2t°-5¢"

3) Solucion de un sistema de ecuaciones diferenciales lineales por el método de la
Transformada de Laplace

Cuando en un sistema de ecuacion diferencial de coeficientes constantes se especifican
condiciones iniciales, se puede aplicar la transformada de Laplace a cada ecuacion y se obtiene
un sistema de ecuaciones algebraicas.

Ejemplo:
Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales
2X'+y -y =t
X' +y =t ‘ sujetoa x(0)=1, y(0)=0
Respuesta

L@x +y —-y)=L (1)
LX+y) =L

25L(00-2X @) +5L()-y (0 -L ()=
sL(x)=x(©0)+sL(y)-y(0)= 523
@ 2sL(x) + (s-1)L(y) =2+ Slz
@ st st =1+ /-2
sL(X)+(s=1)L(y) =2+ Slz
-28L(X)+-23|-(y):'2's43
Loy)fs-1-25= & - 4
S S
_  s-4 - 4-s
L(y) - 33(—3—1) L(y) S3(S+l)
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4-—s5 A B C D
s*(s+1) s s° s¥ s+l
4-s _ 5 5 4 5
s’(s+1) s s* s® s+l

Syt =5L" {1} —5L {iz} +2L7 {3;} —5L {i}
s S S s+1

() =5-5t+ 2t —5¢]

Aplicando este resultado en la ecuacion

@ sL(x)+sL(y)=1+£3

S
1 2
LO+LO) = T+
S S
LO=-Lo) + 5 /L
S

() = - y(@+ L™

— |

J-ef2

X()=-5+5t—2t° +5et+ 1 + ;tS

X () = -4+5t-2t+ :lgt‘°’+5e't

*. la solucion del sistema dado es

X(t) = -4+5t—2t%+ :13t3+5e't

y(t) = 5-5t+2t?-5¢"
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APLICACIONES DE LOS SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

1) Resortes acoplados:

Supongamos que dos masas m; y m, estan sujetas a dos resortes A y B, de masas insignificantes,

cuyas constantes son kj y K, respectivamente. A su vez, los dos resortes estan conectados como
se indica en el dibujo:

Donde x1(t) y X2(t) son los desplazamientos verticales de las masas con respecto a sus posiciones
de equilibrio.

Cuando el sistema se encuentra en movimiento, el resorte B esta sujeto tanto a un alargamiento
como a un acortamiento, luego su alargamiento neto es X, — X.

Por la ley de Hooke, los resortes A y B ejercen sobre m; las fuerzas —kixi y Ka(X2 — X1)
respectivamente. Si no hay fuerza externa ni fuerzas amortiguadoras, entonces

la fuerza neta que actla sobre my es  F = —kiXp + Ka(X2 — X1)

la fuerza neta que acta sobre myes  F = —Kka(Xz — X1)

Por lo tanto se obtiene el sistema
m1X1”: _klxl + kz (Xz - Xl)
m2X2”= _kz (Xz - Xl)

Ejemplo:

Suponga que dos masas m; = 1y m, = 1 estan sujetas a dos resortes A y B, cuyas constantes son
ki = 6 y ko = 4 respectivamente, conectados como se indica en la figura. Determinar los
desplazamientos xi(t) y X»(t) de las masas, si x1(0) =0, x’1(0) = 1, x2(0) =0, x’»(0) = -1.
Respuesta:

De acuerdo a los datos, se tiene el siguiente sistema:

X, "+10x, —4x, =0
—4X, +X,"+4%x, =0

x(0)=0 x,(0)=0
x,'(0)=1 x,'(0)=-1

L(x,")+10L(x,)—4L(x,)=0
L(x,")—4L(x,)+4L(x,)=0
s?L(x,) - sx,(0) = x,"(0) +10L(x,)—4L(x,)=0
sPL(x,) = sx,(0)— x,"(0) —4L(x,)+4L(x,)=0
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L(x,)[s? +10]-4L(x,) =1 | /-[s?+4]
L(x,)[- 4]+ Lx,)[s? +4]=-1| /.4

s? S

L(x,) = 2 2 = Z 2
(s“+10 ) s+ 4)-16 (s +14 s° + 24)
L(xy) = 2 Szz = 72% + 2%
(s®+ 2)s° +12) (s® + 2) (s® +12)
~ 1 L 2 6 L[ M2
=gt [sz+2J+5\/12L [s2+12J

X, (t) = —%(sen '\/?t)-i- g(sen 2\/3_t)

Despejando L(x,) de la ecuacion:
L(x)|s? +10]-4L(x,) =1

se tiene:

(1) = 00l 4+10]—1

L(X ): 52 '(52 +10)_£:SZ(SZ+10)—(52+2)(52 +12): —52—6
TEE 1) 4 4 a1 ()

%5 %

(s2+2) (s?+12)

A

L(Xz) ==

s2+2 s?2 +12
w2 s Jy2 ) 3 Lo V12
27 52 (s?+2) 5412 |s?+12

X, (t) = —% sen(ﬁt)— % sen(zﬁt)

Solucion:

X, (t) = —1£§ sen(ﬁt)+ % sen(zx/§t)

X, (t) = —g sen(\/it)— 1£§ sen(2\/§t)
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2) Redes eléctricas:

Un sistema eléctrico con mas de un circuito simple da origen a un sistema de ecuaciones
diferenciales. Aplicando la primera y segunda ley de Kircchoff se puede plantear el sistema de
ecuaciones diferenciales.

Ejemplo:
Dado el siguiente sistema eléctrico (red eléctrica).
A1 Bl i3 Cl
€2000 >
i1 L i
E ? R ? —C
Ao B, C,

Determinar iy, iz, iz, si E = 60 voltios, L = 1 henrio, R = 50 ohmios, C = 10™ faradios y se dan las
condiciones iniciales i1(0) = 0, i»(0) = 0.
Respuesta:
Del dibujo tenemos las siguientes ecuaciones:
1) i1 =iy + i3, aplicando primera ley de Kircchoff en el nodo B;.
2) E(t) =L 1’1 +Rij, aplicando segunda ley de Kircchoff en el circuito A;B1B,AA;
3) 0=-Ri, +q3/C, aplicando segunda ley de Kircchoff en el circuito B;C,C,B,B:.

Por lo tanto, planteamos el siguiente sistema:

di }
L—L+Ri, =E(t
it , = E(t)

RCZ—Is+i2—i1=0

i,'+50i, = 60
50-10*i,"+i, —i, =0
L(i,") +50L(i,) = 60L(1)
50-107*L(i,") + L(i,) - L(i,) =0

sL(i,) - i,(0) +50L(i,) = 6—30

i1 (0) =0

] condiciones iniciales
1,(0)=0

1 . 1. ) ]
TWSL(IZ)_TWIZ(O)+L(IZ)_L(Il):O /- 200
sL(i,) +50L(i,) = & /-200
S

—200L(i,) + (s +200)L(i,) =0 l-s
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200sL (i, ) +10000L(i,) = @

— 200sL (i, ) + s(s + 200)L(i,) = 0

i) = 12000 12000
27 5(10000 + S(5 +200))  s(s +100)>

i )_/ 8¢ 120

s s+100 (s+100)?
i, (t) = —L-l{l} EL‘l{ L }—120L‘1 ;2
s| 5 |s+100 (s +100)

H 6 —lOOt -100t
I, (t :——— —120te
> (1) £ E

Reemplazando en la ecuacion

sL(i,) +50L(i, )_@
Se tiene
sL(i,) +50- ———20___ 59
s(s+100) S
I_(i)_605+1zooo_%_ A 60
Y 5(s+100)2 s s+100 (s+100)>

il(t)zﬁL-l{l}_EL-l{ L }—GOL‘l{—l 2}
5 s/ 5 |s+100 (s+100)

- 6 —100’[ -100t
Lt)=——— —60te
L (t) S

Solucion:

il (t) - 5 7100t 60te7100t

iz (t) —— _ 5 —lOOt 120te—100t

iy (t) =i, —i, = 60te ™™
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3) Problemas de mezclas:

Los problemas de mezclado donde intervienen mas de un depdsito dan origen a un sistema de
ecuaciones diferenciales.

Ejemplo:

Un tanque A contiene 50 galones (gal.) de agua en los cuales se disuelven 25 libras de sal. Un
segundo tanque B contiene 50 gal de agua pura. Se bombea liquido hacia y desde los tanques, en
las proporciones indicadas en la figura.

a) Deducir las ecuaciones diferenciales para x;(t) y X2(t) que den las libras de sal que hay en un
instante cualquiera en los tanques A y B respectivamente.

b) Resolver el sistema para Xi(t) y Xa(t).

AGUA PURA MEZCLA 1 GAL/MIN
N
N N
A B
MEZCLA 4 GAL/MIN MEZCLA 3 GAL/MIN
Respuesta:
Planteamos el siguiente sistema:
X 2
175y 95t X, (0) = 25 .
50 25 :(0) condiciones iniciales
X,'=—X, ——X,
25 25

L) =25 L( 2)——L(X)

L(x,") = L(x )— L(x )

SL(XI)_XI(O) :_L(X )__L(Xl) /-50

sL(X,) — X, (0) = L(x)——L(x) [-25

50sL(x,) —1250 = L(xz) - 4L(x1)
25sL(x,) = 2L(x%,) — 2L(x,)

L(x,)[50s +4]- L(x,) =1250 /.2

L(x)[- 2]+ L(x,)[255+2]=0| /- (50s +4)
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L(x,)[(25s + 2)(50s + 4) — 2] = 2500
2500 1250

L(XZ) = 2 = 2

1250s® +200s+6 62552 +100s +3

1250 1250

L(XZ) = 2 =

(255 +2)° -1 (25s+1)(25s+3)

625 —625

L(Xz) =

+
(255 +1) (25s5+3)

X, =625 L 1 —-625 L™ 1
255 +1 255+3

X, (t) = 625 Ll{—%E’ 625 L %35
S+ 25 S+ 25

X, () =625~ )L | _gp5. L (1) 1
25 5

3
S+ Yos 25 S+

—t -3t

X, (t) = 25e% —25¢ %

Reemplazando en la ecuacion:
—2L(%,) + L(x,)[25s + 2] =0

se tiene
L(x,)]|25s+ 2
L(X1)= ( 2)[2 ]
1250[25s +2]  625[25s+ 2]

() = 2(255 +1)(255+3) (255 +1)(255 + 3)

625 625
L(Xl) = A + A

25s+1 25s+3

L 625 L 1 L 625 1)
) 255 +1 2 255 + 3

« - 625 L1 1 625 ;| 1
L=
2.25 S+i 2.25 S+i
25 25
Solucion:
25 -2 25 -k
\(t)=—e?>» +—e?®
10 5 5
L 3,
X, (t) =25e » —25e %
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UNIDAD 10: SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE PRIMER
ORDEN

Consideremos el sistema de forma normal o candnica

Ozh =an (O xitap ) xe .. Fan®)x, + fi ()
t

dé(z = az (t) X1+ axn (t) Xyt ... tay (t) Xn + (t)
t

d;(tn = an] (t) X1 + an2 (t) X2 + + arm (t) Xn + frl (t)

donde a;; y fi son funciones continuas en un intervalo comun I, V 1, j.
Si fi(t)=0 , Vi=lI,....,n,elsistema se llama homogéneo.
Si existe fi (t) # 0, el sistema se llama no homogéneo.

Reduccion de una ecuacion diferencial lineal de orden n a un sistema de ecuaciones
diferenciales lineales

Dada la ecuacion

d’y =—&y—iy'—...—hy(”‘l)+ f(t)

n
dt a, a, a,
-1
ys€an y=Xi, V' =X2, Y =X3ieeniieenns R y(n ) =Xy
S — ), — Y Y -1 _ . o o,
y =x17X, ¥y TX27X3, e y(n)(x)_xn-l_xn y y(n)_Xn
X’] = X2
X,z = X3
X’3 = X4
X’n-l = Xn
> a a a_
Xn = - =X — =X, = = X, + T()
a, n a,
Ejemplo

Reducir la ecuacion diferencial 2y’ — 6y” + 4y’ + y=sent ala forma normal de un sistema de
ecuaciones diferenciales.

Respuesta

oo by oy aaye Dsent

y ) y—2y Yy )

sea y=xX; , Y =X , Yy’ = X3
X1 =y =X
X,z — y” — X3
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J— 999
X3 =Yy
b —
X1 = X2
2 —
X2 = X3

- l X12X2+3X3+; sen t

>
ol
Il

Forma matricial de un sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden

El sistema de ecuaciones diferenciales lineales

d(;(Tl = a (t) X1+ ap (t) Xyt ...+ an (t) X, + fi (t)
dx
o = ay()x;tant)xx+..... + ax, (Hxn + £ (t)
dx |
T = anl (t) X1 + an2 (t) X2 + ...t Ann (t) Xn + fn (t)
Se puede escribir en la forma matricial
X, aj (1) ap t - a, (1) X f1(t)
i Xy _ ay (t) ay (t) 8y, (t) Xy + fz(t)
dt| : : : : : :
X, anl(t) apn, (t) R (t) Xq fn(t)
£ Y —
X A X F
Luego podemos escribir el sistema |9X_ = A X +F (t)o bien X’ = A X + F\
dt
Si el sistema es homogéneo, escribiremos [9X = A(t) X| o bien X’ = A
dt
Ejemplo
El sistema no homogéneo ((ji)t( = -2x+5y+e -2t
Y = 4x 3y + 10t
dt

Puede ser escrito como:
dX -2 5 e —2t
— = X +
dt 4 -3 10t
] -2 5 1y, (-2
O bien X’ = X+ e + t
4 -3 0 10
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o [PJ-(3 S Mk o)

Vector solucion en un intervalo | :

X (1)
- - _ | %®
Es cualquier matriz columna X ="

X, (1)

Cuyos elementos son funciones diferenciables y tal que satisface el sistema en el intervalo.

Ejemplo
X = 1 e—2t _ e_Zt 1 4 1 1 3
= es solucion de X'= X
_1 _e_Zt 5 3

En efecto
, _ 2e72t
X = (2e‘2t j
1 3 e72t _ 2e2t
LAX = = = X'
Y I et

Problema de valor inicial
Sea t, € [ y sean

Xl (tO ) ul
X, (ty) u, ,
X(to) = . | .| donde uj=cte Vi=1,..,n
y Xo=1|:
X, (ty) Uy
dX .
Entonces el problema: Resolver rry = A(t) X + F(t), sujeto a: X (t,) = X, es un problema

de valor inicial en 1.

Observaciones:

1) Silos elementos de A(t) y F(t) son funciones continuas en un intervalo comun I, que
contiene al punto ty. Entonces existe una solucion tinica del problema de valor inicial en el
intervalo.

159



UNIVERSIDAD TECNOLOGICA METROPOLITANA
» FACULTAD DE C. NAT, MATEMATICAS Y DEL M. AMB. ‘.
B DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

B LIDIA ORTEGA SILVA UTEM

2) Si Xp,X;,, ..., Xx son vectores solucion del sistema homogéneo X’ = AX, entonces X =
1 Xy + ¢y Xy + ...+ ¢ Xk es también solucidn V ¢; constante arbitraria.

3) Sean X, =

X

n vectores solucion del sistema homogéneo X°’=AX en un intervalo I.
X1, X2, ..., Xy son fien [< W (X, Xy, ..., Xy) #0. (WRONSKIANO) Vtel

X X e X
X0 Xpp e X
WX, Xa,.0nX) =0 7 "
Xpi Xpa oo X
Ejemplo
e72t e6t
X = R X, = o son soluciones /.1. VtelIR , pues
—-e 5e
e—2t 3e61
WELX) = | e =8e" % 0. Vt
— e

4) Si x;,Xp, ..., Xy €sun conjunto de soluciones /.i. del sistema X’ = AX en I, entonces la
solucion general del sistema en I viene dada por :
D( =c; X] tCyXpt+ ... + ¢y Xy, donde ¢; es constante arbitraria Vi.

Ejemplo
e™ 3e” . : 13
Como X; = y X,= son /.. ysonsolucionde X’ = X,
a2t 5e6t 5 3
entonces

1 3
X=cX;+X; = cl( JeZt + C, (Sje“ es la solucion general del sistema homogéneo.

5) Una solucién particular X, en un intervalo I, del sistema no homogéneo X* = AX + F, es
cualquier vector que no contiene parametros arbitrarios y tal que sus elementos son funciones que
satisfacen el sistema.

Ejemplo

3t—4
X, = ( 5t 6j es una solucidn particular del sistema no homogéneo
-5t+

1 3 12t -11
X = X+ , VtelR
53 -3
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En efecto
3 1 3 12t-11 1 3) 3t-—4 12t-11 3
X,p = y: X p + = + = = X ! P
-5 5 3 -3 5 3)=-5t+6 -3 -5
Nota.

Se puede aplicar el método de los coeficientes indeterminados si F(t) es una matriz y cuyos
elementos son constantes, polinomios, funciones exponenciales, senos y cosenos o bien sumas de
ellos. En caso de otras funciones, se puede aplicar variacion de pardmetros.

Observacion:
Si X;,X,, ..., Xk esun conjunto de vectores solucion del sistema homogéneo X’ = AX en I
y sea X, cualquier vector solucion del sistema no homogéneo X’ =AX+F en I, entonces

= ¢ Xy .. +cp Xi + Xp‘ es también solucion del sistema no homogéneo en 1. V c¢;
constantes arbitrarias.

6) Solucion general del sistema X'=AX+F
Sea X, = vector solucion particular del sistema no homogéneo en I. (sin constantes arbitrarias).
Sea X,= ¢ X+ Xo+ ..., + ¢y Xi la solucion general del sistema homogéneo en I. Entonces
la solucidn general del sistema no homogéneo en I se define como

IX = Xe + Xp‘

soluciéon complementaria solucion particular

Ejemplo

. 1 3 12t -11
Dado el sistema [X’ = X +

53 -3

3t—-4 ., ,

X, = solucion particular. Vtel
-5t+6
1 -2t 3 6t [y .

Xe = ¢ . e +c, s e solucion complementaria  Vt € L.

1) ., 3) & 3t—4 .
X =Xc*+X, = ¢ e +c,| g7+ es la solucion general, V t € IR.
-1 5 —-5t+6

7) Matriz fundamental del sistema X’ = AX
X Xll X12 Xln
Si Xy = : X, =| e X =

X X1 X

Es un conjunto de n vectores solucion /. i. del sistema homogéneo en I, entonces
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n

D (1) = | : : : | es una matriz fundamental del sistema en I.

n2 nn

Ejemplo

Para el ejemplo anterior
e—Zt 3eét
P () ZK Zt
—e 7 5e”

Observacion
Si @ (t) es una matriz fundamental del sistema homogéneo X’ =AX enl, entonces 3 @ (t),
Vtel

Ejemplo
o1 56 —3e”
@ (t) B Qe [eZI et

8) La solucion general del sistema X’ = AX, viene dada por X = @ (t)C, donde @ (t) es la
matriz fundamental del sistema homogéneo en un intervalo I y C es la matriz columna
Cl

Solucion de sistemas lineales homogéneos mediante valores propios

Sea X’ = AX un sistema homogéneo en forma matricial, donde A es una matriz de constantes, de
orden nx n, tal que tiene:

a) Valores propios reales distintos
Si Ay, A2, ..., Ap son n valores propios reales distintos de la matriz A y si ky, ko, ..., k, son los
correspondientes vectores propios. Entonces la solucion general de sistema X’ = AX en IR, esta

dada por: X =cke™ +c,k,e” +..+c ke

Ejemplos

1) Resolver el sistema
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Respuesta:
2 3 2—-4 3 )
A = Det(A-AI)= =A"-31-4=0
2 1 2 1-1

=>A+1DH(A-4)=0 = A =-1 A Ay=4 valores propios

X
Para , ki = [ j es vector propio si
y

LG GG
A-ADk=0 = = = = = 3x+3y=0,
2 1-A)\y 0 2 20y 0

si y=1 x=1= klz( 1] vector propio
-1

Para , ky = (Xj es vector propio si

y
A-Dk =0 = (—2 3J[XJ:(°] = 2x+3y=0 = si y=2, x=3
2 =3y 0
3 .
=k = (J vector propio
k1 ykz son fl

. _ 1 -t _ 3 4t -
. Xy = 1e y Xp= 2e son /..

. X = c¢; X; ¢ X, es solucion general
X 1 3 Xx=ce"'+c,3e"
( ]: cl[ Je‘t +c2( ]e‘“ o bien : ?
y -1 2 y=-ce" +2c,e”

2) Resolver el sistema

dx
—=—4X+y+z
dt -4 1 1
3—y:x+5y—z A= 11 5 -1
t 0 1 -3
d_z= -3z
dt y
Respuesta
det A-AD)=-A+3)A+HA-5=0 = AI&=-3, b =-4, AM=5
10 1
= k=], .k, =] -1 , ky=18
1 1
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1 10 1
0le’ + c¢,|-1]e ™ + c,[8e™
1 1 1

b) Valores propios complejos

Sea un sistema homogéneo de ecuacion diferencial lineal de primer orden. Sea A la
matriz de los coeficientes del sistema (orden n x n). Sea A; un valor propio complejo de A,

~ M = a+if] vy sea kel vector propio correspondiente a A;.

1 — i -
Sean |B, = E{kl + kl} y B, = 5[k1 -k 1} vectores reales

Entonces

X, = (B, cos & + B,senp)e”
X, = (B, cos & — B,sent)e”
son soluciones /.. en IR.

Ejemplos

1) Resolver el sistema:

Respuesta
2-4
det (A-Al) = =AM+4=0 = A==2i
-1 -2-2
2-4 8 X 0
P _ =2i =
B : (—1 —2—/1][YJ [OJ
2-2i 8 X) 0
-1 -2-2i)y) o
kx — 2y —2iy = 0|
X = -2y-2iy

) . 2+ 2i
st y=-1, x= 2+2i = klz( lj
11(2+2i 2 -2i 2
Blz— —+ = :Bl
2 -1 -1 -1

164



UNIVERSIDAD TECNOLOGICA METROPOLITANA
D FACULTAD DE C. NAT, MATEMATICAS Y DEL M. AMB. ‘.
o DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
B LIDIA ORTEGA SILVA UTEM

iH2+2ij (Z—Ziﬂ [—2]
B2 = — — = - BZ
210 -1 -1 0
2 -2 0 -2 2 0
X = [(_ ljcos(2t)+( 0 jsen(zt)Je +c2[[ 0 ]cos(Zt)—{_Jsen(zt)Je

(2 cos Zt—ZSenZIJ (—2005 2t —Zsenztj
X = ¢ +C,
sen2t

—cos 2t

1 2
2) Resolver X’ = | 1 X

— 1
2
Respuesta
1-2 2
det (A-Al) = _1 1_/1=/12—21+2:0 = M =1+1, X =1-1
2
k 2 B 2 B 0
- = , = , =
‘ i "o N
B, B, B> Bi

2 0 0 2
X =0 K Jcost+( jsent}e‘ﬁtc{( Jcost—( jsent}e‘
0 -1 -1 0
2cost) , —2sent) ,
X =c¢ e +cC, e
—sent —cost

¢) Valores propios repetidos
Supongamos el sistema homogéneo X’ = AX tiene una matriz A de orden n x n con un valor
propio A con multiplicidad m < n. Entonces se pueden dar casos:

i) A tiene m vectores propios /.. correspondiente al valor propio A. En este caso, una solucion
del sistema contiene la combinacioén lineal:
c, k,e’!

+ c,k,e’" + .. + c, ke

m

At

11) S1 al valor propio A le corresponde solo un vector propio, entonces se pueden encontrar m
soluciones l.i. de la forma:

X, =ke*
At At
X, =kte™ +k,e”

t m-1 m-2

X, =k e +k,
"(m-1)! (m-2)!

e 4. +k et
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En donde los k; son vectores columnas. K; corresponde al vector propio asociado al valor propio
A, K5 es un vector columna que se obtiene de la ecuacion (A-AI)K, = K, K3 es un vector columna
que se obtiene de la ecuacion (A-AI)K; = K, y asi sucesivamente.

Ejemplos
1 -2 2
1) Resolverelsistema y'—|_» | _»|x
2 -2 1
Respuesta
-4 -2 2
det(A-AD)=|-2 1-4 =2|=-A+1)*-(A-5)=0
2 -2 1-4

= A1 =Ay=-1 A A3 =5 valores propios

2 =2 2 (x 0
Para , setiene | _, 5, _, (y o
0

= x-y+tz=0=>siy=1Az=0,x =1

0
ko= 1 st y=1y z=1, x=0 = k= ]
0 1
-4 -2 2 X 0 1
Para 3 =5 2 —4 —2|y|=|o = k= 1
2 -2 —-4)\z 0 1
1

1
LX=c ||ttt e |y e
0 1 1

3 18
2) Resolver el sistema X’ = [2 9JX

Respuesta
det(A-A1) = (A+3)’=0 = A = A, = -3 son los valores propios, luego - 3 es valor
propio con multiplicidad dos.

(A+31)K=0 = K:@

1

3
sea K:[J y PZ(DIJ
1 P,

3
3t .
X = [ e es una solucion
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6 —18) p, 3
(A+31)P=K| = =
2 -6 )\p 1
2
6p, —18p, =3 1/2
P P> :2p1-6p2=1:sip=1, pp=0 = P=
2p,-6p, =1 2 0
3 -3t 1/2 -3¢ .
Xy = 1 te + 0 e es otra solucidon

. — 3 -3t 3 -3t 172 -3t iy
X = ¢ | e + ¢ 1te + 0 e es la solucion general.

3) Resolver el sistema X’ =

[=IE—T S}
(=T SR
SRRV e
x

Respuesta
det (A-A1)=(A-2)Y=0= % =2 con multiplicidad tres.

(A-21)K=0 = K=

(A-21)P=k = P= [

(A-21)Q=PF = Q= [60/5}

1/5

X= ¢ [+ ¢ : ; e ’ p
. 1 0 2 0lte2t 411 le2 +¢,||0 t?ezt+ 1 lte?t _% e 2t
0 0 0 0 0 1
s
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Solucion de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales no homogéneos

Dado el sistema no homogéneo

X’ = AX + F(t)]
La solucién general del sistema viene dada por
donde es la solucion general del sistema homogéneo asociado
que se puede obtener mediante valores propios
y es una solucion particular del sistema no homogéneo
X = AX + F(1)
que se puede obtener por uno de los métodos que se indican a continuacion.

Método de los coeficientes indeterminados

Se aplica si F(t) es una matriz cuyos elementos son constantes, polinomios, funciones
exponenciales, senos y cosenos o bien sumas finitas de estas funciones. Si F(t) tiene términos en
X, entonces se debe agregar el término multiplicado por una minima potencia de t.

Ejemplo

Resolver el sistema

en - © <t <

dt
Respuesta

o)l 2L

-
X' A X F()

Solucién Complementaria
Valores propios de A: A; =0, A, =1

1
Vectores propios de A: k; = [J , ko= [%]
1

1 3 1 3
Xe = C kg™ +eyk,e™ = C{JEO 6 (é]et - Cl(JEO 6 (é]et
Solucion Particular

Fay=| *
(1) = 1
a C a
X, = +| . [t, pues estd en X,
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Reemplazando en el sistema

c) (3 —-3)a+ct 4
HRE YRR

c 3a+3ct —3b—3dt 4
(d)=(2a+2a—2b—2m]+(—J
c=3a+3ct—3b-3dt+4
d=2a+2ct—2b-2dt-1
—4=3a+3ct—c—3b-3dt
l1=2a+2ct—2b—2dt-d
—4=Ba-c—-3b)+(3c-3d)t
l=(2a-2b-d)+(2c—-2d)t
3a—-c-3b=-4
3c-3d =0
2a-2b-d =1
2c-2d =0

Da—b—}é =—§é
2)a—b—% :%

Restando 1) — 2)
_C(l_l)::ﬁ:é
2 3 6

(3—2] 11
Cl— |=——
6 6

c = d
=3a-3b-c
2a—-2b-c

1
—_ |
N
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Sib=-10 a=-15
-15 —11

X, = + t
-10 —11

Solucion General

e[ oo 2 () (1)

Ejercicios resueltos

-1 2 -8
1) Resolver el sistema X'=[ jX +[ ] en -00<t<oo

Respuesta

Solucidn del sistema homogéneo

-1 2
X = X

-1-4 2
-1 1-2

= (A
A=1 = . =
-1 1-1)Qy 0
-x+(1-1)y =0
y=1 = x=+1-1 = k1=(1_IJ

det(A-Al) =

1
. [1-i) (1+i\] (1
B, - 1[“@:1( j( ] UB
2 2_ 1 1 | 1
i . =i\ (1+i\] i(-2i) (1
BzZLkl—kl i )y (LI+1 i |= _g,
2 2_ 1 1 ] 200 0
1 1
|X1 = Bycost+B; send = (Jcost+ OJsent
1 1
|X2 = By cost - B; send = (OJCOSt —(Jsent

cost + sent cost —sent
X. = ¢ +C,
cost —sent
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Solucidn particular

-8
F(t) = { 3 j es un vector constante

sa %, = 7]
ea X, =
b

Reemplazando en el sistema, queda:
0 -1 2\ a -8
= +
0 -1 1)b 3
14
0=-a+2b-8| = a=14 = XPZ( j

11
0=-a+b+3 b=11

cost + sent cost — sent 14
X:XC+Xp201 +C, +
cost — sent 11

2) Resolver el sistema

ax =6x+y+o6t
dt

((jj)t/ =4x+3y—-10t+4 | , te IR

Respuesta:

Solucidn del sistema homogéneo
6 1

A =
4 3

det (A —Al) =

- =(6-0)(B-2)-4=18-61-3L+12—4=(-T7)(L—2)

det(A—AD=0=>A=7 A =2

e N D (N

1
x+y=0. Si y=1, x=1 = kl:[lj
4 1) x 0
P _22 ; =
e [4 lj(yj [0]
) -1
4x+y=0. Si y=4, x=-1 = k2=[4j
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Solucidn particular

v 8 V(6 ).[O
O=1 jotsa)" 2104

a, a,
Sea X, = (th+ b]

a, 6 1)(a, a, 6 0
= t+ + t+
b, 4 3)\b, b, -10 4
a,| (6 1)at+a . 6t
b, (4 3\bt+b | (-10t+4
a) 6a,t+6a, +b,t+b, +6t
b, | 4a,t+4a, +3b,t+3b, —10t +4
Luego:
0=6a,+b,+6 1) 6a; +b,=-6
a, =6a; +b; 2) 6a;+b;—ax=0
0=4a,+3b, - 10 3) 4a, +3b, =10
by=4a; +3b; +4 4) 4a;+3b;—by=-4
1) 6a; +b,=-6 /-3 -18a, —3b, =18
3) 4a2+3b2=10 432+3b2:10
14a, =28
28
a; = 12— = -8+3b,=10=3b,=18= b,=6
2)6a1+b1+2=0 6a1+b1=-2 /-3
—
4)4a,+3b;—6=-4 4a; +3b; =2
—1831—3b1:6
4a1+3b1=2
lday =8 = oa= 0 = —4
14 7
bi=-2—6a = 2+ 2+ = 14+24 10
7 7 7
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-2 -
L Xp = (6 Jt+ 1? = X=X.+X,
7

—4

1 ~1 _2
X=c| |+c e + t+ %
1 4 6 %

3) Determinar la forma del vector solucion particular x, para:

dx "
a) — =5x+3y—-2e +1
)dt y

&y =-x+ty+te' —5t+7
dt

b) 3): =5x+3y—2e"+1

Yoo xty+rest+7
dt

Respuesta

Método de variacidon de parametros

Dado el sistema no homogéneo X’ = AX+H, su solucién general es X = X. +X,, donde
C,

X, =g®O)C=(X, X, . . X, :

Cn

Para encontrar una solucion particular, X, del sistema no homogéneo [X’ = AX+F, se cambian
las constantes C; por funciones uj(t), tal que
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u, (t)
X, =g®U ()= (X1 X, .« . X, : sea solucion particular de [X° = AX+F
u, ()
X, = gzﬁ(t).[¢‘1 (H)F(t)dt, donde ¢(t) es la matriz fundamental del sistema, cuyas columnas son
los vectores X, X, ..., X, , soluciones del sistema y C es un vector columna formado por
constantes
Cl
¢(t) = (Xla XZa ey Xn)
Cn
Nota 1:

Para calcular la integral indefinida de la matriz columna ¢'1(t)F(t), se integra cada uno de sus
elementos.

Nota 2:

La solucion general de

X' =AX+F(D)]es | X =gtC+g1)] ¢ OF ()t

Nota 3:
La solucion del problema de valor inicial

X’ = AX + F(t), x(to) = X¢ viene dada por

X =g (t,)x, + O ¢ (SIF (s)ds

Ejemplo 1:

Hallar la solucidn general del sistema no homogéneo.
X

d— =3x-3y+4

dt

dy
9 ox—2y-1
dt y

Respuesta
Del ejemplo del método de los coeficientes indeterminados se tiene que:

3 3
1 3 1 Ze _ 2] e —Z¢ -2 3
Xc = Cl (lj + Cz[é]et ’ luego ¢(t) = 2 y ¢ l(t) == 2 = i _ —t

t
1 e l-1 1

Entonces:

X, =4(t)[ ¢~ (OF Ot
3
1 Zet|(-2 3 (4
X"_l 2et j(ze-t —2e'tj(—1]dt
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1 3et] (=11 1 3etl -1t
= 2 -[IO’t de=) 2 106
1 et e 1 et - e
) ~11t-15) (=15 11t
Polo1t=10) (=10 (11
1 3 ~15) (11
X =c| |+c, é el 1 | It
1 1 ~10) \11

Ejemplo 2:
Resolver el problema de valor inicial

%:3x—3y+4
dt

0

X(O):U

Y ox_ay-1 0
dt

Respuesta:

[o)-ei)e72))

0=C,+C, %15 - C, +C,=10 _, Ci=0
0=C,+C, 10 C,+3,C,=15 ~ ¢, =10

3 t
X(t 1 = —11t-15 15¢" —11t-15
. ():0 +10 5 &' + =
y(t) 1 1 —11t-10) 10e'—11t—-10
Otra forma de resolver :

X =g t,)%, + 4O ¢ (HF(s)ds

0
Para t) = 0, Xy =X(to) = X(0) = (0]
t

em=| 3t

1 e

o2 3 ) pe(? 3
q)()_ 2e_t _2e_t9¢()_ ) _25
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X0 =g ()%, +9O $ (HF(s)ds

3 . 3 )t
= -2 30 ay-y -2 3 4
xm=" 2° N[ PO A+
L e N2 —2l0) | G plaes -2 L1

1 3ett (-1 1 3etly -1 Y | e “11t
Xo=" 2| L0e~ %5~ 2 106~ - 2 106t +10)
1 et 0 e 1 et - e 0 1 et - e +
_11t—15+15¢"
106t —10—11t
Ejemplo 3 :

Hallar la solucion del problema de valor inicial

X = X+ b X(0) =
2 -4 e 0

Respuesta

La solucion general es

27 | R
2to- S5+ e
e—2t e—5t c:1 5 50 4
X=1 i + , aplicando las condiciones iniciales, se
€ —-2e C, 3 21 1 .
2t - = 4 e
50
tiene:
27 1
PR + —
= +
0 1 -2)c, 21 1
R _+_ J—
50 2
27 1 27 1 _54-25 29

O=ci+c+-——+— =>ci+c= - =" "=
50 4

50 4 100 100

21 |1 21 1 21-25 4
0=ci—2¢- —+ - =c—C= -~ =—"— =- —
50 2 50 2 50 50
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-
Y7100
8
c, —2¢C -
T 100
29 8 37
Crt+2c= + =
100 100 100
37 29 37 50 1
C2 = PURE] Cl = - = =
300 100 300 300 6
Solucion particular
6t 27+le_t
-2t st e e
X - (e e j[ 1/6 ]+ 5 50 4
-2t -5t
e —2e7)\37/300) |3, 27 1
5 0o 2

et .37 6, 27 1 .

X (t) = + +—-t——+—
6 300 5 50 4
-2t
X2 (t) = S L SHE LI S
6 300 5 50 2
2 1
-2t =5t — —
e e 3 3 |0 -
X(t) = : +g®)[ 47 (5)F (s)ds
e —2e] |1 _1 0 0
3 3

zeZS leZS
e—2t e—St t| 3 3 3s
x(t) = ds
® {e‘ﬂ —2e‘5tJ£ 1 . 1 e
—e ——e
3 3
et et te? ——e* +let —l+l
X(t) = 2 3 | 23
g2t _9pt ltest _ieS‘ _Le4t _L_i
5 25 12 25 12
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1 1 1
_Laa et 1

p2t gt 6
X(t) - (e—Zt _2e5tj
l st _ie5t 1 et 4 37

5 25 120 300

I 1 4, 1 5 1 1 1 ’t+37e’5t

t——+-e'+- e+ t-——— e+
2 3 6 5 25 12 300
x(t) =
ol lg oo 22002 200 37 o
2 3 6 5 25 12 150
e 37 6, 27 1
+ e+t + e
6 300 5 50 4
x(t) =
-2t
RN LAP N PR R et

6 150 5 50 2
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Solucion de un sistema de ecuaciones diferenciales lineales por el método de la matriz
exponencial

Sabemos que la ecuacion escalar x'= kx tiene como solucién x(t) = x,e".

El sistema lineal X'= AX, cuya matriz de coeficiente A tiene valor propio A, con el vector
propio v, tiene como solucién al vector solucion X (t) = ve™.

Definiremos las exponenciales de las matrices en tal forma que X(t)=e”* es una solucion

matricial de la ecuacion diferencial matricial X'= AX , donde A es una matrix de coeficientes
denxn.

Definicion:
La exponencial e* de nimero complejo z se puede definir por medio de la serie exponencial
, 7 2 n
e =l+zZ+—+.. . +—+....
2! n!

Similarmente, si A es una matriz n X n, entonces la matriz exponencial e* es la matriz n x n
definida por la serie

2 n
et =1 +A+A—+...+A—+....

2! n!
en donde | es la matriz identidad, A’ =1, A® = AA, A’ = AA%, A™ = AA" [sin>0.
Ejemplo:

. o a o0 . |a" o

Considere la matriz diagonal 2 x 2, A= 0 bl entonces A" = L nx>1.
Luego:

A A 1 0] [a 0] [a%/2 0 l+a+a’/2l+... 0
et =l+A+—+...= + + P L 5 .
2! 0 1] [0 b 0 b’/ 0 1+b+b?/2+...

Por lo tanto e” = € Ob
0 e

de modo que el exponencial de la matriz diagonal 2x2, A, se obtuvo simplemente por
exponenciacion de cada elemento de la diagonal de A.

Nota: La exponencial de la matriz diagonal n x n

al 0 0
D 0 a2 ()
0 0 ... a
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e 0 0
L b 0 e* 0
es la matriz diagonal n x n e = .
0 0O ... e

obtenida por exponencialidad de cada elemento en la diagonal de D.

Propiedades:

He’=1.
2) Si AB = BA, entonces e’® =e’e®.
3) (M) =e"
At ) ot
HeT=1+At+ A" —+. .+ A —+....
2! n!

2 2
5) g(e’“): ArAt+ Ay A ae Al ] o i(e’“): Ae™,
dt 2! 2! dt

6) X(t)=e" satisface la ecuacion diferencial matricial X'= AX , luego cada vector columna de
e” es un vector solucién para el sistema lineal ~ X’ = AX

7) Los n vectores columna de e” automaticamente son linealmente independientes, luego la
matriz ¢(t) =e”, es una matriz fundamental para el sistema lineal.

8) Sea A, matriz nxn y sea X =e"=[X;.....,X,....,.Xu]. Entonces X; es solucién del problema de
valor inicial
X’=AX, X(0)=e,, donde eeslacolumna ide la matriz identidad I,.

Teorema 1: Soluciones con la matriz exponencial
Si A es una matriz n X n, entonces la solucion [unica] del problema con condicidn inicial

X'=AX, X(0)= X, viene dada por X(t)=eX,

Nota: Es facil determinar e”, si A es diagonal

Ejemplo:
. X'(t) = x
Resolver el sistema
y'®) = —J
Respuesta:

et 0 )¢ ce' x(t) = c,e' 1
X:eA‘C:(O _tJ(lJ:(l j:> © ", como para t =0, X(O)=(2j,entonces

e \c, ce’ y(t)=c,e

1 0 n (€0 iy
A= L luego ™ = 0 et Por lo tanto la solucion general es
€
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c, =1 - X(t) = e
c,=2 yt)=2e"

Nota:
e

ool e'
Se obtiene el mismo resultado si hacemos X =e™ X = . = .
0 e A2 2e”

Observacion:
Si la matriz A, nxn, no es diagonal, entonces el calculo de ™ se puede realizar de la siguiente

manera.
1) Sean v,,v,,...,V,
(en orden) a los n valores propios 4,,4,,...,4, no necesariamente distintos).
2) Sea P la matriz cuyas columnas son los vectores propios de A y sea D la matriz diagonal
de los valores propios de A, es decir

n vectores propios linealmente independientes de A, correspondientes

I 0
0 A4 - 0

P=lv, v, == v, |y D=|. . )
. | 0 0 - A

donde

3) Lasoluciéonde X’ =AXes X = eMC, donde [e™ = Pe™'P". y

e 0 - 0
oot | 0 e’ 0
0 0 gt
En efecto:
M —gPOPt _POY"  _| L p(DpP +% P(DYP -P(DYP +... =1+P(DYP™ +51' P(DY*P" +...

= P{I +(Dt)+%!(Dt)2 +.. .}P‘l :

Luego se tiene el siguiente teorema:

Teorema 2: Calculo de e™
Supdngase que la matriz A, nxn, tiene n vectores propios linealmente independientes

V,V,,...,V, correspondientes (en orden) a los valores propios 4,,4,,...,4,.

Si la matriz de vectores propios P y la matriz diagonal D, son tales que A =PDP ™', entonces
At Dtp-1

e =Pe P
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Ejemplo:
Resolver el sistema
'
X,'=4X, +2X,
'— —
X,'=3%, — X,

Solucidn:

4 2 1
A= L J tiene valores propios 4, =2 y A, =5 con vectores propios asociados V, =[ 3}

2
y V,= L} Por lo tanto

1 2 ~2 0 -2t 1 -2
P: b D= ) eDt = © 0 > P_l =l > luego
3 ] 0 5 0 e 713 1
¢(t) _em _l 1 2 e—2t 0 1 _2 _l 1 2 ef2t _2e—2t
T 723 1l o et 3 1] 7|=3 1fzet et |

1{ e 2 +6e™ —2e‘2‘+2e5‘}

7| -3¢ +3e"  6e +e

Los vectores columna X, (t) y X,(t) de la matriz fundamental ¢(t) satisfacen las condiciones
iniciales
1 0
XI(O)Z[O} y X2(0)=[J-

La solucion general X (1) =¢(1)C =c, X, +¢, X, es

X (t) = 1] (c, —2c,)e™" +(6¢, +2¢c,)e™
7| (=3¢, +6c,)e ™ + (3¢, +¢,)e™ |

Observaciones:

1) La solucion general de un sistema de ecuaciones diferenciales lineales no homogéneo
X'= AX + F(t), donde A es la matriz de los coeficientes, de orden n x n, viene dada por

X(t)=e*C+e™ [e MF (bt

usando el método de variacion de parametros .

2) La solucion del problema de valor inicial X'= AX + F (1), X(to) = Xy, viene dada por
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t
X(t)=e" et X, +e" e F(s)ds

ty

3) Si Aesunamatriznxn y ¢(t) = { X, ...... , Xn} es un conjunto fundamental de soluciones del
sistema X’ = AX, entonces e™' = d(t) 4)'1(0).

Ejemplo:
Resolver el sistema no homogéneo siguiente con la condicion inicial X(0) = 0.

X,'= 2X, + X, +3e™

X,'=  2X, +4e™

Solucion:
A :( jes la matriz de coeficientes del sistema homogéneo asociado, cuyos valores propios

1

1
son 4, =2y A, =2,y los vectores l.i son K, :(OJ y K, :(1

j, luego
X, =Ke'y X,=Kte® +K,e*.
e’ te’ +e” . 1 (e* —te* —e” . 1 -1
Por lo tanto ¢(t) :[ 0 ot , ¢ () = o . y ¢ (0)=
o™ = 4t)- 47 (0) = e te+e’ |1 -1) (e* te* oAt _ e —te™
0 e [0 1 0 e*) 0 e |

Para C=0, se tiene la solucion particular

X(t) = e’ te® J- et —te™ | 3e™ dt = e’ te” J- 3-4t ot e’ te* | 3t-2t°
0 e 0 e |4e” 0 e 4 0 e 4t
(3t+2t2)e2t}

4te”

Asi, una solucién particular en forma escalar es X, (t) = (3t +2t*)e™,  x,(t) = 4te™.

Por consiguiente X(t) = [

Otra forma de determinar e* para el ejemplo anterior:

21 1
Como A= (O ZJ y A4, =2, A, =2 con un vector propio L.i. K, = (OJ

2 1 0 1 1 0 0 1
Luego, A= + =2 + =21+B
0 2 0 0 0 1 0 0
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242 3.3
Por lo tanto e =e*"*® =e"e® donde e® =1 + Bt + B; + B; s I
0 1 00
B= ,B? = , B®=0, B*=0,.........
00 00
.. e® =1 + Bt
20 10 0 1
ool OO (e e
.e =€ = 0 e2t
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UNIDAD 11: Anélisis Cualitativo de los sistemas de ecuaciones diferenciales

Definicion: Sistema Autdnomo general de dos ecuaciones de primer orden
Son del tipo siguiente:

dx

— = F (X,
" (x,y)
dy

£ = G(x,
™ (x,y)

la variable independiente t no aparece explicitamente en ellas. Estudiaremos este tipo de
sistemas.

Ejemplo:

dx 1 1
—=—=X+—Y
dt 3 12
dy 1.1
dt 3 3

es un sistema autonomo de primer orden

Observacion:
Los sistemas autbnomos tienen soluciones que no se alteran en el corrimiento en el tiempo, es
decir si x(t) e y(t) resuelven el sistema, también lo hacen x(t+c) e y(t+c), Vc.

Definicion: Plano Fase

Supongamos que las funciones F y G son continuamente diferenciables en alguna region R del
plano xy , al que llamaremos plano fase del sistema. Entonces, de acuerdo con el teorema de
existencia y unicidad, dado to y un punto cualquiera (X,,Y,) de R, existe una solucion Unica

x=X(t), y=y(t) que satisface las condiciones iniciales

X(to) =Xo» y(to) =Yo
L . dy G(x,y . .
La ecuacion del plano fase viene dada por vl m) y permite determinar al campo de

direcciones del sistema.

Definicion: Trayectorias de un sistema
Las ecuaciones x=x(t), y=y(t) describen una curva solucion parametrizada en el plano fase.

Una curva solucion como ésta se llama trayectoria del sistema, y por cada punto de la region R
pasa precisamente una trayectoria.

Ejemplo:
La solucién del sistema anterior para x(0) =0 e y(0) =0, es x(t) = e'(cos(t) — 2sen(t)), y(t) = e
(-sen(t) + cos(t)) .
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Gréfica de x(t) = e™(cos(t) —2sen(t) Gréfica de y(t) = e (-sen(t) + cos(t)

221
204
181
167

2 i By .8 m 2 20 I——1 5 8§ —g 12

Gréfica de la trayectoria (x(t), y(t)) Gréfica de trayectoria (X(t), y(t)) en 3 Dimensiones

2_ N

1.89

\

O = = kL =
- bt

37

W
04 0 02040608 1

Definicién: Punto Critico
Un punto critico del sistema autonomo, es un punto (x*,y*), tal que se cumple que

F(x*, y*) =G(x* y*) =0

Definicion: Solucién de equilibrio
Si (x*, y*) es un punto critico del sistema, entonces las funciones constantes
X(t) = x*, y)=y*
satisface las ecuaciones del sistema. A esta solucidn se le llama solucion de equilibrio del
sistema.

Ejemplo 1: Encuentre los puntos criticos del sistema

d—X=60x—3x2—4xy,
dt

dy 2

= 42y -3y? - 2%y,
at y y y

Solucidn:
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60X — 3x> — 4xy = X(60 — 3x —4y) =0,

42y —3y* —2xy=y(42 -3y -2x)=0
x=0 o 60-3x-4y=0
y=0 o0 42-3y-2x=0

sy P12 U=
Six =0, enlaecuacién 42-3y-2x=0, setieney =14
Siy =0, en laecuacion 60—3x—4y =0, se tiene x =20
Asi el sistema tiene los cuatro puntos criticos: (0,0), (0,14), (20,0) y (12,6).
Definicion: Retrato de fase de un sistema de ecuaciones diferenciales

Corresponde a una imagen en el plano fase de sus puntos criticos y trayectorias préximas a los
puntos criticos aislados.

Ejemplo 2:
ax _
Considérese el sistema lineal autbnomo dt (k constante)
dy
= =k
a

cuyo Unico punto critico es el origen (0,0). La solucion con el punto inicial (x,,Y,) s
x(t) =x.e™", y(t) =y,e ™.

Si X, #0, podemos escribir y=y.e™ :3(/—3(x0e‘t)k = bx*, siendo b=y, /x,".
0

Si k=1, entonces toda curva de la ecuacion es una linea recta que pasa por el origen. Cada
trayectoria es un rayo a lo largo del cual el punto (x(t), y(t))=(x,e™",y,e") se aproxima al
origen cuando t — +o0.
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Definicion: Estabilidad

dx
. , —=F (X, y)
Dado el sistema autbnomo dt
dy
— = G (X,
pm (x,y)

Un punto critico X*=(x*,y*) de este sistema auténomo es estable si para un punto inicial
X, =(X,,Y,) suficientemente cercano a X*=(x*y*), implica que X(t)=(x(t), y(t))
permanece cerca de (x*,y*) para toda t>0. Asi, el punto critico X*=(x*,y*) es estable si,
para todo & >0, existe & >0 tal que ‘)ZO ~-X ﬂ <& significa que ‘)Z(t) ~X ﬂ < ¢, para toda t>0.

El punto critico X* = (x*, y*) se llama inestable si no es estable.

Definicion: Estabilidad asintdtica
El punto critico X* = (x*, y*) se llama asintéticamente estable si, ademés de ser estable, cada

trayectoria que comienza suficientemente cercana a X*=(x*,y*) también se aproxima a él
cuando t — +o0. Es decir, existe & > 0 tal que ‘)ZO - X *‘ <& implica que lim X (t) = X*,
t—owo

Nota: Se deduce que limx(t)=x* 'y  limy(t) = y*,
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Tipos de puntos criticos

Definicion: Nodo

En general, un punto critico (x,,y,) de un sistema autonomo se llama nodo si toda trayectoria
se acerca a (x,,Y,) cuando t—+co 0 bien toda trayectoria se aleja de ese punto cuando
t — 4+, y ademas, toda trayectoria es tangente en que (x,,y,) a alguna linea recta que pase por

el punto critico. Si las trayectorias de acercan al punto critico, hablaremos de un nodo propio, o
sumidero; y si las trayectorias se alejan del punto critico, hablaremos de un nodo impropio o
fuente.

35
i
25

S
-2
1)
T

3,5

o 08 1

-+ -
-3,9727, 3,080

Nodo Propio o Sumidero (Asintéticamente Estable)

Definicién: Punto Silla
Si hay trayectorias que se aproximan a un punto critico y otras se alejan y no permanecen
acotadas cuando t — +oo., se tiene un punto silla.

Ejemplo:

Este sistema tiene un Gnico punto critico (0,0). La solucién del sistema es x(t) = xo €™, y(t) = Yo
e', donde el par (xo, Yo) €s punto inicial de la trayectoria.
El campo de direcciones es el siguiente:
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Definicidn: Centro
Un punto critico rodeado por trayectorias cerradas simples que representan soluciones periodicas
se llama centro.

Ejemplo:

dx

— =-3x+10
dt y
dy

—=-X+3

dt y

Este sistema tiene un unico punto critico (0,0) y su campo de direcciones es el siguiente:

4,0008, T.8138

Centro (éstable)

Definicién: Punto Espiral

Six(t)e y(t) oscilan entre valores positivos y negativos y que en cada caso se aproximan a cero
cuando t— +oo, se produce una trayectoria tipica en espiral. Si el punto critico es
asintéticamente estable, entonces se llamara punto espiral asintéticamente estable.

Ejemplo:

Considere el sistema estandar
dx 2 2
— =—y+X(1-x"-Vy°),
prid ( y°)
dy 2 2
—=X+yld-x"-y°).
ot y( y°)

(0, 0) es el Unico punto critico. Este sistema se puede resolver explicitamente introduciendo
coordenadas polares x =rcosé, y =rsend, como sigue. Primero note que

do d yj_ Xy'—yx'

— =—| arctan— >
dt dt X) X4y

Entonces, sustituyendo las expresiones dadas en el sistema para x' y y' se tiene
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do x*+y? déo
XY 1o =1= 0= [dt+,
d  x“+y dt

de donde sigue que
o(t) =t +4,, entonces 6, =6(0).

Entonces, la diferenciacion de r? = x? +y? produce

ZrK = ZX% + Zyd—y
dt dt dt
=2(x* +y*)(L-x*—y®)=2r*(L-r?),
asi r = r(t) satisface la ecuacion diferencial
dr
—=r(-r?).
ot @-r)

r-0
\/roz +(1-r2)e™ ’
en donde r, = r(0). Asi, la solucion tipica del sistema se puede expresar en la forma
X(t) = r(t)cos(t +6,), y(t) =r(t)sen(t+6,)

Luego r(t) =

Si r, =1, entonces r(t) =1(el circulo unitario).
Si r, >1, entonces r(t) > 1 cuando t — +o, y la trayectoria definida gira en espiral hacia el

circulo unitario
Si0<rg<1,entonces r(t) —1 cuando t — +o,y la trayectoria definida gira en espiral hacia el

circulo unitario.

® = -yl
Y= (107
RN Yy b fod L

BN RN A g o e
3N , A S VA AR % o g
2 4o TN Ty My Ny ! 4 s s e e

Ty ma Tw U R S w “ 4 + 4 fl “ w e e Py
2] S RN Y s. L = - e PR
151 Ta W 4 e e —
1 == == w e = L Fe
054 - B PRri SO ¥ e

y , 1= = = i e T T

— = = = = Pl P U S
-0.5 e N P T N,
-1 14— - - - & - -~ — e e T
- T - = SONA L RN T R

e R e ] ' + 4 mhORN R R TR, R R
2 7/7 P s B S W, e Ll - it t ki 13 WS e, w0 OROT T
N R R AU R TR RO R R TR
. S A R e RS SN R R B B R R
N ES G N B B S WU AN N
0 GRS A A A LT S U T N NN NN

-4 -35 =3 -2.5 -2 -1,5 =1l 045 o 0.5 1 1,48 2 248 ] 3.4 4

0,53242, 3,2388 %
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Observacion:
Bajo hipotesis generales se puede demostrar que hay cuatro posibilidades para una trayectoria no
degenerada del sistema autonomo
dx dy
—=F(x,y), —=G(x,Y).
" (x,y) ot (x,y)

Las cuatro posibilidades son éstas:
1. (x(t), y(t)) se aproxima a un punto critico cuando t — +oo

2. (x(t), y(t)) no estéa acotada cuando t crece.
3. (x(t), y(t)) es una solucion periddica con una trayectoria cerrada.
4. (x(t), y(t)) giraen espiral hacia una trayectoria cerrada a medida quet — +oo.

Ejercicio 1:
d _
Dado el sistema dt
dy
=2 - _2
dt y

Bosquejar el campo de direcciones en el campo fase e indentificar su punto critico.
Respuesta:

f(x,y)=-x=>f(x,y)=0 si x=0

g(x,y)=-2y =9(x,y)=0si y=0

.. (0,0) es el Unico punto critico

L : - -2y 2 L
El campo de direcciones se obtiene de la ecuacion % _Tay_ 4y cuya soluciénes y = cx? y
X =X X

corresponde a una familia de parabolas. La direccion del flujo se determina de la siguiente
manera:

. X : .
Si x > 0, entonces % =—x <0, luego x decrece y el flujo se mueve hacia la izquierda.

. X : .
Si x <0, entonces % =—X >0, luego x crece y el flujo se mueve hacia la derecha.

192



UNIVERSIDAD TECNOLC)GICA METROPOLITANA
' FACULTAD DE C. NAT, MATEMATICAS Y DEL M. AMB. ‘.

g DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
e LIDIA ORTEGA SILVA UTEM
" v = -2y

Sy N N AR TR | / NV
S5 Nw i ok Y Bh Rl 4 A A P
R e wm " kN kY A 4 & < W < FAR e
PO U T FVIN 4 P, &

S RN Cw Nm S R S WA A P
= . RN ) s < R - =
1.8 4 T w “ u) L ' F S e e P
1 e - = . vl fe L L
P B Sy = = =

L E— - -
0.5 —= e s N —— =5
4 4 — ~ = T o~ » + = = - = = = -
1,54 i e - £ k4 9 3 = = = S S
| e T ” o e | oA AN RS TR
= R o S T i m RSN
25" Y g F A A T B i I R = =
L R R ke S T T T T T T S = R N "
| TP D B S FATE T TE TR vE v R oy UGN
e 7 7 A S W D W W N W N RN N
-4 -32,5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0,5 o o5 1 1.5 2 2.5 2 2.5 a4

-1.,4192, 3,0233

Las soluciones fluyen hacia el punto critico (0,0) asintoticamente estable.

Ejercicio 2:
o _
Dado el sistema dt
dy
—~ _2
dt y

Bosquejar el campo de direcciones en el plano fase y discutir el comportamiento de las

soluciones cerca del punto critico (0,0).

Respuesta:

dy _2y

dx X

El campo de direcciones se obtiene de la ecuacion j_yzz_y cuya solucién es y = cx? y
X X

corresponde a una familia de pardbolas. La direccion del flujo se determina de la siguiente

manera:

Si x >0, entonces ‘;_X - x>0, luego x crece y el flujo se mueve hacia la derecha.
t

Six <0, entonces X _ _ g, luego x decrece y el flujo se mueve hacia la izquierda.
dt

El campo de direcciones es similar al anterior pero con las flechas hacia fuera.

W=
a vo= 2y
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Las soluciones se alejan del punto critico (0,0). El equilibrio es inestable.

Ejercicio 3
Dado el sistema
dx

— =5b5x-3y-2
dt y

dy

EF_4X_3y_1

Determinar los puntos criticos, bosquejar el cam po de direcciones en el plano fase y predecir la
naturaleza asintotica, es decir el comportamiento cuando t—-+oo, de la solucion que parte de x =
2,y=0, cuandot=0.

Respuesta:

5x-38y-2=01 = x=1,y=1.Luego (1,1) es el Gnico punto critico.
4x -3y -1=0

La direccion del flujo se determina de la siguiente manera:

Si 5x — 3y - 2 >0, entonces % >0, luego x crece y el flujo se mueve hacia la derecha.

Si 5x — 3y - 2 <0, entonces % <0, luego x decrece y el flujo se mueve hacia la izquierda

El campo de direcciones es el siguiente:

-3.5
-2,2799, 25961

La curva integral que pasa por (2, 0) se extiende hasta el infinito. ElI punto critico (1,1) es
inestable, pues hay soluciones que se acercan a (1,1) y otras se alejan de (1,1). Este punto de
equilibrio es un punto silla.
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3y Nodo (Inestable)

Configuraciones tipicas de trayectorias en torno de puntos criticos

W=
7

Estos diagramas de plano fase corresponden a los siguientes sistemas de ecuaciones:

a) dx/dt = x, dy/dt

080102, 4
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e) dx/dt=>5x-3y, dy/dt = 4x -3y f) dx/dt=-y, dy/dt=x-y
Silla (Inestable) Espiral (Asintéticamente Estable)

¥=-y
¥ =y

v oA P e A
AT AN Ay arary P P e e e
R P e 8 g
LS e e e e+
¢ P e s s o
¢ I’ o = WD
S g = s RNRNR
3 ¥ e R R Ry
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435 3 25 2 -
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Ejercicio propuesto:
Usando el software Maple version V o superior, realice para cada sistema anterior
1) El diagrama
2) EIl campo de direcciones
3) Los puntos criticos y clasifiquelos
4) Resuelva el sistema
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Anélisis Cualitativo de las Ecuaciones Diferenciales de 2° Orden

En general, dada cualquier ecuacién diferencial de segundo orden de la forma

y"=tty.y)

la convertimos en un sistema de primer orden introduciendo v =y’ y escribiendo
y'=v
v =1(t,y, V)

En el plano yv , las trayectorias (Y uyen hacia la derecha en el semiplano superior
(donde v > 0), y hacia la izquierda en el semiplano inferior.

Ejemplo:
Bosquejar el campo de direcciones en el plano fase para el sistema de primer orden
correspondiente al oscilador masa-resorte no forzado, no amortiguado descrito por
0.1875y’’ =-12y. Bosqueje varias trayectorias e interprételas fisicamente.

Respuesta:
Se tiene el sistema:

y' =v

V' = —64y
El punto critico esta en el origen y = v = 0. EI campo de direcciones se obtiene de la ecuacion
dv 64y

dy v

La solucién de esta ecuacion es v + 64y* = ¢ que corresponde a una familia de elipses.
Las soluciones del sistema deben circular en forma continua en torno de las elipses, pues no hay
puntos criticos que las detengan. Esto confirma que todas las soluciones son periddicas.

La direccidn del flujo es la siguiente:
Si v >0, entonces % >0, luego y crece y el flujo se mueve hacia la derecha.

Si v <0, entonces % <0, luego y decrece y el flujo se mueve hacia la izquierda

Campo de Direcciones
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Observaciones:

1) Si una solucién de un sistema autonomo pasa por un punto en el plano fase dos veces, y si
se comporta lo bastante bien como para satisfacer un teorema de unicidad, entonces el
segundo “recorrido” satisface las mismas condiciones iniciales que el primer recorrido, y
por lo tanto debe reproducirlo.

2) Las trayectorias cerradas que no contienen puntos criticos corresponden a soluciones
periddicas.

3) El estudio del plano fase permite anticipar algunas de las caracterisitcas (ser acotada,
periddica, etc.) de las soluciones de los sistemas autdnomos sin resolverlos de manera
explicita. Gran parte de esta informacidn se puede predecir simplemente a partir de los
puntos criticos y el campo de direcciones (orientado por puntas de flechas), que se pueden
obtener mediante paquetes estandar de software.

Ejercicio:
Determinar los puntos criticos y resolver la ecuacién del plano fase para
dx

- Yv-2

dy

— =(x=2)(y-2).

ot (x=2)(y-2)

¢Cual es el comportamiento asint6tico de las soluciones que parten de (3,0), (5,0) y (2,3)?

Respuesta:
Para hallar los puntos criticos, resolvemos el sistema

y(y-2)=0, (x-2)(y-2)=0

Una familia de soluciones de este sistema esta dada por y = 2, x arbitrario; es decir, la rectay = 2.
Siy # 2, entonces el sistema se simplificaa -y =0, x — 2 = 0, que tiene como solucién x =2,y =
0.

Por lo tanto el conjunto de puntos criticos consta del punto aislado (2,0) y
la recta horizontal y = 2.

Las soluciones de equilibrio correspondientes son x(t) = 2, y(t) = 0y la familia x(t) = ¢, y(t) = 2,
donde c es una constante arbitraria.

: . .. d X—2
Las trayectorias del plano fase satisfacen la ecuacion d—y =——
X y
Al resolver separando variables, la solucion es
y'+(x-2)°=C

.. Las trayectorias estan en circulos concéntricos con centro en (2, 0).

Andlisis del flujo a lo largo de cada trayectoria.

dx
2 )
m y(y-2)
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Si y>2, %< 0, x decrece, y el flujo va de derecha a izquierda a lo largo del circulo que esta
sobre larectay =2

Si0o<y<2, % >0, x crece y el flujo va de izquierda a derecha.

Siy<0, % <0, x decrece y el flujo va de derecha a izquierda.

Hay cuatro tipos de trayectorias asociadas al sistema:

(@) las que comienzan arriba de la recta y = 2 y siguen el arco de un circulo en sentido
contrario al de las manecillas del reloj de regreso hasta esa recta

(b) las que comienzan debajo de la recta y = 2 y siguen el arco de un circulo en el sentido de
las manecillas del reloj hasta regresar a esa recta

(c) las que se mueven de manera continua en el sentido de las manecillas del reloj en torno de
un circulo con centro en (2, 0) con radio menor que 2 (es decir, no cortan a la recta y = 2)

(d) los puntos criticos (2, 0) y y =2 con X arbitrario.

La solucidn que comienza en (3, 0) esta en un circulo que no tiene puntos criticos; por lo tanto, es
una solucion periddica y el punto critico (2, 0) es un centro. Pero el circulo que contiene las

soluciones que comienzan en (5, 0) y en (2, 3) tiene puntos criticos en (2 - V5, 2)y (2 +4/5, 2).
Las flechas indican que ambas soluciones tienden a (2 - 5, 2) en forma asintotica (cuando
t — +00). Estan en el mismo circulo (curva integral), pero son trayectorias bastante diferentes.
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Andlisis Cualitativo de Sistemas Lineales de 1%r Orden mediante VValores Propios

Definicion:
Dado el sistema de primer orden auténomo

donde a, b, c, d son constantes.

Este se puede llevar a la forma matricial

ol o)

y't)) \c diy

Las soluciones distintas de cero del sistema se pueden obtener a partir de los valores propios
A1, A2 de la matriz A y que satisfacen la ecuacion caracteristica.

i-a —b
4 ‘zkz—(a+d)k+(ad—bc)=0

P = -c A-d

Un equilibrio del sistema es una solucidn constante x(t) =r, y(t) =s y se obtiene al resolver el
sistema

ax+by=0

cx+dy=0

Nota:

si x =y =0, entonces el Unico punto de equilibrio es el origen.

Si v es un vector propio asociado al valor propio A, entonces e™'v es un rayo que sale del origen
paralelo av.

Ejemplo:
Dado el sistema:

Respuesta:
Punto critico: (0,0)

-1 0
A=
0 -2
Valores Propios: Ay = -1, A, = -2
Vectores Propios: Para A; = -1, vi = (1, 0), para A, =-2, v, = (0,1)

1 0
Solucion del Sistema: x(t) = e™ (Oj cLte? (J C2

Su campo de direccidn es el siguiente:
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Casos segun el tipo de los valores propios:

Caso 1: Valores Propios Positivos

Si A1 > A2 >0, las soluciones incluyen e | " y todas, excepto el equilibrio, tienden a infinito
cuando t — 0. El origen es un equilibrio inestable o repelente, pues todas las demas trayectorias
se alejan de el.

Las dos trayectorias rectas tienen la misma direccion que los vectores propios.

Si A1 = Az > 0, entonces las trayectorias distintas de cero van a infinito pero pueden tomar una
ruta distinta.

Ejemplo:
Dibuje una representacion de fase para el sistema lineal

dx
— =2X+2
dt y

dy
—=X+3
dt y

Respuesta:
Punto critico: (0,0)

2 2
A=
1 3
Valores Propios: A; = 4, A, = 1. Vectores Propios: ParaA; =4, vi = (1, 1), para A, =1, v, = (-2,1)

1 -2
Solucién del Sistema: X(t) = e* [J 1+ €' ( . j Ca

Campo de direcciones

PR
-5,047, 75001
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Caso 2: Valores Propios negativos

Si A1 < &2 <0, las soluciones incluyen e*!', e*% que tienden a cero cuando t — oo.

Todas las soluciones tienden al equilibrio (equilibrio asintéticamente estable o atrayente).
Si A=A, <0, las curvas pueden tomar trayectorias distintas, pero se acerca al origen.

Ejemplo:
Dibuje una representacion de fase para el sistema lineal

Respuesta:
Punto critico: (0,0)

-1 0
A=
0 -4
Valores Propios: A, = -1, A, = -4
Vectores Propios: Para A; = -1, vi = (1, 0), para A, = -4, v, = (0, 1)

1 0
Solucion del Sistema: x(t) = e™ (Oj cyte™ (1] C2

Campo de direcciones
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Caso 3: Un Valor Propio positivo y uno negativo.
Si A <0 <Az, el equilibrio es un punto silla.

Ejemplo:

Dibuje una representacion de fase para el sistema lineal
X’ = -7TX +6y

Yy’ =6X + 2y

Respuesta:

-7x+6y =0 puntocritico: x=y=0
6x+2y=0
-7-2

-7 6
A_{es 2} PRI=1 e s

p(A) =-14 + 7L - 2% + A* =36 = A* + 51, — 50 = (A + 10) (1. - 5)
Valores Propios: A1 =-10, A, =5, como A; <0 <A, , el equilibrio es un punto silla.

-2 1
Vectores Propios: SiA; =-10 v, :[ 1 j , SiAg=5 v, =( j

‘:(-7-?»)(2-%)—36

2

-2 1
Solucién del Sistema: x(t) = e™1* [ ) ]01 + e {ZJ c)

Campo de direcciones

W = -TH+By
Y= BRIy
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Caso 4: Valores Propios Complejos (parte real igual a cero)

Si M =i, A=-Bi , B e IR, p=0. Las soluciones involucran sen Bt, cos Bt y son elipses
sesgadas. EI movimiento es periodico y el equilibrio es estable, ya que las soluciones cercanas no
se mueven muy lejos, sin embargo, como las soluciones no se acercan al equilibrio, el equilibrio
no es asintéticamente estable.

Ejemplo:
Dibuje una representacion de fase para el sistema lineal

d—)(:—3x+10y
dt

dy
—=-X+3
dt i

Respuesta:
Punto critico: (0,0)

-3 10
A=
)

Valores Propios: Ay =i, Ap = -i

3 1
Vectores Propios: Para Ay =i, vy = (3-i, 1), para A, = -i, v, = (3+i, 1) B;= (J B, = (Oj

Solucién del Sistema: x(t) = (Gj cos(t) + ((1)) sen(t) )ci + (((l)j cos(t) - Gj sen(t)) ¢z

Campo de direcciones

¥ = -3x+10y
Y = -3+ 3y
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Caso 5: Valores Propios Complejos (parte real distinta de cero)

Sean A =a+fi, Ax=a-Bi, PB=#0, o=0.

Las soluciones incluyen e*cos pt, e*sen Bt y coresponden a una espiral centrada en el
origen.

La solucién se mueve fuera del origen si o > 0y hacia el origen si a < 0. (sentido reloj o
antireloj)

Si a >0, el equilibrio es inestable o un repulsor.

Si a <0, el equilibrio es asintéticamente estable o un atractor.

Ejemplo:
Determine la representacion de fase para:
X =2X+y
y' =-x+2y
Solucion:
Punto critico: (0,0)
2 1 2-4 1
A= p(L) = =(2-A)°+1=4-4L+2%+1
-1 2 -1 2-2
4++/16-20

p(A)= A2-4rL+5 = A= >

Valores propios: A =2+1, A=2-i
Como o =2 >0, se tiene una espiral hacia fuera inestable.

Sea (Xo, Yo) = (1, 0) # (0, 0)

X =2

y =-1

.. El vector tangente (X’, y’) = (2, -1) sefiala hacia abajo y a la derecha de (1, 0)
.. La espiral se mueve en sentido reloj

Campo de direcciones
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50 A S A L T R P A P e A T w >
s LS T R A B VR T = =
os | RN B s AR R i N
= AL e e
N S N R Y v e e = =
L QAN NN N R - m— ==
1 e = = t # s == e S
0,5 4 iy Dy T =~ S < — = = =
P - - ~ = = - = —=
— e =T — - = = = — e
- TP RUEEE R PRRVRS PR e — TR R L s S -y
B - e = L e o e S
B B e L0 oo e w
kkkkk P w o’ ¥ BN Cuohw T Tw
P = - = - T 4 (A " R
257 . - T e e S S o L oy W N
3 e = = ps e s PN % T
251 e =Ny E 7 SO AR S S WS ) P TR N VT WY
e e e o AL P S SR A ) Y
-4 2,5 2 2.5 -z 1.5 0,5 0,5 1 1.5 2z 2,5 2,5 a

-2,9727, 0,48932 >
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UNIDAD 12: Solucion de ecuaciones diferenciales mediante series

Introduccion:
La aproximacion polinomial de Taylor

El polinomio de Taylor de grado n, con centro en X,, para aproximar una funcion f(x), que posee
n derivadas en Xg €s:

" [ (n)
pn(x):f(xO)+f'(xo)(x_xO)+%(x_xwfT(,X‘J)(x-xO)% ........ o nfx°)(x_xO)”
n (@)) )
=3 )

y se cumple que:

1) P (Xo) = f (xo)
P’n (Xo) = f"(Xo)
P”"n (Xo) = "*(Xo)

o (%) = £ © (xo)

2) P (X0) = P () + 0

Ejemplo:
Seaf(x)=e*y xo=0
Determinar los polinomios po(X), p1(X), p2(X), p3(X), polinomios de Taylor.
Respuesta:
fx)=e* y fV(x)=¢*, v n eIN
©opo(X) =1, piX)=1+x, pa(X) =1 +X+ (X2), pa(X) =1 +x+ (x42) + (X°/6)

Grafico:
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Serie de Taylor
Si f es infinitamente diferenciable en Xo, entonces pn(x) es la (n + 1)-ésima suma parcial de la
& FUO(x - i
seriey Y. #(x —X,)' se llama Serie de Taylor de f(x) en x
j=1

Ejemplos de series de Taylor

+00 Xn
e=> ~— VxelR
n!

k=0

+00 (_1) n+1 X n

In(1+x) = > ,-l<x <1
k=0 n

+00 1\ y2n+l

sen(x) = % VXxelR
= (2n+1)!
+00 _1\n+ly,2n

cos(x) = DX , VxelR.
0 (2n)!

Solucidn de ecuaciones mediante la serie de Taylor.
Este método usa los valores de las derivadas evaluadas en un punto, los cuales se obtienen de la
ecuacion diferencial por diferenciacion sucesiva y luego se aplica la expansion en serie de Taylor.
n 2 i 3
Y (X)) (X = Xp) + Y (X ) (X=X, ) +
2! 3

y(X) = y(xo) + Y (Xo)(X = Xo) +

dando la solucion requerida.

Ejemplo 1:
Resolvery’ =x+y+1

Respuesta:
y'=x+y+ly’=1+yy
Supongamos que y(0) =c¢
Sy (0)=c+1, y’0)=c+2, y’0)=c+2
, " (0)(x)? "(0)(x)®

Y =y +y @) + O O L
(c+2)x? N (c+2)x°

! 3

LRER] LER]

=y, y@=y

=c+(c+ 109 +

=c+(c+1)(x)+(c+2) (§+§+XT‘:+]

=c+(Cc+1DX)+(c+2)(-1-X)
y(X)= c+cx+x+(c+2)e-c—-2-cx—2x

y(x) = (c+2)e*-x-2
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Ejemplo 2:
Resolver y’” =3y’ + x®y, y(0) =10, y’(0) =5

Respuesta:
¥ =y(© +yOx+ YO0 YIOW yrow',

3 n!

y(0) =10

y’(0)=5
y”’(0) = 3y’(Q) + 0™(0) = 15
y’= 3y +xPy, se cumple en una vecindad de xo =0
y’’=3y” + (713)x "y + Xy’
y(4)= 3y’ + (28/9)x1’3y + (14/3)x4’3y +x Py
y©®=3y@ + (28/27)x 3y + (28/9)x 3y’ + (56/9)x 3y’ + (14/3)x*3y”” + (7/13)x Py + xRy

Haciendo x = 0, queda

y’"(0)= 3*15 + (7/3)*0%**10 + 077*5 = 45

y¥(0) = 3*45 + (28/9)*0"3*10 + (14/3)*0***5 + 0"**15 = 135
y©(0) = 3*135 + (28/27)*0%**10 + ... no existe

..S0lo se puede construir hasta el polinomio de Taylor de grado 4.
~y(X) = pa(x) = 10 + 5x + (15/2)x* + (45/6)x® + (135/24)x*

Ejemplo 3:
Resolver xy”” -y =0, y(2)=0, y’(2) =3
Respuesta:
) "(2)(x-2)° "(2)(x-2)°
Y00 =y(2) +y'@2) (x- 9+ LE0=D Y ENED
y(2)=0
y'(2) =3
y’(2)=y(2/2=0
y"(2) =2
Derivamos xy’” —y =0, con respecto a X
Ly Exy -y =0 =y = _y—xy
y'(2)-y'(2 _3
="+ 7 7/ _
y™'(2) 5 5
y9@ =7
Derivamos y’” + xy’”” —y’ =0, con respecto a X
LRy P oy=0 =y = Y 2y
X
@y =Y (2-2y"(2) _0-3_-3
Y™ (2) 5 > =
Y@ =2
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Derivamos 2y””” + xy™® —y** = 0, con respecto a x
(5) _ y|||_3y(4)

LBy Xy oy =0 =y

3 -3 3 9
" (4) 53 —t+t-
Gy Y (2)—3y"(2) _ 2 2) 2 2_
Y= 2 2 7 O
_ 3 _ 4 _ 5
y(x):0+3(x-2)+0+§(x 2 3(x-2 +3(X 2)
2 3 2 4 5!

y(X) & ps(x) = 3(x-2) + (1/4)(x-2)* - (1/16)(x-2)* + (1/40)-(x-2)5

Solucion de ecuaciones diferenciales mediante series de potencias
Consiste en reemplazar la incognita y por una serie de potencia en la ecuacion diferencial.

0 0

Si = i o (x—a)| y =Y koo x=a)t | yr=> kk-1)c (x-a)F

k=0 k=1 k=2

Ejercicio 1
Resolver la ecuacion diferencial y’ = vy, y(0)=1 usando series de potencias.

Respuesta
Sea y= ap + arX + axi+agxX +--—--

y:iakxk

k=0
L 2 _ - k-1
y = a +2aX + 3agx + - = > ka X
k=1
como y’ =y
ar+2amX + 333 X2 + - = ggta X+ ap X + ----
a = ,2a8 = a, 3a = a, - , Ak = k1
a, a a, a a
a1 = do , A2 = —l=—°,a3=—2=—°:> an=—°
2 2 3 3 n!
2 3 9] n
x> X a_x
y=a (L+x+ " +" + —--) = z 0
2 3 L

si y=1 cuando x=0 = a, =1

2 X3

— X —
y = 1+Xx E+E+"“ = >

converge VX e IR,
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Nota

1) La solucion en serie es tan buena como y =¢e* y de hecho para muchos propdsitos es mejor.
Por ejemplo, si se desea determinar el valor de y para x =0, 6, se pueden tomar los suficientes
términos de la serie para tener una buena aproximacion, mejor que el valor de e*®.

2) Al comparar las series > acx y > kacxX' setiene > ac X = Y kax

k=0 k=: 1

0

N

k=0 k

o]

se igualan las potencias de x y queda > a1 X' =Y kax' = , k=1, .

o0
k=1 k=1

Consideraremos, ahora, ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden, de la forma:

PX)y” +qX)y’ +r(x)y =0 (*)

donde p(x), g(x) y r(x) son polinomios, pues son las que mas se utilizan en problemas practicos.

Despejando y”, se tiene  |y'= — LAY+ (X)Y)

p(x)
Un valor de X, tal que p(x) = 0 se llama punto singular o singularidad de la ecuacion diferencial
(*).

Cualquier otro valor de x se llama entonces un punto ordinario o punto no singular.

Ejemplo 1:
La ecuacion diferencial x(1 — x)y” — (2x + 1)y’ + 3y =0, tiene x =0 y x = 1 como puntos

singulares, los demas puntos son ordinarios.

Ejemplo 2:
La ecuacion diferencial xy” +y’ + xy = 0, tiene x = 0 como punto singular, los deméas puntos son

ordinarios.

Ejemplo 3:
La ecuacién diferencial (x* + 1)y” — 2y’ + xy = 0, tiene X = i y X = -i como puntos singulares, los

demas puntos son ordinarios.

Teorema :
Sea [p(x)y” + q(x)y’ +r(x)y = 0| una ecuacién diferencial donde p(x), q(x) y r(x) son polinomios.
Sea a un punto ordinario, es decir p(a) # 0. Entonces:

1) La solucion general de la ec. dif. se puede obtener al sustituir la serie de potencias ( 0 serie de
Taylor) alrededor de x = a, dada por: _
y=ag+a(x—a)+ayx—a)+.... = Yai( x — a)
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en la ecuacion dada. De esta manera se obtiene la solucion general de la forma y = c¢; ui(x) +
CoU2(X), donde ui(X) y ux(x) son soluciones linealmente independientes en forma de series de
potencias.

2) Las soluciones obtenidas en 1) convergen para todos los valores de x, tales que |x - a] < R,
donde R es la distancia del punto a a la singularidad méas proxima, llamado radio de
convergencia. Las series pueden 0 no converger para |x - a| = R, pero definitivamente divergen
para|x - a >R.

Ejercicio 2
Resolver y” +y =0 usando series

Respuesta
No hay puntos singulares, 0 es punto regular.

Sea y=ap+taX+@ X +ag X+ a X' +as X° = Y a X<
k=0

Y= ar+2aX + 3asxX +dax +5asx = > kax
k=1

y'= 2a,+ 6azx + 12ax°+20asx° + - = k (k —1) a X
k=2

y'+y = > k(k-1)ax? + > a X
k=2

0 0

= > k(k-1)ax? + Ak X<

k=2 k=2

8

[k(K-1) ax + ax2] X% =0

FS

=2
'.k(k—l)ak+ak.2:O , k=2, ----

n28+3=0
6az+a =0

12a4 + a2 = 0

20as + a3 = 0

a ] .
luego, |ax = - —— 2~ k=2, ----| formulade recurrencia
(k)k-1)
— a‘0 a1 a‘1 a2 ao
a_-71a == — = - == —
T2 T e T2 A
as = - % ﬁ
20 M
a a a a
y=a +aX- X -2+ x4 ———
2 3 41 5!
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= a 1—£+X—4——— +a x—X—3+X—5+———

y = 20 4 o3 sl

y = a cosx+a senx ,converge Vx e IR, R=+w
Nota

a
k= - k=2 k=2, ----
k(k —1)

se llama formula de recurrencia, porque nos permite encontrar tantos términos de la serie como
deseemos.

Por ejemplo
a5 aS a'1 al

7.6 7654 7.6.5-4.3.2 7

a7 = -

Ejercicio 3
Resolver [y” + 2xy’ -y =0

, sujeto a las condiciones y(0) =0, y’(0) =1, usando una serie 'y

= z a ¥, indicando férmula de recurrencia y 5 términos en el desarrollo de y.
k=0

Respuesta
No tiene puntos singulares

..0 es punto ordinario.

k

Sea y = ak X

y’ = kae x*!

=~

s

0

y’ = > k(k-1)ax’

k=2
y +2xy =y = > k(k=1)a X+ 2x > kag XM= > a X6

k=2 k=1 k=0

0= kk-1) ax*+ > 2kax- > ax‘
k=2 k=1 k=0

0= (K+2)(k+DawX + > 2kax- Y ax"
k=0 k=1 k=0

0= [(k+2) (k+1) e + 2kak- a] X+ (28, — a)

7\‘
1]
N

(k+2) (k+1) awz+ (k-1 ax=0 &
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(k+2)(k +1)
(férmula de recurrencia)
y=ag+aX +ax’ + ...
y(0) =0
T t2at ...
1=a
a, = 0| porque a; = (ao/2)
k=1 .. asz—i:i
3-2 3.2
k=2 - a,=-22_g
4.3
-5 -7 .
k:3 . a5 - a3 :E 1 a6: a4 :ﬂao’
5-4 5 6-5 6!
o _ 9 5.9
k=5 .. a7 = —ﬁas_—?al

Ly T ataxtaxitazxtaxttasx +agx’+arx + -

_ ( x> 3x* 3.7.11x° j (
y=ao|l+—- + -+ A | X
21 4 8l

x> 5x° 5.9 ., 5.9.13 J
——+ - X"+ X7 =
3 5 7 ol

De y(0) =0 yy(@Q)=1, setiene a,=0, a5 =1

_x* 5x° 5.9x" 5.9.13%°
Y S X - + +-
3! 51 7! ol

-+|, converge V X € IR, R = +o0 pues no hay puntos

singulares.

Nota
Al sumar series es conveniente que contengan la misma potencia de X en su término general.
Para ello se utilizan las propiedades de sumatoria.

Ejercicio 4

Resolver la ecuacion diferencial xy”-y=0, y(2)=0, y’(2)=3

Respuesta

El punto x =0 es una singularidad de la ecuacion diferencial en x =2, usamos la serie de
potencia alrededor de a = 2 (punto ordinario), pues las coordenadas iniciales estan dadas para x =
2.

y = ac(x-2)~

Hacemos por conveniencia la transformacion & =X-2 = v=0 cuando x=2
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X =v+2 |dv=dx
se tiene la ecuacion

d?y dy
V+2 -y =0, =0, =3,en v=0
( ) dv? 4 : dv

M T

(k+1)(K) a1 V€ + 2(k+2) (k+1awe V- > av =0

k=0 k=0

daz-a)+ > [kt Kawi+2(K+2)(kK+1)aw-ad v =0
k=1

da,—a=0 A (k+1)kak+1+2(k+2)(k+1)ak+2—ak=0

a, a, —(k+1ka, ,
—| A |, = )
2(k +2)(k +12)

a2

k=1, ....
4

como y=0 env=0, a=0 en y = Zakvk
k=0

como y’=3env=0, aa=3eny”’= ) kav*
k=1

1 1 1 _3
% =0 , a;=3, a=0,au3=~-, a=--, a=—, a=_>
© 3 4 5 5
k \ Vv \Y; 3v
= ax V =3v+ ——— 4+ — — +
d kzz(; - 4 16 40 320
_2)3 _n\4 _9\5 96
y = 3(x-2)+ (x-2)" (x-2) +(x 2° 3(x-2) .
4 16 40 320

La serie converge para |X-2| <2 = 0 < x < 4.

La convergencia en x = 0 y en X = 4 se determina analizando las series que se obtienen al cambiar
X por cada uno de esos valores.
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Ejercicios propuestos

1) Determine si las soluciones con serie de potencias alrededor de X = X,, para los valores
indicados de X,, existen para cada una de las ecuaciones diferenciales y prediga el conjunto de
valores para los cuales se garantiza la convergencia de cada serie.

a) y’+y=0, X =0

b) xy”+y +xy=0, X,=2, X =0

C) (C+1)y” - 2y +5xy=0, Xo=0 Xo=1.

2) Resolver (x*+1)y” -6y =0 usando series

3) Resolver el problema de valores iniciales (x—3)y” +x?y’ +y =0, y(0)=0, y’(0)=6
4) Resolver 3y” —xy’ +x%y ="

5) Resolver el problema de valor inicial y”-e*y =0, y(0)=y’(0)=1

6) Encontrar los primeros cinco términos no nulos de la solucién en serie del problema
de valor inicial y’+xy’-2y=¢* |, y(0)=y’(0)=0

7) Resolver usando series (1-x%)y”—=2xy’ =0
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Solucion de ecuaciones diferenciales con coeficientes analiticos. Método de Frobenius

Consideraremos ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden, de la forma:
a2y + ar(X)y’ +ao(X)y =0 (*)|donde ax(x), a1(X) y ao(X) no necesariamente son polinomios.
Esta ecuacion se puede llevar a la forma candnica siguiente:

"+ p()y’ +q(y =0, donde p(x)= % y q(x) = :Eg

Definicion: funcidn analitica
Una funcidn f es analitica en X, si en un intervalo abierto en torno de Xo, esta funcion es la suma

de una serie de potencias > a,(x-x,)" conun radio de convergencia positivo.
n=0

Nota:

A\

Una funcion polinomial by + bix + .... + byx" es analitica para cada Xo, pues siempre
podemos escribirla en la forma ag + a;(X — Xo) + ... + an(X — Xo)".

Una funcion racional P(x)/Q(x), donde P(x) y Q(x) son polinomios sin factores comunes,
es una funcién analitica excepto en los puntos X, para los que Q(Xo) = 0.

Las funciones elementales €%, sen(x) y cos(x) son analiticas para todo x real, mientras que
In(x) es analitica para x > 0.

A\

A\

Definicion: puntos ordinarios y singulares

Dada la ecuacion diferencial ja(x)y’” + a1(x)y’ + ao(x)y = 0, un punto xo es un punto ordinario
de la ecuacion canénicaly” + p(x)y’ + q(x)y = 0, si p(x) = a(x) y q(x) = 3,(X) son analiticas
(

a, (x a, (x

en Xp. Si Xo N0 es un punto ordinario, se dice que es un punto singular de la ecuacion.

Ejemplo:
Determinar todos los puntos singulares de  xy’” + x(1 —x)™y’ + (sen X)y = 0
Solucién:
Al dividir la ecuacion por x vemos que:
_Senx

X
p(x) :@, q(x) T

Los puntos singulares son aquellos donde p(x) o q(x) dejan de ser analiticas. Observe que p(x) y
g(x) son cocientes de funciones que son analiticas en todo punto. Por tanto, p(x) y q(x) son
analiticas excepto, tal vez, cuando sus denominadores se anulan. Para p(x), esto ocurreen x =0y
x = 1. Pero como podemos cancelar una X en el numerador y el denominador de p(x), es decir,

X 1
P(x) = X(1—X) T1-x
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Vemos que en realidad p(x) es analitica en x = 0. Por lo tanto, p(x) es analitica excepto en x =
1. Para q(x), el denominador se anula en x = 0. Como en el caso de p(x), este cero es removible,

pues q(x) tiene el desarrollo en serie de potencias

x: x°

senx "3 g x2 x4
X) = = : - =1l-—+——.....
909 X X 31 5l

Asi, q(x) es analitica en todo punto. En consecuencia, el Unico punto singular de la ecuacion dada
esx =1

Teorema:
Suponga que Xo €s un punto ordinario para la ecuacién diferencial ly’” + p(x)y’ + f(x)y = 0.
Entonces tiene dos soluciones analiticas linealmente independientes de la forma:

Y0 = Y, (x=x,)"

Ademas, el radio de convergencia de cualquier solucién en serie de potencias de la forma dada,
es R, donde R es la distancia de xo al punto singular mas cercano (con valores reales o complejos)
de la ecuacion.

Ejemplo
Determinar un desarrollo en serie de potencia para la solucion de

Y () + €Y’ (X) + (1+X)y(x) = 0; y(0) =1,y’(0) = 0

Respuesta:
En este caso, p(x) =e* y q(x) =1+ x? y ambas son analiticas para toda x. Asi, por el teorema, el

problema con valores iniciales tiene una solucién en serie de potencias.
y(x) => a,x"
n=0

que converge para toda x (R = o). Para determinar los primeros términos de esta serie, primero

desarrollamos p(x) = €* en su serie de Maclaurin:
2

x X X
e =1+—+—+..
r 2

Al sustituir los desarrollos de y(x), y’(X), y’(X) y €* obtenemos

© 2 3 4 ) )
D n(n-1a,x"*+ lax+ XX D na x"+(1+x*)D a,x" =0
n=2 2 6 24 n=1 n=0

Debido a las dificultades de los calculos por el hecho de que aparece el producto de la serie de
potencias de e* y y’(x), nos concentraremos en los términos hasta de orden 4. Desarrollamos y
nos fijamos en tales términos:

218



UNIVERSIDAD TECNOLOGICA METROPOLITANA
. ' FACULTAD DE C. NAT, MATEMATICAS Y DEL M. AMB. ‘.
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
LIDIA ORTEGA SILVA UTEM

2 3
g L X X _
2a, +6a,x +12a,x* + 20a;x* +30a,x* +1>_na,x"" + x> _na,x"* +7Z na,x"* +?2nanx” '

4
X ,
+52nanx” F+1> na x" +x2> na,x" =0

Al agrupar las potencias semejantes de x en la ecuacién y luego igualar los coeficientes a cero,
Ilegamos al sistema de ecuaciones

2a; + a1 +ap=0 (término x°),
6as + 2a, + 2a; = 0 (término x%),
12a, + 3a3 + 3a, + (1/2)ay + ap= 0 (término x?),
20as + 4a, + 4az + a, + (7/6)a; = 0 (término x°),

30as + 5as + 5as + (3/2)as + (4/3)a, + (1/24)a; = 0  (término x*).

Las condiciones iniciales implican que y(0) =a; =1 e y’(0) = a; = 0. Usamos estos valores de ap
y a; para hallar ay, luego a3 y asi sucesivamente:

200+ 0+1=0=fp=-1/2,
6ag-1+0=0=>fa3=1/6,
12a,+1/2-3/2+0+1=0=@s =0,
20as+0+2/3-1/2+0=0=[as = -1/120),

3085 —1/24+0+ Y- 2/3+0=0 =g = 11/720,
Asi la solucion del problema con valores iniciales es

y(X) VIV Y B S
2 6 120 720 ’

que converge V X € IR pues no hay puntos singulares.

Revision de las ecuaciones de Cauchy — Euler

Hemos considerado métodos para obtener soluciones en serie de potencias en torno de un punto
ordinario para una ecuacién lineal de segundo orden. Sin embargo, en ciertos casos quisiéramos
obtener un desarrollo en serie en torno de un punto singular de la ecuacion. Para motivar un
procedimiento para hallar tales desarrollos, regresemos a las ecuaciones de Cauchy-Euler.
Anteriormente resolvimos estas ecuaciones haciendo el cambio de variable x = €', que transforma
una ecuacién de Cauchy-Euler en una ecuacién con coeficientes constantes. Sin embargo, es mas
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instructivo para nuestro estudio de los desarrollos en serie en torno de puntos singulares trabajar
directamente con la variable x.

Recuerde que una ecuacion de Cauchy- Euler homogénea de segundo orden tiene la forma
ax’y”’ x>0, (1)

donde a (#0), b y ¢ son constantes (reales).

Como en este caso p(x) = b/(ax) y q(x) = c/(ax?), tenemos que x = 0 es un punto singular de

).

La ecuacion tiene soluciones de la forma |y = x|. Para determinar los valores de r, reemplazamos
y por X' en la ecuacion diferencial y se tiene
ar’ + (b—a)r+c=0

Llamada ecuacion indicial.

Cuando la ecuacién indicial tiene dos raices distintas, tenemos @(r — ry)(r — r)x'= 0,
Lo cual implica que la ecuacion tiene las dos soluciones:

ya(x) =x*, x>0,

ya(X) = X%, x>0,
que son linealmente independientes.

Definicion de punto singular regular:
Xp €S un punto singular regular de la ecuacion diferencial y” + p(xX)y’ + q(X)y =0, si (X —Xo)p(X) Yy
(X —X0)°q(x) son analiticas en Xo. En caso contrario hablaremos de puntos singulares irregulares.

Nota:
a) Centraremos nuestra atencién en puntos singulares regulares.
b) Si p(x) no es analitica en X, significa que es singular en Xo.

Ejemplo 1
La ecuacion de Legendre (1-x?)y”—2xy’ +p(p+1)=0, pe IR
Se puede escribir en la forma canonica

o 2X p(p+ 1)
_1—x2y ¥

y=0 = pX)=- z,q() p(p”)

Y 1-x 1-

Los puntos singulares son 1 y -1y son también regulares, pues

Si (X =1)p(x) = —1 , que es analitica en 1.
+

p(p+1(x=1)

, que es analitica en 1.
x+1

(x - 1)%(x) = -
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Si L (X + 1)p(x) = 2—X1 , que es analitica en -1.
X

(x + 1)%q(x) = - w que es analitica en -1.
X_
Ejemplo 2

La ecuacion de Bessel de orden p, p € IR, i%y” + xy’ + (x° = p?)y=0
Se puede escribir en la forma candnica
X2 _ pz

77 11 —
s A

x2 _12

X2

o

tienen un punto singular regular

, donde p(x):%, q(x) =

1 iy X —p° "
=0, pues x==1, analiticaen 0 y x*X—P— =2 p? analitica en 0.
X X

Serie de Frobenius

Volviendo a la ecuacion — y” + p(X)y’ +q(X)y=0/; x>0

Estudiaremos ecuaciones de este tipo que tengan al cero como punto singular regular.
Frébenius escribid esta ecuacion de la siguiente forma

Z pnxn anxn
y"+ n=0 . yl_|_ n=OX2 y — O

Y propuso como solucién de esta ecuacion diferencial

y(x)=x"> ax", relR
n=0

La cual se puede escribir de la forma siguiente

y(x) = a,x"", relR, a, #0
n=0

Llamada serie de Frobenius

Al reemplazar esta solucién en la ecuacién queda lo siguiente:

00

> [(n +r)(n+r-1a, + Zn: (r+k)a,p,, + Zn: akqn_ij” — o, luego
k=0 k=0

n=0

(+r)n+r-1a, +> (r+k)a,p,, +2 ad,, =0
k=0 k=0

Sin=0, queda r(r-1)ap + agpor+apgo=0 , luego r(r-1)+por+qo=0
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Por lo tanto, si existe una solucién segun Frobenius, r debe verificar la ecuacion
r(r-1) + por + o = 0

Definicién de ecuacidn indicial:
Si Xp es un punto singular regular de y” + py’ + qy = 0, entonces la ecuacion indicial para este
punto es [r(r-1) + por + go = 0 donde |po = lim(x—x,)p(x),| o = lim(x —x,)?q(x)

Las raices de la ecuacion indicial son los exponentes (indices) de la singularidad xo.

Ejemplo:
Hallar la ecuacion indicial y los exponentes en la singularidad x = -1 de la ecuacion diferencial

(* = 2)%"(x) + (x + 1)y"(x) = y(x) = 0

Respuesta:
y (x+1 y— 1 y=0
(x* =1)° (x* —1)?
" X+1 , 1 1 1
yre— X+ _y=0= p(x) = g

(x—DZ(x+1D)? " (x-D%(x+1) (x—D2(x+1)
p() = (x + 1)™* * (x - 1)

q(x) = -(x + 1)* * (x - 1)

. imxn2 - L
po= lim(x+1)p(x) = lim(x-1)* =

(x-1)%(x+1)°

go = lim(x+1)*q(x) = lim— (x—1)* = _%
Por lo tanto la ecuacion indicial es:  r(r—1) + (%) r— (%) =0

Los exponentes en la singularidad son r =1, r = -(¥Ya).

Observaciones:
1) Las soluciones de la ecuacion indicial se llaman exponentes de la singularidad.
2) Siryyrpson las raices; considerar ry la mayor, entonces se dan tres casos.
h-rne”
rn—-r=>0
rh—r e Z*
las soluciones son de la forma:

y(x)=x"> ax";relR
n=0

Ejercicio:
Encontrar las soluciones de tipo Frobenius para la ecuacion diferencial
(x+2)x°y"” —xy" + (1 +X)y =0, x>0 *
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-1 .
X) = xp(x) = —— analiticaen 0
PX) X(X+2) PX) X+ 2
q(x) = 2)(;1 x2q(x) = X*+1 naliticaen 0
X% (X +2) (x+2)

.. X =0 es un punto singular regular.

lim p(x) ——1 lima(x) =§

x—0

..Ecuacion Indlcial

r(r=1)—(A)r+ (%) =0
F—r—(A)r+(A)=0
raices: r=1, r=1% exponentes de la singularidad

Parar =%
+0

1
Ly =D a, x' 2 essolucion

+o: O 1 n-l
y'(X) = Z(n+—janx 2

n=0 2

+00 1 1 n—§
(X)) = n+=|n-=fax 2
e Z[ +2)( 2)”

Reemplazando en la ecuacion * queda.

+00 n+§ +o n+1
Z(n +£j(n —Ejanx 2 + Zz(n +£J(n —Ejanx 2 -
n=0 2 2 n=0 2 2

1 1 3
+00 1 nes +00 n+s +00 n+s
E (n+EJanx 2 +§ a, X 2+§ a,x 2=0
n=0 n=0

n=0

Ordenando queda:

+o0 n+£ +00 n+1
Z(n —lj(n —E)anlx 2 4 ZZ(n + l)(n —l)anx 2.
ar 2 2 2

i(n+3ax 2+Zax 2+Zanlx 2 =0

n=0 n=1

Comparando coeficientes, se tiene

e g 2o S i 22 e

n?-2n+7
Zn—nAa et

J.ag = -(3/4) do

a, =-

n
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a, =-(7/24) a; = (7/32) ay
az = -(19/60) a, = -(19 * 7/32 * 60) ap = -(133/1920) a9

~yi(x) = xM2 = (3/4) x¥% + (7/32) X - (133/1920) x"* + .....]

Analogamente se obtiene:
~a(X) = x = (1/3) X2+ (1/10) X3 = (1/30) x* + .....]

El radio de convergencia se obtiene en forma similar a lo dicho anteriormente

| | >
>

Puntos singulares: -2y 0, R=2

Teorema de Frobenius
Sea Xp un punto singular regular de la ecuacion

Y’ +p(Xx)y’ +qx)y=0,x>0
Entonces, existe, al menos una solucion de la forma

y(x) =Y a,(x—x,)"", a#0.
n=0

Siendo r la raiz de la ecuacion indicial asociada al punto Xo.
Ademas la serie converge en el intervalo centrado en Xp y el radio es menor o igual que la
distancia de X, al punto singular real o complejo mas préximo.

Obtencion de una sequnda solucion L.1.

Teorema: Sea Xp un punto singular regular
Y +py’ +a(x)y=0
y sea Iy, r, las raices de la ecuacion indicial se dan tres casos:
a) r—ry, ¢ Z= laecuacion tiene dos soluciones l.i. de la forma

V0=, ()" 2020 y,(0)= 3.5, (x— %)™ by 0
n=0 n=0
b) r1 =r, = laecuacion tiene dos soluciones L.i. de la forma
V0= D8, (x—)" 2020 y,(0) = Y, (0 I(KX,) + 3, (k%)™
n=0 n=1
¢) ri—r, e Z = laecuacion tiene dos soluciones L.i. de la forma

yl(x) = Zan (x— Xo)nJrr1 yap#0 Y2(X) = cyl(x)ln(x—xo)+2bn (x— Xo)nJrrz ,bo#0
n=0 n=0

La serie converge en un intervalo centrado en Xo y el radio de convergencia es menor o igual que
la distancia de X al punto singular real o complejo méas proximo.
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Ejemplo
Resolver la ecuacion diferencial x“y’” —xy’ + (1 - x)y =0
Respuesta:

p(x) = _—1:> X p(x) = -1 analiticaen 0
X

q(x) = 1_2X = x?q(x) =1 - x analiticaen 0
X

xp(x) cuando x—>0 — -1
x?q(x) cuando x>0 — 1

Por lo tanto la ecuacion indicial es:
r(r-1)-r+1=0
F=2r+1=0

, raiz doble
..Estamos en el caso b)

..La ecuacion tiene dos soluciones L.i. de la forma

y:(0=2a,00"" a0
n=0

1200 = 358,007 Jine + 325,007

Calculamos y;(x)
y,(0)=2a,()"",a%0
n=0

10 = 3 (042, (0"

+00

y,"(X) = n(n+2a,(x)"

n=0

Reemplazaremos en la ecuacién
X2y =xy’ +(1-x)y=0

Queda
don(n+Da, ()™ = > (n+Da, (x)"™ + D a, (x)"™ - Da (x)" =0
n=0 n=0 =0 s

+00 +00
pero > a,(x)™* = > a, ., (x)"
n=0 n=1

Luego

—aox+a0x+§{[n(n +1)-(n+) +1fa, —a, ,}x"=0
n=1
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1
a.n = _2 a.n_]_ V n 2 1
n
a 1aa 1a—1aa—la— la'a—la vnx>1
1= 0, d2 — 1— 5>, aA,aA3— A2 — ——_,_,d0, .- Anh — —5 dn-1 =
12 22 1222 32 122232 n?
> (o
n+.
B yl(x) = 2 ]
n=0 (n')

Hacemos lo mismo para determinar vy,

Y00 = 0000 + D0, Y (0= 4 (OINGO + ¥, -+ 3 (n+ Dy
Y200 = 4" 0OIN00 25, =¥y + Don(n+ oy

Reemplazando en la ecuacion  x%y”" —xy’ + (1 - X)y = 0, se tiene

X2y, (x) In(X) + 2xy, -y, + 3 n(n + Db, X" -

n=1
X yl'(x) |n(X) - yl - Z(I’l +l)bnxn+l + yl (X) In(X) + anxn‘*'l —X yl(X) In(X) _ anxn+2 =0
n=1 el ~
queda:
2Xyll_2yl + in(n +1)ann_l - Zw(n +1)bnxn+l +zwbnxn+1 _ Z.Obnxn+2 — O
n=1 = ~ -

Como

000=2 00 1 0= 00" w00 =3 D 00

Entonces

+Z’OZ(I'] +1)( )n+1 i 2 )n+1++Z.On(n+l)bnxn+l_i(n+1)bnxn+l++ibnxn+l _iobnxmz :0
n=0 (nl) o (n ') n=1 n=1 n=1 n-1

2X + 4X% — 2X - 2X% + 2b1x% — 2b1x? + byx + Z{Z(HH) —iz +[n(n+)-(n+1) +1p, —bn_l}xn+1 =0
n=0

(M ()
2n
n-1 "~ 12
2+b=0 = b =-2, bn:# vn>2
n
_3_6
_ _ _ 4 6 11
bi=-2 ., by=-3/4), bz= S
! 2=-(4). bs 9 108

4 108

.'.yz(x)_yl(x)ln(x)+( x—§x3—£x4+ ...... j

+00

n=0 (n!)2

””J(c +¢, In(x))+c, (Zx —%xs— ..... j Ve elR.

1y (x) =[
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FORMULARIO 1: INTEGRALES

1) furdx = urt e, n#+-1 10) J'sec(u)du =In|sec(u) +tg(u)|
n+1
2) IdTu:In|u|+c 11)Icsc(u)du =1In|csc(u)—ctg (u)|
3) Ie“dx=eu +C 12) jcscz(u)du:—ctg(u)+c
4)ja“du: a’ +c.,a>0,a=1 13)Id—u=arcsen Uie
In(a) a’-u? a
5) jsen(u)dx:—cos(u)+c 14) | zdu , ~Laretg Yac
a” +u a a
6) Icos(u)dx:sen(u)+c 15) J'Inudu:ulnu—u+c
7) J'tg(u)du =—In|cos(u) | +c 16) juea“du _ ¢ ;(au-1)+c
a
8) J'cotg(u)du:ln|sen(u)|+c 17) Iuneaudu _u’e” _ﬂjunfleaudu
a a

9) j sec’(u)du =tg(u) +¢

Identidades trigonométricas

1) senx + cos’x = 1 8) sen X — 4 |17 COS X
2 2
2) 1 + tg°x = sec’x 9) cos X = 4 [LHCOSX
2 2
3) 1 + ctg® = cosec’x 10) tg X = e
2 1+cos x
4) sen’x = 1= €08 2X 11)tg (2x) = 219X
2 1-1tg°x
5) cos?x = 1+cos2x 12) ctg( 2x) = _2Ct9X
tg ?x -1
6) sen (2X) = 2senx cosx 13) sen(3x) = 3senx — 4sen’x
7) cos( 2x) = 2cos’x — 1 14) cos (3x) = 4c0s°x — 3cosx
_ 3
=1 — 2sen’x = cos’x — sen’x 15) tg (3x) = 3tgx7tgzx
1-3tg°x

Para integrales que:
contienen la expresion hacer el cambio se obtiene

2 senz a+/1—sen?z =acos z

a2-b? u=

b
b) ~/a? +b?u?, a-bu® u= % tg z a/1-tg?z =asecz
¢) /b?u? —a? u= % sec z a-/sec’z-1=atgz
En la integracion de funciones racionales de seno a coseno. Usar el cambio de variable
2
u :tg[xj,x: 2arctg(u) , dx=_2 _du,sen(x)= 24 cosx = 1-U
2 1+u? 1+u? 1+u?
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FORMULARIO 2 : DERIVADAS

dc dv
1)—=0 16—e‘V =—e' —
) ) €)=
dX n n-1 dU
2)—=1 17)—(cu") =cnu" —
b G o
d du dv dw d 4 du dv
3—u+v W)= —+——— 18—u wr M g &
Vax ¢ ) dx dx dx )= dx dx
dv dv
el —Cc— 19) —(senv) = cosv—
4) (CV) C o )dx( ) &
dv du d dv
Bl —U—s iy 20) —(cos V) = —senv —
5) (uv) u i +de )dx( V) de
"y =yt &Y 21) % (g v =sec2vd—v
6)—(v )=nv ™ )dx(g ) i
d dv
7)—(x Y=nx"" 22)—(ctg V) = —csc® v—
dx dx
vd—u—uy d dv
Uuj_ dx  dx 23)—(secv) =secv tg v—
8)& o V2 dx dx
au 24)i(cscv) =—CSCV ctg vd—V
9)_[Ej dx dx dx
dx c d 1 dv
25)—(arc sen V) = ———
10)—= dy _dy dv , 'y funcion de v ax V1-v? O
dx  dvdx 26) d( ) 1 dv
—(arc cos V)= ——r——
ll)ﬂ:i, y funcién de x dx V1-v? dX
dx dx
dy 27)i(arct v)——1 v
’ y v L dx J T 1+v? dx
v
12) - (inv)= =2 28) L (arc ctg v) = -V
c(ijx \; vddx )dx( g v) Trv? dx
oge dv
13) (logv) =—"—=— 20) 9 (arc sec v)=—+
d v\ _vpnadv
14)—(@"')=a"lIna— d 1 dv
dx dx 30)—(arc csc v) =~ —
dx V4/V2 -1 dx

d dv
15)—(e")=e"' —
)dx( ) dx
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FORMULARIO 3: ALGEBRA LINEAL

Matrices iguales: A = (aij)mxn, B =(bij)mxn, entonces A =Bsiysélosi, ajj=hij Vi, ]

Suma de Matrices: A = (@ij)mxn, B =(Dbij)mxn, entonces A+ B =(ajj + bij)mxn.

Multiplicacion por escalar : A = (aij)mxn, o € IR, entonces o A= (a &j)mxn

Multiplicacion de matrices : A = (&ij)mp A B = (bij)pxn, €ntonces

p
A-B= (Cij)mxn donde cij= > a b,

= I i
Traspuesta de una matriz: A = (a;j)mxn, €NtONCES AT = (@j i)nxm

Matriz Simétrica: A=AT

Matriz Antisimétrica : A’ =- A

Matriz Inversa - A-Al=At. A=

. . a b
Determinante de una matriz: Sea A = (c dj’ entoncesdet (A) = ad-bc

Si A= (aij)nxn,entonces

det(A) = Z (-1)" & det (M), i fijo

=L

Matriz Adjunta: Sea A = (a;j) nxn, €ntonces

A11 Anl N
Adj (A) = : , donde Ajj = (-1)"™ det(Mjj)
Aln e Ann
Inversa de una matriz mediante determinantes:
1 .
Al = Adj (A).
det(A) 1A

Sistemas de ecuaciones lineales. Teorema de Rouché:

Sea AX =B unsistema con m ecuaciones lineales y n incognitas. Entonces:

a) A x B tiene solucién, siy sélosi, rang (A) = rang(A:B)
b) rang (A) = rang(A:B) =n = soluci6n Unica.
c) rang (A) = rang(A:B) = r<n = més de unasoluciony hay n—r variables libres.
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Aplicaciones lineales.

F:V — Ueslineal, siysolosi,a) F(v+w) = F(v) + F(w)
b) F(a V) = aF (V)

Nucleo e imagen de una aplicacion lineal:

SeaF:V — U unaaplicacion lineal, entonces

Im(F)={u e U/F(v) = u, parave V}

Ker(F)={ve V/F(v)= 0, 0 e U}.

Representacion matricial de una aplicacion lineal.
F:V —U lineal, E={ey - , €m } base de V.
G={0q, - , On } base de U.

, all a
Fe) = 2,0, entonces [F]g =
i,j=1 al a

n mn

Valores propios y vectores propios:

Sea A xn Una matriz cuadrada
= 1 esvalor propiode A y Vv es vector propio de A asociado a .

Aes valor propiode A < A es solucién de la ecuacion |det (A- A1)=0

V es vector propio de A, asociado al valor propio 4 < |((A- Al )Q =0.
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FORMULARIO 4: ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN

1) VARIABLES SEPARABLES
M(x)dx + N(y)dy =0

Solucién. jM(x)dx+ J-N(y)dy=c

2) HOMOGENEAS
M(x,y) dx + N(x,y) dy =0 , M A Nhomogéneas del mismo grado.

Solucioén usar la sustitucion ; 'y = vx

dy = vdx + xdv.

3) COEFICIENTES LINEALES.
(ax+by+c)dx + (ex+fy+g)dy =0

Solucién
a)Siax+by+c=0 A ex+fy+g=0 seintersectanen (h, k) hacer u=x-nh v=y-Kk.
du =dx dv = dy.
b)Siax+by+c=0 A ex+fy+g=0 no seintersectan hacer u=ax+hy
du=adx +bdy.
4) EXACTAS
M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0,tal que ﬂz@
oY oX
Solucién F(x,y) = C,tal que ﬁ:M A ﬁ:N
oX oY
5) EACTOR INTEGRANTE (F. 1).
oM  ON oM  ON
o A SN | R > S S N L L
N -M
oM _6N oM _8N
X iy pr= e gagay O OX gy o p el
N-M YN — XM
x dy —y dx = F.lL= 12, xdy-ydx =  F.1 = 1
x dy —y dx = F.l. = 1/xy, xdy -y dx = F.l= I +Y?
x dy +y dx = F.lLo= 1(xy)", xdx +ydy = F.l= 103 +y?)"

y.
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6) LINEALES
dy .
- tp(x)y = a(x) (linealeny)
dx

- _ . ~f p0oax [pax
Soluciéon Y=e¢e c+'[q(x)e dx

Nota: También se puede hacer la linealidad en x.

7) ECUACION DE BERNOULLI

dy A

ot p(x)y =a(x)y

dx

Solucion: Dividir la ecuacién por Y" y hacer la sustitucion u = y*"
du . ay
o =(1-n)y" =
dx dx

8) ECUACION DE RICCATI

dy 2 _

dx (X)) Y+ qu(X)y +do(x) =0 , q(x)#0
- 1 . .
Solucion: Hacer y =y, + —, Yy, = solucion particular.

z

9) REDUCCION DE ORDEN

a) f(x,y,y) =0 (ausenciadey) b) f(y,y,y) = 0 (ausenciade x)
g dp g : . dp
Solucion: y=p , y’= — Solucion Y =p , Yy =p —
dx dy
10) ECUACION DE CLAIRAUT
y =xy +f(y)
Solucion
y =v
y =xv + f(v)
y = xv+v+f(v)V
vV = (x+f(v))=0 = v =0 v x+f(v) =0

V =¢C \Y X=-f1(V)

y=(x+f(c) | v |y=-vf(v)+f(v)

sol. general sol. singular
(envolvente)
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FORMULARIO 5: APLICACIONES DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES DE
PRIMER ORDEN

1) Trayectorias Ortogonales

F(X,y,y)=0 = F(x,y,-il):o
y

F(r,e,rd—g):o = F(r,@,i):o
dr rdd

2) Problemas geométricos

Ec. de la recta tangente a la curva y = f(x), en (Xo, Yo)

d
Y-Yo = (yj -~ (X =Xo)
X )

Ec. de larectanormal alacurva y=1f(X), en (X5, Yo)

1
YYo= - O (X=%0)
X 1,5,
3) _Problemas de crecimiento y decrecimiento

dx . .
at =+ kx , variaciénde x respecto at es proporcional a x.

+ si x crece cuando t crece, -si X decrece cuando t crece.
dx k L . i
— = -, variacion de x respecto a t es inversamente proporcional a x.
dt X
dx L i
o = kx-t, variacion de x respecto a t es proporcionala x y at.

4) Problemas de mezclas

ax = velocidad de ganancia - velocidad de pérdida

(entrada de la sustancia ) (salida de la sustancia)

5) Problemas de enfriamiento

dT

’ry = - k (T-T,), T =temperatura de la sustancia, T, = temperatura del medio
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6) Problemas mecanicos

. dx . .
Velocidad =v = o x = desplazamiento del cuerpo en el instante t, desde un punto 0.

. _dv _ d®x dvdx dv
Aceleracion=a = — = = — =V—
dt dt dx dt dx

Fuerza F=m- a

Masa m = w es el peso, g es la gravedad

w
9

g =98 m/seg’ =980 cm/seg® = 32 pies/ seg>.
w puede venir dado en kgrs peso o en libras.

d?x
dt?

Caida retardada

Donde Fr = fuerza de resistencia del medio

Caida libre =g

7) Circuitos eléctricos

—

E() L

C,|¢

[
d
ErZIR, EL:LidI’ EC:Q1 L7d|+|a+9:E :_Q
dt c dt c dt
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FORMULARIO 6: ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE ORDEN N

ECUACION: o 3;3/ + Z;}l + a,y = F(x) 1)

0 brevemente 2)

dondeD=d/dx,@d(D)=aD" + a,D"" + . . . + a, (3)

SOLUCION:
Paso 1: Encuentre la solucién general de la ecuacion complementaria de (1) o (2), esto es,

@ D)y =0 (4)
Ye=Ciy1+CYot...+CrYn 5)
donde ¢4, Cy, ....., C, SON constantes arbitrarias.

Caso a). Todos los coeficientes constantes: En este caso hacemos y = e™ en (4) para obtener la
ecuacion auxiliar.

aom” + aym™ + ... +a,=0. (6)
con n raices dadas por mg, my, ....... , M,. Las siguientes posibilidades pueden ocurrir.
(1) Raices reales y distintas. Aqui la solucion complementaria es

Y. =ce™ +c,e™ +...+c.e™
(i) Algunas (o todas) las raices son repetidas. Aqui si la raiz my, por ejemplo, ocurre p; veces
entonces los términos de la solucion complementaria correspondientes a estas raices estan dados por
m;X m; X 2 oMX p-lamx p1—1\ A MX
Ce™ +C,Xe™ +CXe™ +..+Cp XPTe™ =(C +CX+..+Cy X )e™
La suma de todos estos términos para todas las raices produce y..

(i) Algunas (o todas) las raices son imaginarias. Puesto que las constantes ay, ay,....,an
en (6) se asumen reales, cualesquiera raices imaginarias deben ocurrir en parejas complejas conjugadas. Si
a t fiesunade tales parejas la cual es no repetida, el término y. correspondiente a la pareja esta dado
por e“* [c; cos( B X) + ¢y, sen( S X)]. Si esta pareja ocurre dos veces, el término correspondiente en y, esta
dado por

e”™[cycos (B X) +Cy sen (S X)] + Xe™[c3cos( S X) + ¢4 sen ( BX)]

Caso (b). Coeficientes variables (no todos constantes): Aqui el método de hacer y = e™ no funcionara
(excepto en casos muy especiales), asi que se deben usar técnicas especializadas para encontrar ys, Yo, ....,
Yn, como por ejemplo en el caso de la ecuacion de Euler, donde la transformacion x = e” se usa para
reducir el caso de coeficientes variables al de coeficientes constantes.

Paso 2: Encuentre una solucion particular y, de la ecuacion (2) dada. Para el caso de coeficientes
constantes hay tres posibles métodos los cuales pueden ser usados, como sigue:

Método de los coeficientes indeterminados, Método de los aniquiladores, Método de variacién de
parametro.

Paso 3: Una vez hayamos obtenido y. y Yy, la solucion general de (2) esta dada pory =y, +Y,
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Wronskiano:
Y. Y , ,
W [y, 2] = . 2 =YY 2- VYY1
1 Y2
yl yn
W [yl’ - yn] = ]:
y(n_l) y(n_l)

Wy, - VYa]l #0 = yi, -, ¥n L1

W [yla ] yn] = O :> yly T yn Id

OBTENCION DE UNA SOLUCION Y,, CONOCIDA LA SOLUCION Y, DE (a,D?+ a,D + a,)y=0.
_dex
e ao(x)
Y2 = V1 J.;dyz X
1

OBTENCION DE UNA SOLUCION PARTICULAR POR EL METODO DE LOS COEFICIENTES
INDETERMINADOS.

Ec. dif @ D)y = F ().

a) F (x) contiene la forma e™, yp=ae”
b) F (x) contiene la forma sen(rx), cos( rx), Yy, =asen (rx) + b cos(rx)
¢) F (x) contiene la forma a, X" +---+ay, Yy,=byX" +----+1Dy

OBTENCION DE_UNA SOLUCION PARTICULAR POR EL METODO DE VARIACION DE
PARAMETROS.

- Y,F(Xx F(x
Yp = ylj-y\zN()dX + Y Iylw()dx (orden 2)

dx. (ordenn)

V. F(x V,F (X V_F(x
o= [V Wy, | ZW()dH - nW()

W
y2 yn yl y2
Vl = y.z yn __________________ Vn - ){l y|2 0

n-1

I A S
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FORMULARIO 7: APLICACIONES DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES
ORDINARIAS DE PRIMER ORDEN

1) MOVIMIENTOS VIBRATORIOS

a) ECUACION: |wd*x = Fr = - kx (fuerza restauradora)
g dt’
SOLUCION 1:  x(t) = Xocos(at) (mov. armdnico simple)

A=|Xo| (amplitud), T = 2—” (periodo), F = _i (frecuencia)
a

SOLUCION2: x(t) = acos(a t) + bsen(a t) = Ja2+b? sen(at + 0),

DondesenB=__2  cosB= P A=./a?+b? (amplitud), T = 27 (periodo), F = L (frecuencia)
Ja? +b? a® +b® a T

b) ECUACION: |wd’x + paix + kx = 0
g dt? dt

X
donde Fr = -k x (fuerzarestauradora), Fa = _B(cjjt (fuerza amortiguadora)

SOLUCION:

a) Raices Complejas = Mov. Amortiguado.

b) Raices Reales # = Mov. Sobreamortiguado

c) Raices Reales = = Mov. Criticamente amortiguado.

C) ECUACION: |wd*x = F +F,+F4
g dt?

donde F, = fuerza restauradora, F,= fuerza amortiguadora, F.= fuerza externa.

2) CIRCUITOS ELECTRICOS.

ECUACION: | 9% + .da + a = E(t)
dt? dt c

| =—q= intensidad de corriente, L =Inductancia, R =Resistencia, C =Capacitancia, E =Fuerza

Electromotriz.

3) PENDULO SIMPLE.
ECUACION: |40 + 90 =g
dt? I
SOLUCION: 0(t)= Asen\/@t + Bcos\ﬁt (mov. arménico simple), T = 27 (periodo), F = l(frecuencia)
| | T
g

4) OSCILACIONES EN UN LIQUIDO.

ECUACION: |w d’x = _F .

g dt?

Frew = Volumen que oscila por densidad de fluido. Densidad de agua quieta: 62,5 libras/pies’.

SOLUCION: x(t) = Acos 9% ¢+ Bsen |9Fo t, Foes lafuerza ejercida por el volumen desplazado.
w w
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FORMULARIO 8: ECUACIONES DIFERENCIALES CON COEFICIENTES
VARIABLES

Ecuacién de Euler

an X" Y + g X" Y -+ ax Yy + ay = g (x)

La transformacion convierte a esta ecuacion diferencial en una de coeficientes constantes.

’ PR
dz

dx  dt dx  dx/dz dz

, _ dy dy dz _dy/dz _ e_zﬂ

2 2
dx dx dz dz dz) dx dz dz dz dz

reemplazando en la ecuacion diferencial, se tiene la ecuacion de coeficientes constantes

Solucion en serie de potencias.

Consiste en reemplazar la incognita y por una serie de potencia en la ecuacién diferencial.

si =Y o (x-a)f

=0

=~

y'= > ke (x-a)<t

o0
k=

LN

0

v’ =Y k(k-1)ce (x-a)

k=2

Definiciones

Dada la ecuacién diferencial de 2° orden de la forma : pxX)y”’ +qgxX)y’+r(x)y=0

donde p(x), g(x) y r(x) son polinomios. Diremosque x=a es un punto ordinario si
p(a) =0, en caso contrario se llama punto singular.
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Algunos desarrollos en series importantes

ko N

In(1+x) = i (_1):1)( -1<x <1
B 0o ( 1) X2n+1

sen(x) = kz(; 20+ D)
B 0 (_1)n+1X2n

cos(x) = kZ:; e Y X.

Solucién entorno a un punto ordinario.
Si X €s un punto ordinario, la solucién de una ec. dif. viene dada por:

0

y = > Cr (X=X

n=0
que convenga por lo menos para | X — Xo | < R, donde R es la distancia de X, el punto singular
Mas cercano.

Soluciéon en torno a un punto sinqular reqular

Método de Frobenius:

Si Xo es un punto singular regular de la ec. dif, existe al menos una solucion en serie de la forma:

0

y = (X_XO)ri Ch (X—Xo)n = Z Cn (X_Xo)n+r

n=0

donde r es una constante a determinar. La serie convergera al menos en algun intervalo
0<X—-Xo<R.
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FORMULARIO 9: TABLA DE TRANSFORMADAS DE LAPLACE

F(s) = jom e f(t)dt, transformada de Laplace de f (t)

F(s) = L(f(t) = L*'(F(s)) =f(t), transformada inversa de F(s)

N° () F (s)
1 1 1 ,$>0
S
2 t iz ,s>0
S
|
3 t" ™ s> 0
4 e 1 ,S > a
s—a
a
5 sen(at) s ,$>0
s“+a
S
6 cos(at) S ,$>0
s“+a
a
7 senh(at) s, , S > |a]
s —a
S
8 cosh(at) 3 S > |al
s“—a
at b
9 e“sen(bt) 5 ,8$>0
(s—a)“+b
s—a
10 e*cos(bt 2% s>0
o (s—a)® +Db”
11 te® % s>0
(s—a)
12 tsen(at) % ,$>0
(s“+a”)
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N° f(t) F(s)
2 2
13 tcos(at) % >0
(s“+a“)
14 "t e (n-DF s> -a
(s+a)" ’
2
15 t’sent % s> 0
(s“+1)
16 Y '(t) sL(Y) - Y(0)
17 Y”(t) s?L(Y) =5 Y(0) - Y’(0)
18 Y (1) $’L(Y) —s?Y(0) —sY’(0) - Y”’(0)
19 Y®(t) S"L(Y) = s"Y(0) - ......... ()
f(t—-a)U(t—a)
20 0,si 0<t<a e™F(s), donde F(s)=L{f(t)}
U2 { |
ILsit>a
21 frxg= j; f(x)g(t-1)dt F(s) G(s)
1 T
22 f(t) periodica de periodo T — J e ' f (1) dt
1-e a
23 t" (t) -1)"F™(s), n e IN
é‘a t_ to sa _ —sa
24 1 ( : ) e (—e c j
S.(t—t,)= g,5|te]t[)—z';\,t()m';l[ 2sa
Ositel, —at, +af
S(t—t,
25 (t=t) g™

+o,si t=t,
0,si t=t,

5(t—t0):{




UNIVERSIDAD TECNOLOGICA METROPOLITANA
» FACULTAD DE C. NAT, MATEMATICAS Y DEL M. AMB. ‘.
o DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

LIDIA ORTEGA SILVA UTEM

FORMULARIO 10: SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES

Solucién mediante operadores.
a)_Usando Eliminacion Gaussiana: Se reduce la matriz de los coeficientes principales a la
forma matricial.

b) Usando la regla de Cramer.
El sistema Lix + Ly = g1(b)
Lax + Lay = 02(t)

9, L
9, L,

L 9
L, 9,

Tiene solucion:

Ll L2
L, L,
solucion general

es un polinomio de orden n, entonces deben haber n constantes arbitrarios en la

¢) Usando la transformada de Laplace.
Se aplica la transformada de Laplace a cada ecuacion y se revuelve el sistema de ecuaciones
cuyas incognitas son L(x) y L(y).

Aplicaciones de los sistemas de ecuaciones diferenciales.

a) Resortes acoplados.
ml an
m2 X”Z

-kixs + ko (X2 - Xl) mz
- k2 (X2 =X1)

b) Redes electricas.
Se aplican las dos leyes de Kirchhoff
1) Lasuma algebraica de las corrientes que viajan hacia cualquier nudo es igual a cero.
2) La suma algebraica de las caidas de voltaje, alrededor de cualquier malla cerrada es igual
a cero.
Ik =dp +ig + iy i = Corriente
Eg=ir+L 3+ 9
dt C
R = Resistencia, L = Inductancia, C = Capacitancia, Q = Carga Eléctrica

¢) Problema de mezclas

dd)ii = (velocidad de entrada)(cantidad entrada) - (velocidad de salida)(cantidad de salida).
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Sistemas de ecuaciones diferenciadas de primer orden.

d
(;‘tl —a %+ o .. +ay OX + (0
d
C;(t”:anl(t)xl+ e wa O+ ()
Forma Matricial: X =AX +F
Solucion Sistema: X =X + X,
Calculo de X;_: mediante valores propios y vectores propios.

a)_Valores propios reales.
SiAesdeorden nxnytiene Ay, ...., A, valores propiosy ki, ..., k, los correspondientes
vectores propios, entonces:

Xe = C ky e*M + ¢k, 042

t + Ch kneﬂnt

b) Valores propios complejos.
Si A1 = a +ip esunvalor propiode Ay K; es el vector propio correspondientea A1

SeaBlzi[k1+k1] szzlz[kl-kl]

Entonces

X1 = (Bycos (Bt) + By sen (Bt)) e”
X, = (Bzcos (Bt) + Bysen (Bt)) e”
son soluciones 1. i

¢) Valores propios repetidos

Sea A1 valor propio de A con multiplicidad m < n. Entonces:

i) A tiene m vectores propios li para Ai y laexpresion c; kye™ + -+ ¢y ke ™
estd en X.

i) Si a A1 le corresponde solo un vector propio kj, entonces se pueden encontrar m
soluciones L.i. de la forma.
X; = ki ™

Xo = Kot et + Koo et

m-1 m-2
Xm= kml (r:]_l)l ellt km2 (n:_z)l ellt F oo kmn ellt
en donde los ki son vectores columnas, tales que
(A- /1|) k2 = kl
(A- ﬂ|) ks = ky
(A- A1) ks = k3

etc.
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(Calculo de X,. Paraelsistema X = AX + H

a)_Método de los coeficientes indeterminados.

Se aplica si F (t) es una matriz cuyos elementos son constantes, polinomios, funciones
exponenciales, senos y cosenos o bien sumas finitas de estas funciones. Si un término de X, esta
en X, entonces se debe agregar el término multiplicado por una minima potencia de t.

b) Método de variacion de parametros.

Sea | X, =g ()-C| , donde @& (t) = (X1, ...., Xn)

Cl
c=|:
Cn
X1, ---, Xn son vectores solucion del sistema

&=g®jd%w®m

x:mwc+gmj gl (t) F(t)dt




