POTENCIAS Y RAICES (Potenciaciéon y Radicacién)

Fuente: Matematicas Simplificadas de CONAMAT (22. ed.); Algebra Intermedia de
Angel (72. ed.); Algebra y Trigonometria con Geometria Analitica de Swokowski (112.
ed.).

Potenciacién

Es la operacidn en la cual la cantidad llamada base se debe multiplicar por ella misma las veces que lo indique el
exponente, De lo anterior se define:

# d"=a-a-a..,donde: aes la base y n el exponente.

n-veces

1
Aat=—
aﬂ

3
#+: Cudl es el resultado de G] 1

Solucién
La fraccion se debe multiplicar 3 veces por ella misma.

ERCECE

»Desarrolla 37,
Solucién
Se aplica la definicién y luego se desarrolla 3* para obtener el resultado.
PR | 1 1

N 1
Por consiguiente, 3™ = 5



3 3
Efectia | - | .

Solucién
El exponente es impar, por consiguiente, el resultado serd negativo.

(-2

Desarrolla (-4 +1)",

Solucién

Se efectiia la operacidn encerrada en el paréntesis y después se resuelve la potencia para obtener el resultado.
(H4+1) =(=3)' =3 =9

Teoremas
s a”-a"=a™"
Ejemplo
Demuestra que se cumple 2°-2° =277,
Solucién

Se realiza la potenciacién 2* -2* = (8)(4)=32y2"?=2" =32
Por lo tanto, se demuestra que 2’ -2° =2° =32




() =

Ejemplo

Demuestra que (4°) 22400

Solucién

Se realiza (4°)" =(64) " =4096, ademds 4 =4° = 4096
Por dltimo: (4°)" =4096 = 4%
P (a -b-c)' =a"-b"-c"

Ejemplo

Verifica que se cumple (2-3-5)* =2%.3%.5%,

Solucién

Se realiza el producto de 2-3-5 =30y después se eleva (30)° =900
Ademis: 2% -3*.57=4.9.25=900
Entonces, se cumple que (2- 3. 5)° =22 .3?.57

G-+

Ejemplo
< i 5
Demuestra que se cumple (Z] =
Solucién
: 3Y (3)(3)_ 9 3 9
croseceva(4] (4](4) T por otro lado 216
2 2
Entonces, se verifica que (i—) =-i'—2=i%



Operaciones
Son aquellas que se realizan con la aplicacion de los teoremas de los exponentes.
0Ss e

@+ Realiza la simplificacién de (2°-57)(27 - 5*).

Solucién
La operacitn es una multiplicacion, entonces los exponentes se suman;

(:3 -5'?*](2-2 -5‘} =232 . 524 91,52 29.25 =50

El resultado es 50

1 2 3 =3
¢(Cudl es el resultado de (EJ (5] ?

Solucién
Se elevan ambas fracciones, se multiplican y posteriormente se dividen para obtener el resultado.

2 =3 2 A A
3 2 3 2 3.2 3 243

39-2

1

6
R

Se simplifica la operacitn que encierra el corchete y se eleva al exponente —2 para obtener el resultado final,

Simplifica la expresién

372

[

=8
1Y 1
= o . -2
(2] 0 O o ol o - = o W e
(2]2 2 B [ "(gs}é‘ﬁ"z"?” 81
5 32 2]0
1024

Por tanto, el resultado final es T



EJERCICIOS DE POTENCIACION

1. (=5)?+ (—52) =59 =7
(-5)(-5)-6B)5)—-1=25-25-1=-1
2. 35:32-3=?
35-2-3=33-3=27-3=24
3. 63+63+63+63+63+63=63-1+63-1+63-1+63-1+63-1+63-1=
63(1+1+1+1+1+1)=(6%)(6)=6*
4, —48.4* =7
—48. 4% — _48+4 — _412
5. (—6)*-63=?

(-1-6)*-(6)° = (-D*(6)*- (6)* =1-(6)" = (6)7

@° _,
(o

9° 9 95 95

e wr) e R ) e ey ) A




RADICACION
Radicacién

Operacién que permite hallar un valor que multiplicado tantas veces como lo indica el indice, dé el valor que se en-
cuentra dentro del radical, el cual recibe el nombre de radicando. Para lo anterior se define:

— M

al

« a" =a",donde: aes la base, m el exponente y n el indice.

Cuando a es un nimero no negativo, n puede ser cualquier indice.
Cuando a es un numero negativo, n debe ser un nimero impar, ya que, si es par, el
resultado no pertenece al conjunto de los niimeros reales, sino al de los complejos. Por

ejemplo, V=9 =+v—-1:v/9 =i-3 = 3i
Ahora, para cualquier nimero real no negativo g,
n n E
an:(\/a)n:an:a

La expresion anterior es valida si a es no negativo. Si n es un indice par y a es un
. . 4
numero real negativo, Ya™ = |a| y no a. Por ejemplo, 3/ (—3)* = |-3| = 3.

Propiedades de Va
Propiedad Ejemplos
Vo) (V3)? =3 (V=8)°> = -8
= a si Va es un niimero real
Va*=asia=>0 62 =06 V53 =5
Va® = asia < 0ynesimpar (V=2)% = -2 V=2)"=-2
Va™ = |a| sia < 0ynespar V(=52 =|-5|=5 Y(ENs=1-71=7

La raiz cuadrada de a?

Para cualquier nimero real a, Va? = |a|
Sia > 0,entonces,Va? = a

Por ejemplo:

J72 =7




EJERCICIOS

» Aplica la definicién de radicacién y calcula Y625,

Solucién
Se descompone la base en factores primos y se aplica la definicién para obtener el resultado final.

4
4625 =454 =54 =5

»“Encuentra la raiz quinta de -1 024,

Solucién
Se descompone —1 024 en sus factores primos y se aplica la definicién:

10
31024 =—3/1024 =-32° =25 =2* =4

Por consiguiente, el resultado es — 4

Teoremas
Los teoremas de los exponentes también se aplican a radicales, ya que se expresan como exponentes fraccionarios.

2 Yab-c=(ab -c]%=a%-b'%-c%= Ya-ub-3e

1
s a =[ﬂ]‘ _a _Ya
1 u
b ) oW
1
1 1%5 =
e =() =(a" ) = -
'LOS
® - Aplica los teoremas de los exponentes y obtén el resultado de 3216,
Solucién
Se descompone 216 en sus factores primos, se aplica el teorema correspondiente y la definicién para obtener el re-
sultado,

3 3
Y26 =223 =322. 43 =27.39=-2.3=6
Por tanto, 4216 =6



»;Cul es el resultado de ¥~/7297
Solucién
Se descompone la base en factores primos y se aplica el teorema de radicales para obtener el resultado.
1 1 ]
Y729 =V3° =(3°)P8 = (3°)¢ =3° =3

Por tanto, el resultado de la operacion es 3

»-Simplifica la expresién V2 - “F 22
Solucion

Se transforman los radicales a exponentes fraccionarios y se realizan las operaciones con la aplicacién de los respec-
tivos teoremas,

_ =2E =2§ =2E
4f 1 3 3
32 {25]4 94 91
L 2% 1,2 5. 2
=215 =0T T o0 o)
21

Por dltimo, el resultado es 2

1 3 1 5 1
4Cul es el resultado de (2? 3z -5‘5] [2‘7 Af3°. 1255]?

Solucién

Se descompone 125 es sus factores primos y el radical se expresa como exponente fraccionario, se aplican las leyes
de los exponentes y se obtiene el resultado final.

L e & =3 & S R | 23 3 x
(2‘-3 2.5 2](2 4-\/3_’-1252J=(2'-3 2.5 2](2 ‘-32-(53)2]
1 3 1 5 5 3
=(22_3_5_5_§](2_1_35_55]

4 2 2

24{_-)322522_24 32 .52

L
2 2



Simplificacién
Procedimiento que consiste en expresar un radical en su forma més simple. Para simplificar un radical, el exponente
de la base debe ser mayor que el indice del radical.

S >
}o Simplifica J8.

Solucién
Se descompone el radicando en factores primos.

V8 =\2*
2’ se expresa como 2° - 2 y se aplica el teorema correspondiente de radicales.
B =2 =22 2=\2" V2 =22
Por consiguiente, la simplificacién de /8 es 2v2
vo-Simplifica v45.
Solucién

Se descompone el radicando en factores primos y se procede a aplicar los teoremas.
Va5 =32 .5 =3 .5 =35

Por tanto, /45 =35

Simplifica 372.
Solucién
Se descompone la base en factores primos y se simplifica la expresion,

VB =7 =¥ Y7 =2
El resultado es 239
-Simpﬁﬁca%ﬁ.
Solucién
Se simplifica el radical y el resultado se multiplica por la fraccién para obtener el resultado de la operacion.
Lgs-L4r -4 5-1 2. 505



Suma y resta

Estas operaciones se pueden efectuar si y sdlo si el indice del radical y el radicando son iguales (radicales semejantes).

a¥ld +b%¥d —c¥d =(a+b-c) ¥d

LOS -
@+ Efectia2 35 +11 35,
Solucién

Los radicales son semejantes, por tanto se realizan las operaciones con los niimeros que les anteceden (coeficientes

del radical).
23B+11 B = +11)¥5 =135

Entonces, el resultado es: 1335

@+ ;Cuil es el resultado de la operacién 3v2 + 742 - 4427
Solucién

Al ser semejantes los radicales, se efectiian las operaciones con los coeficientes.

32 +7V2-42=(3+47-4)V2=6\2
El resultado es: 612

10



Si los radicandos son diferentes, no se pueden sumar o restar los radicales de primera instancia, entonces se simplifican;

si esultan semejantes se efectian las operaciones, de lo contrario, se dejan indicadas,

LOS &
®+;Cudl es el resultado de v20 + 45 — /807
Solucién
Se simplifican los radicales y se realiza la operacidn,
J20 + 45 - VB0 =122 .5+ 3.5 =24 .5 =25+ 3/5-225 =(243-4)/5=15
Por tanto, el resultado es v/5

® ¢ Efectiia Y189 + 56.
Solucién
Se simplifican los radicales, se realizan las operaciones y se obtiene el resultado final,

B9 +356 =33 7+ 32 7=34T+ 247 =547
®-Realiza 2405 — 128 - - 125 +3432.
Solucién
Se simplifican los radicales, se multiplican por las cantidades que les anteceden y se simplifican las fracciones:
VDS - 108 - LT+ 332 = 35— L2 - 55322

=12_5(32J§]_é(23¢5} (5V5)+3(2*\2)

.
10
18 8 5
=—5 ==V2=—/5+1242
15\'{_ GJ_ 10\;—-‘- V2
6 4 1
=5V5-3V2-7V5+12V2
Se agrupan los radicales semejantes y se realizan las operaciones para obtener el resultado,
=§J§-%\E+12\E-%J§

=[g_%]£+(12-%]f=%£+3_:ﬁ

Por tanto, el resultado es %JE+ 3;—2u"5

11



Multiplicacion

Multiplicacién de radicales con indices iguales. Cuando los indices de los radicales son iguales, se multiplican los
radicandos y de ser posible se simplifica el resultado.

ta-b-Ye=tab-c

LOS é
@+ Efectia v3 /5.
Solucién
Se multiplican ambos factores:

V3.45=[(3)(5) =15
Por consiguiente, el resultado de la operacién es Ji5

@2 ;Cul es el resultado del producto V6 -+/3-+/22
Solucién
Se realiza el producto y se simplifica el resultado.

V6342 = [(6)(3)(2) =36 =2 -3 =22 /3 =2.3=6

El resultado del producto es 6

Multiplicacién de radicales con indices diferentes. Para multiplicar radicales con indices diferentes se busca un
indice comiin, que resulta del minimo comin miltiplo de los indices de los radicales y recibe el nombre de “minimo
comiin indice”.

0S .
®¢;Cudl es el resultado de 32 -5 7
Solucién
El minimo comiin indice es 6, entonces los indices de los radicales se convierten a dicho indice.

V=32 =427 ademts 5=2¢5) =¢5

Se efectiia el producto y se observa que no se puede simplificar el radical, por consiguiente se desarrollan las
potencias y se realiza la multiplicacion.

V2 5=47 {5 = {75 = 44125 = 4500

Finalmente, el resultado es %500

@+ Efcctia 2 -48.
Solucién
Se descompone 8 en factores primos y €l minimo comiin indice es 4, por lo tanto, al transformar los radicales se

obtiene:
=2 =427 y B4
Se efectiia la multiplicacién y se simplifica el resultado.

Finalmente, el resultado de la operacién es 242

12



Divisién
Divisién de radicales con indices iguales. Para efectuar la divisién se aplica el siguiente teorema:

b b
oS o o
i 10
@+ Realiza E.
Solucién

Los radicales son de igual indice, entonces se dividen los radicandos,

V10 10
e

El resultado de la operacién es v5

6J2_a?

@+, Cuill es el resultado de T

Solucién
Se simplifican los radicales y se realiza la operacidn,
6428 _6v2 -7 _6V2*\7 _6(2) ﬁ_12ﬁ=4(1}=4

J63 3.7 J34d7 3 V1 3

Por tanto, el cociente es 4

Para introducir una cantidad a un radical, se debe elevar la cantidad a un exponente igual al indice del radical.

Ejemplo
e 58
Solucién

El divisor se expresa como 2=J2_2ysemalimla0pemci6npam obtener el resultado.
£=E=JE= B BT 3= fi=2.f3
2 J2 V2 V4

Divisién de radicales con indices diferentes. Se transforman los radicales a un indice comiin y después se realiza
la divisidn,

13



4

2/—2'.

@+ Halla el cociente de

Solucién
Se transforman los indices de los radicales a 12 y se realiza la operacién,

Y8 _ Y ’ﬂ_ ,if BT 23
ﬁ M22

El resultado de la operacién es ‘Y2

6\/ﬁ+2%/6?
243

®9;Cudl es el resultado de

Solucién
Se divide cada término del numerador entre el denominador y se obtiene:

6\12+236 _ 612, 296 o ”"\/ S5l §22. 3

23 2B 23 3 \/— s

.12
=3(2)+ﬂ23,3 =6+%2%-3" =6+6f2’-%=6+§/§

Ejemplo: 311
£

Fuente: Libro de Rupin, Mufoz y Jiménez, p. 47, 6g.

2 1 1 3-1 2 1
— (22)/( )6_(22)(2 6)—22 3 oo =2s=03=321 =42
6
2
Ejemplo: 72—
N D

Fuente: Desafio, Libro de Rupin, Mufioz y Jiménez, p. 47, 13c).
Solucion:

a—>b a—>b 2 1
- = =(@-b)'3=(@a-b3=Va-b
V(a—b)? (a_b)é

14



Racionalizacién

Racionalizar es representar una fraccidn en otra equivalente que contenga una raiz en el numerador, cuyo numerador
o denominador sea un niimero racional respectivamente,

C
Racionalizacién del denominador. Dada una expresion de la forma F se racionaliza de la siguiente manera;

c ¢ Y& _c¥a"™ _c¥a"™ _c-Ya T

A

¢ Transforma ot en otra expresitn equivalente que carezca de raiz en el denominador.

J3
Solucién
La fraccién % se multiplica por +/3*" =/3 tanto denominador como numerador.
Lol a3 48 3
V3 343 32 3

Por tanto, la expresion equivalente a % es

@+ -Racionaliza la expresién \E ;

Solucién
Se debe separar la expresién en raices y se multiplican por /5> =+/5 tanto numerador como denominador, para
obtener el resultado:

2 _2_2 \5_V1o _+io

55 55 (52 5

Finalmente, el resultado de la racionalizacion es ?

Racionalizacién de un denominador binomio. Para racionalizar una fraccién cuyo denominador es un binomio (a £ b)
y alguno o ambos elementos tienen una raiz cuadrada, se multiplica por el conjugado del binomio (a T 5).

c _ ¢ aib_c-(a—_i-b}

0S i
@+ Racionaliza la expresidn a2
Solucién
Se multiplica el numerador y el denominador de la expresién por 1-+/2, que es el conjugado del denominador 1++/2
3 3 1-v2_ 3-32 _3-3ﬂ=3-3ﬂ=3ﬁ_3

l+\5=1+v§.l—v{§-(1)2_(ﬁ]" =2 =l

La expresién equivalente a la propuesta es 32 -3

15



7
@+ -Racionaliza la expresién ‘/—-5——_73‘
Solucién
Se multiplica por el conjugado del denominador y se simplifica para obtener el resultado.
7 7 N5+V3_ 754743 _75+7V3 _7V5+7V3
J’f\/’f\ﬁf()(@) 5-3 2

3f3-22
@+ Racionaliza m

Solucién
Se multiplica al numerador y denominador por 2J3+42, y se efectiia la simplificacion.

33-242 _3/3-23 23+3_6(¥3) +36-46-2(V2) 18-\6-4 _14-16

23-V2  23-2 2B+ (243) -(V2) 12-2 10
Racionalizacién de un numerador. Dada una expresién de la forma Ui , el numerador se racionaliza de la siguiente
forma:

Vo _Wa~ damm _dam _ War 4
¢ ¢ Y& ol oVam cla
LOS 2
s o V2
L L Ramnnahzaelnumemdmde?.
Solucién
Se multiplica el numerador y denominador de la fraccién por v2*" =+/2 y se obtiene el resultado.

V2 _\2 V2_J7 _ 2

3 3 2 32 32

® -3 Cuil es la expresion equivalente que resulta al racionalizar el numerador de ﬁ?
] _tll'g
Solucién
Se multiplica por 43*" = 43" ambos elementos de la fraccién para obtener el resultado.

Y3_4B3 437 ¢3¢ 3 3
TY5 43 ¢s5.3° 45.27 4135

1
Ejemplo: ———
° [3/1024p70

Fuente: Libro de Rupin, Mufioz y Jiménez, p. 47, 6e.

Solucion:

16



1 1 1 1 1 1 1

10240 V1024b0 X210 B/2B)0  opIe op: J(2D)
(2b)1s  (2b)

Para racionalizar, se multiplica el numerador y el denominador por V2b (no por 3/(2b)?), para que en
3
el denominador se obtenga 3/(2b)3 = (2b)3 = 2b (asi desaparece la raiz del denominador).

| VT VB VE
@b ¥2b  3/(2b)y?  2b

Nota importante: En general, dada una expresion de la forma L se racionaliza de la siguiente

manera:
¢ _ ¢ N@m_ N V@ _V@rr <t
V@m Y@m Y@rm Y@rmom Y@ a a
- . . . 3
Ejemplo: Racionalizar el denominador de N AN

Fuente: Desafio, libro de Rupin, Mufioz y Jiménez, p. 47, 13a.

Solucién: Se multiplica el numerador y denominador de la fraccién por el denominador, cambiando en
este solo el signo del ultimo término.

3 B 3 ,(V2-V3-V5)

V2-V3+V5 VZ2-V3+V5 V2-v3-15
_ 3(vV2-v3-+5) _3(V2-vV3-45)
C2-V2V3-V2V5 —V2V3+3+V3V5 +V2V5 —V3V5-5 —2v2v3
_3(V2-v3-+v5) 3(V2-v3-+5)(V6) 3(vi2-VI8-+v30)
B -2v6 - -2v6 (V6) - —12
_ 3(VI2-VT8-V30) -(VIZ-VT8-v30) -(V®E -/®@ -V30)
B 12 B 4 B 4
_ —2v3+3vV2++30
B 4

17



Racionalizacién de un numerador binomio. Para racionalizar un numerador binomio que contenga 1 o 2 raices
cuadradas en el numerador, se efectiia el mismo procedimiento que se empled para racionalizar un denominador,

atb_ath a¥b _ a'-b’

c c a¥b c-(aTbh)
"LOS - —»
® ¢ Racionaliza el numerador de l+;5 .
Solucién
Se multiplican los elementos de la fraccién por 1-+/2 que es el conjugado del numerador.
2
1+v2 1442 1-v2_ (' (¥2) 12 -1 2 i

3 O 3(1_45} _3(1-ﬁ}=3(1-ﬁ]=3-3ﬁ=3ﬁ-3

Por consiguiente, ¢l resultado de I racionalizacién es — -

3W2-3
2J§+wf5

@+ Racionaliza el numerador de ———.
2435

Soluciéon

Se multiplica numerador y denominador por 2+/3 —/5 que es el conjugado del numerador, se efectiian las multipli-
caciones y se obtiene el resultado.

233+V3_2B+45 2545 _ (2B) -(\5) 45
2J3-J5 2J3-45 2J3-5 4(v3) 2415 -215 +(V5) 4(3)-415+5
12-5 7

T12-415+5 17-415

Jerurquiu de operaciones

Indica el orden en el que se deben realizar las operaciones de suma, resta, multiplicacidn, divisidén, potencia y raiz, asi
como signos de agrupacion. De esta forma se garantiza que se obtendrd el resultado correcto.

Orden de las operaciones. Dada una expresién que involucre diferentes operaciones, se realizan en el siguiente
orden:

# Potencias y raices. Si se tiene la potencia o la raiz de una suma o resta, estas operaciones se resuelven primero,
# Multiplicaciones y divisiones de izquierda a derecha.
# Sumas y restas de izquierda a derecha.

Observacion: Se suele recomendar proceder respetando esta jerarquia de
operaciones, aunque no tiene por qué ser necesariamente asi.

18



@+ Efectiia la operacién 6°+9 x 4 + 116 x3 - 10 + 5,
Solucién
Se desarrolla la potencia y se extrae a la raiz:
6+9x4+V16x3-10:5=36+9x4+4x3-10=5

Se realizan las multiplicaciones y divisiones de izquierda a derecha, finalmente se efectian las sumas y restas de
izquierda a derecha y se obtiene el resultado.
=4x4+12-2

=16+12-2=26
@9 ;Cudl es el resultado de V5 —3* x 2% + Y8 x /81 +18 +/18x8 2
Solucién
Se desarrollan las potencias, se realizan las operaciones dentro de los radicales y se extraen las raices:
V5232 x 2%+ Y8 x VB +18 + VI8 X8 =v25-9 x4+2x9+18+/144

=16 x4+2x9+18+/144
=4x4+2x9+18+12

Se efectian las multiplicaciones y divisiones de izquierda a derecha. Finalmente, se suman las cantidades y se
obtiene el resultado.
=16+18+18+12
=16+1+12
=29

@ Realiza—~9-{42+3 [ 127 +4x6 ]-2’}.

Solucién
Se desarrollan las potencias y se extraen las raices:

~V9-{47+3 [ 27 +4x6 |-2'}=-3-{16+3 [3+4x6]-8}

Se realiza la multiplicacién:
=-3-{16+3 [3+24]-8}

Se efectiian los pasos correspondientes para eliminar los signos de agrupaci6n y obtener el resultado:

=-3-{16+3 [27]-8}
=-3-{16 +81 -8} =-3-{89}
=-3-89=-92

El resultado de la operacién es —92
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. (17 1
®o-Realiza [~ +| ——= |+
‘ \)3+(27 3]

Solucién
Se realizan las operaciones encerradas en los paréntesis:
17 1_17-9_ 8

Los valores obtenidos se sustituyen y se realizan las multiplicaciones y divisiones:
2 ( 8 1 I 21 Ol g 67
= =% —|+—+*]| - |—-—X| —
3 \21)7°2 \8J) 5°\2
}54 8 15
[ —
24 2 10

Pero &:2, §.=4 y E——,entonm
24 4 2 10
’9 3
= (—+4—-—
4 2
_ [9+16 3
4 2

Por tanto, el resultado es 1



