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RAZONES, PROPORCIONES Y PROPORCIONALIDAD

1 RAZONESY PROPORCIONES
1.1 Razones:
Una razon es la comparacion entre dos cantidades a y b mediante el cociente entre ellas.

T o bien,a:b
50 bien, a:

a es el antecedente y b el consecuente. Se lee: aesab.

Ejemplo: El tanto por ciento es una razén de consecuente 100. Por ejemplo, 19% = =

100
El valor de la razén es el cociente entre las cantidades a y b.

19% = 19 = 0,19
T 100

Ejemplo: El hermano mayor tiene 18 afios y el menor 6 afios, ¢cual es la razon entre esas edades?

Hermano mayor 18 3
Hermano menor 6

Esta razon se puede interpretar diciendo que la edad del hermano mayor es 3 veces la del menor o
que la edad del hermano menor es la tercera parte de la edad del mayor.

Si los valores de dos razones son iguales, dichas razones se llaman razones equivalentes. Por
. ;2 . 5 2 5
ejemplo, la raz6n S s equivalente a -5 Porque - = 05y i 0,5.

1.2 Proporciones:

Una proporcion es una igualdad entre dos razones.

Cc

Si % === k son dos razones iguales, entonces la expresion % = 2 = k se denomina proporcion y
k recibe el nombre de Constante de proporcionalidad.

Una proporcion % = 2 puede anotarse también: a:b = c:d. Se lee:aesab comocesad.
ay d se denominan términos extremos y b y ¢ se llaman términos medios.

1.2.1 Propiedad fundamental de las proporciones:

El producto de los términos extremos es igual al producto de los términos medios.



a c Qi=b
—=—©ad=bc

b d

Por ejemplo, la igualdad de las razones %: 13—8 forma una proporcion, porque al multiplicar
extremos entre si y medios entre si se obtiene un mismo valor: 1-18 = 6-3 - 18 = 18.

1.2.2 Proporcionalidad directa:

Dos magnitudes son directamente proporcionales cuando multiplicando una de ellas por un
namero, la otra queda multiplicada por el mismo nimero y cuando dividiendo una de ellas por un
numero, la otra queda dividida por el mismo nimero. Por ejemplo, cuando una magnitud aumenta
el triple, la otra magnitud también aumenta el triple. O bien, cuando una magnitud disminuye en
un tercio, la otra también disminuye en un tercio.

En general, se dice que dos variables x e y son directamente proporcionales si el cociente entre sus
valores correspondientes permanece constante.

n_X_X_

2 _DB_ =k
Yi Y2 Y3

Donde k es la constante de proporcionalidad. De esta manera:

Xy = ky,
Xy = ky,
X3 = kys
Xn = kyn

Ejemplo: Si 20 sacapuntas cuestan $10.000, entonces 40 sacapuntas costaran $20.000; Como al
multiplicar la cantidad de sacapuntas por 2 (20 - 2 = 40), el valor también quedd multiplicado por
2 (10.000 - 2 = 20.000), entonces las cantidades son directamente proporcionales.

Ejemplo: Un automdvil recorre 600 Km en 6 horas a velocidad constante; en 2 horas recorrera un
tercio, es decir, 200 Km. Como la cantidad de horas se redujo en un tercio (g = 3), los kilometros

. .y . . 600
recorridos también se redujeron en un tercio (T = 200).

De otra manera, dadas dos magnitudes X e Y, se dice que X es directamente proporcional a Y siy
solo si la razdn entre un valor cualquiera de X y el correspondiente valor de Y es constante. Esta
razon recibe el nombre de Razdn de proporcionalidad.

Por ejemplo, en la tabla siguiente, Y = distancia recorrida por un mévilenKm y X =
tiempo empleado en horas.



Y

40

80

120

160

200

240

X

1

2

3

4

5

6

Si se calculan las razones Km/hora, se aprecia que la velocidad es constante en todos los casos e
igual a 4 Km/h:

distancia recorrida 40 80 120 160 200 240 4
v = == —= = = = =

tiempo 1 2 3 4 5 6

En general, la Razon de proporcionalidad se denota como sigue:

Y
X

=kobienY = kX

§=kobienX=kY
Ejemplo: A y B son magnitudes directamente proporcionales. Calcular los valores de x e y de la
siguiente tabla:

A

5

15

B

30

a)
b)
c)
d)
e)

Soluc

7y 90
7y 60
6y 72
8y 90
9y 54

ion:

30x =5-42 =210

_m0_7
¥T30
x_15
42y
7 15
42y



7y = 1542 = 630

Por tanto, la alternativa correcta es laa): 7 'y 90.

1.2.2.1 Ejemplos de magnitudes directamente proporcionales:

1.2.3

Lo que hay que pagar por ocupar un estacionamiento en un supermercado y la cantidad de
horas que se lo utiliza.

Cantidad de buses del Transantiago y cantidad de personas transportadas.

La temperatura ambiente y la cantidad de helados que vende el duefio de un kiosco.

El tiempo disponible de un estudiante y la cantidad de ejercicios de matematica que puede
hacer.

La cantidad de trabajo realizada por un obrero y el salario que recibe por ello.

A medida que el tiempo transcurre, un automaovil recorre una mayor cantidad de kilometros.
La distancia recorrida por un bus y el tiempo utilizado (a velocidad constante).

El nimero de obreros empleado en la construccién de una casa y el trabajo realizado en un
mismo periodo de tiempo.

Cantidad de kilogramos de harina que utiliza una panaderia y la cantidad de pan que
elabora.

La cantidad de bencina utilizada por un automovil y la distancia que recorre.

La cantidad de hojas de un libro y su peso (masa).

El nimero del calzado y el largo del pie de una persona en centimetros.

En toda reaccién quimica entre las sustancias A y B, la cantidad de sustancia A que
interviene en la reaccion es directamente proporcional a la cantidad de la sustancia B que
interviene en la reaccion.

Proporcionalidad inversa:

Dos magnitudes son inversamente proporcionales cuando multiplicando una de ellas por un
namero, la otra queda dividida por el mismo nimero y cuando dividiendo una de ellas por un
namero, la otra queda multiplicada por el mismo numero. Por ejemplo, cuando una magnitud
aumenta al doble, la otra disminuye a la mitad. O bien, si la primera magnitud disminuye a la mitad,
la otra aumenta al doble.

Ejemplo: Si 6 carpinteros construyen una casa en 30 dias, 2 carpinteros la construiran en 90 dias.
Aqui, la cantidad de carpinteros se dividio entre 3 y la cantidad de dias se multiplico por 3, por lo
tanto, las cantidades son inversamente proporcionales.

Se puede plantear como sigue:



Carpinteros Dias

6 30
2 X
Razon inversa
2 30
6 x

Multiplicando en cruz:
2x =180
x = 90 dias

De otra manera, dadas dos magnitudes X e Y, se dice que X es inversamente proporcional ay si 'y
solo si el producto entre un valor cualquiera de x y el correspondiente valor de y es constante.

En general:
X1 Y1 =Xy Yy =X3°Y3 ==X, Y, =k = constante de proporcionalidad

Por ejemplo, en la tabla siguiente, y = rapidez que lleva un mévilenKm/h y x =
tiempo que se demora en horas.

y 120 90 72 60 45 40
X 3 4 5 6 8 9
Xy 360 360 360 360 360 360

Se aprecia que, a menor velocidad del mévil, mayor tiempo empleado y si se calculan los productos
x -y, se aprecia que todos ellos son iguales a 360:

Ejemplo: Las variables x e y son inversamente proporcionales. Cuando x vale 60, y vale 90.
¢Cuanto vale x, cuando y vale 120?

a)
b)
c)
d)
e)

30
40
45
60
90

Solucidn:



60 90
120

60 120

x 90

120x = 60 - 90 = 5400

5400

120

En consecuencia, la alternativa correcta es la c).

1.2.3.1 Ejemplos de magnitudes inversamente proporcionales:

124

Cantidad de obreros empleados en pintar una casa y el tiempo necesario para hacer el
trabajo.

La cantidad de temporeras de un fundo y los dias que tardan en hacer la cosecha.

La rapidez o velocidad de un bus de Santiago a Algarrobo y el tiempo empleado en recorrer
la distancia entre ambas localidades.

Porcentaje de descuento de un articulo y precio por pagar después del descuento.

Tiempo que tarda una piscina en vaciarse y cantidad de desagues que hay en ella.

La cantidad de llaves abiertas en un estanque y el tiempo que se demora en llenarse.
Cantidad de Kg de un producto que se puede comprar con $20.000 y el precio por Kg de
ese producto.

La resistencia eléctrica de un conductor es inversamente proporcional a su seccion.

Proporciones iteradas o secuencia de razones iguales:

La igualdad de tres 0 mas razones es un conjunto de proporciones iteradas o una secuencia de
razones iguales.

Ejemplo:
8_16_32_64_24_k
2 4 8 16 6

Cada una de las razones vale 4. Por lo que k = 4.

La secuencia anterior se puede escribir también como:

8:16: 32:64: 24 =2:4:8:16: 6



1.2.5 Propiedad fundamental de las proporciones iteradas

En una secuencia de razones iguales, la suma de los antecedentes es a la suma de los
consecuentes, como un antecedente cualquiera es a su consecuente respectivo.

.al 2 3 . .
Siz=2=Z=..=22=F dondekes el factor de proporcionalidad.
b1 b2 b3 bn
Entonces:

a,ta;+az+--+a, a 1
=— conp=1,..,n
by +b,+bs+—+b, b, F

1.2.6 Componer y descomponer una proporcion:
Sea la proporcién:
a c

b a

1.2.6.1 Componer el antecedente:

atb _ c+d

a c

. ., 3 9
Ejemplo: Componer la proporcién T

3+4 9412
3 9
7 21

5=

63 = 63

1.2.6.2 Componer el consecuente:

a+b _ c+d

d

i - 3_2
Ejemplo: Componer T

3+4 _ 9+12
12

7 21

4 12

84 = 84



1.2.6.3 Descomponer el antecedente:

. ., 3 9
Ejemplo: Descomponer la proporcion - = —

3-4 9-12
3 9
-1 -3
3 9
—-9=-9

1.2.6.4 Descomponer el consecuente:

a-b c—d
b d

H 3 9
Ejemplo: Descomponer YT

3—4 9-12
4 12
-1 -3

4 12

-1 -3

4 12
—12 = -12

1.2.6.5 Componer y descomponer a la vez:

a+b_c+d
a—b c—d

Ejemplo: Componer y descomponer a la vez la proporcién:

3 9
4 12
3+4 9+12

3—4 9-12



7 21

-1 -3
7 21
-1 =3
—21=-21

1.2.7 Media proporcional geométrica

En la proporcion a : x = x: b, donde los términos medios son iguales, x se denomina media
proporcional geométrica y se calcula como la raiz cuadrada del producto de los términos extremos:

a_x
x b

x%2 =ab
x=im

Ejemplo: Calcular la media proporcional geométrica entre 3y 12.

x2=3-12=36
x=vV36=6
Ejemplo: Calcular la media proporcional geométrica entre 49 y 169.

49_ X
x 169

x% =49-169 = 8281
x =+v8281 =91

1.2.8 Cuarta proporcional

Se denomina cuarta proporcional a cualquiera de los términos de una proporcién.
Ejemplo: Calcular la cuarta proporcional de 7,5y 4

Se forma la proporcién:

10



7_4
5 x
7x = 20
_20
=5

. 20
La cuarta proporcional es =
Comprobacién:

7 4
5~ 20

7
7 28
5 20
140 = 140

1.2.9 Tercera proporcional
Se llama tercera proporcional a cualquiera de los extremos de una proporcién geométrica.

a_b
b d

Donde a es la tercera proporcional entre b y d o bien d es la tercera proporcional entre a y b.

Conb #0;d#0
Ejemplo: Determinar la tercera proporcional entre 4 y 12.

Tomando como término medio el 12, una tercera proporcional es:
4 12

12 x
4x =12-12 = 144

_144_36
X=—p=

Considerando como término medio el 4, otra tercera proporcional es:

11



12x =4-4=16

16 4
XT1273

12



2 EJEMPLOS DE RAZONES, PROPORCIONES Y PROPORCIONALIDAD

Ejemplo: Los angulos interiores de un tridngulo son entre si como 2 : 3: 4. Determina la medida
de cada &ngulo.

Solucion:
a:f:y=2:3:4
a
z=§=z=k
a =2k

B =3k

y =4k

Pero como, a + f +y = 180
2k + 3k + 4k = 180

9k =180 = k = 20°

De esta manera:

a =2k =2-20=40°
B =3k=3-20=60°

y =4k =4-20 = 80°

a+f+y =402+ 60° + 80° = 180°

Ejemplo: Calcular x,y, zenlaseriex:y:z = 4:7:10six + y- z = 5.
Solucion:

x:y:z=4:7:10

==k

X y_ z
7 10

Amplificando por -1 la tercera razon:

13



—— =k

Xy  —zZ
7 —10

Aplicando la propiedad de la proporcion iterada:

x+y—z

Zv7-10 "
Comox+y-z=5

5

i17-10 K

Por lo tanto:
x=4k=4-5=20
y=7k=7-5=35
z=10k =10-5 =50

Solucioén alternativa:

x:y:z=4:7:10

x_Y_2%2 _
4 7 1o_k
x = 4k
y="T7k
z =10k

Como:x + y-z = 5.

4k + 7k - 10k = 5.
k=5

x =4(5) =20
y=7(5) =35
y =10(5) = 50

14



Ejemplo:Six: y: z = 4:3: 2y2x +4y-3z = 28, entonces el valor de y es:

a)
b)
c)
d)
€)

Solucion:

OO~ wWwN

Amplificando la primera razon por 2, la segunda por 4 y la tercera por -3:

2x 4y =3z i
8 12 -6
Aplicando la propiedad de la proporcion iterada:

XxX+y—z

8112-6 ¢
Como 2x +4y -3z = 28

28
8+12-6

7k

2=k
Por lo tanto:

x=4k=4-2=8

Por tanto, la alternativa correcta es la d).



Solucién alternativa:

x:y:z=4:3:2
Z=k 4k
—_ = - =
2 X
§=k—>y=3k
Z=koz=2k
2

Reemplazandoen: 2x +4y-3z = 28
2(4k) +4 (3k) -3 (2k) = 28

8k + 12k -6k = 28

14k = 28

k =2

Como
y =3k

y=3-2=6
Por consiguiente, la alternativa correcta es la c).

2ab—5c?
3bc+a?

Ejemplo: Sia: b: ¢ = 1: 2: 5, calcular 4 =

Solucion:

a_b_c_k

1 2 5

a =1k

b =2k

c =5k

_2ab—5c2
3bc + a?

16



_2°k-2k—5-5k-5k
~ 3-2k-5k+1k- 1k

_ 4k? —125k?
30k? + k2

| —121k% 121

- 31k2 31

Ejemplo: La suma, la diferencia y el producto de dos numeros son entre si como 5: 3 : 16,
¢ Cuales son esos nimeros?

Solucion:

Sean x e y los nameros

x + y la suma de los numeros

x —y ladiferencia de los nimeros
xy el producto de los nameros
(x+y):(x—y)xy=>5:3:16

Luego se tienen las siguientes identidades:

(x+y) G-y _xy
5 3 16

Multiplicando cruzado en las dos primeras identidades:

3(x+y) =5(x—-v)
3x + 3y = 5x — 5y

3x —5x = =5y — 3y

—2x = —8y

2x = 8y

x =4y

Reemplazando este valor en la segunda y tercera identidad:

(x—y) _xy
3 16

17



(4y —y) 4y?

3 16
3y 4y®
3 16
48y = 12y?

Dividiendo ambos miembros entre 12y:

48y  12y?

12y 12y

4=y

Reemplazando en

Portanto: x = 16ey =4

Ejemplo: Tres numeros son entre si como 5 : 4 : 3. Si al triple del primero mas el quintuplo del
segundo se le resta el doble del tercero, se obtiene 580. Entonces, el nimero menor es: (Pregunta
en Guia de ejercicios Razones y Proporciones de puntajenacional.cl)

A) 20

B) 60

C) 80

D) 100

E) 120

Solucion:
x:y:z=5:4:3

3x+ 5y —2z = 580

x =5k = 3x = 15k
y =4k = 5y = 20k
z=3k = 2z = 6k

15k + 20k - 6k = 580
29k = 580

18



= 20

5k = 520 = 100
4k = 4 - 20 = 80
3k = 3-20 = 60

N< R &
I

Por lo tanto, el nimero menor es z = 60, por lo que la alternativa correcta es B).

Ejemplo: x es inversamente proporcional a y. Cuando x vale 60, y vale 90. ;Cuénto vale x cuando
y vale 120? (Pregunta en Guia de ejercicios Razones y Proporciones de puntajenacional.cl)

A) 30
B) 40
C) 45
D) 60
E) 90

Solucidn: Se recuerda que dadas dos magnitudes x e y, se dice que x es inversamente proporcional
ay siysolo si el producto entre un valor cualquiera de x y el correspondiente valor de y es constante,
es decir:

xy =k
=k = —k

xy—k y_x

90 = — = k = 5400
60

Siy =120

120_5400=> _5400_45
- *=T20 T

Por tanto, la alternativa correcta es C).

Ejemplo: La medida de uno de los angulos interiores de un triangulo es 81°. Si las medidas de los
otros dos angulos estan en la razon 2 : 1, entonces el menor de los dngulos del triangulo mide:
(Pregunta en Guia de ejercicios Razones y Proporciones de puntajenacional.cl)

A) 220
B) 33°
C) 66°
D) 81°
E) 99°

Solucion: Sean a y B los otros dos angulos. Entonces:

19



a 2
B 1

a+pf+81=180=a+ L =99
a=99-p

99— f
=

99 — f =28 = 38 =99 = f = 33

2
1

a+33+81=180= a =66
Por lo tanto, el &ngulo menor es § = 33 grados. Alternativa correcta es la B).
Ejemplo: Una persona compra una pieza de cinta que luego corta en la razon 2:3:6. Si el trozo mas
largo mide 18 cm. ;Cuanto mide la pieza de cinta? (Pregunta en Guia de ejercicios Razones y
Proporciones de puntajenacional.cl)

A) 24 m

B) 11m

C) 23m

D) 38m

E) 33m
Solucion:

xX:y:z=2:3:6

Segun esta proporcion, z es el trozo mas largo: z = 18.

y Z
—:—:—:k
2376
2 =8 k=3
6 6

Wi NIR

—k=y=3k=3-3=9

x+y+z=6+9+ 18 = 33

20



Por consiguiente, la alternativa correcta es la E).

Ejemplo: Al dividir 253 en partes proporcionales a los nimeros 2,5,7 y 9, ¢ Cual es la parte menor?
(Pregunta en Guia de ejercicios Colegio SG)

A) 11
B) 22
C) 77
D) 99
E) 121

Solucién:
Sean m.n. o, p las partes proporcionales:

N = 253
w=2
x=5
y=7
z=9

§$=2+4+5+7+9=23

=222 02
m=73

23
n=5300 T
283
P="3 /=
23
1=53 777

Por consiguiente, la alternativa correcta es la B).

Ejemplo: Se debe repartir US$45.000 entre los hermanos Manuel y Tomas en partes proporcionales
a sus edades. Si éstas son 6 y 9 afos, respectivamente, entonces la diferencia positiva de lo que
reciben, expresadas en dolares es: (Pregunta en Guia de ejercicios Colegio SG)

A) 5000
B) 9000
C) 15000
D) 27000
E) 36000

21



Solucion:

Sean m = Manuel de 6 aiios y n = Tomas de 9 afios

N = 45.000
XxX=6
y=9
S=6+9=15
45000
m= -6 =3000-6 =18.000
15
= 45000 9 =27.000
n= 15 = .

La diferencia positiva es 27.000 — 18.000 = 9.000. Por consiguiente, la alternativa correcta es

la B).

Ejemplo: La media proporcional geométrica entre 9 y 16, es: (Pregunta en Guia de ejercicios

Razones y Proporciones de puntajenacional.cl)

A) 12

B) 7

C) 144

D) 25

E) Ninguna de las anteriores

Solucion:

V919 = V144=12

Por lo tanto, la alternativa correcta es A).

Ejemplo: Si % = % entonces ¢cudles de las siguientes igualdades es (son) verdadera (s)? (Pregunta

en Guia de ejercicios Razones y Proporciones de puntajenacional.cl)

a+b m+n
I) bb_ n
a— -n
&
ny ==1
bm

Solucidn: 1) es verdadera por el concepto de componer una proporcion.

22



I1) También es verdadera por el concepto de descomposicion de una proporcion.

I11) también es verdadera, porque % = % = an = bm y dividiendo ambos miembros de la
igualdad por bm, queda % = 1. {Por lo tanto, la alternativa correcta es la E).

Ejemplo: Dos personas fueron a cobrar sus sueldos y, considerando ambos, hacen un total de
$17.500. Si se sabe que sus sueldos estan en la razon 3 : 4. ;Cuanto cobro la persona que tiene
mayor sueldo? (Pregunta en Guia de ejercicios Razones y Proporciones de puntajenacional.cl)
Solucioén:

x:y=3:4

La persona de mayor sueldo es y.

Y k= ax=3k
3 x=
Yy _ _
4—k=>y—4k
x+y=17.500

3k + 4k = 17.500

7k = 17500 = k = 2.500

x =3k = x=3-2.500=7.500

y =4k =y =4-2.500 = 10.000

y representa al sueldo mayor y es 10.000.

Ejemplo: Un rectangulo mide 24 cm de largo y 8 cm de ancho. ¢ Cudl es la raz6n entre el ancho y
el largo? (Pregunta en Guia de ejercicios Razones y Proporciones de puntajenacional.cl)

A) 3:1
B) 2: 3
C)1:3
D) 3: 2
E) 1: 6

Solucién: Sea x el largo e y el ancho.
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Alternativa correcta: C)
Ejemplo: En una bolsa hay m fichas azules y amarillas. Si hay p fichas azules, ¢en qué razén
estan las amarillas y el total de fichas? (Pregunta en Guia de ejercicios Razones y Proporciones
de puntajenacional.cl)

Aym:p

B) p:m

C) (m-p):p

D) (m + p): m

E) (m-p): m
Solucion:

p = fichas azules
m = fichas azules y amarillas

Por lo tanto:

(m — p) = fichas amarillas

La razén solicitada es: ==

Alternativa correcta: E)

Ejemplo: Si dos magnitudes a y b son inversamente proporcionales, ¢Cual de las siguientes

afirmaciones es (son) verdadera (s)? (Pregunta en Guia de ejercicios Razones y Proporciones de

puntajenacional.cl)

I) ab = constante
I1) a/b = constante
I11) El gréafico a versus b corresponde a una linea recta.

A) Solo |

B) Solo Il

C) Solo 11l
D) Solo 1y Il
E) LIyl

Solucién: Supongamos que a = cantidad de trabajadores y b= cantidad de dias necesarios para
hacer una obra.
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a (trabajadores) b (dias necesarios) a-b
1 32 32
2 16 32
4 8 32
8 4 32

Cuando las variables consideradas son inversamente proporcionales, se debe cumplir que a*b = k
(constante), en el ejemplo, el producto da siempre 32, constante. Por lo tanto, la proposicion I) es
verdadera.

La proposicion I1) es falsa porque si a y b son inversamente proporcionales, su producto debe ser
constante, no su cociente.

Si se grafica los datos de la tabla se vera que no es una linea recta sino una curva. Por lo tanto, la
Unica alternativa correcta es la A).

Ejemplo: Si una llave llena un estanque en 2 horas y otra lo hace en 3 horas, entonces, ¢en
cuéntas horas lo llenaran juntas? (Pregunta en Guia de ejercicios Razones y Proporciones de
puntajenacional.cl)

A) 5 horas
B) 2,5 horas
C) 1,5 horas
D) 1,2 horas
E) 0,75 horas
Se aplica la que suele denominarse la formula del trabajo en equipo:

En 1 hora, la primera llave llena la mitad del estanque y la segunda llave llena un tercio del
estanque: se escribe, asi: Siendo T el tiempo en que se demoran juntas:

1 N 1 5
2 3 6
Multiplicando cruzado o elevando a -1 ambos miembros:

6
T = T = 1,2 horas

Alternativa correcta: D)
Ejemplo: En un curso de 36 alumnos, la mitad son hombres, la sexta parte de las mujeres son

altas y la tercera parte de los hombres son bajos. ¢Cuéles de las afirmaciones siguientes es (son)
verdadera (s)? Hay exactamente:
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I) 12 hombres que no son bajos
I1) 3 mujeres que son altas
I11) Larazon entre los hombres bajos y las mujeres altas es 2 : 1.

A) Solo |
B) Solo Il
C) Solo Il
D) Iyll
E) I, 11yl

(Pregunta en Guia de ejercicios Razones y Proporciones de puntajenacional.cl)
Solucion:

Total, alumnos = 36
Hombres: % -36 =18

Mujeres: - - 36 = 18
Mujeres altas: % 18=3
Hombres bajos: % 18=6
) 18-6=12 hombres que no son bajos. Por lo tanto, I) es verdadera.

1)) Ya se calcul6 que son 3 las mujeres altas. Por consiguiente, I1) es verdadera.

1)  Hombres bajos/mujeres altas = g = % Por lo tanto, I11) es verdadera.

Entonces, la alternativa correcta es la E).

Ejemplo: ¢Cual (es) de las siguientes expresiones forma (n) una proporcién?

)i 25:1=5:2

1)) 03:02=2:3
3 1 4

1) 22731

A) Solo |

B) Solo Il

C) Solo 111

D) lyll

E) Iyl

Solucion:

Se aplica la propiedad fundamental de las proporciones, es decir, el producto de los extremos es

igual al producto de los medios.
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C(:)d—b
7 ad = bc

S Q

)] 25:1=5:2
25-2=1-5
5 =5. Por lo tanto, I) es verdadera.

) 03:02=2:3
03:-3+0,2-2
0,9 # 0,4. Por lo tanto, Il) es falsa.

my  2:2=2:3
3 4_2 1
4 3 72
122
12 2

1=1. Proposicion verdadera.
Por consiguiente, la alternativa correcta es E).

Ejemplo: Las edades de dos personas estan en la razon 3 : 4. Se puede determinar las edades de
cada una si,

1) Ladiferencia entre sus edades es de 5 afios
2) Sus edades suman 35 afios.

A) (1) por si sola

B) (2) por si sola

C) (1) y (2) juntas

D) (1) o (2), cada una por si sola

E) Se requiere informacion adicional.
(Pregunta en Guia de ejercicios Razones y Proporciones de puntajenacional.cl)
Solucién: Sean x e y las edades de las personas:

x:y=3:4

X k= x=3k
3° =
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y
S=k=y=4k
2 y

1) y—x=5=4k—-3k=5=k=5
Por tanto,x=3-5=15ey=4-5=20

2) y+x=35 =>4k+3k=35=k=5
Por tanto,

x=3-5=15
y=4-5=20

Como en 1) y 2) se obtienen las mismas edades, éstas se pueden calcular con 1) o 2) por si sola.
Alternativa correcta es D).

Solucion alternativa:

4y — 20 = 3y
4y -3y =20=y =20
20—nx=5=x=15

2)

x 3

y_4

x+y=35

x=35—-y

35—y 3
y 4



140 — 4y = 3y
140 =7y =y =20
x+20=35=x =15

Ejemplo: Dada la serie de razones 10 : x: 5 = 6: 3 : y, el valor de x—y es:

A) 5
B) 3
C) 2
D) -2
E) No se puede calcular

(Ejercicio anillado guias Colegio SG).

Solucion:

10 1

==

Xk o x=3 D

- = = = = —_

3 x x 6

> k > _10 10 30

—_ = 1 = =
y y 6 y y

Por consiguiente, x —y =5 — 3 = 2. Alternativa correcta es C).

Solucion alternativa;

X
5:6x=30:>x=5

> 10 30 3
6 y y

x—y=5—-3=2

Ejemplo: Se sabe que ab es directamente proporcional con c. Si tanto a como b aumentan en un

10%, ¢qué sucede con c?

A) Aumenta en un 10%
B) Disminuye en un 10%
C) Aumenta en un 20%
D) Disminuye en un 20%
E) Aumentaen un 21%
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(Ejercicio anillado guias Colegio SG).
Solucion:

Hay que recordar que dos cantidades x e y son directamente proporcionales si % =k
Aquix=ab,ey=c

ab
dp—
c

a aumentado en 10% es: a + 0,10a
b aumentado en 10% es: b + 0,10b

(a+0,10a)(b + 0,10b)

c
a(1+ 0,10)b(1 + 0,10)
C

1,21ab
c

Para que esta razén se mantenga constante = k, el consecuente debe multiplicarse por 1,21, es
decir, ¢ debe aumentar en 21%.

caumentadoen 21%esc + 0,21c = ¢ (1 + 0,21) = 1,21c
De esta manera, la razdén se mantiene constante:

1,21ab _ ab .
1,21c ¢

Por lo tanto, la alternativa correcta es E).

Ejemplo: Repartir $15.000 entre Juan José y José Pablo, inversamente proporcional a sus edades,
8y 12 afios, respectivamente>

Método 1:

Sea a lo que recibe Juan José y b lo que percibe Jose Pablo.

a b a+b 15.000 15.000 (15.000)(24)
8 12 8 12 24 24
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8a = 12b = 72.000

72.000
8a =72.000>a= " $9.000
72.000
12b = 72.000 > b = T $6.000

Es decir, Juan José recibe $9.000 y José Pablo $6.000.

Método 2:
x+x—15000
8 12 7
3x+2x_15000
24
5x—15000
24 7

5x = (15.000)(24) = 360.000

360.000
x = ——=72.000
5
72.000
Juan José = g = $9.000
, 72.000
José Pablo = = $6.000

Ejemplo: Carlos tiene 40 afios y Luis 60 afios. ¢Hace cuantos afios sus edades fueron como 3: 5?

Solucién: Como se pregunta hace cuantos afios, tanto a 40 como a 60 habra que restarle una
cantidad de afios desconocida, x.

40-x 3

60—x 5

200 — 5x =180 — 3x
20 = 2x

x =10
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Es decir, hace 10 afios sus edades fueron como 3: 5.

Comprobacion:

Hace 10 afios, Carlos tenia 40 — 10 = 30 y Luis tenia 60 — 50.

30 3

50 5

Ejemplo: El producto de dos nimeros es 250 y estan en la relacion de 5 es a 2. Hallar el doble del

mayor.

Sea
X = ndamero mayor
y = nimero menor

Se plantea un sistema de ecuaciones:

Sabiendo que
xy = 250

2X _ )50
X 5 =

2x%2 =250-5
L 1250
YT

x% =625

x =V625 =25

Por tanto, el doble del nimero mayor es 25 -2 = 50
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Ejemplo: El producto de los términos extremos de una proporcion es 36 y la suma de los términos
medios es 12. Hallar la diferencia entre los términos medios.

Sea la proporcién:

QU o

a
b

ad = 36
b+c=12
Pero

ad = bc =36

Se plantea el sistema:

b+c=12
bc = 36 }

36
b="—
36
—+c-12=0
Cc

36 +c2—12c=0
c?2—12c+36=0

12+ V144 - 144

c

2
_12i0_6
c= > =
Como:
b+c=12
b+6=12
b=12—-6=6

Por tanto, la diferencia entre los términos medioses 6 — 6 = 0
Ejemplo: El promedio de dos nimeros es 3. Si se duplica el primero y se quintuplica el segundo,

el nuevo promedio es 9. Calcular la razén de los numeros originales.
Sean x e y los numeros originales.

33



Xx+y= }
2x + 5y =18

xX=6—y
26—y)+5y =18
12 -2y +5y =18
12+ 3y =18

3y=6

y=2

. , - . 4
En consecuencia, la razon de los nimeros originales es: § =5 =2



3 REGLADE TRES SIMPLE
3.1 Concepto:

Es la operacion que se utiliza para encontrar el cuarto término de una proporcién. A la parte que
contiene los datos se acostumbra a denominar supuestos y a la que contiene el dato desconocido se
le llama pregunta.

Ejemplo: Si 10 calculadoras cuentas $50.000, ¢cuanto cuestan 20 calculadoras?

Supuesto: 10 calculadoras cuentas $50.000
Pregunta: ¢cuanto cuestan 20 calculadoras?

Calculadoras Valor $
10 50.000
20 X
Directa

Como al aumentar la cantidad de calculadoras el valor total también aumenta, esas cantidades son
directamente proporcionales.

10 B 50.000
20 «x

Se multiplica en cruz:

10x = 20-50.000
10x = 1.000.000

_1000.000 o
X = 10 = .

Las 20 calculadoras cuentas $100.000.

3.2 Ejercicios de regla de tres simple
Ejercicio: (Regla de tres simple inversa)

A la velocidad de 30 KTm un automovil emplea 8 ¥ horas en ir de una ciudad a otra. ¢ Cuanto tiempo
menos se hubiera tardado si la velocidad hubiera sido triple? (Aritmética de Baldor, p. 529).
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Velocidad Horas
30 8,25
90 X
Inversa

Solucién razonada:

. ;- k . . .
Si el automdvil vaa 30 Tm significa que en 1 hora recorre 30 Km, por lo que en 8,25 horas recorrera

8,25+ 30 = 247,5 Km. Ahora, si en 1 hora se recorren 90 Km, para recorrer 660 km se necesitara

247,5
0 = 2,75 horas.

Solucion alternativa:
Identificacion de proporcionalidades:

Como a mayor velocidad del automovil se incurrird en menos tiempo para hacer el recorrido, la
relacion es inversa.

Planteamiento aritmético:

90 8,25
30 «x

Se multiplica en cruz:

90x = 30 - 8,25
30-825

¥~ 790

x = 2,75

Si la velocidad se triplica el automdvil se demora 2,75 horas en vez de 8,75 horas.
Ejercicio: (Regla de tres simple inversa)

Una guarniciéon de 1300 hombres tiene viveres para 4 meses. Si quiere que los viveres duren 10
dias més, ¢Cuantos hombres habra que rebajar de la guarnicion? (Aritmética de Baldor, p. 529)

Hombres Meses en dias
1300 120
X 130
Inversa
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Solucion:
Identificacion de proporcionalidades:

Como a méas hombres, menos tiempo duraran los viveres, la relacion entre ambas variables es
inversa.

Planteamiento aritmético:

130 1300
120  «x

Se multiplica en cruz:

130x = 1300-120

_ 1300120
¥ =7 130
x = 1200

Como habia 1300 hombres en la guarnicion, éstos se deben disminuir en 1300 — 1200 = 100
hombres.

Ejercicio: (regla de tres simple directa)

La sombra de un hombre en una cierta hora es 5 m, teniendo una estatura de 1,80 m. ;Cuanto
medird una jirafa si da una sombra de 12,5 m? (Prueba Colegio SG, 8° Bésico).

Solucién:
Sombra (m) | Estatura (m)
5 1,80
12,5 X
Directa
Solucion:

Identificacion de proporcionalidades:
Como a mayor estatura mayor sombra, la relacion entre ambas variables es directa.

Planteamiento aritmético:
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Se multiplica en cruz:

5x =12.5-1,80
125180

=73

x =45

Si la jirafa da una sombre de 12,5 metros es porque su estatura es de 4,5 m.
Ejercicio: (regla de tres simple directa)
En una fabrica una maquina produce 2000 pernos por cada 50 Kg de acero utilizado. A esta tasa,

¢Cuéntos pernos producira la maquina si se utilizan 225 Kg de acero? (Pregunta en Guia de
ejercicios Razones y Proporciones de puntajenacional.cl)

A) 2.225
B) 4.500
C) 8.000
D) 9.000
E) 11.250
Solucion:
Pernos Acero (Kg)
2000 50
X 225
Directa
Solucién:

Identificacion de proporcionalidades:

Como a mayor cantidad de pernos se requerira de una mayor cantidad de acero, la relacion entre
ambas variables es directa.

Planteamiento aritmético:

50 2000
225 «x
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Se multiplica en cruz:

50x = 2000225

2000225
X =50
x = 9000

Si la maquina utiliza 225 Kg de acero producird 9000 pernos. Por consiguiente, la alternativa
correcta es la D).

Ejercicio: (regla de tres simple inversa)

Un ciclista se demora 8 horas en recorrer el camino de Antofagasta a Calama a una rapidez
constante de 30 Km/h. ¢{A qué rapidez debera ir para demorar 5 horas? (Pregunta en Guia de
ejercicios sobre Razones y Proporciones de puntajenacional.cl)

A) 19 Km/h
B) 40 Km/h
C) 48 Km/h
D) 50 Km/h
E) 90 Km/h

Solucion:

Horas Rapidez (Km/h)
8 30
5 X
Inversa

Solucion:
Identificacidn de proporcionalidades:

Como a mayor velocidad del automdvil se incurrird en menos tiempo utilizado en hacer el
recorrido, esa relacion es inversa.

Planteamiento aritmético:

Se multiplica en cruz:
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x =48

. - . K .
Para demorarse 5 horas el ciclista debe aumentar su rapidez a 48 Tm Por tanto, la alternativa
correcta es la C).

Ejemplo: (regla de tres simple directa)

Si dos ciudades se encuentran a 180 Km de distancia, entonces en un mapa a escala 1 : 6000
estaran:

A) 1m
B) 3m
C) 10m
D) 30 m
E) 300 m

(Pregunta en Guia de ejercicios sobre Razones y Proporciones de puntajenacional.cl)

La escala en un mapa es una razon donde el antecedente indica el valor del plano y el
consecuente el valor en la realidad. La escala 1 : 6000 significa que 1 unidad del mapa equivale
a 6000 unidades de la realidad (la unidad de la realidad, en este ejemplo, es el Km). Por lo tanto,
se puede formar la siguiente regla de tres simple:

Mapa Realidad (Km)
1 6000
X 180
Directa
Solucién:

Identificacion de proporcionalidades:

Como a mayor distancia en el plano, mayor distancia en la realidad, la relacion entre ambas
variables es directa.
Planteamiento aritmético:

1 6000
x 180
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Se multiplica en cruz:

6000x = 1-180
~1-180
~ 6000

x = 0,03

La distancia en el plano de las dos ciudades serd de 0,03Km,o 30m. Por consiguiente, la
alternativa correcta es la D).

Ejercicio: (regla de tres simple directa)

En un mapa, la distancia entre dos ciudades es de 6,1 cm. Si la escala del mapa es 1:2500000, ¢ Cual
es la distancia real entre ellas?

Solucion:
1 2500000
6,1 X
Directa

Identificacidn de proporcionalidades:

Como hay una proporcionalidad directa:

1 2500000
6,1 x
x = 2500000 6

x = 15.250.000 cm = 152.500 m = 152,5 Km

Ejercicio: (regla de tres simple inversa)

Un automovilista recorre un camino a 50Km/h demorandose 2 horas en llegar a la ciudad de

destino. ¢Cuanto tiempo tardara en hacer el mismo trayecto a una velocidad de 100Km/h?

Solucion:
Velocidad ¥™ Tiempo empleado (horas)
h
50 2
100 X
Inversa
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Solucién razonada:

Si en 1 hora el automovilista recorre 50Km, en 2 horas recorrerd 50 - 2 = 100 Km, por lo que si
Km .
va ahoraa 100 ——se demoraré solo 1 hora en recorrerlo.

Solucion alternativa:

Identificacion de proporcionalidades:

Como a mayor velocidad, menor tiempo, la relacion entre ambas variables es inversa.
Planteamiento aritmético:

100 2

50 x

Se multiplica en cruz:

100x = 502
502
100
x=1

El automovil, al aumentar la velocidad de 50Km/h a 100Km/h el tiempo empleado se redujo de
2 horas a 1 hora.

Ejercicio: (regla de tres simple directa)
Un automévil gasta 9 litros de gasolina cada 120Km. Si en el estanque le quedan 6 litros, ;cuantos

kilometros podra recorre?
Fuente: Matematicas simplificadas, p. 138.

Solucion:
Gasolina (litros) Camino recorrido (Km)
9 120
6 X
Directa
Solucion:

Identificacion de proporcionalidades:
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Como a mayor distancia recorrida, mayor consumo de gasolina, la relacién entre ambas variables
es directa.

Planteamiento aritmético:

120

9
6 X

Se multiplica en cruz:

9x =120-6
1206

YT

x = 80

Con 6 litros de gasolina, el automdvil podra recorrer 80 Km.

Ejercicio: Un grupo de 45 estudiantes contrata un autobds para ir a un evento y calculan que cada
uno debe pagar $50; finalmente solo asisten 30 estudiantes, cuanto debera pagar cada uno?
Fuente: Matematicas simplificadas, p. 139

Solucién razonada:

Para resolver este problema, primero hay que calcular el costo total del autobus. Si 45 estudiantes
iban a pagar $50 cada uno, el costo total es: 45 - 50 = 2250. Como la cantidad de estudiantes que

realmente asistieron fueron 30, y el costo pactado del traslado fue de 2250, cada uno de ellos debera

pagar: % = $75.

Ejercicio: (regla de tres simple inversa)
Si 4 hombres terminan un trabajo en 63 dias ¢cuantos mas deben afiadirse a los primeros para

concluir el mismo trabajo en 28 dias?
Fuente: Matematicas simplificadas, p. 138

Solucion:
Hombres Dias
4 63
X 28
Inversa
Solucioén:
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Identificacion de proporcionalidades:
Como a mayor numero de hombres el trabajo se hard en menos tiempo, la relacion entre ambas
variables es inversa.

Planteamiento aritmético:

4 28
x 63

Se multiplica en cruz:

28x =634
_63-4
¥ =78
x=9

Para hacer el trabajo en 28 dias se necesitan 9 hombres, es decir 9 — 4 = 5 adicionales para
concluir el mismo trabajo.
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4 REGLA DE TRES COMPUESTA

4.1 Concepto:

Se utiliza cuando se tiene mas de cuatro cantidades directa o inversamente proporcionales.

Ejemplo: Si 24 motocicletas repartidoras de pizzas gastan $27.360 en bencina durante 30 dias
trabajando 8 horas diarias, ¢cuanto dinero se debera pagar por concepto de bencina para 18
motocicletas que trabajan 10 horas diarias durante 6 meses? (considere meses de 30 dias).

Supuesto: 24 motocicletas repartidoras de pizzas gastan $27.360 en bencina durante 30 dias

trabajando 8 horas diarias.

Pregunta: ¢cudnto dinero se deberd pagar por concepto de bencina para 18 motocicletas que

trabajan 10 horas diarias durante 6 meses?

Motocicletas Gastoen $ Dias Horas

24 27360 30 8

18 X 180 10
Razon directa Razon directa Razon directa

Identificacidn de proporcionalidades: Hay que ver si hay una relacién directa o inversa de cada una
de las variables con respecto a la que tiene la incognita:

e A mayor cantidad de motocicletas mayor gasto: Razon directa

e A mayor cantidad de dias mayor gasto: Razén directa

e A mayor cantidad de horas de uso mayor gasto: Razén directa

Planteamiento aritmético:

Se multiplican las razones que se forman y se igualan a la razén donde esta la incognita:

24 30 8 27360

18 180 10  «x

5760 27360
32400  x

5760x = 27360 - 32400 = 886464000

_ 886464000

X=——F0e0 = 153900

El costo en bencina solicitado es de $153.900.
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Solucién razonada:

1.  Costo de bencina por motocicleta por dia:

Costo total = 27,360 (para 24 motocicletas durante 30 dias)

27360

Costo por dia = = 912 (costo diario para las 24 motocicletas)

912
Costo diario por motocicleta: EVi 38

2. Costo por hora por motocicleta:
38 _ 4,75
8 - )
El costo diario para 10 horas:

4,75-10 = 47,5

3. Costo total para 18 motocicletas trabajando 10 horas diarias:
18-47,5 = 855

4.  Costo total para 6 meses (180 dias):
855 -180 = 153.900

Por tanto, el costo total por concepto de bencina para 18 motocicletas que trabajan 10 horas diarias
durante 6 meses es $153.900.

4.2 Ejercicios de regla de tres compuesta

Ejercicio: Cinco obreros trabajando seis horas diarias construyen un muro en dos dias. ¢Cuanto
tardaran cuatro obreros trabajando siete horas diarias?

Solucion:
Obreros Horas Dias
5 6 2
4 7 X
Inversa Inversa

Identificacion de proporcionalidades:
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e Hay una relacion inversa entre la cantidad de obreros y el nimero de dias, es decir, si
aumenta el nimero de obreros se demorardn menos dias en terminar la obra. Por ello, hay
una relacion inversa.

e Hay una relacion inversa entre las variables horas y dias, porque mientras mas horas se
trabajen menos dias se demoraran los obreros en hacer la obra.

Planteamiento aritmético:

Se multiplican las razones, pero invertidas, porque son razones inversas, y se igualan a la razon
donde esta la incognita:

ul| o
(O NIEN

x
28 2

30 x
28x =30-2
28x = 60

_80
X=287 %

Los obreros se demoraran 2,14 dias trabajando 7 horas diarias.

Ejercicio: Cinco autobuses transportan 800 pasajeros en cuatro viajes. ¢Cuantos viajes son
necesarios para transportar 400 pasajeros usando dos buses?

Solucion:
Autobuses Pasajeros Viajes
5 800 4
2 400 X
Inversa Directa

Identificacion de proporcionalidades:
e Hay una relacion inversa entre la cantidad de autobuses y el nimero de viajes, es decir, si
aumenta el nimero de autobuses se necesitan menos viajes.
e Entre las variables pasajeros y viajes hay una relacion directa, porque mientras mas sea la
cantidad de pasajeros, mas viajes se necesitara hacer.

Planteamiento aritmético:
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2 800 4

5 400 «x
1600 4
2000 x

1600x = 2000 - 4

1600x = 8000
8000
* = 1600

Para transportar 400 pasajeros con dos buses se necesita hacer 5 viajes.

Ejercicio: Se emplean 10 hombres durante 5 dias, trabajando 4 horas diarias, para cavar una zanja
de 10 metros de largo, 6 metros de ancho y 4 metros de profundidad. ¢ Cuantos dias necesitaran 6
hombres, trabajando 3 horas diarias, para cavar otra zanja de 15 metros de largo, 3 metros de ancho
y 8 metros de profundidad, en un terreno de doble dificultad?

Solucion:
Hombres Dias Horas Metros Metros Metros Dificultad
largo ancho | profundidad
10 5 4 10 6 4 1
6 X 3 15 3 8 2
Inversa Inversa Directa Directa Directa Directa

Identificacion de proporcionalidades:

A mas hombres trabajando, menos dias. Relacién inversa.

A mas horas diarias de trabajo, menos dias se tardaria. Relacion inversa.
A mas metros de largo, mas dias. Relacion directa.

A mas metros de ancho, mas dias. Relacion directa.

A mas metros de profundidad, mas dias. Relacion directa.

A mas dificultad, mas dias. Relacion directa.

Planteamiento aritmético:

.6 .3 106 4 1_5
PasoS.lo 4 15 3 8 2 «x
4320 _6
28800 x
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4320x = 28899 - 6

172800
© 4320

x =40

Se necesitaran 40 dias.

Ejercicio: 8 hombres han cavado en 20 dias una zanja de 50 metros de largo, 4 metros de ancho y
2 metros de profundidad. ¢En cuénto tiempo hubieran cavado la zanja 6 hombres menos?

(Aritmética de Baldor, p. 530).

Solucién:
Hombres Dias Metros largo | Metros ancho Metros profundidad
8 20 50 4 2
2 X 50 4 2
Inversa Directa Directa Directa

Identificacidn de proporcionalidades:

Planteamiento aritmético:

Pas0 5 5 50 32" %
800 20
3200 «x

800x = 3200 - 20

_ 64000 _
*= 7800

Se necesitaran 80 dias para hacer la excavacion.

A maés hombres trabajando, menos dias. Relacion inversa.
A mas metros de largo, mas dias. Relacion directa.
A mas metros de ancho, mas dias. Relacion directa.
A mas metros de profundidad, mas dias. Relacion directa.
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Ejercicio:

Si nueve personas ensamblan 3 maquinas en 4 dias, ¢(Cuantos dias demoraran 15 personas en
ensamblar 5 maquinas en condiciones similares de trabajo? (Prueba Colegio San Gabriel 8°

Basico)

Solucion:
Personas Maquinas Dias
9 3 4
15 5 X
Directa inversa

Identificacidn de proporcionalidades:

e A mayor cantidad de maquinas por ensamblar, més dias. Relacion directa.
e Cuantas mas personas, menos dias. Relacion inversa.

Planteamiento aritmético:

9
15

wl| vl
R | n

45_4
45 x
45x = 180

180

T %5 T

La demora es de 4 dias.

Ejercicio: Para construir una piscina se han necesitado 6 obreros trabajando 12 horas diarias durante
5 dias. ¢ Cuantos dias necesitaran 2 obreros trabajando 4 horas diarias para hacer una piscina de las
mismas caracteristicas? (Prueba Colegio SG _8° Bésico)

Solucién:
Obreros Horas diarias Tiempo
trabajadas (Dias)
6 12 5
2 4 X
Inversa Inversa
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Identificacion de proporcionalidades:

e A mayor cantidad de obreros, menos dias. Relacion inversa.
e A mas horas diarias, menos dias. Relacion inversa.

Planteamiento aritmético:

Se necesitaran 45 dias.

Ejercicio: En una clinica hay 14 pacientes internados, 6 Kg de naranjas alcanzan para 3 dias. Si el
numero de pacientes aumenta a 21 ¢ Cuantos Kg de naranjas se ocuparan en 5 dias? (Prueba Colegio
SG_8° Bésico)

Pacientes Cantidad de naranjas (Kg) Dias
14 6 3
21 X 5
Directa Directa

Identificacion de proporcionalidades:

e A mayor cantidad de pacientes, mas naranjas. Relacion directa.
e A mas dias, mas cantidad de naranjas. Relacién directa.

Planteamiento aritmético:
14 3 B 6

21 5 «x

42 B 6

105 x

42x =105-6
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630

=222 _ 15
T4

Se ocuparan 15 Kg de naranjas.

Ejercicio: 2 pintores demoran 3 horas en pintar una muralla de 120 m2. Trabajando con igual
rendimiento, 3 pintores pintaran una muralla de 150 m? en:

A) 75 minutos
B) 1 hora, 30 minutos

C) 2 horas
D) 150 minutos
E) 3horas
(Pregunta en Guia de ejercicios Razones y Proporciones de puntajenacional.cl)
Solucion:
Pintores Tiempo (Horas) Area (m?)
2 3 120
3 X 150
Inversa Directa

Identificacidn de proporcionalidades:

e A mayor cantidad de pintores, menos horas. Relacion inversa.
e A mas m? mas pintores se necesitan. Relacion directa.

Planteamiento aritmético:

w
(o))
o
Rlw

360x = 300-3

900

¥ 7360

x = 2,5 0 150 minutos

La alternativa correcta es la D).
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Ejercicio:

10 obreros construyen una casa en 6 meses trabajando un cierto nimeros de horas al dia. (Cuanto
tiempo se demoraran 12 obreros en construir una casa idéntica, trabajando el mismo nimero de
horas al dia? (Pregunta en Guia de ejercicios Razones y Proporciones de puntajenacional.cl)

Solucién:
Obreros Meses Horas
10 6 a
12 X a
Inversa Inversa

Identificacidn de proporcionalidades:

e A mayor cantidad de obreros, menos meses. Relacion inversa.
e A mas horas diarias, menos meses. Relacion inversa.

Planteamiento aritmético:

12x = 60
60 B

=E_5

X

Los 12 obreros se demoraran 5 meses.

Ejercicio: En un campamento de verano, 68 nifios han gastado $340.000 en 10 dias. ¢ Cuanto dinero
gastaran, en iguales condiciones, 14 nifios durante el mismo tiempo? (Pregunta en manual de
preparacion PSU matematica, p. 47. Editorial sm.)

Solucioén:
Nifios Gasto $ Tiempo (Dias)
68 340000 10
14 X 10
Directa Directa

Identificacion de proporcionalidades:




e A mayor cantidad de nifios, mas gasto. Relacion directa.
e A mas dias, mas gasto. Relacion directa.

Planteamiento aritmético:

680 340000
140  «x

680x = 47600000

_ 47600000 _
=760

El gasto sera de $70.000.

Ejercicio: 5 panaderos fabrican en 8 horas 10 Kg de pan. (Cuantos panaderos se necesitan para
fabricar 15 Kg de pan en 6 horas? (Pregunta en Manual de preparaciéon PSU matematica, p. 50.
Editorial sm).

Solucion:
Panaderos Tiempo Pan (Kg)
(Horas)
5 8 10
X 6 15
Inversa Directa

Identificacidn de proporcionalidades:
e Trabajar menos horas supone mas panaderos. Relacién inversa.
e Producir mas pan, requiere de mas panaderos. Relacion directa.

Planteamiento aritmético:

6 10 5
8 15 «x
60 5
120 «x
60x = 600
x =10

Se necesitaran 10 panaderos
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5 REPARTICION PROPORCIONAL

Es una regla por medio de la cual se divide un nimero N en partes m, n, p, proporcionales a otros

nameros dados X, Y, z.

5.1 Caso: Reparticion en proporcionalidad directa:

Donde N es el nimero propuesto.
S = x + y + z, es decir, la suma de los nimeros dados

_m+n+p N

%3

Lo que corresponde a cada parte, m, n, p, se determina despejando estas variables en la ecuacion

anterior:

Ejemplo: Repartir 92000 en forma proporcional a los nameros 7, 3, 10.

N =91000

x=17

y=3

z =10

S=7+3+10=20
—91000 7 = 31.850

m= 20 = .
—91000 3 =13.650

n= 50 = .
—91000 10 = 45.500

P="20 -

3
I

| = %I_Z n| =

N

S
Il
N

<

=
I
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Ejemplo: Tres personas, m, n, p crean una microempresa aportando el mismo capital durante 2,3,5
afios respectivamente. Si las utilidades obtenidas son $7.000.000, ¢;cuanto le corresponde a cada
uno?

N =7.000.000
x =2
y=3
z=5
S=2+3+5=10
7000000
m=———"-2=$1.400.000
10
7000000
n=———-3=%$2.100.000
10
7000000

Alternativamente, se puede seguir el siguiente procedimiento:
Las utilidades se pueden representar por 2x: 3x: 5x, ya que 2x: 3x:5x = 2:3:5

2x + 3x + 5x = 7.000.000
10x = 7.000.000

_ 7000000 __
x = 10 = .

2x = 700.000 -2 = 1.400.000
3x =700.000 - 3 = 2.100.000
5x = 700.000 -5 = 3.500.000

Ejemplo: Las edades de tres hermanas, Maria, Carmen y Sofia son entre si como 2:5: 3. Si sus
edades suman 30 afios, entonces la edad de Sofia es:

a) 15 afios
a) 9 afios
a) 6 afios
a) 3 afios
a) 1 afio

N = 30 anos
x=2
y=5
z=3
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§=2+5+3=10

_302_6~
m =152 = 6afios
_30 5=15ai
n =755 = 15afios
_ 30 3 = 9 af
p =71, 3 =9afos

La edad de Lucia es 9 afios (alternativa b)

Ejemplo: De una mezcla de cemento, arena y grava, en la proporcion 1:2:3, han de obtenerse
70m3 de hormigon. ¢ Cuantos m3de cada componente son necesarios si hay una merma en volumen
de un 20% al hacer la mezcla?

N =70m3/(1 - 0,20) = 87,5m3. Dado que se quiere obtener 70m3de hormigdn se necesita
calcular el volumen total que se tiene que preparar antes de considerar la merma.

x=1

y=2

z=3

S=1+2+4+3=6

Para obtener 70m?3 se necesita:

87,5

m=— 1 = 14,58 m3 de cemento
87,5

n=— 2 = 29,17m3 de arena
87,5

p=—r 3 = 43,75 m3 de grava

Ejemplo: Repartir una herencia de $60.000.000 entre tres hijos, A, B y C, en proporcion directa a
sus edades que son, respectivamente, 10, 20, 30 afios.

Solucion:

N = $60.000.000
S =10+ 20+ 30 = 60 anos

x =10
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y =20

z =130
60000000

A= T- 10 = 1000000 - 10 = $10.000.000
60000000

B = T- 20 = 1000000 - 20 = $20.000.000
60000000

C = 0 -30 = 1000000 - 30 = $30.000.000

Comprobacién de la proporcionalidad directa:

La edad del hijo de 20 afios es el doble de la edad del hijo de 10 afios y el monto que recibe el hijo
de 20 afios ($20.000.000), es también el doble de lo que recibe el de 10 afios ($20.000.000 versus
$10.000.000).

La edad del hijo de 30 afios es el triple de la edad del hijo de 10 afios y el monto que recibe el hijo
de 30 afios ($30.000.000), es también el triple de lo que recibe el de 10 afios ($30.000.000 versus
$10.000.000).

Ejemplo: La construccion de una ciclovia en Santiago costdé $40.548.000, cantidad que han de
financiar tres municipios proporcionalmente al nimero de sus habitantes. El primer municipio tiene
129.000, el segundo 216.000 y el tercero 309.000 habitantes. ;qué cantidad debe pagar cada
municipio?

Solucion:

N = $40.548.000
S =129000 + 216000 + 309000 = 654.000 habitantes

x = 129000
y = 216000
z = 309000

40548000

1000 129000 = 62 - 129000 = $7.998.000

_ 40548000

654000 216000 = 62 - 216000 = $13.392.000

40548000

= 7654000 309000 = 62 - 309000 = $19.158.000
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Comprobacién de la proporcionalidad directa:

Los habitantes del segundo municipio son 1,674 veces los del primer municipio (216.000/
129.000 = 1,674) y el monto que debe pagar es también 1,674 veces mayor (13.392.000/

7.998.000 = 1,674).

Los habitantes del tercer municipio son 2,395 veces los del primer municipio (309.000/
129.000 = 2,395) y el monto que debe pagar es también 2,395 veces mayor (19.158.000/

7.998.000 = 2,395).

Ejemplo: Una sociedad de responsabilidad limitada formada por 4 socios (A, B, C, D) han obtenido
una utilidad de US$232.500. Si el primero invirtio US$7.000 durante 3 afios, el segundo US$5.000
durante 2 afios y medio, el tercero $3.000 durante 2 afios y el cuarto $12.000 durante 3 afios y 2

meses, ¢cuanto corresponde a cada uno?
Solucion:

N = US$232.500
Aportes:

Socio A = 7000 - 3 afios = US$21.000
Socio B = 5000 - 2,5 afios = US$12.500

Socio C = 3000 - 2 aitos = US$6.000
2
Socio D = 12000 - (3 + E) anos ~ US$38.000

S =21000 4+ 12500 + 6000 + 38000 = US$77.500

w = 21.000
x = 12.500
y= 6.000
z = 38.000

_232.500

= ~7500 21.000 = 3-21000 = US$63.000

232500

=700 12.500 = 312500 = US$37.500

_ 232.500

=—7c00 6.000 = 3-6000 = US$18.000

_232.500

= 77500 38.000 = 3-38000 = US$114.000
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Ejemplo: En su testamento, un padre que tiene tres hijos decide repartir su herencia en proporcién
a sus edades. Al hijo mayor, que tiene 30 afios, le asigna $27.000.000. ;Cuanto dara a sus otros dos

hijos si sus edades son 25 afios y 23 afios y cuél es el monto total de la herencia por repartir?

Solucion:

Paso 1: Como el hijo mayor de 30 afios recibe $27.000.000, lo que corresponde por cada afio es:

27000000

= $900.000
30 $

Paso 2: Lo que recibira cada uno de sus otros hijos:
e Hijo de 25 afios: 25 - 900000 = $22.500.000

e Hijo de 13 afios: 23 - 900000 = $20.700.000

Paso 3: Valor total de la herencia:

27.000.000 + 22.500.000 + 20.700.000 = $70.200.000

Comprobacién:

N =70.200.000.

x = 30
y =25
z =23

§=30+25+23=178
Herencia del hijo de 30 afios, m:

70.200.000
m = g 30 = $27.000.000

Herencia del hijo de 25, afios, n:

70.200.000
n = T - 25 = $22.500.000

Herencia del hijo de 23 afios, z:

_70.200.000

- .23 = $20.700.000
p 78 $
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5.2  Caso: Reparticion en proporcionalidad inversa

Las incognitas son: m, n, p:

m n p m+n+p
T T 1T 71T 1 1,1
X y z x y z

Ejemplo: Se repartieron $2.800.000 a cuatro personas de 4, 6, 10 y 15 afios. ¢Cuéanto le toco a cada
una si se dividié inversamente proporcional a sus edades?

Solucion:
m_n_p_q_m+n++p+q
1 11 1 __|_ _|_ _|__
4 6 10 1

El MCM de 4,6,10,15 = 60

m n p q m+n++p+q
T T 111 15 10 6 4
i 6 10 15 0t 0 a0

m+n+p+q = 2.800.000

15 10+6+4 35
60 60 60 60 60

m q 2.800.000
4 5 60

4m = 6n = 10p = 15q = 4.800.000

4m = 4.800.000 = m = $1.200.000
6n = 4.800.000 = n = $800.000
10p = 4.800.000 = p = $480.000
15q = 4.800.000 = q = $320.000

Se comprueba la proporcionalidad inversa viendo que la edad de la segunda persona es mayor en
1,5 veces la edad de la primera (6/5=1,5), en tanto que lo que recibe la primera es 1,5 veces lo que
recibe la segunda (1200000/800000=1,5).

Ejemplo: Tres trabajadores, A, By C, van a hacer un cierto trabajo, por el que se les va a pagar
$2.200.000. Pero A se ausenta 2 dias, B, 4 dias y C, 6 dias. (Cuéanto debe recibir cada uno?
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Solucion:

m+n++p

1 1 1
4 =4-=
2 4 6

_n_bP_
=1=
6

N|H| 3
INSINE

EIMCMde 24,6 = 12

m n p m+n+p
T T 1T 1T 6 3 2
2 4 6 12 12 12

m+n+p =2.200.000

6 3 2 11

12 12 12 12

m 2.200.000
T !
2 12

2m = 4n = 6p = 2.400.000

2m = 2.400.000 = m = $1.200.000
4n = 2.400.000 = n = $600.000
6p = 2.400.000 = p = $400.000

= 2.400.000

Se comprueba la proporcionalidad inversa viendo que la ausencia del trabajador B es el doble de
la del trabajador A, en tanto que la remuneracion del trabajador B es la mitad de la del trabajador

A

Ejemplo: Repartir $100.000 entre tres personas A, B, C en razdn inversa a sus edades 8, 6, 24 afios,

respectivamente:

Solucioén:

m n p m+n+p
T T17T71T 771 1 1
- - J— _+__|__
8 6 2 8 6 24

El MCM de 8,6,24 = 24

p m+n+p
—=

- 3 4 1

2 24 24 24
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m+n+p = 100.000
3 4 1 8 1

2472472272173

_100.000

m
- = 300.000
8

1
3
2m = 6n = 24p = 300.000

8m = 300.000 = m = $37.500 es lo que recibe la persona A.
6n = 300.000 = n = $50.000 es lo que recibe la persona B.
24p = 300.000 = p = $12.500 es lo que recibe la persona C.

5.3 Caso: Reparto proporcional mixto:

En algunos problemas intervienen mas de dos variables y se combinan las variaciones
proporcionales directa e inversa. Se dice que una variable varia juntamente con dos 0 mas
variables, si es directamente proporcional a su producto.

El caso en cuestion es aquel en el que, en el mismo problema, la cantidad por repartir se distribuye
directamente proporcional a ciertos datos, e inversamente proporcional a otros datos.

Ejemplo:

Una microempresa otorga a sus tres trabajadores de 25, 30 y 40 afios un bono por cumplimiento de
metas ascendente a $6.000.000. Sus sueldos mensuales son $1.400.000, $1.600.000 y $1.800.000,
respectivamente. El reparto se hara directamente proporcionalmente a la edad e inversamente
proporcional al sueldo de cada trabajador.

Solucion:
Edad Sueldo $
25 1.400.000
30 1.600.000
40 1.800.000

Definir la formula de distribucion:
Sea B; el bono de cada trabajador, donde i = 1,2, 3, E; suedady S; su sueldo. El factor de

proporcionalidad P; se obtiene multiplican la edad por el sueldo, teniendo presente que los datos
de esta ultima variable son inversamente proporcionales:

1
PizEl"E
L
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p =2
l_Sl

Calcular el factor P; para cada trabajador:
Para el trabajador de 25 afios y sueldo $1.400.000:

1 25
1400000 1400000

P, =25- ~ 0,000017857

Para el trabajador de 30 afios y sueldo $1.600.000:

1 30
1600000 1600000

P, =30 ~ 0,000018750

Para el trabajador de 40 afios y sueldo $1.800.000:

1 40

Ps =40 1550000 ~ 1800000

~ 0,000022222

Determinar el importe de cada bono:

Suma de los factores (Pr):

Py =P, + P, + P; = 0,000017857 + 0,000018750 + 0,000022222 = 0,000058829

Bonos por trabajador:

P; _ 0,000017857

Bono trabajador B;: — =
Pt 0,000058829

P, _ 0,000018750

Bono trabajador B,: S = 3300055829
T )

Pz _0,000022222

Bono trabajador B;: — =
Pt 0,000058829

Bono total por repartir: 1.822.656 + 1.912.055 + 2.265.289 = $6.000.000

Ejemplo:

6000000 = $1.822.656

6000000 = $1.912.055

6000000 = $2.265.289

Una empresa constructora ha recibido un pago de 120.000 ddlares por la finalizacion de un
proyecto. Este dinero debe ser repartido entre sus tres trabajadores de acuerdo con los siguientes

criterios:

64



1. Parte proporcional directa: ElI 40% del dinero se repartird en funcion de los afios de

experiencia de cada trabajador que son: 4, 6 y 10 afios.

2. Parte proporcional inversa: EI 60% restante se distribuird de manera inversamente
proporcional a la cantidad de atrasos incurridos en el Gltimo afo. Los atrasos de los

trabajadores fueron 10, 15y 5, respectivamente.

Solucion:

Paso 1: Reparto proporcional directo: 40% del total. Se calcula en funcion de los afios de

experiencia.

e Monto por repartir en funcion de la experiencia: 120000 - 0,40 = $48.000

e Se reparte los $48.000 de manera proporcional a4, 6y 10

4
A, = — - 48000 = 9600
1720

6
Ay =—-4 = 144
2 = 55 48000 00

A, = 10 48000 = 24000
1720 -

Comprobacién: 9600 + 14400 + 24000 = 48.000
Paso 2: Reparto proporcional inverso. Se calcula en funcidon de los dias de atraso.

e Monto por repartir: 120000 - 0,60 = $72000

. 1 1 1
e Se toman los valores inversos: —,—, -
10°15°5

e Se calcula el minimo comdn multiplo:

! =0,1 ! —006671—02
1O_IF15_I F5_P

Suma: 0,1 + 0,0667 + 0,2 = 0,3667
e Se distribuye el monto en funcién de estas fracciones:

)

By = ——— 72000 = 19.634,58
10,3667
= 2207 . 72000 = 13.096,27
20,3667 ST
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)

B3 = 03667

- 72000 = 39269,16

Comprobacién: 19.634,58 + 13.096,27 + 39269,16 = 72.000
e Paso 3: Suma de ambos repartos, directo e inverso:
Trabajador 1 = 9.600 + 19634,58 = 29.234,58
Trabajador 2 = 14.400 + 13096,27 = 27.496,26
Trabajador 3 = 24.000 + 39.269,16 = 63.269,16

Comprobacion total por repartir: 29.234,58 4+ 27.496.26 + 63.269.16 = 120.000
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6 PROPORCION AUREA

6.1 Concepto

Cuando la relacion entre dos partes de un todo es igual al siguiente ndmero irracional:
1,61803398874989 ..., ese todo tiene la proporcion aurea y se representa con la letra griega Phi
en honor al escultor griego Fidias: ¢ = 1,61803398874989 ... = 1,6180.

Supdngase un segmento de recta que se divide en dos partes a y b de manera que la longitud de la
parte a entre la parte b sea igual al nimero &ureo, automéaticamente se cumplira que la longitud
completa, entre la parte mas larga, también tendra como resultado el nimero aureo.

b—————— a+b —
| I I
I a | b |

Sea:
a = segmento mayor y b = segmento menor.
a + b = segmento total.

b a

a_a+b

La proporcion anterior se lee: El trazo mayor a es al menor b, como la suma de ambos trazos a +
b, es al mayor a. Esta proporcion es aurea si ambas razones entregan un mismo nimero. Si es asi,
ese numero es el Namero aureo.

Ejemplo: Supdngase un trazo de recta que mide 100 mm y que se divide en dos partes que miden:
a=61,803yb = 38,197.

Veamos si se cumple la proporcidn anterior. Si se obtiene el mismo nimero en ambas razones, se

comprueba que es una proporcion aurea.
a 61,803
= ~ 1,6180

b 38,197

a+b 61,803 +38,197 100
a 61,803 61,803

~ 1,6180

El nimero de oro es ¢ ~ 1,6180. Es un nimero irracional con una cantidad infinita de decimales.
La letra griega se llama Fi en honor al escultor griego Fidias cuyas obras de arte guardaban
proporciones aureas.

En cambio, si ese trazo de recta se divide en dos partes: a = 60 mmy b = 40 mm Se vera que no
es una proporcion aurea, porque ambas razones no entregan el mismo numero.
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4
a+b 60+40 100

a 60 61,803

~ 1,67
¢Coémo se llega al valor ¢ = 1,61803398874989 ...?

¢=
a=¢-b

S|

Pero también:

_a+b
T a

_¢b+b _bp+1) $+1
~ ¢'b  ¢b @

Multiplicando ambos miembros por ¢:

Pr=¢p+1
¢p?—¢p-1=0
Resolviendo:

=D+ JED2-4-1- (2D
B 21

¢

_1+45
¢="

Considerando solo el signo + y operando:
¢ = 1,61803398874989 ...
También se llega al nimero aureo mediante la serie de Fibonacci, que es una expresion numérica

donde la suma de los dos nimeros anteriores da como resultado el tercer niUmero:

1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,377,610 ...
1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,377,610 ...
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Se forman las siguientes razones desde dos serie de Fibonacci desplazando los nimeros de la
segunda de ellas una posicion a la derecha:

) ,5, 1,666; ey ) 1,6000, 1,6250 ) 1,6153 eey 1,61 90 eey
== |6 6 ey ES ,6 8 ) = ,6 9 Ty ,6 80 ey
_— 1 6180 ey —_— 1 6180 en
) ) 377 )

Como se ve, a medida que se van calculando méas razones se comienza a repetir el mismo ndmero,
1,6180... que es el nimero aureo.

Euclides lo llamé Razén media y extrema.

Luca Pacioli lo llamé La divina proporcion (Pacioli era monje y dijo que este nimero era Unico,
como Dios).

Martin Ohm lo denominé Seccion dorada.

Aplicacion: En disefios arquitectdnicos y, en general, esta presente en obras de arte como las de

Leonardo Da Vince (La Gioconda o la Ultima Cena), de Velasquez (Las Meninas) y composiciones
musicales de Debussy y Mozart.

6.2 Longitud del segmento aureo

k
| i i
I X |— k—x—
k_ X
x k—x
x2 = k(k — x)
x? =k?—kx
x> +kx—k*=0
_—kim

x 2

Como x es un segmento, se considera solo el signo positivo:

_ —k £V5k?

X 2
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_ —k+kV5

2
_kV5—k

T
_k(5-1)

x—T

Ejemplo: Calcular el segmento aureo si el trazo completo mide 20 cm
k(5 - 1)
X=—

2
20v/5-1
X = % =10(vV5-1) = 10(2,2361 — 1) = 10 - 1,2361 ~ 12,4cm

Comprobacién: El cociente entre el segmento mayor y el menor debe ser igual al nimero de oro,
es decir, 1,6180. Efectivamente:

Segmento mayor: 12,361
Segmento menor: 20-12,361=7,639

Segmento mayor _ 12,361

= = 1,618 ...
Segmento menor 7,639

Archivo: proporcionalidad.docx
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