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CAPITULO Xl

INTEGRACION DE FORMAS
' ELEMENTALES ORDINARIAS |

~

12 BEGLAS PRINCIPAL-ES PARA LA INTEGRACION:

1) SiF'(¥) = f£(x), entonces: 'ﬁ(x)dx B e T L

te arbftraria.

2) fkf(x)dx =k f(x)ax, K es constante.

3) _f[f,(x) + fz(x)]qx = ff,(k)dx ': ﬁz(x)dx

O 8 fEMax=FO) +C, u = ¢ (0, segbdens:

ﬁ (u) dufﬁ‘(u) +.C

En particular: f(ax + b)dx = %F(ax+b)_.+c, a # 0"

22 TABLA DE INTEGRALES INMEDIATAS: . B

1) ‘f(dx-rdyj'l—d_z)= fdﬁ ﬁdi.'/‘—fdz




2) fadx=afdx 3) fdx=x+c ‘\ PR
22) ____d_’.‘_q _I_P(x+ xzta_z) + ¢

/x*+ at

0 xn+J. 1 i 3 ’ .
4) X dx = i +C. (donde: n¥ -1J ; - ‘ ) 3 r

23) ‘[v’"a’.—xzdx = -}2‘— Ya? - x* + —‘} arcsen % +C
' : ¥ x> o | - . ; Y
5)[9’;—=1nx+c 6 afax=-—+C (2a>0 _ = .
ok ‘ y ) 24) f}/'x_zia dx=%/xz:'az i,%—ln(x+ /%%t a’) 4+ C
7) fexdx = &tc 8). fsenxdx = —~cosx+C ‘ i

' o ) Grupo 1: Verificar las siguientes integraciones:
9) fcosx'dx=sen’x+c 10) 'fseczxdx= tgx+C ' ' '

5

5
, _~— - . 1) [x”dx=x +C
11) fcsczxdx=—ctgx+c 12) fsecxtgxdx=secx+c ‘ :

o0t 2 441
. P i 4 "
13} fcschtgxdx=—cscx+C ! _ ] toqueff'dx n+1 & Ide =—f;—+—l-—+p
14) ftgxdx = -Incosx+C .= Insecx+C" » | : L
2)[-‘%‘-:-%+c= Xlax = X +c
| b g -2 + -
15) fctgxdx = Insenx+C : T ‘ I e T
16) fseéxdx = In(sec x + tg x) + C N ] 3) fx’ladx = %x"”.+c. Andilogo al anterior.
‘ o\
17) fcscxdx = In(ecsc x - ctg x) + C a ; ‘ . —12+1 I
i ; 4)].‘3_x_=2/’xu+c= Ix’l?_dx=xl + C
_ ! - VX ol A Tt
dx 1 X :
,18) —_— = X arctg'= +C, a # O .
x? + a? - 3 - P .
5) f—a-gi- = _g__lea + C. Andlogo al anterior.
K o X .
ax h 1 X = a 2 2 i i
19) ‘—(2_—_—3.2—— ——"2a 1n( X+ a ) + C, ;_ # ), 5IEL 2 Gl 1 , 5 -
p : ; i A
6)4.[3ay2dy = ay’ +C = 3a fyzdy =¥ L + C.
ax 1 * Vg - 7l
200 [—F—= o= WSV +C x* < at, a # 0 : : . :
az_xz a a-—X 1 - Al 4 4 I \
7)) RS SEEIR. S Anflogo al ejer. N 2.
) : ' : ’ t2 t?
21)[_L= arc"sen—;i+C=jarccos-’ai + C (a > 0) ] )
/az_xz o v p » , R
2 1 ‘!




=73 [Rax = /7 [xlax = 3 /L xt - Rxsmec

Y2x + C. Anflogo al ejer. N2 4

10) f’/EE at = F(uY+ c. Anflogo al ejerc. Ne 4

11) f(x”z -2 4 5 /F - 3)Li><_=‘-§-x5’z - Woyw i

= f""’z ‘_'2f2"d°‘+5f -3fdx

- 45}2 - sk « 3 :
= X L2 X ‘45X _am+c.
5/2 . 5/3 . 3/2 o
f“x = dx = 2x? - 4V% +c'=fx"(4x'2-2x*'=)dx =

](4x-2x"’2 yax 4fxdx-2f ’/z dx = 2x° -‘lx‘/2-+c

x x} 2 x '
I(T" —x—z)dX = T'*'-;"' C. = f—i—dx—f;—dx =
= %—]fdx-z[% - %xa‘ +2+c
14) [/;(3;{-.-,2)dx=-g—xdz-g-x3_'z+c‘= [”z (3x - 2)ax =

3[x¥2 -2 _[xllzldx 5 -%xslz - %—xa’z +_ C

b 9 .o ‘ ‘
] =5 fc.x_ité-m“ s R

X

W

' ‘ Efectuando la divisi6n se tiene:

f(x2-6+%)dx‘ =[ 2dx-6[dx+5f—‘i"x— =-’3£ - 6x +5lnx + C

f a + bxjdx = 43—}%-k(.a+bx)a’2+c

Sea: U = a + bx, por obnsig'uiente: %—f ax

=[Umd_g—f= b fUllz =—-U3’z+c———(a+bx)3l +C
dy _ 2Ya ~b
17) = ——Vbl’—+c
3 vYa - by _ )

Sea: U = a - by otn = i‘%:_dy
iyt A S N R WAL= ks
(a - by)™" ay = 2 il
)vf(a+bt)z at = —(E%B—bl)—-+c. Anilogo al ejer. Ne 16

o 0 o ) 0 2y 3 ?
19) fx(2+xz)2dx=;3%_’£-)-+c, haciendo u = 2 + x2, etc.

0 . . ‘ -
20 ‘[Y‘(a-byz)dy=——(ajj—§ﬁ+C, hacer u' = a - by?, etc.

‘ 32

: 21) [t/2t2+3dt=—(?ﬁfgf’—3l-+c, hacer u

2t2 + 3, etc.

2

I 22)]x(2x+l)2dx= x"+g-x3+§-+c= [x(4x2'+'4x+1)dx=




/.4x3dx+4fxzdx+]xdx .= xl’+§-x3+32(.+c
4x2dx '__8/x3+8
Yx® + 3

Sea: u = x° + 8, de donde: - x%dx, en la integral se tiene:

+C

23)

_ a3 _ 4 [du _ 4 RN
—4f“——’um I R '3‘f“ =

24) [62‘1_2 = —L _4c

o % o + 8) P

W

Sea: u = 5=-232z2 .°, du = - 62dz
h -1
=[—du"= fuzdu=-———+c = 1 + C
u? : -1 5 - 3z2
. , -
[( —&lzdx= ax-i"—3@+-’2—(—_+c

‘f(a - 2/ax + x)d;< =jadx -2 j,éxdx'»} /xdx

fdx-—Z ﬁ]/zdx+fxdx =-a.x——%—/§.x3,2+%'-xz+c

fﬁ______).dx = 2 /3'3' &)3+C'
Sea: U = /A -/X - -2 =—tdx

' VX
=fu(—2du)=—2fu2du=—2u’+C=-%(/§'— /X)) +C

- 2vavx +x)dx=afxllz

dx—2/'a_fxdx+ fxmdx

- fu'.”z'ii‘—‘-—' 2 [u’l’z w=tu®sc - —;—'(a R

4 - 7

29) f - dy 5= -- 1 . Anflogo al ejer: Ne. 24

(a +by) 2(a + by)? : . '
30} 2k = - _1 +C. Anélogo al ejer. N2- 24

(a + bx?)? 4b(a + bx?)2 ;

2 ’ ' .

31) [.._t__dt__ = _. 1 +C Anilogo al ejer. N& 24 1

(a + bt%? Ila + bt?H) } ’

ol 8 2,8

32) fz(a +bz¥)2dz = azz + 2§bz + sz +C

]

[zdz+2ab/"dz+b2/ 27dz

fz(az + 2abz? + bzz‘)dz =

" 22 5 7] e B
a‘z 2abz bz
T+_T+ T +C

’ . - Vn 3]é
33) [x“'l farbdax = 2REBX) ¢

Sea: u = a+ b - du = bnxn-ldx




‘/Zd‘l-_lfxlz_? w2, 2 n, ¥
f\l B 5 Y du-—ﬁ.u +C——j;—’b(a+}{>x) + C

bn
34) [‘Lﬂ =
Vx? + 3x
' 2 ' : .
35) x* + Lax _o2/x ' N
vx3 + 3x 3 -

2vVx?2+ 3x +C, hacer: u = x? + 3, etc.

Sea: u = x4+ .. du= (3¢ + Nax—- e (o + Dax
aws _ 1 —af 2 2 2% 3 /2"
.[u‘“ T[“ du = gu +C = 7 (7 +3x) +C
|
. : |
3 - 1?
36) fsenzxoosx.dx; segx +C;- u = senx = du = oos xdx P
- ] ; o - ) 1
/uzdu =%‘+C - (segx) =/se1;x e C,'
37) I(2+lnx)d (2+2Lnx}2_’_c ‘
_ x 2
Sea: U = 24 inx » du = .‘1:.
B g (2+Inx)? '
uwdu = -2—'+ C = —-—2——-————- + C
X
38) /senaxcosaxdx=se’2‘aax+c \
Sea: U = sen ax de donde: -—;—-’——= cos ax dx
udu A 1 [
fa s w+C (senax)’+c -z—-senax+c

. el
39) [seancosZZxdx = - 5TX L

Solucidn. ' ’

Haciendo la siéuient;e sustitucién:

s 2x = v » dv = -2sen 2x @x, en la integral se tiene:

vy L1 .. _ 1 v, ._ -ocos'%
f ( $ —valav_—-z,-.jﬁuc_ T ¢

1]

40) /tg?—secz-}z(—dx t&jvz-)z-(-+c

Solucidn.
Sea: u = tgg- — du=sec."§—(%-)dx + 2du = secz?zs_dx
Se tiene i : '
= qudu = 2.3 +C = tg'5 + C
41)‘. cos ax dx  _ _2/b+sena.x + C
¥b + senax : s
Solucidn. '
u = b+senax - du=aocos ax - -d—g-,; cos axdx
_=[(b+senax)_moosaxdx = é—fu—llzdu = §-u1'2+ c
= -?,-(b+.senax)l'2¥ C “
f(secxz'=—————1 -
1+tgx 1+ tgx
Solucidn,
2, I = L s b
<[ = furgnTaised -
{1+ tg x)? X _ ! : :




45)

46)

47)

48)

10

L}
|

= -Q+tgx” +c

1+ tgx
dx . _ In(2 + 3x)
f2+3x 0 3 = C
- Soluczdén, .
Sea: u = 2+ 3x =~ ‘9%- = &, reemplazando en la integral se tiene:
du 1 du _ 1 i
——»f—ﬁ- §[T_v3m(u)+c——3-ln(2+3x)+-C
! o
tdt _ ln(;b+bt) '
a+bt? ‘
Solucidn.
Sea: v = ‘a +'bt? — %= tdt, reemplazando en la integral se tiene
dy _ sl @ il 2
[—Z-bv-——zb[ V_Zban+C —'%"ln(a'i'bt)"'c
In(x? + 3x) +C

f2x+3d><‘= ax? + 3x)
x? + 3x X%+ 3x

Yok 2 = Inty’ +4y) | c
v+ 4y -
Solucidn.

Multiplicando y dividiendo por 2 se obtiene una integral directa:

_1 (2 + 4 1 (A +ay)
= e dy = 3 Ty eirs
Yyt +d4y . y: +dy

f @ _ m@+ved
a+h ee . b-

Solucién :

Multiplicando y dividiendo por b se obtiene una integral directa :

3 inly? + dy) +C

+ C-

49) ‘{'sen X dx o L

50)f—1——§9f€7

Solucidn.

51

-~

52)

0 ;]
ed°=l[d(a+be)=%1n(a+be9)[+c
a+be

. (84 - cos x) 1.n(1-cos$:)'+;c

Sea: u =

l-cosx

1n(a+btgy)+c - =

1+btgy=s 5%5 = sec’ydy, reemplazando en la inte -

gral se tiene:

=fg%=

2x + 3 i
[TTde"

Solucidn,

s

£/ - f i@ +c = f Wnl+ntgP + C

2x - In{x+ 2) +C

Por divisi6n de polinomios se tiene: N

2x + 3
x+ 2

jax

X + 2

= 2x-1Inlx+2) + C

= T -
-f(x-1+ et

=. x%/2

y

x2 + 2 | A i
‘}h.jg_;_I- @& = 5 -x+ 3In{x + 1) + C

Solucidn.

x? + 2

—§_%—T y rexqulazando en la integral se tiene:

J/'xdx J{'dx + 3‘/’ S

—x+31.n(x+J.)+C : B

11




4
X + 4 _ 5 In{2x + 3) 4 X i+ = 3 4 3x2)dx
53) de_f"'_‘f—_"fc dtg +x*+0 = ¢+ 3x%)
© Solucién : . N o 1 _
+4 - 1 5/2 ) - . | 2 _ - -
~—§X+3= x + 2X/+3,rearplazan<bepla integral se tiene: 3 58) fi‘__Ti_d, =f___ _4fdx = 2_dx—4fx S5 e
3 X .
1 5 1 [ 5‘ ax 5 : = -t
—_— = = Ced IS o, § - 2]
J(T- S e e [d’” '2",[2)('+ 3773 ‘4‘ 1n(2x+3)+C ;
= 3 . : : i . i diferenciando
= ) . ) . J ’ -1 . 4 -3 N
s i d(- + X +C = (x - 4" Yax
: 54)[—e—£=%ln(ezs+l)fcc : : I i w X ) 3 ‘ .
: e?sy 1 - . ’ i /5
Solucién 1 59) [( 5%, 5 ) d f f =z f(x)ﬂz dx +
Multiplicando y div:.dlendo por 2 se obtlene una integral directa: | > 5x 0

: -1!2 /5 x* x! 2 2 2
2 28 /Sfx ax. = = +/5— +C= +2¢5x +C
=_1_f2_e§.£=1[i(e_+1)=%_m(ezs+l)+c 3. I T/ ’

2 ;
e?s + 1 e+ 1 :

. diferenciando se tiene:

55) faée+—-b_ ds =,21n€ﬁee._b)'_e+c )2’2 +2;/_5_X1'2+C)='3f XJ2+2J§.%'->F.1’2=

ae® - b : o ! ‘ ‘ 35 _ 35
Solucidn. = -'/—g: /x e TR
8 | /e
£2 2l I 1 +—L, reemplazando en la integral se tiene: . ‘ 60) fz by’dy =72
e -p i aed - b ' '
/ -0 b i . '
= (2% )de fae+zf de_[ep+2__.9_ ] : y . st
ae -b a-e b = f;g,\yﬂsdy=a/gfy2!a /—7+c=__y_’/— + C
. . _ : - .
-8 : . T . 8 i diferenciando se tiene:
= e+2f‘m’—§§’=e+zm(a-m'9)'+c=e+21n(ai—e”—3)+c | J = - :
, a - be o - - e ; a3Vb £ +0 = S22 .3, vy = B.y" g
= 0+21n(@e® -b) - 20 lne+C= 2In@d - -6+ C 1 a, f g .
Determinar el valor de c/u de las sgtes. integrales y verificar los 4 £/,
result. por diferenciacién. ‘ Solueidn.
[ 3 2 f 3 f 24, Xt .. 3 L ﬁ f - — i dt el ft-ah dt = & Ty Sae
(x+3'x)dx=. xd‘x+3 xdx=—4—+x+C : /2 /e% /7 Vo) /2_,_%;

12 - - | 13




-~ 12 -
= et 2 w5 owe lovg ¥

V2
diferenciando se tiene:

a-vz . " =

Y= =VZ 3™ =

fmdx=

muiltiplicando y dividiendo por -3 se tiene:

.

_ 1 w2 e 12 - 3
=-3 (2 -3x) (~3) dx = §-f(2—3x d(2 - 3x) = -3'—57——“)‘
_ . é 2 - 3x) ‘
diferenciando se tiene: '
d(--;—(z- 3x)3/2 4 ) =-é.%(z -3x) " 2(-3) dx = (2 -3x) V2 4x

. Determinar el valor de c¢/u de las sgtes integrales y comprcbar los re-
sultadds por diferenciacién:

63) sen sen 26 dé de

’ Ycos 26

- Solucidn.

Sea: u = cos 20 + - 9—“—‘-- sen 26 de, reetplaza.ndo en la integral se
tiene:

o _f -2 du, _ 1 -2 1 gl o 3 1/2
—[u (—T)—‘jfu du = - i—.m C = —{cos 20)
diferenciando se tiene:

f2 1 -1/2 goyan . Sen 20
af -(cos 20)™ +Cc ] = - % (cos28) (-sen 26)(2)d8 = ————— 4o
] e ' : vcos 26
ex dx X -1j2 X X . Y2
= (e” - 5) d(e” - 5) =2(e" -5 " +C
€ 5 / i

diferenciando se tiene:

14

66)

67)

€8)

20F - 57V K * - 51 * )ax

L Ll

a[@e*-s"4c) =
f_ﬁx__= f(3+2x)-1/2d(3+2x)=2(3+2x)v2
Y3 + 2x .
diferenciando:
= 2(3+2x)-1/2dx

a RB+22:¥ +c] ='4--;'— 3+ 207

3 dx

7+ 3% In(2 + 3x) + C

diferenciando se tiene:
a [In{2 + 3x) + C ] T e
[ xdx sls
/1-x2 '
Soluctdn.

Sear v. = 1-x2~— - = xdx, reemplazando en la integral se

X N‘g:

tiene:

fx(l - xz) 3 sk

diferenciando se tiene

| {—%— 1 -x3)" +c]=

LB S
3t? + 4

Solucidn.

=12

- % (1-x? (-20dx = (1 - x3~ ¥

Multiplicando y dividiendo por 6 se tiene una integral directa:

2
=_16; f6tdt=%fM= %‘.m(3t2+4)+c
I+ 4 3t2 + 4 _ ,
diferenciando se tiene:
. 6t tdzt
1 2 ___1_ at = —— —-
d[glnBt +,4)+CJ—6 3t2 + 4 3t? + 4

1{ - o1 vy 2N P
"—2'[\7 dV—-i--—ﬂi-+C—-—2—(lx)V2+C

15




2 - ‘ ~ d
69) f(&---—l—)dx=? :
/X . : !

= f(x-2+%()dx'= fm-,zfdx+fd_§ = 32{_2__2x+]nx+c 4

diferenciando tenemos:

2
a[F -2x+lnx+C]l= (x-2+3)ax

70) f(yz S dy =72 ) ‘ ' ’.'

Yz N {

Solucién : i
efectuando cperaciones se tiene:

1 . a
——:——}—; )ady = fysdy—Bjyzdy+

= f(ys—3y“. .__l___+ 3y2.
" B vty : ‘

.Y 25y 4

senaf6dé _
71)foosae+b S

Solucién : dy

Seay=oosae+b»—-—a-=senaede,reemplazandoenlaintegral
~d

[-+/‘?-=-;—f£‘7y =-Liny +c=-Lin(cosan+b) +C

(-sen a 8)(a)) a8 _

ll ' 1
dGIE Nl
(aln(oosa6+b).+c) (a‘ TR

sen af de
( cos af + bme'

72) [_S5’ do 9
v2ctg ¢ + 3

Solucién :

2 :
Y = csc“é dé, reemplazando en la integral: i

Sea: w = 2ctgg + 3 _51_2_

16

- w2 /
f’dw/z .=-—1—fw l”dw:--21-—“’172—+c=-w"?+c=—(2ct-,c_;<¢,+3)”+c

G .
-(—chc,zé)dd . csc’gdo
2(2ctgd + 3,)1/2 (2 ctg; + 3)’,/2

a[ -2 ctge + A +C] =

73) f 2%+ 5 ax =1n (x"+5x +6) +C
x2 + 5x + 6.

Cx+ Sidx

dfinx2+35x+6)]+C =
x2+5x+6

74) f—-———(zi D&y

Solucidn.
2x + 7 _ .
<33 = 2+ x+3,reerplaza.ndoenlamtegral.
= 1 - _ax i :
—f(2+x+3)'dx—2fdx+[x+3—-2x+ln(x+3)+C
. ; - 1
d(2x+ In{x + 3) + C) = (2+‘x+3)dx
x% + 2
= rd
75)[}(_*_2 ?
Solucién : :
v 2o -2 + lazamos en la integral:
<~ F7 - X 3 7 ¢ reerplazamo 8

. e S - . _
—f(x—2+x+2)dx—]xdx 2fdx+6fx+2
;

57-- 2x +6 In(x +2) + C

d[ﬁ3 2x + 6 1nlx + 2) 1= -2+ yax = &
5~ 2+ X +C = x XT3 S\

3 _
_75)[3‘_’“_3_x_dx=? ’

x? + 1

Solucibn :

2
.f(x+ Zx )dx=fxdx+2[2x dx
X x . x .

) ax

17




77)

¢

- 79)

80)

81)

18

d(iz‘i +2x + In(x? +1) +C) =

78) f(e: + 2)dt -

d{2(e”- cosx)”2

Z
= F+ 22+t +C

(x+ 2+ —2 _)ax

: : N xr2 +1
(4x + 3)dx [(1 I O 2x2)'”3 e )
/l + 3x + 2%° . ’
—g—(l + 3x + 2x2)213 +C. (w)
2,\~1/3
d(%“ +3x +3><2)2/3 +C) = (hx +3)(_1 +3x +2x°) dx

Ineh +2t) +C )

e” + 2t
t
d(in(e® + 2%) + ¢) = (—g——Lz—-)dt
' @ 2t
(ex+ sen x)dx '

_[(ex ~ cos x)_”2 de® - cos x) =
/e* - cos x - ‘ : '
-oosx)uz+c {w)

1/2(ex+ senx)dx .

=2(ex
+C) =2 %(e-cosx)

% -1z

= (e - cos x)

fsecZB tg 20 do _ .
Isec 20 -2 O °

Solucidn
Multiplicando y dividiendo por 6 se obtiene una integral directa:

(e* + sen x)

o 65ec26tg26d9 lfd(3sec26—2)
(4 3sec26-2 6 sec 20 - 2

= %‘* In(3 secée— 2) +C (w)

sec 26 tg 20 do

1 6 sec 20 tg 20 do
3 sec 20 - 2

[§ 1n(3sec28 - 2) + €] = g - HPoe 25

sec?2t At _

/5 ¥ 3tg 2t

Solucién :
Sear u =

gral:

5+ 3tg 2t=%u— = sec 2t dt, reemplazando en la J.nte -

fdu/ﬁ i %f du. _ '6"] —12 u——iu‘/zw+c=
Ya /u
% 5+ 3tg 200" + ¢ ()
2 o 2
d[% (5 +3tg 2t)1/2+ c] =.:§ (6 sec”2t) 73 dt = sec 2t1/2
(5 +3tg 2t) (5 +3tg 2t)
' APLICACION DE IAS FORMIAS 6 -7 °

Grupo: Verlflcar las s:.gulentes integrales:

fGe = 28%, C

Solucidn,

2)

Sea: u= 3x +—‘%—= dx, reemplazamos en la integral:

fGeu—du—‘ ifelfcm = 2%+c = 2%4c

3 3
f eX/ Nax = neX/n+ C
Solueidn.

3)

4)

Sea: u = ¥/n =—3>n.du

feuriiu = nfeudu'= e +C = neX/njl-:C

= dx, reemplazamos en la integral:

ax_ N
= --1_sc
fex e® )
Solucidn.
= Je & = —f e X d(-x) = —eF+cC = —-i—-+c
R -
x H
X _ 107
flO dx = Tn 10 + C
Solucidn
u = 10¥ T:-EE- = 10% dx, reemplazamos en la integral:

dt
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au 1 1 5 s
[mlo“mlo»fdu‘"mm'u*'c S hmm vC

ny . ay
5) aW gy e G

S‘olucidn. ’
sea: v=a¥ » av=aV (mn@y = N _ - Vg

ny
o ny - dv -1 [ L V. _ _a
..fa dy _fnlna n lna 7 n.lna+c nln a G

~ s
6) Ie—‘—d"= "% 4c
X

Solucidn.

Haciendo la sustitucién: u = /X 2du =

= feu (2du) = 2[eudu = 2%+C = 2

- f.(ex/a - e-x/'a) - a(eX/_a e—x/a) +C

Solucidn.

= fex/a dx + [e-X/a.dx ='a;[ ex/a d{x/a) - a fe-x/a d(-x/a) =
X/a ;—x/a +C = a(ex/a - eTx/a) +C

= ae - ae

8) /(e’va + e—X/a)zdx = -—;— (e2x/a s R ) +2x+C’

Solucién ;. -

- [( /2 4 2e0 + a2V gy - [eZX/adx} 2fdx +fe'2x/adx

= fe2x/a a(2x/a) + 2 [dx - %[e’z"/a d(-2%/a) =

- %er/a

20

2x/a+c

+2x-§-e—

Ordenando y factorizando se tiene:
= f(e .a+e—x/a )2' dx = % (ezva - e—-2x/a) +2x+C
2 T2 )
9) [xex ax = %ex +C

Solucién
Sea: v =x? —

545?

= xdx, reemplazamos en la integral:

v dv _ 1 v 1 v _ 1 x
=vfe.—?,=_—2--]e dV-—_ze “.‘C—z'e + C

10) [esenxoosxdx = 5™ 4

Solucién : 5 ) ]
Haciendo: V = sen X ==dv = cos X dx, reemplazamos en la integral:

= fevdv_= e’ +C = SFX 4 ¢

12) /,e't/z at = 2072 +¢
Solucidn.

2 [et/z a(t/2). = 2e

X X ax ex y . . !
13) a” e’ dx TR s ¢ :

+ In a
Solucidn : ’ . g
! X X _ X, . o
Sea: a” e = (ae) u -)ln{ae) . (ae)”™ dx
. 3
- du _ 1. i u _ _f{ae) 3
_ /m (@e). -~ In(ae -/du— Tae) T €7 Tn@er *©
Pero: lnfae] = Ilna+lne = Ina +1 — reemplazamos
_ (ae)®
g " In atl HagC
¥ 2x
2x .- a -
14) /a dx = =—— + C
Zlq a |
Soluci6n : 9 |
2x dv 2%

Sea: v = a + Jna - 2 dx, reemplazamos en‘la integral:
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=/‘5eu.gl_= .S..‘feudu::éeu+c =£eax+(:'
) a a : _ooanr, a d

17)

18)

22

f:id: = Ife_xdx = —3/e-xd(—x)=-3e_x+c=—-% C=w
e L .‘e, v

ks av. _ 1 __Vv = C)
r 2lna—21nafdv—2lna+c 2ima T C

f(eSX " an et

Solucion, ‘ ,
- feSde_'_ [aSde___% fesxd(SX) . faSX l Sx j 5x
5x ey 5z
u = a i a~ ax

5x . - _'n o
[ s fdu R . Al

5x 5x = 1 5.5xbw i 5
f(e + a )dx—ge t Bt ©

Determinar el valor de c/u de las siguientes integrales y comprobar
sus resultados por diferenciacién:

Jerta '

u = ax -~ —a—— dx, reemplazando en la integral:

]
=

C.odw) = [geax (@] ax = se

3 +
X
aw) =T(3)e & = 3;‘"
e e
4dt = 4 t/2 at_-ef Y2 a(-t/f2) = 82 L ¢,
a6 = -sé’t/z (-3)dt = 4 V2 a

v C
= = + C = +C=w
B [alrﬁ aer fdv alnC TN
X (a) Inc - o
dw = alnc S 3 0k
i —2X A
dx -2x 4
—-2x du 1 s en la integral
Sea: u = 4 Sind 4 dx, reamplazamo
- 0 ~2x
u
= [ 21nd 2ind fdu“’zlnzi TnE S
2x
diw) = AU W) 0 2, o X
in 42x

o)
£
]

Lol
&
]
*
»n
0]
&

X(ex+4)dx=fdx+4/e*xdx =

a2 dx, reemplazamos en la integ:_:al:

&
=x-he X+ C=w
- X
abd = (1-4& (Aax = (@ +4e ) = EEL ax
e
23) fexdx =[d>£ex_2)' =In(e* - 2) +¢c=w)
e - 2 WER 2 8.7

23




%
dlw} = ax
& -2
o x? %2 ' 1 %2
24) x(Ee® + 2)d&x = %" dx+ 2 Jadx = 5 2x e ax +2 [xix
1 x* " exz 2 - ‘
=5 Jedlx?) +2 [xdx = 5- + X" +C=w

X t o
cooam = B g dx = X + 2xjdx

25) f}e -3 dx.=fe ax - 3 —?‘_——=2/é/§.d(/§)t-3 atoy

X X YR
S nt SR =
T T L R S = T TR T
2/% - e 8
26) ft'ztdt— ' ‘
£ dv 2

— 37n7 = t2t", reemplazaros en la .'integral:

- gk AL/ ~
2Inz 21:12[dv‘ 7z T €= Tz

2 : a5
cooae) = LI g o £t ae

- -38 ' {
27} ﬂ—=a[b39d6=-§blnb+c=w ; _ g

; - apm30

w2 o D o 2
28} [6xex',c’o'<=-3[-2xexc’o<=-3f d(—x ‘= -3g7% +C =

A = -3 (2dc = Gxe* ax |

‘ z - < ; | .
f(ezx) ax =fe4xdx = %.fe“_":;dx =5 [e4xd(4x) L

24

bx

= EL]— +C =w
." 2
aw = ..___@_)__d_l‘_= 'e‘b‘ ax = @) dx

-X
zdx—-v;f Bl -5 "F.C=..w

2
30) f"f"
ex‘

Aplicacién de las férmulas del 8 - 17

3
=X 2
dw) = - ji___ézgi_ldx = x%eF &

Grupo 3:
S Lyt N A
1) fcosmxdx =~m—[oosm<d(mx) = = senmx +C
sen bx

2) [tglbxdx =P md}(

U = ©COS bX === %1— = senbx dx, réemplazémos en la integra'I

Sk e, = u WifGee BT 5 ol 1
fu. = Ffu X lma+ C= B-lnoosknc+c
= %(m In cos bx) +C = L3EEX, ¢

3) fsecaxdx =

Solucidn.
Multiplicando y dividiendo por: csc ax + tg ax, se tiene:

#

fsecax (_secax+tgax)dx’ efectuandoelgroducto.

-fseczax+seca.xtgax dx - }_fd(éeclax+tgax)=

sec ax + tg ax - - 4 . a ‘sec ax +.tg ax

-

‘y-:— In(sec ax + tg ax) + C

4) fésc vdv =

25




Solucidn,

Multiplicando y dividiendo por: (cs¢ v - ctg vl se tiene:

csc’y - csc vetg v dv= dlesey -cto vl o cogeny - ctg v) + C
csc v - ctg v csc v - ctg v i
= 1 1l
sec 3t.tg 3t dt = =x d(sec 3t) = 3 sec 3t +C
De otra manera:
fsec tegatar = [S03E g o ~-]dos-2 (3t)sen 3t dt .
cos?3t
Haciendo u = cos 3t _‘d_131_ = gen 3t dt, se tiene en la integral:
f‘2 = D / ——-”]+c L '3t)-+c
lu ] 3 = = -3- e . 3 COs
I _ sec3t
"T3ms3t ¢T3 *€

6} f,cscayctgaﬁ;dy=—%—fd(cscay)=-~:—1'-cscay+c
7} fcsc23xdx =

Haciendo la siguiente sustituci6n:

T u = 3x, E‘:—;——= dx, reemplazamos en la integral se tiene:
fcsczu-—;— [cscudu=—$-+c=—§-ctg3x+c 2
Jomanan - [E2 o

Haciendo la s.lgulente sust1tuc16n

u = sen x/2, 2du = cos x/2 ax, reesrplazaxms en la integral se tlene-

f.@ =2f9_u=
u ] u

9} fxzsec2x3dx =

2lnu+C = Z;nsénx/2+c k ;

26

U= X d—§= x dx, reemplazamos en la integral:

2 au_ 1 2. _ 1 S L e
[secu <=7 [secudu —l—3~tgu+C = —3—tgx +C

] 10) [ ax
3 + ] sen’x

- 3 [
T cos?x

12) f(tg,6+ctg6)2d6.

'[cséz.xdx = -ctgx +C

fsec’xdx = t§x+_C

Efectuando operacionés se tiene:

,[({-;g’e+2tge'ctg_e+ctgze)de
9 = 1 .

[}

,‘ ) ctg 6 = ey .
Q = f[( tg?e+ 1) + (ctg?6+ 1)]de 7(tg26 + 11ds + f(ctgze_ + 1)de =

_[seézede + [cscze'dé =.tge— ctg 6 + C
3 13) [(sec¢—tg¢)2='[(sec2¢—'2éec.¢tg¢+'tgz¢ld¢

Ordenando se . tiene: :
[(sec<p+bg¢)d<b —2[sec¢tg<pd¢ f(m¢+sec¢—1) d¢ +

. | Zfse““’&b "
i cos?p 1.
: =2[sec¢d¢ fdcp +2[sen¢d¢-‘=2jseczn$d¢$—/d¢g+
co§2¢ ‘ -
2.fcos-2¢ d(cos ) |
=2tg¢—¢—2cos_1¢+c = 2tgp-2sec - ¢+C
| dx - ” 1 -cosx . 1 - cos x
14) Il-{—cosx— (1+cosx)(l—cosxi_dx_f e

) 1« cos™x

f(tge+2+ctge)de por ser:




1~ ocos x

dx
sen*x
.
= f — dx - (25X gy = [csc%cdx fsen X d(sen x) =
sen’x sen?x
= .
. = —ctgx__sie_n_r_}i+c
=l-ctgx+;e—r:7+c= ~ctgx+cscx+C
‘ dx
15) Toemm o tgx —secx +C

Multiplicando y dividiendo por {1 -senx) se tiene :

1 - sen x 1-
f——z—dx= senxdx [ fcos X sen X =
1 - sen2x s cos2x

[sec%c ax + foos"2 d{cos x)

-1

= s X ) ' 1
—tgx+——j——+C.= tgx-oosx+c=tgx-'-secx+c
sen S ds
16) fl+ooss= - In(l + cos (s}) +¢C

.__=_f_= '—1n(vu)+C = -In{l + cos s) + C

[ sec? ax
1 f 1+tgx =

Haciendo v = 1 + tg x , Qv = sec?x &x, reemplazamos en la integral:

_d%_.e In(W) +C = In{ + tgx) +C

18) ‘fx cos x2&x

Haciendo: v = x? - ﬂz— = xdx, reemplazamos en la integral:

28

Haciendo u=1+coss +-du=sensds, reemplazamos en la integral:

fcosvdv=% senv + C = % sen x2 + C

(e i
2

/(x.+sen2x)dx'= [xdx+fsen'2x&x= f~<dx +§[sen2xd(2x)

< 2
= —2-7c052x+c=7(x-cos.2x)+C
12
20) | SEedler - [(4—cosx) sen x dx =
/4"—_555?
Haciendo uw = 4 - cos x + du = sen x dx, reemplazamos en la inpegral:

" 2(4 - cos x)u2 +C

It
fl

. © Y2
o 12
fullzdu %§—+C=2u +C

1+ cos x i d{x + sen x} . _
21) /x+senxdx_f X + sen X = Lglleg SR=Snigis i c
a 2 i ' 3 .
22) fsecede =[(1+2tg6) W2 sec?g ap
Y1+ 2tg 9 -
Hacemos: =14+2¢tg®H ;gzl—;secze dé, reemplazamos en la integral
T 5 . 1k
-¥2 qu 1 —12 1 u xlz 5 1
/ul/-%= -zfu du = 7— "—7_= +C—(] +2tge) /2 +VC.

Calcula.r c/u de las sgtes. integrales y ca'rprobar los resultados por
diferenciaci6n:

3.‘ du = &, reemplazamos en la integral:

Haciendou=——2—->i

3 3 3 ' 3 2 ’
]senu(z—du)=,Zfsenuldu=-7oosu+c=-7cosTx+c=w
L. d(wl =——g— -sen-axé—.%) = sen -%S-dx

24) f cos(b + ax}dx
Haciendo el sgte. cambio de variable:
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utb+ax——_—=>§—ta-1—=_dx, en la integral se tiene: L
: du _ 1 / w Pl L7 ' g

chS(u) = cosudufgsenu+c —-;ﬂsen(b+ax) fc = w

e AW = I (cosb+ax) . a) dx = cos (b+ adx

. 25) 'fcscz (a - bx} dx = . i ' f

Baciendo: u'= (a - bx] ~ - g—g—= dx, reemplazareos en la 'intenjral

2 g du e 1 o .

fcsczv(}.'l)(-?)“= T [c§c2m=—g (-ctg ud +C=-1;ctg(a - bx) +C —‘L

W )

.o dwl =‘IJ§ csc? (a-bﬁc).bd:_c = csc? (a - bx)ax .

26) /secgtg%de ='2]d(secg-)=2$ecg-+c=w : -~ :

. . - 8 5 1 =kl - = N

a alw) = 2sec7 - tg 5 -2-:\de“ =. seC x tg:__de y - . »

27 [csc_égétga d¢ =-§ [ l)——-o:saiq‘-ii»Cstw

. —~ be. 98 ap a " ag a ‘

e Te dw) ‘-,-_,Ec_sc—gcfgg b -5 = cscy ctg Fdé h

28) fcbg('ex)e’ﬁx = oo ex . etdx = :

sen e i

Haciendo 1a siguiente sustitucién: _

u=sene » du=cos e’ . e¥dx en la integral se tiene: ;

! /iuli'- =..'1n(u-). + C = In(sen ex.).~+' e | i p

. d(wi _ . cos & X dx B I L, -y ‘
R - sen &°

29) - j——(le-—-— fcscztle de = [cscz((ie)d(lie) ='— (cctg 46) +C
: sen’4 '

30

31) fcos 40 :

Multiplicando y dividiendo por: (sec 48 + tg 48 ) se tiener .

seczhe + tghd .secho 1 [d(sec 40 + tg 46)

= -z];ctg 48 + C =
1 2 ) 2
-z (- csc®4p )4dd = csc46de
fcsczat - % csc?3t d(3t) =—_§- (~ctg.3t) + C =
e i
=-gctg3t+C=w

—-J:-;- (- csc23t) 3°dt = csc?3t dt

fsec 46 d9 =

b

sechd + tgld -4_} : sec 49 + tg 40 " ‘;.
1];- In(sec 40 + tghd) + C = ‘
2 .
sec 48 tg 49 + sec 4o z (sec 46 + tg 48)
T © Sec k9 + tg ) (4)de = sec 48 sec 40 + tg 40 S

secsz dx = /Secsz d(bx) = ¢ 2ty bx +C =

E-secsz.bdx = asecszdx

dx =

Haciendo la sustituci6n: v = 3 + cos 2x + dv = (- sen 2x dx)2 .

= sen 2x dx, en la integral se tiene :

1 ( av 1 | |
—' -—V--—--z—ln(v)+c =

= -3 In(3 + cos 2x) + C =w

31




34)

35)

36)

32

o __ 1 (- sen 2x , 2) ._sen2x
e A =ty T Tes R ¥ Tl &
LR b B f(a+bsentl—l/zoostdt

Ya+ b sent

Haciendo la siguiente sustitucién:

u=a+bsent + du=b cos t dt + —d—g=oostdt,en'laintegral

se tiene:
-2 - w2
=fu _@_E_=% fuuzdu=%-—%—2—+c=%(a+bsgnt)]/?+c=w
.- 2 - .
d(w) =E,%_(a+bsent) Ilz.boostdt= M__-z
i (a+bsenft)v

f cscB ctgf 4o
5~ 4 csc B

Haciendo la sicquiente sustituciotn:

v=5~4csc 9 —*-—-‘1‘74—=csc8ctged6, en la integral se tiene:

de/“'—";- d—v=1“-|n(v)+6=-[l‘;ln(S—llc.sce)+C=w'

1 hbcscB ctghd

. - _ ¢scB ctg 6
. d(w) "% * "5 <Lcsco de = Gl

5 -4 csc o

2
usbeie o f(3 - ctg %)% coc?x ax
Y3 - ctg x .

Haciendo la siguiente sustitﬁcién:

u=3-~ctgx * du=csc2xdx,enlaintegralsetiene:

-2 ‘
/u du=2uuz+C=2(3—ctgx)]/zdx=w

-
CSC™ X i
TR

d(w) = 2. %’- (3 - ctg x)'—li2 csc’lx dax = — =%
» (3 ~ctg x

VERIFICACION DE LAS FORMULAS 18-21
Problemas Grupo-4

VERIFICAR LAS SIGUIENTES INTEGRACIONES.

1.- f___dx = %- arctag(%) + C
x2 + 9 A

Solucidn.

¢z = -;; arctag — + C
x? + (3)?2
2-fdx _[ deg s &5 ¢
x2 -y x2 - (2)2 X
3.- f/ d___.y 3 dy = arcsen L + C
2-5_ yz /52 4 yz

=
1
0
*
~N
o
] *
=
1
P~
w
= .
= X
~N
o
' *
[
L]
"

Haciendo u = 3x = %_u = dx, reemplazamos en la integral.
f_____,du/iizéf____ &/ :%.%m(“;;)»fc
u? - 22 u? - 2?2 o :
1 3x - 2
TR rarar TR

5. - f dx f dx
/16 - 9x? Ju? - (3x)?
-

Haciendo el siguienté cambio de variable:
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j u = sen® + du = cos6 d8, en la integral se tiene:

6. - f Sl f...___,d". gep . : ] - f————— L B ey e I ‘
9x? - 1 (3x)? - 1 , i . ! 22 _ 42 - ul .= .sen
3 e . -, : " bdx dx :
Haciendo u = 3x' - 3 dx, reemplazamos en 1la dintegral i 10. f—-.-__—z = T b f—————z 7
' . a?x? - c? (ax)? - ¢ .
- du/3 _ 1 du _ 1 1 u - 1 : 9 . B .. Haciendo la siguiente sustitucién.
f 2.1 *"'fu*q_E'EI_KIIIH‘lI+C B o ' ' o .
‘ ' ] ! . u=ax - d—all= dx , en la integral se tiene :.
- 3x - 1| ’ 3 , 3 : !
‘ [3x ¥l *°© ' ‘ .
i e i =bfL2'/a R f.———d“ =P-.—;-—.1n[ = l+C
. f a y f dt ' , . ] uv_cz a 2N a c u
_ 4 - -9t? 22 . (3t)2 o ) . : '
: .t e . . i _ ' b 1ax - ¢
g . 3 = + C
H o d BN ' oda k ] T 2ac'1n|ax‘+ c'
SELERA@ERRIE. & 0L B = dt, reemplazamos en la integral ) ' : . g
[ du/3 1 [ du Ll B ] 12, =S5 e f e
. L/C) SRR S u A : ] g S e 2!
B R T, L e _ ? /1 - x ROERCON
' - Haciendo la siguiente sustitucidn: i ' ]
n Iz Btl Y ; 2 dv : . _ J——
b 3 v = X hd E—-—-‘-—' xdx, en 1la integral se tiene:
: ) - s
- f;dg___f Xax " ] ] _' . - :
: 2 X T N - d . : n . /
1+e ™ 1+ (e7) : . 1 | =15 dv/2 _ 5 ——a—dY - = -5--a.rcsen v+C =3 arcsen xz +C
i T ‘ i . 1 2 2 1 vz 2 s ‘
Haciendo la piguiente sustituéidn. | ¥
g-= e = du F.e dx, en la integral se tiene: . ! - B
- u . - axdx " xdx
' k 12. = a =
Al : . : oo x* + b* (x2)? + (b*)? o = -
fl——;: arctag u + C = arctag e + C ) . i ; o L i =
A | Haciendo la siguiente sustitucibn. e
cos@ d@ - ) { fuks x? 5 g—“l = xdx , en la integral se tiene:,
- (setia)2 _ , ] ’ ' - 4
W ' X - : ek iz S oG alios. B ' u c
uiente sustitucibn. . : i o af-——————————- = “f _ = —= . arctag — ¢
i+ e | g 2 Jweeon o ?Jdeoen 2 b?
: | A . 85
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- _4a x?
© 7 @rctag— + C
b b?

13. fdxt= dt y
(t - 2)%2 4+ ¢ (t - 2)2 + 32

Haciendo la siguiente sustituciédn.

Vet -2 s 4y dt; en la integral se tiene:

a dv 1 v 1 t - 2

- _—sT e B = — + = - —_—

fvz + - 3 arlctag 3 C 3 arctag 3 + C
14, f dy . f ay
2

/1 + a y? 7N SO

Haciendo: u.= du _ q
T oay > = 3 dy, reemplazamos en la integral
_ du/a 1
= [ .l injus+ AT F 0P| e
2 2 &
T+ /1t u?

1 . . ‘
= 3 inlay + /1 + (ay)?| + ¢

f dv
/2 - (v o+ 3)?

15 j’ dv
/ﬁ:(v + 3)2

Haciendo la sigujente sustitucidn: v + 3 = u —+ du = dx,
se tiene en la integral.
N du v 3 :
arcsen - + C

S — ‘u
f =arcsen5+c=

+
/22 o 42 ) :
Determinar el valor de c/u de las siguientes integrales y

com . ol
nprobar los resultados por diferenciacidn.

16. f_L - dx
9 - 16x? R T (et

36

du

Sea u = kx = 7 - dx, reemplazamos es la integral.
d 1 1 3
:[—~E—/i— —‘If———_—du :%.glﬂ,ﬁl‘l‘c
3%2-y? 32 -yt N
’ 1 3 + hx o
= opIn fg—g| +€=w

Compreobacidn.

B(3-ux)-(3+ux)(-u)

2
da(w) = 5%'- (E tes) dx
3 + ux
"3 - 4x
o 24 (3-4x%) : dx
=% 3 dX = c————
9 - déx?

(3 - u4x)2(3 + 4x)

17. f dy. :f &y
Vey? + a0 ) Syt o+ ou : P

Haciendo la siguiente sustitueidn.

d '
u = 3y — —52-= dy, em la integral se tiene:
du/3 1 d _

u 1 /7
—_—— == = ln]u + Yu® + 4| + C
s 3 Qz + 22 .S :

% In |3y +\/9y2 +4 +C=w

Comprobacidn.

3(v/ gzz+4+§x);

2/ IR Oy
2 2 [ a2 ;
dlw) = 1 2/9y° + 2 e %. ‘.-y + 4 y = 2y
3y + Y9y? + 27 3y + Y9yZ+u C /9yt o+
: f St Car 1 d(2t)’
ut? 4+ 25 (2002 + 52 2 J(2t)2 4+ 5%
! = % . =— arctag T
i
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19.

20.

21.

22.

38

Comprobacién:‘ como ejercicie.

f‘ 7dx -
3 + 7x?

:7[ _dx S
: (/3)2 + (/Tx) 2

#Haciendo = /Tx » du . dx , reemplazamos en la integral
7
= 7 du/ﬁ .=—]- —jdi——f :._7_ ,.1."__", a.rctag_u_. +£
(Yir?2 + w2 /T J (DN /7T /3 /3

= V¥¥/3 arctag + C N
) /3

Cemprobacidn como ejercicio.

[ . 3dy y dy I

Joy? - 16 J (3y)? - 16

Haciendo v = 3y > 9¥-='dy! réemplézamos en la iptegfal.

w

P Lo T - B S N 1n1" 1 +r e
vZou?2 v? - 2 v? _ y2 .8 v + 4 _

1 3y ~ 4, . i
§' lnl————-‘ay = ul + C"

Verificacién como ejercicio.

/ xdx . [(SX2 £ 3" Y yax -

/5x% + 3

\ R il 2
= f(5x2+3) ’Izd(5x2+3).=%6 1—/—2—3—)—’—

+‘3)’/2 + C

1 2
= (5x
5

Verificacidn como gjercicio. -

2e dx

f;rgiﬂi——-= o f: elan .

10 - = | Y1 - (ex_)2

23.

Sea ' v = e = dy =

b
e dx,

= 2 arcsen v + C

Yerificdcidn ¢omo ejercicio.

senf df

senf do

reemplazamos en la integrai.

o ] ) X
2 arcsen e + C

/4 + cos?9

Sea: u = cos

fi du ..
4 22 + u

: . du
2 - /22 & 2
= - ln1c059i+ /4 + cos?8| + C

/
Verificacidn

.
'2u.f_.__7’f L
5 - x® i

‘+ dv =

' Sea: v = X

integral,

922 ; (cos9)?

8 » - du = senf d8,

como ejercicio.

f‘ x%dx _ Rt
(/5)? - (x%)?

dv

'=7[“dv/3 _7_[ dy

s 3 ) 9t V2

- % . 1 e /5 - v! 5 @
SINPY: (7

3x2dx » =L
X X 3

reemplazamos en la integral

= - 1n|u + /27 ¥ u?| + ¢

¢
a v

"= 'x%dx, reemplazamos en ia

V5 - %8
 /§ + x?3

+
o

9. B
1n
6v5

39




Verificar las Siguientes Integrales. .

1. i |4 ='%J1n ﬁ;i—%l +C ) . :
x% + ux + 3 $ ' =

Solucidny. = )

Completando cuadrados en el trinomio de 2do grade se tiene

» dx «_f ’ v dx ‘ - f dx
= _ ——— = =2
x? + ux + 3 (x?2 + 4x + u) + 3-4 (x+2)%-1

b

Haciendo la siguiente sustitucidn.u = x + 2 + du = dx vy

reemplazando en la .intégral se -tien'e:"

- ax 1. fu - a| 1 x + 1
fz,_ o2 n|u+a +C 2 nlIx-~t~3'+'c

u i
! -
e [ Lt
2x - x? - 10 ‘

Solucién >
Ordenandoc y compl’etandc,cuaa_rado se tiene:

» ©dx ,__f' Rl e AR
_ x? - 2x + 10 (x? - 2x + 1) + 10 ~1 .

dx

= . B e

) (x - 1)2 + 9

Sea : u=x=-1 "~ du= dk, ‘reemplazamos en la integral

- ,____d_“_.._.z%azjct'a‘g'%‘.+‘c=_>~_%-'arctg?‘; LTy
T PR Y
3.- —-—j—df)i-—= arctag + C
o x? - 8x + 25 : -

il

Solucidn.

Completando cuadrados’ en el trinomio de 2do.grado se tiene:

40

|
g

'3f dx - d(x - u)
(%% - 8x + 16) + 25 - 16, (x - 4)% + 9
3 o Vx-u ’_ .
= 3 arctag s +C=arcfgx3l‘+c
y. - dx . .
3 ——— e = arcsen (2x - 3) + C
3x-x2—2' R

‘

Solueidn.

‘Ordenando y completando cuadrados en el trinomio de 2de gra-

" do se tiene:

. d _
x- s =2 dx ' )
1 (2% =~ 3) - ;
Sea: v = 2x - 8§ ~ —‘;—l = dx, reemplazamos en la dintegral.

F =2[_dv,/2 =f‘ i = arcsen v + C = arcsen (2x - 3) + ¢
' /1= v2 V1 - w2 . T :

5. - dy = = in [ 1| + C
vZ - v + 5 X

J:lb—-\ -
<
o

'Sglucfdn.

Completando cuadrados se tiene:

L ; dv S - dv
(v? - 6v + 9) +5 - 9 S v - iz

<

- u
Haciendo la siguiente sustitucidn.
X = Vv - 3+ dx = dv, en la integral se tiene: )
g el B Rl e | RO R ey R
X Sy O BOF LS k-
dx [ dx _ f dx -
6.- : |- T 1] 1 2
2x% - 2x + 1 _2[()(2 - x + ;4—) + K] 5—((2)( - 1)+ 1)

41




Sea: u=2x -1 -

dx
7.- = arcsen
/15 + 2x - x? 3

Ordenando y completando cuadrados se tiene:

; /&6 - (%% - 2% + 1) /16 - (x - 1)?

> dv = dx . .

n
x
t
=

Sea: v

d - , - ,
= f' 2 = arcsen %—w C ='arcsen'ifﬁil-+'c
2 2

8.~ fi———gi—— = %Vln ': 2 + C
x? + 2x X

Completando cuadrado se tiene:

_ dx =j’ dx
(x% + 2x + 1) - 1 (x +.1)2 - 1

‘Completando cuadrados en el denominador se tiene:

42

efectuando la sustitucidn u=x+1 > du = dx, se tie-
ne en la integral:
_du 1 u -1 L1 X -1 + 1 T
{5 ———= s> Ilnf——= + ¢ =z = 1p]¥t -1 +1 L S
/u2_, 2 ’t_x+1 > 2 x+ 1+ 11 ¥ C=gin] 5| 4]
.- I - %m,——x—ﬂ +C
bx - x? X -

/' dx - /' dx
- (x? -ux ey Sy oo (x-2)% .

efectuando 1la sustituecién u = x -2 du~< dx, enla inteéfal. o

<

- el o e A 2 +x.-2
-[22-u2 -'ulnz'“,+g‘ElnIZ-x+2l'+'c

=L |2 ,-
Ty ln’u -x,'*c

. 4 . . .
10. J(____—f——— = arcsen(x - 1) + ¢ : i > . ) ‘

V2% - .x?

Completando cuadracosse tiene:

:f ‘ ax . :[
1 - x® -2+ 1)

donde se supuso w = x - 1 -+ du = dx

dx 1
(

Yl - (x*-.1)%

LT f’ CE inls + a + J2as + s?| + ¢
v2as + s? ; o S N ,

Solueidn.

B

Completando cuadrados en el denominador se tiene:

: L J( ds fj’ . ds ‘
: As? + 2asta?)-a? ,/Qs.+ a)z - a?

Sea: u = s + a -+ du-= ds, reemplazamos. en la integral
. © du VF-—f—‘“‘

= f' ' = 1nju + Ju? - a?| + ¢

i e )

= ln]s + a + vias + szl + C

arcsen(x -1)+C,

43




+ C

12. dy . 1nl2y o Sh: o5
y2 + 3y + 1 /5 2y + 3 + /5

Solucidn.

Completando cuadrados se tiene:

dy } dy .
(y? + 3y + %) = % + 1 (2y +A3)2 ) :
_ - T

=i

= i dy
(2y + 3)% - (/B)?

Sea: u = 2y + 3 > 55 = dy, reemplazamos en la integral

’ =l‘f du/2 =‘2[ du .
u? - (VB ) u? - (/B2

o

S i [ s +C = 34~lnlg3li—jiéLJ§4 B .
u + /5 /5 2y + 3 + /51 -

2v/5

5 - , )
13. ‘-————Sﬁf—— = —— arctag ZE—:—17+ C
x2 + x + 1 /3 /3

Solucidn. Completando cuadrados se tiene

v

. dx " dx © dx
1 ikl SO
x2 + ' x ¥ + 1 I (2x+1)?2 n 3 (2x+1)%24+(V3)?
. N " : k ,4 ' ‘

m

Haciendo la siguiente sustitucidn:

o

u=2%x+1 » — = dx, en la integral se tiene

= & fl__ﬂﬁlg____z 2 s e =‘—2-arctag I é
: u? + (/3)? w? v (/3?2 /3 /3

44

R
i

-

, 1u,

1y

16.

/‘ dx = Inf2x + 1 + 2/% +x + x2| +¢
/1 + x + x? e L

.

Solucidn. Completando cuadrados se tiene:

‘ dx = 3 : dx
2 20N : ‘ '
ji_i_:_—l-)- + 3 Joax + )2 + (/32
5 } a )
Sea: u = 2x + 1 -+ -%g = dx, reemplazamos en-la integral.

Ju? + (/3)? ' Vu2+ (3)2 ]
= tal2x + 1 +/ (2x01) % 3] + ¢ 3|

: ln‘u + /g?:?7§771 + C

] K = % arctag-zigifl + € .
ux? 4+ ux 4+ 5

Solucidn.

Completando cuadrados se tieme:

@

dx . dax -
(2x + 1)2 + u (2% +31)% + 2?

du

Sea: u=7x + 1 - E_'= dx, reemplazamos enAié integral.

1 du/2  _ % [ dw | _ %Aamtag.% -
. u,Z + 22 uZ + 12 1

1 L M2
= E~arctag 5 + €

A

j dz S arctag EE Sy e
3x? - 2x + 4 /11 Y11 n

Solucidn. Cémpletando cuadrados se tiene:
) ] 2 ) o
3J06x-1)" 1 3./ Gx-1)"+11
9 9 o e

- 45




o ‘ i
d ' 2 5 ;
Sea : u=3x-1 = .55 = dx, reemplazando en la;integral. R g = _?EE__; = 1 arctg Ui = 1 arctg x+ 1, e
- . . b u? + 32 3 ) 3 3 3
- du/3 .3 du = —=—arctg — + C : 4 o ' el )
u2+ (‘])2 3 w? + (I1)? /11 Al Za) % La Comprobacidn queda como ejercicios para ud.
| . . : dy . d 4
‘ A - 3x -1 : A 18. f = [ Y.
2 U + ; g
‘ ) | - arctg - € _ ‘ : 7 3 -2y - y* . 4 - (y? + 2y + 1)
" . C . i . j’ dy _
dx ] ' dx _i dx . - . =] =
17.[ ‘ -f e = = 5l = 1 | - (4 o+ 1)2
V2 - ax - ux? s ) S I . ' ‘
2 4 3 2 & y ' Sea: u =y + 1 =+ du = dy
- Completando cuadrados se tiene: 7 3 ' . : ) i f . 1
— 1 A &° du L 1_1;) 2 + u S len -
. ";lf” 8dx o ot | : ) e o 2 -'ul i 0
J i1 - (8x + 3)2 e I ' ‘
0% 1 ‘!2+1+1] ) 3+
= = o e A T i R
A ' :
= f dx . £ v 4 » 7} o, 20, f dx N [ dx _[ dx -
/ 2 B - Sog!, " ‘ . § r—————— Y ) L
_ 41 - (8x +.3) ) W ‘ ‘ j xf‘+ 4x + 3 /sz + 4% + 4) - 1 /(x + 2)% -1
1 . > d ] ‘ O o : Sea: u=x+2 - du-=4d
HEE ¢ u Ol S 4—§-=dx , reemplazand6 en.la integral ' ' = x

=

’ du/8 ., ’ du . _WLy S - o LN f——u—- ln|u+/u2—1l+c
= 4 N = . = =~ arcsen +C .. . s L
v = 2. 47 < Vi1 g : /u? -1
41 - u ()= sy M - . .
; ' T A i ‘ lnlx + 2 + V/x% + ux + 4] i (€

1 arcsen S dtet + C . ’ LB E I “:‘ i ]
2 ’ /i1 1 . ‘ C N | 2 21. [ dx = / dx i
' ‘ /x? + 2x Yix + 1)2 - 1

Hallar el valor de c/u de las sigtes ‘integrales y comprobar |

el resultado por diferenciacidén. ~ i i Sea: u = x + 1 + du = dx, reemplazando en la integral

18 ol B R ) dx S ex o : d — o e
fxz g f(xz <[( 4 f = = infu+ AT 1]+ C = In|x+1 # “Ie2x| +

+ 2% + 10 + 2x + 1) + 9 x+1)2 + 9 y P ———
. ) j - 1 . " A uz - 1
- ¥
efectuando la sustitucidn: u = x + 1 + du = dx _en 1la ; ) S -
B . ’ W s ! Y dx - dx .
integral se tiene: - 2" - o G o e g
. . Sl _ ey Lok WY 3 2 + 2x - xz‘ 1 - (x - 1)2
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-.. [ dv = 1 1in /_§ +\v
(/19)% - v? ~ 2/719 VT - v

. 3 .
- 10| 728 Sk ond -
2/19 Y19 + 2 - ¢t

1 j’ .
Y(3x + 2)% + 4

N
[te)
1)
%
~N
+
o
N %
N
%
-+
o
1
w {=
A
%
[5)
+
o
qf %
-+
0|
0
Wik

u? +'22

. du/3 1 d
f_____. gf______u = Liafu s AT ] v e

1 2 : '
=31nl3x + 2+ /(3x + 2)? + 4| + ¢

1 dx ! 2dx
2 /r—————ff-—7'_ Tl
vx? - 3x ) Y(2x + 3)% - 2

Y(2x + 3)% -2
.du/2 1 ; :
[“_u/ - gf__L__ Tinfu s AT 2] 4 c

1 .
= & 1n|2x + 3 + /(2x + 3)2 - 2[ + C

50

Cuando el 1ntegrando es una fracc1on cuyo numerador esuna expr
sidn de 19 grado, mgentras que el denomlnador es una expre51on
de 2° grado o raiz cuadrada de una tal expre516n: su solucidn
se procede del siguiente Modo ‘del numerador se separa la deri

vada (2ax + b) del denominador.

2

y m ] mb
]' = L Ny © ) o 2ax +‘b) + (n 2a).
ax® + bx + C

~dx = . -
_ax’ + bx + C

s ilan—.’l.n(ax2 + bx + C) + (n —%’2) [_—_d—x_—-
0, o8 o y 4 ax? + bx + C
y de esta manera se halla una integral directa

.

VERIFICAR. LAS SIGUIENTES INTEGRALES

) J © WF .
l.szJt:Ei dx = arctgx + 1ln(x? + 1) +.C
'xz + 1 - . k4 \ )% '

Solucién.f :- "»_ T : -
[ dx. f 2xdx f - dx fd(){2 + 1)
= + = | +
'x? +1 . ). ox*+ 1 x? + 1 x2 + 1

arctgx '+ 1n(x? + i)»+ c

i wig N o : ' g
2. 1-3;———l—i,= 2 x2- 1+ In(x + xz-l) + C
2 -
X -'] b T 8 .
SolughBina: =~ olhiE .o X
, s

[(xz' - 1) yHace? - 1) +'/
A2 -

.

i/Z

) } Z(xz -1)77% 4+ in(x + x2-l) +C
3_gj13f_:_ilﬂﬁ_= g—ln(x2-+ 9) - l~arctg e
P L2 2 3 3
X + 9 . e ’

4

Solucidn

51




| | ! :
. [ ‘Sxflx '/ dete _ ifi(_ﬁ;‘ﬂ_ __9x ‘ T3 nBx%-2) -2 . L in |‘_‘——J§X_ﬁ\ =
e i L e L ey N - 327 x+lZ

- - A E - : v b ' =§In(3x-2)-—5]i-zpln -/
L= —J-}'l(x2 + 9) - 3 arctg %-r ¢ 3X+\/? :

2

- 0 : p o (x + 3)dx 1 2y x - 6
3s - 2 ; < . 7. —_——l . = 6x - - 1n ) + C
4. f'(sm)ds‘ = - 3/9 - s? - 2 arcsen ;- + g ‘ 3 [ i 2. B x) ot S 5

6x - x2
g - s? 0 g e
‘Solucidn. . 2 ol ' " et g : Lqad 6) + 6
| Sp dx

3sds - . ds —1j2 y (x + 3)dx s
—————2f———= 3.,[(9-32) oS R BE B

"
|
N
-
N
x| x
~n
]
|

- ‘ ; 6)d d :
3 20 2 ds )x‘sfz . ’
-5 (9 - s%) d(9-a") -2 [\ g ] 6x X - Bx . ‘
. : 9 -s 0 J . ) )
i 1 : 1 [ (2x - 6)dx dx :
o - 2 1/.2 - s R ' ' 1 o . . i = - = f—__._._____ - B f
= -3(9 -s57) 2 arcsen T+e . _ L . 2 iam (? - Bxat 9 - 8

[y

N

(- + . ot f . . . '
5-[-"——3“-"—=/x2+u+31n|x-+/‘*x2+u[+c . _ ) _[(2x+'6)dx_6‘ dx
V/x? + 4y , i i ' x? - 6x ) (x - 3)% - 9

Solucidn,

e [ 5 f(x2+l4)-'llzd(x2+u)~;3 f dx R L L CHEIC TSR o e I
: - : 9 8. [_____(Zx ) SR ST R | ¥ %azjctg L ; & e
= (x? +u)‘/2+31n|x+m| +C b x_2 WL\ . :
: P : . : : . l.’ ' Solucidn. .

6. fﬁ-zx————s—z—dj.-ﬁlln(;ixz ‘-‘2) —L_-SLB,ln_a_x_'_'/E +C . f(x+2)+(5’2)d . (2x + 2)dx -, 3/' dx
3x? - 2 i N 12 Ix + '/—6 ) ’ ' x" 4+ 2x + 5 : f x% 4+ 2x + 5 x2+2x+E.
Solucidn. L '- 7 i ' . s
[ 2xdx 5[ dx I [ xdx' _ 5[ A : ' Z = fd(x2 t2x +'5) . 4 [ | dx '
3x? - J3x? - 2 3x2 - 2 (/3x)2-(/3)2 x2 + 2x + 5 5 (x2 + 2x + 1) + 4

='l[d(3x - 2) [ a3 x) . =fd 2+2x+5)+-3-[ﬂ dic s BB
.3 e @ /3 ) (FEx)? - (VE)E & ¢y o2x + 5 (x + 1)2+ 4
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9.

10.

54

Solucidén. .

+ (1 -»%)

1 )
i f— S(8x - 4)
4x? - ux - 3

= In(x? + 2x + 5) + g arctg = ; e
]Zil;l_flﬁﬁ_: - % In(ux? - 4x - 3) + -%51n ;x - f tC
) ux? -ux-3 ' . ] i

(&Y

e Tm
s O N S

In(4x? - 4

f(ax' - 2)dx
1 - 6x - 9x?

@[

Solucidn.

X - 3) + — 1n

1
=--%In.h

B

@

:_ bhdx )
(2x - 1)% -4

j'; s ‘
(2x - 1)%2 - u

N

fuy

2% -~ 1 - 2
2% - 1 + 2

1
+

6

-6x - sxz) + 33

d(1 - 6x

&w!u

T

1 - 6x

@

9x?

wi+

_j(_E 3dx.
=2+ (3x + 1)%

[, d(3x + 1)
(3x + 1)% - 2.

e ;l_.f(Bx—u)dx PLfEe
ux?-yx-3 ux2-4x-3 .4

1 deex - 1)
Yol k- 132 s

c

in | L2 ) 4

3x +1 + 2

s

3 It : ig " - .
i f Tl e i N - oW W =] )
: 1 - 6x - 9x? ¢ )

./' dx
1 - 6x -

:__ifdu-ex'_
6
1 - 6x

1-6x-9x2 -

11.

12.

w
o7k % 1a0E - 6% - oxth el Sz y —E o
; 6Y7 3x £ 1+ /21

L+ 2)dx = LT3 2% v 2ln)x + 1 + VxZ ¥ 2| +C
J. Vx?'+»2x ' g

Solugidn. _
1 2 ' !
o f’ixzx ke 21 [ (2x + 2)dx ( dx
= dx = 5 [SE IS, o R
x2 .+ 2x

vYx¥ + 2% ) Vx? + 2%

N

/kxz +'2x)-1’2d(x2 + 2x) + 2 f———ﬂi————
' ' (x;+1)241

(x2 + 20 4 2 1nlx + 1 + /&% +.2x| + ¢

X - 2

(x + 2)dx S et/ SSERS 4 arcsen( 5 )+ C

Yux - x2

Soluci3n.

1 B 4 3 .
- (4 - 2 2 ) L & :
i} f 2( x) + (2 + 2 ax = -1 [ = 2)dx ‘ "*f dx

’ 7 P
bx - x? : th-x{

4x-x?

%f(lix - xz);llzd(ux - xz) + 4 ‘d_x_____
B ) o VG~ (x - 2)2

5

X - 2 - '

(4x - x2)M% 4 4 apcsent

5 o 5 ) +' C
o B : - ny N e
13. ]f Rl = - /27 + 6x - x% + 3 ardsen(* 5 ) +°¢C
V27 + 6x - x? ;

Solucidn.

8 g . 6
e —2-(6 - 2X) + (O + 5) 1 (6-2x)dx +3[ dsx

dx = - 5
27 + 6x - x? . ) /27 + 6x - x? V27 +6x -x
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i : L
1 3 < . 9o A
—(8 -y - =Y | f
4 8( . e 8) -3 (Bx—u)dx l_
] i /——__ ) z
] ux? - ux o s, LY xT U5 Gx?-txts
1 2,-1 : s & & .
=-3 (27 + 6x -x“} /Zad(27 + 6x - x%) + 3 et TP i . 3 a2 i ~ o -
E 5 b ———s 4 . =g (x-bxeb) 1/2 c'(1“(2_‘ s L i dx
36.—(){73) J o ' ' 1;- 1 2 H
- (R P Ty : (= Sl
= - (27 + 6% - x2)Y2 +' 3 arcsen i — Sl ; Bl) ‘ ' : , ‘
\e7 » \ i s R /2 1 U
K _ ' 4 . ﬂ(hx-hfo)”_- T In ’x-f+ (‘x_f%)z.a,ll'.fc
14 f(z/x - 2__—)dx — = 3/19 =5x + x + _1_19- In | x - % + 19'-5x +x2! +C - e T e - '
/19 -5x +x* ‘ ' - :
; (8x - 3)dx ' :
Solueidn, ! 16. f'( 2 )dx - _‘z/azx - ux? _ 5 4 ; arcsen( ; 3) + €
p. _ Y12y - ux® ~5 ekl R
15, . : : ' . i
7 (=5:+ 2%) + (2 + =) 3 f (51 $o % Vb Solucidn.
= dx = E - - b . ! . ;
Y19 - 5% + x? b /19 - 5x + x? -v,.B_'_g '1.-"12 (S %. =
: ' - ' ) s e e e M T e ) , (-8x + 12)dx
¥ 4 ) r /"‘_—“—"—12 T P S o N T
. _g'[ e ., ] 4 X X , 15 L . 1"2.x 4x . 5
— 4 R / ) ‘
/19 - 5x + x? ‘ '
. ' ‘ : + 9 dx

= = ‘i /“———'12)‘ et o5, .
= [(19 - 5x + xz)""zd(lg - 5% + x?) +—- [ g , ! : -
~ - : ,/(x --.) + i [(12x - ux? - 5)” Paciax 4x? - 5) 4 %/;L___ -

"1:|‘(x' g)z .

(13

ey e S 4—_\ ; : |
= 3(19 -~ 5x + x°) + = In x -2+ 19 -5x 4 2 3 5 E ¢ )’ 1, : '
: ‘ 2 2 ERASE ot Gk : = -2_(}2x'- 4x? - 5)_”2‘+,~g— arcsen(x - %) +C
15. f (3x - 2)dx = %_ . hyl- va('.,.'s _'».[]’. In |2x =1 +. Ux2- bx +5} +C ; /
Jux? - ux it 1k - : , . 2o g
; ;
By 1
" Solucidn. 1
56 “ ‘ ' o




‘Determinar el valor de C/U de 1las 51gu1entes 1ntegrales,

bar los resultados por diferenciacidn.

(La comprobacidn se deja como ejercicio).’

=fl+xdx+3 dx
x2 + 1 ‘xzf111 - g

. f(ux + 3)dx

x2 + 1

+ 1)

- 2
2fi(i————-+3 — 3% . 2in(x? +
x2 + 1 x2 + 1
= -
18.f‘x “dx-af__xii_x_.-u a8 =;
x? -1 x? -1 %% -1

Njw

4
xZ+1

xdx

|

B 3 ~ b 2
3 j'd(x -1) I
x2 -1

i-lnlz =~ 1] + C

2

20 (2% + 3)dx ' 2 [ xdx - o f dx
/2 - 3x? /2 - 3x2 f2 - ekt
e %_ f(2 " 3x2)"llgd(2 - 3x2) & __3_“ d(/3x) ;
LA A k- Eor
3 %‘(2 - 3x2)W + /T arcsen /3 x + C
: /?
20, [ Lex - 1)ax | f f ‘
/3 + 5x? /3 + Sx V3 + 5x?
[(3+5x)”d(3+5x)-_1_ d(/5%)
atab '/— D2 e (B2
= 5—(3 + 5x2)¥2 —E—lnl/—x + V3 + Sx 2l + ¢
S /T .
: i 4 4 12
" f(ux+5)dx= R L
' 3x - x? ] C/3x - xP

compro

dax

x2+1
\

1) + 3 arctg x + C

n.f

23.

R

= g dx
- -2 (3-2x)dx L b4
3x -~ x27 3x - x’

L L b R ’ dx
2 ,f(a‘x - x2) 1’zd(Sx - x2) '+ lif./Tz 3%
J O g (—2—) = g3 = —2—)

| =i
= - 4(3x - «2)W 4 11 arcsen : + C
2
. 1 6
o .9 Z(2x - 6) + (2 + )
(x + 2)dx __ 2(2x ‘ 0 g T
x2 - 6x + 5 . x2'- 6x + 5
1 l_ (2x - )dx‘ g 5-/ Qxl .
& - 6x + 5. x? - 6x + 5 A e
. i g | ;
‘ 4 %
i %_fd(x - Bx + 5)‘+ 5 [ . dx2
T_ a3 _ 4
- Sx +-5 (2 )

1 a g a8 %) e )
——2-111()(’— 6x + 5)+L|. llnIXv—<3 + 2
. 5 : .10

2T 2(2x + 2) + (2 - 5)
(5% + 2)dx e | G A, o0

V/x2 + 2x + 5 LV/x% +.2x + 5

(2x + 2)dx

/2+2x+5

- 2
. 7

N jﬂ dx
- 3 :
- : Vx%2 + 2x + 5

- ' ‘ a2 6 ' dx
=§-/(x2“+ 2% + 5) Pa(x2 + 2x +45-)-3f ~
3 An(xile j.{x? + 2x + $| + C

SE 5(x?+ 2x + _5):‘25 u

%
A

‘59




1 . o 4
(1 - x)dx -5_(2x+L.+)+.(1+§-)

24, j  =] dx
i Jvx? + ux o+ 3 V/x? + 4x + 3

‘=_l[(2x+4)dx +3[
: 2
+L+x+3

+ 4x + 3

1 vl
= -5 2(x? +ux 4 DY 4 3ln(x + 2.+ /%2 1 ux

=15 5 S2(x? £ ux + 3)¥2 4 o3 In(x + 2 + V%% + ux + 3) + C
LA g 1
=H2x + 1) + (4 - =) 0 e
5. [(x + 4)dx . 2 2 dx
x2 4+ x + 1 Yx% + x + 1
=1 [ (2x + 1)dx
2 3
Vx2+x+1 V% + x + 1

v

.' g " @ ° -2’ .
=~;—-/(x2+x+1) Vd(x2+_x+1)+z-

2 /‘x2+x+1|+C

+x o+ %lnlx +

N~

(x

n

. 5 1 *' ‘
: = (ux + 2) + {7 - 2)
26_[('2:': +7)dx=f2 . ‘ 47 oax
2x242x+1 2x? + 2x + 1

L fux v 2)ax -, dx
2x? + 2x+1 2x% + 2x + 1

N

/(x + —)2 + (—)2

= J (2x% + zx + 1)"'2d(2$<2 2%+ 1) + 2 i U
: 2 1,2
(x -+ 5) +

60

1
n

X t

y2 ; g —————=1+ C
+ 2x + 1) +16 arctg 172

.3 k- o . . 9 L
=f1—8—(18x T 3) +(8 + 3'8_) . ’
' /9x? - 3x - 1

PIECTE 3 )t [ dx
S e
V/ax2-3x-1" , 2_3x-

N |

= (2x?

- [(3}( + 8)dx
/9x?2-3x-1

o

FJ(SX‘_ 3x ~1) ]/2 d(9x-3x—1)+ f

/ 12 r‘2

. 7 ) ;
° 2
g e (*é’zl B¢

=---(9x—3:nc-l)”2 —g—ln
30 .
! 1 _—l
: - 2(8x - 12) + (8 = =)
28. / By 2 - :
Mx? - 12x + 7 Vux? - 12x +.7°
oo (8x - 12)dx _[ S -, R
= -z :
Yux? -12x + 7 Yux? - 12x + 7

3 ' o
- 12x + 7) vzd(ux.z - 12x + 7) + '-T[ ax

. 1[ 2
':'-8 (ux

=
N w

(4x? - .12x + 7) + ‘f—,'lnix - -

/(x——)2 ;
+ \/~(x" = %)2 = ;—‘ + C




2. jluxz + 9 °'dx =

62

APLICACION DE LAS FORMULAS

Verificar
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las Sigujentes Integrales
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Completando cuadrado se tiene:
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INTEGRACION -DE DIFERENCIALES TRIGONOMETRICAS

1° Caso :

f/9x2 -1 dx = f./(a::)z -1 dx = —;— [/(ax)? - 1 d(3x) =

Integrales de la forma :
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E a) Cuando m = 2k + 1 es un ntmero. impar y positivo’ se supone.
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1

4 mi n 2k n
4 4 : sen x cos xdx = cos” sen xd(senx) ‘=

= [(1 - senzx)ser;nxd(sen %)

_VERIFICAR LAS SIGUIENTES INTEGRACIONES

’
, 1. [sen?xdx = % cos®x - cesx + C
Solucidn. m = 2k + 1 es impar :

[senzx senxdx = [(1 - cos?x)senxdx
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’ ' 3
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[\
.
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Solucién

b) Cuando n = 2k + 1 es un nimero impar.y positivo. se supone:
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Sea u = sen?6x = _csl_u = cos 6x dx 0 2 ' it
= - /cos- ¢pd(cosd) + /d(d¢) = - _‘ﬁ%_i_... cosd + C
. 3 du _ 3 [ 3, 1 . q O .
. . SRy uldu = — a* ¢+ == 2 Y
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L, fcoswe. sen20d6 = _ 4 cos*20 +- . g ] ! . )
SE2 < -3 +c S : ‘ 1 i
8 a ' k: 7. /cos"x*senaxdx ‘= - = cosSx + = cos’x + € :
Solucién: L. . H : £ . ] '7. o & .
"Sea; u = cos20 » - 3W .o onopa " ' | : .Sol.ucnénr' y : :
2 s ] . m = 2k +'1 impar y positivo
" ol 3 . 1 4 | . ,' . .
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. 2 8 i 8 c ] '
. 3 N - : ; . : . ;
& [_CO_S“L dx = - %‘cosax + csex + C ) S : i S T f“s“xd(msx) * f“se"d(c"sx) '
sen ' x_ ) i ¢ .
Solucién : e : N i - cos® cos’ 3 5 [
“n=2k + 1 impar ' : b ' B e i '
cos?x ) 1 - sen? ' . E 8. /sensxdx = +« cosx ¢+ 2 cos’x - = cos®x + €
)'+ S cosxdx = | - X d(Zanx) = d(§en x) i ‘ 's] e i J D, St ek’ ATty
_%en 'x o sen*x . : senx . , otucion : . , : [ _
| e B ; ‘ m = 2k + 1, 1mpar y positivo . ] :
B fd(_senx) . F ) = S q 5 ' T
- sen’x : A . . = fsen"x senx dx = [(1 - cos?x)?d(cosx)
=/(ser¥<)-h d(senx) - f(senx)_z d(senx) ) AN T i " efectuando la op_eraciéﬁ del trinomio :'se tiene:
» o ‘o : [ ] z /-(1 - 2cos?x + cos”’x)d(cosxr) = -
= (senx) (senx) " 1 1 1 1 . gt g (HeEH [
-3 T ¢ SRS + +C ‘ . i,
. N2 h—r - I i, senx . . .
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= cscx - Cse’x +C . . Sl S - ] : N
: i 3 . T 1 cos®x + C
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6. -—-———-d¢ = secd + cos¢p + C _ ] . ] ' \ - o o .
cos?¢ ) _ J g 2 3 1% s '
. . | 9. cos’xdx = senx - ?sen X + 3 sen’x + C
m = 2k + 1 impapr . S gy N o T d B ' 3 Solucién : -
2 A ' . 3 - N F .
f;en2¢ sengd¢ = - f(l-cosztb)d(icoscp) ‘ 1. . ] n = 2k + 1 impar ‘y positivo
T 9 N i .cos ¢ : : ' 3 : . S G b
: . gt A ) ] = [cos"x- cosxdx = [(1 - sen?x)?d(senx) =
| P d(co X : f‘ ) J Nt -
| v SEL [d (cosd) : : | , , ,
| cos®¢ 1 = } (1 - 2sen?x + sen“x)d(senx)
. 1 - .
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> plepx - = sendx + L C
3 5
10. sen"y dy = - 2vcosy (1 -%coszy + ?cos“y) + C
Vcosy g :
Solucién : .
‘n =2k + 1 impar positivo
Sl : (1 - éos‘éy)‘z
= 0¥ senydy = - | =S5 ¥’ 4q(cosy)
cosy Ycosy
. - [ (1 £ 2 cos?y + cos"y)d'(cosy)'
"Vcosy T
’ d(‘cosy) . 5[ cos?y S Coomie
= - 222l ¥ 2 ——=. d(cosy) - LO2.Y  d(cosy)
Ycosy cosy: :
= - fcos-uzyd(cqsy) + 2'[cos”2yd(cosy):- [co's
o -y I ;
= -2 cos’/zy t T cosslzy‘—%c(,s%zy + C
- o : !
= - 2 cos(1 = T cos?y +%co§[-‘y) +C’
s, .
3 ‘ f , : .
11. SR - % sen?Pt(1 - %— sen?t + %—sen"t) + C
Vsen t . g :

Soltucién :
n = 2k '+ 1. impar y positivo

" cosl‘tcostdt =-[ (1 - sen?t)?
vV sent senP¢

(1 ~ 2sen?t -+ sen“t) .,
=,[ - ) d(sent)

seﬁ V?t
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_f_d(sen‘x)_ -2 ./senzxd(senx) + fsen“xd(senk)

d(sent)

12. /sen’z'ede

i
;

= [sen-mtd(sent) - 2 fsens/?td(sent) + /sen””t_d(sent)_

2/3 8/3, . 3 43, , ¢

-—t%,sen t-%sen t + 3y se

factorizando se tiene:

8 JdnEgy ML, A R
7 sen (1 2sgn»t+7sent)+c

Calcular las siguientes integrales y comprobar los resulta-
dos por diferenciacidn (La comprobacidn se-dejad como ejerci

cio para ud.) ‘ o

Solucién :
m = 2k + 1, impar y positivo N

= [senzZ‘O sen26 46 =-%’-’ f_(l - c_osze)d(cosﬂi) : :

- -;— [d(cbs29.)'+ -;— /co-s?_2ed(cos29) .

- _ 1 L ]
= 3 90329 + 5 cos’29 + C-

fcos J

Solucién :
n = 2k + 1 impar y . positivo

NTPe S

de

L -N .
oot s Shab 2%, ) e g DD czano
= [cos 5 cos 2'd9 = 2\ (1. sgn 2.)d(sen 2)»

, . . [ 2 M8l s 18
Zfd(sen 2),,2 sen® 2 d(ser-x_zk

_ g 2 3 O
-2sen2 asen2+c

; . - 2

i~[sen 2x cos 2x dx

1Solucién : du

| Sea: u = sen 2x + —2._= cos 2x dx
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v i 4 = 2k + 1, impar positivo:
-y du _ 1 b, AL 2 -y 2 ‘ | s :
-[-2— -5—/,U§U-4,u + C = sen®2x + C . . o
: ' ’ - » LY TR 2 2
- _ 4 & . - ) = sen*nx sen nx dx = - (1 - cos®nx)*d(cosnx)
g5 o sen®t cos®t dt i . e ’ _ s E 5 ' - .
§ P 4 el /(1 - 2cos?nx + c-os"‘nx)d(cosnx)
! m = 2k + 1 impar positivo 1 -5 /(1 - 2cos : ; : : ‘
‘ ’ -+ sen?t sent cos’t dt = [(1‘ - o:oszt)co'satd(cost')'“ 4 = - - /d(co ) 2 2 ! 4 -
! t = - 15 - , : ' 1 = 3 snx) + = Jcos 'nxd(cosnx) - = cos nxd(cosnx)
: 3 " 5 3 (mmat E ’ :
‘ = —_[cos td(cost) + /cos t d{cost) E 1 f "
i | S ' g == cos'nxd(cosnx)
=g E_ cos"t '+ é—'COS‘t‘ + C’ ,f‘ . g - . 2 g e .
) A ] i ) = - = cosnx + —cos’nx - — cos®nx + C
. . : . n s 3n . 5 : h
16. [cos" % sen? % d¢ = - 1 e .
. A 4 19. cos®(a”+ bt)dt i :
"n = 2k + 1, impar positivo . _ . | ¥ i : . .
. L oo . - n = 2k + 1, ‘impar positive.
= f4cos2 g— cos g— sepzl‘fgi- d¢ = f(l S %)senz %d(sen%) o~ i | o & J
i - ’ i 1 - = Jcos®(a + bt)cos(a + bt)dt 5
. en? & £ -2 aan*'t | Lo . - '
= 2 /sen > d(sen 5 ) 2 sen > d(sen 2) Ay E | - _;_ [1 - sen?(a + bt)]d(sen(a + bt)) =
- Zogend® - 2sen’d, o L 2 30 2 o0, | k , ) ,
- i 5 e B e T Wz+ ¢ ! =‘i d(sen(a’ + bt)) = ch sen®(a + bt)d(sen(a + bt))
° - - B 4 i i j* ) !
17. fse_nsmt.-r_ cos?mtdt . m = 2k + 1, impar positivo ;‘, i = seni(a ML - 1 send(a + bt) + C
- fseg mt sed mt coslmt dt . ‘ ctgh .. c;se/ 'ne L cosh
: N . Y ] o [___g__de f___i_ 49 f_o___ ,
9 ool 4 W . ; 3 i Vsen® sen Y29 sen¥g
= kB ($29 coszmt)coszmtd(gosmt_) T . ' i :
1 ‘ - et T O ' 1 i / R o ol
= - = [coszmtd(cos mt) + = cos"m‘td(co's' mt) - Fel co
_ a o - g " , uz senf + du = cosf de
= - ==—cos’mt + w—cos’mt + C ) 3 : g
3m | Sm S . i " .
i8. fser{snxdx = ’ g '
, i ]




' 3
21. [M dx =
Yeosix _

m = 2k + 1 dimpar y positivo.

sen?2x ] - cos2 2x)

——== sen 2x dx = f(—————ﬁ}—— sen2x dx -
Ycos2x . cos 72X - ‘ 3

M %_fd(cos 2%) + 2lfcos (2x) d(cos2x),

‘cos"a(_Qx) coslla(2x)

- = 21 [cos'w(zx)d(coszx_) + -21—[C085/3(2X)d(C052x)
== —:- coszﬁ(?x) + _l% C058/3'(2'x)'ﬂ- C

.[tgmxdx .jctgwxdx.

El ler paso para proceder a la solucidn de este tipo de in-

2do Caso.

Integrales de la forma:

tegrales es:

5 : 3 -9
tgmx ='tgm‘ x tg?x = tg'.n x(sec?x - 1)

i -2 . m=2 i
& ctg . x = lc‘tgn"' x ctglx ='ctgm ‘x(csc?x -~ 1)

[secmxdx(é [cscmxdx)

f

3er {aso:

Integrales de la Forma:

' ' . k - . 3 s F
Si m es. entero positivo par el ‘ler paso'es escribir:

n- . m-2/2
‘sec"x = sec" 2(x)seczx = (tg?x + 1) '/ sec?x

m . m-2 ' ., m-2/2
csc x = csc x csc?x = (ctglx + 1) / csc?x

‘4to Caso. .

Integrales de la Forma.

: A n
ftgmx sec"xdx (5 J.-ctgmx csc xdx)

‘Cuando n es par se procede como en el 3er caso, cuandom es

impar se procede como _del siguiente modo:

1

ftgmxsecnxdx ftgm-ixsecn-ix tgx secx dx

®

' f(seczx - 1)m_1/2secn-1x ‘secx tgx dx

i f(seczk 3 1.)m-1/-2. e Ty

6 fctgmxcs'cnxdx. = [c'.tgm_i(x)secn-ix ctéx_ csex dx

'

]_'x d(cscx) S

iy = - f(csczx- 1) 1/% e

Demostrar las siguientes integraciones.

L v K - u : ‘ :
1. ]tg:*x dx = Q—tgzx + In cosx + C
Solucidn.

jtgzx tgxdx = f‘(secz’ﬁ - 1)tgx dx = jseczxtgx dx - jtgx dx

n

i . ° 2 5
=ﬂgx sec’xdx - jg—(—c—oﬁl =w£gz;_x+]n | cosx |+ ¢

cosx

2. fct:g3-33(~d:'<b= -—S—ctgz—);—'— 3l_n|seh %l t C
Solucidn.

= fc‘tgz % ctg —’;— dx = [(csc2 2— 5 1)ctg %dx

Zx X _f X
.[csc 3 ctg3dx‘ cthdx

I) fctg %csq2

dx

[ARES




g 4 s = 2z % 4 : x x 2 X 4¢%
Sea: u = ctg el = 3 du.= csc 7. = fctgz _l;_rd(ctg’;) + b [ésc\ R 'd(u)'.
2 3, oy 3 » i " _ ) .
: - 3 [udu e ST Cl = 3 ctg 3 + C, _ B ctg? Xy ctg X i.c
S N ; E ' Y i - . '; 3 BT i u
X cos x/3 i A d(sen’x/3) : f Séede o Sl " 38 - i tg?36 + 2 1n|se036' + C
01y - Jlogg Een = - fEBSEIE g i dlcen x/5) 8 s e = o tg ! :
.3 sen x/3 . sen x/3 . ' - . [
: » - Solucidn. : > . ' -
= - 3 1ln]sen x/3] + c, E 3 - . : . 5 )
! ' = ’ ¢ . = [,tg33e tg?36d0 = (sec?3p - 1)tg?30de€
"De (I) y {II) se tiene: ’ ) |
]
“

ftg339 sec?30 49 - [tg’a.e_de

3

fctg3§dx= -g-ctgz gh-Slnlsen ®/3] + ¢ ' .
* T I) 'ftg33esecz39de = % [tg\’BSd(Ig-_ 38) = o tgh 36 + C,

' 3. [ctg’2x cse 2x dx = %csc 2x - —é— esc? 2% + ¢ ) .
; i . o . I1) - /tg339de = - [tgz 39.tg36d6 = .,
Soluctdn. . 708 E B - ; . i - |
m es impar positivo. - 2 . i . 2. -
o - . S~ : g ; ?;' = —j(sec 38 - 1) tg30 d8 = - sec 36 tg30 do +/t930d9
= Ictg22x ctg 2x csc 2x dx = -/(cscz2x - 1) ctg2xcsc2xdx’ ' e o i . | B B :
iy 3 Py , . R -

} - - Jroseatesser - § flloge)

=/cscz2x"ctg 2x csc2xdx - [ctg 2x esc 2x dx = - ' 1 : S ) R )
;, ! ' = - é-'tgzae, + 13lnlsec3§| +C,

o % [cséz2xd(gsc2x) + % /d'(.cscéx)

e o

N . : y i .". de (I); (IT) se i;iene:,"

csc 2x ~ L esc?2x + C
' ] ' : 1 : 1 :
fta'g53ede = -]—.-;'—-tg" Sif, e tg?3e + 3 In [sec 39] +C

u.fcsc"z—dx=-;:—ctg’-—-—uctg—+c
0 2 E 4 . ~
» ! sen“¢dd _ 1 3
Soluctdn. \ 6. [___T-— b tg i + C
: . 4 - cos’¢ T L -
= [cscz 2 osc? :—:—dx = [(ctgz 2 4+ 1)csc? uidx § ' Solucidn. ] i :
E : . e a3
. A : = /tg% sec?¢dd = ftg‘cpd_-(tgcp_,) =3 te'e +C
z X 2 X 2 X 5 . . o .
= ctg® = ¢csc® — dx ¢+ [csc ~ dx ‘ i ) ) : !
e ¥ o ° . ; ) ¢ dx o oGl 8 1
. S S IO Pl b ‘ 7. - = tg2x + é-.tg 2x - 3 ctg 2x + C
sen?2xcos*2x . ]
] ' ' : . S 75
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Solucidn.
Se sabe que sen?x + cos?x =1

f(senz2x + cos?2x)dx - f dx l,+ f dx
sen?2x cos“2x . cos'f2x sen?2x cos?2x

=_fsec"2xdx + fcscz2x sec?2xdx

I) [sec"Zxdx = f(tgz2x + 1)sec?2xdx

v

=ftgz?x sec?2xdx + [secz2xdx

= -21— ftngxd(tg 2x) + %fseczéxdux) = -E:‘_;-1:g_’2x'-|»2l1:g2x+cl

I1) fcscz2xsécz2xdx = fcscz2x(t‘gz2'x + 1)dx -

fcscz2x tg22xdx + fcscszdx

2 e 1
sen“2xdx

f._____._—_——+ fcsc22xdx =

sen?®2xcos?2x _

'[sec22$<d(2x) + % fcscz2xd(2‘x).

Nf

1 Ay )
= i—tg 2% & 5 ctg 2x + C,

de la solucidn de (I) y (II) se tiene:

___.dL__—— =1 tg? 2x + i tg2x + l1:g2x -3 ctg2x + C
2 b b 2 2 2
sen“2xcos '2x 4 ! .
“xd "oy evel ; .
g. [.._-———Cos XCX = _ = ctg¥x + C
3 5
sen x

Solucidn.

4
_ cos ' x 1 v -
= f . A dx = fctg"x ;sczxdx =

sen"x sen‘x

- »[ctg"xd(ctgx) = % ctgdx + ¢

+

¥z Bfsatn ol 5
9. fﬁ.ﬂ..’.‘.fli‘.: 2 o5k 2 w2
- gV¥x - tg + C
cos”/zx : ° 9 o
Soluecidn.

32, - o '
sen 7%x 1 .
. dx = ftgyzx sec¥?xdx =
fcosyzx cos ¥2x S

= [tgalz(x) seczx(tugzx‘*r. i,)dx'

=‘ftg7/2x sec?xdx + f:tgyzx sec?x dx '

= tg’lzxd(fgx) + [tg’/zxd('tg
X . | A
='g—tg9/2X +—§—tg5/zx + C

10. ftgsa sec ¥?ada =--§— sec¥qy - % sec®q + ¢ -

~

Solucidn.

- 2 .y '
= ,/tg asec Pqtga.secada = [(«secza-l)sec’lza.tgcxsecada

= /Asec‘”zad('seca_:)'- f_seca/zad(seca) = %segslza-g—secyza + C

secax, __ 1 < yRe | E
11. [(-—t-gé—;) dx = - _a—(ctgax + 5 ctgaax) ’+ C
Solugidn. ' ' g

1/cosax\; _ . 1 u .
f(ie_na_X) g [(senax) dx .= fcscaxdx

cosax

Kt




[csczéx.csczaxdx = /(ctgzax + 1)esc?axdx

=fct92axcsc2ax dx+/csc2axdx

3

1 f e 1 /d(c : :
=— J'tg btd(tz b - QISDItHips g Y11 SR
5 '_s (tg t‘) LA Sectoe = L8 bt +

C1 3
+'F\ln|cosl_:t|_ +C

: S ) p ' 4 3 i " ' At :
' 1 f 2 ' 1 f 2 3 : II. - = /t bt dt = + > [_\d(cosbt) =3
= 2 ctg©axd(ctgax) + - l’“csc axd(ait) ‘ 1 X b g : b Y 1n|cosbt| + ¢,

@ . -

III. 3 [ct-g btdt = /'°°Sbt dt = ijd(senbt) -
o g _senbt b senbt

1 3 1 ‘ i
T - —— Ct - — T + C 5 ,
A iy £1a % 5 g ax ) . ] ) ) §

3
; 3 ) . : i = — Iln)senbt| +
factorizando se tiene: . o I ;. b | | <,
_'i ( %. c~tg3ax + ctgax) .+ C : [ . § . % . ] |
A = ‘ - ‘ 3 Iv) - Jetg'btdt = - Jctg’btetgbtdr = - '/‘(csczbt-i)ctgbtdt
2 . b I 1 3 i f i - )
f(ctg 28 + ctg 26)d9 = - % c_’tg.,26 + C r , ‘ , = dtght csc?btdt - ctgbtdt

Solucidn. - ' : B 3 ] : ] 4 f ' | L( o |
' g . ' : -1 ; 1 d(senbt 1 3
y § , T .ctgbtd(ctgbt) + E/—-—“)—= —ctgzb_t‘+

. ' N A P sSenbt - 2b.
= ctg?20(1 + ctg?20)dd ="} ctg? 28csc?208d@

. Py S| : : + bi In|senbt| + C, .
= - ;—_fc‘tg_229d(ctg29) T , .l 4 ; ' . 4
‘ : . 3§ de las soluciones .de (I), (II), (iII) y (IV).'Se_tiene: L9

= - %—_ctg329 T ' ' ' L

y » : _ s _ 1 2 1 ‘ .
. 1 ‘ ](tgbt ctgbt) " 2p '8 bt + = .ln|cosbt]| +‘,f:’- In |cosbt]| +
g | - / . b 5 . i
[(tgbt - ctgbt)idt = 2_;' (tg?bt + ctg?bt) + ]—l:- lnsen2bt + C s
o ) ) . ! o L = ! 3 : 1 ) e |
e B s 2N X DR o ; { + 5 1n|senbt| # 7 ctg’bt + 5 Infsenbt] + ¢
Solucidn. :
- . E » ‘ - ,‘ ¢ e y B~ R 1 'factoriza'ndo y sumando términos semejantes se 'tliene:
="[(tg3’bt - 3 tg?bt ctgbt + 3tgbt ctg?bt - ectg’bt)dt. ‘ : - ’ }
. . . ! . X ] 5 1 . n . ]
E o , - = 5 (tgzbty + ctg’bt) *+ 4 .(Inlcosbt| + 1n|senbt|) + ¢
= [tg’bt dt. - 3 ./ tg btdt-+ '3 Jctg'btdt - [ ctg’btdt 1 : , ' . “
. ] 1 1a ;
1) [tg.abtdt_ = ftgzbt tgbtdt = /[seczbt - 1)tgbtdt E B i~ (tg?bt + ctg‘zb»‘c,) ty lnlsenbt-cosbtl' +C

[tg btsec?btdt -ﬂ tgbtdt *
: ' b

: | - , 79




Hallar el valor de.c/u de las siguientes inte rales comprobar _ x % N i
2 g & R4 i = -2 Jetg" E-_d(ctg 5—) -2 [ctg? %d(ctg ;,) -2 Jdletg 2
los resultados por diferencifcién (la comprobac1on queda como e 1 4 d B %

|
-

jercicio para ud.) ) 1 9 I x
- - i b 3 = =4 ctg '2“—‘Ctg3§-—2ctg—+c
2 5 S : 3 :
14, [ctgsaxdx = [c_:tg3ax ctg axdx =. [qtgaax(csczax-i)dx ! '
/ _ / a2 o o [sec*tat e ’ 2
. - o 1 17. feca dt_ (tg t3 1) sec’tde = | sec St fsec tdt
= ctg'aaxcscza‘xdx - /ctgaaxdx‘ i “ tg t i tg 't Lo tet 3 gl
o 1 e 1 | o {axet) f -

. 3 2 .. 3 ~r oy 4 ] o - fd{tgt)

I. [ctg axcsc“axdx = = fctg axd(ctgax) iy <.:tg ax + C, 1 - f BT + Jtg “td(tgt)
N : 1 -2 : y
1. - fctgaax o o fctgzaxctgaxdx = - [(csc‘ax-l)ctgaxdx 4 = }nltgtl -y tg t+C= Injtgt]| = & v+ C
< % o — ] - . ’ Ztgzt
| ' = - u[ctgax csclaxdx + /ctgaxdx . ' secxdx (tgix 41
‘ . \ ) e r 18. —=2 = 2 T " 2 sec?xdx -
; : Yigx tgy .

: By
S [ctgaxd(‘ctgax) + _1_f_d_(__s_er_1_i§_)_= ——1—ctg2ax + =ln|senax]|+C .
a . a senax 2a a 24 . > i _2 )
: " ) 3 . tg¥'x secx dx + tg X seczqu

De la solucidn de (I) y (II) se tiene: N & ] 1

J " . . .
tgﬁzxd(tgx)‘+ /tg'#xd(tgx)_ = g—tgyzx +2tg¥x + ¢

5 SR L 1 .
fctg axdx = - = ctg ax .+ = ctglax + ln]senaxl + C 7 .
) 4 2 y : : : CSCaX,y _ | ,1/senax ‘ i
15. /secsed.e = [sec Bsec”0de = f(tgze + ‘jl)zsgczed_e ‘ ‘ = [(ctgax) N [(m)“§x = [sec’axdx = [ (tg’ax+1)sec?axdx

L ' =/ (tg"e + 2 1‘79‘26 2 l)SéCZBde o1 ‘ 1 7 i 1 : 3 ]
. - = 3 tgfaxd(tgax) + Py d{tg ax) = 33 tg ax +'3 tgax + C

y : : 2 o o ; ~i | i ] ‘ ‘
/tg 8d(tgh) + 2 ftg 84 (tg0) + _[d(’cge) c I 5 20. /tg 3 sec® T dx = ftg’ 3 sec® 3 tg % sec X dx ' a0
| . g tg 8 w3 tg 8 + tgh + C { - g 4 I = f(sec2 X o 1)sec? Xt isec'idx
- | i B : 3 3 B3 3
16. /CSc6 Xax = ['Csc" X ese? 2 oax = .[(Ctgz X0t 1)%csc? X ax ‘ el ) .
2 © 2 2 A 2 i . x x = Gl ¥ = o
’ ' ‘ o _ ‘ sec® 3 d{sec’ —) - 3 | sec? Ed(sec 3) = g sec” 7 - sec 3 +C

[
en”3xcos?3x

. 2
sen 3xcos” 3x sen?3xcos?3x sen” 3x

IR by s T &yl 2 X4 t B : an : ‘
i | . [(ctgA 2t Zete i LNgRE 2 i agc) [ oo dx [(senzax + cos?ax)dx [ dx f dx
o . —_— = +
‘ ' . s B
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F 2 2 y Gy .2 2 i "
/csc 3x sec®3x + /csc 3xdx = f(ctg‘ 3x + 1)sec 3xd.x - _[tg2¢d(tg¢) + /sec2¢d¢ - fdtb S %-tg3‘¢‘+ tgd - $+C,

e 2 ‘ ;
+ f(ctg_ 3x + 1)csc?3xdx. ‘de la solucidn de (I) y (II) se tiene:

"

1 1
f(zfgq,) d¢ = 5 tg% - F tg’¢ + tgp - ¢ + C

= [cthBx sec?3xdx + /sec2‘3x+ ctg?3xcsc?3xdx +ﬁscz3i<dx ‘

D

24, f(-—-———tgat Y'at

4 4 = ¥ 2 mad
e- f .
T ft_g at s.ec atd tgtat(tg®at+l)sec‘atdt

= ]csczilxdx + /seczaxdx +'/ctg23x csc?3xdx + fcsczaxdx-

=5 g
'

: 2 “ ]
= 2 fcscz.’ixdx + /sec 3x dx +[ctg23xqsc23xdx

/tgsat secZatdt '+ ftg"at sec?atdt =

- g2 N ¥ 1] ‘ T ‘ :
o = fd(ctgax) = [d(tgax) - E‘ICtgz3xd(ctg§x) ] { - g—ftg"atd(tg at) + %—[tg"atd(tg oo
010 . ' - . :, 4 3 ) .
2 1 1 e e :
= - ctg 3x + = tg 3x - = ctglix + C i 1 1
3 . 3 9. : e ? T s
b ! . : 7a tg ai’T t =03 tgat + C
bX cosbs . . .
22. [(CSC [(c»cbx —=E2Xy2 gy - /cscszct 2bxd c & 2% - ]
tgbx senbx . g - : : 25, ftg xdx_ | tgx M dx = \ft’gx Sec3l2xdx - f_“ﬁﬂ_
i ‘ s F ] * Ysecx secuzx . i sec ¥y
Sea u = ctg bx -+ - G = csc?bxdx ' ) . ; ' . L
, T : _ i y2 o 12
] . ) 3 y ] X = sec 7°x tgx secxdx - cos senxdx
L AN Wiy n " sl U s c = . : 3 i :
' S ) ] T vz ‘ ~ 12 . 2 32 R
A 3 : . " P i F : = sec Yx3(secx) + cos  xd{cosx) = = sec¥x + 2cos’x + C
SWE E—ctg,bx + C - % o ) : e NS A 3 =8
5 | : .
23 (8% ya, o [, “ 2 ’ ' 5l -'f“ cc?x(tgix + 1)
Y ctg¢) ¢ = tg_ ¢do = tg‘¢($ec ¢.-1)d¢ } ‘ ] 26. tg xsec xdx = tg xsec X tgx dx
3 . . X . ‘_ : .
b 2, : [ .. i 41 y R ) \ "
8 [tg psecpdd - /tg $do = ! ; . !
_ . - : u ; o= tgn+2x sec?x + | tgnxseczxdx‘
D ftg“¢sec2¢d¢> = ftg"th_l(tgcp) = -;—t‘g’5-¢ NGRS i : S
S ' - n+2 [ n w 1 n+3 1 n+1l
o i ' = ftg xd_(f:gx) . tg d(tgx) = "5 te x t—te x+C

) - [F8q¢d¢ = - ]tg2¢'(secz¢ - 1)d¢ = - /tg2¢secz¢d¢ + i ' ' o fo . ‘ /
: ’ ‘ 26 b ftg326(5e0229 -1)de

: - - _ ! g || e
+ [tgl¢de : ‘ sec?28

sec?28

~

82 ‘ - | _ , , 83




_ tg326 - tg326 46 ) 6to CASO:
3 sec26 0 3 ] INTTGRALLS BE LA FORMA
. sec26 .

' s s dx; 3 > d ;/ccsmx cos nx dx
tg29(sec226 - 1) f.»en mx cosnxX dx; [sen mx sen nx X

" 3
T de sen®26d6
para m # n, se utiliza las siguientes identidades trigo-
= [tg2esec26d6 - [cosQGde - fsen326d6 i nométricas.
' ‘ sen mxcosnx = ;— [sen(m + n)x + sen(m-n)x]
- lft 28s5ec20d(26) - — [cos26d(26) = fsen?&d(?ﬁ) 1
2 : 2 2 sen mx sen nx = > [cos(m-n)x - cos(m+n)x]
i 2 ‘ cos mx cos nx = = [cos(m - n)x + cos(m + n)x]
- 5 ] cos 26d(cos28) 2
1 1 1 ! 1 Demostrar las siguientes integracione.:s.
= = sec28 - = sen 28 + > cos28 - = cos’26 + C
2 2 2 6 .
2 o x _ sen 2x .
, 1. fsen xdx = 5 = C
Sto CASO:
‘ : ~ Solucidn.
CALCULO DE INTEGRALES DE LA FORMA ] ~ .
W ‘ . ,
: = —1-(1 - cos2x)dx = = [dx - = /cos2xdx
A m n 2 2 2
sen ucos udu
5 5 : 1 2 - B 2x + C
a) Cuando m, 3 n son niimeros impares y positivos, se resuelve co =5z Jdx - cos2xd(2x) = 7 - - sen 2x
mo el ler caso.
b) Cuando m y n son mnimeros pares y positiveos, se transforma 4 5. fsen"xdx _ _:_ senuZ,x +4ser;2'+x + C
valiéndose de las siguientes identidades trigonométricas.
o1 Solucidn.
sen u cos u's 5 sen 2u . -
i 1 - cos2x.y2 1 /d 1 / 1 f 2
= Y == X -~ = cos2x dx+ cos“2xdx
sen?u = %— (1 ~ cos 2u) 1 /( > )%dx n 2 e 'E
2y = 1 S ! - 1 1 + cos ux
e (1 + cos2u) - = /d'x i [costd(2x) + = (——-——2——.-—)_dx
‘ m TR Y
g z E f L [d + —}—[cosuxd(ux)
= Ifdx = & cos2xd(2x) + g I X 73 ,
: . x 1 X 1 |__3_ - Leeno +—1— senlx+C
=4 - sen 2x + gt ﬁsenux F B b ”s‘en X 32
84 . 85




3. cosux dx=%x+{-sen 2x+?1fsenlix +.C

Solucién : '
. 1 . 1k 1
] 3 cos*xdx = ¢ (1 + cos2x)?dx = ¢ Jdx + ¥ cos2x dx
+ II‘- c0522x dx
= %—/dx + é[‘cos?xd(?x) + %- fdx + E%— [co.suxd(ux)

x 1 . 1 1 :
] = — — — — 4 + C
= + T sen 2x + 3 X + W) sen’ X
‘8% sen 2% sen’2x 3 sen 4x

cen® = - : "N + C
| 4. f.)en xd x 16 o +_< B -+ n

Solucidn. ' ] '

S - %— {1 - cos2x)¥dx = %— [dx - Z— fcos?x + % fcbsz2xdx

- gé— [‘cos%xd;p . ) ol

teniendo en cuenta que..

i cos?2x = %— (1 + cosldx) tenemos:

_1[ 3
R e

ki

f;os2xd(2k) +

y

3 3 f ) ‘
+ —— y 4 -
3 /dx g Ccos xd( X)

,] }8_ [cos2x(1 - sen?2x)dx . : _ i
e [d.x i—f os2xd(2x) + ——[dx + e costxd(4x) +_,

=8 16 6u 1

——1—[ en 2xd(sen2x) e [cos?xd(2x)'-n . :

6 16 i s

% 3 3x 3 ik 3 o {2

) - e — — 4x + —— sen 2 - —— Sen2x A

3 16 sen?x +',16 + 6!4 sen Ux 58 | 16, !

5 1 T8 3 3
= . - — C— D a— G n b 4 +
16 X sen 2x + 3 sen“2x + se L C

‘86 , .

5. [senz

Solucidn.

[STES

cos idx-i + C
2 T8 s

sen2x + C

= /%— -(1 ~ cos 2—,2‘5(1 + cos %—)dx = -3— f'dx - %[COSZXdX
.:.. [dx = % f(l + 'coséx)dx
=—i‘- /dx - ;'— /dx +:E—é- fco's.'2xd(2x) = 12:- 3 %*‘ 1—;
=—}8‘—-1—;sen2x+'(; )
6. [sesn22x,cos"2xdx = 1_x__+ sen;:x 89222}( + C

Solucidn.

cos4x)(1 + costx)Zdx =

~ cos?4x - cosiux)dx
<t fan v feoon
e ‘dx + T3 .cosuxd(ux) S
8 /cosux(l - senZux)dx
il j’ 1 .j’ .y
"3 dx '+ % I cosldxd(4x) - —
'_ )2 fcosu d(u. )
32 e P =N
X 1 x 1 ‘
EE i - e— = — -
'3 32 senlx 16 158 cos 8x
X | 1
= /= = == cOS 8x+——senl+x+C

B

16 128 96

1
—1—6-1[(1 + cos8x)dx -

v

s 51 =
e dx - 55 cos8xd(8x) -

1 -
—[ sen?4x cosbxdx

—l sen 4x +
32 96

1 .
—— sen’tx+C

87




o) :
7..1(2-0:1059} do = -2— 8 - lLseng + {— sen28 + C

88

t 0

Soluci6én

= /de -4 /cose de + /c0529d9 = 1&/de - b fcoseds
g : :
+ 5 [(1 + cos20)d8

4 fde - [c086d9_+ 21 /der+ % [cosQGd(26}

= 46 - hsend +-;-9'+11;sen26 + C
<! 6 - hsené‘+ ! sen28 + C
2 I . .
(sen?¢ + cos¢)?d¢ = —/%‘-# % sen¢ +—Sﬂ’13—u2—¢—+ C

¢

Solucidn.

=) [sen“¢d¢' + 2 ﬁenzgﬁ cosd .d.ﬁ jo-/cosz¢d¢=

= f—:—/(l - c052¢')2d¢'.+ 2 /sen2¢d(sen¢) + -;— /(1+vcos2¢')d¢

: v}-&-[d(b

i

N =

/cés2¢~dq: + i—[_cosz2l¢d¢ +°'2 /sen2¢d(sen¢)"+‘

+~;—/d¢‘+%—'[cos2¢d¢‘ SRR
. i_quy . 3— [éosz¢d(2¢) + % [(1 + cost)do :

o' [sen2¢d($end§) 4'% /d¢ ¥ % [c052¢d(2¢) ,
= i— [d(ia —'L%— [cos2¢d(2¢) + al/ddz + 5—;— /cos‘u‘cbd-(u(b.) +

+ 2 /éeh2¢d(sen¢) + %/dq; +'ui /cqs2¢d(2¢)
:—ii— il—lsenﬂ.q.» +li+-1—sen k¢ +—§-’sen3¢ +-;—'-¢ + %—sen2¢ +C

L) 8 32

’.

7 2 3 1
= g ¢ + 5‘ sen ¢ + ~3—§~ sen 14-¢ LG
. Cos2x Cosbx
= - — + C
9. [seancostdx i el
Solucidén. &

h

%—[ [sen_(g.+ 4)x + sen(2 - u4)x]dx =

T ‘ ' - ;— jsen(2x)dx

q f , 1 [ ' .
=] —_— 2 =3
15 - sen6xd (6x) m sen >'<d(2x) A
. : _ senx sen 5x
i0. /sen:h: sen2xdx = = T T + C

Solucidn. - .

d [[co's(a - 2)x - c0s5(3 -+ 2)x]dx =

2
1 = }—;—lvfcosSxdx

= §enx __7. I%- senb5x +'C

N

g P d . 7 :
11. [cosux cos3xdx = .s_e%g_ +..‘_§_g_r_;u_>5 + C

Solucidn. k

ST

INTTN

= ‘fc'osxdfc- + %— /-éos7xdx"

1
senx. + Ty sen7x:+ C

N

= f[cos(l\t - 3)x + cos(4 + 3)x]dx =

:21— fsensxdx -‘

1
= -1—2-9056xv

Nj

fcosxdx -

+£—cos 2x + C

89




- Hallar el valor.

. 1
12. [cos“xdx =

El~

frdx +
[dx+

4l
+ — s
5 en2x +

" 1
% Flr .::|i.-
Flr

-x-‘(u—t

o
§ 80

12,

)
/

13. [senzaxcoszaxdx

|

H—-[(i + cos2x)2d_x =

[c~osﬁxd.(2x) +
[cqs2xd(2x)_ +

L3
87 32

1 .
+-§-X+

[dx = %—f(_i + coshax)dx

de c/u de las siguientes J.ntegrales

{La comprobacidn comec ejerc1c1o para Ud.)

’

1 i s

T [dx + 5‘ cosZxdx +
B (. 2

R Gos“2xdx

12

[(1‘ + coslx)dx =

[dx t £ fcosuxd(ug)

senlx + C

.
8

@R

32

X
- +

1
sen2x + 37 sen bx + C

.

%— f(l + cos2ax)?dx. =

1 / 1 [ . " 1 / 2
5 dx + m 2cos2ax + i cos 2ax.

cos2axd(2ax) + _— [(1 + cosuax)dx

cos2axd(2ax) Y [dx + - 32 /co_;uaxd(uéx)_

1‘ F
32a Sen bax + C .

= f(l - cos2ax)(1 + cos2ax)dx =

f(l - cos?2ax)dx-

F=

1 1 \
"5 dx - g d.x = T[cosuaxd(uax)
- _;i - .;i = -:i_%—a sen 4ax + ¢

)
14, fsen“

Nj@

2 8 Lol [ - 8y2 3 2
cos 7 d?;,&d (}1" C?SZ 2‘)‘(‘1 + cos2 )de'

- /(1 - ¢osH —:coszﬁ + cos®8)de’

8
A% Lot f‘ 2 1
[cosﬁ - /CO$8 de g J cos 8 de + g

(T
= 3 de g |
c = MGe - L - L j’  c0s26)d8 +
=5 de 5 fcose " 0 (1 + cos28)
+ %— ]cos.e(l - §en26>)de
1 e (m SN, g @ s Uy UF Py s
2 /de o= /cose = -dG 2A‘[cos29_d(26)
1 iy 1 2 :
: + = jcosede - = [sen 8d(senb)
; 8 8 :
oL 1g . L 1 gens - L sen’e + C
s senb - 15 6 - 32~s_en26 t 3 sen® 5y Sen
9 1 1 3
== - =5 - c
76~ 32 sen20 5y, Sen 6 +

o : : : ' 5
15. /sen"a.cosl‘ada = 1—16' s‘gn!“Zada e (1-cosla)“da

1 ! ‘ 1 }f A
88— - bado + — cos“l4odo
B dar 32 coshla &4 J
1 - coskad(4a) = —i-a - senda + C
1) 128 g b 128 1
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I1) ﬁl‘ fcoszl{cxda ——-—1;8 /(1 + cos8a)da ‘ 17. [(1 + cosx) ddx = f[(l + 3cosx + 3cos?x + cos’x)dx

& ha . " = /dx + 3 [cosxdx-+ 3 fcosz_xd;& + /cosaxdx

.1 ]
12_8- fd(l + m [cosSad(Sa)

1) dx + 3 fcosxdx = x + 3 senx + c,

3

2 3

: j + [ dx = = f(l + cos2x)dx
de_lavSOlUCJ.én'de (I), (II) se tiene: ) | II) 3 [cos xdx c»os xdx = 3 .

(
. - 4

.

G By T
128 1004 sen8a + c, -

senBa + C > o+ fcosx(l' - sen?x)dx

= % /dx»+"%~ /cszxd(Zx) +. /cosxdx = fsenzxd(senx)

f o & 3 1 1
sen o cos oado = —— - = —_—
; 128‘0‘ 128 sen ucx'+ 1024

. l - = . ’
16.. fsenzxcossxdx =7 jsenZQx cosl'xdx =

31 1 3.
> + % sen2x + ser?x 3 sen’x 2

"

1 . ’
g/senz2x(1 + cos2x)%dx.
’ ' | De ka solucidn de (I), (II) se tiene:
1 .2 i S ' '
=7 fsen 2x dx + -lli»fjsenZZxcoﬂx dx f-é- Sen22xc0522xdx . . 3 . .
F (1. + cosx)3dx = -2—’£ + 4 senx + Z—_gean -3 sen’x + C

1 ' 285 1 . : - . .
1) [Sen'Zx dx = /!- L & ]/ g ‘ .
8 76 J (1 meosha)dx = yg Jdx - g f costnd (hx) ; 18. f(/9en26 - c0826)%d8 = | (sén20 - 2sen¥220 cos20+cos?28)d6
W21 Geny SN = /senZBdG = /'s'en‘/zze cos20d8 + /,cosZZGdB
16 64 1
1 N ‘ ' .
) 1) % _/senZZxCOSZxdx * % fsenZZxd (sen2x) =-;—4' sen’ 2x + ch = — /senZBd(26)—[sen11220d(sen26) t s /(1 +coshb)de
I11) % fs‘;“zzx‘mszz*dx o 2 (% w1 18 sen 8x) + C"- : - . ‘ 1 / :
. ' - & R ) z 3 1 = % f’sen?@d(ZB) + [ senVZZOd(senZO) + - .de +
Por Ejercicio 13. . ‘ . )
de la solucidn de (I), (II), (III) se tiene: ‘ s coskfd(48)
P . - & .
2 ] 5x  senkx 1 S { . ) . o
/sen Xcos  xdx =-?IT . ._—6(4 T 312 sen8x + -2—2- sen®2x + ¢ flvnalmente 1ntegréndo se tiene: y ‘ ' ,
1 o6 2 sentizg s 84 1L |
=._-2—cos2e + - sen 2e+u+85en26+6'

93

92




’ . ! : 2
v ' ; ' ' 2 T + l»j 2xd
[( 0S8 ~ 2send =j (cos® - l'sene(cose)l/z g ’-lsenze)de - , f'cos xdx + 4 [cosxcostdx | cos” 2xdx

o = cosBd8 + ’-l /(cose)l/ COSG + 2 1 - g 0 : B : o
b ' j P ( ) /(I cosZS)dG '.%"f“ + cos2X) dx + 2 I[COS(Z_”X + cos(2 + 1)x]_g>§ +
0 3 fcosede + 4 /(cose) (cose) + 2 [de 2 /coszgdg : -, g i .

9 " o “+ 2] (1 +coslix)dx

finalmente int'e'grandc; se tiene: B = , ‘ . g ] : I ) . 2 o -
oo e 4 . ' : | = %‘- jdx + % [costd(?{x) + 2 cosxdx + i co'sSxd(Sx) +
[(/cose - 2senB)?d8 = send +§ (cose)3/2 +20 - sen28 +'C 4 . ' o
. ) . F 2 ] o % e - B o o
s . y 5 } : - , ' i
0. [(sean —,_sen3x).2dx = [(sen"Zx - 2sen2xsen3x + sen?3x)dx 4 : ' +4.2/;x'+ 7 co‘shxd(hx)' ' oy
= f"senZZxdx‘- 2 /.seansen‘3xdx + fsen23xdx ] ) . . ' & i :
; e . ' . - Finalmente integrando se tiene: I ) ! -
. . ;‘Z‘: X - L]
—_1-.[(1 . 4x)d [{ co o 4 : - : ol - I = sen2x N 12 . +§.’l’i"_.+c
=7 - cos X)-‘x'— cds(3-2)x - cos(3 + 2)x]dx.+ y ] (cosx + 2cos2x) dx =%+ - 2senx + % sendx 25 |
M= (1 - cos6bx)dx ‘ i ‘ h p— ; ol
T . . . o , ’ A
‘ ) ' 5 . i i 22. " J'(senx '+ cos2x)“dx = (sen?x + 2senxcos2x+cos®2x)dx
= dx - " cosdxd(4x) + 5 cgsSxd(Sx) - cosxdx + q B B

/senzxdxw 2 [seﬁxco-stdx + [cos"’ 2xdx

1 - 35 . ) 1.
+ fdx cos6xdx /(1 - cos2x)dx + /(senSx - senx)dx + > /(1—cosux)dx

. an
'

/dx ;% /cos2xd(2x-.) + % /sé_.n‘(ixd(iix) - lé‘.enidx +

1
NI

finalmente int_eg'rando se tiene:

| xg g8 ‘ 1 -
| _ - = o e =, ¢ ; 20 WowrTs | E .
= > " 8 wsenlox + 5 senS5x senx + > 13 senbx + C ; : ] .
) ] . . . L
iz S . . 3 + -z-fdx + g [coshxd( x)
. senbx senS5x . - sen6x K
= - - + - o — i
X 3 5 senx 12 + Cc , . .y
integrando se tiene:
21. /(cosx + 2cos2x)?dx = f cos?x + 4co 2x -+ 4 2 0 o : ; 7 i T
. ' ) ( sXcos2x cos " 2x)dx : I % il de %—-A,COSQX”*' Shtia é_hsenl,x +C
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INTEGRACION POR SUSTITUCION TRIGONOMETRICAS ,

X ’ .
i ; d Como: tgbh =~ en el triangulo rectdngulo se tiene:
1. Si la integral contiene el radical va? - u?, generalmente se ha . /2 .
ce: 3
u = asenf, donde /va? - aZsen?@ = /_az(ll-senze) = acosf ) senf = ___’i___ ‘ . ' 2
' ' x%2 + 2 3
‘ i X
2. 81 la integral contiene el radical u? - a%, se hace -
I : L Iy . . d & .
; S [ <X e 21 —_X_ i i
: N | (x* + 2)* 2 vz
u = asecb, de donde Azsecze - a? = /az(secze - 1) = atgb ; _ B ¢ A
o
. ’ g . ' : 2 ° )
3. Si la integral contiene el radical vu?® + a2, se hace - 2. [__3<_d_x__=2§ Vx? - 6 + 3ln(x + Vx® - 6) + C
8 : b 2 .
. ! - x2 - 6 , .
~u = atgh, de donde \/aztg26+ ad s »/aiz(tgze + 1) = asec® »‘ Solucidn
En ciertos casos, en lugar de las sustituciones trigonométricas - S S 6L S G EN S L TN R, RNl R G SRR /6 coshd por
¢ consiguiente o dx = /E'senhede de donde

es preferible emplear las sustit. hiperbdlicas cuyo caracter es

respectivamente. : i » . fxzdx - .f6/6_ cosh?8senhfdo o 6[coshzesenh6d6

1. = 5 = i senh§
( u asen® & u atght .: /x'z‘_‘g /6cosh2-—6

2. u = asecB & u = acosh@ ]

3. u = atg'G 6 u = asenh@ l . . ] _ = 6 fcosh26d6

DEMOSTRAR LAS SIGUIENTES INTEGRACIONES

3 f(coshze + 1)de = 3 ]coshzede + 3 /de

. f dx % .. LI - —g-[coshz.ed(ze) +3 ]de
2 32 - : i
(x + 2) 2 xz + 2 ‘ ) . }
. ‘ 3 4 2 : |
3 § = = b = . (68
Solucidn. ’ 5 senh26 + 38 + C 3 senhfcosh® .+ 386
de la forma vu?® + a? .°. 15 ‘
4 como: coshf = —, en el tridngulo
g _ ' -k
Sea x = ¥Y2 tgh por consiguiente dx = V2 sec?06d® | ! \
- R g ) : rectidngulo se tiene: }
2 2.4 2
- Y7 sec?6d0 N V7 sec 8do _ 2ifsec 048 _ I , P /%2 - 6 . |
(2tg?e + 2) ¥ (2sec26)3’2j seclo | i J5 ‘

96 ; | | 1 = | - 97 |
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X t+ ¥x° - 6
L M T

/5

ee = coshf + senhf =

(Ver en el texto funciones hiperbblicas)

T 3 4
donde 8 = ln(i—i——i————g) + 36 = 3lnF YX - ) “
“V6 V6
tendremos en difinitifva.
»
2 Vo -
x“dx - 3 X X -6 " 31n(x + Vx 6) +C
' [z /6 /6 3
x“-6 . )
=;—/x’-6+31n(x+/x2-5)—31nf6'+c
=’2‘—»/x2-6+31n(x+|/x5-6)+cl
donde: C - 3 1nv6 = c, és una nueva constante arbitraria ]
ax ‘
3. et = I
(5")(2)3/2 2

5¢¥5 - x
Solucidn.

empleando la sustitucidn:

x = /5 senf, entonces dx = V5 cos@df, se tiene:

_ | /5 cosbde _ [ /Scosede  _ lfcosede
(5 - Ssen?g)¥? (5cos?8) g cos?e .
=% —-—-‘1—9—-=%[sec29d9=%tge+c '
cos?9
Como: senf = —— , en el tridngule rectdngulo se tiene
re
; Y5 8

98

tge =)

Finalmente t

enemos:

X +C

f dx | L
_ L2332
O i T o

Soluci&n!

empleando la

4sen?62¢c

= - = /4 -t

t 2 t
3 + Zarcsen 3-+ Cc

sust. t = 2 senf, entonces'dt = 2cosf8df

- usen?d

2 [d'e —[c
= 28 -sen20

Como senf =

f . x2dx
(x2 + 8)¥2

Solucidn.

Empleando la

2l ffs'enzede = 2 f

.

0s526d(28)

= 26 - 2senfcosf + C

(1 -cos 23)d8

t [y 2 T .
Cl en el tridngulo rectdngulo se tiene

2 RN
ar‘csen2 .?.'7—

Vx% + 8 ’

sustitucién hiperbdlica:

¢

X
T + Int(x + Vx% + 8) + C
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= /8 senh8 .. dx VE cosh@db e i‘ ' _Soluecidn.

N

: _/ssenhze/é‘ cosh0dg '=f 8/8 senh’6coshd0

(Bsenth + 8)¥2 (8cosh?g) Y2~ ";~, E‘ N . }i__:ii___ & %.1n(f—____i____) + C .
' ' i : ‘xsz + 4 2+ /%% 4+ 4 . '
senh?0coshfdf senh?9 i - ) g ’
f. 3 3 P L= tgh®0de : | Solucidn. -
cosh 6 cosh®6 ) N 1 : d n 1
' ‘ - Sea: x = 2tgd, entonces dx = 2sec®06d8
2 f(1 - sech?)d® = fde -[sech'iede ' oy o :
! ’ Fy 2sec®(de N sec’6d6 _ 1| sec6ds _ 1 cscods
‘ : = ‘ T 2) tgf2sech 2 tgo 2 §
2tgh/utg?o + 4 ' o

:6—t‘ghe+C

=i In(csech - ctgh) + C .

Cpho: senh61=-3i—'en el friéngulo 2

/8

como . tgh =-;; en el

rectidngulo se tiene:

tgh = =

. triingulo recténgulo

se tiene

/x% + 4

= » - " 3 , *  csch

9.-u

= coshf® + senhf = ——v—- i _ .8 B X @
' 2

: i ctgh = = , @

n 2 g . . ) i ._ N "
= ln@i4i—~§——i—§9 : d 3 finalmente se tiene: ) . _ . \
] /8 Co -« . ' R - ~ ' o !
. —31n("/"2*“-—2=)=—1‘1n(‘/"2+“"2)”-i1n[x +h - b, ‘
Fi t ti : T2 X X 2 X 2 ' S
inalmente se tiene | ) . x(2 + x2+H U
. 2 . P i . !
fl___f_ii7;-. 1n(x + vx? + 8) - X -1nf8 +c 1 % % |
2. 3 . = £ |
A : : %+ 8 7 A “,i‘
: . : 2 + /x% + 4 W
In(x + V/x% + 8) S LI +.C, : ] : i . . . . ’ ) N
. > . ) dx 1 . X ) il
X2 + 8 * i 8. = g-ln(———~————————9 : ) . B M
- _ : |
e o x/25 - x? Bn R /252 xS . i
donde €, = C 1nv/8 es una constante arbjitraria : Al ) B o o H
" L Y A ’ e ; Solucidn. i
= L] = g - arcsen % + C . 1 ’ . |
(9 - u?)¥ 3 g 5 ] ' Seda: x = 5 senf, entonces ‘

dx = 5 cos6de : : ’ . {

1‘01 "L ’




cos6d0 |

5cos8de — A 1' [ de ;
' 17 senf5cosH 5 sen® ;
5sen@v25 - 25sen?p _ ]

Iy (e 1., [yt
z gn_/;scede 5 In(ecscl® - ctgp) + C - o '

o 7 ) -
como sen® = = , entonces .-

en el-tridngulo recténgu

AR

lo se fiene:;‘- 2 1

‘ 5
csch f % » ctgh =

findlmente se tiene: - . ) » q

= Lind - 25 o X% ‘4, .55 /35 - %% ,
=5 ink¢ = )+C=-5—ln( - ) + € 1
- ) x i
= % In X )y + C 3 . = 1

_5+ 25 ~x" . . E . | o r

PRD " i i %
4 7+C . . - oo 29

g, . dy -
W e a0 i)
Y Ry W & o . - : o

Solucidn:fw

' Sea y = Y7 secH + dy = /7 sece.tgedei

. V7 sece-tgede

©7 sec?0v/7sec?6-7

- V7 secOtghdo -1 / de
7se€c?0v7 tgh 7. ] sech

1 n - A ) ; . 3
f7/cosﬁd6=_-,:;—senefc ShG = - : s :

_ : g - . ' i

como sech =-—z;, eh el triingulo rectangulo se tiene: 4
i 7 : i . oy G i

s o s k&

/- i st e .

send =..‘y_7__1; Al : : ,l

finalmente se tiene:

e | &

1
= -+ C
7

f dx Vs - x?

10. T - -~ + C
- S¢

%2

’ )
Sea x = V5 senf =+ dx = /5 cosdb

1 vS cos0do -

vY5 cos0de -
sen28v5cos0

5sen?0Y5 - 5 senZ®

=% [csczt)de = - -é—ctge + C

\ x - 5
como senf =—— , en el tridngulo rec
' ; 5

tdngulo se tiene:

ctgbd =

|

fde
‘éenze :

finalmente se tiene:

=-%ctge+c=--———+c

11 dx - sz - 9
) xav"x2 - 9 | 18x*

Solucidn.

+ 1'arcs-e'n 2
ra 3

Sea x = 3 sech » dx = SSecétgede

) 3secBtghdod : _ [ 3secftghdb
"27sec363tg6

27sec®06v/9 sec?8 - 9

. de
27sec?@
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L
?‘T de +

0 el :
= cos“0d8 = i (1 + cos28)d8 =

1
+ i0% co0s20d(20)
n L0 1 el 1 ‘
= 54-+ 1oa,senZ@ + C = m ‘+ = senBcosh + C )
—— i
como  sech = —;S- + 0 = arcsec % q sen® =—X7i , cosB = b2
: 3 -

= 3% +-5—i— senfcos® + C

12.

/16-t2 dt =- V16 - t?2
AT = o TE

Solucion g
Sea: "t =

3 t
o arcsen'-LT I C

4senf + dt = HcosOdB

_ [Vle - 16sen?0 4cos0do s [le_ccisecosede

16sen?@ - 16 sen?®@

= /c’tgzede =.](csc29 - i)de = [csczede -fde :

S -,ctge -8 +C
/16 - 2

ctgh = t

t t
como senf = —H—*, arcsen o =.0,

LA | ‘w2 7 .
'.-ctge_-9+C=-——1-6—?—t—--arcsen§+C

Hallar el valor de c/u de las integrales (la comprobacién la

‘dejamos para ud.)

w2
13, [udx
b 05

"Soluciéﬁ: :
Sea: x = 4 tgh de donde: dx|=
. i

'
1
{

4 sec28de

104 .

=

e

i

ke
%

D

: [hsrgze + 16 4

5 sec’0db _ [s_ec°_9
htgo

" —
. secB(tg 0 +1)

: o sech
= h/secetgede + 4 [th

= LbsecB +.‘{ In(csce -ctgB) +C E

4. )
e = 4 [sécetgéde +h [csdda

como: tgh = —z— s tendfemqs:
VY% + 16 : u V%% + 16
secb = ———— ctgh = = csch = = B e

finalmente se tiene:

3 ‘ ] 2 A 2, 16 -4
= lsec® + 4 In(cschd - ctgd) + C = x“+ 16 + 4 In(x—-—x—-)- +C

~

2
+ 16 - 4
R ST TS P

. - g, -
X3 - %2
o 2
15‘/;’100 u alm
. u

16 . -___EV—
f(vz - 3)3/2

17. [..___‘_j_".____
x*Vx2% - 5
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CAPITULO XIiI

.

CONSTANTE DE INTEGRACION

DETERMINACION DE LA CONSTANTE DE INTEGRACION POR MEDIO DE CONle

CIONES INICIALES

La constante de integracidn ‘puede hallarse en un caso dado,i

cuando conocemos el valor de la integral para algiin valor parti

cular de la varirable. -

EPROBLEMAS.

Las siguientes expresiones se han obtenido derivando cier -

tas funciones. En cada caso hillesela funcién para los valores

dadas 'de la variable y de la funcidn.

' df(x)
&) dx

Solucidn.

= x -3, x =2, £(2) =9

d(f{x)) = (x - 3)dx + integrando tenemos:

[d(f(x)) = f(x - 3)dx

-+ f(x)=[(x—3)dx=%x2-3x+c'

pero, £(2) = 9 =2 ~6 +C +  C =13
) la funcién serd: f(x) = % x? - 3x + 13
d 5
2)—(%@=3+xm—5x2, X =6, f(6) = - 20
Solucidn.
d(f(x)) = (3 + x - 5x2)dx, integrando tenemos:

f

106

3.

fa(f(x)) = f(s +x

+f(x)=3x+%—x2—§-x’+c :

Como £(6) = - 20 = 18 + 18 - 360 + C — C = 30
la funcidn serd f(x) = 3x + % x? - % x® + 30u

4f(y) =y’-Ab2y , y'=‘2, £(2) = 0

dy ] .

Solueidn.

'df(y):= (y? -_bzy)dy, integrandc se tiene:-

, ‘ ) , ‘
/d(f(y)) = f(y’ - b? y)dy = /yady = b./ydy‘
S b2 -
£CHW, il = T ©

‘ 2
Como £(2) =0 = & ——‘;-bz +C = €= -4‘

; : - 2
b ol : ik b 2 2
.". la, funcibn serd  f(x) = i o 267 - 4

‘ ‘ i 1 1 o
Egégl = sen® + cosb, O = 7 T f(§'") A

Solucidn.

df(é) = (sené + cos8)d8, integrando tenemos

/d(f(e)) = f(s‘ene' + cos0)de =[‘senede + jcosede

'

£(B) = - cosO + senB + C

1 hii T
Como f(i‘ﬂ) = 2 ‘_9°S(§) + sgn(2) + g

5x2)dx = 3 /dxi-/xdx— SIx:dx
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La funcidn serd f(8) = senB - cosh + 1 k ' . dx 1 b
: : : i /d(f(x)) f______ — £(x) = T arctg 7+ ¢
X

+ a?
af ' a N ‘
i ! 5. _f—(_u'_- -_— -—J.'-— N t = 1, £f(1) = 0 1 '
A at TR =T : _ L i o w4 )
. - . . Como: f(a) = —— = = arctg — + C = s arc-tg‘(l) + C =
Soluecidn. - & &= 8 g 4 ‘
fd(f(t)) el Sl )dt, integrando se tiene: E ol Wl el
‘ i e S , ] Za a b
' RIPHR) 1 - _ [ 4t d(2 - t) 4 m o T _ W
[d(‘f(t)):-[(t 2_t)dt—[t_ +[ e 3 T T S et o e
| “ : S a % 7 3 ' ' Al 1 x T
£(t) = 1n(t) + Ln(2 - t) + C = 1n(2t - t2) + C . .". La funcidn ser§: f(x) = = BNCIHIASNER =
como £(1) =0 =iIn(1) +C. =+ €=0 4 8. _____d(;f)({"” =bx® +ax+4, x=b, £(b)=10
La funcidn serd £(t) = ln(2t - t2) Solucidn.
D ‘ 4 S . ‘ 4 5‘ ' A(£(x)) = (bx? + ax '+ 4)dx, integrando se tiene:
I Bi- —Ld(f;¢)) = sec?e + tgd , ¢ =0, £(0) =5 " 1 p & y N ) P '
; ‘ ‘ A jd(f(x))‘= _/(bx3 + ax + 4)dx ='b/x3dx + afxdx + ‘ufdx
Solucidn. ‘ ‘ - ] ] i ‘ o s .

4 ' g . ‘ R M A
} . WENE 3 . = £ c
- d(£(¢)) = (sec’¢ + tgo)dd, integrando se tiene: ‘ iy £(x) T At % + bx +

3\

/d(f(d))) =} f(sec2¢ + tgdldd évfseczd)dd) + [tg¢d¢ 9 Como:  £(b) = 10 = _E_ (B)* % %_ (P)z +ub o+ C
£(¢) = tg¢ - ln(cos¢) + C 1 = G = a5 _%_ ‘| ag n.
Pero  £(0) = 5 = ©g(0°) - 1n(cos0°) + C — C = 5 ] 3 0¥y
N = : , La funcién serd: - .-
.'La fun_c;on‘sgra f,(¢).'- tgo ln(c9§¢:) + 5 4 R, = i:- P a;zc LA ]i_ 3 %_ ik
dCEGal e a1 ” ' : : ‘
7 ; 5 ’ x = a ;. f(a) = ——. 7
W x4 ’ ol B o, S8 . gl e, £4) 5 0
o o g : b dt : /t— 4
Solucidn. ] ' : : o
4 A Solucidn. .
= Lal g T S50 et i ' . 3
d(f(X)) h RO - TR * J.ntqgr"ando B tl?ne' df(t) = (Jt + —I) dt, integrando se tiene:
' : t ‘ :
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e i ol A
/%- -

f.tuzdt + [t-]/zdt A

[df(t)‘=

= t¥2 ot ¥e 4 ¢

£(t) =3

fH

como  F(4) = 0 = 2 (u)¥2 4 2(u)¥2 4 ¢

o = 2%, + ¢ = (= - 28
3 3
La funcidén- seri:
£(t) = 2 ¢¥2 4 gpvz _ 28
3. P '3
df(e
10'- W_—)_ =‘Ctge 3 CSCQG s 6 = 1 s £(5) 3

Soluecidn.

= (ctg8.- cscze)de,

[df(e) = f(ctge = c§c'26)d6 = fctgede - /‘csczede

f(8) = lnsen® +—cfged+ @4

df(e) integrando se tiene:

i
f(—) = 3 = lnsen‘%—+ ctg T+e 2 0= 3

como
: 2

f(e) = 1n send® + ctgb + 3

Hallar de la familia de curvas tales que la pendiente de la tan{

gente en un’ punto cualquiera tiene el valor que se indica.

NOTA: La pendiente de 1la tg a una curva en un punto cualqulera
o O
es T¢
7N
11. dx - m 7~ separando las variables se tiene’
integrando se tiemne

dy = mdx,

110

s [dy = m [dx -~ y = mx +C, la ecuacidn representa una
familia de rectas.

i e

% separando las variables se tiene:

/;y =[;dx + integrando se.tiene

[dy=/xdx -+ y=51-x2+C,

_parébolas;

'

representa una familia de

o

13. %ﬁ = 3 -+ separandé las,variables o integrando se tiene

/ydy_ = /dx - %— y? =.x + C, representa una familia de

) pardbolas. -
14, %% s separando las variables e integrando

2., 1 1 .03 ‘
x“dx 3- =3 X + C, representa la ecuac1on.
de una famllla de paribolas: semicibicas

15‘.‘—9—'l =-—£—, separando variable e integrando.

‘/&zdy = I’xdx + % ys =.-:2-l-:x2 + C, representa la ecuacida
‘ de una familia de par&bola semiclbica

!
16. g% =" 3x?, separando .variables e integrando.

»dy-= 3 x%2dx =+ y = x%®.+.¢C, ‘represénta la ecuacidn de una
' familia de pardbola cfibicas.
17. %% =1 . separando variables e integrando
Y

) T
[yzdy = /dx + % y3 = x + C, representa la ecuacidn de una

familia de parabolas cflibicas

111
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19, . X, ' i
T T 3; s+ Separando variables o integrando. i 3
f ky
1 1 !
ydy = /xdx > 5 y2 =S = x2 4 c = yz S c, J;
familias de hiperbolas eduiléferas. ?
19 dy y i . ' [
S e 5 separando variables e integrando ‘
[‘dy =5 [ydx SERE [dy = - y [dl b d xy.= - yx ¢+ C- ;
= 2xy = C = xy = —c- = 0 ' . h
ol 2 1 ) 'r 4
+ %y =C, ecuacifn de una familia de hipérbolas equilsts -
ras. . d .x
5 N ; i
dy .. blx : g "
20. ax azy » Separando variables o integrandoc se tiene ?

az‘[ydy &

,:familia de

e

. 4 1
b? /xd EONNCIC S FiRre (o) S 2.2 ;2
i O 7 *° + C = a’y?-bpixisc,

e S

hiperbolas.

21 d_y. a8 o bzx . 3 : r ‘
0 . azy » separando variables e integrando se tiene: @
.2 - 2 . g 2 b2 l j
a ydy == b xdx =+ — y’ = -= x% ;¢ b
i . % B 2 b
- | ) . ‘ b
— a?y? +'b2x? = ¢ -familia de elipses ]
- . A
El.—'l + x . g ) : d '
22, dk T — S separando variables e integrando. |
P ) ' i ' | | ~
(1- y)dy = (1+x)dx =e| dy —J-ydy =J.dx +f xdx
A ) | : - B R
—VY'?y=1x+5x2+C-""x?+y2+2x—2y=C, ;

familia de

112

circunferencias. -

En c/u de los siguientes ejercicios,

de la curva cuya

hallar la ecuacidn

pendiente en un punto cualguiera es la fun -

cidn dada de las.coordenadas y que-pasa bor el punto particu -

lar asignado.

23. la pendiente de la tangente es: gﬁ
' ‘ - dx
Por lo tanto : dy »g
ax

separandc variable e integrando se tiene:

fd;y = /;cdx >y

puesto gue la curva pasa por (1,1)

2

5k

+ C

l

a1 = % +C =+ C'= %

La ecuacidén de la curva es:

«
1
ST
%
-+
I
n
[N
«
u
X
+
=

dy
dx

2. ="u'y, P(1,1).
;eparandq variableé e“integrand§ se ti;ne:

f 97Y=l¢ ‘dx —» lny = u?( + C (®)
' P(1,1) ~+
(%) -+ 1n(1)

puesto que la curva Pasa por
te punto deben satlsface

por tanto la ecuac1on particular de 'la curva

in(y) = 4x - &

25. dy 2xy, separando varlables\e integrando

[xdxl 1ny=x2+C,/. (%)

Ber

las coordenadas de es

:‘l:;.+C+C =T .-

es

3



puesto que (*) pasa por el punto *(3,1)

4

+ 1p(l)= 9+ ¢ =+ € =.-9
‘..La ecuacidn particular de la curva sera:

in(y) = x? - 9:

f _26. = - XY, separando variable e integrando

— S

dy _ / ‘ . T o7 o
= - d = - o
7y -XX'*ln(y) -_Zx +c‘

puesto que (¥*) -pasa por él;p‘ufrto ) .(0,2)-

~

_+»' l:n(2) = G

o oo

.. ' ." o
:+ +» la ecuacidn particular de la curva sera:

,'ix_x(y) = —'%—x'_z + 1n(2)

+ 1 o 15 I
o i separando variables e -integrando

'/(y + 1)dy = /(x+_1)dx_ =‘~21—y2‘+"§ = %‘—xz + x +C

yi - x* ¢ 2y S 2% = C - (%)

puesto ‘que (*) pasa por el punté (0,1).

1
®
-+
o

<
N
%
1
w
#
o

es:. ‘ y
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vy 3 Bheyn o = [0

AT
% <

/ﬂ[_ﬂ.@_&. . "
y yx? -"‘15 " : 2

s oo

puesto que (%) pasa"i)or.el,p\:\;ito (2,1)°

s il

"+ 1n(1) = 1n(16 - 15) + C =+ C =0

, separando variables e integrando

/(y—k)dy=v[(h—x)dx=~21—ry2-ky'=hx-:—2l-x2+c(*)

»p{:esto que (%) pasa por el-punto (0,0)

0 . . La ecuacidn ‘part.icu'lar de la curva es:

= y/%; separando variables e integrando.

v

/V xdx = ]ny = .‘ ?3_ x3/2 + C (.":).
puesto que (%) p'as;a por el punto (4,1)
+ (1) =S W% +c—~ c=-16

La echacién particular de la curva es;

in(y L %'i/? L 1GAE'3;n(§) = 2{x/x" - 24)

0P o

= ____'_*_’1}’__, s\,e:pa:rando" variable e integrando .
ux? - 15 ' - :
= inly) = = 1n(4x? - 15) + € (%)

> . iy N B . b
La ecuacidén particular de la cunva es:

%ln(i&x.z» - 15) £ 2 .1in(y) = 1n{4x? - 15)

: 2 2 4.
TRV
ine’ = In(e ¥ 15)'

2

y2ln(e) = (4x2-15)1n(e) . = y° = yx?-15 = ,_‘xz_yz. = 15
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31.

32.

[o9

33.

34,

oy . dx ,
(y - 1) (x-z)'h 1 ¥ ¥%3

116

- Z gy
2 (9

Z, Iy 2
(3 +y) .

.dx x -

puesto que .

= 2)¥2 =24¢ 4 (=2

.

d

EX‘Y-= x/; punto (1,9)

%=—-XTL— punto (1,2)
x4

(a9

y =:/2 + x
X 3 +y

'f<3+y>"2dy = [(z + 0 2ax = 2 (34912

» Separando variables e integrando

]

= %-(2 wx)3 2 ¢

puesto que (¥*) pasa por el punto (2,6)

=‘§'('4)?12+C +'C=_3.£
‘ : 3

. La ecuacidn particular de la curva seri:

2-

(2 + x)3’2 ._g = ('3£+y).3h_(2+vx)3’2_19v; 0

dy . [y -1

separando variable € integrando . |

[}

2(y -2 La(x- 2)‘12+c

(¥) pasa por (3,5) . . . :

La ecuacidn particular de-la curva sers:

2(5} - 1Y —_2(x-2)"2. -2=0 s 1

CAPITULO XIV

INTEGRAL DEFINIDA

PROBLEMAS:

b
' 1. Demostrar que f f(x)dx =

a ‘ a .
2, f (a%x - x/’)'dx =[ aZxdx -
0 - 0

-‘ff(x.)dx -
b d '

a
f{x)dx

a

b ) )
fa f(x)dx = F(b)- F(a) = -(F(aA) + F(b)) = -ﬂ’

siguientes integraciones.

a a a ‘
x3dx azf-xdx - [xadx
0

verificar las

.

0
A e [l i IO iy
F i~ 3 2 m m
o
e
3. f i)i = 1 .
%
. 1
Soluczdn
e N
f_«:l_x= x] = lne - 1n(1) =1 - 0 =1
% 1 , .
1 : ) : g
1 1
-1z
c 33 '=f (3 - 2x) ,dx
3 - 2x 0 T
. 'U=3-2x+—'-d—;-=dx-
1 r 1 llz 1 ’ 1 | 2
- = ul2gy = |- = 4 = - e = [ (3- 2x)'2],=—1+/_
2 1/2
. o o )
2tdt N o '
1+t?
u =1+ t? + du = 2tdt ]
3 ) 3 3 X
-+ S - ln(u)] = 1n(1 + tz‘)] = ln(10) - 1ln(6) =
2 u _ J2
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H

1n{(2)

1In2 +

f (x?
0

(5] - 1n(5))
1n5 - 1n5 = 1n2
- x + 1 &

X .
: b ,‘ bl .
-f xdx ,‘_J.dx—‘j‘
0 0 0

el iy 2
lx2+x-ln(x+1)] =-§--ln3.
2 o )

‘ar
rarcsen 5—] ‘"= r arcsen — - raresen 0
: T
0
1 pali) .
x"ﬂ' - x‘ — ‘" D —
2 2

x+1

1
: -3
=f e xdx=
0

n L
)

. /2 ,
12.[ sen’xcosaxdx

n/2 3
1[ sen®2xdx
0

]

. |
ll.f /7 3e058 do
- 70 .

1

3e?

- seno]

: o 1 1
= ad - =
, h‘/;‘cos-z- (-2- a)
= u[se

n)Z

[

]

Al
3

: ” ‘
ﬁf#lfcosed6=zj; c‘os-;-ede

Cm/2
1[
= (1
8 o

1]1 3 ‘ e
21 “3x g(- 3x) = o Lo -3x
‘30e. ! [seA

=y

(senx cosx)®dx

[4‘ sen

n2
f (-l sen2x) *dx
e 0 2

cos?2x)sen2xdx =

1
|

/2 n/2 ;
f sen2xdx -,f cos?2x sen2xdx
0 | 240 .

1 14y g gl 9 ive - W o T4 s
o = — |- > cos2x + = cos®2x ‘= —=|- = cosm + = cos n] -
B 1 a 4 3 1 3 a2 8 2 6 o ) 2 6
ax-%/;xalz+5—x2] =a2--3-a tsat=— ]
[¢] 2 g i 1 1 - 3 o -
: 3 i -.-8~[—7i:050+-6<2050]=7§'
ré 4 : I 4 '. [
x*dx . ( 1 -——1-—-)d = xdx - dx + ; -
9. x + 1 Jg A Ve e 0 Xt 1 A i 7 G
R O il . : 13 sec “6d6 sec?fsec? 6d8 =z (1 + tg?0)sec?0d®
- 4 . E B 0 0 g
' ‘ = %.xz - x + ln(x + 1)] = 4o+ 11'_’(.5) » _ ’ /; : ‘ '"/4 ‘ 1 am/u 1 u
: o = secede+tg@secede tgh + = tgle LI S -
- ] & 3 3 3
g . ! 0 ‘ ' 0
10 [ 3% = = v
o ¢

: o . 119




Calcular el valor de c/u de las siguientes integrales

‘nidas.
A 4 4 -
114.{ ———d—"-——=f (9 - 2072y = L
|
0 g - 2x 0 .
y
= [- (g —,2)()!’2]
=-1+3=2
3 .
3 . BT
15 ___t_fl.t__=[t(t2+16)‘ d
2 Y '
t2 + 16 ‘
0
i 3
= 2-;— (t? + 15)”’]
a . X
16 a? - x? dx = [l{- a2 - x? s
0 2

t“

4
L -23)

“1/24(9-2x)

3 s, |
f (t2 + 16)" Pa(t2e16)
b .

N

. 3
[(t2 + 15)‘/2}0 = 5-4=1

2 3 6]“ 2
— sen = =
3 3

PROBLEMAS:

Hallar el drea de la superficie limitada por la curva dada; ‘el

eje x y las ordenadas dadas. Y

A

1. y =x, x =0, x = 4

X

. ﬂ),m x' E=

- x2%)dx
T 0 i
3 3
=f 9dx -f'xzdx-—
0 0
13,3
AL = {9x - = x
T 3 ]o
=27--2—;=27—9=18
| (0,0
AT = 18
3 y=_xs+3x2+2x,x=—3,x=3
: -3 -1 )
AT = —[ (x® + 2x)dx + (x* + 3x2% + 2x)dx
o -2 i

3x? + 2

3x? +

S .
2x)dx + [ (x% + 3x? + 2x)dx
- 0




-3
L = 1 3, L2 1
Ap = [ux Fx¥ o+ ox 2+qx,+x_

]

NENR I ANIS

*=-219,0)

A = k%*(lnb - lna)

Y

g 4 ; 4 4 § .
A = (2x #+—)dx = 2xdx+[' ax
1 x? 1 1,2

122

X
y__ﬁ_'._, =0, x eS
/X + &
5
A = f_ﬁ__ dx =
= 10f (x + l+) /z dx
0o .
5
| -2 ' - 2 s
A = 100 (x+4) "Td(x+4) (O'P) =S
. s ' .
- [m(x + u)"’]D - 20{v3 - 3]
ay=xe\2-x.2 ;s X =0, x = a
a
+ Area = g— a? - x? dx
0
a
=%— xva? - x? dx
0
1. & Ly
=-5= Jo '(az—xz)vz‘d(az-xz)
1 [2 ]a[:]
= - — a .- X
[ 3a 0. L anllb ¢

123




Hallar el 4rea de la superficie limitada por la curva dada, el

eje de las Y, y las rectas dadas.

Area’

Area

- X

X
ay'2 = x3 3y = 0, y'= a
Y ,
% Area
—c y=a
b X
0 3

e .
=[0 -yay'zdy.z‘[:(a&z)mdy

f3 . ‘
= (9 s 3.d
o, y-y°) y

— P
= 9/ ydy -/ ydy
0" 0

= axlaf: s 4
_ oY 9y

=. [Sa V3 .ys/a a.
5.

[e]

3a?
5




n/2 "

) /2
Area =], ‘cosxdx = f cosxdx

2 ' 4
' /2
= [2 senx] ; .
-m/2 ~ - »

T. ™ ) ny] .
2 Sen—z 1 stax?(- '2—)]

Nl =

]

J
SR

2{sen

sen g—):'z (‘1+(1')=.14 f

=3
+

2[1 + 1] =

18. Hallar el &rea llmltada por los e]es coordenados y la para-

2 3 bola v/_-"l-f. /- y=a+x_2,/_-'

. 4 s
E—L ek 'nxd( )
m 2 i

h Tr d v
+ Area =f 2sen 1- mxdx.
0

—

Area =[a(ya e 4 2V/3x% ydx
5 4

j = afdx +f xdx -
. 0 0

ra i -
o - 2/5‘[ xlfz_dx : o '
) 0 ) o t B

£
"
'Y
"
+
‘m[xN
i
Wi+
&)
®
oy
1
m

/4
X cos2xd(2x) |

Area =] cos2xdx’




INTEGRACION APROXTMADA
I.- FORMULA DE LOS TRAPECIOS:

b X .
Sea f’ f(x)dx ..... (1)

a

Sumandc obteremos la férmula de los trapeciocs

1 o 16
Area = A 5o ol + 7 yn)Ax

o 1 n-1

PROBLEMAS.
Calcular los valores aproximados de las siguientes integrales

El valor numérico exacto de (1) es la medida del drea de la su-

4 por la férmula de los trapecios, empleando’ los valores indI-
] cados de A, verificar los resultados efectuando las integracio-

£(x) ... (2) ™ 3

perficie limitada por la curva.

P 3 _

Y p nes.
\ . ) 1 10
El eje de las x, y las ordenadas x = a, x = b’ ; dx
El valor de un &rea puede determinarse aproximadamente sumando f L —;-; I | p \
trapecios: a saber: ' , 4 E : ol
: , . b ‘ Solucidn.
\19) Dividir el segmento b - a de OX en n partes iguales sea ; b =a 10 - 3
‘ Ax la léngitud de una ' Y\, e 1 A Ax - n g 7 !
parte. X ‘ d 1 g , ‘ 3
b o 14D anekiaee Dases ' §=¢(x) i El &rea de que se trata es bajo la curva' y = = » sustituyen
BT e et v /f’ b : :-\g ; do esta ecuacidn las abscisas x = 3,4,5,6,7,8,9,10;
| ’ & 0
de divisidn. /T/ :- : } : " { e tiene las ordenadas.
(NN | ) 1 9
: ol Y S ] BT L L e T e 1
Xy = @ X 3%, ... X =b | : w1 4 YRS T 5 0 T B 9 Y1
AR RRE |
| . i ! I | ! i o ' ]
y las ordenadas corres- Y, ¥| yz ¢__:”.1_ ¥ A : Luego aplicando la férmula del trapecic.
5 A i ' . :
pondiente en estos pun-- Vfl ; ! : : b ' ' '
» 1 L R
a — 1 1 el
t : 0 a b s = L Rl de 2 v as 0 ) Tl
os sea ' x( Area Ap ,(2 ‘e T U= R i c) 3 3 2 10
Y = f(xo); L0 f(xx)} cee ¥, S f(xn) , ﬁ j ) 4 ! . h 1 .
i3 = — — — — 4+ — 4 = 4+ — =
| Sl it Rl RAlG L EeT)
32 se formarin trapecios usando las extremidades de las ordena- '
a . > % R i b 5 .
as consecutiva por lineas rectas. } ! - % . % +j% N % A % o % o %6 -
,EQ Se sabe que el &rea del trapecioc es la semisuma de las basesf‘ [ " : )
por la altura, entonces se tiene: i
% 1 : + Area = Aj = 1.2 12 30 15
‘ 5 (yo + yl)Ax es 4rea del ler trapecio 4 i : :
0 I i Comprobando por integracibn:
1 2 ) 1 2 10
— + 3 E “
3 (yl yz)A es 3rea d?l 2do trapecio ! 1' dx _ [ln] = 1n(10)- 1n(3) = 1.20397 -
5 ot oI 0o s R . Ca I o b0 o olo b oo ; g, * 3 : - .
1 . ; 2
7 (yn " + y )A es @&rea del e-né€simo trapecio 4
. z“ ¥
128 . e 129




& : ] Calcular los valores aproximados de las siguientes ?ntegrale&
& 4 6u - x* dx 5 n =8 1 por la férmula de los trapecios empleando los valores .indicados
. 4 a
El drea que se trata es bajo la curva y = /64 - x? : 3. j’A X e
. l 0 e o+ x?
> A = b - a = 8 - u = -L: 0.5 1
X g - 4 2 ’ ) 1 Solucidn.
= 1 .
Haciendo una tabla: : Sea y = ———
. 1 4 o+ x¥
- - ‘ | ‘ b y - 0 )
. > _
' 3 = = = 1
n 6.92822032 : A n 4
4.5 6. 6143782 |
X y
5 6.2449979
4
5.5 | . 5.809475 1 0 0.5
6 5.2915026 ‘ f 1 0.447
i
6.5 4.,6636895 s 2 0.289
7 | 3.8729833 _ [ ] 3 0.170
7.5 2.7838821 : . 4 0.121
8 0 4 Aplicando la férmula de los trapecios
& ' ' ‘A = (0.25 .447 + 0.289 + 0.170 + 0.0605) x 1
+ Area = (5 x 6.92822032 + 6.6143782 + 6.2449942 + 35.75 | A= (028, 4
' j A =z 1.227
’ ' i 10
+ 5.2915026 + 4.6636895 + 3.8729833 + 2.7838821) 4
: ] 4 125 - x2 dx ; n = §
+ A = (3.4641101 + 6.61 + 6.6143782 + 6.2449972 + 5.809475 A 0
+ 5.2915026 + 4,.6636895 + 3.8729833 + 2.7838821)0.5 L Solucidn.
' ' ' ‘ TRt 10 - 0
A = 19.372509. Sea y = %125 - %2 : =9 A ? ___g__ = 2

] b
Comgrobacién.

‘ Haciendo una tabla de valorés para X,y
[ /eu - x? = [—’S /64 - x2 + 32 arcsen(i)]’
4 2 R x 13 '
= 1 ] g B ” ‘
) = 32 .arcsen{(1) — 2/%8 - 32 arcsen(E) = 32 x o 2 4.94609
- 13.856406 - 32 x ¢ 4 | w.7768q
A = 19.653995 O
8 3.9365
o 10 2.92402
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? + Aplicando la férmula de los trapecios‘tenemos:'

5

+ 1.46201) x 2 =

A = 44,17

sea s ; -+ A = —2 =y

£ ; o+ x?
Haciendo una tabla de valores para x, y.

~

X : Yy

‘1~

. 1.2758736
1.4736113"
1.6274 346
1.7544116
1.8635408
1.9599916

® NN F oW N

Por la férmula de los trapecios.

Area = (0.5 + 1.2758736 + 1.4736113 + 1.6274346 +

.+ 1.7544116 f‘1h8635408'+'0.9799958)‘x 1

Area = 9.47 _ -

5. fxzv/16 - x* dx n =4 7 u
.0 S . .

Soltucidn. . :
> o W ¥2VIG -x . o
.2 -0 _ 1.
G T n = g ° U8

132

A = (2.5 + 4,94609 + 4.77686 + 4.46476 + 3.9365 +

Haciendo una tabla de valdres«para x3 ¥

x y

Y e 0 .
0.5 0.99804L3

1 | 3.8729833
s 7.4411754 . p
2 0 2 ‘ '

+ Por la férmula de los-trapecios

Area = (0.9980449 + 3.8729833 + 7.44;1754) x 0.5

Area =,6.1$6 : . ¢

4

.__Xd_,i_.._.,“ngs g N
5 J10 + x? _ S A e . '
Solucidn. ) :
Sea: y St ST Ax = j;€—1—='% = 0.5
. 710 +x2 .
Haciendo .una tabla de valores para x,y.
.x y "
1 0.3015113 ¥
x 1.5 0.4101515 '
2 0.4714045
2.5 _0.4938648
3 0.4931969
3.5 |, 0.4813289
T 0.4649905

por la férmula del trapecio se tiefie:
] L

Area = (0.1507556 + 0.4101515 + 0.4938648 + 0.4931969

+ 0.4813299 + 0.2324952) x 0.5

Area = 1.13
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) ieTy) FORMULA DE SIMPSON (FORMULA PARABOLICA)

'

La férmula de Simpson para n, par. es:

. A .
%
_Area = —-5—-(yo + Ly, + Qy? + uy3.+ 2y, t o yn)

PROBLEMAS. ; v

Calcular por la fdrmula de Simpson; los valores apfoximadcs de i

las siguientes integrales, empleando los valores de n indicado&f

Verificar los 'resultados efectuando las integraciones.

6 . : /

5 ' el S .
1. j'-—fgi—T . n =6 _ ‘ ]
: 44 2% ; 8
3 = . . . . -

Solucidn *:
El 4rea en cuestidén es bajo la curva y = s
4+ x?
6 - 3 1
o = = — = 0. . g0
- A =2z 7= 05
Haciendo una tabla de valores para X,y >
X y
0.2307692
3.5 0.4666666 ' '
' y ofy2 AN .
4.5 0.185567
5 0.1724137 : _
5.5 0.1605839 e i 1
6 | 0.15 B X
+ Por la férmula de Simpson el dred serd: i
0.5 , ; ' ' ) ; i
Area = T3 .(0'2307692 + 4 x 0.40655566 + 2 x 0.2 + 4 =

L]

x 0.185567 + 2 x 0.1724137 + 4 X 0.1605839 + 0.15)

i

Area = (0.2307692 + 1.866664 + 0.4 + 0.742268 + 0.3u48274 +

+ 0.6423356 + 0.15)0.1666666

+ Area = 0.729473
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.2 fslﬂﬂi -x? dx
72

Comprdbacién:
6

4 .4+ x?

: _ .
. x 1 -y d
—_— = =1 = — 1ln — = K
j’ 5 n{4 + x )]3 > a5 0.561965
3 .

=
n
(2]

Solucidn.

Haciendo una.tabla de.valores para’ X,y:

x y
2 7.745 ’
3 7.416
Y 6.928
5 6.2uu
6 5.291
7 3.872
A 8 0

+ por la férmula de Simpson el drea’'serd
. o -

Area.= % (7.745 + 29.664 + 13.856 + 24.976 + 10.582 +
+ 15.488) . .
Area = 34.069. ' .

’

Verificacidn.

8 ' A i
vVeu - x% dx = [i 64 - x° + 32 arcsen 51

= 32 arcsen(1) - V60 - 32 arcsen(%)

y T S g
=32 x T - 7.745 - 32 x gz = 33.7476

Calcular los valores aproximados de.las siguientes integra-

-les segln la fdrmula de Simpson, émpleando‘los valores de n

indicados.

Solucidn :
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Ji8s

1

u

7 S = =
h+:? Ax i+ ;
Haciendo iuna tabla de valores para XyY:
X ‘ ¥ .
0. 0.5
10 0.447
2 0.238
3 0.179
i 0.121

+ por la fdrmula de Simpson el &reéa serd:.

Area = 0.333 x (0.5 + 1.788 + 0.577 + 0.718. + 0.121)

"= 1.233

1 .
Solucidn.

y = ¢126“— x2-

Haciendo una tabla de valores para -x,.y:

5 _ -
4. Jf 126 - x% dx ; n = 4

i o JLVE

iy ! A =

K, y
1 _11.180
2 ©10.862
3 9.949
4 7.874
5 ot

+ por la férmula de Simpson el'érga serd:
Area = 0.333 x (11.180 + 43.451 + 19,899 + 31.496 + 1)

Area = 35.306

5 .
[ Y6 + x? dx
L .

N eigle e

Solucidn.  y = ¥ + xZ

: o5 -1
> AX——-—-L‘

= 1.

Hacisendo una tabla de valores para x, y:

y
1.911

2.152

2.463,

2.799 |
3.137 =

TaFE W N [ X

Por la férmula de Simpson el drea serd
Area = 0.333 x (1.911 + 8.611 + 4.927 + 11.196 + 3.137)
Area = 9.917
5 ; . .
dx?¥ - % dx sy 0= 4,
1 .

: 3 ' 5'- 1
Solucidén. Sea y = ¥x° - x . =+ A = 5 = 1
Haciendo una tabla de valores para x, y:

y ' T

0 3 :

1.816 )

2.881 PR
- 3.909 )
- ua92n

n F oW N R X

por la férmula de Simpson el 4rea seri:

Area = 0.333 x (0 + 7.264 + 5.762 + 15.638 + 4,924)

B

Area 2 11.190 - s i e .

Descbmposicién.del intervalo de integracién en una integral
definida. - ' P ! '

Se sabe.que:- ' '

%, =1 .

f(x)dx = F(x,) - F(a) ~

a |~ : = " cuando (a < x, < b) y

b ,
f. £(x)dx ='F(b)'f'F(x1X
x -

1
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. %, b 5 .
. -*[’ f(x)dx +£ f(x)dx F(x,) - F(a) + F(b) - F‘(x,) =

a 1

= F(®) - F(a)
b

péro:[ f(x)dx = F(b) - F(a)
a - :

! o e B Xy | /b '_
+ Se concluye que: [ f(x)dx =[ f(x)dx + /f-(x)dk
la :

a X

INTERCAMBIO DE LIMITES -

-

o

Se sabe que: . X
J f(x)dx = F(b) - F(a): y
a .

a
[b £(x)dx. = F(a) - F(b) = - (F(b) - F(a))

a
+[bf(x) = _—[ f(x)dx
- & b :

INTEGRALES IMPROPIAS- LIMITES INFINITOS

&

I). Cuando el Limite superior ©5 jnfinito.

b+ a

700 b - ) o 1
- f f(x)dx = 1inm [ f(x)dx ; con tal que existe el limite
a . g .

II) Cuando el limite inferior es infinito.

b

-2

b : > - Y- '
> f f(x)dx = 1im [ f(x)dx; con tal qQue exista el limite
. a—+-ow / " o P ] 5
. L . a ] . il

III) Cuando f(x) es discontinua:

ler Caso: Cuairido la funcidn para integrar es continua

cidén de .x = a.

Si a<b";‘ € >0

138

» se emplea la siguiente definicidn.

para to-
do los,.valores de x entre los- limites 'a y b; con ex-
ce

k'
o
i

b ‘ b ) ) o - .
f F(x)dx = 1im f f(x)dx; siempre que exista el limite
a .

)
Bl o

.‘zdg Caso:

Cuando f(>'()‘es ¢ontinua salvo en x = bj f<~ief;n1mo‘s.

b-¢ o . 0o
fb‘f(x)dx =‘lim[ ; siempre que exista elrllmlte
a  eg*o “a '
3er Caso: . ’ ncés
Sia<c < bj;- y f(x) continua salvo en x = c; ento ,
i i ] b se
siendo €; €' nimeros positivos, la“lnAtegral entre a y :

1]
se define:

| b - . 3 . . )
‘ i 3 -si re que los 11
f f(x)dx = lim /cef(x)dx+ b f(x)dx;Slemp q
Nl SR +€ mites existan.

- i

PROBLEMAS.

ifi : i ientes integraciones.
Verificar cada una de las 51gvu‘1

. 4 o ‘ . :
1. dx = ;3 por (I) se tiene que:
0 x2 + 1 '

: N B
. b 1 = i
ar dx _ . 14m f dx = 1im [arctg x:[ S
1 ; : : 3
x* + 1 brre o x? 4 1. g o= €
0 9 . 8

4o

dx . o e ‘.
x/2x2 = 1 .
1 : : g
por (I) se_tieﬂ%_q“e

b
+e . b dx s arcs.en /2 x = I
dx S _—t = 1linm 4

N i b4 [ 2 .1 R ) '
.le2x2'1 ‘1X2x- . a
xdx
1 Y5-x

por el 2do caso de (III) se tiene que:
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5 5
xdx 1im € xdx
V5 - x [Siage} 1 V5 - x
1
Haciendo u? =5 - x > x =5 - u'z + dx = - 2udu

en la integral se tiene:

5-¢ : 5~¢
lim C . T 1im - 2 (5 - u®)du
€0 V> - x €*+0 1
1

n
[
=3
3
I
N
—_
w
c
)
wla
w
~—
[ N
v
1
™

W

= 1im -
€+0
4 dx
x2/4 - x?
1
por el 22 caso de (II1) se tiene: *
' 2 2-¢
dx = lim e
X 22/ - x? €70 L x2 m _ x2
Haciendo la sustitucidn.
uz = 4 - XZ -> X = [ TR u2 -> dx = _:EEE__
4 - u?
en la integral se tiene:
2-¢ ) 2
. d - i
= 1im - < o~ = 1im |- ( 4 )
€ 4 - ;
o ( u‘) £>0 v |
peré: u? = 4 - x?
7 J2-¢
- 4 - x?
+ = aim]- (B =i
€%0 X 1 4

1 o0
SP j’ s M *ax =
0

+eo b

en la integral se tiene:

a=e K (122 ) (=udu)

2 2
- a“-u” _
lim
u
e+o JO g+o
2 a-g
u 2 2 a
= 1im - — a - u + — arcsen -—
2 2
g+o °
00
pero. u® = a? - x?
2 2 2 A 2
xva - X a -
. g - |22 . +— arcsen
lim [ ) : 2 a
£*0

- " -ax
por (I) se.,tiene: f’ e **ax = 1im ‘( e dx
0 b+t 0
b
= 3 - ~-ax
= 1im _ 1 eaxd(_ax)= 13m [___ (e )]
b*tw a 0 e .
: 1 1
e [ Ak 2] -
b>te * e e®
6 f “x%dx ‘
va? - x?
por el 2do caso de II1l se tiene:
a ) a-c¢
x2dx - x2dx
. —_—= 1im & e
0 vVa? - x? &€ 0 Va? - x?
Haciendo la sustitucidn.
-udu
u? = a? - x* = 'x2=az-u2'> dx =
a? - u?
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per (I) se tiene:

4o 0 b 1
f xdx A lim[ xd x 0 . ) l )
/4 (1 + x2)? b++w (1 + x2)?

1 ; X ,

5 -
Haciendo la sustitucidn: \

CAPITULO XV

e e ] INTEGRACGION COMO SUMA

en la integral se tiene:

' b ‘ i
im fb—d-% = limj- 2—1} s pero u = 1 + x?
b~ ) b+w s 1 . . y

1
1im =
"z
[ ) i | A . . i p -
ol %_f ] S L 3 | TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO INTEGRAL
b+oo + x* 1 b 1 + b? ; ’
' ] o ' 'Sea f(x) una funcibn continua en el intervalo desde x = a,
8 dx - [ dx g 3 hasta x = b. D1v1dase este intervalo en n subintervalos cuya
x2 + 2x + 12 (x + 102 + 1 - longitud son:
> ' ad ' 1 T AR, Bx,, AXy, i Bx
Apiicando el 3er caso de III; . 1 g
Poneg oo O 7 (e . : i -y elijénse puntos, uno .en cada subintervalo, que tenga las abs
J . cisas Xy, xz, srees X respectivamente.’
—e ' o ‘ | 4o S ‘ ] : i
N f . dx _[ dx i ' dx L Considerese la suma: a
—_— = —_— e i . " - n
(x + 1)% + 1 (x + D2+ 1 | (x+ 12 + 1 . . < e
- ' D . b : ‘ EO)0x, + £l )0, + ooon £(x Dok = 3 £0e )bk, ... (1)
[} b <‘ .
dx dx .
=lim | —5 4 1in [ — X :
a+-of (x + 1)2 + 1 b—>+°oo (xfl)z + 1 r Entonces, el c¢alor limite de ‘rY
a ; :
‘ 70 : B esta suma cuando n tiende a
= Lim jarctg(x + 1)| + lim|arctg(x + 1) 1 infinito, y cada subinterva-
1: . o .
e o bre U ' 1 lo tiende a cerc es igual al .
i i
valor de la integral defini- vl
= iiz(arctg(l) - arctg(a + 1)) + ;i:(arctg(b+1) - arctg(l) ‘” dan e dgcir: . | ‘| '
), . .
s ' ° ' 4 4 ' Axr !
" : - | ff (x)dx = 1lim Zf(x)Ax it
' i n+« 1—1 .0 a ¥
. i ) X Y. .
‘ i L w2
] =

. (2)
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1 A = a? 1n 2
COORDENADAS RECTANGULARES: :

i : ' : ] ici imitada per la curva,
1. El drea entre una curva, el eje de las x, y las zoordenadas | : 2. Halla? el 4drea de la superficie limi ? '
1 "y = 1lnx, el eje de las x, y la recta x = 10.

correspondientes x = a, x = b, viene dada por la férmula
.

b : 1 : : 10 10
Area :J' VXA = o) o) o) mre (3) ; *> Area J-l lf’de = x lnx _j dx 4Y

1

T . | o N - B
' ' ' ’ ' A 'x 1nx - x : . )
_ = £(x) ‘ . :

— Y ) .

Z’—__ . ; A = 10 1n 10 - 9
] 2 ‘ A = 14.026. "ol [/ %=1
! 3 5 . x =1

3. Hallar el &rea de la superficie limitada ppr la curva

i
AREA DE SUPERFICIES LIMITADAS POR CURVAS PLANAGS y .
|
|
|
l

Y

0 a dx b ; ’ y = xex, el eje de las x, y la reeta x = 4.~ LT
: ‘ ‘ Solucidn. 7 , |
2. El area eqtz‘e una curva, el eje de las y, y las coordenadas ’ : . AY i!
correspondiente: x-= C, y =D Viene.dad'a por la férmula : X
- . . + Area =] xe dx i
] 0 . : x E
; ‘ 3 = xe .
Area = o - [ % x:lu Y | ‘
] ; ‘ - 3 = fxe” - e : : . ! ‘
v D ! ' . ‘ =0 | ‘;
B I ‘
d s D ! ‘
Yl = [ex(: - 1)] i 1
= 0 | . !
. | o
A = 164.8 T _-—
c ‘ o ] X =4 a
: o 4. Hallar el.irea total de la hipocicloideé o ‘
1 v [
PROBLEMAS 1 ' : )
— » 2/3 , 2/3 _ 2/3 3o e} \
1) Hallar el drea de la superficie limitada por la hipérbola ‘ s Y . ! . :
= a?, j i 2 ‘ ' 8 = n i ! i 7 &l ! ‘1
Xy a®; el eje de las x, y las ordenadas X = a, x ’2a. ’ ' 2/3 2/3.3/2
Y _ _ ] ‘ % + vy =(a"7?-x""") - ‘
2a2 2a . .
+ Area :j 8 ax = az‘f dx : i 3 'x
ar s 2+ .+ Area = (a2P - x2P)dlax . o , o
. . . -a a ‘\
/ 2a 0 ’ : i
= a%ln x] . “ Haciendo la sustitucidn : ‘ !
a ' =a 11
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€t

.
.son ahora:

Y

x» at? > dx =

-+

* senf; dt

g

-x=0,t_=0

X =a, ¢ =1

En la integral se tiene:’

0

1' B g ) - l‘ ! : N ) -
'f(azl?_ - az’3t2)312(3atzdt) 5 3azj-v (1 - t2)dfe24, (1)
0 o, I

nuevamente haciendo la sustitucidn trigonométrica.

= cos08de , ~donde les limites de integracién

t':°~;.ez
t=1;6.=

en la integral tendremos:

/2. - 9 : W/é | ? “
?azj (1 - senz'e)slzsenvzecosede 5 aaif co_ssesenzecosed‘e'
. ‘ 0 28
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3

0 .
/2 9 /2 ) s
azJ’. cos“Gsen?fdg - %j (1 +c0529)2(1 -c0s26)d6 |
0 B ° 0 - )

3a

: /2 . : . -
7 :
3‘; f (1 +cos28 -c05229 -cos329)d9
S Bt 3 ) .

3a¢ /2 1!/2 i . & /2
2 : de + .'_0 c§529 - 7 8 {1 +coskg) -

w/2 2 ;
¥ 0' cos28(1 -sen“20)do

(T/2. ! : n e ’
‘de., 7 cos28d(26) - Sl coshdd(4g) +
0 _ 0 o A
1 /2 ' 1
=5 cosZGd(Ze) +2- sen 26d(sen26)
0 . 0

2 ) /2

S el 1 13
[6 + % sen26 - x 8 - T Senh - = senzp + sen®28].
"8~ PReipisenZeasly 2 3 e

3a1‘:'_?dt; donde les limites de integracign son’

n/2

[_ o - Tf sen‘GG + '5 sen 29]

3aimn-
32 -

-+ = "_—'es e re de 1la T rte del lPO i d
l a a cuarta pa h [} Clol e

El &rea total- seréa:

4 x 3a’w _ 3a’m
4A = 32 ) 8

allaI las ar eas de las super fucie llmlIadas POI laS si -
H

figura.
guientes curvas, en c/problema trazar la ig ‘

2 6% Xz = Gy L . . ’ Y
y . L 40 f i . » A
-6 2 : _
+ Area =J‘ (Vox - _G_)dx .
R 0 . " ) v \
| 1 ; 2 ‘O‘?
> A = stvdx T8 Xl 7
0 . . 0 : &
Haciendo:
du’ _ 2
Cus 6x+‘%‘dx . >x
(0,0)
: 6
1 8 k 1 2 \
e ul du - = x“dx : k
0
. 0 . » B
3 : e A
1 RGN ) =
cas [Fuks 2]

yZ = 4x 3 2% -y = 4
> AT =) Al + AZ + A3
i 1
+ 1) A, = %J~ 2ﬁ§5?
0
B¥iapail 8
I+ x ; .]0 3
‘g (1,-2) y?=
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2 ) . o
. . . o : g g -
2) Ag =‘ L +h)dx = Ei I L u%]l i 7 x_ Rl

r2.
i : A =4 xdx‘-*J‘ x3dx
0 - 0
TANAL = 29, --% 8 i . <2
‘ 3 3 . il A = [})_xz - —u-—J = 4
o ) ) . . i 0
¥ S+ de (1), (2) y (3) tenemos: - . "
. ) y . ok b En el grafico se ve que
A ‘:'g + i /g = i +22-_ i ﬂ?: 21.: ] : n . - _ y
T 3 3 3 3 3 =) 3 existe simetrla con res
; pecto al eje y
g -+ AT = 9" ' . & . ) —_— ‘AT = 24 = 8

9. Hallar el &rea de la superficie limitada per la pardbola
A, = 2A_l

~2
! >4, ’;r (Vux-x2-/2x)dx
. 0 o ¢

) . y = 6 + bx - xz; 'y la cuerda que .une los‘puntos (-2,-6) - y.
(4,6).
; Solucidn.

La €cuacidn de la cuerda

: . . 4
‘ ~ que pasa por los puntos ‘}
3 (-2,-6),(4,6) es

N 2z ’
A, =J; x-x? dx- V2xdx .
) 0 ]

- y + 6 = 2(x+2) - y=2x-2

2 ‘ 2
=J". /u-(x-2)2dx-/2j‘xllzdx
0 ;

) ~o0 ¢
- ; - V - 2 ]
+ A, = [x22 Yix-x? + 2ar’csen(i2—a --2-3-2—x3"2] ' 3 |
0 - . ; : . .
‘ : 16 _ 2m-16 \ J
+ A = 2a 0) - =2 = e
s rcsen (0) 3 - ;
pero AT = '2Al, puesto- que el grdfico nos indica qﬁe hay si- E

métrica respecto al eje x - ‘ 2 ) : - ‘

E B Luego-el &rea sombreada sers

-

i + AT = 2(27 - il%) = 1,900 > A = 1,900

)
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11. Hallar una.férmula para el area de la superficie limitada
, por la hip'e'rbola equildtera %2 —'y2 = a?, el eje de las X,

y una recta trazada del origen a cualquier punto (x,y) de

4 2 2 x3 4 1la curva. . -
10 L e Bl ) TR solucién : - " : L
-2 B ’ -2 ' + La ecuacidén de la recta que pasa por {(x,,y,) y(0,0) es:
Y Xy
el
De la hipérbola : ' ] RANE [ ‘ Y
‘ x = Jy? * e '

10. Hallar el &drea de la superficie limitada por la paréboia

s'e_mic(xbicasr3 = xz;'“y la cuerda que une los puntos (-1,17), (8,4)_3",
Solucién = - ; o : . ]
La ecuacidn de la cuerda que pasa por los puntos (-1,1),

, y < :
oA =J7 (Vy2+a? - ;l y)dy

AY

(8,4) eé:.y -1 =%—(x+'1) - Y""'%'(x*l')

+ E1 &rea seri:

A =_S-, (B2 e o
= ol -

Y X Y
A =X Yy? + a? dy - -y—lj.ydy
1 1

| ‘
: 2
A = [%-v’yzhaz + %—, ln(y+vy2+a?

>
]
wl
-
E E
o
X
: + s
w| &
s I
a. Q0
® .
|
|k._—.’
(o) ]
X
g
Y =
o
3

-1
A=[%x2+%x—3x5”}1 ' o
n ) n
5 : )

{ . (0 y2 + a? + = In(y + VYyZ+a?) - — y? - 5 lna ...(%)

A= 2.7 F B . 2 . Yy . :
como x = /y% + a? - ; en (¥) se reempléza
yx a2 y + x xl 2 g (;l--")
= __.._2_ + 5— ln(——-—'a ) -~ ——2yl Y& e -...._

1 : U ) B

2
) > A= mds & ,
o . 2 I‘
a3 (Lt h
> A= (B
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}

<
y = x(1 £ /X) y la recta x = 4 W Los ejes coordenados y las coordenadas del punto (1,1) forman
un cuadrade calcular la razén de la mayor a la menor de las &- 11!‘

“ Solueidn. ‘
+ E1 4rea szer4: i . reas en las que el dividido por cada una de las sigui:entes cur- 1‘
4 i vas. o = e ‘ _ _ “
A=L [x(1+/%)-x(1-vX)] dx _ i b | |
. ). ) 5 14 . y = x2 B . 3 . ‘
' ' 4 - 4 - ¢ g Solucioén: y . . ‘
A =J 2-x3/2dx = Qj xa’zdx v : 18 E1 drea de A, serd | )
0 : 0o A — X | 1 ; * ‘
o - = 4 ; d A] __.j (1 - x2)dx= [x_ ‘x_a_]l - _2_ . YA ’ " . ‘.
g P . A i 3 3T |
‘ W= k]’ a2e o A _ 0 ‘ |
) ¥ 9. v: I — 2 ) . . " l) “
. ; — Al ST . \ely H
A= —1% ,. . A ) i;
i ' o 2do El &rea de A, seri: A W
4 i ) il
| 13. Hallar el & . 1 o AR : b 1 : ; i‘m
e ) el drea de la-superficie limitada por la curva i A = 29x = x3]1 =1 Az i
. ' x%y = x* - 1, las rectas i~ . ; . . 2 e o LE , ; - = n
J . s s y=1; x=1, x =4, " , - L A . (0,0) = |
Solucidn. ‘ : — La razén Kl— =2 i |
4 b i 2 |
b LA oo . . - ‘
A =j G e - : L e : _— i |
s Doog 1 ) %2 : 15. y = %" ’ . ] =~ = I
e : ) . . : A ) Solucién : _ ’ . _ ]
: : Azj dax  _ _ '1]" ) A _ 4 12 E1 &rea de. A Serd _ : |
g X I . - : : ) . |
1 l : ' ' ‘ s “ e ) ) . |
: 3 (1 - x')dx = |x - = % = - e ) Il
I g ‘2 ) ‘ : ; _— = : 5 0 5 Y ok
A = _«E + 1 = = . d ] § 1} ' & & H‘}
. ko o i i _ ’ (\ "') . i
L Y 4 v=1 ) |
i . L :
: Q. e : ‘
E B ' . . A
E . i . .
E . 2do El1 &rea ‘de A, seri. : .
o ‘1“ ; R 5 L0 : 74 2 .
{ - x*dx = [.S.] 8 g ‘ S
1 0 ) - ; (0,0) x=1 X
‘Al - . ' ‘
4 -~ La razbn — = 4 )
1 A, .
% 16. E"'N"‘, ’ oy C 3 g : “
N . solucién : - : 1 = ' i
: v =1-x2ey=1-2[+x B |
152 1 . I
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1° El 4rea de A, serd :&: A =3 ju/z coshe sanledn = 2_12, porlio) | eferiieion Mo un dsnde & = 1%
. : " J i 0 ' ' i
A, = (1 - 1+ 2/%" - x)dx " Y.
o (1,1) - © . _3m _ 32 - 3n
=1 . _ . 3 = 32 - 3n
LS o 22 Ay + Ay =1 > A, =1-33 =
ap =i Bl ‘a = ;
0 o - : ey 2 32 - 3m
32 La razdn Bt —a .
A = E‘XSIZ -_x_i]l g I ' y
1 El 21, & L
‘ ' o 18. 'y.= sen -5
) (0,0} =L Solucién : e
2do El &rea de A, seri:. 12 Area de A, serd:
. 1 By : = K l' 3/2 ' 4 ;1 . " .
= o = - X 3 = oot s = . Y
A, J; (1 2/;+ x)dx = [x 3 x -2-]0 o ' A, J; sem = xdx _ A _
i G : 3= , , , . - (1,1)
i i - 3 g 21 Tx ™ . i '
I . = =] "sen — d(=x) A
‘ ; , | m it 2 1
\ L 10 , : ' ‘ 3 S22 ) .
! i P A, L . f : ] ) )
! + La razén —= %g— =5 ‘ . L b 1 2 Az: .
. X 2 N . X ; A2 = [: T_l'- cos §' X]o‘ = TT . / . X
Llﬁ‘_XZI: + y2,3‘ = 1 g } 3 1 : o (0’0) N
Solucién : ) - v + y ¢ "o ~ ) :
- : : : ) ] : : = + Av =1 :
12 El drea de A, serd i BEEOk L S Ay, . "
. = 1,1) 4 . : - ' )
y=1|— : b 2 no- 2
: E -+ A = 1 - = =
J J i . 1 T
I (i- le3 3’lzdx : o ¢ N 2 g ' A
0 . e 2 . = 2 2
° b + m—
Hac:Lendo 4 LA mT - 2 R
. . R A N 4
X = fa_ + dx = 3t2%dt I X 1 . ol
‘ 1 . v (0,0 e 19. y = tg — ,
+ A = 3 (1 ~ tz)alztzdf e.. (1) . x=1 1 Solucién 1 arpe ool
! . T : i : | : m m m T
: g U ‘ Aube= tg — xdx = =} tg = xd(— x)
T oy . . 4 1 o 4 T o 2 L
nuévamente hacieddo la sustitucidn: 1 i
i - ; ' : i I o v
t£0 ; 8=o0 'y 2 o : k. : ' A = [ = ln cos X . 3 , : @,1)
. - ‘- i @ y = 1
t=1 ; 6 =mu/2 g m ff)
_ { "y inm A,
t = sen® - dt '= osGdS N  ' % :
v L‘ A
5 3 . s = B o E A
) TT/Z : L / 3 TT/Z i ) . g > Al : = lnﬁ + ln2’ . : 1 X
= i 3f2 e Y 2 : . : - - -
,'-\I 3-[; (1 sen ' sen ecosede : 31; cos'Osen®pds 1 ' . 5 : * {0,0) x=1
B . : i = 1n2(1 - 1T) ‘




T -2, _ 1" - 1n(2)(m ;2) S &
ln(2)6—~;——ﬁ = =

3

L 5 ZIS . p
o TR ST
[ ' .
?ara ecdada una de las 51gu1entes curvas, calcular el &drea de la
9uperr1¢1e del prlmer cuadrante llmltado por el arco de la cur- |
\ va que Y& desde el eje de ‘las y hasta la 1ra 1ntersecc1on con e.
J eje de las x.

‘> i . Y ’ il L 3
J 20. X + y + y = 2 . )
{ “Solucién 1 ' a
A ij: (2-y -yD)dy =
2 3
= [2y - X - y]‘
2 3
i <y
’ + A =] F :
X ;
N 2 s
21. vy = - 8x% 15x b
4 Solucién : !
' I 3 {
A :L (x3-8x2 + 15x)dx 1
. . } . b
= 2 By 15 o 1
LRz 1
_ 63 3 .
A = —I —]5 E
22. y =’exsenx

y=1:

Solucién: 3
. A ij‘ e®senxdx
0

- Ul .
; X X

! o = =@ COSX + e cosgxdx

: N 0

A~
%J" exsenxdx =
0 e

[ . e ]n
e"senx - ecosx|
1 - -
7(1 + e ) =

'

g BAYE 12.0704

x/2 -

23, y = e “"cos 2x
Solucién

+ A

1 x/2 1 x
7 e sen2x = 3 e

188 5):=0.57928

0.57928

12.0704

oam/4 :
-1
=J. e¥/2cbs2xdx 3 5 e
o .

T

S X m
- € cosx + e sgnx h ¥

0

m
X X
€ S5enxXx - e cosX
) 0

; 1
x/2sen2x - ;JQ s

1 x/2

e
16 3 co

hY

X' :
e senxdx

en 2xdx

s2xdx

/4




24,
Solucién :

.71 S0
A =J. sen(x + 1)dx
' 0

‘el eje polar

y = sen(x + 1)

: -t
= - cos(x +;1ﬂ

[e]

A = - cosT + cos(1) :
= 1+ 0.999 (0,0) xem 41 X
A = 1.9999
AREA bE CURVAS PLANAS COORDENADAS }OLARES
Sea: i |
= f(8) 1la ecuacién de la Aooe - c

curvazy OP 0D dos radios

1
vectores; a, 8 los angulos .

que forman estos radios y

+ Aplicando el teorema fun
damental para hallar el &-

rea entre los dos radios

vectores y la curva se ten O

dréa: B

iro que el area pedida es el limite de la suma de sectores,

circulares. ’ k

2do Sean los &dngulos centrales de los sectores:

A8

1? 2> ++++ etc y sus radios Pys Pys wven

Entonces la suma de las dreas de los sectores seri:

1 2 3 g
= p A8+ = Qerz

n
1 2 i 2
3 P80, > + ... ¢ 5 pnAen = E_ piAei

; . . 1
ya que el 3rea de un sector circular = 5 radio x arco.

b
3
i
!
g

va cuando pasa de la posicidn OP,

por la férmula:

1

. ' o 51 2 i sucess
- 2 = g3 s
> % o piAe = =9 Ael s 3 pzper2 3 DZAG1 y asi sucesi

vamente. ; - _ >
3ro Aplicaﬁdo el teorema fundamental,

o » 8
w0 :
1 . 1 2.4
P Y b 14801 ‘J: 2 (B

n*® ji=]

Por lo tanto, el &4rea barrida por el radio vector de la cur

a la posicidn 0D se da

, B ]
Area = %Jﬁ bzde

sustituyéndose de la ecuacidén de la curva el valor de

p en
términos de 8.

PROBLEMAS .

Hallar el éréa de la superfiecie limitada por el circulo

acosB, y las rectas 6 = 0 ; 6 = 60°%

p 13

SOZuciagL'
o /3 .
2

/3
p-de =: ;qudzcoszede =
J cos26d6
0 g
g n/3 ’
= gij~dé + gis.COSZBd(ZO) ‘
0 "0

w/3

& T3 +c0529) 48
2 Jo 2

>
i
£,
é_._'%
oy
m
+
o,

= Sen29)

(9 + 7S

3o

+ _
g i_(l L2 )= -0.37a2
F .3 - &

w




2.
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- Hallar el &rea total de la

P = asen2@

Soiucidn.

-

La curva' p = asen2B : es
simétrica con respecto

al eje 0X e O0Y.
+ El &rea total sera
- 40AB cuyo limite de

integracidn es:

p ='0>cuando 8 = g
. /2
= z2__ 2 2
+ 4A = 2 a sen 268d8 = 2a
0 .
u=2e+5‘73=de

2

/2 . TT/(21 e > : - : 3
- ainsen‘hdu = a? —-—;;lgflig—du ) . d
0' .

0

o

' : ("1/2 zi'ﬂ/? 2 ' n/2 |
> GA = %Tjﬂ\du - f cos2udu{= %-[% -% sen 2%]. 1
0 - - _ *

4 m/2
sen u{]
0.

s
b
W
'
S
S
o
|
[

0 ,az
> I{A=T"

Calcular ‘el 8rea de la superficie encerrada por cada una de

las siguientes curvas.

o2 = 4.sen28

Solucidn. .

La curva p? = 4 sen20
simétriea con respee- - °

to al eje‘OX e QOy.

. El &rea serd: 20AB

/2 : ) ‘

a
S = o .
2

, 4
superficie limitada per la gurva
e _ _ o

xy

sen’?2640

v 2 y P

Puesto que: p = 0 cuando g'-

LM ]

m
ta > #0

g /2 /2 .
> A =j 1 (4 sen28)de = 2“- sen20d8,
. 5 2 - :

. ] /2
d A = [:- cos 26] g

5
A= 2

> A, = 2A =4

k.- p = a cos 30

Solucién : . : .

§

Por la griafica de la fig.'sé ve que el &rea serd 30AB

+ Puesto que p = ©

+ O varia desde 0 hasta--.

N>
H
?\)Ib—\
o )
N
©
O
[a®)
D
L

N
L}
TN
© =
o S\
» N
Q
(o]
7]
-N
™
@
o
o.

. /6
n'-—:—. cos?36d8

;T ;
2 (Vn/6 : X '
ij‘ (1 + cos68)do

. ~0 . ! T/6-
A a“ 1 5 =
. -i.= I}— [e + stsenbe] ‘

N>

]
4
|

>
-3
11]
W
>
"

5. p=a(l - cose)
'Solucién R

p=2a, si @=1

cuando 0 =

of3

5

1

vemos que O varia de -0 has
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[

i
> A = ij‘ a?(1 - cosf)?de
0

o)

r\J'

2 m
= de - 2 cosfdo +

0

[=)

uf
(1 + cos26)d8

+
M'H

0

b o m 3 d
= e d8 - 2] cos08d6 + b 0 +
: 0 .
2

: 1 1 o
='§_1: - 2senf + 5 8 + — sen2é]

©
£

2 Y o
3aln . 3aln. -
=] o . = 2A = —/—m=—
+ A T . AT 5

6.- p = 2 - cos® p =3 cuando 8 = 1

. I
Ak 2
g (1 -~ 2 cosB + zos%6)de
0 m
| . !
: l

] .
J~.cos26d(2e)
0

Soluclén @ p =3 cuando 8 =7 L
o 2 .
> A = % (2 - cosB)24de = ' |
= -Zi—f (4 - bcosH +cosze)d9. |
0 R ‘
n w '
= 2 \de-JA 2cos8de + {
0 0
+ '1- 53

+=

Jﬁr(1+cos2e)d9
0 N N
Foor _
= ae -‘ 2c0s8d8 + L%Y ae + 331‘
- 70 0 0

=120 -25end + L g+ senze]”
AR T 3 0

cos260d4(260)

N

anw an
= — = 24 = —
> A R _ 2

162 .

y
4

!
[

8.

Solucién

"p = b cuando g

7. Calcular el 8rea de la superficie encerrada por la siguiente

curva
0 = acosB + bsenb

P = a cuando 6 = 0°

W
=R

6 haciendo variar

de O hasta m.

S

! n ' ; .
+ K =J. (a cos® + bsend)ds
E 0 . ' ’

n ’ '
X L 1
= aj cosBdf + 11[ senbd6 = E senf - bcosﬁ]
0 0 2

+ A =0b ? a

Hallar e)l 4rea de la superficie limitada por la pardbola

p = a/l+cos8® vy las rectas 8 =0 y 0 =120°

Solucién

, 20/3 . /3 . "
+A=~..a__ __d_e_*__,-_-i de '
g (1 + cos@)? 4 01 + 2cos8 + cos?e

0

¥

Haciendo la sustitucidn.

- B 2 X
tg 2 = t ; cosB ':i_t_ H de = 2dt
2 1+ t?

14 t?
en la integral se tiene:

2dt

21/3 . —_— 2n/3
a? 1+ £ -:ﬁj 2(1 + t2)%dt
.2 2 2 2 ’ 2
1+2(1"t )_+ (1't y2 0 (1 + t*)
1+ t? 1+ t? , _
a2 (r21/3 Lz L 92m/3
15 (1 + t?)at = = [% + ——J
" B gl i
’ 0 .
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pero: tg;-i:t
. e,
ik
->=-a—2-t —e-+ s 2
T |*8 3 3
+ A = 0.866025a2

9.~

2ﬂ/é

0

plcos28 = a’'y las rectas B =0 y 8 = 30°
Solucién : .
/6 4 /6 /6
>4 =% add 2t . cseqs = 22| o 26d(26)
. T 2) " cos28 ~ 2 n e
0 0 0
g (T n/6"
= z-—[ln(sec29 +- tg29)]
[
a2 N
= 7= 1n(2 + /3) = 0.32924a?
> A = 0.32924 a? .

10. Hallar el drea de parte de la pardbola

es interceptada entre

cuerda trazada por el

p = asec
la curva y el lado recto.

foco perpendicular al eje

tria.
Solucion
_ 2 6 __ a - a 1 2a
PSS SN e e 1 + cos@ "-1 + cos8
2 2
/2 2 : /2
0 (l+p059) 0 (1 + cosf)?

n/2
= ZaZJ‘ —_L
‘ 0 (1 + cosd)?

164

.

a2
:'-L_ E.,.73205 + 1.73209

2ZM0)
2

O sea

de sime

Hallar el 4drea de la superficie limitada por la hipérbola.

que

la

/2 -
4= 2 dg
b (1 + cos8)? 0
1 4 2
A=all +-§]= T a

Hallar el &rea de las sueprficies limitadas por las siguientes

curvas y las rectas dadas.

. | v A
L2 o= g0t MO SEIOEE FBl S St ;
Solucién ;
. /4 '
. 2640 = ]
> A = —2— tg = ]
0 I
n/4 :
= 1| ‘(sec?8---1)ae - i
2 s R |
: { —
n/4 ’ /4 L4 XV
= 11 sec?edd - %Ja de Jid ;2
2 0 0 |
~ |
/L
1 21, _F '
= Elztge bl 9] = 2(1 ) :
c
!
|
o Y [
A = 5 3 {
1
12. p = secO + tgh ; 6 = 03 8 = 7
Solgcién 3 /4 -
+ A = %jﬂr(sece + tgh)2de
7.
<0
/4 ' -
- %5\ (sec?d + 2 sece tgd + tgze)de
0
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i
r\)lp

1/4 /4 /2
= “sec?§ + secftgé + %Jw tg?6de
. ‘ 2
0 ~0 0 .

/4 /4 - /4 /4
= sec?9de +J secBrgfds + %J’ sec?fde - f a6
0 0 ) 0 . 0

tg0 acd 2 I
+ s + = tgh - =

ST

r\)lp..\

ol

A= /T- 2

Calcular 21 drea que tiene en comin cada uno de las

tes pares de curvas.

. 13. p = 3cos8 Py = 1 + cos@ .
Solucidn : . )
El &rea 0OAB consta de 2-partes: wuna barrida por el radio

vector o}

1 + cos8 ; #® varia de 0 hasta ©n/3 y
.30056; 6 varia de n/3 hasta w/2.
. /3 : /2 '
2. x 5 =l +cose)2de +2 x% J‘ 3cos?6de
. : . ‘n’

oyal /2 /3

(1 + 2cos®H f'cosze)de + ; " (1 + cos208)d8

: /3

/3 /3 3 ~1/3 /3 R A
A={ de i[. cos0d8 + =Y 46 + 1) cos20a(20) +
0 ‘ 4
0 i
/2 /2 ; L
+ 2 de 2 P
2— + ’:T cosZ@d(Qe)

/3 /3

©
I

+ ELl A = 20AB

=3
n
o.

+

+ A = [6'+ 2561’18'}'%61‘

1 /3
i sen26] +
0
+ [%-é + % sen20]

w/2
/3

- 166

siguiien

Casiiia o o T

15. p? ='2c6s28 ; p = 1

s o

o = Nl 9 s 9
—ETV3++6—+-§‘V/§+'&— o 8/_3-
S 7
- T = W
‘A q
4. p = 1 + cosf; p1=1
Solucién :

El &rea OAB consta de 2 partes una barrida.por el radio

. hif
veetor: o = 1 al variar 6 de 0 hasta 5 y la otra barrida

por p =1+ cos® al variar 8 desde m/2 hasta .

4

n/2
. A = 20AB = 2 x %j~ a8

T
+2 x %j: (1+cos8)24ds
, /2 it .
n72 b b i
y +J‘,-d6 + 2J: cos8 +
a7 /2

T ™ b :
%X\ a6 + %j~ cos208d(28) -
2 . 4
ﬂ/z 17/2(‘ ’
w/2 \ 1 . 1 T
‘= e} + 8 + 2senf + 7 8 + i sen26:,
0 : ¥ /2

Solucién : o n/h
El &rea-de OAB consta

de 2 partes:

una barrida por el ra

dioc vector:
p =1 al variar 6 de
"0 hasta /6 y la otra

barrida por:

167




p = 2cos29

donde 8 varia de n/6 hasta /4.

=T 7 /6 /4
¥ Area: . A = LOAB = ZJ‘. d6 + HJ‘ c0s26d8
‘ ‘ 0 n/6 -

' m/6 m/u :
= 286 + |2 sen 26J 3 i
0 /6 o 1

16. p? = cos28 ;s p? = sen28
Solucién ) '

y e /e ]
A = 20AB = 2 x 5 s§n29d9:+ 2x %j- cos20646 . ,ﬁ
0 . /8 "

! TP g /A : ,
=7 $en20d(28) + 5 o cos20d(20) :

n/8

S
= [~ = cos28
7 cos28]

) 1 qo /4
+ 5 sen29
n/8

/2—‘

i
Ay - = + AL
)

RS

Nlp
i

n

A
A = A - ==
2 . .

VOLUMEN DE SOLIDOS DE REVOLUCION
A _ ?
Sea V el volumen del sélido engendrado haciendo girar el fg
cinto plano ABCD alrededor del eje x, siendo la ecuacidn de 1la!
curva plan; DC: )
y = fi(x)

B

ier Paso: dividir el segmento AB en n partes cuya longitud sea: '

Axy sz,....Axn y hacer pasar por c/punto de divisidn con pla

no, perpendicualr al eje x, estos planos dividen al sdlido en
n placas circulares. ‘
Si dentro del recinto ABCD se construye rectingulo de base

Axl, sz, 00 o Axn, entonces c¢/rectangulo engendra un cilindro

de revolucidn cuando el recinto ABCD se hace girar.

*r

) .
L‘—"

\,

=

\\\7[
R

asi se forma un cilindro correspondiente a cada una de las pla-.
cas circulares. FEl limite de la suma de estos n cilindros
(n + @) es el volumen buscado.

2do Paso:
Sean y, » ¥, --- yﬁ las ordengdas de.la curva DC en los pun

tos de divisidn en el eje x. Entonces el volumen del cilindro

169 -




engendrado por el rectdngulo AEFD sera: nyiAxl, y l1a suma de |

estos volimenes de todo estos cilindros es:

. n
2 2 2 - 2 ‘
nylel + ﬂyzsz + ...+ nynAxn = Eil ﬂyiAxi ‘

3er paso.

Aplicando el teorema fundamental (empleando los limites:

OA = a, OB = b) ‘
lim > nyi Ax, =| mwy2adx (1) -
n+e i=1 & a )

Por tanto:

1) EL volumen que‘se engendra haciendo girar alrededor del eje

x la superficie limitada por la curva, el eje de las x cuya

ordenadas es x = a, x = b es:
b
v, *© TJ‘yzdx (11)
. a

2) cuando 0Y es el eje de revolucidn empleamos la férmula:

; b
V. = 7] x2%4a
o of <

a

S§i las ecuaciones de la curva CD se dan en. forma baramétri
ca: § "
x = f(t) 3 y = ¢(t),

Entonces en (I) se debe sustituir los valores

y = ¢(t), dx = f'(t)dt y cambiar los limites en t, ¥V t,

Sit = tl cuando x = a; t = t, cuando x = b.
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VOLUMEN DE UN SOLIDO DE‘REVOLUCION HUECO

Euandb una superficie‘plana
gira alrededor de uvn eje en
en El'mismo plano, y este e
je no corta a la supeff@cie
se forma un sélido de revo-
lucién hueco. )

Por fanto cuando gira alre-

dedor del eje x;

V =7 (y% - yi)?x

a

y si gira alrededor del eje y:
b }

Vy = ija (yz ¥ yl)xdx
o a )
PROBLEMAS: .

1.- Hallar el volumeﬁ de la esfera que se engendra haciendo» gi-

2

rar el circulo x? + y2 = r° alrededor de un didmetro:
, )

Solueidn.

El volumen serd 2 veces el volumen engendrado poy QOAB

T ) r 5
~ v s 21ij2dx = 2«] (r? - x%)dx
X 0 0

x0T
z 27|rix - ——J :
257
- .
2»[%3 —.ng

v . iﬁra
S X 3 .
2.~ Hallér por integracidn el volumen del cono truncado que Se
engendra haciendo girar alrededor de Ox - La superficie Lli-
mitada por las rectas.
171




3.-

y = 6 - x H y = 0 ; X 20 -
Solucién : 2 d 05 X '_u
El Volumen seri:

4 ] :
TJ. (36-12x+x?)dx
0

’ ) S - b
i < 3.

Vo= W|[36x - 6x2 + X
X . ’ + D |,

= 69.33337

>V, = 217.817

Hallar‘el volumen del paraboloide de revolucién cuya super |
ficie se engendré‘haciendo‘alrededor de su eje el arco de 1 %
a 2 ' ;.
la pardbola y” = 2 px, comprendido entrao el origen y el b
.Punto (xI, yl).“ ' L f
B : ’ . P
Solucidn. : ' 4
El volumen engendrado por OAB ser§ ' 1
x . ‘ 1
1 - . X A Y g

+ Vx =7 2pxdx = ﬂpx{] !
o8 .do !
. ] i
. y E\:'
) r, v
- 2 |
Vx = npxl S (1)' ﬂ
buesto que la paribola ;
pasa‘por el punto l(xl’);l) ‘
. . 2 i‘)‘
> 2 2 _1 Y, . i
yl le '*. p = '2-' x—l- s e =
;

5.- y»= x°3 y =0, x =2
Solucién

4. - Hallar-el‘volumen del sdlido engendradc haciendo girar alre

dedor de'Oy el arco de la pardbola 'yz = 2pXx

Solucién | : ) .
‘El volumen engendrado por OAB sera:

. Y. . "f, - Y - -
v = 7 k dey : [ o -
y h R _ ‘

0

1
y dx

J

bp™ )g
5

sYy, Ty
- bif 1 1
o ._L] .

¥ 20p2o 20p?

(1)

. [ k .
. pero: comec la parébo}a pasa por el Pgnto (xl,yl)_se tiene

. v2 yh
1 2 2N -
z,= S g5 = - =___._'(2)
o szl, p 2%, P hx?

+ sustituyendo (2) en (1) se tiene que:

Hallar el vélumen del - sbélido engendrado -haciendo girar a}rg
dedor de Ox la superficie limitada por las siguien?es luga-

res geométricos. . i

vi

v
X




i .
3 . ] . . . . o, 3ma
6.- ay® = x* ; 'y =0;x=a ] v o= 21T[a2x -2 arbysl 4 2ol L XD
Solucién - g i X 5 7 3 Jo-
El volumen engendrado por OAB seri: o . )
Y. N . . 5 q
W . ' : v, o= 211[33 -—g-a’ +,%la’ -:—:I
vV = g (2 z2gx ) ) . X i '
2 . a ] o . 3 T X
a e i ™ 2_"[105a3 - 18%a? + 135a% - SSaj oL
V. o= — dx : % 105,
x 2 ;
(0)_JE!
via _ 32 A
% =,T[><] g 'i > V% " 1o 7@ y
X 2 L g
\ Ha o) d
1 7
3 ! /
. 4 4
7.- La pardbola vx + /y = !, L\_§_ 0 _
Solucién : - Rl i : I . =5 ") \ a2 x
. a : = : : R
| - ﬂy (a -~ 2/a% + x)zdx_ - : . ' ) . \
0 . ; . o, ! \
I a W a R §
Vx = Tr‘j‘ (a? -~ Haalzx’,z + 3 . xf.
' : e !
0 \ ix i . " i P
. = \ / i 1 9.- Una arcada de y = senx
‘ , . i T4~ ]}/ = i . : '
e B {+x3/‘a‘h + %2 )i > g ', | s ! 4 Sf)luClénl : g ) o ]
b b i D 3 - .
5 A 4 T i v, = ﬂj sen?xdx = 7 _(_1___&8_3_& dx
A ] : . . X 4 2 .
= 2 _' g 2,3 ' 7 EE . v o .
Vo ﬂ[a X. ‘aazlxlzv-f > ; - . i |
. : 2 i k' L) 1 '
S . E VRS = dx -7 cos2xd(2x) . .
a4 5k L31a ; 3 CX 2| 0 '
+ 3ax? - 327 e 2 .o ' o B B A
5 3 o ) o g - ) !
.Jdo _ k : . o 4 0 ki) 4 3
; i v =L [x’ - %— sen2x ] A )
[3 8 3 3 8 3 a i x - ; ' O '
A" =T = == + - — I i PN .
% a 3 a 3a 5 a’ + 33] .
bz ."z T segd e - 0 L F
7 3 i Vx X 5_— S &t
-+ Vv = S . - , - . B X o . N \\
X 15 . 1 ]
. ! } : AR
8.- La hipociloide x"‘/? + y.zl3 = a2/ ! -
Solucidn. . : b ; i "
! a . 3 _ : .. e \ L !
b szz ,Qﬂj (a?¥ly _ x27)%x = on (az_aau/zxz/3+3az[axu]a_xz) E ‘ | . e
~o : 0 o -m : : ] : ' e | uls - ———————
' 4 : . 175
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10, y = c,_x
Solucién’

+ Vv
b

. =Uaz'ﬂ'j SIS
N0

Xy2 432
“5_;)_ + 1)__

Haciendo la sust itu-

Py
cion

tg'6.=_§:a—-' dx = 2asec?0d® ' J

y los limites de integracidn serd:

, =2 2, : _om. _
11. 9x2‘_ + 16y% = 144 = ’f— by lg’___ =1 K:] = cuande X = «
' Sotucibn . - ’ ) ‘
L2 _— 8 " = .
Ya que y*© = o) Eieh T x%)3 y el volumén es dos veces el vo- ® Uy x . !

lumen engendrado por 0AB. Tenemos: + En la integ:-oal sé tiene:

T/2 . /2 n/2 )
uazﬂ£~ 2asec20d9_= 8a3ﬂf se_czede - 8a3nj de !
. (tg?e+1)? | 0 sec'® i 0 sec?p -

i
= aa’ny cos?846
(o)

- Il

: Jﬂlg |
X _ 2 . .
= - x°)dx N
3 3 16 | K ’Ay-

0
, ~4 : .
VA 2. (16 -x2)d
x - 16 X
0 :

/2

T J-d . : : : ‘ .
V.= —a| (16 - x?)dx v ~1/2 /2
x " 16 - X Sasr,_f (2 Yeco S2i85pg =»ua3ﬂg ae + 3Fco‘szed(2e7]
- ' . 3 ‘ 2 , 2
l. 4 .o 0 ! 0 - : 0
N flsjg 'S - ‘ ’ .
Vx 1e Trl:16x - -é—;Ja = L8

48w

12. ‘La ‘bruja (%% + dal)y = ga®, y = o0
Solucién : - I

o0
Y 6ua® - b
> =l —0  ax
% (x* + ba?)? i




Soluci6n :

0
x¥dx ik
S o ——— [
; X-2a _ iy
o S )
’ [N
, =<0 o . . AR
L > Q
puestc yue Vx 8 4 ' h
T T Al
siempre: o. ! [
, L NP h 1 /I’
+ intercambiamos . \\ / j/ /
los limites de inte- ' - :III
" gracidén y se tiene: ' 1
v ol . 0 y%ax I )
x x - 2a
: a
Yﬂ o 3
y =7 (x? + 2ax + 4a? + 8a ydx
X X - 2 .
. a ) N
i 0 ) . “ d
+ VvV = rr{J‘(xz + 2ax + 4a?) dx # 833-[-—'—’-(—-}
X : . X - 2a
a ) :
. | e o,
= n[%— + ax? + ta?x + 8a¥ln(x - 2a{]
. : a
3 ) - al ‘G
> vx = ﬂ{8a4ln(—2a) - ol 5a° - ln(-a)
v = 7n{8a’ln2 - 5 al} } ‘-
X . 3
y' = 0.2118ma’
%
1. y2'= (2 —_i)a 3y =0, x=20,x =1
Solucion. i ’ :
1 1 ' .-
> VvV =7 (2 - £)¥dx =1 (8 - 12x + 6x% - x¥)dx
X 0 . - i ‘_ 0:
N o P
3_x 4!
=7 = +i =)
N E?x 6x ‘x 1;]0
178

v = 3.75%
X

15. y2(u + x%) = 1 ; y

Soltucién

g — ‘
> vV =] ii‘ __Ef__
& 4 o+ x?
. ‘ﬁjg, bk
Y n ; 3 Rz
{ 1»11(2)_

<
[
|

Y

Haciendo la sustitu

¥ .
cion.

% = tgh - dx:= 2sec?9 d@

Los 1limites de integracidn serd cuando x = ® ; B8 =

H

INE

x = 0 8 B = 0

+ En la integral se tiene:

/2 i 2 "y X
- B% PR ) 2
i =1‘_2sec ot _ x Eic_id_e_l‘ ae = 1 [e]"/2
X 4o 0 sec?s 2Jo e O D

1+ tg?e
2
> v =fH_
X 4.

Hallar el volumen del sdlido que se engendra haciendo girar
alrededor de Oy, La spperficie limitada por ios.siguientes

lugares geométricos.
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16.

T PR ——

y=x*y=s0, x=2

. -Solucién

rencia entre los vollmenes generados- al

: ‘(8 8 o
v = Yrdy :I~ nxzdy
= . Jo :

8 . .
sy f'?j- (4 - x%)aq :
y 0 %N o)

Cuando el Pecténgulo:genérico gira alrededor del eje Y, se
produce placas circulapes cuyo Qolumen eS'igual a la dife-

girar los rectingu

los ECDF de dimensidn 2fp6r dy, y EABF de dimensidn X por

dy con respecto al eje y es decir el volumen seri:

. B
= _fo @ - y¥yay
X 3 8 o
fﬂ?‘gfﬂo s,

X
. 2 2
17. 9y% + 16y? = 144 sis_+;’_= 1
Solucién :.
V. o= 27 A0, (9-y*)dy ]
y 3 , ) .
"7 - o ' 4}
3
. 32 a
v = R (9 - d
y 9 J:) y©ldy
32 ya 3
v = ZZqplaoy - YO
y 3 [y 3Jo
V. = B4n
y..
18. ()2 + (Lyk - 4
a b"
Solﬁbidn. . .
_ b I T
v o= 21rJ- a’E - (Y_')Z'Iﬂdy
y 0 5

180

4

20.

. + b 1 .
V. = 27a? J‘ dy = =
Y . 0 b2/3 0
= 2.”32 y - aySIa:]b =
‘ sp2P ],
. P
. e
= 21a? (b -,13; b)
.
V& g ma b. -4k,
: - b
x% = 316 - Y3y =0 :

Solueidn.

* Volumen engendrado por OAB seri alrededor OY sera: . a
> i , y

16
Vy = TJ‘(ls - yldy

0
27 1s
I ¥
v = wlisy - -
y [ J 2 ]o .
v = 128n
y

“fe--

% -4l
y = X7,

Hallar el volumen del sélido que se engendré cuando la su

La ecuacidén de la curva 0A de la figura (%) es

ﬂpérficie. : . ba
, A
(a) OAB gira alrededor de 0x- (0,8) (4,8) .
(b) OAB gira alrededor de AB ;
(c) OAB gira alrededor de CA
(d) 0AB gira alrededor de OY -
(e) oac gira alrededor de OY
(f) OAC gira alrede@or de CA Fig. (*) . B -
' i 4,00 *
181




) - 3

(g) OAC gira alrededor de AB : - ! & 2 ' i
(h) OAC gira alrededor de 0X . : VOAC - e~ _ﬂAx i) 4 :
x . . > 0 .
Solucidn. . , . ' ,
a) ' 1 4 /’
- - =T 16 - dy = :
4 i x" ! ' Yoac ‘[;) (' ’ g ' ; ’ i
Vy T etk = whi—(y ] 35 e A ,,’/
O ISy i “f (16 - y*lay ' ==
. L E 1 0 : . '
\'4 = Bi4T * ; -
X A G ] : 3
3 73] i
; = ni16y - = y’*| : ~ 4
b) OAB gira alrededor de AB: ! Slé
_ , ‘ b v = LA S
El volumen pedido serd: : : ] on¢ : ’ ‘ : o . =
Dividiendo el drea mediante franjas horj_.zont_aies, cuando el | £) OAC gira alrededor de CA

rectdngulo genérico de 1la fig. gira alrededor del eje Y se

: 5 » Dividi srea mediante franjas ‘horizontales,.cuando
produce placas circulares de radio 4-x; de altura dy y de volumen BRSZOEECEM R SaEs * 3 -

1 . el rectingulo gendrico de la fig: gira alrededor del eje

5 _ 2, 7 g ; .
i x)"dy : : i X se produce placas circulares de radic 8 - y, de altu-

+ E1 volumen 'pe‘didé serd g 1 'ria‘dx e ol LIl SR,
AP : : ’ 3 L
F ' A 2
Vo= ﬂjﬁ (4 - x)%*ay v . ., w8 - y)tdy S Y :
y A , 1 ' A :
AETEVNS R (4,8) E | e 4
Z . -3 = _ 2 ) . [}
oo (4 - yzla)zdy L |‘ . 7 Youc .1;']1(8 y) dx N -\- i
. Kk
0 2y C E a/llb I r 4. I Vb H
] sotw : S RS - - Lix . i _ (8 3{2 )2 4 i
> vy = q (16_8yzl3+y‘4l3)dy /. ‘_7\“\- . ‘ .0 = J X l‘ :
0 y Fr----7 i 2 S ' s 0 S, i '
N i ; - 8 -~ : > ' .8 SIS ’ )
v =ﬂE.6y—2—E;-y53+§-y7/3:]. , S — | - : :r_‘ l
VA - - 7 0 (,0) = ' : J‘4 . '| ¥ i /
- 4 > v -= w{6u dx - ‘ e o
i ubey 4. - ‘ ' ' : gAs L ' A
& = - 1 . | 7 !
j . : i .4 - 4 LA S
. 4 ) =
o , ‘ - 3 - 16 x Pax +J— x3dx} ) e . o
>V = b1 N : : 4 : y 0 ’ ' - 4
y 35 i 0 - - -
T iy . 4 o e 1 ' _ 576 -
d) OAB gira alrededor de OY. Y i A - - Voac * j[slbx - 75 Rl %(-:] o VOA,C | it
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21.

184

h) OAC gira alrededor de OX.

El rectangulo generlco al girar alrededor de OX se produ

ce placas c1rculares cuyo volumen es igual a la diferen- |

cia entre los vollimenes generadas al girar. Los rectén-

gulos. P )
RSTW de dimensidn 8 por dx y RGJIW de dimensién y por |
dx |
es decir él-volumen seréa:
. 4 4 5 jitﬁ
VOAC = ’_Y 64 dx - TIj-x dx C| eSS
0 0 IR
. | ' / I
R 1 ! / ]
v =7 4(su 9)a Tl 8
0AC g P oo |
0 1 i
) H v : .
nE f7A
=i s I J 1
vOAC ‘n[sux i ]o ; ] u
& o) Wt i ’
. 1y X
I ]
! 1
= 0 \
> VOAC 192w :
N\
|
\ |
v\ !
TP —— N

Hallar el volumen del esferoide achatado que se engendra ha
ciendo girar alrededor del eje de las y la superf1c1e limi-

tada por la ellpse

|><

2
+ L= 1
b2

Y
~

22. De una esfera de radio r se corta un segmento de una base

de espesor h, demostrar por’ integracién que su volumen €S

1h®(3r - h)
3
Solucidn.
Sea la ecuacidn de la esfera x2 + y? o= p?,

al girar el recténgulo”genérico alrededor de 0Y, se produce
placas circulares cuyo volumen es igual a la diferencia en-
tre los volfimenes generados al girar el rectdngulo RTFE de

dimensién r por dx y RSBE de dimensidn r - x.

'

Hallar el volumen del sdlido que se engendra haciendo girar
alrededor de c/u de las siguientes rectas la superficie que
corta la curva correspondiente.

23. y = 3, 2

Solucién . .
volumen pedido serd:

y = bx - x

dv = wr®h donde: r = (3

185




s> Y
X
\
X
A
b
V. =
X

24, y = -
50lucién

]
El volumen pedido.serd:

a(v) =

donde:

<
it

v .=
X .

*» V =]
X

- .
"[;— - 2x" + 23&1 -

Trih = wrzdx

y

m
1 E
A 3 )
= “_f (x* - 8x? + 22x2

- 24x + 9)dx

3

;_y=-u+sx-2x2

-1.

_f 8+6x+2x)dx

J (6% + 96x + #x2 - 24x® + 4x*)dx

tjﬂ (16 + 2ux +lxz - 6x3 + x*)dx .

1

n[}Gx + 12x? + % x3 -

v A
~f4 (4+x) dx : m,
s (~1,-4

-+ Vx 3 = W
25. y_;'x 3 0y = 3x - x?
Solucién i
Las coordenadas de pto. .
B(x,y.) "= B(x,3x - x?) ? —
. Cc. o o : (1) éc
Bm o et 4y b5 H
X(x,V = B(x,x : ' :
* L PRE . SRR AN (2,2)
. ; , A
Ademdd calculemos la [
' semivalencia entre las rectas: f
P (x ¥y ) ~
s ) L o
BC , AC i
L ; » : X
y : 11 \ »
- Bd -8
=2 = 45° =
B4 BA sen UuS
£> BC = BA sen 45°
‘ iy S gyt RS A e G
y “BC Yo 18, (3x - x x) 1 (2)
de (1) en (2) se tiene: ' ’ ’ o
2x_ - x° .

BC = (2x - x?)senu5° =
V2

En nuestro ejercicio nos piden el giro de la superficie al-

rededor de y = x, esto significa. que el radio de giro seré:

Ademds se tiene que:
sec  u4S§5° =¢%b + dh = /7 dx
x
Aplicande la formula para el volumen se tiene que:

d(v) = wr?h i

‘ : 187




> Vx =7 (2 )¥dx = =
0 2
5 2
v = 1/2 Ei - e
X 2 3 5 0
)
b4 15

NOTA: \
El volumen generado por la rotacidn
fig.) alrededor de la recta L, seda por

ax + ;-b) A

x")dx

32 32
[3-15+—5:l

de la superficie A(ver

la siguiente fdrmula:

-bV:21|'( 5
a? + 1 \
2 .
= (aM + M - ba)
al+1 ‘ y=£ (x)
S
> V. o= L ( )4dx
r YV
/2
a® + 1 }
/
26. x-+ y = 1; /;-f /; = 1
Solucidn.
_—— q a
>V = —EJT(y -y )2%ax Y
X = c L
2y A
1
vV = -%: (1 = 2/x+x-1+x)2%dx

, n(1
vV, = —~J~(2x - 2/%)%dx
* /2 J)o

g
4
\

= —ﬂiji(uxz_- 8}(3/2 + 4x)dx
% V2 0 )

(0,0)

e

S o

27.

a T 16 L /2 fu 16
v =-—-—-[—x3-—5/2+2x2] =—————--—+2j
X /o L3 5 2 3 5
. F n/f_x 17
&7 15
sV = /T
: X 15

Hallar el volumen

la catenaria y =

de x = 0, hasta x

Solucidn.

del. s6lido que sé engendra haciendo girar

(eﬁ/a -x/a

a
2

:bJ

El.volumen buscado sera:

y b'2 A
> Vx = ij‘ y dx
0

b, /
a Xx/a
x_“fr‘e
0

e"x/a.)zdx

vV = i— ‘[\ (e2x/a Zex/a,e_X/a + é-2x/?)d
X 4 .
0
Ve I (e")"/a e 2%/ 4 23dx ‘
X .
0 , : ,
. . g b b
v = E— 2x/ad(2x/a) - %J‘ e-2x/ad(—2x)+%J~ dx
¥ x 2o 0

b . b
. 3 T _ : 2
v = 20 o¢ e2x/ad(2x/a) :r~ 2‘}"/ad(-2x/a)} - TI‘dx
% 8 0 2 J

q .
a‘ﬂ]eQX/a
x 8

3
-2l pe2vse

—2x/%]

e

ma’b

-2b/a
e ) + 5

) : 189

) alrededor del eje x; des




28.

190

3
+ V. F=—T{e
X

Hallar el volumen del sélido engendrado haciendo girar

2b/a

-2b/a.
e .

)

Ll

n a?p
2

; 3 s -
ciseide y? = 2ax alrededor. de su asintota .x =
Solucidn. g

v = mr?d °
S ‘ vl _
donde: ' ) :

r = 2a - x 3 h = dy :
: '

> = xa -

YV 23 T x
+.dy _ #’k(3a;x)dx K © 05 =§
(2a - x)¥ Y
) 2 A
+V = 'uwj (2a-x)2 X1 (3a-x)dx
40 (2a—x)3h‘

+

v
x

it -

i
'

% Hﬂ{éa

'
|

2z

B

2a
2ax - x

2

dx +

la,

2a
V2ax - x2(a - x)dx

(2ax - x2)42(3a - x)dx

i

29.

. : 2n
b= ﬂj. - 2
* n/2 -

'Hallar el v&lumen del s&lido éue se engendra haciendolo gi—

) SQZucién;' - %

dv = ﬂyzdx
" donde: ' '
y2'= a’sen®s ;
3acos?0senddd -

<
n

. 2a . 2a '
un{Q{J‘ Ja? - (x - a)?dx iJ\ (x-a)vVa?-(x-a)? 4x)
0' . Lt A » R

W, - _
X 0
. L 243k 2a
v = um|2a = (x-a)/2ax - x? + a3an5en (x-a) _ (Zax-x")
X a 2 a .. 3
. ‘: = [e]
V* = 4ma’arcsen(1l) = 2n%a?

Empleando las ecuaciones paramétricas de la hipocicloide

x = acos®0 -

¥

asen’e. » .

rar alrededgr de OX.

El volumen pedido serd: o

dx = -

3a §en§6.seﬁe.coszed0

2.
-2x3x7¥xa3.1-~ sen®9. sene coszede
by A n/2 E o

- 6ma’? (1

2m

/2 )
2m

- 6ma’

- cos?8)3sen

(1 3cos? B+3cos 0

2n
—. 61Ta JN (senb.cos! 9 -

- éoseeéene)de

.cos?6de = -

’

- cos%0)senBcos®0ds

3cos“send - + 300559 -

191




27

[ ; 1 3
4 an : v = ﬂa3[6 - 3senf + 23 6 + 3 sen2f - senf + 3 sen 6]
7 . )
= &7a’|: ¢cos’e - 3‘cws’& N - 2 cos®g g :
3 B 5 7 9
' ) w2 2P
B N VvV = 57°a
b ¢ = @rad(lUS - 189 + 135 - 35, _ 32ma’ ¥
£ e Cuando la cicloide gira alrededor de 0Y; su volumen serd:
' ! v
327a’ X -y
T —— = = mTxydx
” vx 108 o . ] y

30. Hallar el volumen del SOlldO engendrqdo haciendo girar una 1

§ - V. = 2mxydx ( )
arcada de la cicloide. i g (. xx'y
‘ - donde (
X ,y)
x = a(8® - send) a G
. ° xy = a“(8-senB)(1-cos6) L
= a(1 - cos®) !
) o g . ’ dx = ,3(1 = cose)dﬁ .
alrededor de su base 0X. : B ‘ e 3 . ox
Demostrar que si la arcada gira alrededor de 0Y, el volumen . o QNJ?"aS(a_sene)(1_cose)2de
que se engendra es: 61!333 ‘ = o :
: ° : " 21 . :
Solucidn. , >+ V = 2ma 3j‘ (8-26cos8+8cos?8-senf+2senfcosh-cos2Bsendido
| El volumen del sélido engendrado haciendo girar una arcada * 0
l,‘ 2 1
de la cicloide serd: -~y = 2na3l:i 82 - 26sen® - 2cosf + i—esen26 4 cos28 +
X 4 3
dv = T.'yzdx
A 1y ol
donde: . E Y + cosO + sen?6 + 3 cos”0
. - : o
y2 = a2(1 - c.ose)2 v . B s 1 ! 2 - l -1 1
dx = a(1 - cos6)de . ’ = Vx = 2ma’f3n? - 2 + rd = 3 4 3
2% i ; - 4
+ ¥ =ma*} (1-cos8)2(1-cosH)ds \
| 5 ' + v = s67m? a’
\ . 0 21 o] X
. > Vx = nasj\ (1-cos8)’de =
0

21
Ta 3J (1—3cose+3cos26—cos *g)ds
0

21 3
TS na’{jde 3. cos6d6 + f de + —J; cos28d6 -
g 70
0 - . . -
J\cosde +f sen?Bcos0do} ' . ‘ i ' 5 '
0 0 , Lol
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LONGITUD .DE UN ARCO DE CURVA g

DEFINICION: La longitud de arco de una-curva seé define como el
] limite de la suma de los lados de la poligonal cuan,
do el nfimero de los puntos de divisidn tiende al infinito, al 4

mismo tiempo que ¢/u de los lados tienden a cero.

1.- LONGITUD DE ARCOS DE CURVASVPLANAS COORDENADAS RECTANGULA
RES. ‘ .
Sea P(a,c), Q(b,d) i * '
dos puntos de la cur 7
va y‘= £(x) donde:
f(x); £'(x) conti. -

nuas en el intervalo

a< x<b j en estas 2

condicionés, la longi P

tud de arco AB se da = ‘-] ‘P

por: \ ) -
0| x=a x=b

2 b )
S =j ds =j\ /1 + (%)2 dx  ...(I)
AB a

De la misma manera: Si P(a,c); Q(b,d) son dos puntos de

la curva x = g(y), siendo g(y); g'(y) continuas en el in-

dx
S =‘f ds =! Y1+ (==)%dy ... (I1)
AB c dy

2.- LONGITUD DEL ARCO DE UNA CURVA DADA EN FORMA PARAMETRICA.

si P(t = t,

nida por la ecuaciones paramétricas x = f(t); y = y(t) que
cumplen las condiciones de continuidad, la longitud del ar-

co AB viene dado por:

s =} as = © (dxy2 o (dyy2 gy (II1)
_ _ . ./d,c L
AB

194

tervalo c £ y € d, la longitud del arco AB viene dado por:

); Qx = t,) son dos puntos de una curva defi-

3.- LONGITUD DE ARCOS DE CURVAS PLANAS COORDENADAS POLARES:

Si una curva viene dada por una eucacidn p = .f(8) en coorde

nadas polares p,6, la longitud S del arco serd:

= ’}rs sz +(g§JZde'(Iv)
a ’.

A

PROBLEMAS: i ‘ :

1.- Hallar la longitud ———— del arco de la curva cuya e-
cuacidn es y% = x2, comprendido entre los puntos (0,0);
(8,4).

Solucidn. r . .
. d X d
Derivando: 3y? SLozgy - SL= 5 oo (1)
X dx 3y ?
y
. L2 _ b3 . ' y
Sustituyendo y =x en (1) a fin de tener todo en
términos de x. |
. ad & d._y— =) 2._ X 1I3
= dx 3 )
8
/ -2[3 [ -1f3
+ S =J~ 1+ i—x Idx (x2® 4+ £ )32 dx
g 5 0

en la integral se tiene:

3 o8
S = 5,[ allay = Ex
0 _

4 8
po=" T [(XZP +.Lgi)42] = 9.07

¢

-+ S = 9.07
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2.~ Hallar la lengitud del arco de la pardbola semlcublca

3
ay? = x

Solueidn.

desde el origen (x = 0); hasta la ordenada x = 5a

2ay dy . Ix? o+ dyl - Sk

derivando: i 1 2ay '

. . : x3 llz, | y B
Sustituyendo y = (;—) " en (1) a fin d€é tener todo en térmi
ncs de x:

- i}i: 3(5)1/2
X 2 a
< 5a )
9
->S‘=J\ Y1+ = 2 dx =
DR .
Haciendo 4y ='1 + gg = i% du "= dx
S5a £
y d Sa 3/2 S5a,
-5 = 2| gy - [§£ u3/2] =[ (1 + ]
e 27 0
_ 335a
* Tl ST
3.- Hallar }La longitud del arco de la curva cuya ecuacidn es:
%3 al )
Y = §~ * 55 desde el punto de abscisa. x = 1, al punto a
abscisa x = 3, ‘
Solucidn. . 3
derivando: dy . ;— o = %(X . 1)
2 2x? %2
3 3
— 5 - —
+s=jA+i(x_1)2dx— x r ax' v 1
1 . ot ux"
3, 3 o -
S = L_L_dx :J\ (1’. xz + 1 Ydx
1 2x? 12 2x?
S R S I I _ 1u
S = [; x > %]1 = -+ s = 3
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Y.- Hallar la longitud del arco de

5.~

la pardbola y? = 2px desde
' y s
el vértice a un extremo‘'del lado recto. .

Solueidn. _ )
d _ -
derivando: 2y E%—: 2p ~+ a%»— 55 = L. (1)
1/2 . . .
Sustituyendo = (2px) en (1) se tiene:
dy - (_Byik ; . ’
dx 2x .
P b " P
D 2x + p i ¥2x + p d
+'§ = 1 +—-—4dx = ——5————dx =], ———=dx
~0 2x 0 X ~0 /2X
q .
‘Haciendo wu? = 2x +.p + x = 5 (u? - p) ; dx = udu ;
o = Jal - p ;  para x =0 ;. u-=z¢tp
X ="p 3 u =% ¥V2p
En la integral se tiene:
" (2p. /53
§ = uEin ;-/\7_-—;-{—— o /’z—"—-)Jr
' P

+ § = j%§?+ g In(/2p + /D) A % 1nv/p
pvY2"

gt = ln(/§'+'1) +

ln(i + /2)

o
=
5
%)
1
N[T,
=
o
S)

. o | O r . 5
Hallar la longitud del arco de la pardbola 6y = x° desde el

origen al punto (4, 8/3)

Solueidn. -
dv _ x

derivando ax 3

j.AT—'dx-— /———‘dx=;
=[v’ ln(x+»’2 )]l—»s:

L.g98
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6.-

Hallar la longitud del arco de la curva y = lnsecx desde el
origen al punto (7/3, 1n2). d
Solueidn.
derivando. dy . tagx
_ dx .
y ﬂ/3 B F/3 ) W/a
-+ S,ijal V1 + tglxdx ij. secxdx = [;n(secx + tgx{].
s S ) ) o 0
= 1n(2 + ¥3)

> S in (2443 °

Hallar la longitud del arco de la hiperbola x? - y? = g
comprendido entre’ los puntos (3,0); (5,4) (embleese la re -

gla de Slmpson)

Solucidn. g | ) g
derivando ZXS; ?y =0 - §§.= %

2 2
+ § = /& + .Z_ ay = j? 2&_.1-!_ dy

z 2

X ) X

Sustituyendo x2 = 9 - yz, a fin de tener todoren término
de y. 4 ’

aplicando la f4rmula de Simpson para n = 4’
3 Ly
A =bn a. _ - 0 . 1 rE 2y
y y2 4+
Haciendo una tabla de valores para x,y:
i 1 | : g
1 Area:= (7 %, * ?1 i T x,‘)Ay
1.048 )
1-8%3 . prea = (0.5 + 1.088 + 1.143 + 1.224 + 0.84
1.224 ' . :
1. 281 4.555 %

Area = 4.56

S

10.

8

. Hallar la longitud total de la hipocicloide

. ' xzh A yzh . azb -
Soluectén. : )

' : PN T et dy & Sk
derivando: ke T i - 0 - A (;){

a

2] 2[3
J = u i—+~L-/——dx (1)
2,3 0 ) ’ xz(aw o .

yz/a -

en termlno de x:
zh
2 _ax =
223

+'S = 6a

az/a -.le3 en (1)‘,'

-JN /=13
4al X dx =
0

Sustituyendo a fin

Ea‘laleila = 6a

'Rectificar-el'arco de la catenaria y = %(ex/a -x/a)
de x = 0; al punto. (x’y):; ' ' ;‘
Solueidn.

Derivando>‘gl.= % ( /a —x/a)

4 . .
é—x/a{] . % (ex/a _ e—x/a)'

%21

n
ISpel

S

‘de tener todo

1] /a, . ‘x Ja X, ]"
§ = = diar e *¥yax = ) e*33(X)- 2 . X/ad(x/a)
2.1 20 a 2 0

‘Hallar la longltud de una arcada completa de la cucknd&

r arc vers

. = Y. 5 aia -
|x = = - Ay - 3

{Solueidn.
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(o]

JerarEe, il ) e ] ] a ‘ ‘ .
‘ dy > i S = ij‘ (b2a2l + (a? - b2yx2liy 2y 1bdx
2ry L 0
: . N - .
. 1 ) . a . -~
NSk Y ? . i Haciendo u = b2azh (a? - bz)xzp - ;(———E———) = 1,adx
2 V/ - dy s s a? - p?
- 2Py - y? 2ry -.y? ‘4" :
or i y T en la integral .se tiene:
/2r F E 75 i 0 :
s = 2J‘ 2T 4y = 2457 or - ). l‘lzdy’ =0 1 a 32 &
. | Vam - o v ' : o 3 J‘ u1[2du N u :]
) ‘ R b 2a(a? - b2)Jo0 a(a? - b?)]o
u=2r -y + - du=dy x T )
‘ ‘ s 2r_1I2 £ T O ' : 2r i ) (bzazla + (a? - bz)lea)a/z a-
‘ + - 2¢¥2r u du = [; 4/2v ulé] = [;N/TF(Zr-y)lé] = 8p a(é2 - b?) o
o ‘ . | |

a" ‘ b3a a? - p? a? + ab + b?
S = - - sl W a + b
“a(a? - b?) a(a? - b?) a2 -b N 4, -

+ S = 8r

11. Hallar la longitud en. un cuadrante de la curva: /

X = b de la curva.

By . (DAl - g ! ' ' .
(Dh + Dk o= 4 = ‘ ,

Solucidn.

2 -1l - 2
bd [ + 2 y 113 QZ_ =0 g gl 85 o (b__ Y ) lla . 4 i
322 3b2/3 dx - dx i3 i T
i | Solucidn.
o . 4 derivando:
% ' i y X1 dy )
\ b = e WP O S
- 8 =J‘ {/ (b y)2/3 d' . [(azx)2/3+ (bzy)m“l!b‘dx 1 in e‘ =" 1n¢( = ) - T o
l 0 1 2 )2/3 : (azx)zh‘ g ] : ,“: ,
I . . : b :
Sustituyendo y2P = p2f3( Xy2ls ; ( \//7 §e2X e?X 4 1.,
y y = = (; *) en (1) a fin de tener ] S = 1+ —5x % dx = ( 2x ) o
‘ ; i a e - 2e + 1 A e -1
todo en términc de 'x. B ‘ 1 '
| | b
y 2 2 : dx
] S = (1 + —7;————)dx = dx + 2 Sor m—
a . e -1 a SIS e

0

. ij‘a (a2x)2l 4 bz(i-(x/é))éb) b1 o L : ‘ 1
= < (a?x)B i ) y
! )

b
= [% + ln@—————*
) a5




(b a : .
S = 1In¢ eb - 1)(e + 1)) . R ‘ . )
(e” + 1)(e® - 1) b-a : ] 1 0 , 1/2 12, .
‘ S = - (- 1+ Ydx = - EL~ dx + {};——————} T -
) - : : 2 . 0 xZ = 1

13. i
3 Hallar 1a longitud del arco de la gurva:

8
X = e senb : i ,
: i 1 a X - 1
8 o [; + ln(x T 1{]42

desde : 8 =0; g =1
’ 2

y = e cosb
Solucidn. s=_+1n_;_
derivando : dx _ @
° ae ¢ cosb + eeSene ‘ . b T
15. y = lncscx desde: x = =, X = =
N 3 2
dy . _ _® g - |
dé € senb + e cosH Solucidn. Derivando:
' " 4y = - cegns
§ Szf [(e cos0 + ¢’seng)? 6 g g%
en + ( e senB + e cosfh)? ] ! . /2 ' "
/2 ] " | ) | |
- 5 ,JA L i 20 ' . l + S ij‘ (1 + ctgzx)lbdx = cscxdx = ln(cscx - Ctgxi}
co :
s + 2e sen9c0s6 + e2esen 0+ e2esen29 = /6 /6 e
{ - 5
Shal- gl 3Y - M fes——p)
: 2 - /3

_ 5 senecose s ezecoszﬂdzde.
16. Hallar la longitud del arco de la espiral de arquimeaes,

]
2 lh B v n/2 0 i
Jﬁ ( e w8 = “ﬁJﬁ e do = /2 eé] . p =ad , desde el origen al extremo .de la primera vuelzsa:
e .

Solueczdn.

V 2 [s]
s = - = /2
/2 = /2 (e - 1) derivando y apllcando la férmu]a (1V) se tiene

! Hallar 1 do . ;. .

. a longitud del arco de c/u de ‘ 36 a; .

| vas, comprendido t tas Slgulentes CUTE 27 i

> entre los pun ) : 21
0 0 '

14, y = Tl - ' )
Y = In(1 - x®); desde x = o | . | . ' . -

. Z ' o <= a{%,#@z + 1 + % 1n(f + ¢62+1)]

' K . 0

Solucidn.

derivando:; ¥ . _=2x 1
g x2 ' 3 : s = mavum? + 1 + % 1n(2n + vuw? + 1)
/2 !
/2
2 0 . ] :
> 5 = (1 + —_JQL___)‘bdx l[i [;1 + xz){]lh N Y 17. Hallar la longitud de la curva
(1 - x232 = _— dx=- x : _ o | '
% K 0 1~ x* . -x? A p = asec? 9 , desde 6 = d ; 6 = L
1/2 2 7
*  Solucidn. derivando:
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18.

204

o
©
‘N
@
N | @

sec gtg Za g sec?

n/2
S =J‘ a(sech -g— + sech g tg2 g)l/zde =j asec3 —g—de
| i S 0
0 . _

+ 2du = d6

on
@
N
N

N @

Haciendo u

en la integral se tiene:

: TT/Z 2w 0 i
3 = 2“{‘ aset3udu = a Eecu‘tgu + ln(secu + tgu)jln/2
0 ] , 0
. w2z
2] 2] 8 2]
—>‘S=a[sec7tg—2-+ln(sec—2-+ t97]0 |

= [VZ+In(/Z +1)]a

Hallar la _l'ongitud del arco de la espiral hiperbdlica

p6é = a limitado por los puntos: (9‘1’ 61) 3 (pys 63,)

Solucidn.

dp a

derivando, a8 —‘e_'z-

- 0, o "
. . . ]
+ s =£ (pz(%—g—)2 + 1) e, fJA (oz.i;.+ 1) Y2a,
P, P a

P2 2 2
i£ (a___fz_p_) Y2 dp
1 !

8}
2( 1/2
Py
Haciendo la sustitucidn.

2 2 udu

en la integral se tiene:

19.

Dl 1 pl pl
P
= [} + - a ln(———a—):' 2 .
2 u + a }
: p:l
Pero u? = a? ¢ pz ~ u = va? +~p2
[*
- va? + pi - a] 4
S 8 az + pz + '5- 1n ( J
az + p; + a pl.
/ a v’a2+p:— 'va2+pf—a
S = a2+p2—/a2+pf +—-ln(-———-——-——)-—ln(-———~—-——-)
2 2 a2+p:+ va? +pz+a

(/a +p§—a)(f2+p2+a)

S=/a2+p§—/a2+pf+
(./ 240 —a)(n/ 2+o + 1)
(./ 2+p +a) (Va 2+p + 1)

[SIE)

(va + p: + a) (Va2 + _p; + a)

1
Nlm

o(a+~’a +o)
(a+|/a +p

-+ S_=/a2+‘p;—/az+p:+ aln

'

Demostrar que la longitud total de la éurva

_ 3 8 es‘ N 3na
p = a sen’ % 2 e
Solueitdn. ) |
Derivando %g— = a sen? —g— cos g 3y 0O = 0; hasta 6 = 3n

+ azsen =

w|®

37 5 ~3n .
+ g =J\ »/;zsen6 % cos? g— de =fasen2 -g- de!
3 0

. 3n N
ade - = acos =~ de = iyade Bl e 2 d(—z—e-)
2 o 4 3 3

+ & =
0
'n’ <
1 3 28 _ 3m
s=a[-2-9-];sen—§-]o———§-a
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+ La longitud total es S = = a

AREAS DE SUPERFICIES DE REVCLUCION

El drea de la superficie generada por la rotacidn del arco AB
de una cufva continua alrededor de una recta situada en su pla-_
no A por definicidn el limite de 1la auma de las &4reas generadas

en la- rotac:on en tormno

por las n cuerdas AP, ; Ple . Pn-lB

a dicha recta cuando el

nimero de cuerdas crece
indefinidamente de mane X %
ra que la longitud de
cada una de las cuerdas
tiende a cero ‘

Si A(a,c), B{(L,d) son

dos puntos de la curva 5

'y = £f(x), siendo £(x);

f'(x) continuas y ade-

mds f(x) nc cambia de
signo en ei intervalo o
a £ x £ b, el d4rea de la superficie generada en la rotacidn del

arco AB alrededor del eje x:viene dada por:
b )
‘s = Zﬁv[ yds = ZTJ‘ yv/1 + (éx-)2 dx ... (I)
X 5 dx
AB 3

Asimismo  si f'(x) # 0 en el intervalo ag< x<gb

=27 ds =
o

Si A(a,c),
de g(x),

drea de la superficie gemerada en la rotacidn del arco AB con . |

se tiene:

-

Jﬂ y 1+—(——)2d ee. (I

x = g(y), don

w
1

B{b,d) son dos puntos de la curva

g'(y) satisfacen las condiciones .de continuidad, el

respecto al eje x viene dado por: o

206

BB
ds
= am) x/1 o+ (357 ay L. (III)
dy
c [ -~ -
ds

si A(t = tl), B(t = t,) son dos puntos de la curva defini -

das por las ecuaciones paramétricas x = f(t), y = g(t),
funciones que satisfacen las condiciones de continuidad, el
drea de la superficie generada en la rotacién del arco AB

alrededor del eje'x viene dada por:

- i fedxy2 dy 2
Sx = 2WJ~ yds = .jﬂ (dt) + (dt) dt e (IV)

e
El 4rea generada en la

rotacidén del arco AB alrededor del

eje Y viene dada por:

t ) .
2
J(dxy2 o (dyye .
2nj WGP+ GD ar ()
tl :ﬁ

AB
PROBLEMAS
1.- Hallar por'integracién, el &rea de la superficie esférica

engendrada haciendo girar el c1rculo %2

+ y? = r? alrededor
de un dJ.émetro :

¥ _
aqui E% = X sy = Yri-x?

+ ds = (1 + 2 )llzdx
r?-x? -
—r -
‘ = (—=F 1’de
r? - x
i
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. r I \
a 2
Sx = QHJ yds =, Qﬂj (-rZ_xv.Z) 1/2(;") llzdx
. 0 r? - X!

Aplicando (I) se tieng que:

0 ‘ - x
. - ’ r r
> Sx = 27 rdx = 21TP)JD = 2mr2
0

de la fig. se observa que el arco BA engendra solo una mi-

tad de la supepficie. A

. S = umpr? ' o
X

Hallar por integracidn, el &rea lateral del cono engendrado
al hacer girar el Segmento q' une el origen con el punto ‘
(?,b) alrededor de OX. V

Solucidn.

Sea y = g x la ecuacidn de la recta. !
.o d b b
“aquil E§~= T SRR .
2 ' 2 2
+ds = (1 ¢ Doyikax = EE By, ‘
A a? ' !

Aplicando (I) se tiene:

a
S =27 ydvs
¥ Jo

a
o q .
= QWJ\ g x(a_'f'_b/-) 112 dx
0 : .

y? |

¢

S

X a? ,
, . . k

) e
SX 85 —T'T—l'?-(a2 + bz)llzj xdx ‘
az 0 1]
. a ‘?
m i
T LR b2)1f2x2] = /
a? .0 )
+ S = mbva? + b? {

3.- Hallar por integracidn el drea lateral del cono que se en
gendra cuando la recta y = 2x desde x = 0, x = 2, gira
a) alrededor de 0X;

b) alrededor de OY
verificar el resultado geométricamente.
Solucidn.
. d
a) aqui H% = 2 3
= 2x '
% LY
o+ ds = /5 dx A(2,4)
Aplicando (I) se tiene:
25 . s i
Jﬂ : 1% &
s = 21} yds _ , I SN g
x ) — 7. S W41 .
[e] | Ly
. 2 ! X
S _-.l;‘rf@/ xdx ! { i/}
X 0 1 !
-0 :
) 2
5, © 2/5. nxz] = 8/5 1
o )
]
s = 8/5m
x

Comprobando'geométricaﬁente:

por definicidn del Zrea lateral de cono se tiene:

/h? + p? . .

Trg , donde g

2/5

- Ay = 8/5 m
. odx _ 1 /mz 4)
b) aqui E; = 7 ’

——t -

ds = %'fs’dy

Aplicando (e) L
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4,
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4
1 :
=2“j:y/5"dy .
0 g

ds
4
a i 2] 1
) vdy =[5 /5wy L= uf
s \

geomé&tricamente.

A = mrg donde g = v/h? + p?

S = 2n
y

X
/g'n

TN

S
y

Hal;ar'el drea de 1la superficie que se engendra cuando el
arco de la pardbola’ y = x? desde

y =0 a Yy = 2 gira
alrededor de 0OY. ) ’
Solucidn. _*
« d y . ,
aqui E% = 2x; y = x? 'Y*
dS = (1 + ux?)Way : \(/2‘,2)
t
= (1 + ux?)llgy 4 -t -
e ~
,é_ S TN ISR

. .
3 .

= 21TJV?x(1 + uxz)’lzdx [5) —-
Jo . . ¢

2
%“ (1 + ax2yfacy 4 bx?)

. .
» s = ldims uxzwlz:, -8,
-

<
ANt

<
ofS

.
v
{
J

Hallar el 8rea de la superficie que se obtiene haciendo gi-
rar alrededor de OX el arco de la pardbola y? = u o que
.esta dentro del‘pfimer éuadrante.

Solucidn.
dy . _ -1

a8 R -

Aqui

1/2

o -
ds = (1 + ETH_:;T) codx

: 17 - bx 2™ oy
ds = (m-[r_—)-(-)—-) Codxe

= dx, en la integral se tiene:

o DA S A
“/]o“[ g a7 - ¥

v
x
"
'
e
2 £
=
-
e
[=9
c
]
I t l.
Y E]

s = g (70.09 - 1) = 36.18

3 > 8§ = 36.18

p o

6.- Hallar el &rea de la éuperficié que se obtiene haciendo gi-
y = x° desde (0,0) a (2,8) alrede-

rar el arco de la curva
dor de O0Y.
Solueidn.

g dxl -

Aqul —_—
-0 dy 3'y2/3

¥ _ 1/2 uf3 12
as = (1 +—7],7-3-) gy =Sy 1Y,
9y : '
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ylls(gyula o 1)"2d‘y ] !

4 4 i Hallar“ el 4rea de la superficie que se engendra cuando e/fu de
Sl = 211j\ xdS = 21rj\ ’ ’
0 0

‘€0

A las curvas gira alrededor de O“X.
y 3y’ Y 1 ; ' . : .
. . . g 7.- Qy = x%; desde =0, x =2
4 : J I .
B 12 nj‘ (ay* 4 1)tk ) ; \ , 1 ﬁg.mz_%n- ) Y .
T3 )T o W (2,8) ‘ G LS B R -
o 0 ylfs “ ' 2 “% a?91 dax 3 : 2 )
g uf3 1k . Ay : ' ' x*
5 ~ b _ 2 - N
= 1im %nj‘udy ; ol e N S T | 4 dSl— (1 +-§—-) dx = | ‘ !
€~o 0 yib ; ! 1 ' ' : C3 TN
| . -\ | ] e SN R
AAZT I i o ) ~lo ;
por ser una integral impro- N > 0 : ' N 'L?'—%'L)_— S |\/L ~<L) :
pta. . ‘ : v | A . . ' N ==
i ‘
haciendo la sustitucidn. : L ] % P
' < X | ' s = 2w yds =—2—T77-~ x3(9 + x~")l’2dx
. . b X - i
2 _ of3 _ 1.2 3 : A g
u® = 9y t1->y-= §‘(.U -1) I"; ) : ! Haciendo:: -
' : . ’ u = x* % 9 - "'\'1‘ 8 x3dx
udu . . : ‘ 4
dy s —mm———— en la integral se tiene: b q Al ‘
6.(u? - 1)""' ﬁ* ‘ en la integral 'se tiene:
i , 2 ,
) u’d 5 2 12 T 3/2,% T vy Y2 2
g “UMCUENS : g o S, ST ut?du = [~8-u i = gi'(g + %)
' 2 6(u2 - 1) 1 2 X RS 1 0 : 0
Sy a 1im'§" 2 - 2 - limeT —udu ) E i | B .
E*o g (u? - 1)th 0. e (u? - 1) 4 s =28, . . e :
3 X 81 i
— o . L . .
| 8 8 : ' | 8.- y2 = 24 - ux desde x = 3, x = 6
e 1 1 du A ' ' J
= 1im { 3T} du+ 3" -—2———} . Solucién : . ,
g0 E Eu® - 1 i i d -2 _ _
_ . ‘ 24 - ux |-
s. s . v“ N . . . .
i 2afu s £ b | ; |
u S . % y ’ .
e*>o e i - " ‘
, , : es s (e gy hax o
' —T. 4 . - : =
] pero: u = Qy"’3 + 1 I ' : ' : = , —l 17 =6 4
y : 9 R O =6 -
. . - - (28 i%yikg, by 2t 4
1 1 0 . " "3 S S >
Sy = 1lim g m (9Y“I3 + 1)1'2 + E 1n 3y & - 1—| j ) : ’ :

¥
[7)
n

Ay B s 1+ , e « 8 . 21}—5-6

. ’j v X
J 3 ‘
b ‘ 6 3
- 9 : s = 2nj‘ (28 - ux) PPax
] x o D
1 : . ) . .

3

212 | ‘ | | _ , | : ' 213




c’c
"
=9
L

Haciendo u = 28 - 4x - _ &

en la jRtegral se tiene:

6
. .
B L.f ul/Zdu g o L (u’lz' . L 6
) l ) = l_ iy 3 I
X 2 '3 13 3 3 (428 it f 3

. 56 ‘ '
Sx.' 3.". X o

9 - X
=Y 5 & ; desde X 30, x =
Solucisn ¢ .

dy _ -X '
4., | kv -

DF g 4 .+ 'e~2x)~ll2d

X
.' - " . '
-— a3 . X = i
v, © ﬁij\ = (1 + e zx)lkdX" '
0 4 e

&8 una integral 1mprop1a de la

la £
LR b -
jd)(x)dx = 1lim §, ¢(x)dx
a . b Ja =
. X L C =l -x . s
* S, = 1ig 27| 71 - o "2%ypg,, o
| b+ 0 . .
Haciendo la sustitucién gz = e X5 dz = e *gx
A E]

ep la integral se tiene:

§, = lim ZTTJ\ (1 - zz)’/_z(—dz) = - 1im ZTTJ\D (1+422) Y24,
b o bt @ 2

0 .
, gy ol o
i sx = - llm' m(z 1+ 2% + 1n(z + /22 + 1)]
b+ .
pero: gz = o X i .
> Sx = - 1im Tr[:e‘.xu/i + e °% + .ln(e-X + Je 4% : 7
I o £ ' e ’ + 1
' do

> S = 7 1inm [2+ln(l+ 2)¥e-b\1+efb‘
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o 1r'»(e_—b A ] 1-)]

g -.:l:/2_'+_ In(1 + /'2—):,

10. 6a’xy = x* + 3a desde x = a, x = 2a |
'y
“Solucién |
. : + 3 ‘ay 1 Voot
Aqui y = Ao x o+ sany a_y_ = (2 2y
a2 - ¥ 2 2a? o x?
. W2 u y
- A +
as = (1 + <X DS (AT g dx *
ha'x" . 2a?x?” :
. . : ) 1
a 2a , ,
- . Y y u u
s 5 = 21 o i (x* + 3a')(x' + a") Ly
X 6a " <3
s E) h .

) 8
+ 3a Elss

6a"

. ) 2a
« < S {J’\x dx + ha J‘ xdx + 3a
a B

S =
a
‘ 4 5 » ’ B 8 2a u7
‘S-:_Tr |}"—+2a“x2 3aJ - S :.1_6.1;
X ga" 2x? a- - &
11. La cicloide: | x = a(@ - sen®)
y = a<1 i cosB)
“Solucidn. N
ug 0 4% _ C e .o dy .
Aqui a6 - a(1l cosB) 36 aseq?

48 = (az(‘l - COSe)'2

8 28 sen%—ede'i‘ I

+ 5 = zns yds = 8ma?| - sen?® -;— 648

2a 3
BJ x -dx}

_1f2
+ azsenze)}!zde = a[___2(1 - cose)j ae

215




12.

13.

216

T | :
. 2 3 b 2 " =N
= 8ma {‘{; sen > 8de ,E cos® 3 b sen 3 6de}

7
= 2 |fe Ao, O 1.
Sx 16ma Ecos 2 0 3 °s° 3 6]0 i
_ B4 2
he Sx 3 ma
La cardioide: x = a(2cos® - cos 28)°

y = a(2send - sen 26)°
Soluctdn.

aqui g—;— = a(-2 ;;ene + 2 sen26) ;%%— = a(2cos® - 2cos28)
ds =, Ezr(ZsenZB - 2sen®)? + a?(2cosh - 20052'6)2] l[2d6

ds = 2a(2 - 2sen6—sen29 - 2cosecos26)’7’2d6.»

ds = 2v2 a(1 - senfsen26 - cosZGcosQO)"/zde

ds = 2/7 a(1 - cos8) W

=3 gl = 47 ﬂaZY(Zsene - sen26)(1‘-—‘cose)“2d6
) 0 ’ p
b
s = w/7 na{j: (2 sen® - 2 senfcosB)(1 - cose)‘PdG

ﬂ N .
s = 8v/% nazj senb(1 - cos8)®ap
0

a .
+ § = 1_6___/__2_11a__[(1 - cose)slz]" - 128 a2

X .5 0 5

2 8

> S We 128 ma?

b 5
x? ¢ y2 =4; desde x = 1 ; x = 3 :
Solucidn.

= d -% -
aqul ny—= —_—  y = /b - %2 '
(R
ds = (1 +—2EPax = (e Pax
g 4 - x b - x

. S = 8w
X .

'Hallar el &rea de la superficie que se obtiene al hacer girar

c¢/u de las siguientes curvas alrededor de oY.

3

14, x = y7 3 desde y = 0 ; y = 3

Solucidn.

aqui -j—; =, 3y2 5 ds = (1 + Qy“)»‘,zdy
@ 3 ' 3
" s+ s = 27| =xds = 21J\ y3(1 + 9y")Ray
y [} g
. 3 -‘ -
= 1—?}- (1 + 9y Yaq1 + ay*).
0 4
S O L
y 2'7 “ . y [
2 _ N “ . I
15. 6a“xy = 'x° + 3a desde x = a 3 .x = 3a
‘S.olucidn. ' - i » .
S a7 - N ExRL S oR
aqui 'd_Z:_ 3 e (-————2—‘—)
. . x5
y N
ds = X__‘f_;_ dx
2a?x?
-~3a a “ Y '
> § = ZTTJ. xdS = '—ra bd B e dx =
y Ja a?Ja x?

1
le:l
W )w
2 o o
R
P
E b3
+
[«1]
k..:.—-)
I‘CL
x| %
ol

m
27 ":_[‘730.)-3’2 - 1] = 730.46 ©




: : Lo+
+ S = (20 + 1n(3))ma? 53 0 Y '
'y T : » . 2mab? a®? - b?,
. sy = 27ma’ + In( 2 )
. ‘ 3 , b
16. 2y = xv%% - 1 + 1n(x - /%% - 1) desde x = 2; x = § Sl
Solucidn. § i U
s dy | 2 12
SIQUH Wl = (x% - 1) f 3 ds = (1 + (x? - i))'hdx = xdx . 3 _Ej_;_gi. 5 ad
' pero: e = S ==
. . . 52 _ p?
he Sy = 2TJ~xds = Zil;xzdx = 215—] = 78T ‘
‘ 2 3 2 o 2+ 1 ) g 2
- t 1 ' 2 +
+ S = 787w + S = 2ma’ + Ll In( - ) = 2ma’ + 2Lk 1 (1 e)llZ
y ) : © : ) 5
) 1 - e
Hallar el drea de la superficie que se engendra cuando c/u de 5
las siguientes curvas gira alrededor de 0X & OY. 2
| ' 2 195 1+ e
2 . S = 2ma‘ + in -
17. La elipse ; + l;—= 1 (alrededor de 0Y) . i ¢
. a b L]
S _ | a5, | b W, = ; (ex/a A x/a) desde x = 0, x = a
aqui E§.= ————;EX——~; X = % (b? - yz)‘h (alre?edor e
bm Solucidn,
, ‘ . dy._ 1, x =
, AR
+ds = (1 + __LL__)IIzdy . E;,“ + (a® - b?)y? !’zdy
b2(b2 - y?) b2(b2 - y?) ' % i
: Ty ds = (1 + foc % + % e 2x/a) dx E (ex/a ¥ e X/a)ds
. EX_ . b - ; 2 b ) 2 !IZ bk+(a_2_b2) 2 1’2_ a
- xdS = 2w =2 (b2 - y2) b +(a -b")y* a4 _ Ta x/a -x/a,» na 2x/a -2x/a
0 b2 Jo b2.-y? - PSR s VI 7 vEre yax
r . N 0 *
_ UYra [
Sk~ % h“+(a2-b2)2]‘fzd = } |
y ; 7 ay = _ ma {9 2x/a -2x/al” _ ma8 2 8 R
) . ) Sx - 2 [; & + 2 - e . > 1|2 e + 2a 7 e
Yma - . ‘ o 12 : o
=,——;—(a2,- bz)lk [ b + yz] Idy 2
2 2 ‘ ' ]
b oa® - b + 5 =22 (o2 4 4 - 7%

. X y . :
|

s = 4y & 2 _ p2y1ftl b ,
pren ety LT 9. [x = e%sene . |
a - b 3 ' . v desde 8 = 0 g = 7‘ alrededor de O0X. i

) 8
y = e cosé g g
' 1 bY /¥ b - M
7 ‘;‘———;_ln(y + 5 + yz) : ) " - y
a2 - b ~ | AW " Solucidn.
. aquil g%—= eecose + eesene;
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d 0 C . 3 S . a
a—e‘L= e cosB - e send \ aSimed 2ﬂJ" yds = ”J\ (—;i— + 2X)(x 2+21)dx 1
20 20, ’ : ' ! : " |
45 = (e“"(cos8 + sen)? + e (cosh - sen8)?)Y2ap . 1 3( “ AR ‘ 3 ; . }
. ] 4 3 .
- ST 5 T 3X L) dx = —g—j(xs + 4x + —)dx |
8 . lfz . X $ X 4 N
dS = e (2senBcos® + 1 - 2 senBcosh + 1)Y%de i
. i
ds = v7 %48 y ~ . el [zj e ]3 . 208w »‘;
. [
/2 x 6 |6 221 ) . 3{1
- . i
+ g = 2/51![ e28cosed8 ..... (x) : ] 2081 i
X . +> S =
y 0 X 9 -
empleando el artificio de la integracidn por partes se tie- ‘
ne que’ ' 1 ]}
ers o /2 = it
2 2 2 i
S. = 6cosede = e eserxe + 2e ecose -4 e29c'osed9 i
g 0° S |
/2 : H“
2 . - 0 . i
—’j. e~26cosed8 = -;'— (e esene + 2e ecose) : I
. 0 : ' i
en (x) se tiene que: ‘ ' A ]
. J 1!/2 . /2 . I
‘ 2 2/2% /e - M
- 2/2_TrJ\ e ecosec‘le = C"[eQSSenB + 2e28cose:] i
- " | I
=0 3 0 L ‘ “
S5 =Rl (B
b3 5 |
® ‘\
20. Hallar el 8rea de la superficie que se engendra cuando se ‘ \‘
: hace girar alrededor de OX el arco de la ¢urva cuya ecua - | |
cidn es: . ) wi
x 1 ' ' ‘
y = =t 77 5 desde x = 1; x = 3 | v i
Solucidn.
d 1 1 ‘
aqui: d_y . o x%- . ]J
x 2 %2 _ | 3 ' i
m'/‘ 5 r
; . 12 % ‘. ’ i
-»ds=[1+—1—(x"—2+-—1—):, ax = 2+ 1 ax '
4 4 2 | 8 i
X 2x i r,

220 " : ' -0 \




CAPITULO XVI Lmy .

ARTIFICIOS DE INTEGRACION |

EN EL CALCULO INTEGRAL FRECUENTEMENTE St UTILIZAN LOS

' SIGUIENTES ARTIFICIOS. B v 1
1) Infegracién por partes - ' |
2) Aplicacidn de la teoria de fracciones racidnaies

3) Empleo de una sustitucidn conveniente

INTEGRACION DE FRACCIONES RACIONALES

CASO I: Los factores del denominador son todo de priﬁer grado, g

ningin factor se re 1te, es decir podemos descqmpo— b
y g P P

ner en suma de fracciones de la forma:

| A B . i
o (x - a) * (x-Db) > """ 4
CASO II: Cuando Ios factores del denominador son todos de pri - |

mer grado y algunos'se repiten (x - a)” y se escribe

de Ia siguiente forma.

A 2 B . ‘ L ' )
(x - a)" (- Na) e e i ]

donde A, B, ..... , L son constantes : - ) ;

p . . 0 A
3 )

. PROBLEMAS y . , ' k
VERIFICAR LAS SiGUIENTES INTEGRACIONES : ~ 1

(ux - ' i ‘ ;
S\ o s 29 dx . ‘ 1
- 2x : ‘

Solucnon,: .
Ux - 2 il U - 2 - A B 6
+

x(x - 2)(x +-1) X o =

X7 = x° - 2x‘ £

= A(x - 2)(x + 1) + B(x + 1)(x) + C(x - 2)(x)-

/

) ‘L,x‘_2=(A+s+C)x2+(’A+B'2C)¥’2A )

ientes de la misma potencia de x, se

Ifvalando los coefic

tiene.

A+ B + _
- A+ B~ 20

- B
‘+j\(;+x_2t

tnx + Ln(w - 2) -

n
£
X

1l
-
"

‘w

i
-
o
o

il

I

N

dx . dx " dx
{T*fﬁ?'_’fw1

2Ln(x + 1) + C

1
= Lox{(x - 2) + Ln ——_ 4+ C 0

(x + 1)?

2 .
- gl —BEEE G
(x + 1)?
, j-(sz - 3)adx
. x3 - x
Solucién :
J5x%* -3 sx* ° 3 dygy JEB —
- 3 x(x + 1)(x - 1) X  x + 1 x - 1

X - X

Alx? - 1) + B(x - 1)(x) + C(x + 1) (x)

-

v

5x2 - 3 = (A + B + C)x?

+ (-B + C)x ~ A

Igualando los coeficientes.de la misma potenqia de X, se

tiene:

A+ B + C

B + C

' ' dx
A B I — .J. dx -f~ Jﬂ
i »J\(; dee = )dx X + 1 %

3 Lnx|+ Ln(x + 1) + Im(x -




= Lnx(x + 1)(x - 1) + C = Ln x%x% - 1) + C g : \ ] q .o
. i ' o N J~(4x + 2x° + 1)dx
b x

' o . “G L4 = x ’
Q. - J- (W g Vaxn I - (e edldx : . Solucién @ / - "
ux? 4+ 8x? + 3x . I x3+ sz +%—x . 1 \g l|x3+ 2x2+ = i+ 2X + X + 1 i 2x2 + x + 1
Solucién : i y _ ’ L C o ‘ : . hx3-x llx? -x . x(ux? - 1)
ix + 3 - Yx + 3 - A, B . 2 .
x3 N 2x2 +-2-x x(x + 1/2)(x + 3/2) X X + 1/2. x+3/2‘ =1+ 28 + x + 1
Ll ; : ‘;{ ‘ . Cox(2x + 1)(2x - 1)
= A(x + 1/2)(x + 3/2) + B(x + 3/2)x + C(x + 1/2)x b ‘ ,
' , % 4 : ‘ i ‘ b 2%x%+ x 4+ 1 "___ A, B + e
4x + 3 = (A + B +C)x? + (2A +—§’—-B-+ -;—C)x,+ -E—A“ : | : (T S A B T oG S e
_ Igualando los coeficientes de la misma potencia de X, se i ‘ 2x° + x + 1 = A(4x® - 1) + B(2x - 1)(x).-+ c(2x + 1)(x)
. tiene. ‘ o i © - 2x2 + x + 1= (MA + 2B + 2C)x% + (B + C)x - A
A+B+C=0 ' ' : , g - i ; =
g 1 ,S : igualando los coeficientes de la misma potencia de x, se
2A+?‘B oRC L) SRCREL Do BRI ESS 2 Mot (BFE S i \ " tiene: o ‘

© A + 2B + 2C = 2 ;
-B+C=1 -} A=-1, B

I
N
o
s}
i
N}

' : il % +3/2

' . , . A _ ' _
. p '- .' ; ‘x N . |
M A 2dax 1 _2ax . 1 ) o oy - '
8 . x 4 X + 1/2 n x + 3/2 . i : ) J\ dx J— dx . 2 © i
J’ __f J\d(2x+1) N B ‘, B 8 “
_?x+3 Ix + 1 L de_J‘££+__1_jd(2x+1)+Jd(2x-1) |
8 X L -

" .
“— s -
[}
S
1t
a

1
o
Rt
1
ol
x1.
o
%
WY

| 2 ) 2x + 1 2x - 1 , ‘
Sl aex x ) . » : =x - Ln(x) + 5 Ln(2x.+ 1) + Ln(2x -~ 1) + C b
2 2x + 3 : . % : ; : 2 :
‘ 1 1 1
~Lnx - 7 Ln¢2x + 1) - = Ln(2x + 3) + C . 4 g i y ..
, : ' 1 = x = 5 [21n(x) + In(2x +1) + 2 In(2x -1)] + ¢
1 0 A . . X v 7 g
=5 (2 tox - Ln(2x + 1) = La(2x + 3)) + C | : L
_—— ’ o = x +-%—(Ln 2L 4 Ln(2x + 1) + Ln(2x - ¥ +cC
gt 2
i 2 . i o ‘X .
% : : 3
2 T (2x + 1){(2x + 3) ins o 4 : = x'+-3- Ln(2x + 1)(2x - 1)* +HC F
g i | ) s 2 e
. o ‘ '.' X . N
ME 3 ‘ A . P ' ' 225




2
5.-5.————”23 A=-3
(z-1) ‘ -

Solucién : _,J\ (_é... 3 _B_+ € ydx J‘ dx + q-f ax H-J’ dx:
S T 1 R

. 22 - A + B + C 23 x
Az -1)3 (z-1°  (z -2 %1
3 i
= — + 4Ln(x) - uLln(x + 1) = ——+ Uln ——=
245 . 2 X x + 1 1
2" = A + B(z - 1) + ¢c(z - 1)
cz? =cz? + (B - 2C)z +A-B+¢C - : R
Tgualando los coeficientes de las mismas potencias de x, se ) = ”,F“ 375 %" 0:3H92
tiene: : ' 3 ) 3 :
- e . L .J‘ (2 - x?)dx o
‘ B~-20=0 + A=1,B=2, €=1 . . 1 x? 4 3x? + 2x : - .
. . : Solucién :
A-B+C=0 _ , . . uekdn : ., L 2 . 2x- x*. I, L E R
x(x + 1)(x + 2)  x x+1 .x +2

+-J‘(' 4 + B PR Ydz = - . : - 2 ’ o
(z - 1)3 (z - 1)2 z 17 ; A(x® + 3x + 2) + B(x + 2)(x).+ C{x+1){x)

' : 2 - x* = (A+ B+ Cx* 4+ (34 + 2B+ C)x + 24

a j dz + QJ’\ dz +I dz . _ )
(z - 1)3 (z - 1)? z -1 g " Igualando los coeficientes de'las mismas potencias de x, se
tiene:
1 . : ! A+B+C=-1
S - ol Ll SRS RC ' 34 + 2B + C = 0 SOSog ToNER i BRI
) 2(z - 1)* : : 24 = 2
2 .
‘ 3
(x - 3)dx
S“J'T_-T' | e 2 ax
1 x° + x ‘ X x + 1 x + 2 x x + 1 X ¥ 2
Solucién : \ i i 1 ) ) . 1

X - 3 _ x -3 _ A T B, ¢ . } ]3

i - - x + = L - L + 1) - L + 2 = L
x?¥ + x? x2(x + 1) x? * 3 nxl 2 ) ks ) T (x + 1)(x + 2)4,

, o = Ln(3) ~ Ln(4) - Ln(5) + Ln2 + Lh(3)
. = Alx + 1) + B(x)(x + 1) + Cx? ) :
2 = Ln(3) -~ Ln2 - Ln2 - Ln5 + Ln2 + Ln3
x - 3 = (B + C)x" + (+ + B)x + A . 2.2 :
. . ) £
Igualando los coeficien:es de la misma“potencia de x, se : = In To -~ 0.1054
tiene L i '1 ,
B+C=0 : 8. - 3Kty o
. (x + 1)(x + 2)(x + 3)
A+3B =1 5 A = - ok Bl EMGTRE ¢ =Pou) e ‘ |
A=-3 | ‘
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s o

Solucién :

3x2 + 7x - 2 SR i
(x F )(x +:2¥(x + 3) x + 1 X+ 2 "'x + 2 v
Ix2 + 7x =.A(x + 2¥(x + 3) + E(x + 1)(x + 3) +-P(x+1)(x+2)f
3% + 7x = (A + B + C)x® + (5A + 4B+ 3C)x + 6A+BB + 2C i

Igualando los coeficientes de la misma potenc1a de x, se

tlene . . _ i

A+ B +C= 3 < - ' -

¢
~3

5A + 4B + 3C
6A + 3B + 2C

s ul ~ : ‘ T
SH _dx 4 2 3 dx {8 dx n R j
x + 1 TIarg 7] Nt =il e [ ]

et ) B 0 :

0

1]
o

f
. 5 g ” b

1 = [-2ln(x +°1) + 2 In(x + 2) + 3 Ln(x + 3) |

= - 2Ln(x + 1) + 2Ln(x + 2) + 3Ln(x + 3)]

s -
Fndid,

=l = 2Ln(2) + 2Ln(3) + 3Ln(u) - 2Ln(2) - 3Ln(3) ,

.

% Do - MBS Ln = = 0.2877 L

) 1

4 i A . ]

Jﬂ 9x%dx ) ‘ ;
g.- . ,1
o (2x + 1)(x + 2)2 . . ?

" soluci6n : . i : o i i
9x? _ A B C i i

2x + 1 1 D :

(2x + 1)(x + 2)? | (x + 1) , %
9x% = A(x + 2)2 + B(2x + 1) + C(2x + Dx +.2) |
9x% = (A + 20)x* + (4A + 5C + 2B)x + uA + B+ 20 )

S

lgualando los coeflcnentes de la misma potencia de X, se tiene

A+ 2C =g
4A + SC + 2B = ¢ A =1, B =
4A + B + 2C = 0

i

228

| F £ ‘
-+ j\( . q X + Q)dx :
2x tal g P

4
4 e dx ) dx
= Wamnores 20 2555 + ieme
: x o (xj+ A% e 0 |
1 ' ) T ; 4Ln(x + i)]“~=
= & Ln(2x + D+ B 0

e in(s)? + 2 4 uLns - 6 + 4Ln(2)
P

= Ln(S)‘+ 4Ln3 + 4Ln(2) - L{Ln(2)_— 4 = 5Ln3 - 4 = 1.L4930

S (x% - 3)dx
10. &
(x + L) (x + 1)
0

Solucién k
P =l st - Y ‘S 1
) : 4 2 X + 2 (x + 1)2 X
(x + 2)(x + 1) .

x2 - 3= A(x +1)2 + B(x+2) + C(x + 2)(x + 1)

x2-3=(A+Cx’+(2A+ B+ 3C)x + A+ 2B +2C

Igualando los coef1c1entes de la misma potenc1a de X, se
tiene: -

A+ C =1

2A + B + 3C = 0

A+ 2B+ 2C= -3 3 . A '
5 i ’ ' dx _dx
A . B C 4 =-[6 _ A %J‘
+ j~ R x+ 1t ** D TR A E IR OL
5 ;

f A L2 -2
'=Ln_(x+2)+m]o'Ln7+3‘ ‘»

. 7 i—5;=—0.14139
Ln T 3

’ i

.




Lalcular cada una de las siguientes integrales

11. J‘__f@___af dx - 4
x% - ux x(x2 - 4) :

5x2 - 9 = A(x? - 9) + B(x? + 3x) + C(x? - 3x)

'

5x2 - 9 = (A + B + C)x* + (3B - 3C)x - 94 = . ~
g . -‘ ) . - 3 tie
Soluci6n : - i A : . ;gx_xalandg coeficientes de 1a§ mismas pot‘enclas de ‘x‘, se e
8 . = 8 ) A . B o B C ‘ . ne: . .
5 . = A + . i ‘ e . | =
x(x? - 4) x(x -2) (x +2) X x -2 x+t2 ‘ ] ! A+ BwC=5 | ‘ .
‘ . '« ) 2B - 3C =0 " de donde se tiene:
: , = == = B=°¢C=2
+ 8= A(x? - ) + (x% + 2x)B + C(x? - 2x) i 9A g A 1, :
. Q‘ _ a N .
= 3 2 P B e . ) 1 ‘ L) )
LS ot e L ! j‘lsx2 -9 vaA T = G I,
) - e~ ey s & B aaos
Igualando coeficientes de las mlsmas potenc;as de x, se tlef ) x? - 9x w ¥ 3 X7 a b
: S . A p ) ) .
ne: . i o X . , ) . j‘ : (ax s dx _42 dax
S d - .2 ") R T
2B - 2C = 0. de donde se obtiene ‘ i K - a CAST
T R A=-2, B=cC=1 ? ! . = Lnx + 2Ln(x - 3) + 2Ln(x + 3) + C
: 8dx A B £ . y & 3 S = Lnx[(x - 3)(x + 3] = \Lnx(x -9)% + C
2 e MRt 5 1 )dx ' E 5 i ! ) : :
x? - ux A "x = x+2 : . : :
i ‘ ) ] f _— i y 3z + 7 t g 0 P
5 ; . i 13'J~(z F 1)z + 2)(z + 3) % .
=J’T 7 2dx j dx f ‘ . ) b Solucién : : )
‘ A 1 3z + 7 N R
: ! (z + 1)(z T 2)(z +3) z+17zZ+2 z+3 ‘
dx dx ' : A ] RS P i ‘ : ‘ ‘ e
j JX' .fx*'? . ‘ 32+7=A(22+52+6)+B(22+l+z4+3)+c(zz+az+2)
. " ‘; N ]
i | ‘ = 2 4 (5A + 4B + 3C)z +.6A + 3B + 2C
=—2Lnx+_Ln(x-2)+Ln'(x+2)+C : : : 3z + 7 (A + B + C)z ( ) Jgebese E
4 s . 1 igualandd los coéficientes de la misma potencia de z se tie
= Ln —z + Ln(x - 2) + Ln{xx + 2) + ¢C i . .- it B -
i - ' 1 A+B+C=0 ‘ g 2 54
< - 2)f ’ S 1 : . = x + A=2, B=Cz 21
L Ln[(x + 2)(x 2)] . 0 . 5 4 ‘ 54 + 4B + 3C 3 . 2,
] w 1 : 6A + 3B + 2C = T
’ d : il
5x* - .9 ' ‘ o T ‘ (3z + 7)dz i .J" A B C 4
1028 b ——=— & - =] ( + + z
‘y x? - 9x : . ) . 9 i _j(z + 1)(z + 2)(z + 3) ) Sz + 1 z, 2.z + 3
" v . : 5 1 4 A ol h ¥ o e s oo B
Solucién : ‘ ) . o0 _41 i . _
5x? _ 2 _ . i . o .
a5 9 . 5x g =__A_+ B - C 4 ) 2dx dz . dz
okt -gx *x - D(x+3) T x xi— 3 x+ 3 y = TV v 17 )z 27z ¢ 3
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= RO 15t R e 3) + C

1
z+ 20 " In(——) + ¢

= Ln(2 + 1)% + La(

o (z + 1)% .
Ln[;z + 2)(z +.3y] T €

" j3x2+11x+2'ax , ( ;
{(x + 3)(x®- 1) . B : i
Solucién : . g : ' R ‘ ?
Ix? + 11x + 2 ' A . j

(x + 3)(x + 1)(x ~ 1) = S + AT + & f n y

|

L T b . y
x“ + 11x + 2 = A(x? - 1) + B(x? + 2% - 3) +
+ C(x% + by + 3)

igualando los ¢ efici 1 1 : e

e es de a mism ia’ “
- o rent a potenc:r.a d X ti h
: I se tle‘_;
ne 5 . 2

A+B+C:v3

2B + u4C = 11 de donde: cC =2, 4B = 3/2 'A"
A

XTI

-A - 3B + 3C = 2

ofezee

: x - 1 !
= 11 _dx 3 dx

8= 7 JNX + 3 ' Sor2 | —gx_

2 x + 1 X - 1

B
' 4

13

1 3 :
> Ln(x‘+ 3) fz—ln(x + 1) + 2Ln(x - 1) + ¢C

Ln(x + 15’h(x - 1)2 o C
: . L i
(x +3) A - - ‘ - 4

15. Jﬁ x2dx
J(2x + 3)(ux? - 1)

= .___1__).2 : i :
Ln(x = 3? I + Ln(x + 1)fh.+ n(x - 1) + ¢ ; i

4 2 : 2 i .
16.j\t * 1 oar =j(t S LT =-Y tdt +J-t * 2 ae
t . ~ et

Solucién

2

2 X

x
(2x + 3)(2x + 1)(2x - 1)

(2x + 3)(ux? - 1)

B (&

A
S r T L rearay 0 BT P

2 - a(ux? ~ 1) + B(ux? + ux - 3) ¢+ Clux? + 8x + 3)

x? = (4A + 4B + 4C)x? + (4B + 8C)x - A - 3B +.3C

igualando los coeficientes de la misma potencia de x, se
tiene: '
LA + UB + 4C = 1 . .
1 1 4 Mo
uB+8C—O—*C—§5-,BV——16,A-32
-A - 3B + 3C = 0

A 2 o ’ "
x“dx A . , B G
- 9 ( + + ——Jdx
‘ 2x - 1
) 512x i 3)(ux2 - 1) 2x + 3 i 2x + 1 X

_ 8 dx . 1 dx N, = dx
=32 ) 2x + 3 7 16 2% + 1 32 ) 2x - 1

9 (aex + 3y - 1 (aex v 1), g_j’d(2x - 1)
T 64 2x + 3 32 2% + 1 64 2x -1

\

1}

9 i 1 Tl a
EE_LD(2X\+ 3) - §§-Ln(2x + 1) +;€:;Ln(2x - 1) + C

L{[sz ¢ 3yt (ox - ) L] N
(2x + 1)h2, 7

t? -t t? -



) . " \ (5x2 + 1ux + 10)dx
£2 + 1 - t? ¢ 1 A B @ ; 3 18. = ™
S = Hl i ' (x + 2)(x + 1)

t{t + 1)(t - 1)

3
t? -t .
Solucién
, , , \ § 5x2 + lux + 10 _ A B + S o
- - _ = X
t% + 1 = A(t 1) + B(t t) + C(t. + t) . ] (x + 2)(x + 1?2 x + 2 (x + 1)
t? + 1 = (A + B+ C)t? + (-B + C)t - A

5x2 + 1ux + 10 = A(x + 1)2 4 B(x + 2) + C(x + 1)(x + 2)

' igualando coeficientes de .la misma potencia de t, se tiene:

A+ B+Co=1 ' , : = (A + C)x? + (2A + B + 3C)x + A+ 2B + 2C
g s O. el - 4 R g M . igualaﬁdo los coeficientes de las mismas potencias de 'x,
- A =1 . o
o 2 i 2 i} ) A+C=5 : N f
: i = = = 2
I S a dt _f‘dt J- dt . 2A + B + 3C = 1% @B, O S8,
-+ =] t - —t . .
TS £ t a1 Y- 1 A+ 2B +2C =10 |
o R . ] . dx -
- =4 : 3 : ' A B € ~J~ 5 ,J“
=—— - Lot + Ln(t + 1) + Ln(t - 1) + C + dx = 2 i
5 n n(t + 1) n(t - 1) - _§1x+2 + Y s % 2 J (x + 1)2
2 2 . . : . _ . )
' . +Ln£—‘—1)+c - : .
2 t . . .
i ' ' . -j~. dx B
3 - e S8+
2 ] . x + 1 . . .
17, V 2 %= 5 | ax E =11 _ '
x3 + 5x? ' . - . . ) . ] )
a 0 ] i - S S + 1) + C
Salucién : ‘ = 2Ln(x + 2) e b +.3Pn(x
2 _ _ 2 ox i
e NP S S SR I | ‘ )
2 : . o 3 X - - g . :
x? 4 ?xz x?(x + 5). x? S ; A : = Ln(x + 2)%(x + 1Y - o1 c
x% - x -5 = Alx ¥ 5) 4+ B(xf + 5x) + Cc(x?) 4 - . ;Swzuyz + 10y + 5)dy
5 B . : 19. 2 :
x* = x - 5 =(B + C)x? + (A + 5B)x + 5A (2y - 1)(2y + 1) s .
. o . b Solucién :
igualando coeficientes de la misma potencia de x, se tiene: ) 2 A ‘B C
: <1 0 : e T o5
B+ C=1 _ ‘ . ¥ (2y -1)(2y + D%, y (2¥+1)
A+5B=_1' 1 A=.' 1, B=20, C=1 . : 24y2 + 10y + 5 = A(2y + 1)2 + B(2y - 1) + cl2y - 1)(2y -
5A = - 5 ; : . ‘
e = (4A + #C)y? + (4A + 2B)y + A - B - C
A -B C d d 1 g 2 g :
b .Jab—_ +.;-f ;—:—g)dx - -_Y~ : ¥ .J; +f5 N ;-+ Ln(x+5)fC igualando los coeficientes de la misma potencia de y.
X ) = . il ¢
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- a dx _.c_li. |
BA + 4C = 2y ; =2 dw _ =+ 3Jﬁx+1 ‘
. 'xz X (x + 1)2 s |
4A + 2B = 10 * C=2, B=-3, 4=y ‘ ‘
A - B - C = 5 ’ ' qw
‘ . , = __;2(.'.- 3lnx - T+ 3Ln(x + 1)+ C h‘
A B - 4d ) ‘
> ( = + )dy =f - |
f?y T (% + 2 2y v 1 2y - 1 x + 1.5 2 _ 1 . i
! = Ln(— ) = x + 1 i
- '
' [
L,
- j 3dy +J‘2 2d - (x¥ - 2x - u)dx j‘(x - 2% - 4)dx . fl
+Z y |
J (2y + 1)2 y e e x¥(x + 2) ;
: Solucién :. ) D 3‘.
2Jd(§y_l f J‘ 1 RO T o b e +-—B'+—+'-x+2 "
= . ' 2 1‘
y (2y + 1)2 2y + 1 xa(x + 2) xa x ] “"
1 ' a - | 3 VH
. '3 3l 3 _ ox - 4 = A(x + 2) + Bx{(x + 2) + Cx?(x + 2) % Dx |
= 2 Ln(2y - 1) ¢ — 3 (—m + Ln(2y + 1) + ¢ i H
y 3. 2x - 4 = (C+ D)x® + (B + 2C)x% + (A + 2B)x + 2A
I 1l .
3 P ism tencia de x, !
i = Ln(2y - 1)2(2y + 1) + + C igualando los :oef1c1ente§ de 1la misma pote “|
. _ 2(2y + 1 [
i
, ‘c+ D=1 - H
(x + 2)dx _ (x+2)dx B + 2C = 0 ' . :
20. ) ——=—=2SX o | Ax#2)dx : . i} B=0, C=0, D=1 !
X'+ 2x° + x? x2(x + 1)2 B e =2 DLl i Sl ’ ‘
L Solucidn N ‘;
X + 2 A B - ' d ' I
; TR T - ' ) | ax =
x“(x + 1) X (x + 1) : _,j_(_A__+3 + =t Jax = ‘2f ) BT
- o : ' %3 x? * : &
Xt 2= Ak + 1% 4 Bxr(x + 1)2 + C(x2) + D(x%(x + 1)

;_];_+ Ln(x + 2) + C

. 2
=(A+2B+C+D)x2+(2A+B)x+(B+D)x3+A *
. o d ey ™ 2x2 + 1
igualando los coeficientes de la misma potencia de %l 22. '_'_'—3
o . o ' (x - 2)
A+ 2B + C+ D=9 Soluci6n i : c
2A + B = 2 M = + 2 + x - 2
. 3 - 2)
) - 2)8 x - 2) (x -2
B+D=0o A=2,B=-3,D=3, ¢c=1 S ) (,' '
5 2
A =2 2x? + 1 = A+ B(x - 2) +Clx - 2)
A B N 2 = Ccx® + (B - 4C)x + A - 2B + 4C
R J(_+_)(_+ C + DI)dx'= , 2x% + 1 Cx ( y
x?2 (x + 1)2 E
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igualando las coeficientes de la misma pctencia de x,

s 2
B - 4C = 0 c =2, B =8, L = 3
A - 2B + 4C = 1
A
+.j~( + B + £ 2)dx =
(x - 2)° (x - 2)?2 2
=9 ij‘___éf___ R B-J‘.,__gi__. + 2~j‘_fiz%?
(x - 2)% (x - 2)2 S
i 9 -2 i A =
=-T(x—2) - 8(x - 2) + 2Ln(x -.2) + C
9 B ‘
2 o : = —— Ln(x - 2)% + ¢
2(x - 2)? X

, .- ok . ;
S'J_TM =J‘(y_2+-yz—2y+2 Yl
: ) (

{y™=- Dy -1)

Solucién

=j ydy - ZJ dy + ______L__-y
(y -Dly-1) 1D

vy - 1)y - 1)

s yz_ 3Y +2 = A; o B -
(Y+‘)(YT|;Z

y + 1 (y-1)2 y - 1

- y2 - 3y‘+ 2 = A(y - 1)? ; B(y + 1) + C(y - 1)(y + i%

- y? - 3y ¢ 2 = (A + Cly?+ (-2a+B)y + A+ 8 -¢

igualando los coeficientes de la misma potencia‘ﬁg f.
A+ C= -1
~2A + B = -3 A=1, B=-1, C=-2

~ A+ B -"C =2

o ‘ '
+J-Ydy - QJ-dy +J‘(y T ' 2 " + " o 1)dy
(y - 1) 7 7

=y_-2y+j - -2 dy ]
2 y + 1 (y -1) . y -1 ’ '

1
=1

[

= 17 -2y +dn (y +1) + v =2 1In(y-1) +¢

’

*
[

._‘__+] —L————+C

=d. - 2 t
Y -

2

CASO III: )

Cuando el denominador contiene factores de 2do grado

(x? + px + q) pero ninguno de estos se repite.

A todo factor no repetido de 2do grado, como (x? + px + q), le

corresponde una fraccidn parciél de la forma:
Ax + B o

x2 + px + q

El método de integrar una expresidn de esta forma es:

si p# 0, completamos el cuadrado en el denomlnador

1 1 1
2 2 2 . 2
= LB = = —(4q -
x+px+‘4p + q m P (x+2p) u(q p°),
4q > p?
. 1 1 . q
Hagamos u = X + E—p + X = u - 3—p, dx = du, sustituyendo es-

tos valores, la nueva integral, en funcidn de la variable u'es
(X

una integral, conocida.

CASO TV:
Cuando el denominador contiene factores de 2do grado
(x? + px '+ g) y algunos de estos se repiten (x? + px + q)n

Entonces podemos descomponer en fracciones de la forma:
Ax + B . - Cx+ D Lx + n

+ + +
- 5
(x3+ px +q)n i x“+ px + q

(x%+ px + q)"

239




V 3 . T . . o . .
erificar las siguientes integraciones _ _ . ( A + SX +c) dx = dx N dx
. x - 1 2 x - 1 %2

2 + + 1
1. Mbe” nopld N GERZh 2 e I s
. x¥ + 3x i 8 } . il
Solucion & 4.2 . 2; .
oluctdn & 4 4 6 _ 4x2+ 6 _ A, —B’)Z(—*’_C_ : 1 : = In(x - 1) + apctgx + C ‘
>(3 + 3x x(x"+ 3) X x +3 . , T%
L2 s au? 1 : b il
bx® + 6 = Ax® + 3A + Bx" t (x * 2 ; 2
. = - : t? + 4 |
: . . ~r(zr gt_-_8)ar - 2ia EtE . ©
4x? + 6 = (. + B)x? + Cx + 3A (t - 2)(t? + u)- - ' ]
igualando los cceficientes de la misma pcotencia de x, se Sotucién : |
. 2 ~ e
tiene: 2t -8t -8 _ _ A 5+ Bt * € _ At?+4ya+Bt?+Ct-2Bt - 2C i
- 1: -
A+ B = u (t - 2)(t% + ) t? + 4
c=0 + A=2,8=2,C=0 ) ,
| 2t -8t -8= €A + B)t? + (€ - 2B)t + 4A - 2C

3A = 6 i .
’ - ) > - -
igualando los coeficientes de la misma potencia de t, se

|
’ \
. e o ' . = |
o tiene: o , :
—>J—.(é+Bx+C)dx= QJ dx +J 2>de v T (R ‘ ‘
X 243 xv 2+ 3 ‘
|
i

X
c - 2B= - 8 A=—2,B=“,C'—‘,°

d dlx? N a \ 4A - 2C = - 8 |
=EJ‘—§-+J._(_f2_+_§_'_:gLnx+an(x2+3)+C :

+ 3 : . . dt T tdt g |
x o . -Sz R 3 KE S 2_{%7773 + u.Jq—————— i
) t -2 2 + u . . t2 + 4 ‘“u

= Lo ¥ (x? + 3) '+ C " |- ' ' ’ ‘ﬂ
1 : . 2 . . : _ i
\ s = S J{d(t +4) ‘ m
2 . . ) t -2 t2 o+ 4 :'i
2. 5 (%% + x)dx = Lo(x - 1) + arctg x + C il
(x - 1)(x* + 1) : , . . : - ) ;i
Solucién : ) } y ’ = -2 Ln(t - 2) + 2Ln(t"+ 4) + C = 2In -7 1 2Ln(t® + w)+ C il
> - %%+ x 5 el } BIECE : 4 l et b “
= - P LN d
(x - 1)(x? + 1) B A x2. 4+ 1 ' =2Ln —/—— *¢ I
- ' ' | (x%2 + x - 10)dx 1 x? + 4 X )
a 4 z == Lp =——— + arctg = + C
= A(x? + 1) + (Bx + C)(x - 1) : : R 2 -~ 3 2 :
. . (2x - 3)(x2 + 4) g
2 . 2 _ _ Solucién:
+ = (A + B t (C B + A ©
x x ( )X ( )x t % + x - 10 A LBt C
igualando los coeficientes de la; misma potlencia de x, Se | (2% - 3)(x? + 4) 2x - 3 x2 + 4 ‘ : !
tiene: . : ’ ' . |
: . . i
A+B =1 ! : = Ax? + 4A + 2Bx? + 2Cx - 3Bx - 3¢C hw
c-Bs:1 }+ A=1, BkEo, c=1 . ' . i
| i . ’ { x2 + x - 10 = (A + 213))(2 + (2C - 3B)x + u4A - 3C ‘
A-C=0 : ' |
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fgualande los coeficientes de |a misma potencia de x,

Riene:
A+ 2B < 1
2€ - 3B =1 “yA = -1, B=1i, ¢ =2
WA - 3€ = - 10
AR | i
© 3 . X p
+J‘(2an+5x*c)dx=_j2ﬁa+jx_+_& 4
- 2 + 4 X8 - x? + 4 ‘
K dx xdx \ dx k.
T )ik -3t 5 2 ]
~Zx? o+ ou %+ u 1
0 : ;
i Ln(2x - 3) + % Ln(x? + u) + arctg ; + C i
= — Lpn —— — 2 == -
7 M Tx 373t 57 Ln(x® + u) + arctg e §
2 ) {
X"+ 4 X ' o
N 2 e X j
SOl (N IETEL, € 4
L , g
5 ' S i
- ; o 2 3
5. - J‘(x :Lt3)dx=‘_n l-tx 2+9+-]—arc_tg—x +C 1
. ux?¥ + 9x % . 6 3 i"
~Solucién ?
X - 1z A Bx + ¢ : ' ?
_.—__.._.=_+—-—-2‘ 5
x(4x?49)  x  4x“+9 >y i
ki
x - 18 = A(ex? v 9) + Bx? + Cx ;
= (8A + B'x? ¢ Cx + 94 4
. . /| i
igualando los coeficientes de las mismas potencias de x, se
tiene: ' = ' 4
A + B = 0 |
C =1 Al= -2, B=:8; Cc=1 . |
94 = - 18 : »{
A t . y : o 0 )
-> jﬁ(’?*’M)dx g ol 9 JfL"_+ Jde ) 3
JuxPe 9 X 4

242

=.-ZJ—dx+J‘- Bxdx *J'
2 ux? + 9

H

) 1 2x
- 2in(x) + Ln(ugz 9N Bis BradEE =i iC

ux? + 9 1 Za,
ILn( S(2-——) + g arcig =3

3

- " _ 6 .
b (2y3 + y° o+ 2y + g)dy =xbn (Y2+2)‘* Ardd b
: CyY o+ 3yt o+ 2
Solucién
- 2y3 ¥ yz + 2y + 2 _ 2y3 + yz + 2y + 2 Ay + B Cy +.D
i . . y2 .+ 1 yz )
y' o+ 3y? + 2 W7

2y 3

vyt ¥ 2y +2

= (A +C)y®>+ (B + Dly? + (2A + C)y + 2B + D

(= 1 (YR 29

(Ay + B)(y? + 2) + (Ccy + f_’)(yz' + 1)

jgualando los. cceficientes de las mismas potenciads de'yi

se tiene:

' a
3 ‘Y(Ay+B+Cy_+ D)dy_=J" y
2T Al 242 y? + 1

arctg y + Ln(y? f-2) + C

7. .__d_z_.___ 2 o .]_ & arctg’ z+ C.
; ) 2 z
Z + 2z . )

Solucién

1 _ A Cz + D .

B
G
2 zZ

+

22 Ay 2 ¢ z?2 + 1

—_

[y

A(z2 + 1) + B(z? + z) + Cz® + Dz

(B + C)z® + (A + D)z? + Bz + A

2




igualando coefigientes de la misma potencia de z, se tiene: ) 4 '
: , ' = A(x? + 2)% + Bx¥ + Cx + (Dx + E)(x? ¢ 2)x " 1

B +
A 2 * Y4 3 '2
4x* + 2x + 8 = (A + D)x* + Ex° =+ (A +#B + 2D x +

+ £

C

D 0 A=1,D=+-1, 8 =0, C=0 ,
A =1 i 4
B 0

+ (C + 2E)x +~‘uA

*j”(3+_13_+Cz_.*n)dz.__-J‘az._J’ dz
P I g2 2?2 41 |
I’!

igualando los- coeficientes de las mismas potencias de x,

se tiene:

0 . A+ D=0 K
1 ' ‘ E=0 ‘
= - o arctg z + C " )
’ i 4A + B + 2D = 4 A=2,B=0,C06=2,D=-2,E=0
3 ' ‘C + 2E = 2
8. fw = ;_ in (xz-‘l- i) b 2] + C f uA 8
(x? + 1)? : x° +1 : :
Satucién i ‘
3 ' i ' d dx 2
x!+ 3% _Ax+ B, Cx+0D y +J“(A_+ Bx+C+Dx+E)dx.=2J-x+2J-2 ZJ“qu
(x2 + 1) “'(x2 + 1)2 ‘%2 + 1 b 2 I Ax"+ 2) x%3+2

4 — ! )
| A i V2 . X
x¥ # 3x = Ax + B + (x% + 1)(Cx + D) 1 5 2Lnx+-—,—x——+Tarctg-——_\- In(x? + 2) + ¢
_ : 4 2%% + 4 2
x® + 3x = cx® + Dx? + (A + C)x + B + D I '
. . i 1 ! 2 X
igualando coeficientes de la misma potencia de x, se tiene: | + _—rarctg —+ C
) c=1 ' ‘ A 2
D=0 A=2, B=0 C=1, D=0 1 2; : . >
A-+c-3 ) ) b s 10. S\__d_)_(____ =-anx_+__’iz—t-l---—3arct92X+l + C
i i x¥ + x? + x g x 3 .3
BT DRSO \ S ; Solucién : - . ' i
. | d : 1 1 . Bx + C
A o
J\( X + B N Cx + D)dx =j 2xdx +J\ >‘<dx 4
x2 + 1)2 x? + 1 (x2 + 1)2 x2 + 1. J
‘;‘ 1 = Ax?* + Ax + A +.Bx? + Cx
SR AR + 1) +C : 1= (A + B)x? +.6A + C)x + A
x? + 1 e ) ‘ 5 ]
i‘\ igualando los coeficientes de las mismas potencias de x, se
- 2 : 2 . L ; .
9. (bx® + 2x + 8)dx = el . X , 2 . . S tiene:
AL7 B2 7 L —~—arctg — +C A B
X, X+ 2 2%+ 4 A 2 i A+
Solucié6n : ) = y A cC =0 > A =1 B = @ =N~ 1
ux® + 2x +8 . A s _Bx + C Dx + E 4 TS )
W + 4 A': 1

x(x? + 2)2 X (x? ¢ 2)2 B %5

o N

et
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Solucién
S(_A__+ Bx + C Ydx _Jﬂ dx -J‘(x+ 1)dx : )
X x2 + x + 1 X %2 +x+1 2z% + 3z + 2 - A + Bz + C
) (z + 2)(2% + 2z + 2] 2%V 2 .2 o9, 4
_f dx xdx ) dx _
X 28 el X% o+ x4 1 2z% -+ 3z + 2 = Az%°+ 2Az + 2A + Bz? + Cz + 2Bz + 2C
o ' ‘ = (A+B)22+ (24 + C + 2B)z + 24 + 2C
5 2 { ) ) )
= dx 1 ELE__1~§_i_E)_ My dx igualando los coeficientes de las mismas potencias de x,
X 2 2 1,2 . 3 .
x° + x + 1 (x + =9° + = ‘
3 A+ B =2
2 . = 5 2A + C +-2B = 3 + A = 2, c = -1, B =0
= Lox -—In(x + x + 1) - =>arcrg fi—ffl v MG ' 24 + 2C = 2
' /3 . '
2 : . s . . .
A Bz + C dz dz
= -—1—-Ln X +)2<+1 1 —/Earctg 2x + 1 +C . 'j-(z 5t 1)dz = 2jz — -f
2 X 3 /;- ] z?2 + 2z + 2 o z? + 2z + 2
dx i - - .
11-'5‘-.——-—— =1nX ]-Zarctgx+c | : ' dz dz
x"* - 1 % +1 ! . = 2 . = 2Ln(z + 2) - arctg(z+1) + C
Salucion : y : . (z + 1)2 + 1 :
4 - 4 Ax + B Cx + D :
= - = + - t + 3 . 2 1.
' 21 (kT - 1)(x? o+ 1) %% - 1 x% + 1 13. (————)%dt = arctg(t +2) e C
_ : o t? 4+ 4t + 5 t+ bt +5
4 = (Ax + B)(x? + 1) + (Cx + D)(x? -'1) , _
3 e 7 S t + 3 2 (t + 3)° B - At + B Ct+D
4 = (A+ C)x* + (B + D)x? + (A-C)x + B D . (= )= — gl gne = . T 1
t° + 4t + 5 (£ + 4t + 5)%. (t? + ut + 5) to+bt+5

igualando los coeficientes de las mismas potencias de x,

+ 6t +9 = At + B + Ct® + uCt? + 5Ct + Dt2 + 4Dt + 5D

A+ C =0 t
B+D=0 %+ A=0, B=2,C=0,D=-2 = ct® + (uC + D)t? + (A + 5C + UD)t + B + 5D
A-C=o0 ‘ : ‘ :
B D - igualando los coeficientes de la misma potencia de t,
: c =20
" e " _ : 4C + D = 1 + 4A =2, B=u, Cc=0, D=1
+j-(x+ s Bx + )dx=2J\ dx _2j dx ' :
x? -1 %%+ 1 x? - 1 x? + 1 A+ 5C + 4D = 6
' B + 5D = 9 b
:Lni;i—Zarctgx+C' , ‘ I ) .
» ‘ ) §‘S~2At+B dt+f€t+D -
' ’ : ~(t? o+ our o+ 5)°? t2 + 4t + 5
(22 + 3z + 2)dz : :
12. : i =2 In(z +2) -aretg{z +1) +C .
(z + 2)(z2% + 22 + 2) . . 2t + 4 dt
b T 3200 W
. . {t°+ 4t + 5) t? + ut '+ 5




. de1* v ht + 5 ] '
— J‘ - ! v “‘L~= = 4 5% = Ax? + A+ Bx? + €x + 2Bx + 2¢€
( i . !

(t? + 41 + 5)2 t o+ 2)2 4 1 . i .
’ 5x = (A + B)x?2 + (€ + 2B)x + A + 2C

\ i N
' : jgualando los coificientes de las mismas potencia de x.

r 1
T T T tarctglt + 2) + ¢
“ I i A+B=0 ]
-> + =
4 ' o - a =
e (5x% + u) _ . C+28 =8 A:=-2, 8=2, C=1t
) T3 = 3lnk = 4,1589 . : A+ 2C =0
- 1 x5+ Ux ‘
Solucioén " : ] 1
1 . 1 ) A Bx + C dx 2x + 1
2 R = o _ dx
5_x_+l+ = 5x2+“:i+ Bx + C g r(x+2 ¥ x2 ¢ 1)dx z X + 2 * 0__,(_2—:—_—1—
X3 + 4x X(XZ + 4) X - 2+ 4 4] 0
| 1 1
2 ‘
5k + .4 = Ax? + 4A + Bx? + Cx = - 2 S J - ol J =
‘ ‘ 5 X+ 2 )y ox? o+ 1 o x> + 1
5% + 4 = (A + B)x? 4 Cx-+ uA y °
g 1
; , . _. 2
igualando los coeficientes de la misma potencia de x, §e 4 ) Zhafiay 2) + Inlggs 1) + Sodg x]"
tiene: . P 4
i -Ln-(—x—z-+—1—)—+ar'ctg x]l
C-= 0 A = 1, B = 4, C = o0 - (X + 2)2 [
YA = y
= Ln = Ln % & arctg(1l) - arctg(0) '
. 3 (2) ’
e (i Cu, | |
2
1 X+ 4 & B : ) i . ,
2 4 = Ln + Ln(4) i Ln -9_+T= 0.667 -
= Lnx + 2Un(x“ + 4)] = Lax(x? 4 4)2}" : (3)?2 -
1 ' 1 9
‘ 1 2
. (2x“+ x + 3)dx ™
= Ln4(20)2 - Ln(5)% = Lnu " 2 a 16.5 =]nl4+h-=2.171
‘ Ln(?o) - Ln(5) ) 0 (x +1) (x° +1)
; - = Ln4% + Ln(4)? + Ln(5)2 - Ln(5)2 Solucién :
' ' 2x2 + x + 3 Fousy  Bxatic
= 3 = o S 4
Ln4 = 4.1589 : (x + 1)(x2 + 1) =7 R
- S Sxdx 8 | 2x2 + x + 3 = A(x% + 1) + (Bx + C)(x + 1)
5 (x % 2)(x? + 1) ‘]”§+‘5‘=0-667 . ' ' 2¥2 + x + 3 = (A + B)x? + (B+C)x +A+C
' ) ‘ jgualando los coeficientes de la misma potencia de Bo BE
= = 4 ABxy & tiene:
(xl+ 2)(x% + 1) x t 2 . ' A+ B = 2,
' g B+C = 1 A=2, B=o0, C=1
A+ C =3
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il

i COME s G 21- 2Ln(2) - Ln(1) - arctg(0)-2Ln(1)+1

1 ’ .
A Bx + C 1 .
St e e
0 + 1 x + 1 o 2

X
= 0.532

"
1
e
o]
—_
%)
-
+
LI
+
£

1

. P -

= [Ln(x + 1) + ar‘ctgx]o = -[Ln(x + 1)% 4 arctgx]
| . 4 o . R 4 b .

.18,j ot - uedds o gp 2243 B s ris2

= ] Y g o - 3
Ln{4) + drctg(1) - Ln(1) - arctg (0) 3 t* - 16 .
- N : ' Solucién: . . :
Tkt s 2 , ' ' 513 - ut _ 5t3 - ut _At + BT Ct + D
1 ; I t* - 16 (t2 - w)(t? +4) .t -4 - t? ¢y
17.](%{2 SIAE Tl - 0,592 |
2 Ttz ne=b, - . .
DL DICTEE AT 5¢% - ut = (At + B)(t? + 4) + (Ct + D)(t? - 1)
Solucién ] ' .
bx? 4+ 7y A + : 8.
(x2 ; = Sx*tB ., _Cc _,_D 5t - st = (A + C)td + (B + DIt? + (A - 4C)t + 4B - 4D
x° + 1)(x + 1) Fe g L e 1)2 x + 1 : LY
igualando los coeficientes de las mismas potencias de t,
2 - . . . =
Yx* + 2x = (Ax + Bi(x + 1)% ¢ o(x? + 1)+ D(x% + 1)(x 4+ 1) A+ C 5
4x? + 2x - N : - i B+D=o0 A=2,-B=0, €=3, D=0
* 2 A+ D)x% + (28 + B+ C o+ DIx® 4+ (A + 28 + Dyx 4 bA - 4C = - 4 :
e P B ‘ 4B - 4D = 0O

igualando los coeficientes de la misma potencia de x, se
3 ’

tiene: s L
A D =0 ) -
o g 3 t - 4

2A + B +C+ D=y - : ‘ ' 2
2t : tdt 2 2B 2 o
=) Sty 3| =8 [Ln(‘c - 4) d5n (8 4 B ,
4 3t2%+ 4 3

i
(oW
+
-
B
+ w
[N Tad
-+ 1
P~ o
11

A="2, B = 1, ¢ = 1,.D = _ > 5
A+ 2B + D=2 i ‘ 4
B + D + C = 0 . - o 3t2 =
Ax + B C . '
+Ja( + D . . 3 . 3
—_——  —— = . = = 3 - = Ln(13) =
b 20 (x + 12 @ ¥ T)dx - tn(12) + 7 Ln(20) - Ln(S) - 5 Ln(13)
1 ~1 : : _
2% + 1 - i : . 12 3 20
j ——— dx +f -~ Eas 09 dx = Ln(=g) + - Ln(g3) = 1.522
0. x? + 1 o (x + 1)2 o % »

1 17

, . S
“dx{ R dx _'2‘ dx .
0 X"+ 1 x? + 1 D - (x + 1)2 Jo x + 1

= lin(x? + ] 1 . 1
[ p -*ar'Cth-m—2Ln(x+1)o
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'DETERMINAR EL VALOR DE -CADA UNA DE LAS SIGUIENTES INTEGRALES

6 2
19, j-———_" Sl 40
3

X + 2x
Solucion .
bx‘+3x+4=6x’+3x+4=A+Bx+_C
x* + 2x x(x*+2) . X 24
= ax? + 2A + Bx? + Cx
6x2 + 3x + 4 = (A + B)x? + Cx + 2A

igualando. los coeficientes de la misma potencia de x

A+ B =65 ]
C=3 » A=2,B=u4,C=3
24 = &

-Y(_A_+Bx+c J‘ J'ux+3

X xz

J’dx+2J'd(x +u)+3J" dx
X x% + 2

2Lnx + 2Ln(x2 + 2) + 3

lz?arctg X _+ ¢
V7

= Ln[(x)(xz + 2)]2

a 3
50, 5(3;: + 3x + 1)qx
x* + 3x?

Soluci6n

3x% + 3x + 1 Ax+'B____Cx+D

x" + 3x? xz(x2 + 3) x2 x2+3,

arctg 2y C

3x% + 3x + 1

(Ax + B)(x2.+_ 3) + (Cx + D)(x?)

3

3% + 3x + 1 2 (A + C)x* + (B + D)x? + 3Ax + 3B

J.gualand( los coeficientes de la misma potencia de x,
1

A+C=3 )

B+,D=O "A=1.B.'—1—"C=2 D‘—"l‘
! * ‘35 E] - 3
34 = 3 |, s _ a
3B = 1 o

252

' ’ ox . [M2x - 1/3
! Ax + B Cx + D . dx l_J‘—-~+ s
i : %2 USSR ; i .f. x : )7 ) x? + 2

xZ + 2

3 "_-g ‘arct g‘

= = L yirn(x? + 2)
3x

) }
- SSx i L2R RTINS e
: x3 + 3x%? + 3x _

Solucién :

5x2 + 12x +' 9 St lr 175 fiE

x3 + 3x2 + 3x x(x% + 3x + 3)

sx? + 12x + 9 = Ax? + 3Ax + 3A +

j‘dx f2xdx _ _1_]
x“+2 - x?

Xic
Y2
+ C
é_+ Bx
b3 x? + 3x + 3

Bx? + Cx

5x2 + 12x+9 = (A+ B)k2+ (3A + C)x -+ 3A

igualando los coeficientes de las

A+ B =5
34+ C = 12 » A =3, C=-3, B
3A = 9
) y C dx
N 5(ﬁ+__f5_&_1____)dx=3y-—}(—
& x? + 3x + 3

mismas potencias .de x,

"
N

+j(2x +.3)dx
x2+3x + 3

3J‘£§‘_+J~d(xz + 3% + 3) . apn(x) + Lon(x2+3s 3)4C
X

x2 + 3x + 3

L;n(x?)(x2 £ 3x + 3) + C

- J-(be3 + 3x? +.18x + 12)dx
(x2 + u)?
Solucién :

yx® + 3x? + 18x + 12 Ax + B

Cx + D

(x% + u)? (x7+4)?

x? + u
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)
SRR AR e 20004 12 x Ax 4 B 4 (Cx + Dy (x2
; _

+ u4)

2 ’ ' ‘
B RRETox + 38 = Cx* + Dx2 ¢ (K 4 ue)m 4 B + up
igualando los coeficientes de 1a misma potencia de
0 : 9 2"

y

g o
T

= 3 -+ A:Q,‘Bzo
A+14C:18
B + 4D = 12

Ax + B ' a ) - s
-J~( X =t gi_I_Ebdx :;J—__ngf;__ b by 4 3
(& 50 S b (x* + u)2z. o & By
‘=-X-"d(x2>+'h)
s (x2_+ h)z

1
= - ———— + 2La(x? ¢ 4 - x :
x2 Y 3 4) +‘2 arctg =t c
12 . = . R e
23. J — SBydy _ : : )
o (Zy+1)(y%er) e
Solucién: » ] ) -
8y . A
. . By + ¢ _
2y +1)(uy? v 1) . 27 .+ 1 ' Q—L*yz — :
= A(!#y2 + 1) + (By + C)(2y + 1)

8y = (pr + 2B)y? (2C +-B)y + A + ¢

igualando los

coeficientes de 1 i incia '
. - a misma pote?c1a de y, se tis
LA + 2B = o,
2C .+ B = g - A.“ :
_ = -2, ¢z =
P s s B 4
1/2 l
! A < /3
-+ i u 24 »
. " a7 _ 4y + 2
jy+1 ay® +1 Ter Tt T
0 4y +
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b
|
A

1
-_I/.‘%Q—_}_’.;_ll+
" 0 2y + 1

-172

4y vy,
- 2y + 1 .

= - Lo(2y + 1) +

(hy.z y )i

i 2y + 1
1 n
= 5- Ln2 +-K

-7 |
i
12 1/2
i dquy? + 1) 4 N : i
? 0 uyz. + (_)2
1 ' 12
& Ln(uy2 + 1) + arctg 2{}0

1)2 '
arctg 2;] = % Ln2 + arctg(1) - arctg(0)

+

.

T 51 (2x? - u)dx
(x2 + 1)(x + 1)

2
SquC|6n 2 ) - ) X
__2x® - & =A>2<+B+ o ¢ =2
(x2 + D)(x + 12 x"+ 1 (x + 1)? ,
! ¥ % i . W
= (Ax + B)(x + 1)2 + C(x* + 1) + D(x + 1)('x2 + 1) |

2x® - 4 .= (A + D)x?

+ (A +0D

igualando los coeficientes de la misma Potgncia de x, se !

+ (2A + B + C + D)x? + » %

+ 2B)x '+ B + C+ D . ]

tiene: §
. N _ ' b, |
A+ D=2 , ' !
2A + B*+ C + D = 0 - ‘ [ = ﬂ
! A =2, B=-1, €= - 3, D=0 i\
. , ; M
D+ 2B =0 . “]\
C+D = -4 : ‘
I
r 1! 2 . . |
L b=, e pAA. o 7 Gmedyds o, dx 1
8= ( + + = 1)dx = __—-—-2 = .——-—a—)z
x? + 1 (x + 1)2 0 x: + 1 (x+1
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o (x+ 12

' ‘ ;
. 2xdx J‘l dx ] "'1 dx b
2 2 - 3 = » ] ‘

0 X + 1 0 xc + 1 ) .

1 - A
= Ln(x? + 1) - arctg x + ——E—j] ) v i

= 1302 - S TR :

4 2 . y 2 %

. 3 N° ) N {;

(2x% + 18.q 2 .
25~f X (2 MEE ot LORRWE 4
(x + J)(x ) 0 (x + 3)(x2%+9) !

Soluctén : - . ' ) E

3 .2 j g i
=2J‘,d,x_J' 6x® + 18x + 46 | !
" il

e x + 3)(x* + 9) : . , ;

0 4
i

2 . ‘ . ’1

X 6x” + 1r. v 36 A ) Bx + C ACx2+9) ( 3¢ b
- - i = X+ + (Bx+C)(x+3) |
(x+: 9 X*¥3 . g '

6x2 + 1bx 3 = (A + B)x? + (3B + C)x + 9A + 3C AR

_igualande los coeficientes de la misma potencia de x, se tie

ne: . ’ . .
A+ =6 ]
3B+ = 18 A=2 B=bk, C=6 '
9A + 3C = 36 | ]

| 0 0 x + 9 0 ;
5 : .
: o

- EJJ _xdx s.f dx .

| 0 x2 + 9 x* + 9 E
3 j

= 2//“3 i o %f‘ ax__, /{. d(x-rs) j’ ¥

0 o] + "f"1 !

. 0 x +9 x" +9 o

256 ) o ' o ' .

2 X 3
C=72x - 2 bni{x + 3) -2 tn(x" +9) - 2 arctg 3 ]
. 0

=6 -2 lnl-’%

'

INTEGRACION POR SUSTITUCION DE UNA NUEVA VARIABLE

DIFERENCIALES QUE CONTIENEN SOLAMENTE 'POTENCIAS FRACCIONAVIAS

DE
1)

X

Una expresidn que contiene solamente potencias fraccionarias

de x puede transformarse enformar racional mediante la susti-

tucibén de:

siendo n el menor denomiandor comin de las exponentes frac-

cionarias de x.

¥

Una Expresidn que contiene solamente potencias fraccionarias

de (a +.bx) puede transformarse en forma raciornal mediante

la sustitucidn: . . 3

. "L n
a + bx = 2z

Siendo n el menor denominador comin de los exponentes frac

cionarias de la expresidn(a + bx}.

PROBLEMAS:

A

,V}:RIFIC'AB LAS SIGUIENTES INrEGR'ALEs .

J‘(Sx + 9)dx . __2__+2‘n.x-3 aC

(x - 9)x3? X T x +3
Solucién '
. Haciendo x =22 » dx = 2Zdz, réemplazamos-en la integral

J‘ (Sx . 9)22 dz =J’ (1022 + 18)dz
- 923 "f = 922
10z +18=10z 418 _Az+B, Cz+D

- 9z2 22 (z%-9) x? z2 -9
~ 1022 + 18 = (Az + B) (22 - 9) # (Cz + D)z?
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= (A +C)z® + (B + p)z? -

Igualando los coeficientes de

9Az - 9B

ia misma potencia de 2, se

tiene: |
A+ C =3
B f'D = 10 > A =90, B = - 2; C =0, D
~9A = 0
-9B = 18
»J(AZ+B)+CZ+D)d 4 2fdz+12‘r dz
z2 z? - g z? z? 9
2 i2 zZ - 3
zt TP C
Pero, z.z = x + se tiene z=x'/?= x
2,1 X3,
x VX + 3

. ] 1fs
2. J‘L = 3 Ln _x.- + C»
% - x"h 1 - g )

Solucién : .

Haciendo: x = gz
j 3z2dz _J“ 3dz
z? - 2% z - z?
3 3 . A B
A (1 - z) Tz * 1 -2z
z - 22 Z .
. 3= A+ (B - A)z

Igualando los coeficientes ‘d.e'

= A - Az ¥ Bz

la misma potencia de z, se

tiene:
A = 3 ,
B = 39 A = 3

i

B - A=090 ] I
A br & ¥ dz i a(1-z)"
S~ + = -
-+ J( 5 ST z)dz : 3_[ r ‘- 3 ———-—(1 a7

258

a

= 3Ln(z) - 3Ln{1 - z) + ¢
z
= 31..1:1’1 T + €
i)er‘o: 23 = X hd z = xlb
: 1fs
+ = 3 Ln X + C
1 _\xxfa

o x2dx - 6x2+6x + 1 +C
) (ux+ 1P 12(ux + 1
Solucidn ) |
Haciendo la sustitucidn bx + 1=

dx = ;—dz en la integral.

i © 2 2
j,\-l—e- (zz ~- 1) E.dz._ _lj
V)
. 'zs .
- _&J’dz g AJ‘§1+ ij"ga
- 32 . 16 22 3? z"

+ 622

L
z

3z"

1
2 =
z% + x B

(z? -

2 2.
(z? - 1) 9%

-1

962 3
pero: 4x + 1 = 2

3(‘+x+1)2+6('+x+1)-1+c
96 (ux + 1)3k

2
- 6x° + 6x + 1 o

12(ux + 1)3P

‘ 1/8
. dx 8x 3 ol
- - e
T3 J‘ xs,a ‘ xxle o XI/E 1

Solucién :

R 3 8
Haciendo la sustituecidn x = z°, dx.

oI

58x2+2Ux+3+24x+6~1

96 (ux+1) 3

4- arctg x”a + C

1) »

+ C

25

= 8z’dz, en la integral

9




2

8z?2

Y

se tiene: 7 3
< u . J-Bz."dz
[ 3 S

2> -~ z -1

integral se tiene:

fio

a)(z)(3z%)az

G - = 3 = : o EECTECS
J-(J,_ 3az ’)dz = n

4
3az

8z%az ) ] 2
J. T ) (82t ¢ oz T8 2fdz 4 afu
z2 -1 ¥ -1 ' - z%.1 R ; : ' .
: . 3z hzd - 7a) = —3 + yr*Buy —'3a) + €
* 2 (uz 7a) 8 (a yv y :
8272 . 2 )
” G P 2 2 - . = ER e + C“Z + D 8,0 ) V‘f v i . I ) : 7 8
2 - (z% - 1)(z2 4 1) z?2 - 1 z2 3+ 1 B ' : 6, ~ j‘( X +_1 p Llide = x + 1 +4¢/x + 1 + uln(vVx + 1 - 1) +°C
’ : Vx + 1 - 1 :
5 : . ; Soluci6n , : i .
8x = Az? + Bz? 4 Az 4 B+ cz3 3+ p 2 4 Haciendo la sustitucién 22 = (x + 1), x = z° - 17 =
2, v ‘ g Ticat Y : " dx = 2zdz, en la integral se tiene;
3z? = 3 ! . - i ‘ i B ye o - ‘
L e R T T R : (222 ) oo
9 R f— | 2 W (z + 1)2zdz _, 2z% + 2 - Rt 2 ydz
igualando los coeficientes de la misma potencia de z, se ; _S‘ z - 1 h z - 1 dz (22 z -1
’ i .

tiene: o ‘, 0
gt © T2 1 = QJ.zdz + L&y dz + UJ——ZdZ = z? + 4z + 4Ln(z - 1) + C
B + D -= 8'- -+ ‘A =0, B=u, = g, e , - ., ,
4 -C=0" ” pero z? = x + 1
B-D=o 2 .
. _ i + = x + 1 +u4v¥x ¥ 1 +uln(/x+1-1)+C
* 8J‘zzdz +I(AZ+B s Lz ¢+ D)dz i | : o« o
z?2 -1 2% 44 ' 4 7. - ‘Y dx =3 (x 1+ a)?h _ oa(x +Ja)"/3 + 3Ln(1 + ¥x+¥a) +C
‘ . : d 4 ‘ 1 + x +a £ . : ‘
= BIZng + U I.L - LN dz - ; Soluci6n , o '
z? - 1 z° + 1 Haciendo 'Fa = x+a * x= t° - a*dx T 3t“dt, reemplaza
' 4 mos en la integral. y
823 ’ L l‘ 3 )
= + 4arctgz + 2Lp 2ol i i 2 : : at
3 AL - C 3t %4t = ] :
z 1 : AL O = 3} tdt - 3} dt + 3
, 1 5‘1 — (3t vlaem 1)dt 3 : - Tl
Como x = z8% 4 5 = x1/8_ . ) “Y, ] , : )
. ] =2 £2 _ 3¢ 4 3Lt + 1) + C '
8y 3 | - i 2 ‘ 5
T+ 1/ X = . ‘ ' BN o , :
3 % arctg x + 2 Ln i, c i Pero como t® =x+a + t = I+ a
B x4 4 ' ! Y
- 4 3 2 1fs ' YRR ah) +‘ c
Bo= 7 - _3 ) . 3 = = (x +'a)i® - 3(x + a) + 3Ln(1 + vx + a) +
5 .yfa+¥dy-ﬁ.(l&y-3a)(a+y)ﬁ/3_+c , , 3 b 3 e .
Solucién‘: ’ 'Ll"‘l 3 l
= x : : . ki
Haciendo la sustitucidn z ;. 8. - ‘S- . dx = 2 arctg 2 - 5
g 0(x + 2)vYx + 1

. , . s
=(d+y) + y=z’—a + dy=32%dz, en 1la

7
b b
’ -

f



Soluci6n :

Haciende t? = x %+ 1 + x = t2 . 1+ dx = 2fdt, y reémplaza
mos en la integral: ) ’ .
3 3 : Lo
2tdt : dt s ‘N 3
j = e 2J‘ _— = 2arctgt] = 2arctg/x+.1] .
0 (t + 1)t_ ' 0 tz + 1 ] = - [V r,
- . '
» =] arctg 2 - 0 ) 3 ' i
. W ax. ) . . : |
9.—5.4———-*: 4 - 2Ln3 -t ' o i ‘ E‘
0 1 f /x‘ : i i ) a o <= = . ;
Solucidén : Al 8 . .
Haciendo 1la sustitucidn t? = x, dx = 2tdt en la integral |
se tiene: s o : . ﬁ
4,2tdt Was 2 . 4- el Y .4
; o ol (2 = ———)at = 2 dt - —— ) |
+ t t + 1 N t + 1 A
0" 0 . FDN 0 ' v
. . ; . A
= 2t - 2Ln(t + 1) - i
0 : i j
Pero: t? = x »t o= x 1P 1
. 9
. i y i
> 2/X - 2Ln(/x + 1):l.0 = 4 - 2 Ln3 ]
1/2 ' o
. - dt s ]
10. j - d =3 -9 arctg-;— . :
0 Y2t (9 + 7ty . i ' §
Soluci6én : ’ 3 - y :
~haciendo x% = 2t -+ 4t = Ix%dx y sustituyendo en la inte @
gral : - K
12 M. - 1/2 ' ~1/2 Bt Rl 1
3xdx fatax [ 27" -4
) “‘;—_———";- = T (3 - 5 Ydx )
0 x°(9 + x2)° 9 + x2 0 xE gk B o . f
1/2 — n 8
L ) dx - ‘ X lk -8
=3 ax - 27 —/——— = 3x - Y9arctg = :
0 S x? + 9 ) ) - o : ;
Pero x® = 2t + g = 92t R
| ]
. 1 S ‘ »
.. =3 ¥2t - 9 arctg —i— 9" "= 3 -~ 9 arctg %
0 Hw "
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4 -
11.‘~—dt’_’—-_—_5.31'
2/_-+ 7t
S luci6n :
ﬁgglén%o la sust1tuc1on x® {'t + dt = Bxsdx,
se tiene:’ : _
64 64 64
6x%dx o Bxfdx | g0 8 Bl 3
= = x‘ - = x + e
3 2 2x+71 : 2 4 B(2x+1
2x7 + x 1
1 “° . 3 . ' ,
64. - 64 64 64
) St RSt i ), 7x v 1
| 1 1- 1
‘ . 6y
3 o 3x 3 o
= x? - = x? ——--——Ln(2x+1)]
s, X ux i it 1
pero como x® =t » x = ¥t
] . 64
U LS R FAIT T
i M 1
: 3.3 ' ot 3 WS
.=l8-331-3;—3§Ln('+'+1)-1+-l‘-.-1‘-+8~:]n(2+1)
=7 -2-+8-]n.5_=5.3] ‘ .
29 25
12, i 2R dx=a+-23—1r/§,
3 (x = 2)d%3
Sotuci6n : 3
t¥z x -2 =+ x=t’+2,

Haciendo la sustitucidn

dx

= 3t2dt; en la integral

3t“dt

j‘zgtz(stzdt)
2
3 t° .+ 3

29
= 35- t2dt
3

pero

-

J‘Zg
= 3 =

+ 3 3

’ 29 29 K
L %J- dt +'27~y i adn i
3 , 3t2 + 3 '

t? - 9t + 93 arctg

2 ->

S e 23 + 9/3 arctg

. ]29
/s
t = (x - 2)B
. 29
Vx - %]
/3 Jd®

29 ’ .
=J' (age - 9+ A, .,
1 : t2 + 3

))dx

en la integrel

263




i

, g L -1 e 4

= 27 - 27 + 9V/3 arctg ——- 1 + 9 - 3V3 arcry —= b

; 3 - - V3 i

: ' ) i

A s ~ ' ' i

=8+ 9/ 2/ g+ T ‘ . -

) i 6 2 ' : , .

Calcular cada una de las integrales siguientes : | ' ' E

13. _S—_._d_x___ ) ' ' N 1

X + 2\/;(—"' 5 ' ) vs

‘Solucién 3 - ‘ Q

Haciendo x = t?, dx. = PN, 1, feemplazando en la integral
JT 2tdt, L J‘(Zt + 2 - 2)dt T(2t42)dt

t? ¥ 2t + § : t30+ 4 4 § t84+2t+5

= - L

at ' i

5 QJ , ,,

t?2. + 2t + 5 . 1

) : > [ ) %

) ' ) . S— % |

=J‘ d(t242t+5) _ ZJ' dt’ . J’d(t’»fzus) 2 2j dr

~ t242t. ¢ 5 t242t+1+u t842t + 5 (t+1)2+4

. ) i

. ; : . ‘ A

= Ln(t? + 2t + 5) - arctg & ; oy e it

= Ln(x + 2/Xx + 5) - arctg _x_2+_1+ C i

e _S'(x + 2)dx o y - ‘ , 1

x V/x-3 g . 2

Solucién ] i v b

Haciendo la sustitucidn x -~ 3 = 2z, x = 2?2 + 3 = i

+ dx = 2zdz, en l1a integral :

o 3 ' )

2 2 2 4

5(2 + 5)2zdz _ QJ' (2’ + 5)dz = 2 | (14—"—)dz

(z? + 3)z z% o+ 2 2 iz @

- A

Q

: y . z . 4

a7 jdz + HJ‘ e = 2z + -— arctg —+ C i

2% + 3 /3 /3 :

Pero 2% = x'-'3 =+ 3z = (x - 3)1P 4

;

264 ’

4/3 (x-3) 1
g

+ = 2(x 3342 + arctg ————— +

is J‘ dt
' (v + D - (x4 1) s

Solucién

;2 LY Ly
Haciendo la sustitucidn t + 1 = %', t = X 1 + dt=bx"dx

{ . .
en la integral se tlene:.

j- ux3dx _ juxzdx
x - x° 1-x*

wx? o _Ax + B, Cx D
v = 24
1 - x" (1 + xz)(l'- xz) 1+ x? 1 ~» X

hx“ = (Ax + B)Y(1 - xz)'+ (cx + D)(1 + x%)

*+x2=Ax+B—Axa—Bx2+Cx+D+Cx3+Dx2-
by = ~(A -C)x3 +°(p - B)x*? * Gas C)x + B + D

igualando los coeficientes de la misma potencia qe X, S€

tiene: o I
A - = 0
D - = 4
A=.C=20, D= %, B.= - 2
A +.C =0
+ D = 0
k dx . dx
- (é_x_t__B—+ glc._.i.—ll)dx = D) = + 2\[ 2
1+ x2 1 - x? 1+ x? 1 - x
+ x a
= 28 (8
== ar;tg x + Ln T

Pero: t + 1 = x + % = (t + 1)lh

+ = -"2 arctg(t + 1)1h + Ln

s S (x + 3)dx
) (x + S5)Vx + o
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17.

Solucién
Haciendo la sustitucidn x + % = t?, x = t2 - 4 -+ Jdx =
en la integrél: - .

=j- (t? - 1)2tdt i
Z 2

2
2J(t - 1)dt_
(t° + 1)t 2 4+ 01

zjdt-uj_d_t-
‘ t? o+ 1

= 2t - usarctgt + C

Perc x + 4 = t%2 =+ t = (x + 4).112'

- =

2(x. + u)‘k - 4 arctg(x + syt 4 ¢

¥2x + 3)dx

1 - 2x

Solucién

Haciendec la sustitucidn-

+ ‘dx =

p

-+

266

2x + 3 = t? X =

3

N =
P
t
'

la in&eéral se tiene: -
; ” 2 A

J-(? t)tde =J2t o J-t - 2% 4¢ -
(=i d X 4 - t? t2 -y )

~I.(1 - EE_;;Ji)dt ' ;

y . '

- dt
) & yfht b 2_I‘t'+ 2

2Ln(t + 2) +C 5

tdt, en

- t2

t = 2)
t + 2

= t -

ero 2x +°3 = t% + t = (2x + 3)

= (2x + P - 2Ln[(2x PSRN 2]‘+ @ °

S

T R R s

S aio T

DIFERENCIALES BINOMIAS:

)

La diferencial de la forma:

(%) xm(a + bxn)de, 3oqde:

exponentes m, n, p-

binomia toda diferencial binomia

ma : . -

m n.r/s Y ’ .
X (a + bx ) dx, siendo m,n,r,s, € Z, n >

Para la integracidén de-las diferenciales binomias (%)

0

a,b constante cualquiera y los

nimeros racionales se llama diferencial

puede reducirse a la for-

se
presentan los siguientes casos:
' m+ 1 . - ’ I
CASO I: Cuando = = Un nuUmero entero o cero. En este
D q o n. s
caso se efectia la sustitucidn: a + bx '= Z
g m o+ 1 s .
Caso II: Cuando —m + £ NUmero entero 8 cero en este

caso se efectla la sustitucidn.
n . s n )
! a + bx = Z x

PROBLEMAS :

Verificar 1as siguientes 1ntegrac10nes

45 R
- Solucidn. 2l ;
. j‘xs(l + xs)d?dx . ' of
+ m=5, n ='3s r = ;, 5 = 2, .verificando +-1 B 5 ; 1
= 2, nos enéontramés en el c;so‘I;

Hacemos la sustitucidn

"1+ x¥ = 2z%, x¥ = 2% <1+ x = (2% - i)lh
2zd . . .
+ dx e , len la integral se tiene:
3(z? 1)43
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(z
_ 2
gj z"dz_‘ - EJ. z2dz
__2 s 2% )
=q5 % -5 +C,=LE—(325—529)+C
Pero: z2%2 = 1 + x% » z = (1 + xz')l/2

= 2 (301 + %)k

. .
- 3y 32
—L“s—(l+x)/‘-(3xz-2)
5 . ! B
2'_5- x> dx i 2(x% - 23/1 + x?..
3 +

3

C
;+x -

olucidn:

j‘xs(l +x3)-1/2dx , m=.5, n =3, p= -

4 .

j‘(zz p 1)5/3 (")(2 zdz ) =
. & 3 (22_' ‘)2/3

2 2. 2 2 ‘ -
< _ 2 2
3IZ dz Ssz =-§-za-§z+

Pero: BT € 1+ %2 oz ='(1‘ + x’),‘lz»

w]r()

1]

: ! 2 a
2
N (1 + 3’)”"-{—%—(1 ¥ ):3)“2 + C=

268

i - 501 + x¥)M) -

j(zz - 1)dz .

C

B - o NEE L zdz . 2

Verificando =% 1y £ ok =2,
= ) 3 » nos hallamos en el caso.I
+ Efectuamos la sustitucidn 1 + x°® = z2, (z? - 1)"3'
. B 2
dx = EJ- a4z 1 |
3 ———— en la integral i :
- o 1)213 g se tiene:

2
.l xR (3x32) & ¢

S

i

, iy B 3y 5l
3,- <5(8 + Xa)alzdx . 2(5x 16)(8 + x°) = )

o \ 105 _ £
Solucidn. _ '
m=5;n=3,-r_=!,-5»=?.

b B ot e hallamos en el caso I,

i m
" Verificando =
I n . 3

entonces efectuamos La siguiente sustitucidn:

8+'x3=zz, ® = (227_ 'B)l'la
e lel ) en la integral
‘ 3 (z? - 8)2[3 .
e ' b
. S(ZZ-B) B (22) (% Pl %j(z?—a)z“dz = -§— Jz6dz - -’—;1 z dz
, . (22;8)2’3 - . ) K
227 16 s 2 . 2
=317 15 ° + ¢ = qgg 2 (527 - 56) + C
Pero z2 = 8 + x° sz = ( 8+ x‘a)ll2
i 2 3 sI-z 90 ~
= <ot '(8 + x°)¥(5x 16) + C
’ L4 3y 1f3
Y, - ) dx —e (_];__f__)f._-l—,—— + C
T ) xPc1 o+ xDP N S A
Solucidn. ,
._z . ' ,3_ -2,3 ]
x (1 + x°) dx de donde
m=-2,n=3, v = - 2, s = 3
Verificando E_.l;1—-+ L -2-—+——l- - 2. . 1, nos hallamos en
" n s 3 3

el caso II entonces efectuamos la sustitucidn:

. 1 1
1*')4{a =z’x3‘+ xa= s X = M
| 2% - 1 (z* - WP
b z%dz
(za 1)'013

ol | | , 269




.. z%dz z2dz
\ 3 i
oy (z? - 1)Ps - e 1) s
. 2 : -
¢ 31 el 2% 22(z3 - 1) %P
21 af -k '
Pero: z3x3 = 1 4 3 N (xs + 1)1/3 o (x3 4 1)1 !
%3 X
(14 x3)b
e = - ++ C
5. _[- dx . . G+ x3)2/3 +C
x3(1 élxs)lﬁﬁ - sz i
Verifiéand§ Bt 1, =34l 3 < ' <
s 3 3" 1, nes ha‘llamqs'en,

el caso II, -» efectuamos la.siguiente sustitucidn:

sta =1 +'x3 +> x = (.___3___)1[3 + dx = - Sszz
- e e
o z%dz ' .
—— e, .
. (z3¥ - 1)#3 ) -
: T = 'j 22(z® - 1)*az _
( )( Z " 2(23 _‘i)bp. -

(1 + x3)ﬁi

pero: z¥x? = 10t x> 5= g e
C2
z (1 + x3)1e

i ==+ C =
Z 2x hol

270

Bl S et e i

y dx (1 + x"-)’/" :
6.- : = - — + <
x2(1 + xu)s/u ' X i

So Lgc'-z'én 5

-2 + 1

;‘ 'v - e 3 . :
Verificando: = Tall _ P - - — = - 1, nos hallamos
) ; n s 4 4

en el caso II, ~+ efectuamos la siguiente sustitucidn:

. - : s 3
< ’ z' -1 (z* - 1)
3 ‘ 3. ' .
_ 2z *dz . 4 g:lz .
& sh o 5F L
N (z 1) _ (z 1) - jdz=—z+_C
3 3 )
—L i 2 - B B .
z - 1 (z* - 1) (2% - 1)k
‘ by 1/4
+
perc z'x* =1 + x* -+ 2 _“_ x)
. x
Couy fa
S 2 e (1 + x*) =
%
: dx (1 + xtyn-1/m
T g n.1/n . n-1 i €
x (1 '+ x ) (n-1) x
" Solucidn.
= 1
Verificando: Lol T + L= B # =
A : \ n s n n g

i o

nos hallamos en el caso II -+ hacemos la siguiente sus_titg

i

s a
cion.

: 1 o 1/n
x"z" = (1. + xn) s > x = (~—nl——) 4
‘ » fz4 W=l
" n-1 ‘}
L o__z dz . .
* dx = (zn_l)n+17n
n-1 n-1 i




272

/ =S (O
n - 1
; ¥
nn n ) (1 +,xn21’n n-1
pero: 2z x =1+ x -+ 2z = il * oz
(e
= n~-1 .
x
Por 1o tanto :
g n-1 n.n-1/n
. .z - 40 = (1 + x )n-i_ A @
n , (n - U)x
g /: i Ty ' - : /- y 5§
B_ij.ii_l_i~§-§£ = Ln(x? + /1 + x"*) - _lfi_i_.+.c
. 3 7. : a
‘ x . Cox ‘

Solucidn.
Verificando se tiene que: . :

m + 1 r - 3 + 1

1 4
+——= —————— + = = 0
n - u } 2 1

estamos en el caso II + hacemos la sustitucidn:

1 .)1[“ ,dx.= - zdz
2(z2 - 1)

z . zdz . -,

e =
ZJ- (z2 - ) (2 -
‘ (—2—y 3

=
. N
=
- [ =3
e
x|
w IR
|
=
Pl
E
Ed
n

Z2 eV
z2dz
i'm 2R o _j 2%dz _
s ; . z2%-1
(2?2 ,1)3h '

u
1]
iy
-
+
N
o
]
L
L
o
N .
- 1]
]
p o, ]
N
\_‘_3 '
.oon )
n
o,
el PN
(%Y

R e

e

i

ST e

el

o

Calcular cada una de las siguientes integrales :
9.- jxsvll‘; x® dx
Solucién A o

.verificando o SEtad
n 3

I, -+ hacemos la siguiente sustitucidn:

2 . 4 .3 s 2y 1 o 18 e
z 1 X + x (1 z ? I ) dx = 3 T _22)2/3
,5('1 S eyPpy 22 o 3;22(1 - z%)dz
‘_ ' _ 3 _22)2/3 3 :
- .2 2 2, S - 23
_-3.dez+3yzdz--gz +152 + C
pero: z? = (1 - x*) ~+~ z = (1 xa)l[2
2 _oL3yy2 2 _ L3ysk )
= -z Q x)3/+'15'(1 xMH: 4 ¢
2 . AL
- & 4_5_»(1 - xa)alzﬁ(:_l - x5 +cC
w2 _oLay¥2, a3
s - P -2 v e
i = —é(l __xa)alz'(3x3+_2)+t

i \

w5107

= 2, + nos hallamos en el caso
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Solucidn.
Verificando I ; = = 2 ; L o 2, estamos en el caso II,
hacemos la sustitucidn.
' 2 i 224
22 = a +bx? -+ x = (i————i) Bk et
) . b, Sﬁﬂzz-l)da
2 . 22dz - 4 e L TR o
(2 aysfs ( . ) o
B U 33, 8, (- a)Bag
- = — e
r ‘z ' 3b2 (z° 1)2’3
' N~
=L2j~ (z? - a)dz
3b .
= —Ei.quzdz 2 .J~d = 2 23 22 z '+ C
367« 3b 9b 3b
2
= > z(z? - 6a) + C
967, .

2 a + bx? +/z = (é + bxa)l,2 + C

2
9b

(a + bxa)?k(a + bx? - 6a) + ¢

1

2 (a + bxa)lk(bxa‘— Sa) + C
9b : .

(x° -+ 2x%)

Solucién :

(a) y——~ .
(1 + xa)aiz

C xS o : ézdx
1. =5 dx, s _ BE Xt 2 |y
(1 + x%)? (1 + x*)? ) (17 + x)%?

mo+ 1 5 401 ; d g
Verificando = = 3 L. 2, estamok en el caso I =~
hacemos la sustitucidn. . ’ ) '

R P

B

e e

~
N
[}
—
~
o
g
N
Wi
~
N
~
[}

e om
Verificando =

+ realizamos la sust

1+ x) =z + x = (

2

Al .
3
itucidn:’

o _ 1)1,'3

zdz

2
pero 2" =

Rl
310+ 0\

-+ =

c

. de (a) y (b) se tiene :

= (xs + éxz) e =

(x> + 2)

1 nos hallamos en el caso I,

2zdz
W3(zz - 1)2,3

+ dx =

O )
Bige” = WRE N s [0GeR_  alg e
2 y ! 3 3 2 3z
F4 ¥ z .

1+ x° ; + z=(1 + Xa)l/z

4

(1 +x

U 0232 3

(x3 + 1) 1’2

3(1 + xa)”2




PROBLEMAS :

el

. 3
(x3) +C = 2

3/x + 1 3 53+]

+.C

VERIFICAR LAS SIGUIENTES INTEQRACIONES:

. . 1 " 8 i i
.- ' S __d¥ 5—= Ln(l + tg 3) * C
IRANSFORMACION ‘DE LAS DIFERENCIALES TRIGONOMETRICAS T )T ¥ send + cos ,

TEOREMA: Una diferencial trigonométrica que contiene solo fun- &

Solucidn.

ciones raciomales sen(u), cosu puede transformarse

‘ 1 ' por el teorema se tiene que:
en otra-expresidn diferencial, racional en z, median- "

v Z . 2 ° 2dz
te la sustitucidn. | Bk & 1 - 2 S = el s )22 = 49 = —
& i tg—z-—z, co -‘1"+zz . 1+z- 0 1 + z
b . :
(*) tag §—= z, & (lo'que es lo mismo) por .las sustitucio- %‘ 2dz
. ) ’ it ) d 3
) i : 2 ' . Lt & =_j- (Zdi 9) ijﬁ z +zl = Ln(z+D+ C
s - : 2d b Co g 2 2(z + | - )
(*%T gonu "= 2z -, cosu = j___E? , du = ____j%r } 3 3 22 A 1 =»z ! \
+ 3 '
| 1 + 2z . 1 + 2z 1. z ‘;‘ ; 1+ zz 1+ 53
Demostracidn: ' L . ' i i i 6
B -
. c N o tg —_—= Z
u_ ., /Ll- cosu . o pero 2 ‘
Sg_sa@e que tag 2 t T Togg 2 elevando al cuadra- 1 - W 3
. . . ‘ 3 " g : i +C
do ambos miembros se tiene: . = Ln(z +.1) + C = Ln(tg 2,+_1) - |
cg2 8 .1l -cosu - 2 _ 1} - cosu’ ' 4 i a F :
& 2 1 + cosu 1 + cosu . 1 a ‘dx 1 P | z-i I
' ! 3 ‘ o 2.~ ———————— = e Lntg —2'- '; tg 2
‘ * %% 1 - 32° ) . o o 3 ‘) senx + tgx 2
4 ( ) cosu = > R ) . ; _ . ‘ . }
! v iR 4 Soluecidn. K ' -
) ! d iene:
El triangulo rectingulo muestra i por el teorema se tien -
) # A :“ : : 2dz ﬁ =
la relacidon (***) y de el se de 1 . > 1 - 22 ) i 2z dx.= —— , tg 3 * z
) : - cos X = 7 senx 2 1 + 22
duce. ’ o iy ‘ 2 1+ 2z 1 + 2z P
senu = 22 5 } 2dz ; .
=k ; 1 +°2° 11 -2%de _ l‘ji—l - %,{ zdz
e ) : g E >\ 3 2z 2 z & z
: finalmente: t i + 3 ‘
g 1 1 + 2% 1 -z
c . x
. . - 2 _ 3 i 1
tg g =z > u=2 arctg z + du = ——EE—— n T - A . 3 - 1 Lnz - 1 z% + C
i 1 4 22 E .2 4
Por lo que queda demostrada la relacion (**) : f ) SIS ’ { =
o : a pero z = tg 5 I i 4

‘ : i ‘ ‘ - 277
276 , i 9 - :




. ‘
tg - + 3
3, - -S- dx u.l Ln(——Z"’"“"-‘) + C
4 + 5 cosx 3 x 3
. c tg .
i 2
Solucidn.’
Haciendo la sustitucidn:
2
tg'% LSy wmY 1 '-,zz . 2dz .
1 + 2z~ 1 + 2z
2dz’ . i ]
L J— dz 1“' dz
> < | i R
1 - z2 9 - .z% 3 z + 3
4 + 5( 2) } ,
l + z
1 R ey o 1l
= = + -~ =1L - 3) + - =
3 Lo(z 3) 3 n(z 3)_ c =
1 tg -2’5 + 3 '
= — Ln¢ = Yy + C
- g tg > ~ 3
g3
: da 1 i 188 o
4. - j- s————— = —arctg(—tg 3) + C
3 + cosG /7 /2 ) 2 :
Solucién.
Hsciendo la sustitucidn.
2
Q =
tg ? =z > cosG ..l___E; 5 da = Zd% =
_ } + z -1 4+ 2z
2dz
2
-+ I =2 - -J- dz - —L-atc'tg £+ c
~BGE 2+ 2 V7 V2
1 +2% - : f y

.——1—'81‘Ctg(~—!—v~ tg .2-) + C-
2 v2

dx ' x )
5'—,S.Zsenx - cosx + 3 = arctg(l + 2cg 2) S

Solucién.

278

»

1
~ ]

If

2 U3
Lﬂ(z'- 3) + C

dz

z -

3

Haciendo la sustitucidn.

X 1 - z2° 2z 2dz
-tag 5 = 2 * cosx = ————— , senx = —— dx‘='_——"_7
. . l + 2 1 +'z 1 + 2
2dz . .
. 1+ z° ’_J‘ ) 2dz = j . 2dz
4z 1-2° , 4 4z + 4z + 2 (2z + 1)+l
142 1+ 2% -
"+ Sea U= 2z +'1 =~ EgL= dz
'. du . ! X . & : o
[ ‘Y‘z—‘—‘?arCtg(u) + C = arctg(2z '+ 1) + C 2
u + 1 . . . y
. . x
= arctg(2 tg 7 + 1) + C
N N x
dx 2 X 4 2 t
N - Ay 4 —Ln(—=——) + C
S-a T b 5 srccgleg o)+ lat—, + 3) '
tg 5
Solucidn.
Haciendo la sustitucidn:
©ox : 1 - z° 2dz |
tg 2 = Z» €OBX = —— ,. dx = 5
’ 1 + 2z 1 + z i
1 1 .1+ 22
secx = r = = -
cosix 55 1 - z
‘ S Qe
2dz . : 2dz- e
. 1+ z2° 1+ 2> Vo - 2%ide
- ___..2__...__ = ___._;. = 2 n 2)
: . (1 + 9 -
4@l;i_i_g o s ezl '( z7)( z
2 2
1 - 2z 1 - z
1t L Az + B ¥ Cz + D
(1 +25(9 -2%)  1U+z2" 9 -2

= (Az + B)(1 + z%) + (Cz + D)(9 - o)

(1 - 2z3) =(c-A)z> + (D-B)z> + (94 + Cdz + 9B + D
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igualando los coeficientes de la misma potencia de z, se

tiene: )
C-A =20

1 4
D-3B=-1 + A=C=0, B=%X, D=~
9A + C = 0
9B + D =

ZJ-(_AZ +'§

Cz + Dy, . 2 dz 8 dz -
M R e 2 © 5 2
1 + z 9 - z 1 + z 9 -z

2 J‘ 2 21 e
= 2 =-—arctgz+—~—Ln( ) + C
B e iy S : 15 e+ 3
X
pero z = tg E =7
2 ' : x/2
= = N W e TS c
5- ar°tg(tg 2) + 15 e
ks
a6 %
% = 3cosd  ~—
0 4 3cos JT
Solucidn. i
efectuando la sustitucidn.
.9 = g3 n 2
kg oy =z cose_=_1_‘__=_2,da‘=___9=_;
. 1 + Z LSk z,
o ‘ 2dz ' . - ’
3 X It S 2dz =j' 2dz
04 - 3(1—:—130 1+ 72° 1+ (V/7z)°2
= 1 + =z . :

: T L S
> _ij\ d¢ ] ='—2—arctg u}—= —z_-arctgv7-z:]o -
A J 1+ AT ¢ /T

o B

» L oo
[-zjarctg(/Ttg —2-)] = —z—arctg(ﬁ tg
/7. o T e

S}

) - —2_- arctg(0)
LR .

B ©

pero z .= tg -

9 _J’"/ _dx - S
- 0 2 + senx ;

2 u W [}
= e e x —— (arctg(®) = 0 > tgh = © + § = =)
77 P s S R WL
e S Ldh g g, VG, 2
55 12 + 13cos9 5 2 -
= 0 . = -
tuei

‘Haciendo la sustituc¢i®dn.

) . 2 ; “ 4 ‘ —‘- ‘A z
tg %Zgr z ‘—»I" cosd = _1._——2—2- s ~d9 = ._Ed_z_z
L b 1 + z . 1 + z
N :
/2 —— s .
1+ g T2y /2 g, .
-+ > = 2 _— 2
0 B3 1-13( zz) _ a 25 - z°. ' o(5 = z)(5 + z)

By xl+z

, Rl - A B -
B - 2)(5 + z) T35 -z T A(S 2k by (B(S - 'z)"

= SA.+ Az + 5B - Bz
.1 = (A - B)z + 5A+ 5B

igualando los coeficientes de la misma potencia dz:

BB 2L L, =3 2 T%—
SA"+5B = 1. : ,
‘ - . s /2
- S | W 5 L L AT
e S 275+ 729% ° 3 NEREICI N 5+ z

i BN ) S /2 . /2
A ._‘%‘Ln,(i -z) + -;- Ln(5 + z)] = El- Ln'(—s—-g)] Mol

2

e L (5 +t ¢/2) L T W oY
T 5 - tg ¢/27 |, 5 5 -~ 1-

3v3
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(3] ' 4

ofectuamos la siguiente sustitucidn:

s -z ' 22 24
tg 7 % % > cosx = ; * Senx = , dx = = z
1+ 2 g 8 1+ 2
n/2 2dz
; 2 /2 /2
N + z . 2dz dz
2l 2280+ Bl g A =
. z
0 1 + zz‘ 0 ) 0 f
,’ : ) 4f/2 e
: D2
v ) 0 (2z +'1)° + 3
+ u =2z 4+ 1 -> nCIUE 2 dz
. 2
n/2
) du 2L el R 2z + 17]"/2
- = ~—arctg —+ C = |Zarcrg(=2-+ 4
o u +3 /3 V3 /3 - T 0

pero tg % =z

2 - 2 tg % + 1u/2
+ =——arctg( )

. 3 , /3.
.= ——(arct - —_
13 Ve ! r~ arctg = arctg ’3)
o e (i - ﬁ) U
S R Pt | o
n/2 . o ¢
do - 1
10. _—— . -
J" 3 + 5 sena [ o

0
Solucidn.

efectuando la siguiente sustituciBn

x _ 1 - 22
tg 3 z , cosx = ——2—  ganx = __23__, dx = .24z
1+ z2 1 #5220 1+ z2

282

o o

2 2
et R Pl ar 1724
03 P 7z 5 Ty | NG +.l% B 3 0(z + 3)(z +1/3)

2 .'- _ .A ) B
(z + 3)(z + 1/3) "z +3

= A(z + 1/3) + B(z + 3) g : i

2 = (A + B)z +'% + 3B

igualando-los coeficientes de la misma potencia de z se

tiene:
. A+ B = 0" 3 '3
A= -~ ’B'-
%f33=2 : F 2]

s, /2 . : s /2 . /2
Wis"3 w Bl IS 1Yy dz Lol 3 8d3 s
r 3‘3; S s 3t ar? 2 4_J;z + B *. 4J::__+ 173

i R 22 W2
1 1 Sl z + 1/3
= - Z Ln(; + 3) + Z Lg(z + ,“1/3)]- . A L (Z T 3 )]
. : 0 0
= _ 1 Ln(_z_."'___l_/g}u/z o o E .
4 z 3 0 L
X
pero z = tg 5
w/2 Ceg doa )
. : , B et
» LiadExiZ ;’%] - 2 la(—E—3) - 21a M2
. tg X 0 ) tg 7 + .
1 y
1+ = :
1 Sig B TR ! 1 1
e e b SRR o
1 1 L 1L
_ 1 L =~ Ln 3
3 Ln 3+ 7 Ln 3+ 3 Ln 3 e
~oe
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CALCULAR CADA UNA DE LAS SIGUIENTES INTEGRALES

. 1 1 1 + 2z . 4 e,
? ) = = ; ) en la integral se tiene:
L ; T Az | F & AgAr
X A ' . b ——— r( -
11. ds = # F = i . 14 = 1 + 22 % f I o
1 + senx - cosx - : ; , & , = ) : , ‘ |
Solucion : i - ' i A ' ‘ ' «
Haciendo la sustitucidn: ) : F ' - : __EQEZ
g : ‘ . . h . : : " 2zdz
) . E » S 1+ 2 j‘__._
tg x/2 = z, cosx = —— % ' senk =;‘*TE*’ , dx = ?d? K + _y.Ctga T cscd n A T4zl
b2 2 2 1 z z
_ 1 N 1+ 25 1+ 2z : i P ' '
i o : T - N 2z 2z
: L ) : ~ | N 0 ) ’ : ) - )
y r 1+ 2 _-f 2ds’  _f dz © _ B < j‘d(x +z%) n (10 22) + € g o
| .)1+ i e 22 5 228 R 2 N ' ' 1+ z2° L = S A0
1+ 2P 1+ 2t : E - ' i i : it R
J - g 8o i pero tg x/2 = z
: ] i Dee S s
: : 5 3 : E 205 .
ol gl o USRS g # i =Ln (1 +1tg"5) +¢€ ‘
= - R N - . ) ! S
2 z(z + 1) 2 + z 1 - A(ﬁ + 1)+ Bz ) o _ L. - - J ) )
z '+ z ! = A 20 d . . -
: o E , dt . , : *
" o 7 " 13." ) 13 cost = 5 L
1 =(A+B)z + A 5 - , "
- . b s - ;{ Solucién : ) : ¢ - . - ( . 4
~igualando los ‘,-foeficvien'tes — ,I'Eis;'ua peteia ag 4 i 'Hacxendoﬂ' la sust)_l.r.ucu)’n_: : - ;
e 8 L EERO A=1,B=-1 ' 3 t Lley2® - 2dz
° T e | L s tg = = 2z , . cost = = 2 ? dt = ——aiar )
S = e : Ve 2 1.+ z IS
-, a B Cae G ; SR ' !
N ORI I . A R SR ' e
5 z 2 + 1 ' J. z- jz 2 : b > en la integral se tiene:
- ) o g i ; d - l@ . 5
= Ln z - Ln(z + 1) + C g 4 { _2dz : . % :
pero; tg x/2 = 2 o . L1+ z e 2dz = __A_z__ = 1. ___g_z____;
‘ L 1 . 8 - 182° 4 - 922 -Gt
+ = Lo(tg x/2) - Ln(tg x/2 + 1) + C @ 13(-1——::2’)‘ -5 : ) ’ -
. i . 5 - 4 ) -0 . .
ke tg x/2 E ‘ : ' ' o ; = du__ 4,
E Ln(tg x/_2_'_].)"“ o} = ' i . ~u 3z b 3
' 40 - . ) 4 | 2+ » 1 2 + 3z :
2. § \ | St o = T
) ctgd +-csch | : ‘ i 3 W Ln(i—:—io + C 12 Ln 2~ 3z 4
Solucién : . ) 5 b .‘ _ 4 - u ;
Haciendo la sustitucidn: ! |
9 ) B . € pero tg x/2 = z
tg E =2z, ad cosO- ='4—L2 b send = ——z——;, d9 = _'Zdz_ ‘\ o : . ) N
‘ : 1,+ 2 1+ oz ' 1+ 2z R P 3 g x/2y | ¢ ~ y
’ k : ' .. : = 2 - 3 tg x/2 A
2 2 .2 4 " .
ctg 9 =.cosz o 1=z /1+? 1=z , A )
sen®  2z2/1+427% 2z 1
1

) .9 n 4
- H




14. J-_-__E; , 1 . 8 o R
I + 2 . senx - o en la integral se tiene:
Solucio-n ;c ety q . !
H'ac:.en'do la sustitucidn: i yse: T (Z ~ z(——s ¥ 4 's-e_ne))de =
X . A ", : . 5
tg 3y =2z, cos x = - 2" L i . ) 3 8
7 1+ 2° 4 1 49 - 3 -——-————_de —_—
. 1 . T 4) 4+ 5 sent
+ senx = z =, = 2dz , | .
1 + z% . *4 22 . . _ : 2dz
- - , 1} 2dz sj L 2% lj\ 2dz
> = — - = = =]
2dz » ‘ . 1+ 22 & N5 4 Lz 7) i iy
1l + zz = zdz L 4 ) . . 1 + 2z
T R 2., . { '
: o o0 z + + b . .
‘ ' 4 ) 522 + 8z + 5
g ;‘ e
= 2 -———Eh_ “ h

~
N
+
[\*)
~
-
]
(K]
[}
ST
=
+ |
N
SN
~ o
t
- Nwn
)
N
~N
b
.
e |IN
N
+
w
i
N |
=
+ |a
N
N
N

du _- _l dz
P 1 VR e

-3 VI w3 1 , Z 5

3 : ; ' 4 e ' g d 1 dz

- =1 it2-73, ‘ - . %J\—g—z—T_’ Soj‘ -3 3 gj"—i X
WwECT R s e ' o 1 . G NG AR & s SR
pero tgl‘-=z : . o ©

Sl : : 1 4" Gzl 1 d(5z + 8) L)

5 e o i i ez e - Z . P
: _ | - K 2 (52 +.8)° + 19

S Sl Bt - V5 \ . Y b o

v/3—. 5 .tg'x/z + {T+ 2 1 0 5-1 + 8
. b = — arctg z - arctg ( ) + ¢
: 2 19 1
. J‘seneda : ! y
: 5 + 4sen® i ;
: " . o . ero tg 7 = z
Sotucién : , . l P ]
Baciepdo la sustitucidn. ] 3 o ®,38
.- i [¢]
- L 9. s i . | -+ Zl arctg(tg E) = arctg ( a -+ C
EERO R 129 cos® = L St , sen = 2z 4o = - 2dz P 19 ‘
: ot 5 1 Sp ENCIOZ N ,
| 1 + 2 1 + 2% P ! :
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27 3 38
16. —_——ax

5 + 3 cosx

Solucién : -
Haciendo la sustitucidn.

B ; O\ e _ ,
tg*l‘- =z + cos x = 1 - z2 D e 2dzz ]
i (N2 ’ 1+ z 1+ z
~en la integral se tiene: ,
2dz - : ) " 4
s C— 21 s =21 L g -1 20 “
L. 3 . Ay, Sz A SR HEEE %] : i
g o 3(1 - 2%) 8 + 2z° b+ 2% C fdo 8
=it S8 0 !
) 2 P j
. 1 + 2 b A&
N X .
- x : ;
; pero z = tg 3 X 3 . i
3 1
> se tiene: " -
. 2% i
i arctg(tg 35)] ; 4
2 2 )
y 0 5 k.
; (e - L arerulea(®) - &
33 arctg(tg(nw)) -7 arctg(tg ) -‘ql ;
vz ' |
o . X
17'5‘ 2 + cosQ §
: 0 Solucié6n : 2 ) i
Haciendo la sustitucidn. ' §
- 2 ~ g
; = \ 2d ]
tg % =z + cosQ® = Icw: zz , do = --————z‘2 : 4
1 + 2

en la ‘integral se tiene:

/2 2dz

‘ t + 22 2dz
iz & 2 =
"2+ — 5 z" + 3

1 ¥ z

0

: a .
pero tg 7 = z

o 6 “/2

1 23

arctg{ —tg '—)]

3 o8 24

— arctg(—l- tg =) - & arctg
3 3 3

288

1 + z ', . 1

Bl menl o Lt .,
3 |

PROBLEMAS :

1'5 = = Ln( o O% )
‘xv’1+x+xz :-_ 2+ x+ 2/1 + x+ x°

SUSTITUCIONES DIVERSAS

La sustitucidn bastante Util que se frecuenta hacer es:

dz

2
z

xz-]; -+ dx = -
Z

VERIFICAR LAS’ SIGUIENTES INTEGRACIONES

Solucibn i

Haciendo la sustitucidn x = l, dx = - 9__2_ en la integral
. z &
se tiene: ) ’
__dz '
z.4 - _'y dz
1 1 1
=Vl + =+ —) Vz2' oz + 1

Completando cuadrado se tiene:

. zj dz
d Y2z + 1)% + 3

u=‘-Zz+l+d—;—=dZ

; ‘ :
> = _.S\_____E__; = - Ln{u + /u? + 3+ La ¢
. 2 ) N N .

= Ln(2z + 1 + V(2z + D% + 3) + Ln C

- 1 ;
pero: X=- =+ z=

X |

- 289 \




2)[(2Z -z + 2)2_:|1’2

N o . 2 \2,— +'2 d
—Ln(3+1+¢(;2;+1)2+3+1.nc, : ZJ- (z" - z + 2)dz y(z TS iz
. : . . (z°¢ -

(z% - 2)(2? -z + 2)

S eniE

‘ "2+ +2/+ :
i = - 1n X 1 x+x)+LnC ‘ \‘,
] . . ) =2J‘. dz =_1Ln?-/i—+-c
= Ln¢ x oy Sinc = | Sk e
2 + x4+ 2Y1 + x + x? ’ . i .
: 2 = /z_ + 2
‘ pero z - x=Vx '-x+ 2 + z = x+ Vx X :
xC ) ’ i
= Ln¢ : - ') . - :
j 7 .- ‘ y 1 Vx? - x + 2 + x - /2.
2 + x + 2Vl + x + x ; 1 ->—Ln( =) + €
- __i>_¢__=__L/2-x+2+x—/2_\+ |
' T ¥ [
_xxz—>x+2 x-—x+2+x+/2- 4

Solucidn. MHaciendo la sustitucidn: Solucion:

. = ] . Solucién. Haciendo la sustitucidn:
z - x = /x* - x + 2, despejamos ‘ ' : b ) ] ' .
) ( f, /x2 + 2x - 1 =2z - x = despejando x se tiene '
2 2 j 0 ' .
- 2 - ki :
B SR S S - 2 4 1 2 ¥ 22 - )
2z - 1 2 4 = .+ dx = dz
(.22 - 1) ) . %e X 2 + 22 (22 + 2)2 ] ';
en la integral se tiene: ' . ‘ ' ’ 2(2* + 2z - L dz 5
s h il . ’ i ‘ + 2 2 il i
2 T : ; ' 2 (222 )'- 2 =
2(z° - z + 2) | ' y 02, Gl 15 1 + 1,4, z” + 1, _ ,
M————. dz P ( ( ) + 2("\—) .
(22 - 1) : 2z + 272z + 27 2z + 2 )
2 iz . " . » ' '
z - 2 ’ % h .
)[:(22 - T2z -1 i 2] 2(_z.z + 2z - 1)dz
' ] X 2z /+ 2) ~ ' ’
. E o = 142
v i 2 ; s . y 24
‘ ' ] e ot Z z+2(z2+1)(2z+2-)-(2z+2)]
2¢z% - 2 + 2) dx ‘ b ) . 7 ['—(z A5 : : ) ;
=J 2 2 2 !F | (Zz/+ 2)2 ] ) .
(z" - 2)((z° - 2)° - (2% - 2)(2z - 1) + 2(2z - 1)°) \ .
g ' = . ;:r‘
’ . 1 2(z? + 2z - 1)dz
= 2(z% - 2 + 2)de '“ ' B z% + 1)[ .+ Az SRt - Az + 1:]112
(z% - 2) (2" - 22° + 52% - 43 + 4)1/2 4 C B = .
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4.~ S L

292

1)dz ol

=2J\ (zz.+22—
(z2 + 1)[}22 +

e < bne

2z ~ )%

o e
. (ZZ

pero

+ 1) (22

+ « = 2 arctg z + C =

xV2 + x - x? vz

Soluctidn.

Haciendo la sustitucidn V2 + x - x? = (x + 1)z, elevando

al:cuadrado se tiene:

2z 4 ;)

= Vx? + 2x - 1 -+

d~»
= Z.Jﬁ.z_ = 2 arctg z + C
z + 1

Yx® + 2x -~ + x

Zarctg(v T Z2x ~ 1 + x) + C
V2 + 2x - V2 -

———Ln( ) +.é
Y2 + 2x + V2 - x

*

2+ x - x% = (x + T e
2+ x - x% = x%2?% + 2xz% + 12?2
2, 2 ] &
* x" (2" 4+ D)+ (22% - 1¥x + 2% - 2 = ¢
2 ,2 - 52
SO NG et o) Chaty =SB xS
. 525t 8] 1+ 2z
* para x, = - 1 =< dx, =0 'se descafta
2 - 2?2 6zd '
2 ) 2 zdz
s N = dx, = -3 ———"—— o5 10 que nos sirve
1 + 2 ’

(1 + zz)2

’

para hallar la solucidn deseada

- (1'+ 22y

6zdz

2 . 2
(————i?f)[é =
I+ z*¢

2
z

2= 2t 2k
1+ 2?2 '

e

g

5.~

6zdz
(1 ﬁ/fz)

) =

: : (2. - 26)32
(1 t// ) ' '

o 4 dz L & dz - 1 Ln(z —;/73 + C
2 - 2" 2t -2 V2 2+ 2

Como: z(x + 1) = ¥,y _ il e x +
L Ja+ e - N T
= ’ 1 X
(1 + x)2 4
Z-x_ 5
. = 1 Ln ( 1 + x ) + C
vz e 4 S
l'+ X
L - /2 +
Ln()/2 - ——

J3 VI T x + VI ¥ 2x

/2 AT
-\ arete\/ 3 o3y o (&

S— dx -
x/5x - 6 - x°

Soluzidn. -

Hacemos la sustitucidn: -

Bx - 6 =% = (x-2)z

elevando al cuadrado para despejar-x.

S5x - 6 - x° = (x - 2)?22 = x%z? - 4xz? + 4z°
x4(z% + 1) - x(4z® + 5) + 42" + 6 =0
2
+ 3 _ _ 2z + 3
(x - 2)(x - E:—~———) =0 - x = 2, x, = 2
z + 1 z" + l_
para x, < 2; - dxl =0 se descarta '
. N '1
-+ =2zdz
para x, = 2zrakmd | o3 e = ——;—————1;
, 2 ol (z® + 1)

93




e i Completando cuadrado en el denominador se tiene:

) (z= + 1) 3 4 dz | ) -
o . [ 1 - " B = + du =
{2z2 + 3) 5(222_ + 3) ™ = (222 + 3)2 if2 y ) > L Z K e vdz
- el 22 4+ 1 ' 22 + 1 S 1 vh - (z + 1) . I
4 i d ; i
27dz h 5 % -~ o } 1 S =N y —-——u———-? - arcsen % + C = - arcsen z_;-____l_+ (o
- ——— i : ; /, 2
(z2 + 1) J" olde : @i-
= : 1 1
2z° + 3 (zz 12 (2z° + 3)z pero . x = > > gz = o
(z%+ 1? j 1
, _ 1 ' = + '
_ -k - o ’ ) . : J S =~ arcsen(—x—z-———)' + C = - arcsen(—l—‘—;;;(i) + C
=y zf._d_z__ = ..J‘_._,di——-j—g = /33 arctg Bl ¢ > .
2z XE 1 zg_.+_2_ V32 1 - dx 1 + 2x + /1 + 4x + 5x° :
_ . 7.-"° = Ln( — —— 4+ C .
: 5 /1 + 4x + 5x% . . _ ‘ il . i,
= - 2 arctg 3 z + C X 4 : - ' .
3 i R , o Solucidn. ) o
) B = § _ Haciendo la sustitucibm x = L » dx = I 0
: . : fsx - 6 - x° ] ' E z2 )
pero: V5x - 6 - xX = (x'= )z + z R RN 1 , 5, : o
oo ™ : . o z ‘
. N i 3 , . 2 i . *2
~ . . L z . d
v oge [x-2DGB -0 [3-x - ' 7 k L 42 5 2 =J~’ Ty = iz .[‘ f‘—‘—‘“
‘ (- 20y, 2 Vix -2 b ‘ 1 'z &g A ._z—z"(z % g z +4z+5

: /-T T Complétando al cuadrado el denominador.
R arctg ¥ 5 . ¥ - x c= - afCtg 2(3 X)+C 1 : ,’

i

a ) ) & j.' dz .
- Rt o : ' 1 . (==
S 8% = - arcsen(‘lﬁ}s‘) + C e 1 (z + )% + 1
x/3x% - 2x - 1 - i :

"Solucién : 2 X ' i : u =2z + 2 + .dx = dz
] Haciendo la sustitucibn de i '

By o uets B , i A2 L+ AT D) #oC
x=z. x .zg ., . . . u2 . o

- . . d ; ) - 4 3 Ln(z
en la integral se tiene: . . i : .

2 + Yz & 2)° & 1) e
. : 1 1 Tt ’
' . . b ‘ == = -

1 3 : péro_ ek — I s

+ C.

J\ - dz/z ’j\. - dz/z .q-__‘[~ ~ dz r o JFo -

Lo 2 1f2 1 = NI : - 1 + 2x +. /1 + 4x + 5x°,

13- 2 !l L- 2 - A B . = Ln( - )
z ‘
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" T i i A bbb € 20 W v oy
4
vl
ik ) ‘-- b i . ) 2 - - -
8. - dx T 4 9o = o7 —_— i 4 e dx -~ -~ _ Y27x + 6x — 1 _ UR=2 Shaie
.Y e Ll —Li__zi:jx_ + Ln(l+x+/l+2x+3xz b : 9. S : x 3arcsen ( Bx Tyt
i+ 2x + 342 x : DA Zox2215% + 6x - 1 : ‘ i '
QQMI_ . ' A Solucidn. haciendo la sustitucidn.
Haciendo 1la sust’iCucisn. : 3 ' ) 1 . _dz. '
_ i ekl W T
R 2 .
e N et gl - ] | ‘ _ _
& = o8 i ' A .- en la integral-se tiene: ]
dz : - dz.. ' ‘ s 5- © - dz [zt A - dz/z?
LRy 2. . o 1,27 6 _ .,z
i -2 — = 5 —B - zdz A : w z( 2 +'z . 42 R ‘;(27 + 6z - 22)1/2
_1(1 + Z. + %112 ) 1 2 ] - P l’z “ 5 0 z z 23 .
2?2 z 22 (2 f 2z. + 3) (z7+2z+3) ; Sl :

. ) - ! zdz - - zdz -
= . zdz (22 + 2) - 1sz . ! i 27+ 6z~ z . 27 + 6z - z
————— e o K ) : .

/-_m (z% + 22 + 3)1/2

E ) J‘ [2(5 - 22) - 3]dz J‘(e i 22)dz
- :
- 2{[ 2z + de [ & ' ' ] 7 7+ 6z - 2’ /27 + 6z /27+6z —z*
. by 2 )' il £ B . 4 r
o r : z! 2z + 3 . o .»1 ' =g ; _112_ ) 2 e d
i : = (27 + 6z -z ) d(27 + 6z -.z") - 3 :

:s !
"o L lj\ (22 Suizie 3 | . _ 4 27+62-z
7 + 2z + 3) d(z® + 22 + 3) +J‘____~__z_% ; iy ! . -. . N ) . . R . .
- L - SRR ) S », . dz -
/—Tﬁ r "N 'zl‘f(.”* 6z - z2)7  da(27 + 6z - 22)4,;_—7_3J\——————-,-—-'
‘ 2% 4 22 4 3)° d(zz + 2z + 3) + i ' N ' 0, | e gy
/—x 1 (SR N T o o 2 A S . e U
- (z -+ 1) A 2 1/_2" 6 .
= - (ZZ + 25 + 3)1’2 + L /—2_—_—* ; - . 0 ) -' - .- : [
. ’ n(z + 1 + /(2% 4 D%+ 2) & ¢ 1 . (27 +62 -2 )1lz 3 arcsen'(-z—\G—-}—) +C
pero: x e el - i » i . 20 S5g ) & 3 ) -
= x : g ; ¥ v o
' - ' ' : i pero | x = 2+ z'= s
1 2 g e : : : : ¥ = Zhe :
-> 8 o —_— & 1{2 1 b o N 3 B .
(XZ * X b 3) I & Ln(; + 1 + /—IT”) + C ‘%; ; ) i +‘ 3 : . :
' a R 2 X = . L' 3 . ), G A J p
: 2 | ' : i T+ = (27'+'—6- - 1—- 1]2 = 3 arcsen(—L——) a3 [C
| A ] i oox xz ) 4 L 6 A ;
= oLl 4 2x #3xk))2 b ' = P ]
e T O L S — . B e AT A
; +Le—-_ 2x + 3x%° . - . S : : .
3 X ) T e A B YN i : 2 1'2 oy ’ b 5 °
b } ) o A “ . + 7
S , h =.(27x + ‘6x' 1)"'_--,3'.arcsen(1 3 ,3_x) +:°C
' 4 S e X : SN 01 7 2
1 S L %
o

_296 .

e e e




1 s !
10. S Lx;-’i—;lladx = 6
1/3 " ' ;
Solucidn. Haciendo la sustitucign. '5
' 4
- dz . D 4
X = — > dx = . 22 en la i - 1
z i = SHECERSINEEicne: g . arctg(e) ‘- arctg(e®)
: ; 3l ] i
. 5 i = arctg(e) - arctg(l) = arctg(e) - P
1.1 1 2. .1/ I 1
- 1P - Lj) AL R | . _
Z z ‘ ’ 1 3 : o
—_— % . z {
g’ 1/ ! e 2(2%- 1)1/34, 12k 2t +t% dt = /3 - 5 La(2 + /3)
18 R 3 I 173 . e '
Z“, . . z : . :‘ 0 _ .
A ‘. i Solucidn. haciendo la sustitucidn.
e u=z® - N EE'= zdz % h : )
2 r ‘ i t + 1 =z +“§ =z -1 + dt = dz
1 : ' ]
- % ulkdu W uhh +¢c= -3 4 ] % en la integral se tiene: .
2 4/3 ,E u = t ) K
g : i i 1 . 1 e
2 fi AR " ] j‘ V2(z - 1) + (z = 1)° dz =J\ 2z-2+z"-2z+1 dz =J~' z°-1 dz
8 ' ! s . 3 ‘0 ' (
s : ‘
) 3 }
PO 3 =xl ! - E Vz2-1 - % Ln(z + V/z° - 1)]o
0 3 1 } 1 ) g P & - }
i 3 (—;g— 1)“#];h 21 = g(l = X )qﬁ]l \ ? pero z t + 1 .
. x - ; <2 s NE! ) , ( l .
i j_: é‘“l 3 f: ] \ ] + = [;5—%—12 i+ 2t - % Lot + 1 + /t2 + 2:)]u
= = 3y e 4f3 3 r i ' ‘ ) %
9 ; ‘ ,
. - /3 - -;- Ln(2 + /3
11 T dx : om i » 3 - .
3 ——;———~:;' = arctg(e) - — ) ] P i ,
0 - e '4 ‘ ) 'ﬁ DETERMINAR EL VALOR DE CADA UNA DE LAS SIGUIENTES
Solucidn. ' ‘ INTEGRALES = ' !

haclendo'la sustitucidn.

x
€ .=z > despejamos x

tomamos Ln a ambos miembros

' 4dx.
13. j; -
A AT o
cxvVx© - 2x + 3
' Solucidén. Hacemos la sustitucibn.

ST TIxt 5=z - = despejando x

2 _2x+ 3= (z - x)2 + x% - 2x + 3 = z? - 2zx + x

5 &

. - :
+ Ln €. = Lnz + xLlne = Lnz » x = Loz » dx = 42
PR

en la integral se tiene:

X




+ x(2z - 2) = 2% _ 2z -~ 3 2,
3 hd X —m o+ dx = M}_ ‘
' i {2z- 2) b
en la integral se tiene: 5
28 - dudie . A
’ ——————— dz y h ‘ d
i (2z - 2)°* . . 2B
2 E
z_-3 z* - 3 2 z 70 .
; 4

2(z° - 22 '+ 3)
—Z 23 g,
= 4 (227 - 2)
: 22 P [-q — T {
—_— T il 3 2 i §
(22 = p2tt ToHF T 1027 - 2e 4 é]'# d

(zz-.3)‘ , 2 2 = j = 22 2 o
: e® -2z 4 7R 77 J 73 - 3z -2z 4+ 3) |

g
. P . v

- dz oy %
BJ—T—“= 2 Ln (A /3) 8 ' E
3 ) o z+/3 | = ' : 4

pero;' z - - /_2_\\ '
X X 2x + 3. vz o= x4/ L 2x + 3
tn(XEfvx - 2x + 37 - /3 » : , y

n(
+ C

LY
N el
X+.x—2x+3+/;‘-

~

14. y ~ 4xdx ' » AT o \
! (x2-2x+337‘ = = ‘ , i
. . R L ]

Soluczon H i |
ac1endo la sustitucidn. - - -

X =2x+ 3 =72 - x Jdaspejamos x: ' 3

e

X !
X% < 2x + 3 (z—"x)z,=z_2 - 2zx + x?

I_.
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3 (222%-42+6) dz

+ x(2z - 2)'= 2% -3 x ST dax = .
3 (2z - 2)
en la integral se tiene:
e - 3Y 2% L g
10’2 ‘_ )( ) dz 2 ) i
(2z - 2) L 4(z“-3)(2z2"-42+6)dz
(z“-423+1022-122+9)3,2

- 3,2 2% - 3
=3 o = 2 2‘5;—-—2‘)”]
o [(22 - 3G - 22 + 3de

T (2? -2z + 3)°

2'—
SSII(E' 3)dzz
oy (z° - 2z + 3)
-3 - Az + B o MEEITY o

4
(z% = 22 + 3)% (2% - 2z + 3)*  2* - 2z + 3

8 (z%-3)(z%-22+3)4dz L
l:(zz-22+3)2]'3,2 |

2 . 3= (az + B) + (Cz + D)(2° - 2z + 3)

2 _ 3223 4 (D - 2C)z% + (3C - 2D + A)z + B + 3D

igualando los coeficientes de la misma potencia de z, se

tiene:
c.=0
D - 2C = 1
3¢ - 2D+ A =0
B + 3D= - 3
Sf( Az + B R Cz + D )dz=8[ (2z - 6)dz "
(z? 5 2 -2z + 3 (z% - 2z +

- 2z + 3) z" -
+ 8- dz fi(Zx - 2) - lojdx + 8 [ dz
z? - 2z + 3)° (z = D)*+2

-8 [ (2x - 2)dz _ 4, 98 2+.sf dzz ;
z z (z? - 2z + 3) (z-1)% + 2

(z° - 22+3)
301
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(x - 2.)z,-dé5pejando X,

+
N
~
~
+
[«
(=9
N
P v
x
1
(=]
1
®
~
1]

= 8 f —*__2(22 - 2)dz S 32 [ dz
d (z = 2z + 3) ((z __-1)2

(z-1)%+2 @ o :
Sx - 6 - x° = ('x2 - 2)%2% ="5%x - 6 - x? = x.zz‘A— 4z%x + 4z’
-—2 - 2 2 ! ez |, S - G Dxt et r s+t a6 -0
LZeR 2l 3 4Gz - D+ 2) 2] -7 42 E | e it m
wll Foms g | T e | ] 3 wh§ ¥
. E = (= =2 (xr- X Sin Bblugig X, =.2, %X, = 2z 3
- 2 R 2
L A z° +.1 z W h
+ ——arctg L c ]
2 ' g I : , = LA ‘ _
B . . @ dx, = 0, se descarta, = tomamos x, para ‘hallar la solu -
4 o = : cibn deseada.
= = EE bz - o @ z - 1 A : ) 2
2 T3 = =—arctg == + : - . . - 2zdz g
2z - 2z .+ 3 - 2anSn oA 2 _ Che : GBaF e
: X % ¥ ; ' E (z°+1)
1 S : - en la integral se tiene
+ arctg —= + C . 4 g N | 7
‘/2‘ 2 i + -3)( ~ 2zdz )
: ' ' & - +1 (z2+ 1D? . "
= 8 bz I o . . 2. o 172 T2
2 5 + arctg D9S ¢ i 22 +3 225 + 3,2 - '
z -2z + 3 7,2 - 2 '+ 3 2 /2—‘ y ) (‘——2‘—"—')
N +1 - z +1 )
8 - 4 ' s r '
3 T‘—‘L'— +—-arctg—l—+ c 3 ] 4(2z° + 3)(2)dz
z2° -~ 2z + 3 V2 Ve - ' ; (22 + 1) - wy 8
. ‘i. = ; - 2 A N
L1 0 2 ' ;: T5222 + (2% + 1) -6(® + D2 - (2% +3)71/2
Pl 2 - xw AT Tkr Bd oz ew e - Ak 43 | 2+ 1 =
. ; . -l _ .
| ] s : : A
3 4(22 + 3)zdz . 4 (22Z + 3)zdz _ 4/(222+3)dz
ool 8 - 4(x+ /X 2x+ 3) - (zZ + iEH (z% + 1?2 (z% + 1)?
+ b
/‘*—z“)-z(“m)” . ‘ ' )
3 h .
, 22 s 32 2 ':z +132 CZ+D = Az + B + (Cz + D) (z+1)
! . Ve 1 (z° + 1) (z* + 1) (z+1) 3
| + —— arctg( = _' Vi), e, = 1) + C t
73 V2 E o = ’
1 222 + 3 =Cz® + Dz” + (A+Cz + B+ D
N, s o )
15 . 2xdx . e igualando los coeficientes de la misma potencia de z;
. o &
p l /56x - - . g ' ( 1 c=20
olucion :’ - . L - Ch= = L
Haciendo 1la sustituciﬁn. : o % P g~ 4 L & 0% E L0 :
b 3 ] A +C =0
; B 4D = 3
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" Reemplazando en la integral se tiene: ;

T [ M CAPITULO XVIiI

-4« 2?++iB2+:z:f)dz=—4 ‘ _ .

SRR R el CENTROS DE GRAVEDAD,
i) /== @ PRESION DE LIQUIDOS, TRABAJO,
- | W VALOR MEDIO , MOMENTO DE
e (e W e en a0 ~_ SUPERFICIE

El centro de gravedad de una superficie plana'definimos del

2z o ’ — e : e = ‘ . i
e = - 2 arctg z - 8 arctg z + C- siguiente modo: un trozo de carton r1g1d9, plano y hquzontal,.'
z" + 1 . permanecerd en equilibrio si se sostiene en un punto determina-
2z . 0
= - —5—— - 10 arctg z + C \ do. Este punto de apoyo es el éentro de gravedad de la superfi
ozt + 1 3 cie plana del cartdm.

T Bw B G Pl : : . d . -
pero: (x - 2)z = /5x - 6 - xz‘ e V3x - 6 - x ¥ - Para algunas figuras que se estudian en la geqmetrla elemen -

¢ ) (x - 2) % tal; las posiciones del centro de gravedad son evidéntes.
- ) ) ; - Para un rectdngulo o un circulo, el centro de gravedéd coinci
(3 - x)(x ~.2 = : ] oy
= 3 X 4 = . )
i N + z = i de con el centro geométrico de la fig.
(x - 2) x - 2 i | N k ‘24l j .
o IS , d - Si una fig. plana tiene un centro de simetria ese punto es
\ 2_ ’£L;LJL ; . el centro de gravedad. '
o= - ——3—%_5_3___ 10 arctg '3 - ;- . y ‘K y - Si la fig. plana tiene un eje de. simetria el centro de grave-
4(x = 2)+1 % L. e el ; dad estara en el eje.
i‘v Xy :
'? o DETERMINACION DEL CENTRO DE GRAVEDAD MEDIANTE EL CALCULO
i ,‘ ' . .
’ b INTEGRAL

! Sea la superficie: AMPNB, di-
vidamosld en n rectangulos, YA

% ¢/u con base Ax. ' ‘ éléﬁg’/”—T-
i ademds sea dA el Adrea

de los rectadngulos y su cen

. tro de gravedad C(h,k)

— — — —
o

=

- dA ydx; h = x,

J
o
1

Y
>

N e

‘ oy ,
| k —_z'y . (1);

’
O
)[>

o (F-—— -

.»

i
i
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D Ll e e e

4 6
El momento de superficie de este rectangulo con respecto a. - i ) 0 2 lf 22 G2y
4 . - 3 GIENS —- X
0x(u 0y) ‘es el producto de su 3rea por la dlstanc:La de su cen- el = %fex p2dy = 3 P” cosdd 2 61 3
tro de gravedad a O0x (u Oy). . Si estos momentos son respectiva- | - 16 . 9,
‘ " =y : ‘ 0, 2
mente de Y DMy » entonces - ) p : _ - lf .0 =‘lf e % _25 y p2d6
' ' E A = A 3 0
. dM_ = kdA; dM_ = hdA ..., (2) I~ d 2Jg, 778, t
Tx y _ . 2 - )
y y : —_— x 0 los radios vectores;
El momento de la superf1c1e plana AMPNB se obtiene aplicando el 4 y el Brea plana limitada por P £(0) vy |
teorems fundamental del cilculo a la suma de los momentos de la 6 =9, , 8 =206, viene dada por: ‘
4 = (U5 |
superficie, de los rectangulos- fundamentales, de donde se obtie 9, ‘
! . ! ) 1 2 |
ne que: " . ‘ 3 A=5 A P dé |
. M= kda, ; M =[hdA 0.0 0 o)) 1 1
x y E
‘ - AS:
; PROBLEM dad de ¢fu de ]_as superficies limitadas
Si el centro’ de gravedad de 1la f1g AMPNB es C(x,y) y el @rea A ; Hallar el centro de grave

la relacidn entre los moméntos de superficie (3) Yy x Y Yy se dan | por las siguientes curvas:

por:

r a 1
A =M ; A_ =M e e (4) AR 4 l.- y® = 2px; x = h 4 In
X y y x . R ' iR .
Para calcular (;,;);.hallamos los momentos Mx’ M_ que segfn 12 Hallamos el &rea 7: :
(1) y (3) es: b : h ‘ : h/z ! L
. ) 1 : . b t/2 1 |
, Mx = E[ »yzdx, M = xydx o A =) dA =f ydx = (2p) x dx 1 |
a o a i ‘ R 0 0 i 0 | Il -
donde debe sustituirse el valor de y en func1on de X deducido i i (o] : :x=h
h
de la curva 'MPN , 1 . ¢ e % (kp)llzlez]o ! :
Si el Erea A se conoce, entonces, de (4) tenemos: ) : |
. . .
M M S ] b 12, %2 (1) ' =t |
L " ; ‘ Ly h ol
_x=Xl:Y=A—x ) 4 3(2p) i ) ; {
. | . 2 e
y i 1 2°) Hallamos los momentos de superficie
COORDENADAS POLARES l . X ' . o
y = kdA = 5 . P i =
b b dM.x donde k- = 0'; hH=x, dA ydx
Las coordenadas (}—c,;) del dM = hda '
J
centro geométrico de una Yl} . X h (2)
drea plana limitada por ‘ > M -fo kdA = 0 i Mx ~al0 * g
b x
la curva ¥ = f(9) y los h h 2 o2
radios vectores 0 = 0, : i =f xydx = (zp)"lz{ *dx +» M (2p) o
) y 0 0
0 =& se da por: { '
2 . ‘ 5 /2, 52 (3)
5 /2, sk = 2 (2p)"*n
o —a X & |
| 307
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da (1), (2) y (3) se tiene que:

: q - % (Zp)l/th/z

e L el
A 2/3(2p)l‘/2h3/2 5

.M

A S

> el centro de-gravedad (x,y) =(%-h,0)

2.-y = x* y = 4x

Solucién : 5 =
Sea (h,k) el centro de gra-

(primer cuadrante)

vedad. . Y-

+ dA = (4x - x¥)dx i

5 (4x + xs) ' y=4x

2
= 2x? - i—x“}
4 0 x=2
A =4 (1)
Los momentos de superficie serin: E

X
0 A 2
7 Y
- i[l_ix-s- _] - 256
X 2 3 7 0 21
l - 256
i - Mx 251 e (3)

308

/’2 jfz ' 2 l
M =] hda =] . = =f 2 _ =
M ’ 5 x (4x ‘ x" )dx . (éx x )dx _[;x

2 2 ' 2
1 1 )
M =-2-/ de=§-/ (4x + xa)(4x—x3)dx=l[ (16x_2—x6)dx
0 0 .

3.

Solucidn.

de (1), (2) y (3) se tiene:
M '
F 16 -
'=—1'=—-' =_-.)_(-=—
& A Tk ¥/

[
<

X = 4y.- yz 3 X ¢

4 '

Sea‘C(h,k) el centro de . .
o Y
gravedad k T

dA = (4y - yz-j y)dy ;

B
1

% s = s )
W 3,3)

Los momentos de superficie seran:

‘ 3 3 3
o 3 1 4 27
M T fa =g y(Syr =t g liys ~ g v | e S
X 0 0 0
- 2N :
- Mx = 7 e (2) )

% 0.
1 3 ' 1 5]3
) = o + —
5 [sy 2y 55 |,
, 5
My = 5 e (3)

+ de (1), (2) y (3) se tiene:

3 : 3 :
. 2 L
Moo= %f' (5y - y) 3y - yHay =7?/'(15y2-- 8y’ + y')dy =
3 i 0 o
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M M _ M i M
;( e -3 = 1_2_ . ; = X = é X = - = 1 » y = =X - 1_7—
T g) ¢ A 2 = ‘ & 5
v ' .~ - - - 17
~ El centro de gravedad es: ~(x,y) = (lg—- . ?3) (x,y) = (1, _“5')
, ‘ Y
.-y =x" ; y=2x+ 3, A 5.-y=x, y=28, x=0
Solucidn. Soluecidn.
Sea C(h,k) el centro Sea (h,k) el centro de gravedad v
de gravedad 1 B Y
] +dA = xdy ,, k=y ; h=-x 8
4 s ) 2 e B (2,8)
> dA = (2x + 3 - x%)dx , . - .
0 . E ;
h = x . i 3 8 .
: ) ‘ i - 1/3 3 us A
i, = 2 -1,2) - . N [ Phaye [290], - 02
k = 2 y 2 (2x + 3 + x ) g 5 ; X f' | 8] -
" : /.0 ; -
- b o + A= 12 (@) :
+ A = (2x + 3 - xz)dx = [x o+ 3x - —-x3]_;1 ) ; T
:‘;2 ) L8 i - § 5 ] Los momentos de superficie seran:
A = =3 e (1) : . )

Los momentos de superficie seran:

3 .
) M = —I~[ (2x + 3 + xz)(Zx + 3 - xz)dx =
X. 2 -1

i

E : ‘ .

. 8 8 8

M =f kdA =] yxdy = y*%ay
E ) : 0 0

i

= ' .
=%f €9 T e e =

L
o
=
«
L
[=] .
@
=
[=9
b
1l
N
(=] N
@
®
~
[<%
< .
1 5
N [
(=) \
<
=
o,
«
|
|
vl
«
%
—
o
]
=~
ol

3 O
1 2. 5 3 1 s 48
=~ 9% + 6x° + = x - — x i = —
2 [ : 3 5 ]_1 ] ] <2
L . .
) M _-.‘.Sll'_;' . (2) 1 de (1), (2) y (3) se tiene finalmente
X y e B
‘ °f 3 1 g AR5 . (et
\ M =f‘2x(2x+ 3 - x%)dx =f (3x + 2x% - x*)dx = “ e bl o
-1 -1 ol
3 2 T 3 s M 3sa/7 s 3
2 3 4 = = = = .
s |= + = - . | A 12 84 7
[2 ’ P ]_, j
: ! e e s
+ M = .3.2. cee. (3). i ] ] o . . m (x,y) ('5'» 7
y 3 _ , 1

de (1), (2) y (3) se tiene finalmente que: ‘ ) E




: E
6.- y = 4x - N s ' b ] - {Z",E's + 2x" - 4x® - 6x® + 9'5(]—'J 3 e
Soluctdn. _ : 5 L : 1 * oD
Cilculo de &reas de: a @ % . 0 . ; 0
i 3 . T 13 - ’ ‘ M =f x{(2x + 3 - icz)dx = I:% o+ % x? - % x"] = - -1—27—
AR o (4x - x° - 2x + 3)dx 4 y -1 o - L ‘ g B0
b -1 (3,3 & ) _
A, = _[ (2% + 3 - x%)dx Ay Eltcenfro del rectdngulo gener%co es:
.. ) 4 " A .l E , 1 | .
g ’ [x. 2 (~2x + 3)]
=f (x* - 2x - 3)dx : ‘ 3/2 . o MR-t Qe gy
O -3 > M= 1[ (<2x + 3)(2x - 3)dx = lf (4x% - 9)dx =
* - x 2)o g ; 21y -
pasl x=-14 ; B . .
A= [—1~ - x? - 3x] -2 ! /2 h N }
3 0 3 | o , . 1 |4 3 LA 9.
' { - =33 £ =N S W
3/2 _ 0 = - _ 2 . Y ou -
A, =[ (2x - 3)dx = -[ (2x - 3)dx : A ) _ 3/2‘ 'Y / 4 i
0 3/2 i 1 oM =] ox(2x - 3)dxo=) 0 (-2x® + 3x)dx =
e ' E - Y Y : Y. o s
= [Bx - kz]'o =0 ' ! ’
e & | : 1 ; 3 B ABy 5 es ¥ .
| ' ) ~ H L e il |
3/2 . ' . . ] 3 2 o > o _
3 N 1 ' z -G '
Ay =[ (4% - x*)dx = l:2x2 - % xa] = g—% ’ 1 . ' § ! ‘
0 . } 0 0 b A Ayt El centro-del rectdngulo 'gepé;ico‘ es: :
k 3 3 ] s
[ ' ‘ 2 ' ] ' o AL = [ gl (4x - 2)]
i A, =| (4x - x° - 2x + I)dx =) (2x + 3 - xz)dx = i i - [x, 2 yl] X 2 .
2 [xz +13x - L xa}a =27 o > M= -Zl-f (4x - x*)(4x.- x*)dx = 5[ (16x*-8x +x")dx =
. ] 2 3 32 8 ‘ ] A - & 0o - 4 S 0
| LOS CENTROS DE GRAVEDAD DE: : f h | ' -1l f16 s, L 5] e 18 T by
! 3 g . { , L i o e "160 160 .
A El oy &ri : ‘ v e
i centro del rectangulo genérico es: ) . 3/2 : o 2' A ;
, - ) : i ’ My = x(4x - x")dx = (4x° - x )dx =
1 " 1 5
[xy5 G, +92)] =[x, 3 (x* + 6% + ] ‘4‘ 0 _
- 0 - ¥ o= s . : [z. L ..]3/2 2037
; . A » = = x° - — xifu  meem—
i 1 2 : 3 B . 3 4 Jdo 4
oM =) 5y +y)da = g (xT - 6x 4+ 3)(2x + 3 - x7)dx
-1 4 ) % Re/ e —
0 ¢ e . : . A,: El centro del rectgngu}o genérico
, - . ) ‘ q‘ : ‘ : NG X .
M = — (- x + 8x° - 12x° - 12x + 9)dx = ] : - 1 . 2 W, e
2 i - L3 . X A -
x o ; | | ) [x, 7 (6¥¢ 3 s )]
A E . B
/ N . \ b .‘ 1 . . " f
312 3 L -8 313




1.~

2.-

314

3
+ M =-1-f (6x - 3 - x¥)(2x + 3 - x¥)dx =
- - ' x

/2
3 "
4 ol
- E[ (x* - 8x* + 18x% + 12x - 9)dx
3/2 :
SphEL R e ik 2 ]’ 4563
-+ Mx 2[5 x 2x + 6x° + 6x° - 9x )2 ® 160

3 3
M =f3 x(2:g + 3 - xa)dx -[ '(2x2 + 3x - x“)dx -

y /2 3/2
2 3 3 .2 _ 1 5]3 441
[3 x + 2 X 3 X W2 4

+ 'El c3lculo de los centros de gravedad de cada &rea sera

oz Sbl oy Wnm S SR 66
o= -Gy Fopt 4 573 25
. - (I = -7 =66

C; (x,y) = (20 s ‘H)
= = J0)i8 Ml - UoE o eIl
X2 Shqym g P Y2 ST |
. s .= 1
« o G2 = (x5 y,) = (f » — 1)

S =207/64 _ 23 - . 1503/160 _ 167
3 27/8 24 . Vs 27/8 50
. - - 23 167
N (xy,y3) = 27 ° —EE)

- R o= LAL/64 49 0 - 4563/160 _ 169
“ 27/8 z ' I 27/8 20
. CoL s = 49 169
Oy 0 Cu (x.,,)'.,) = ‘iT ’ _2'6')

finalmente aplicando el aiguiénte concei:to.‘
o AX + Ayx; + Ay Xy + AgXa
X =
Ay + A + Ay + A,

i

i
&
f
i

Ai‘;x + A,y t Ajyy + Ay,
Y=
: K+ A, + A + A,

se tiene:

7 9 1 27 23 27 49
— - — — — ——  — —
, 3x( -é-a-)+(4)x(2),+(8)x(24) T X3 .
g 5,9, 205 27 g
35T
5. 8 e 9 ' 0T ¢ BT 169 O3]
i (3) x (- 2—5-) + (4) x (=1) + ¢ B')‘ x (——-——60) + ( 20) x ( B)
= : 5 . 9 . 54
' el T
=izl
‘. El centro de gravedad éeneral _se'r_."i‘:
¢ = (x,y) = (1, 2.93)
y2 = a’ - ax ;3 x =0, ‘y = ‘0, (primér cuadrante)
Solueidn. 1 ‘ '
Aqui: el centro de gravedad serd (h, k)
donde: ' .
: : 1 . Y
dA = xdy; h = y; Kk i ‘ .
2 2  2 ‘
Y 5 (2~ = ¥y -
+ A 0 3 dy
<A a i AN}
1 2 2
= ;[ (a y ) dy
0
A . [32 o L ya]a,
a i 3 lo
» X
= 2 '




a . a . ‘ ' /2
M ’%[ @i =viye e L e g i e A | ol ab sen %]"/2 _ abm
- 5 = B 20 a - éy y. Jdy =- ) e, (1 + coa20)dd = == e+———-o -

2a . v 2 2 4
4 bT
RN 2e 285 N1y oS ) i > A== L@
_——Z[ay—Bay SyJ ' e . 4
2a ; o b
L3/ a los momentos de superficie seran:
M = i a ) G d
vy 15 ) ; A a : “ . b2 a
- )_( = _2- a " 5 e _3- a ' .Mx i bz (az = xz)uz(az = xz)‘Ide - 2 f(az 4 xz)dx =
i 5 P I ‘ ; ' i 2a° @ o 2 2a 0 .
=A=S 3 : s L s a '
+ C (x,y) = (5 8, 3 a) . , | ko la2 [azx ° % xa:]
. : 2a ' o
8.- Hallar el centro de gravedad de 1la superf1c1e 11mncada por el lazo de “
i
la curva y> = 4x* - x° . . : . N _313_? @)
Solucidn, y : o xS
. Sea el centro de gravedad C(h,k) g a .
. : i b ' b
dA =ydx ; h=x, k=0 * o M -—b—f x(a* yW2ax = [- — (a’ )312] 5
_ . = - Y ad, )
9.~ Hallar el centro de, gravedad de la parte de la elipse ;r n °
. . : i 2
2" 2 g a’b A 3
£ j = T ©) ‘
a b 4

que esta en el primer cuadrante,

de (1), (2) ¥ (3) obtenemos los centros de gravedad.

i
Solueidn. ) M
——— : - 4a = x _ 4b .
Sea el centro de gravedad (h,k) o X=3-%3w v YT R T3 5
. 1 |
A + dA = ydx; h = x; K = x y- i . :
; 2 «, ; da b
3 | -+ C(X,y) 3-" » '3—-“-)

i 10. Hallar el centro de gravedad de la superficie limitada por la ciaoide

o o

-a
f f )llzdx

:
haciendo la sustitucidn:

yz(Za - x) =% y su asintota x = 2a

f Solucidn,. » C !

4 . . Sea el centro de gravedad C(h k)

o3 e‘ 3 - .. = 0 =7
x'= asenf » dx = acosfd8.; {x a, /2 > dA ydx h=x, k=0

x =0, e =0 ) E i ‘,
: : - : | ga 2
n/2 o o S /2 5 alla LV o f x3/2_ 'a X 12
> A= i ; (a2 - azsenze)"/2 & 1oRT™ a’cos Sde 2 ; 3 A= 12 dx = x(2a - x) =
al - alk ‘ 3 - o a-x 0 :

3 4 " 4 y
é} 3 > A' -f y‘l.xz - xf‘, dx =f xV.Ll - x dx
Y 0 0
316 - , 1 b - 317
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Hsciendo la sustitucién.

u2=4—‘x-;x=4“—u2‘ YA

+ dx = - 2udu

en la integral se tiene:

4 Stk
e[ (4 - v?) (-2u®)du
0

4
=[ (Zu" - 8u2)du
40 - ’
B3]
LS 3 e

pero u.= (4 -‘x)’/2 R

A= Ll “ =% - —g— - x}’/z]:- - 128
15

Los centros de gravedad seran:

) _ ,
Mx=f00dA-0 )

4 = B
ZIF '2._ a2 - 2
M, fox(lox: x)Pax ‘[:x'(ﬁ ?_x)".zd;

Haciendo 1a austituci&n:

“

+ A

2
R I T TP

en la integral se tiene’

s 4 3 B
My J: (4 -y ) (r2u )du = (—32u + 16u -2 )du =

T A
My . [ 5w + 5 u’ 5 u:]o

Pero: u= (4 - )2

> M [_32_(4_,03/2 (4—x)5l2-——-(4

0]

'Haciendo la sustitucibn:

L C=m = (3,0

H 0

2
2 * 2az
z = y X %

X

2a - X _zz+1
b4az

(z* +1)°

fx=2a ; z2=°2
y donde

x=0 ; z=0

en la integral se tiene:

00 € 4 .
4az 2 z dz
Asf ¢ 2”")@)( = 2>dz=88‘.fo 28

0 +1 (Z +1)

" & o
nuevamente haciendo la sustitucion:

x=2a

@+ 1

z = tgd » dz = aec’® d® donde z=o0o, 6 =T2
z=0, 6=0

en la integral se tieme:

/2 /2 )
2] t *9gec’ 040 =-‘8a2 aen ede,f 8a
A = Ba —5———————E——— 0
0 sec 9

/2
Zfil_‘_s;izﬁlfde
0 ‘

/2 \ /2
A= ZaZI Q - 2coa28 + cos?20)dd = 2a { o—de ~| coa20d(28) +
0 =

/2 /2 i
.,.if 4o -;--l-rT cost8d(49) }
2o 80
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o
2 1
A = 2a [6 -~ sen2d +-2—3 +%aen66]0

2
3a"m

>~ AfEe cerees (1)

Los momentos de superficie serdn:
M =0 0000
- . ()

haciendo la sustitucién:

2 __x ; 2az”
2 Za-x - XT3 S5
g 2" +1

D

en la integral se tiene:
i Al 6‘ i
M= 16a° Z =
0 (z2 + 1)“

~

Haciendo la sustitucién:
z=tgd ; dz = sec?6dd

en la integral se tiene:

m
M = 1633[' "‘tge’es———-eczede‘
y 0 - sec’d

_ 5.31]5 3 G
- Myﬂ— ?a {%-9 TfE;SenZG +-% sen4d -
_ 54T
My— 72— +oee (3)
Los centros de gravedad ser§ﬁ:i'
- s ISa>
X. = _..Y_A =3— R y=0

320

léai{
-0}

2a !
J(_.» e 2a2
M =) . dx = (~—x-—-—
y T f" 2
O‘((2a x) 0 2

- X

x=2a , )
x =0 5 z =20

T
z

)dgdx,

/2
sen®0 88

sen2f + %—sen?29

0

/2

]

Ty

3
h

]

1.

A= El;y/rz - y2 +.-;-_r2 arcsen%

~ C= G,y) = (-3— a, 0)

1. Hallar la distancia del centro del circulo sl centro de gravedad de un

sector circular de radio r y dngulo 28.

Solucidn. e

En nueétro grafico hemos situado el sector de tal manera que su centro
geometrlco est3 sobre el eje x por simetria, la abscisa de este centro

seré 1gua1 a la del ireas que se halla encima del eje x, y que limita

por X+ y 2 2r? y larecta y =x tge y
) "5 Y]\
(rcosd,rsent)
______________ P(x,y)
6
[¢] 0 . T =

(h? - y® +y ctgdldy ; K=0, b= =

- dA =

—> el Area seri:

. rsene '
A=f T -y ce)as

rsent

send
f',z_y' dy—ctgef de'

' . reend
1 2
5 ¥ ctge]0

Alei G ... oo )

2
Los momentos de superficie serdn:
rsend
.M =f 0da =0 ..., (2).
x Jg :
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rsent
1 /2 2z : )
>k E£ O - y* 4y etg®) (A - y* -y cegd)dd -

rseney ]
1
= _Z-L r? - y* - y*etge)ay:

6
D U [ TEC Ty (YT T e
My z[ry 37 3yct39°

- 1.
-> My 3rsene 06000 ()

de (1), (2 y (3) se tiene:

=t - 2rsenb -

' 2| %

-5 3+ y=0 L.t (=

, 0)

Luego, la distancia del centro del cfrculo al centro de gfavedad del aector

circular es:

2rsend

distancia = )

12, Hallar el centro de gravedad de ia superficie limitada por la cardioide

P = a(l + cosf)

Solucidn,

W n
1 2 2
- A-7L pd6=%jo (1 + cosf)?d8

A == Q. + 2cosb + cosze)de

2790
i

i
A =5 o (1 + 2cosd +—2- 5 cos Ze)de-

2 : L

)

A ___az_ [6 + 2send +7+71‘-aen23]0
A 3a’n

4
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L
|

9 |

| <i"".‘*“"7

i o

O R e )

(1) E1 momento de cilindro con

Los centros de gravedad aerin:

n ™
Ax = %f p’coafdd = i aaf (A + cos9)?cosbdd
0 & . 3 0 ¥

B P P | t :
au L a’ b (cost + 3 cos?8 + 3cos’® + cos“e)de
4 4 ,

1

3 2

o +-§- coa2f +_%- cos46)dd

8 4 4

_Zli_ a’ [1_5_ 6 + aend + = sen20 + 3send + sen’® + 23 sen2d "+

)
IMa” -~ 15 3 . 35
= x=5, T -+ k s

T ‘
- a’f (l—g+ cost + —3—'c0329 + 3cosd + 3aen’Ocos® +
o 8

El eje de simetrfa de la fig. es el eje x, entonces la ordenada del cen-

tro de gravedad es y=0

v =& N =Ea, 0

CENTRO DE GRAVEDAD DE UN SOLIDO DE REVOLUCION

(N8

by

El centro de gravedad mec3nico

de un s6lido homogéneo coincide
con el centro de gravedad ge'om_é_'
trico de ese cuerpo si el sdli- - D
do posee un plano de simetrfa '
al centro de gravedad estari en

ese plano. - s

respecto al plano que pasa. ; 1

por OY perpendicular a OX es:
dMy = xdV = '"xyzAx




P —— v

J#g‘

IXI. EL MOMENTO DEL SOLIDO: as:

. B 2
Vx = M = [“xyzdx
y 0 ‘

PROBLEMAS :

Hallar el centro de gravedad para c/u de los siguientes sdlidos.

1. Hemisferio: R
Solucidn.
La ecuacidn de la generatrfz APB es:

2 2 2
X +y =¢x +y=rz—x2

1

. r B r :
2 3 2
=> My =f0 Xy “dx = %x(r - x%)dx

.

" :
4 2 2 -
M =rrf (rzx_x3)dx=“["2— -ix"J
0

T[l'
Rl LR

b1 r r g ‘
v =f av =f Ty?dx = rrf (% = xP)dn w mle2g - L F]T
0 0 7o E .

27y ?
T

+ YV =

(2)

de (1) y (2) se tiene que .

- M g

xé—‘iZ=Wr /4‘=2r
213 8
3

+

%1
[
o] W
~

2.- Paraboloide de revolueidn,
Soluctisn.

Sea la ecuacidn generatriz:

(x—h)‘z+-yz'=.h_2 Lty = o (x~h) 2

[y

324

[o}

M =f0 TTx[_-h2 - (x - h)z}dx

y

de (1) 'y (2) se tiene que:

+
]
(]
wir
=

El

‘ 4drea limitada per Ox y cada una de las curvas siguientes gira alrede-

" “dor de ox, Hallar el centro de gravedad del sSlido de revolucidn que se

engendra:
3.-x" -y =a’; x=2a

Solucidn.
El momento de cilindro serd:

Cr2a 2a
M =fwxy2cix a "f x(x® - a®)dx )
a a :

+ (2a
M = 1![ «* - .a%x)dx
a

—t<

]

E
St
B
!
-

a

2 2]23 0
a’x

El volumen seri:

9 |
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k a
9 y °
M =
b e B ssln -
V' ’ =‘]—6a' 3 + X
i mad
3

2
4.~ ay =x , xX=a

Solucidn.

El momento de cilindro serd:

B a
Mo=T x yzdx --_ﬂ‘f xsdx =
o 0 at /o0

— Ny

El volumen seri:

™
v =-—2—-f“ x“dx = _1]'.
a 0 a2.

1 ] i
V=‘5-"a vees (2) '

) M -'l'"a“
de (1) y (2) se tieme que: AL -2
v i Naa 6 .
5
5 SO
6
5.-x2+y2=4, x=0, x=1
Solﬁcidn. e
326

Momento de cilindro serd:

1
. T Y
M =T x(4-x2)dx=“[ (hx - x°)dx
y Jo 0 _ A
-
“y="[2" "T"]o'f"

El volumen serd:

1
V= “f ¢ - x*)dx =
0 ;

1
="[4x7-%x‘3]0--1%-ﬂ
<> v—-l—;-ﬂ'
1
M =T

e BB 2L W ey, L 2D

x=y- C"mw Cw T X7
3

La superficie limitacdapor Oy y cada uno de las curvas siguientes gira

alrededor de Oy. Hallar el centro de gravedad del s6lido de revolucién

que se engendra. ; ¥
6.- y2=4ax,y=h' ' A
Solucidn.b

: b
M = 'ﬂ’f yxzdy = ﬂz [ yde ="
x . 16a

[=)

HG -
H o D > eee (D)
96a
b b s
v=\‘rf0xdy='"2fy"dy, Y]
16a* 40 80a” Jo
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- V= "b =
80a’
M

> 7ofeE nb6/96a2
Vo 1b°/80a2

2 2 o
7.~ x -y =1., y =0,

Solucidn,
ucidn 1
M= ’ yQ + y?)dy

) 1 2.1 4!
MX="‘[§Y +-E-y]o=

1
V=H/(l+y2)dy=
0-
XL
= “[& +3y ] 5"
3
.
v RN
3
> ;v=l_2
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ECUACIONES DIFERENCIALES DE 12 ORDEN Y DE PRIMER GRADO

* Una ecuacién de primer orden y de primer grado sa puede escribir en la

forma:
M(x,y)dx + S(x,y)dj =0 ' : :
donde: M,N son funciones de x,y de las ecuaciones diferenciales que pérte

necen a esta clase las mas comunes pueden dividirse en cuatro tipos a aaber

I. ECUACIONES CON VARIABLES SEPARABLES:

Son las ecuaciones diferenciales cuyos t&rminos ase pueden disponerae -~
i F .\ P o

de la forma:
f(x)dx + F(y)dy = 0 1)

donde f(x) es una funcién de x unicamente, F(y) una funcidn de y unica-
mente este procedimiento se llama separacién de variable y su solucién se

'

obtiene por integracién directa.

fﬁ(x)dx + fF(y)dy = C,.;c, constante ... (2)

REGLA: ;
12 PASO: Quitar denominadores; 6i la écuaci6n'contiene;derivadas, se multi

plican todo los términos por la diferencial ae la variable inde -
pendiente.

22 PASO: Se sacan las diferenciales como factor comiin, si entonces
: la ecuacidn toma forma:

xydx + x'y'dy = 0

en donde x,x' son funciones de x unicamente y Y, Y' son funciones de
y Gnicamente, puede reducirse ; la forma (1) dividiendo todo los té&rminos
por X'y |
32 PASO. se integra cada parte separadamerte, como en (2)-

'

1T. ECUACIONES _ HOMOGENEAS:

Se dice que 1s ecuacidn diferencial:

M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0

329




Es homogénes cusndo M,N, son funciones homogéneas de x,y del msmo grado:

es decir que verificsn la siguiente identidad:
£0x, Ay) = \"£(x,y)

y se'resuelven haciendo 1ls sustitucidn y = ux,-esto mas dard una ecuacidn
diferencial en u .y x en la que las vsriables son separable y se procede

a resolver de acuerdo a lss reglas del tipo I.

PROBLEMAS :

[y

Hallar la solucidn general de c/u de las slguz.entes ecuaciones diferencisles
1) (2 + y)dx = (3 - x}dy = 0

Soluct : Q_r_z, . ' R

A fin de separar las variables dividimos por (2 +y)Q3 - x)

dx _ dy -0
3 -x 2+y ;

- =

.

finalmente integrando se tiene:

f dx i dy -0 = d(3-x)_ dx a6
3 -x 2 Iyt IS - 3 -x 2 +y

-~ 1n(3 - x) - La(2 + y) = LaC

=-La(3 - x)(2'+y) = IaC = La@3 - x)(2 + y) = LaC’

tomando exponencisl s smbos miembros se tiene:

X C4y) - (3-x)2 + y)me = CLae

= (3-x)(2 +y) =C (por ser Lne = 1)

2) x(x + 3)dy - y(2x + 3)dx = 0 : '
Solucién. ‘

a fin de sepsrsr las variables dividimos por: yx(x + 3)

- gL - (-Zi_té.ldx = Q v
y x(x43)

330

LTI e

- Tomando integrales se tiene:

(2x+3)dx -
f_z' )T xx ¥ 3 g

[dy fd(2x+3)
x> + 3x

In(x)(x + 3) = InC

= Lny
= Lny = Lax(x + 35 + ILnC = Lnx(x + 3)C
= Lny

Incx (x + 3)

tomando la exponencial s ambos miembros se tiene:

y = Cx(x + 3)

__t . s
-¢€+x dy - -y dx :
Solucidn. ,

AT A - 95
para separsr varlable d:w1d1mos por (V1 + x Y - yT):

dy dx _=0

ﬁ-_YZA A+x2

integrando sa tiene:
dy f dx
6 B yz : 6 + xz
2 i
= grcsen y = Ln(x + A +x°) + InC = LnC(x + v’i+-x)‘..

FT
= srcseny = LnC(x + /1 +x°)

- A - x)dy - yidx = 0

Soluctdn, _ o
Sepsrsndo variable se tiene: (dividir por: (1 - x)y :)

Ay __d&x _,
2 l -x

. integrando se tiene:

. 6 2
-arcseny—Ln(x*F + x°) = LnC

e




1
=°§+Ln(1'-x) = LaC

Ln(]. = x) + LnC = LnC(l - )

= ~<||—-

=yLnC(1"—x)
5. (x +2y) dx+(2x-3y)dy=o

Soluetdn.
Aqul M(XQY) =X + 2)’ — M(AX,Ay) = )\(x + 2y>

- N(x,y) = 2x =3y = NOx,Ay) = A(2x - 3y)
. M(x,y), N(S{,y) son homogéneas de grado 1 —

hacemos la sustitucisn y =ux + dy's= udx>+ xdu

(x + 2ux)dx + (2x - 3ux) (udx + xdu) = 0
= x(1 + 4y -~ :}uz)dx + x2(2 - 3L;)du =0

A fin de separar la variable dividimos por:

Sdx @ - 3u)du
—_—r=
1+hu-3u?

integrando se tiene:

fdx / €2 - 3u)du ;
1+ - 34°
Haciendo el cambio. de variable en el 2do miembro:

Vel - qy? 4 du
+ 4u 3’ - =5 - (2 - 3u)du

- dx‘f—[—-c

—Lnx+7LnV= InC, pero; V=14 4y =

332

en la ecuacidn se tiene

x3(1 + 4y - 3u?)

B o

-

= 2Lnx 4 Ln(l + 4u - 3u?) = 2 LnC

C = Lox*(1 + 4u - 3u2) = LnC?

6.~

- x2(1l + 4u - 3u’) = C

U =L

exro:
B X

-
2 .
=x2(1+41—-3'—y-i-)-_-x2'+4xy—3y2-0

(3x + Sy)dx + (4x + 6y)dy = 0

Soluctdn. ;
M(x,y) = 3x + 5y + MQOx,Ay) = A(3x + 53)

N(x,y) = 4x + 6y + N(Qx,Ay) = A(4x + 6y)
.*. M(x,y), N{x,y) son homogéneas y de grado 1

— hacemos la sustitucifn

y.=ux, + dy = udx + xdu

(3x + Sux)dx + (4x + 6ux) (udx + xdu) e 0

x(3 + 9u + 6u2)dx + xz(h + 6u)du = 0

A fin de aeparar las variables dividimos por:

x*(3 + 9u + 6u’) =,

=_dl+ (4+6u)du -0
x 3+9u+6u

integrando se tiene:

(6u + 4)du

en la ecuacibn se tiene:

fdx f (4+6u)du fdx
6u +%u+3 -

del 2do miembro se tiene:

(6u + 3)(u + 1)

=C’
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.y -x3(6_5+3)%+1)2

7.~
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6u + 4
(6u + 3)(u + 1)

A B .
"6—_‘u+3+‘“—‘u+1'A(9+-1)+B(6u+3) -

'(A+68)u+A+3B

1gualando los coeficientes de la misma potencia de u se tiene:

A+6B=6
—~ A=2, B=%

[_— 2f6u-6-3

A+3B=4
=[;‘_2(_+[ 6u+4 du
A (6u+3)(u+1)

fdx d(6u + 3) du
6u + 3 3 u+1

]u+1

= Lnx + 3 La(6u + 3) +

+§Ln(n+l)=an

= Lox’ (6u + 3)(u + 1) = LaC®

tomando exponeﬂclalea a ambos m.embrOS'

=x! (6u+3)(u+1)

eYo . -l
pero ‘u e

= A(ﬁy.+v3x.)(y +x)?=¢

8y + 10x)dx + Gy + 7x\)dy =0
Solucisn. ' |
H(x,y) = 8y + 10x "= MOix,Ay) = A(8y + 10x)
NGx,y) = 5y + 7x = NQx,Ay) = A5y + 7x) - °
LM, y), N(x,y)} son hombgéneas de 12 grado
+ _hacemos la aur‘stit.uci6n:'

y = ux,

—+ dy = udx + xdu’ en la ecuac:LEn 8e tiene:

(Bux + 10x)dx + Gux - 7x) (udx + xdu) = x(5u® + 15u + 10)dx +

e

+ x(5u + 7)du = 0 » Ppara separar variables dividimos por:

‘, ' x%(5u® + 15u + 10):

f (5u + 7)du_

5u? +15u+10

1ntegrando se tiene:

fdx (5u+7)du fdx 1 (5u+7du
sul +15u +10 J. X 5 “eiwn

fu+2

= Lnxs(u + 2)3(u + l)z = LnC®

du 3 2 N
[—u——:—l-Lnx+—5-Ln(u+2)+5Ln(u+1) InC

tomando exponenciales a ambos miembros:

-xs(u+:2)’(u+L)2-‘C‘_ : R

=x*(y/x + 2) (y/x + 1)2

= (y + Zx)’(y + x)z

8.-22(3z + 1)dw + (1 - 2w)dz = 0
Soluetdn, )

pard separar variable dividimos’ por: z(3z + 1)1 - 2w)

2dw dz
T - 2w +z(32.+1)_‘ g
integrando se tiene: g \

dw dz d(2w ~ 1) 1 dz
= - = - + = =C
2f2w-1+f‘z(32‘+1)_ [ 2w - 1 3fzz+%z

Completando cuadrasdo al segundo t€rmino se tiene:
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_f_c’_(z_"_.—_.l_)-.+12f____i"z__= fd(zw—l) [d(62+1) 5 = - Lox + Ln(2u + v4u® + 1) = IaC

2w =1 - ‘
F (62 + 1) s 6z + 121" . , :
] ‘ = Ln(2u + vhu? + 1) = ILn xC

6z +1 -1 tomando exponencialea se tiene:

=—Ln(2w—1)+Ln(6 +l+l)=an B ; ,

‘ y ‘ ‘ =2u+ M +1 = xC 2 pero - .uﬂli -+
= - In(2w ~ 1) + Ln(3 ) = Ln(2w -1) - Ln(— - Ln(3z+41) = LnC '
i »? 2 2 : ' . »" ] i
@ p ' ’ i ! %+——4£—x—+—§—= xC = 2z + /2% + x* = x°C B
-1) (3z+1 -y - 1 : , : \
- [ .w 3:( z )] LnC = Ln [(ZW 1%2(32 + 1)] LnC 1 : . ! ‘
B - 4 =2z - x°C = - vhz® + x* ; elevando al cuadrado
_tomand ial iene: ' d maxe ] ' e I
onando exponenciales se tiene:. 1 : 3 j \ = 42% — 42x%C + x°C% = 42% + x2 ;
< i
2w - : ‘ = - x%c? = . A
(2w 1gz<3z + 1) 2 (2w - 1)(3z + 1) = 3z¢C , ml+bc-xict =0 s \}m
5 1 i
£ . R 3 e - !

9.~ 2xdz - 2zdx = A + 422 dx i 10, (x* + y%)ax + Qxy + 3y")ay = 0 ' o I
. ' e . o : ‘ . ' “
Solucidn. LN A ' ] ‘ Soluctén. 2 ) A s A - SR e M
: : =5 B | MGx,y) = 2x" + y + M(Ax,Ay) = A°(2x" + y7) ] ‘
-(2z +v42 + ézz)dx + 2xdz = 0 ' . ol . i“"
) N(x,y) = 2xy + 2y° > NQx,Ay) = A Q2xy + 3y°) ; 1\

M(x,2) = - Qz + A2 4 6zD) > MOxAZ) = - AQz + V2Z 1 42Dy R ) il

.. M(x,y), B(x,y) son funciones homogéneas de 2do grado . i H‘

N(x,z) = 2%, - MQOx,Az) = A(2x) ' ' ' {
. : ‘, + hacemos la sust1tuc16n y = ux + dy = udx + xdu, en la. ecuacibn ae il
- » M(x,2), N(x,z) son ambos homog€neas de 12 .grado. ‘ i
{ et = 4 tiene:. i
hd emos 1 titucid = = 2 a8 - i 2 ol
c a sustitucidon =z ' ux, dz = udx + xdu 1 ) ) = (sz e ) 3(ux‘)2)'(udx 4+ xdu) =~ .,
. | ; - - I
en la ecuacifn se tiene: : : g, " ) 5 ‘g‘
) 3 . _ ‘ .
/7—27 _ - ’ : =2 +3u? +3uM)dx + x*Gu® ¥ 2u)du =0 . - ' . i
=~ (2ux + /x° + 4u”x")dx + 2x(udx + xdu) = 0 : = 4 ‘ ) !
: L — ) . y para separar las variables dividimos por:
i S EERa |
= - xA + 4o dx + 2x%au = 0 : - i
- TEC S = . ¥ @u® + 3 +2): ti
para separar variable dividimos por: sz -4 _- A :
‘8 ) § i)ﬁ (.3u2 + Zu)du =0
. 3 ‘ ‘ x
=_i:_+_2$__=0 4 -y 3u +3u + 2 o ’ }
: | + louz_ o ¢ ’ , 1ntegrando se t:iene. i‘l
integrando ae tiene: y . : i ; ;
g iene . fi’.‘_-;- a(2u) = i fdx f (3u + 2u)du o fg_:s_ +_l f d(3u + 3u? + 2),g ¢ R il
SRR T 4 /(Zu)z of ke ‘ — ) 30® + 3u® 4 2 S S S T - 5
w0 g et |
| . i
336. T : 337 1

ST

4 ‘
8
] |




L ’
= Lnx+3'Ln(3u’ +3u® +2) = InC

= Lny® Gu* + 3u? +2) = InC®

Tomando exponenciales a ambos miembros:
=@’ +3u2+2) =¢
pero: u =-£- .
s 3y L % ‘
= x (—LS +—L2 +2) =3° + 3xy?P 4+ 2 = ¢
X x

2(1 + y)dx - (1 - x)dy = 0
Soluctdn.

A fin de separar variables dividimos por U +y)U - x)

J2dx _dy o
1-x 1+y

11

Integrando se tiene:

4 .
=2 Y
[1°x l+y 0

S aa - x) d - | ‘ -
2[ l—xx _f1+yy'-2Ln(l°x)—Ln(1+y)-an

= - La(l - x)(l + y) - LnC‘E an(l - x)(l +y) o

Tomando exponenciales se tiene:

1

.c(l-:&)(1+y)-1-(1-,‘)(14;),)_%__c

12. (A + y)xdx -~ (1 + x)ydy = 0

Solucidn,

A fin de separar variable dividimos por: A(J. +Y')(1 + x):

xdx zdz‘ v
-1+x+1+y'0 (1—

integrando se tiene:
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-+ hacemos la sustltucxﬁn

f(l-' )dx+[(l-l

= x-Ln(l+x)+y-1Lln{l+ ¥ =1LnC
= LocQ # DA+ P =- x+y)

tomando exponenciales a ambos membros

=C(l+x)(1+y)-e(x+y)

13, (3x+y)dx+(x+y)dy-0

" Solucidn.
M(x,y) = 3x+y =+ MQAxAy) = A(x +y)

Nx,y) = x+y  + NOEAY) = AGx+y)

. M(x,y), N(x,y) son homogeneas de ler grado:

y = ux dy=udx+xdu

C e Ox 4+ w)dx + (x + wx) (udx + xdu)
= x(u,2 4+ 2u + 3)dx + xz(u+ )du = 0

' ‘ g 2,2
para separar las variables dividimos por: x (u° + 2u+ 3)

Jdx L (et 1)du

x _'u2+_2u+3

integrahdo se tiene:

fdx (ut 1)du. fdx 1 (4w’ +2u+3) _
u+2u+3 wf+ 2u+3

."-Lnx+~2-Ln(u‘+ 2u 4+ 3) = LnC

{

2
= Lnxz(uz.-h 2u + 3) = LnC
tomando. exponenciales se tiene:
Cax*i +2u+ 3y =C

ool =

pero: < .

1 dx _ dy i
+y)dy=fdx—fl+x+fdy flfy C
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‘ i ‘ ! " iIntegrando se tiene:
xz,(—f-;%%+ 3) = y' + 2xy + 3’ = C . : e

\
i
4
5 “
A . i ! a Jrgi _ (u + 2)du dx 1f{d{l -bu-1n ) s
14, xy(y + 2)dx - (y + 1)dy = 0 ? X 1 - 4u - u? S Al »
Solucidn, ‘ LS , 4 i
—_— : ‘ : : 1
= xdx - & + Ldy 0 { = Lnx + l-Ln(l - 4u - u®) = LnC
vy + 2 g 4 ' i:
, |
s ] ' = Lox*(1 - 4u - u ) an I
integrando se tiene: i ; oAl i
, @ tomando exponenciales'se tlene.
2 4 : : A ‘ ‘
fxdx (y+1)dy fxdx__;_ Ao +29) o | 1§ & el : “
y* +2 - ¥ty " = R e - .
g e f\ pero: u = y/x b ! [
x* 1 2 : ' o
=2 - =Ln@" + 2y) = LaC . p i . 2 g i 2 R
S A : 1 -=xz(l-—4-i-=-‘L2) =icEx® —4xy'- ¥yt =C" |
. : 4 j v : ’ x - .
2, 2 I L "
= - LnC(y" + 2y). = - x 3 i
- 16. (3x + 2y)dx + xdy = 0 i ,}
' ‘ = 3x + 2 »Mo\xx)=>\(3x+2y) ‘
= LnC (y + zy) 2 ;59‘ M(x,y) x + 2y y
G N(x,y) = x -+ NQ@x,Ay) = Ax (
Tomando exponencxsles se tiene: ) ’ ‘ = e
E 290 § .. M(x,y), N(x,y) son funciones homogéneas de 1= grado =+ hacemos la
2, . e X . d
= c*y? + Zy) = e?‘ . 1 sustitucién y = ux + dy = udx + xdu. = l
15, (x - 2y)dx = 2x + y)dy = 0 - - : Q = (3x + 2ux)dx + x(udxk+‘xdu)_ -
Solucidn. ‘ i = x(3 + 3u)dx + x°du = 0 ‘ ]
M(x,y) = x - 2y =+ N(Ax,Ay) = A(x - 29 Y; para separar.variables dividimos por: = X (3 + 3u):
NGu,y) = 2x+y  +  NOx,Ay) = AQx + y) | dx , _ du ,
b 2 oe—— 4 3 + 3u«=( 0 oo
0 . . g 1 x
. M(x,y), N(x,y) son funciones’ homogéneas de.grado.l. 1 . dx j’ dx | 1 du
- y ‘ 1 y int ndo se tiene: f 'f"" ‘]*f_” =C
+ hacemos la sustitucin y = ux + dy = udx +'xdu’ 1 integra 3+ 3 3/ 3+ 3u
= (x - 2ux)dx - (2x + ux) (udx + xdu) = 0 ekt i . ‘ = Lnx + %an(3 + 3u) = LnC
= x(1 - bu - v¥)dx - x*Q2 + wdu =0 ‘ ‘ ; C e v e b i
% ' i i = Lox’ (3 + 3u) = LnC’
para separar variable dividimos por: = x“(1 - 4u - u°) 1 i '
h ‘ N R b Ay IR 4 tomando exponencial se tiene:
o 9 (u + 2)du A )
x I 2 =0 - S > g j‘ 3
1-tu-u . : | =@+ =C
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pero: u = y/x

>

23+ 3y

= =Cg3x3+3xzy=c

17. (xz + yz)’rc'lx + (2xy + yz)dy = 0
Solucidn,
MGx,y) = x° +y5 HOX,Ay) = A2+ yY)

NG,y) = 2xy +y° o+ N(Ax,Ay) = AVexy + v

A H(?x,y), N(x,y).son funciones homogéneas de 22 grado

+ hacemos la sustitucién y = ux + dy = udx + xdu .

en la ecuacidn se tiene:
- (xz- 2 2 2 2. 2
: -.l-ux)dx+(2ux + u'x") (udx + xdu) = 0

). 5
=x"Q + 3’ + ua)dx + x3(2u+ uz)du =0

A fin de separar laa variasbles dividimos por x'Q + Ju® + u')s

t

=-—;+_(_2££)_93_,0
1+3u + v

integramdq se tiene:

.fix__,_f Qu+ uhdu [dx fd(u3-+3uz+1)
p 5 = C

1+ 3+ u o+ 3?1

= Lnx +%Ln(u + 3 + l) = LnC"
= Lnx® (u® + 3 + 1) =*Lnc}
tomando exponencial a ambos miembros:
= +3mP+ 1) =

pero: u=y/x + = « G+ 3yz/x2 +1) =y 4+ 3y2x +x =¢
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18.

19.

En cada un© de los siguientes problemas, hallar 1lsa solucidn particuler

que se determina por los valores dados de x,y.

dx , 4d
—y—__+—xz-=o, x=4, y=2

Solucidn.

separando variable, a tiene: e integrando se tiene:
= fxdx + floydy =

2 2 s
=X +%— =C =x” + 4x° = 2C -

2 solucién genersl

imponiendo 'la condicidn: x = 4, y = Z en la solucidn general se tiene:

16+16=2C -PC-% -> C =16

x2 4 4y® = 32
" + yP)ax = 2xydy; (x,y) = (1,0
Solucidn,
MOx,AY) = A2 + v%)
NOx,Ay) =A% @2x’y)

M(x,y) = =%+ y2 Ca
Ney) = 2y

*. M(x,y), N(x,y) son funciones homogéneas de grado 2.

-+ hscemos 1la sustitucidn: y = ux —+ dy = udx + xdu

(x? + u?x?)dx = 2x%u(udx + xdu)

"

x?(1 - u?)dx - 2x’udu = 0

pars sepsrar variables dividimos por: 2@ - u’)
o 9x  2udu

2 2 S 2
l-u

=0

integrando se tiene:

Jafumefa s
x R 4 1-u*

la solucidn particular se obtiene reemplazando C en la sol. general
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20,

= Lnx + LaQl' =y ) LaC
= Lnx(l - gy ) = LnC

tomando exponenciales ae tiene:

x(1 - uz) = C-
) g a .
. = x(x® -
pero: u y/x - »(\'Z-L)k= C -+ XZ - yZ = Cx (*)
e X - 9 - velare:
imponiendo la condicifn (x,y) = (1, 0) en (*) se tiene:
la solucidn particular sera‘

-+

0 2
X - y =x + y2 =x? - x

xdy - ydx = *4 = y dx, (x,y) = (1/2, 0) '
Soluotdn e - -

. ,
-(y + 4 +y2)dx+xdy=0'

S M,y) = -y + kL +y)->M U\xly)=- X(y+'4 +y%

'N(x,y) = x + N(Ax,Ay) = Ax

- M(x,y), N(x,y) son funciones homogéneas de grado 1

» hacemos la sustitucidn y.= ux + dy = udx + xd
u

i é 2 2
(ux + + u'x )dx + x(udx + xdu) = 0
V{ dx + x’du =0
para separar variablea AiviAimag.po¥: >x2V{l+ Q 8
= 4x du

* A +?

-0'

integrando se tiene:

t
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=2 - [ 9§.+ du
X

V‘ +®

= - Lnox + Ln(u + v‘ + u”) = LnC

= LnC . 10k 3 )

omando exponenciales ae tiene:

Cc=1

WAL,

§

1
7
15
4

pero: u=y/x * =y+

24 y2 = Cx’ - y2 , elevando al cuadrado se tiene:
x4+ y2 = ¢ - 2x2y C+ y2
=1+2yC-C'x*=0 *)

imponiendo 1la condicidn x = 1/2, y = 0, en (*) se tiene el valor de
C=1¢+2

+ Reemplazando C = 2 obtenemos:

1+ 4y - 4x* =0 q' ea la “solucifn particular.

21. Hallar la ecuacifn de la curva que pasa por el punto (2,1), y cuya pen -

diente en un punto cualquiera es: - (1 + y/x).
Soluectidn. )

o B e Y
m == o+ x)

Sabemos que la pendiente

=(}{+yld3(+xdy=

+ M, yl=x+ty *M(Ax,%y)=“x+3’),‘ '

NGx,y) = x > NOx)y) = A=

e M(x,y), N{x,y) son funcionas' homogéneas de grado 1.

+ hacemos la sustitucifn .y = ux + dy = udx + xdu en la ecuacién ae
tiene: ' ﬂ :

= (x + ux)dx + x(udx + xdu) = 0

= x(1 + 2u)dx +,x2du =0

A fin de separar laa variables dividimos por: xz(l + 2u):
- & du
= YT+ "0

integrando se tiene:

. ' dx . du = _£§£ 1 4Q + 2u)
SO 'f’;+[1+2u fx*?—f“z“ A
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III ECUACIONES  LINEALES.

1
= Lnx +ELn(l + 2U) = LnC,

= Lox*(1 + 2u) = Lnc?

Se llama ecuacibn lineal de 12 grado, 12 orden a la ecuacidn que es 1i -

tomando exponenciales ae tiene: y
( neal tanto en la variable dependiente como en su derivada y tiene la forma:
2 - .
=x"(1+2u) =C ; pero: u ) . .
" 8 = y/x - . I Liz =
dx+yP(x) Q) .... (1)

donde P,Q, son funciones de x unicamente o constantes de la misma manera.

(1}

2
(x + 2
=x—_£._z.)_.- C X<X+ zy) a C (*)

'3 &L x Fx) = I()
imponiendo la condicidn * dy x ¥
A : on' de que (*) pasa por el punto (2,1) se obtiene el i donde P, Q son funciones de y unicamente o constantes.
c 22+ 2) =8 ’ 3 de (1) obtenemos:
T | ' ‘ . dy + yPGx)dx = Qx)dx :
+ L s . 4 ! ) ' ‘
Siemslmrch g pessn b ‘ La cual eacogemos como la forma standar de la ecuacidn (1). )
x(x + 2x) = 8 “ ‘ } [ JP(x)ax
: ' < ] d [P(x)dx d [P(X)dx +y P(x) & phrdax _ 4 (mdx P(x)y)
22. Hallar ls ecuacién de la curv q —(yé ) =L y : :
] @ que pasa por el punto (1,0), cuya pen - dx ]
diente en un punto cualquiera es igual s y -1 i 4 2o :
: : ' Z ‘ ‘ ‘ . P(x .
Solucidn, S i : ) > A: V(x) - & denominamos factor integrante y su primitiva es:
Sabemos que la pendiente m = Sy . ‘Z -1 ) L P(x)dx | fP‘(x)dx -
‘ dx § y e = Jox).e dx + C

< )

x +x %

3 . |

separando variable ge tiene: |

&

Teniendo un factor de integracién a la mano, daremos la siguiente regla: pa-

P . = ra integrar (1).
AEeTE : » A a) Poner -(1) a la forma standar
4 fmdo e tiene: ] : : P (x)dx
dy ; b b) obtener el factor integrante (x) = &
y~-1~ A f)' 1" 1 ¢) Aplicar el factor integrante a la ecuacifn en su forma standar
e A i y ] :
: i ‘ d) Resolver la ecuacidn exacta resultante.

= Loy - 1) ~ Lox + Lo(x + 1) = LnC . : 1 IV ECUACIONES QUE PUEDEN REDUCIRSE LA FORMA LINEAL

In(y - Dx+1) v 1 .
= = LnC i El tipo de tales ecuacionea es:.

, tomando exponenciales se tiene: =(y - )(x+ 1) = Cx *) ‘ ; s T ‘ -c-ll+ y P(x) = Q(x) yn,* (*)." (Ecuacifn de Bermulli)
i Si u =1, en (*), las.variables son aeparablea ‘

pero (*) pasa por el punto (1,0) — ge tiene € = - 2
si n ¥ 1, para reducir la forma (III) hacemoa la austxtuc:.én. %

.", La ecuacién de 1 2
o curva gerfl: = (y-l)(xtl)=-2x + y(x+l)=l-x 2=y ™ o - Aoy Ty (%)
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Qv yroo = 0y™ = y Py + y ™ lp(x)ax < o(x)ax

(1 - n)odx (*’.‘.)

=dz + (1 - n)z P(x) = por

=== se tiene una ecuacidn de la forma standar en x,z.

PRCBLEMAS

Hallar la solucibn general de c/u de las siguientes ecuaciones
diferenciales.

T G

dx—2y=2x

Solueidn.

poniendo la ecuacidn a su forma standar se tiene:

=dY-_2_§.dx = 2 dx (*)

Aufi: P(x) = - ’% === el factor integrante ser4:
[ _ 2dx 2 [éx
P (x)dx. X e x 2
vix) = & ‘ o e = e~21nx _ _~lnx"_ 1
xZ
== multiplicando a (*) por el factor integrante Yix) = -]-'?
X
se tiene =_d_y_-£yd—x_..2.£
x? x? x?
-2
=d(x y) = . fx

integrando se tiene:

[ ~2 ~2 dax 2
d = =] —— e
% Y) x & g [ xZ X % cx

=x-2y=-;2‘—+c = y = C x? - 2x
2. x—g§-2y=-x
Solucidn.

poniendo la ecuacién a su forma standar se tiene:
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b
g
b
:%1
i
I
U

o IlS)g

ay - 2-03% (- 1)ax (*)
X

1

== P(X) = - ;‘2_ == e] factor integrante seréd ly(x) =—}-<—z

’ . ‘ B

== multiplicando a (*) por el factor integrante ty(x) —-;;
) - dx
=_d;Y_—ﬂdx=-.E§— . = d(x zy):———.
%2  x? x? x?

integrando se tiene:
-2 d‘x' -2 _ 1 . _ 2
[d(x Y)=_f'—x_;.=>x yf;+C === Yy x X

Y _ zyi= 4 2 2x
ax - ¥
Solucidn.

poniendo la ecuacibén a su forma standar se tiene:

= dy - 2ydx = (1 -.2x)dx (*)
Agui P(x) = - 2 ‘=== el factor integrénte ser&:
. e-2 dax N e_2x
X = =
Y ' =2
==o multiplicando a (*) por el factor integrante Yix)=e
= e-zxdy‘— 2ye_2xdx = e_—2x(1 - 2x)dx
= - -2x
= d(e 2Xy) = e=2*ax - 2xe”*Xax

integrana;) se: 'tiene:
[d(é—2xy) = e ¥y = }{ e-‘zxdx -2 [x‘ e-.zxdx‘ =

> ;e—ny) = [e-zxdxk -2 [x e_2x<3;x

I) -2 fx ;_zxdx
/udv uv - /vdu: u

dv"é e-2

- por integracibén por partgs se tiene:

x, du = dx

Xy e v = - %e-—Zx
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==> P(x) = — ctg(t) == el factor integrante seri:
-2x = 2 -2x 2 -2x -2x ) ’ .
= - 2 X e dx-—+.5xe +T e dx = xe +
' N - Y, Ctgtdt _ -ln sen t B 1
1 -2x - ‘{)(t‘) = G = T sen t . q
+ = e + ' ?
2 multiplicando a (*) por el factor integrante () = pr= s
-2x.  _ 1 -2x ! . : y .
II) e dx = - 3 e
=G _scgt, __dt —(t+21):°t9tdt
== de (I)'y (II) se tiene: sent " sent SR e
f(e-ZXY) =4 % e-2x 4. xe-Zx N _;_e-Zx ‘C ! s, __dt _ (t+2)ctgt e de _'tcostdt -2 cost at
: ' 3 d(sentf T sen t sent sen t  sen?t sen’t
-1 1 2x . 2% . .
=>Y=‘E+x‘+‘2‘+?e =X+ Ce integrando tenemos: .
: t
Looy=- 27X aLs ) = dt—tﬁs—t--z[w? at
ol e f SSE %% & sen’t ©J sen?t
poniendo la ecuaci6n a su forma standar se tiene: ‘ S dt. ¢ o8 t _ofCcost de
. . o : ' : sent  Jsent - sen’t: 'J sen’t
= dy - ydx = - 2 e %ax (*) ‘
. ' . ¢ : & ]
==> P(x) = ~ 1 === el factor integrante ser4: : f} I) fsen t = In(csc t - CtgAt) €
l V de -x l ol | P - 1 . ' ) . '
Wix) = e =e : : . i m) - [t tat = (integrando por partes:  Judv = uwv - |wdu
‘ , \ : E sen®t '
==> multiplicando (*) por el factor integrante l¢(x)=e.x ]
2 ) ’ 1 u=t= du=dt

e™May - y e ¥ax = - 2 e"%Xax . o cost 1

= =D V = = —e——
¥ | dv‘ sen’t & SEE
= d(e-xy) = - 2 e “¥ax ; integrando se tiene: ( ) ] ‘
‘ ‘ ‘ cos t gt dt ot ' in(eser = t)+ C
‘ : ' 5 . R . >~ T tsmztdt " sen t sent sent ¢ - 2
[d(e-xy) - e-.xy — jze‘ xdx =-2 [ e.— xdx = o s ‘y\
. 3 : ? 0I) - 2 oos“tﬁlt:~i-2t4_c3
‘ -2 -2x - =l - : sen’t =
= J e ¥3(-2x) = e +C 3 : ] : :
: | k = de (1), (1), (III) se tiene que:
-X -2x ; -X - gl © 4 ‘ o ¢ !
=oe 'y=e T +C = y=¢ + Ce . : i ‘ s _. . = R - )+
4 A . sent-ln(csct ctg t) + o= - In(csc t thg )
5% —d—i- - Sctg £t =1~ (t + 2)ctg(t) : ) | G ' ,
i ) 4 21:"". C, + Cpt & = g =t+2+cCcsent
: ) : sen
Llevando la ecuacibn a su forma standar se tiene: i
= ds = s ctg(t)dt = [1 - (t + 2)ctg t]at (*) , i s - .
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‘ -+l -2 L3 dz _ -3
6. gf:+stgt 2t ¥ it 1 zi3 =y =2 dz=-2y dyy = -5y &
Llevap@o la ecuacién a su forma standar se tiene:’ E en (*) se tiene:
0 . i '
] 2 . %Y L “ o2
ds + stg(t)dt = (2t + titgt)dt (') -d—§—+—-dx dx_dz_z_;dxz_de(**)
|
/tgtﬂt k.
—> P(t) = tg(t) == y(t) = = M) | gect. | . _, Ay o5
Cy ] ' i . S Px) = - N el factor integrante seré:
.factor integranfe, multiplicando a (*) por el factor integrante. T %/ax Inx? i
3 ' 4 —inXx
Dk ‘ ‘ 1 yix) =e X = e" ==
WY(t) =sec t o 1 -
= sectds + stg t sect dt = 2tsectdt + t’tgt.sectd ‘ ' ‘ !
g Sy = ,t 2 £ , ] ‘ multiplicando © a(**) y(x) =-E; se tiene:
= d(sect.s) = 2tsectdt + t’tg(t.sectdt) 1 ‘ x
1 4 i ‘ L - dz —-zz-dx _ _ 2dx
integrando se tiene _ 1 L i )
[d(sect 8) = sect.S = Z/tsectdt +/t2tgt sectdt  (**) g A . LaZay o 2 dx , integrando se tiene:
i xz' xZ )
sect.S = 4
‘ o 20 w2t dx _ 2 2
I)ftztgt.sectdt= ; yd(-—)_-—z—_—zj‘—;_ S+C » oz ox
; , - X x x
u=t? => du=2tit e .
1 pero: z=y =— *
dv = tgt.sectdt => v = sect : 3 1 X
N E -—2-=2x+Cx25Cx2y2+2xy2—1=0
) =1¥.&mt-—2‘/}saxﬂt+ c 3 Y .
(I) en (**) se tiene: { 8. 1-2—}%1 + 2y = xyn+l
. s " - - )
==>.sect.§ = [t-.sectdt ¥ tzseCt = 2jtsectdt +C : E poniendo la ecuacibn a su forma standar:
sect.S = t?sect + C , ‘ ; = 8i dy+ Ez—dx = yn+ldx
= §=t? f —oe 2 Y | y
Vg g i toost g A | =n (n+l)d + 22 2y dx = dx (%)

. : ]

- . 7o I a0 g . N y haciendo la sustitucibn:

poniendo la ecuacifn a su forma standar: :
pAS g 30 Mg ‘ 1. = BNt M b .

dy + Lax = y'ax ==y ‘ay +'dex=dx ‘ * 3 ng” ™May en (%) se tiene:

haciendo la sustitucitn. -
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= = 2z - = 2 ()

= dz + —xdx = dx =dz - _._iz = - dx (*%)
g : -2 | 8x .

P(X) = -2 = px) =e 7 X o 7imx? _ .,

es el factor integrante == multiplicando (**) por Y(x)

se tiene:
=‘dz 2zdx _ _4x
x? x? x?
=a&) = -9x
x2 i
integrando fd(i_) = ..j dx _z _1 +C
x2 x?. x2 X
pero: z = y “ 1/yn
e (L C === 1 = 2,1 n
yixz X e A

]
(=]

— ox%y" + xy" - 1

g, ds _ t
© 3t Sctgt = e (1 - ctgt)

poniendo la ecuacibn a su fornma standar:

= ds' ~ sctgtdt = efat — ctgtdt (*)
P(t) = - ctg(t) =—>.el factor integrante ser4:
i —jctgtdt .
W) =2 " e-lnsent > 1
. sen t
multipli L i
plicando.a (*) por y(t) = Sen ¢ Se tiene: ,
. ds s ctgt et =
a + e “ctgt
sen t sent 9t = sent 9t - sent Ot
. _ds scost .. efat ot i
sent 2 o3 sent e it
sen?t : sen’t
t X
= d(—=_) = & dt _ costdt ; i
ent! YTy : + Integrando se tiene:
sen‘t
] A t t
fd (_s_) __s _ egt _|e costdt .
sent sent sent sen?t o &4
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I)

10.

I)

por la integracifn por partes:

__fetcost =,
sen’t

[vdu=uv'-[vdu : u=eté——>du=etdt
t t
cost 1 e fe dt:
dv = ————= = oy = - = -
sen?t sent sent sent
Reemplazando (I) en (**) se tiene:
s =f etat _[ etcost at =J- etat iz et _f etat, .
. sent sgnt sen?t ' sen;/, sent sent
S et t |
-;e—n—t-=sent+c=>s=ev+csent )
| =Ny
3x +y =2+ 2x i
poniendo la ecuacibn a su forma standar:
=dy + ydx = (2 + 2x)dx = (*)
J . » I . dx o
P(x) = 1 === El factor integrante es: ¥(x) = ¢ = e .
multiplicando (*) por. ¥(x) se tiene: ‘
e*dq x A X . x
Y4 ye dx = (2e” + 2xe”)dx
= d(exy) ‘= 2 e¥ax + 2xe™ax
integrando se tiene: )
',[d (exy) = exy = 2 [e}_cdx + 2 [xexdx
ey = 2 + leexdx l (**)
2 /xe dx = mediante la integracifén por partes se tiene
W=x=> du=dx ,;  dv=ecfax = v =¢e*
foexdx = 2 xe* - 2/exdx = 2xe® - 22 + C
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I) en (**) se tiene:
| i ' integrando -se tiene /d()z—(—) = §-= /dx = x + C

X LN X x' E "
ey—Ze"'2"“3‘2<3x*'C=2xex+c 1
> ¥ = 2x +.Ce ¥ ===>;z<—=‘x+c==:>z=x2+<:X;pero: z=y =¢
1. xSy . ‘
1 xdx+y—(1+x)ex =_—_:>§'1-=‘x2+cx=:> x’y + cxy - 1 = 0
poniendo. la ecuacidn a'sg forma 'standar-; -g—i—-- sctgt + csct = 0
d 1+ x x- i i -—gs—-sctgt=-csct
Yy + < dx = (.T_)e dx (*) dt
. B poniendo la ecuacidn a su forma standar:
P(x) = L = ds - sctgtdt = - csctdt (*)
& El factor integrante serj: g
[dx P(t) = - ctgt = . @l factor integrante seré: )
yix) = e = -jctgtdt _ -lnsent _ o
p(t) = e~ = - sen t
multiplicando (*) por - . ‘
u ‘v(x) 0 SESeRETerok: multiplicando a (*) por: Y(t) =Egr];_€
. = xdy + ydx = 1 + X R
. bt xefax i =dxy) = e¥dax + xe¥ax ds sctgt - csct ' .
integrando se tiene: , =S e teB N e : s
R R x ‘ ' : ‘
[d(xy)_xy“[edx"'[xexdx=e*+xex_ex'+c' - _4s _ scost 4. _ _ dt ey 150 B e dt
) { i ~ ‘sent 2 2 ’ sent &
yx-= xe* 4 _ X ¢ sen‘t sen“t . sen
C = y=e + ;c_
’ ax +y + x%y?2 =0 ;o= x% e x2y2 = d(sent) ~ i ; 1gtegrando se tiene
poniendo la ecuacibn a su forma standar: ‘
. R . dt 1
dy +Xdx = - xy2dx -2 y ! . _ fd( —_ =_[____= 5
}.{ . Xy = ¥y dy + % — dx = - xdx (*) ent sent sen?t sent
Y haciendo la sustitucién: ‘ ‘ : = 1 ‘
—_———= —— 4+ C => S =1+ ¢ sent
2= PPl o RS , - ' sent  sent :
ZNS1 Y = 'dz = - y Zdy = - dz = y—zdy )

en (*) se tiene: ‘ - i
: z.g_y_ gy = (x - 1)y3. Ecuacién de Bernoulli.

'—dz+£dx=_xdx _— £~ 12 Sk b . ’ “ :
P (x) 3 1 % x A (**) i poniendo la ecuacidén a su forma standar:
. X B e === ; X ~ )
X el factor integrante seri: ; 2dy + ydx = (x - 1)y’dx = 2y_3dy +y 23x = (x-1)dx (*)
7 dx ;I » Py > ’
¢ix) = e X _ g=lnx _ 1 ! y haciendo lf"‘ sustitucibn: ” ,
¥ 1 2=y 2 = dz = -2y 'dy == -dz =2y ‘dy

n
;

1ti ic .
multiplicahdo (*%) por ¢(x) se tiene: en (*) se tiene:

= -dz + zdx = (x -
- 1 == el factor integrante serd:

1)dx == dz - zdx = - (x-1)dx  (**)

gz 2. dx

. = dx g a Zi = ‘
X xz (x) dx‘ P(x) -
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_de 16. "Ly (x4 20y™ -0
Yx) = e = e ¥ r i gf; n+l
) ] ‘ = -d—z:—_ y = - (x* + 2x)y
multiplicando a (**) por Yix) = e ¥ se tiene: - - i
. b poniendo la ecuacién a su forma standar
e Xaz - ze ¥dx = - e ¥ (x - 1)dx , 4 ndy - ydx = - (x* + )y lax == ny_(n+1)dy - vy Max =
0 1 2
- &, e - : A = - (x° + 2x)dx (*)
= d(e z) = - xe ¥ax + ¢ ¥ax ( ‘ '
. ; b y haciendo la sustitucibn.
integrando se tiene: : 1 = d - (n+ 0 =
. e e 1 2=y = dz=-ny" ™Pay == -az =y ™y
d(e "z) = e Tz = - /—xe Xax + [e-xdx . :
. ¢ , en (*) se tiene: - dz - zdx = - (x° + 2x)dx
. { B "
e Xz =% e i ey e z=x4 ceX 7 == dx + zdx = (x? + 2x)dx (**)
= 1 g’ ' . P(x) = 1 ,== el factor integrante seréa:
DEFOE 2 =My = Mt —1—2— = x + ce® = xy? + cy?e¥-1=0 (f‘ : v ‘
Y Y ' { . fdx- «
15. X('i'y‘ - Y = X cosx - senx v g ‘ I vix) = ¢€ = e
: i i
poniendo la ecuacién a su forma standar: 7 multiplicando a (**) por ¢({x) = e® se tiene:
L e i '_ _senx ' : , ' 2 .
dy - £ dx (cos x 5 )dx (R : ' i , Xdz + ze¥ax = e®(x? + 2x)dx
co y C 1 ' \j D
P(x) = 3 el factor integrante ser4: = d(e*z) = x2eXax + 2xe®ax ‘
[dx 2 _ 4 x X, x
Yix) = -lnx o a i integrando se tiene: d(e™z) = x2e™dx + 2 xe dx
, o x ] ' i
multiplicando (*) por y(x) = o ; 'ﬂ 5 ‘
, N X 3’ ‘ . = &%z = x2e* - 2[xexdx + 2 ) xe®ax + ¢
_ 8y _ ¥ I&x = SOSX 4 senx 1 ' v
= = ——=dx - —/—=dx : k . -
X g2 X : x?2 ; | ' ¥z = x2e¥ + ¢ == z = x? + ce ¥
X d(*Y-) = £9s X 4. _ Senx A 2 4 En cada uno de los siguientes problemas, hallar la solucién
x xy x? : ¥ } particular determinada por los valores dados a XX

. ] 17. WL oo, x=1, y=o0 -

v

integrando se tiene /d (-}:—) =L = f_____cosx dx - /__senx'dx . ‘ .
: ‘ 3 x

poniendo la ecuacidn a su forma standar:

: 1 x? A dy-—zy-?‘—.-—xedx (*)
., Y - senx senxdx sen x . / 5
5 x f Ll [ ki N ‘ P(x) = - -2- == el factor integrante ser§:
x , = .
: | , s
sen X . ' . o—21nx -1nx? 1
.% = ’_——X + C == y = senx + Cx P(x) = = = __=___2_
i - : x




multiplicando (*) por y(x) = \ dy 2 (x+ 13, x=0, y=1

xz 19- ax s X + 1 =
. poh_j-.éndo la ecuécifm" a su forma standar:.
LG 8 T ;i o=dld) = e*ax e . »
x? x? - x? ' dy - .}T%.iﬁ- = (x + 1)3dx s (*)
integrando se tiene: d(.X... ) _—_N.X_ = exdx x) = - 2 == el factor integrante ser4:
xz x2 P( ) x + 1 A A
X 3 B x dx . N i .
==$_%.= e + C == y = xze_n+ gxz solucibn general, —%/%II' '—21n(x+1) | _ln(x+l)2 - 1
b4 : Yix) =.e i = e ' = e g -_—_(x '+ I)z
imponiendo la condicién: x =1, y = 0" hallamos el valor 1
dem cue clidD L= ca=m= N : multiplicando a (*) por y(x) = "
. : ‘ 3 . . (x + 1)
.". La solucién particular hallamos al reemplazar c = - e ‘;ﬁ; 1 dy __2ydx. _ (x + 1)dx
en la solucién general: ' ; si’ (x +-1)2 (x + 1)° '
y = x2 (¥ - ®) ' , , ‘ . Co ‘
i . : 3 ‘ s Y p=:" i do tendremos
18.~-g-3—:-+ y tgx = secx, x = 0, y = - 1 = d(‘(x " 1)2) (x + 1)dx integran
0
poniendo 1;-1 ecuacidén a su forma standar, . L ‘: ' . .
| dy + ytgxdx = secxdx (*) ; _ *L Ca—Y ) = b4 = {(x + 1)dx
| ' ‘ | 3 x+D?2 x+1? )
== P(X) = tgx ==+ el factpr integrante ser§ § %2
.. tgxdx 1 . " %f = ____Y___;. = [xdx + ]dx = '2— +x + C
Ylx) = & = e nsec?c = secx : - (x + 1) , : S
p : & i o 2 2 ! ) * &
' multiplicando a (*) por Y(x) = secx ' . \ . =2y = (x + 1)?(x* + 2x + 2¢c) (**) 3
-’ . i : imponiendo la condicién x = 0, x = 1, hallamos el valor de
secxdy + ytgx secxdx = sec’dx ; d(secx.y) = sec’xdx ° E .
integrando tendremos: N : 20=2 == C=1
/ . y v‘ g 3 L3 )
: = fd(secx.y) = ysecx =.f sec?x2dx y \x’ reemplazando 'C = 1 en (**) se tiene: ‘ . |
» . - o 2y = (x + 1)2(x2 + 2x + 2) = (x + D2[(x+ 1)?* + 1] = |
=> ysecx = tgx + C ' y = g O = senx + ccosx : : X i

2y = (x + L)% + (x+ 1)?

secx secx

: 20. Hallar la ecuacibén de la curva que pasa por el punto (1,0),

—_ y = senx + CCosSx (**) d '
o } y cuya pendiente en ‘un punto cualquiera es igual a:
imponiendo la condicién x = 0, y = -1 : e
=—=sen(0) +.Ccos(0) = -1 == C=-1 . 83 ‘ . :
poniendo C = - 1 en (**) se obtiene' la soluci6n particular , Solucién. , i :d 2 + -x " A o ¢
y ="sen x ' ebs . ' i Sabemos que la pendiente m = -a—xl= —y———x-————
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21 Hallar la ecuacién de la curva que pasa por el punto. (1,1)

=9y .2y _x+ 1
Tdx T Tx T % 3

poniendo la ecuacibn a su forma standar:

_ 2y _ (x + 1) ) ) o
dy _xdx = o— = dx . ( )
P(x) = - ;{2— == el factor integrante ser§
—g/EEi . :
w(x) = e X = e-lnx =-—1_ .
-z
multiplicando (*) por: Y (x) =1 se tiene

b.4 .
=_‘1Z-2_de=x_t_ldx o= d‘y_)= (x+1)dx
x? x? x? x* x3

integrando se tiehe: /d (AR A /(x +31)dx

x?2 x? -
/ I A Mg
. X 2x2,

= y = -x-.2-+0‘2 (**) .

pero la curva pasa por el punto (1,0) e |

__'__i ='§- J E ) i

Reemplazandd el valor de C = en (**) ge tiene

2y = 3x? - 2x - 1

N w

Yy cuya pendiente en un punto cualquiera es igual a:

y2lnx = y o o ‘5;]

3 e - 4 1
Solucidn. . 4
. 2 3 2 TR > S g i

Sabemos que la pendiente m =%§= __y__ln:: 2 1

dx x -

e ) _ ,_ ,
— 9Y . ¥ _ y2inx . - !

poniendo .'_La ecuacibn a su forma standar AENaes Lo

.I_—-==>$-=lnx+1+Cx“== 1=

3 e - lnx *
dy +'-§—dx;—y—i9-:}£ iy dy,+—¥{-‘-.‘ dx—:zx dx (*)

y haciendo la sustitucién:

T e - dz = —zdy
zZ =y ==> dz = -~y dy => Yy :
en (*) se tiene:

InX e wesor dzi= 2 de = 1~ i (**)

®i

S )
- dz +';d};‘

Pi(x) = - 1 == e1 factor 1ntegrante es
. X
dx

yx) =e X = TINX

K

i se tiene

multiplicando (**) por (x)

‘ lnx
.d_E_-.E_ dx:—_ludx : = d(%) =—.—-z——dx
X x? x? x

integrando s'e' tiene - .
. (Z zZ: inx 1
d(z) = == -f == = b
[ R AP J xt x

: : . 1
==> 2z =1lnx+ 1+ Cx ; pero, z =y = 2= =

N
n
5
"
‘+
=
+
(o]

y(lnx + 1 + Cx) = (***)

proponiendo la condici@n de que
. (1,1) —_— c= 0,

.". La ecuacibn de la curva a: = y(ln x + 1)

(*‘**)'pasa por el punto
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N, Sk

Dos tipos Especiales de Ecuaciones § at’
Diferenciales de Orden Superior Solucidn.

I) El primer tipo lo constituyen las ecuaciones de la forma: 1 multiplicando ambos miembros son dt, e integrando se tiene:

<y | 3 | d d?x
m = X ) i 1 ..i(. = - dt = tzdt
dx ] i dt at?

donde X es una funcibn finicamente de x 6 una constante.

' : ] dx t? . 0.
Para integrar 12 multiplicamos a ambos miembros por dx ! === e =_S.t2dt = 53—+ C, + repitiendo el procedimiento
n-1 ‘N a ‘ . J - . '
dﬂl{:f d‘gdx=_s.xdx+cl ’ : ' ' ‘
dx dx T | =\ Sx = £ -1 3 J‘
I , ‘ : X -S at dt. J. (3 + C,ldt 3 tdt ,+,c‘ ’dt
Después se repite el procedimiento (n - 1) veces. ] - . ‘
g == x =-i—2 tt £e B ek
IX. E1 2do tipo lo constituyen las ecuaciones de la forma:
‘ . ; 2
d?y 8, . 2. LX . p
W . ; ' at?
5 ‘ t § Lucis
. 4 10n.
donde: Y es una funcifn unicamente de x ; QQ"EQ‘T— ;
: . ) ] Escribimos la ecuacién en la forma: dx' = x'dt
El método para integrar es como sigue: 3 d dx
) . . i . multiplicamos ambos miembros por: Xx' = Y
1. Escribimos la ecuacién en la forma dy' = ¥dx . i : ‘ .
; = 'dx' = X'x'dt =—> x'dx' = X'dx integrando
2. multiplicamos ambos miembros por y' y se tiene: Y | 1 i X x . 9
y'dy' = Yy'ax . - : | . ‘ . :
A & 4 % ! . %-x'z =J~ x'dx' =_f‘x'dx = %- + C
3. Pero: y'dx = dy == la ecuacibn anterior se transforma: ‘
‘ y-dy' = Ydy . : ==a ' x'? = x% + 2¢ = x' = % /xz + 2C
donde en la ecuacién las variables y, y' quedan separadas . B i E i gl
1 ™ ‘ Haciendo 2c¢ = C,, y tomando la parte positiva
4. integrando se tiene: 3 y'23= j’Ydy + C, | . : . 8 5
. : ‘ . - dx /;“ )
donde el 2do miembro es una funcibn de y. 3 : (= e x* + C A
5. Extrayendo la raifz cuadrada, ;as variables x,y, quedan sepa %\ sep#rando variable e integrando
radas y podemos integrar otra vez. ) f .
PROBLEMAS: - :, f e = e A =g

Hallar la solucibn general de c/u de las siguientes ecuacio A a x? + C,

nes diferenciales. S 1
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==> tomando exponenciales a ambos miembros

x + vx? + c, = et4Cz

; despejando X se;

tiene:
=> x* + c.= (eC2 _ xy2 o g2(ECy) _ 2xe®*C 4 42
1 (A 1 (i
=> x = 5 e 2e -5 C,e T2e =
t -t e 1 Je
== x =Ce + Ce -, donde C,=35e™2, ¢, =~ > e ?
2
3. ek T 4 sen 2t:
dt?
Solueidn.
multiplicando ambos miembros por: dt, e integrando:
2 ’ ! .
J\iid -=ds . 4j sen2tdt = Zfsenth(Zt) = ~2cos2t + C
dtz dt ‘ ) 1 /
repitiendo el procedimiento: - : 3
X =J~%d j (-2 cos 2t + c )dt = - Zj costht + Cfdt ' A
=-sen2t+Ct+C PR
== X = - sen2t + Clt +C,
2
4. d’s _ 1
dt? (s + 1)2
Soluecidn.
ds' = —9t i multiplicando ambos miembros por s'
(s + 1)} ; .
& ikt 98 s'dt g ds
s+ 1) (s + 1)°

integrando se tiene:

= % 12 =‘[ ds = 1 u Cl
(5+1)3 2(s + 1)?2

—

—

= s =/c- 1 g___
(s + 1)2

=

(s + 1)z
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Separando variable e 1ntegrando se tlene.

- dt . (s + 1)ds __ _ fdt
/2 (s + 1)2 /[C(s + 1) -1
s

rl/zds R fdt, donde: 2C

et

(s'+ 1)(C, (s + 1)? -

1 2 _ q1-1/2 . B 2
Tctftcz“’*l) 117 %d(c, (s )

1f2

1 : _
-E-l[cl(s+1)2-1] el

=> (c,(s + 1)? - NI = ¢t + CiC,

Ci(s + 1)2 - 1= (C,t + CC,)2

=>C,(s + 1)% = (C1t + €, )2 w1

d%s _ 1
dt? Vas
Solucidn,
ds' = el ; multiplicamos ambos miembros por s'
“vYas .
~/.'ds' SpEEEE = 08 ; 1integrando se tiene
Yas Yas
: - 2
=1 2 ds__-_ f y2.
‘fg'ds' 5 s j’ i;:— =
4/s + 2/aC
lsiz o2 _/54Cc == g'=
SR SR R

— G5,/ /6 2
dt t a . cx

separando variables e integrando se tieng:

i

=Cl
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f LR e
4/ 2+ 1c,
- Hacemos el sigﬁiente cambio de variable:

3 i 3 )
|

s | f
‘/3— = 'x? ==p g = ax" == ds = dax’dx

S
gl g s 4a[ [dt

4(x +-—)

' = f 4ax’dx
» /4x + 2C
i = 4a f X dx
i . /4x + 2@,
7/x? +'—

3
_x"dx jdt (*)
/x? + c2 '

(8
_1_=C2

/dt . Haciendo: 3

Aplicando la siguiente férmula de reduccibén: se tiene:

f u du ! un-l
(u? + c2)n/2 (m-n+1)(u +é)“/2 et
g ¥

} : _a’(n ~ 1) f v 24u
' . m-n+1 (uz+ Cz)n/Z'

B

 x? 7 2¢c? f xd ot

2a { X L - X =
2 2~ 1/2 3 — B

3(x® + C%) /x2+C2_'

za{xz(xz n Cz-)'x,/z

3

(**) reemplazando en (*) se tiene:

2.2 ~2y Y2 2
2a {x(x +C\) _.4;: GE B Cz} Bcoy c

3 2
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= 2a(x? + CH)¥2 (x? - 4C?) = 3(t.+ C,)
pero: x2 =72 ;
—=2a(/E+ )" (/E-ach) = 3(e+c,)

2a(v/s + va c?

y¥2 (/5 - 4/a c?y

= 3t + gy
av*

2al* (/5 + YA c?) 2 (/5 - 4/a c?) -3¢, = 3t
Haciendo: va ¢c®> ='cC,’ FURRN=SSED NESC i J

— 2% (V§+ C,) V2 (/5 - 4c,) + C, = 3t

2 2 '
dy 2l T

de y2 o

Sqlucién.

o 2 ] ' 2.
_(_i___y_=—_.a_.. m——a dy' =-_?"—d'x.
de yz K YZ

multlpllcando a ambos mlembros por y' se tiene:

2
YAves =hes a yzdx == ?y

‘ .y i Y [

integrando se  tiene:

: ) d N =
Fqu' = M 2 VAR La5 .
fy dy” af wtome

: e 1 1‘2 dy _ 1.C . ap
— A S e A

BN
[

separando variable e integrando se tiene:

__dy_________b '/i'd
f(l.q. .(.:_...)1/2 fa 1 -

) P

‘Haciendo -C--s-_- g =me v

1
a2
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[ +C)1/2—a'/:/dx ‘.

1h
= f dy ‘= av? fdx
1+ ¥C, ) V2 _

Haciendo y = z? = dy = 2zdz

- 2z2%dz
(1 + z2c) V2

aplicando la siguiente f&rmula de reduccidn

f T i
(u? + az)n77 (m ~n + 1) (u? + az)n/Z -1 ~

= a/f"/dg

{ R
}(u + a )n/2

_a*(n ~1)
m-n+ 1

= z(z%C + 1)‘/2'—f dz |
(1 + z%c,) ¥

= z(z?c+ V2 - 1L f At
: e ) (L + (/€)Y

= z(z%C + 1)¥V2 - jér-ln/E:z + Y1+ 2% =aTx+c,
h l 1 +

=:—.n/’£x+c2

= a/2Z x + e

pero: Zz=y==»za/§.‘

= (y) P y¥2c, + 1)V -

In(/Cy + T+ Cy) = a’Zx +

¢

= (yic + y)it - 1 =
' y°c, +y) /c_:_ln(fcly+/1+cly)-affx+:cz
1
v 3 .
Tow NSRS
dx?

/
{

Solueidn

multiplicando ambos miembros por dx e integréndo se 'tiene:

°
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¢

i
1
0

}\
¢
B!

2 3 )
vy .g_ldx=fxdx+ /se-nxd_x

X :
D emame - +
=3 cos X c,

repitiendo el procedimiento se tiene:

dy _ [ x* _/ /
-1 fz dx cosxdx + C1 dx

gy _ 1 .s
ax =8 *

Finalmente se tiene:

= %‘-[x’dx - /senxdx + C ['xdx +C, [dx

- senx + C;x + C, -

y=
=—1—-x +cosx+—x +Cx+C
Y =73 2

dZ

..__z_=4y

dx?

Solucidn.

dy' = 4ydx, multiplicando por y' a ambos miembros se tiene:
y'dy' = dy.y’ dx = 4ydy

integrando: _

Lytazyivc = y = /g7 720 =—3L.

separando variable e integrando:
j..__d_lf__= 2dx
y? + —S—

se tiene

/ay? + 2¢

Haciendo % = C

Ny, . = %Jadx ==> 1n(y + }yz + C)=2x+C,

'YZ +'c1 -

tomando exponenciales a ambos miembros se tiene:

e(2x+Cz)_

y + /¥y? + ¢
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ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE SEGUNDO ORDEN CON COEFICIENTES CONSTAN

] TES
Son las ecuaciones de la forma:
a , ]
ay P-EX-+‘qy =0 (1)
dx? dx :

TEOREMA. Toda ecuacién diferencial lineal con coeficientes'coni

tante tiene por solucién una funcién exponencial.

Sea: y = e™ una solucién de (1)
== derivando: se tiene: ‘
‘ 2

.dl = ne?x ; g._.y_ = nzenx H (2) ’
dx dx? .

2

reemplazamos (2) en (1) para determinar los valores de n:

nx nx nx nx
=n?e" " + pne’” + ge " = e (n?

+pn+g) =0
> enx#O r ¥n, x€ R

n? +pn+g=20 "(3) Ecuaci6n auxiliar.
o nx

.. Yy = e es la' solucién particular de (1) si n es una rafz

de esta ecuacién de 2do grado.

CASO I. La ecuacidn (3) tiene rafces distintas, n,,n,; =

nx n,x
y=e1;y=e2

(1) y la solucibn general ser&:

y = ce™i® 4 c,e™*  (q)

CASO II: Las rafces de la ecuacién (3) son imaginarias.

es decir si: ﬂl-= a + b/-1=a2a + bi
= n, =a-b/-1=a- bi’ gue es la conjugada de n, es

también raIz'de (3)

n x a+bi)x ' ax _ibx
= a l =e( i) = g e

son soluciones particulares de

n -b. ax _—ibx
o 2X e(a bijlx _ e o

K

asimismo por 8lgebra se sabe gque:

eibx = cosbx - isenbx ., y ademis
% (eibx + e_ibx) = cosbx
. %{ (eibx _ e—ibx) - senbx‘
s=ay % (eax.e—ibx " eax.e—ibx) b4 eax.‘% (eibx o e—ibx)
= e®*cosbx;
%(eax_eibx B eaxe—ibx) = 3%, % (elbx efibx)
- = e**senbx

—> e *cosbx, e®*senbx son soluciones particulares y la so

lucibn general seréi:
y = CleaXCOsbx"+ cleaxsenbx
CASO ITI: Las rafces de la ecuacién (3) son reales e iguales:

las rafces de la.ecuacién (3) serédn iguales si
P? = 4q, == la ecuacidbn (3) puede escribirse:

-1
n2+pn+Zzp?=(n+35p)°.=0
g i 1
=> las rafces serén: n,=n, =-3P
Entonces las soluciones particulares serén:

n x ' n,x

y=e1", y=xe?

y la solucibn general serd: .

n x nzx
Yy = cle 17+ sze -
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5 2 p . ‘ == r =3 =Y = e3x ’ ‘
Hallar la solucibn general de cada una de las ecuaciones dife - 1 y , |
o . |
renciales. : 4 . O 1 =% y = e* :
1 " i,
1. d*x _dx _ 2% = 0 ' , B .". ' La solucibn general seré: y = Clex + Cze3x \2
at?z - 4t % . t
i \:‘ 2 ! Il
Solucién. : , z_ 3. d®s _ 2ds
] aez 9t

rt : d . iy ’ |
Sea: x = e una solucibn de la ecuacién: 3

| {

== s = 0 ’ ’
|

|

Sea: s = ert la solucién de la ecuacidn diferencial: ‘
l
dx rt d2x 2 rt 3 g . ‘
=2 —— = re g —_= re (*) ; , 3
dat . ; dt ‘ ; L = _(3_S_= rert o d“s r rzert C%) i
: dat . at? : J
* . s ; - \;’ . ‘\
reemplazando (*) en la ecuacién diferencial se tiene: i CeniAnanah (*) en\ia: dchadiEn |
2 rt _‘ rt r rt = rt 2 _ - - i Y B 1.1‘
rri re 2e e (r r 2) =0 : J S rzert - 2rert + ert = ert(rz -2r + 1) =0 '
= e #0 , ¥r,t €R ‘ E r ‘
= r’-r-2=(r-2)(r+1) =0 => r,=2,r, =-1 = 't %0, wr,ter .
' ' . ‘ ) \
= r =2 = y=¢2t : ! . o rt-2r+il=(r-1)%=0=> r, =r, =1 i
. : : ; ' ' ‘ ' il
= st ‘ . . ‘
ST 1 =sy=e que son las soluciones particu la solucién particular es: et; tet,—'. ‘
lares. L '“ 0

' .". la solucién general ser§:
La solucidn general serd: ; ' 0
et L @ o2t : 4 s =ceb+ t,te’
y=Ce + C,e ' 3

2/ .
; 1 4. 11{} + 16x = 0
2  J B dt
2. SX - 4843y =0 ; : : S U

dx? { ' Sea: x = e°% una solucibén de la ecuacibn:
rx . : 4 o =
Sea: y = e una solucién de la ecuacién. : , : 2
‘ : =’r’-g—§= rett : g—}:—= #2e*t (*)
) 2 \ . . . at
g%: rerx H 9_2. = rzerx 3 ) (*) r' '
ax? - . » 3 reemplazando (*) en la ecuacifn se tiene:
reemplazando (*) en la ecuacibn diferencial: ' - 4 16)ert <0 '
i ST X rx X _ XX, 2 _ ~ ‘
= rce 4re + 3 e e'(r 4r + 3) 0 1 . ert#o =r2+16=0====r1-4i, r2=-41
; rx i ) '
= e #0 *r, t& R j : -
o - = r =41 = x = et r2=—4i=>x=»ei.4t
. 2 .
. r " -4r +3=0 = (r-3)(r-1) =0 " -2
- I =p y'= %— (et.'hL + e t41’) = cosdt
y = %. (et4 _ e-t4i) = sendt
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=2 la solucibn general ser&:

7
y = C,cos4dt + C;sen4t
2 :
5. S48 g d¥ 2 o
de dx v
Sea = e*® una solucién de la ecuacidn:
2
—— _g_Y__= rerx ; Sl_lz rzerx (*)
X lse?
x
reemplazando (*) en la ecuaci®n
= e (r2 + 4r) =0 => & 40, ¥x, rer
. r(r+4) =0 => r = ) === Q= i 3
r,==-4 = y-= o
== La‘'solucién general seré&: =N C:!Ae-4x
2 ‘ ‘
6. &= .298, 5 - x
dt? ‘
Sea: s = e'% una solucién de la ecuacibn: .
2
: %= rert ; cl¥g rzert (%)
: at?
reemplazando (*) en la ecuacifn se tiene: [
= et 2 - 2r +5) =0
= ert #0 , ¥%r,t €R
.or2-2r+5=[r- @@+ 2i)][r-QQ-2i)] =0
=D B S 1+ 2i =» s = et(1+2i)
r,=1-21 = s = eti1721)
== % (et(lel) + et(1_21), = etc052t‘ y
: B o .
%I(et(l 28y g W SETT = Z3g NG ) 9
== La solucidn general sera:
s = C,etc052t + CzetsenZt = et(clcosZt + C,sen2t)
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a’y.

dx?

Sea:

=

6 4y -
+ 6L+ 9y =0

y=
dy
ax

erx una solucién de la ecuacidn:
2
r d rx
= re X; _L: rze (*)
dx?

~

reemplazando (*) en la ecuacibn se tiene:

P e A On B ke £ IS R

= ¥ (x? + 6r + 9) =
—> r2 4+ 6r+ 9= (r+3)(r+3) = (+3N2=0
= y = e3x ; Yy = xe3x son soluciones particulares

=% ‘la solucién general ser4:

I 3x SN )
y=¢Ce +Cxe =e (c, + C,x)
2
a’s , 38=0
- dt?

== s = e*' una solucién de la ecuacidn
. 2

. ds _ rert : § S rzert (%)
] dt dtz

reemplazando (*) en la ecuacifn se tiene:

dZ

dx?

rt
e

- ng.szo

+ 3 =

(x2+3) =0 => e "0, ¥r, t€R
0 =

cosV3x

]

i3 = s

- i/3 == s = sen/3x

solucibn general es:

o cléosfg'x + Czsenff x

ecuacién caracterfstica és:

- nr = 0 donde ;.erx #0, ¥r,x€ R

.

+=x(r - n) =0




=sr =0 = y-= e’ =1; r,=n==> y-= e

= la éolucién general seréd:

_ nx
y = C1 o C2 e

2 ) .
10. d—’5+ 2—-+ 10x = 0 == la ecuacién auxiliar es:
de? dt i )

==> la ecuacidn auxiliar es:.

r? +2r + 10 = [r - (e 3) ] [x - (-1 - 3i)]
o (~1-3i)t

o

- ToA=n = 1+ 3i

(-1 - 31)t

=.r2;=-17.3i = XxX=a

-t 1 3i -t

x=e " "3 (e e’ ) = e “sen3t

== la solucién general es
tsen3t a

X = Cle—tcos3t + C,e”

En los siguientes problemas hallar la solucién particular
Q' satisface las condiciones dadas. -

z 3 P ’ .
11, &s + 338, 25 =0 ; s =0, a8, 2w cuando t = 0
dt? dt dt

La ecuvacién auxiliar es:

r2+3c+2=(c+ 2)(r+1) =0

= r, =-2 =—s g=e 2t

r, = =1 = s = e-'t ) . : . ’

== la solucibn general ser4:

s ='C1e-t +_C2e-2t, (*)

para hallar la solucidn particula;: determinamos el valor

de C,/C, imponiendo las condiciones dadas en (*).
== C, +C,=0 (1) -
derivando (*) iEL= - C,e F_-'Zcze“2t

l=-c -2¢ (2)
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12.

de (1) y (2): CAC L

E -2t
S = e t . e
_.....dzx-nzx=0 o x=2,’.-dx=0,‘cuandot=0
2 dt

dt
la. ecuacién auxiliar es:-
r2 -n? =0 0 == (r?-n? =0 (r-n)(r +mn) =20

. rI =n = x-= ent

13.

-nt

rz=—n==x=e

' nt ., _ _-nt .
=3 la solucibn general es: X = Cle + C,e (*)
1mpon1endo las cond1c1ones dadas en (*) se tiene:

los valores de C, , C,

O (0 g O (1)

dx _ nt nt
derivando (*) tenemos: gFg = nC,e " - nCe - =
=nC.-nC, =0 == C -C, =0 (2)
de (1) y (2) se tiene:

€, + €, = 2
=> C =1, C, =1
) 1
€ -'c, =0

== la solucibn particular serd: x = e + e

) ' < ds ’ -
dfs L g dBly d6d =6 : =m0, S =1/ cuando t = 0

at? de

1a ecuacifn.auxiliar es:

r? -~ 8r + 16 = (r - 4)*
é4t

te4t

[}
]
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=> la solucibn general ser§:
s = 4t(c + tc,)’ (*)

(*) ds’

derivando => ac = e4t(c + C + 4tC‘)

()
lmponlendo las condiciones dadas a (%), (**) para hallar

los valores de C , C, se tiene. C, =0 c,=1

.= la soluc16n particular ser4: s = te4t

2 N
14.ds+825_+ 25s = Q. s=4,£§-=—16 cuando t = 0
ae? dt dt
=5 la ecuacidn auxiliar es:
r* +8r + 25 = [r - (4 + 30)][x ~ (=4 - 31)]=0
=> r = -4+ 3 = 5= 4t 3t e %cos3t
r,=-4-3j = g = it i3t e tsenit

15.

= la solucién general ser&:

-4t
s = e
derivando (*)

-g%-— e {cl(-3sen3t —<4c053£) + C2(3co§3t — 4sen3t)}

(Clcos3t + C,sen3t) (*)

(**)
imponiendo las condiciones dadas en (*), (**) se tiene:

para C, =4, C =0

1 2

==> la solucibn particﬁlar‘seré: s = 4e-4tcos3t'

d2 ’ S TS -
E—’:——Gg—:+10x=0 x=l,g—:=4cuandot=0
t‘ ’

la ecuac16n auxiliar es:

2

5 —6r+1o=[r—(3+1)]]'_r-(3-1)_']
=TI =3+1i = x = e3t.eit == e3tcost .
r, =3 -i == x-= &3t o-it e3tsent

= la solucibn general es:

X = eft(cxcost + Czsent)‘ . (*)

gt B

16.

17.

—y r1=2

derivando (*) -%%—= e3t{ci(—sent + 3cost) + Cz(cost+35ent)}

(*%)

(**) se tiene:

imponiendo las condiciones dadas, en (*);
para C, = 1, ¢, =1

) t
—= la solucién particular es: X = € (cost + sent)

&% _4x =0 ; x=10,55=0 cuando £ =0

at? ' )

; i . ) 4%
la ecuacién auxiiiar es: r? -4 = (r - 2)(r+ 2)

2t ¥ _ e—2t
= x =8 R AR
== la solucién general seri:

2¢ -2t o
X = Cxe + CZe (**)_

) ‘* : :
imponiendo las condiciones en (**), (*) se tiene:

c, +¢C, =10

2c, - 2¢, = 0
*. la solucién particular seré&:

SRR, Va—ak

v

X

. Codx
a’x g A= dx + 4x =0 ; x=2 e 5
ac? dat ‘

la ecuaciébn auxiliar es:

cuando ' t = 0

r? - 4r - 4 = (r — 2)*=
. 2t 2t
=_-—>rl =, e 7 rz = te

= 1la solucién general seré:

: 2t
K= CIGZt + Czte (*)

ax

2t (*%)
derivando (¥*) at = e“7(2C, + 2tC, + Cz)

imponiendo las condiciones dadas en (*); (**) se tiene:
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. la solucidn particular es:

x = 2e2% 4+ et = Q2t(5 4 ¢
2
18. ax _ 4 £E£+ 13x = 0 ; x = 2,525= 4, cuando t = 0
at? el &

la ecuacibn auxiliar es: _
r2—4r+13=[r-<2+31)][r-(2—31)]=o

===rl

2 + 3i

’ e “cos3t

eZtsen3t

= e2t e13t . = 2t

r,=2-3 =» X = e2t.e—l3t‘=== e

= la solucién general es:
x = eZt(Clcos3t + C,sen3t) (*)

derivando'(*) se tiene:
dx

ac = ezt{cl(-3sen3t + 2cos3t) + C, (3cos3t + 2sen3t)}

. 86 o (|4
imponiendo las condiciones dadas, en (*), (**) se tiene:
¢, =2, C,=0

2 2
=> la solucibn particular: x = 2e tcoth»

ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE LA FORMA

2
:_2L+ P %,’f—*f qy = R(x) (1)
X

" donde P, g son constantes; R(x) es una funci&n de la variable
independiente x 6 una constante.

Ios pasos para resolver (1) son:

A2
1) Resolver la ecuacién: Ji—%— + p-g¥-+ qy = 0
dx i
Sea la solucién general.
y=yv
La funcién v deﬁqminamos funcién complementaria de (1)

lo denotamos: Y-

ITI) Determinar una solucién particular de (1) a la que designa-

mos como yp (ver cuadro) sea esta solucidn. yp =U
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#

III) La solucidn general de (1) serd la suma de: »
COMPIEMENTARTA MAS SOLUCION PARTICULAR es decir: y =U+V =y, +y

PARA DETERMINAR UNA SOLUCION PARTICULAR (YP) UTILIZAR EL SIGTE CUADRO SINOPTICO.

LA FUNCION
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PROBLEMAS

HaHar‘ la soluc:.én general de c/u de las s:.g\uentes ecuaciones dlferenCJ.al i

dZ

EEXl X=at+b (1)
dat?
2
e X, o (2)
, dtz \ 4

= la ecuac16n auxiliar de (2) serd:
it

r+l~0%r;1=>x;e_ => x

r =-i = x =e* -5 x=gent
=> la solucién complementaria es:

= Clcost +iEsent . (3)

29-E10mesraizdelaecuac16namhar ==laformadelaecua— 1

c16n partlcular es E

At +.B 4)
derivando (4) se tlene_: :
' o _ Px ,
=a; =0 (5)
dt dtz i

reenplaza.ndo (5)en (l) set:.ene At+B—at+b

igualando ‘los coeficientes se tiene:
A= a: y
B=Db

= ‘x = at + b

32 luego la soluc16n general ser§:

X, = X_+ X_= Cjoost + C,sent + at_-gf"b*

-

cost

3 C P
A% o T
X #x=4 cost (1) 4
at? ' : 1
v . ) %
NG T : i
1R ¥e——=4+'x =0 ==> la ecuacién auxiliar es: 1
dez - isk 4
’ ¥ H Y " Y & § T;
r2+1=0 =arl==i,;='>x=eﬁf=> x = cost s

r,=-i==x =ett s x = gent

la solucién complementaria es:
Clcost + C,sent (2)

22 E1 nfrrero + iB= + i es rafz de la ecuacifn auxiliar de orden 1
=> la forma de la ecuacién partlcular es:

X = t(Acost + Bsent) (3)

P
Serismide: g’; & A SR it - Baat) (4)
2 . . 3 e e
dx=--1\.s<ant+13<:ost---1\.s<ant+13c>ost-1:(Ac.>o<st-i-Bsen1:) (5)

at?
reenplazando (5), (3) en (1) se tiene:
= - 2Asent + ZBcost - t(Acost +: Bsent) + t(Acost + Bsent) .= 4 cost
= - 2Bsent + 2Bcost = 4cost
Esta ecuacifn se convierte en una identidad cuando:
A= 0; B=2; sustituyendo en (3) 'se tiene:
X = 2tsent
P
32 .°. la solucifn general es:

'x_=X_+x_= Cocost + C,sent + 2tsent '
[o] o] 1 5 2

g
2
dX_ 4 x = 4sent (1)
aeet K .,
Solucién.
Ia solucién conplementaria es por el ejercicio (1) de la siguiente ma-
a5 X, = Cycost + C,sent ) ¥ \

El nCmaro
la solucitn particular es

X = Acos2t + Bsen2t (3)
derivando (3) se tiene:

%"r - 22senZt + 2Bcos2t

2 i .
___d X = - 4A(XE2t s 4Aw12t (4)

dat? g
sustituyendo (4)," (3) en (1) se tiene:
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£ 2i no es rafz de la ecuacién auxiliar, => 1a forma de



s =Ce“" +Ce veee  (2)
= - 3Acos2t - 3Bsen2t = 4sen2t

igualando los coeficientes de la identidad se tiene: 22 Cam el nfimero * 2i no es rafz de la ecuacifn auxiliar

S e e

b 1l

] A=0; B=- % sustituyendo en (3) se tiene: ! = la farma de la solucibn particular es: |w
"‘ 4 1 s = Roos2t + Bsen2t (3) Il
xp=-§sen 2t (5) i P !

|
f
derivando (3): ) ‘
%st_= - 2Asen2t + 2Bcos2t : :

A '“h

. | | \{

= - 4Ac0s2t - 4Bsen2t + Acos2t + Bsen2t = 4 senZt ‘ ‘
’[ de (5), (2) se tiene la solucifn general:

4
xg = Clcost + C,sent - T sen2t

Liff-: — 42cos2t - 4Bsen2t (4)

R i

2 dtz
d’s _ 4s = 2ot (1) i .
‘ dt? ] : . sustituyendo (4) y (3) en (1) se tiene: ‘
e i |
2 4
« Ia ecuacitn awiliar de: S-S - 45 =0 es: 1 = - 8Acos2t - 8Bsen2t = 2cos2t _ |
aE igualando los coeficientes de esta identidad se tiene: '
20 P = = o2t ] ; :
r 4 0==r1 2 =>» x=e s A=_%ysusdwmen(3)°bwﬂmslasolumbnparucular
f- 2. xm o | ] : |
i
; 4 = - 2 cos2t (5
=% la solucibn complementaria es: ' i °p 4 %
) - gumando (5 2) se tiene la solucibn general |
El nGrero o =1 no es raiz de la ecuacibn auxiliar, entonces la for- A o), ¥ e m
| ma de la ecuacifn awdliar es: . 6. = cleZt + cze'Zt = % cos2t ,ﬂ:
1 ' 4 g : I
i t | Il
{ s_=Ae 3) 1 A ' |
! i ds a2 : X 6. _’dx'g:- G ) | }
1 derivando (3) se tiene: == et Rva 58" 4) i at? “W
‘ dt? | . I
o P i [} d7x _gx—- -2x=0
(4) vy (3) sustituyendo en (1) se tiene: i ' 1 ‘;;;- at
4

|
At t_ .t “ ' 1“

e -4l =2 = -3ne =2 .
=> la ecuaci6n auxiliar es: 1

a2k, ] ' |
1gua1arﬂoloscoef1mente§sitlenepara}\— 3 ysustituyendoen ] L2 e = e, & = 2ris W0 a |
(3) se tienre s =-ze . (5) C , b : b p y , |
D 3 [ § 2t ) 1
. : . . i =» r, = 2 =% X she } ‘
surando (5) y (2? se tiene la solucién general. . r,=-1 = x=¢
2t -2t t ‘ ' : 3
sg =Ce"" + Ce -5e ; " o _ 1 = la solucién conplementaria es:
dZS n [ LA i ' 2t -t . |
(5) o 4s = 2 ocos2t eee (1) . ) E 1] x, = elei-mle e @ ‘
= seglin, ejercicio (4) la solucifn complementaria es: _ ! 22 El nfmero cerg (0) no es rafz de la ecuacitn auxiliar ento &

forma de la solwifn particular seré: ' j ‘
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=A+B ‘ 3 1 s _42t

deri dx a%x \ g =
erivando (3) g =2 i aez =0 {4) - ‘ Z i 32 ,°, la solucién general ser@:
g
i - : : ' ' : q 4 2t
sustituyendo (4) y (3) en (1) se tiene: - s; = s, +s = (C cost + C,sent) + e
Y e ! E
= -2t -A-2B=4t 1
igualardo coeficientes de la misma potencia se tiene éara | 8. —Xz = 2_<_3y_+ 5y = 3 cost
2 . dt
A=-2, B=1 ysustituyendo en (3) tenemos 4
i dZ a
x =1-2t L (5) 1 10 SL-2 45y =0 (6N
P | at? LIS
32 sumando (5) y (2) se tiene: : ‘. o ) ‘ == la ecuacién auxiliar de (1) es:. ‘
xg=Cle2t+Cze_tj-1-2t 1 o2 45=0 => [t- (L+2i)][r - (1-2)] =
7 d?s ds o2t - ; . & I - - r, = (1+2i) =>» x= et.e—2i X = etcos2t
. = Be 3 1
2 dt * ; =3
at? - ‘ | ‘ w‘ . R .
iy i, ol ” ‘ ‘ r,= (1-20) => x=ee ‘x = eBsen2t
18 ——+ 2 E*‘ 25 =0 (1) ) 2 . 3 - . p
dt? %0 1 => 1la solucién camplementaria sera:
A
—> 1la ecuacién awdliar sers: : - S ] x_ = ef(Cjoos2t + C,sen2t)  (2)
2 - — ) S 3 ) .
G+ 2En 20 'E:'("l*'fl)]ﬁ:""(’l"i)]‘o ‘ ‘ ! 2°) El nfmero ilnoesraizdelaecuaménauxlllar, por lo tanto la
=> r =-1+i =» x= e—t_ei  x= srEe | 1 forma de la solucifn particular es:
= = Acost + Bsent (3)
r.=-1-i =» x=¢ e T = att E 1 . R
0 x=e .e =e sent i derivando (3)'
I : <. G i .
‘ .’. la solucifn complementaria serd: e 1 —It—- - Asent + Boost ceee (4)
‘ a1 2, L
S. = e_t(clcost +Cysent) ... (2) & 0 b ol 2 B Acost - Bsent ... (5)
at? . - SLANRT #* 3

2% El nGrero 2 no.es rafz de la ecuacifn auxiliar, entonces la forma
» r - : . - + b sl 1 Ty r:“
e 1a solucifn , el (3); (4) y (5) sustituyendo en la ecuaci6n original se tiene

s = a2t 3) (42 - 2B)cost + (4B + 2A)sent = 3 cost
2 i 1 igualando los cceficientes de esta J.dentlchd se tlaxe

2 :
derivando (3). S2= 22e”%; Lo ape® L @ . i 4A-28=3 ' . 1
dt ‘
] . . ==p A= i B = —3-
. i M s r 5 10 !
(4) y (3) sustituyendo en (1) se tiene: ‘ ; 2A+ 4 =0
10202 = g%t i ‘
= 8e”"; . igualando los coeficientes .se tiene para =~ = . 1 sustituyendo estos valares en (3) se tiene:
8 4 L C S DT 1 3 3 »
A=qg=37 sust:.myendoesteenB) setiene ] R xp='5_005t"ﬂ)_sent - 1G)
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32 sumando (6) y (2) se tiene:

ot el 3 -
xg =e (cloost+ Czsemt) + 3 cost 10 sent.
2
9—f+ 9s = 3cos2t ... (1)
dt
2
12 .g_s.+95=0 => (2)
at?

ILa ecuacifn awdliar de (2) seré:

r?4+49=0 => (r+3i){r-31)=0

r =3r==-s=e3l s = cos3t

r T s

sen3t
= la solucién camplementaria es:

s_ = Cocos3t + C,;sen3t ... (3)

c 1
22 E] nmero * 2i no es rafz de la ecuacifn auxiliar; por lo tanto la
forma de la solucién particular seri: ' '

sp = Acos2t + Bsen2t .... (4)
derivando (4):

s _ 4
T 22sen2t + 2Bcos2t

85 . _ 4acos2t = 4Bsen2t ... (5)
at? '
sustituyendo (4), (5) en {1) se tiene:

= 5Acos2t + SBsen2t = 3c0s2t
igualando los coeficientes de la identidad se tiene:
para: A=-g—, B=0 y sustituyendo en (3)

w

s ==cos2t .... (6)
p 5

Se sumardo (6), (3) se tiene la solucién general
s =Cooszt+c'se112t+20052t
g 1 A 27 5 .
2
d_x—y=2+et.

orarete ook M (1)
dt?

11.

2
i85 4,0 ... @
at?

la ecuacién auxiliar de (2) ser&:

r?-1=(@-@E+1)=0

r =1 as=et

r,=-1 ='s=e“t
== la solucifn complementaria ser&:

t t

s, = Ce +Cze cese (3)

c
22 E1 N®¢ 1 es rafz de la ecuacifn auxiliar de orden 1; por lo tanto
la forma de la solucifn particular es:

s = A+ 3tet ... (4)
P

derivando (4) se tiene:

= Be® + B

2
A8 apet 4 2w L 5)
dt?
sustituyerdo (5), (4) en (1) se tiene:

= Btet + et - A ~Bte® w2 + o*

igualandb los coeficientes se tiene:

=—2,B=% y sustituyendo en (4) se tiene

s =-2 +2tt (6)
p 2

32 sumndo (6) y (3) se tiene la solucién general:

~y & -t 1 t
sg,- Ce +Ce v+7te -2

| .
d’:+2x=t’-—2 iy @
dt

d2x
12 —— + 2x=0 eee (2)

dtz o

=» la ecuacifn awiliar de (2) es:.

r2+2=0 => (t-2i) @+ /ZH)=0"
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R
]

1==> X = cosv2 t

-2 i

/2_1 =» X =e

T, ==y21i => x=¢

= la solucifn conplementaria es:

=> x=senv2 t

X, = Ccosv2 t + Czsen\/Z_t ceee (3)

2% E1 0 no es rafz de la ecuacifn auwxiliar por lo tanto la forma de la
solucifn particular serd:

xp=atz+Bt+C (4)
ax _
- dt—2H:+B
DEER i 15D
dt?

sustituyendo (5) y (4) en (1) se tiene:

222 + 2Bt + 2C+ 2A=t2 - 2
1 3 . c
A=-2—; B=0, C=—-2-: sustltuyendoaptavalor&sen4setlene
cees  (6)

3% sumando (6) y (3) se tiene la solucifn general

4 1.2 3
sg-Clcos;/Z_t+Czsenf2_t+§-t >

2
d*s +3§+ 25 = 2sent .... (1)

el =

s
dt?
Entonces la ecuacibn auxiliar de (2) es:

+3B 100290 ..... (@2

2
L dt

r?+3r+2=(c+2){x+1) =0

-2 => g

2]
[]
]

o

r -1 ==b s

2

]
o

==» la solucifn complementaria serd

t 2t

sc=cle + Ce eees  (3)

392
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21 El nGmero + i no es rafz de la ecuacién auxiliar; por lo tanto
la ecuacibn de la solucién particular serd:

sp = ’cost + Bsent .... (4)

derivando (4): -g%= - Asent + Bcost Bt o (5)
2
45 _ - Acost - Bsent ... (6)
dtz '

sustituyendo (4); (5); (6) en (1) se tiene:
= (A+ 3B)oost + (B — 3A)sent = 2sent

igualar;do los coeficientes de la identidad se tiene para-:

A= —--:51 3 B=% y sustituyente en (4) obtenemos:
- W
s, = zoost+gsent ... (7)

32 sumando (3} y (i) se 'tienevla' solucifn general

) - S T ) ol
sg-Cle +c2e -5cost+ssent

2 .
4y _ g4 25y =5 cos2t ... (1)
at? dat 5

] _
12 d{ ~a g+ sy =0
at

'—= la ecuacién awdliar de (2) es:

aee (2)

Lo
1

. aQ+25=E:—(e+3i)j[§:—(4-3i[]fo

i 4
4 +31 = y=e4t, e3l===- y=etcc>53t

&

e4t.e_3i =p y= e4tsen31_:

r = 4 - 31 => y =
== ]la solucién complementaria ser&:

y, = €;E(Coos 3t + Csen 38 .enn (3)

22 El nfmero: * 2i no es rafz de la ecuacifn awdiliar; entonces la for
‘ma de la solucién particular serd:

i Kcos2t + Bsen2t N )]

derivando (4):
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Gy _ _
™ 2Asen2t + 2Bcos2t ..... «. (5)
2
d = i
X - ~ \
" os2t ~ 4Bsen2t ...... (6)

sustituyenfi? (4), (5), (6) en (1) se t:'.ene;

= (21 - 16B)cos2t + (21B + 16A)sen2t = 5cos2t

A= 3 B= & 2 .
71 497 Y Sustituyendo en (4) se tiene:
L 80
Yp 571708 22 - 55 sen2t ..., (7)

2 - - ‘
3% sumando (7) y (3) se tiene la solucién general:

4t
Y_ = C (C,cos3t + C 15
1 1 sen3t = 80
P 2 ) 5 OOSZt"msenZt

En los siguientes
: es problemas hallar la sol .
ce las condiciones dadas: uclbn particular que satisfa-

d?%s 1
~T+9S=t+—;s=—_1.§_s._1
dt 2 18 ¢ dt—gcuando t= (1)

12 Gel ej 1 ; .
Jercicio (9); la solucidn caplementaria de d’s +9% =0
. = es:
at? '

Sc = C,cos3t + C,sen3t e (2)

Q“ElOnoes | 1 . '
rafz de la ecuacién awdiliar por lo tanto la forma de 1
: a

solucibn particular es:

S =A+B

c be) eeees  (3)

derivando s _ g
@. FF=a: SZ=0....
dat?

sustituyendo (4), (3) en (1) se tiene:

A= l,‘ =1— .
9 1§ Y sustituyendo en (3)

s =lp, 1 .
18 *Secccensesen (5)

15.

32 Sumando (5), (2) se tiere la solucién general.

= 0k Higlee o1k
g = C,cos3t + C,sendt + 5 L+ gg e (6

imponiendo las condicicnes iniciales dado en (6) se tiene:

18 18 1
derivando (6) se tiene:

ds _ _ L

at - BC,sen3t + 3Czcos3t + 1o (7)

imponiendo, las ocordiciones dadas en (7) se tiéne para:
et 4 bl .
3Cz+§—'9— == CZ-O .
.. la scluci6n particular serd: s =% t +T%—
) : .
8% g —5c0s2t; 6=1; S=scuandot=0 ... (1
dtz dat

12-del ejercicio (9); la solucifn complementaria de

2
4’ , 9520 es: s,= Co0s3t + Csendt (2)
dat? % : - )
2% el nfrero: + 2i no es rafz de la ecuacién auxiliar por lo tanto

la forma .de la solucifn particular es:
= Zcos2t + BsenZt ..... (3)

B
derivando (3) -g%= - 22sen2t + 2Bcos2t

aés _ . :
) 98 _ - 4acos2t - 4Bsen2t .... (4} -
- dat? ' ‘
reemplazando (4): (3) en (1) se tiene:

= 5x0s2t + 5Bsen2t = 50082t ......

igualando los coceficientes de la identidad se tiene paxa A=1; B= 0

y sustituyendo en (3).
s_ = cos 2t

32 sumando (5), (2) se tiene
s = C;cos3t + Czsm3t + cos2t .... (6)

(5)
la solucifn general
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derivando (6): —g—i—- - 3C sen3t + 3C,cos3t - 2sem2t (7)“
imponiendo las condiciones dadas; en (7),  (6) se tiene para:
l=¢C +1 = c, =0
) ) ... (8)
3= '

I, = ¢, =1
sustituyendo (8) en (6) se tiene la solucibn deseada:

s = sen3t + cos2t

’x _ ., dx 1. dx_ 4 .
| 16. &£ - S8 4o ; =L, &x__4 -
o zdt x=2t+1 ; X=3i 3 9cuau"xiot (0} “50c
2
guy Se D O St ()

la ecuacibn auxiliar de (2) es:

2-223=0 = @-3@+1) =0
. si, rl=3=-.=bx=e3t n
r2=—1_—_.-.,-x=e-t

‘=% la solucién camplementaria es:

' - . ‘
z X, Ge "+ Ce T ..... (3).

© 22 El nfmero 0 no es rafz de la ecdaciénﬁ auxiliar es de la forma

"X = A4+ B ceae.. (4
,p (4)
° 2
derivando 4). ZK-na; &X _o ... 5
dat at?

sustituyendo (4); (5) en (1).

=-3a-2A-3B=2t+1

igualando los coeficientes de la misma potencia de t se tiené para '

- 20 —l
A= B=3

37 sustituyendo en (4) se tiene:

=-2 _
X = 3t-f I ()

P

32 sumando (3) y (6) se tiene la solucién general

_ 3t -t 2 1
x.p-cle + C,e -§t+—9- sroxstell M)

RIS
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. dx 3t -t 2 -
derivando (7). dt-—3Ce -cze =igy T (8)

imponiendo las condiciones dadas; en (8) y (7)'ée tiene:

c, +v2=2
i 9 1 1 :
é % Cl =§, Cz —'§- Ll (9)
—.C/2—+§-
sustituyendo (9) en (7) se tiene:
=%(e3'?+g'f:-5_t+1)_:
, :
ds _os=6t; s=0, 2=0 cuando't =0 .... (1)
1 5 _95-0 ...@
at? .
la ecuacibn auxiliar de (2) es: .

r?=-9=(r-3)(r+3) =

3 =5 s.=?re3t

H
1]

r,==-3 =» s=-e._3t
=5 la solucién complementaria es: -

3t -3t
C Ce +Ce

22 E] nfmero o no es rafz de la ecuacién a\mlllarpou:lo tanto la for-
ma de la solucibn pa.rticular
s = A+B...... (4)
P

derivando (4) :

ds d’s _-;
. —_—= A =0 Ceees (5)
- .dt dtZ

sustituyendo (5) y (4) en (1) se tiene: -~ 92k — 9B = 6t
igualando los coeficientes de la misma potencia ‘de t se tiene para
2 .

N =—§ ;s B=20 . vees (6) ' o
sustituyendo (6) en (4) se tiene: - '
bl
'Sp—"'?t sasne (7)

32 surando (7) y (3) se tiene la solucifn general.

-




. 3t -3 2
sg—cle + C,e t—Et ceee  (B)
ds 3 -3t 2
derivando (8). e 3ge” - 3Cze =3 .- (9)

inmponiendo las condicicnes dadas,-.en (8) y (9) se tiene:
¢ +C, =0 '

9]

]
O}
0
it
'
V-TTIN

! e -eve (10)
3c, - 3, = 3

sustituyendo (10) en (8) se tiene la solucifn deseada

1,3t -
s=‘§(et‘e3t)—§t

d2x ax
18. + x = P Xl e
2 X Zcoszf:, X = 0; 2 cuando t=0 ..., (1)

+x=0 ... (2)
la ecuacién awdliar de (2) es:

r'+1=0 => (@ -i)(r+i)=0"
; it
1 -1 = x=e"" == x-cost

= - 1 — -it
T, 1 = x=e =% X = sent

=> la solucifn coplementaria es:
= Goost + C,sent ... (3)

a}
]

22 ELnfmero E 2imesraizdelaecuac16namliarpor lo tanto la
fomva de la solucibn particular es:

= Xos2t + Bsen2t ... (4)

derivando (4). = - 2Asen2t + 2Bcos2t

% alg"

' A 42c0s2t - 4Bse'12t sees  (5)
sustltwendo (4) y (5) en (1):
= - 3Acos2t - 3Bsen2t = 2 coglt
igualando los coeficientes de la identidad:

=42 Sl
7 B=0 ... (@

sustituyendo (6) en (4).

oW
xp- 30(3 2t teeseeans (W)
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| sustituyendo (4), (5), (6) en (1) se tiene:

32 sumando (3) y (7) se tiene la solucidn general

X =‘Ccost4szent——2—cos-2t ..... (8)
g 1 2 3
. 2
derivando (8). -a-t-——Csent+Czcost+3sen 2t ... (9)-
imponiendo las condiciones dadas en (8) y (9) se tiene para
2

C1=§"Cz=2 cees  (10)
sustituyerdo (10) en (8) se tiene la solucidn deseada.

k=%cost+ Zsent-%cosZt

2
Ex_ B, =2 sent; x=0, =0, cuando t =0 ..... (1)

at? dt dt

2
0 EE o8& o0 . @

dtz dt R ] ‘
1la ecuacidn auxiliar de (2).es:

-2r+2=0 =» [r--Q+iJr-a-1]=

==rl=1+i=>x=et,eit==x=etcos£

r=1-i==x=et,e_it=>x=etsent

=% la solucibn camplementaria es:
x, = et (Cicost + C,sent)  ...... (3)

2‘-Eln(merotlnoesraizdelaecuaciénaunlzar por lo tanto la
forma de la solucién particular ser§:

,‘p=Amst+_Béent (4)
deri(rando (4):

& _ e )
ot Zsent + Boost .. (5)

- .
dX _ _ aost - Bsent  .... (6)
at? |

= (A -~ 2B)cost + (B + 2A)sent = 2sent
igualando los coeficientes de la identidad se tiene:

A-2B=0

|
=" 5 ceeee (D ' |

[
[LIFS
w
(]
ufn

2A+B =2
399




sustituyendo (7) en-(4) se tiene: e ; ; Lo w2 > S § e2x (8)

el g 02 ‘ . g 2
X =§ccet-+-5—sm't soees (8) 5
2 A ¥ Ve : . derivando (8). :
sumando y (3) se tiene. la solucifn general. - i i i ' ol :
- . : o= 44 | : 3 Yoo e )+%e2x e (9)
s e b R S R (?) . imponiendo las condicionés dadas, en (8) y (9) se tiene para:
f derivando (9) se tiene: S ‘ . l 1
| ax t : . i b G =- 7 Cz =1, sustituyendo en 8 se tiene la solucibn deseada
‘ § 3 L4 2
-—-—e{c (cost—sent)+C(cost+sent)}-—se.nt+—cost ... (10) A - - A ° &l * h = 3
< = 7 ] y=-%e—2x+me2x+%e2t
imponiendo las ‘condiciones dadas en (9) y (10) se tiene: . ] _ - ' . e
, 4 , - .
C, =-gi C, = % y sustltuyendo en (9) se tiene la soluclén pedida f APLICACIONES DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES
- 2 AW ok AT i I) IEY DEL INTERES CQPUESTO F B :
X—e(—-s—cost+ssent)+-5—cost+§sent. . : ' ] ”
4 Una aplicacién de las ecuaciones diferenciales se ofrece en los problemas

) 3 ¢ en los que la variacién de la funcifn con respecto a la variable para cual-
20. ___Y_+ 4é1.+ 4y—4e2x, y =0, ﬂ:o (mando Xx=0 ... (1)

dx? ‘ dx quier valor de la variable es proparcional al valar correspondiente de la -
' ] ' funcifn; osea: .

12 &, 4%{14 dy =0 ceeeen  (2) : ‘ : , L LAt
ax? 4 si y=£), =>%=ky veie (1) donde kCIR

‘==> la ecuacién auxiliar de (2) es: . ! " l1a ecuac16n (1) es de Qariéble separable del tipo I -

r?+dr+4=0 => (£+2)2=0 ‘ integrando (1) cbtenemos:

; kx
== la solucién complementaria serd: y=08 ... (2)
‘yc=Ce2x+cxe'2x ‘.‘" (3) g donde C es una constante arbitraria; para este caso la funcifn y es una fun
e 3 i y cifn exponencial.
nGmero 2 no es raiz de la ecuac.16n auxJ.l:Lar, par lo tanto la for Recfprocamente teniendo (2); pox d.iferenciacién denostramos que

ma de la solucién partlc.:lar : § 2o
: T ) 1 e X T OIS sat:Lsface a (1)

yp=Pe veress (4) i .
‘ Alaf&mula _dz_ kysehadadoelmnbrede"leydelmberéscmpu&sto"

derivando (4). —g—:—= 2pe2t; ii—zf'-_- ane’t

: i
(5) - e . 1 por la 51guie.nte analogia
Sustituyendo (4) y (5) en (1). ' » | Sea: y = Capital, en pesos, colocando-a.interés campuesto
162028 = 402t ' 'A=% e 1 o i = interés, en pesos, de un peso en un afio

5 - y R : 1 » At = mtervalo de tiempo medido en' aficg
- ()e: (:) R : . ' Ay—nrterésdeypesosenelintervalodeuetpoA
AT LA ) 3 _— S I
' ' —s Ay = iy-At por tanto:, -Y-- AF ween 3)
3% sumando (7) y (3) se tiene la solucifn general. X ; g™ g A

i
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La ecuacién (3) e}q:resaquelavarlaménnediadeyenel tiempo At es pro
parcional a y.

= para adaptar la ecuacidn (3) a los fenfmenos naturales debemos suponer
que el cap1ta1 y se cap:.tahza oontmuamente es decir que el intervalo de
tiempo es un infinitesimo, entonces la ecuacitn (3) se convierte en

H- 1y,
Y la rapidez de y es proporcicnal a y lo que concuerda con la ecuaci&n (1)
si k=1, l
Entonces la funcién dada en la ecuaciﬁn (1) varia de acuerdo con la ley del
interés campuesto.
Un segundo ejemplo se encuentra en la solucién general de la ecuacién

—g%= ky+¢C, eene. (4)

donde k, c€IR, y diferentes de cero.
Entonces sea; ¢ = ak, sustituyendo en (4) se tiene:

d(z + a) = k(y +a) coeee. (5)

Esta ecuacién expresa que la funcién y + a varfa segln la ley del inter&s
capuesto. '

Ia ecuacién diferencial (4); osea (5) es del tipo I. (variables sépara ¥
ble) = la solucitn es: A '

y=ceb(+a 00000 (6) s

PROBLEMAS
1. la rapidez la variacitn de una func:.dn y con respecto a x es iqual a

v

%y, € y=4 cuandox=~1, }allarlaleyq\:grelammaxey
por la ley del interés compuesto se tiene:

_d_Y_= Y i separardovariableeinbegrandose tlene

L _dx:.l.f o JhA LIRS RN
Ix 3 d>‘<+tcv=alp,‘y-,~l-,ll’}c 3--—_=-1n)é- : |

tamando expmenclal&s a am:os m:.arbms
L= V3

.

— y=0e"/3 IS 1Y)

402

imponiéndo las condiciones de y = 4 cuando x = - 1 en (*) se tdiene:

4= = c=tel — c=5.58

—> Ia ley que relaciona y con X es:

y = 5.5'8 éx/3

2. La rapides de variacién de una funcibh y con respecto a
xe’siguélaZ’—Y,y=éo.iarﬂQ x = 0. Hallar la ley.
Solucién. :

Segfin la 2¢ forma de la ley del interes compuesto es:

ey o . s A
%— 2, Yi | entonces
:—T——d(y‘_ 2) =“(Y‘2)

separa.ndo variables e mtegrando-

Id(y_z)
y -2

=> y-—Ce +2 000 G008 (‘;5

j-dx_'_c — ]_n(y_z)=-—x+lnc

imponiendo 1la condici6n de que y = se tiene para:
c=6 , :
=> la ley seri: y=6e

8six=0,
+2

3. En el ejewplo 2, (ver texto) si V = 10,000 litros :Culnto de agua.
sédebehacercozrerparaqu:.tarel 50% de sal?

Pqui 14 varia&ion de 14 cantidad de sal viene dada por:
8 _._s (1)

d}c \—I-”""
separando las variables e mtegrando se tiene:

___.._J‘-——-=é s=Ce-xl/.V (*)

porlosdatosdados para x=0 = s—10000 sustltuyerﬁoen
(*) se tiene para ¢ = 10,000

5000 & ,
» 10000 _ 10000 ¢ 2 .-20000

pero si x = s',‘odo, == s = 10,000 e =+

e
=> s = 6931 litros-
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=—> para quitar el 50% de sal se ha de hacer correr 6931 litros de
de agua J

4. la ley de Newton sohre el érlfrltaniéhto. ‘ Siel éxceso de tenpératu.ra
de un cuerpo scbre la del aire ambiente es x grado, la disminucién de
X con respecto al tiempo es proparcional a x. Si este exceso de tempe
ratura era al prlnc:.plo 80 grados, y d&spués de un nunuto es 70 grados
¢Qudl serd después de 2 mmutos" .«:e.n cuanto tlempo dJ.sm.nun:& 20 gra -

dos?
Solucién. _ il
Ia variacién de la funcifn con r&spe;:to al tletpo es:

ax .

T kx ...

separa.ndo variable e integrando se tiene:

J._—‘ v kjdt = Inx=-kt =»>x=0c Kt ... (1)
imponiendo las cordicianes dadas.

a) t=0 = x=80°en (1) se tiene:
80 =c .... (2) :
b) t=1 =» x=70 oo n 24 Lo J

70 = 80 e ¥

tomando In a ambos miembros:

In 70 =1n(80 e X) = 1n80 + 1ne X = 1n(80) - klne
In70=1n80 -k = In 80 - In 70

= =085 oo (@)
sustituyendo (2), (3) en (1) se tiehe:

‘x = 80 ¢ 0-13t
1) para t = 2 minutos: x =80 e (0-13).(2) _ ¢ s grados 7
2) para x = 20°; eloms b T 0 ol 1
—s 20 = g0 013t '
»tcmando ln a ambos miembros . &

AL o ey e° S A e

In 20 = 1n 80 e
\-:‘ln20-ln20+ln‘4—013tlne
0.13t = 1n 4

= t = 10.09 mi_rmtos
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. => 670=100 ¢

b) para h = 3000

. 1a'presifn atmosférica p.en un.lugar; en funcién de la altura h sobre

el nivel del mar, cambia segfn.la ley'del inter&s compuesto.' - -
Suponigndo .p = 1000 x-am’-cuando .H = 0 .y 670g x 'cm?¢ cuando

h = 3000 mts. Hallar p: a) cuando h =:2000 m; b) cuando h = 5000
mts. v % '

1a varlac16n de la pres:.én en func.tén de la altura es:

k]

separando variable & integrando se tiene: - g &

J-i“ff-k dh=sp=ce® (@

imponiendo las condiciones: ' para ri= 0, p=1000 "

=5 1000 =C ..... (2) ; -parah = 3,000 ; P = 670
~3000k

in67d—

tanando ln a ambos m.uembros. ln 1006 - 30(0‘0ki

=> k = 1nl1000 - 1n 670 = k—-133x10 lererde H3)
sustituyendo. (2) y- (3) en" (1):a tienes--~ ... ~ . "o
-1, 33x10 h (4)

P = 1000“e N p

a) para h = 2000

= :
—> P = 10008 "1+33L07) (2000) _ 55

P =766 g x an’

p = 1000 o(~1-33x10° ),_(_3?000) -1 5

=513 x o’ o g us ' :
Iavelocidaddem;areacci&quﬁnicaenlaqgexes la cantidad que se
transforma en el tiempo t es la razén de la variacién de x con respec-
Reaccifn del 1% tiempo: sea:
- By gy N
perimento, entonc&s at - _ﬂk(a )

a la cohcentracifn al principio del ex-
- X), puesto que la velocidad de varia -

cibn de la cantidad que se transforma es proparcic - 1 a la concentra -
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cién en el mismo instante. (Cbsérvese que a - x, la concentracién,
cambia segn la ley del inter6s oampuesto)
Demostrar que la k, la constante de velocidad, es igual a:

—l.n
a-x

Solucitn.

Seqtin los datos del problema: =k(a - x)

ax
a "
separardo variable e integrando:

dx:
a-x

== InC-In(@a~-x) =kt .... (%

kjdt =5 - ln(a - x) = kt - InC

haciendo: In c=1lna: en (*) se tiehe:

Ina - Ina = x = kt = k—-—ln-a—_—

X
En la reacci6n qufmica 1lamada “inversién del mascabado”, la velocidad
de inversién con respecto al tiempo es proporcional a la cantidad del
mascabado que queda sin invertir.
Si 1000 kg de mascabado se reducen al cabo de 10 horas a 800 kg
(.cx&ntoquedar&s:.nmvertird&epuésdeﬂ horas?
Solucitn
Sea x la cantidad de mascabado; entances par el enunciado del problema

o - k=

separando variable e integrando

[————kfdt = x=Cekx eees (1) '

imponiendo las condiciones dadas: t=0 =sx = 1000 en (1) sbtle—
- ’ !

ne para == C= 1000 ceee (2)

Para t = 10 == x = 800 en (1) se tiene

800 = 1000 &%

tamando In a ambos miembros
In 800 = 1n 1000 + 10 k

=$10k=ln800—11i1000=ln8—1n10

=> k=-0.022315 ...... (3)

P

1

sustituyendo (2) y (3) en (1) se tiene

x = 1000 e 0-022315t
-0.022315) (24
Mhora para t = 24; x=1000e(0023 g
= x = 586 kg .

En un cfrculo eléctrico el woltaje dado E y la intensidad i(amperios)
el voltaje E se consume en: '
1) Ia resistencia R (omios) del circuito;
2) la inductancia L. la ecuacién que fr_ige{ es:

E=Ri + L9k osea: %——-(E-Ri)
Por tanto, a este proceso se le aplica la ecuaci6n (4), siendo E,RL
constantes. Dados L =640, R= 250, E=500 y i=0 cuando
t = 0. Demostrar que la corriente se aproximard a 2 amperios a medida
que t aumenta ademds determinar en cuantos segundos i llegard.al 90%
de su valor méximo.

De los datos del problema se tiene que: '
dilve'B g = E
L‘-—'+RL—E => F+zi=g

e | = g 1
=¢di+let Ldt (1)

Hallando el factor integrante:

‘ R
Rlae &
w(t) = eLJ = eL esess (2)

a (1) le multiplicamos por (2) se tiene:

R R
O t t
eL di + — R L idt L dat

Ee
L®

1%

= LBt
= d(el i =Zet at ... @3

integrando (3) se tiene
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1
i
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. _E t e
=> i=g+Ce ceee. (4)

]}

imponiendo las condiciones dadas, en (4) se tiene:
prat=0, i=0 = C=-% ... (5) |
susti tuyendo (5) en (4) tenemos:

t

ol

i =§ Q-e ) eee (6)

cuando t + » ; en (6) se tiene que: .

E _ 500 _
R 150
,asimismo el miximo valor de i ser§ 2 amperios; = .el 90% ser5
1.8. = sustituyendo en (b) se tiene:

Ig= S2M . 2 (7)

. \‘Btﬁ 1 3 — : 25
=>» :1.8 = 2(1—e'L)=1,8='2(1_e [} )
-2 25,
= e =1 - 0.9 = _ e 64 ='0.1
2
==l e62 t—.i- 1 2 .
=51 => t=05.9 seg

En la descarga de un condensador, elvoltaje‘vdismimyecmeltierpo
y la variaci&n de v con respecto al tienpo%pr@arcmnalav, dado

1
k = =30 ’ hallar t, si v disminuye hasta el 108 de su valor primiti-

VO. .
Solnciéa. :
por el enunciado del problema .se tiene: gVE_.—. o
separando variable & integrando
S— = kfdt =2 v; cekt-;
= v=cet ...
v => 100% L £ :
10v - N
. =» =— 3
ol e 100 — C= Olv‘ Sak @) 2

u

sustituyendo (2) y k = en (l) se’ tiene

i
)

1

’ it
v=0.1v S = e40 = :_LOI
1
= t=1n 10

;>'.t = 92 seg.

10. E1 concentrar una solucitn salma (o &cida) afiadiendo sal (o &cido) man
temen:lo constante el voluren, corxiuce a la ecuac:Ldn PR

En donde v = volumen 1gual a constante, y = cantidad de sal . (o 5c1do)
en el tanque en un mcmento''cualquiera, % %= cantidad de sal (o de &ci
do) que 'se ha afiadido desde el prmc:Lp:Lo. Dedusqase este resultado vy
carparece con el ejenplo 2.

En la mezcla de volumen v = constante, la cantidad de sal es y, ‘la can
tidad sal que se afiade x, de aqui-la cantidad de’sal en.cualquier vo-

luren U de la mezcla es (v;y)u. \
IemAs supongamos gue un volumen 'Ax de la mezcla se anade, la canti'--
dad de sal q'ue asi se agrega se.ré ) : ;
( y)Ax, por 1o, tanto el canblo de la cantldad;de sal en el tanque
viene dado por: :
A i(z;x) PR =t ey
R ] 1 ox v

= cuandc &x + 0, se tendré la rapidez instanl:é.nea-de_'la variacién
de y con respecto a x es decir que: . ) '

dy _ v -y
ax v

APLICACINES A PROBLEMAS DE MECANICA

Los métodos expllcados en este capitulo tienen una aplicacifn concreta

. a la meclnica y Fisica; asi por ejenplovlos problemas del movimiento recti-

lineo conducen frecuentementeﬁa; ecuaciones diferenciales de pfimero o, segun
do orden puesto que la soluc:Lén de estos problemas depende de la resolu = 4

cién de estas ecuac:Lones
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Asimismo es preciso recordar que:
I et (1)
Siendo v; a, respectivamente, la velocidad y aceleracifn en cualquier
instante (=t), y S la distancia del mbvil en este instante a un origen
fijo sobre la trayectoria. :
th modelo inportante de movimiento rectilineo es aquel en el que la acelera-
cifn y la distancia estfn en razén constante y tienen signos cpuestos. .

== a=—kzs ....-‘-. (2)

siendo k? = magnitud de a a'la wnidad de distancia.

251 dentro de este modelo tenemos el "MOVIMIENTO ARMINICQO SIMPIE" cuya ecug

cifn es: . ‘ . .
A5 4 =0
at?

de la integracifn de (3) obtenemos la solucién campleta. -

R )

s=Clooskt'+ C,senkt  ...... 4)

de (4) por derivacifén se tiene:
. . ds P . n .
T k( Clsenkt + C2coskt) vees (5) )
Bs facil ver que el movimiento definido por (4) es una aceleracitn peribdi-

ca entre las fracciones extrémos s = b; s = ~ b, determinada por: -

b= £%+ C ; periodo= 2&

k

Reerplazando las constantes C ;i C, en (4) por bya

bsen 3, C

Cl 2

= b cosA
sustituyendo estos valores (4) se reduce a:

s = bsen2coskt + bcosAsenkt
bsen(kt + BA)

\ts

PRCBLEMAS

EN CXDA INO [E IOS SIGUIENTES PROBLEMAS SE DAN LA ACEIERACION Y L2S QNDICIO -

NES. HALIAR LA ECQUACION DEL MOVIMIENTO.
1. a=-%k%; s=0; v=v, cuandot =0
se sabe que:.
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als a?s

a="2=-kis =% +k?s=0 .... ()
at? . at? :
la ecuacibn auxiliar de (1) es: d :

rz-}kz=0=‘-’rl=ki=as=ek'1 s = coskt
. L
x:=—k:i.=s=er"k'1 s = sen kt

2

== 1a solucifn general ser:
s = C,coskt + C,senkt  .... (2)
derivando (2):

ds
Veisl kC senkt + k C,coskt ..... 3)

imponiendo las condicicnes dadas; en (2) y (3) se tiene para |

G =07 covneee (4)
V,=kC, => C,= £ ... B

k
sustituyendb (4), (5) en (2) se tiene:

\"/
=) =9 kt
s k Sen

a=-k?s; s=85, V=V, cuando t = 0

2 ] 2
a=_-ds =_kls' = .g—-§- +k25=0 ceoes (1)
at? at? :

por el .problena anterior se tiene que:

s = C coskt + C senkt eees (2)

- derivando . 2).

ds - ' ‘
V=—&—_——-Rclsenkt+ kC,coskt ... (3) .

. imponiendo las condicicnes dadas, en (2) y (3) se tiene:

-—V -'
C, = e (4)

sustituyendo (4) en (2) se tiene:-

C, =5, :

s = s,coskt + % sen Kt.




3. a=6-s, s=0, v=0, cuando t=0 - | A0

2, 2
Al OB Sy Bl L
at? o S '
185,520 ...

at?

=5 la ecuacibn auxiliar de (1) es:

r2+1=0,=>(r—i)(r+i)'=0=>rl=_l==>elt s = cost
! N
r,=-1=se3t s = sent

= 1a solucién camplementaria es:
Sc T Ccost + Csent .... (2)

22 El cero no es raiz de la emac:.én au:ullar, por tanto la forma de
la soluc:.én particular es:

‘ P A Lakii(3)
derivando (3): ) I
2
gst—-o PR )
at? .. . ) ,

(3) y (4) sustituyendo en (1).

=5 A=6 ..... (5)

(5) sustituyendo en (3) se tiene: 'sp-= 6 ... (6) -
3®  sumndo (2) y (6) se tierk:

s =Ccost + Csent+ 6 ..... (7)
g 1 2

derivando (7) . ' '
_Ss__ b
v < C,sent + C,cost cies (8)
irponiendo las condiciones dadas; en (7) y (8) se tiene:
c,=-6; C =0 L (9)

(9) sqstituyendo en (7) se tiéne: = 6_(; ¥ g:gst)

4. a=sen2t -s, s=0, v=40, cuando j:=0

Solucién.

4i2

o R e T

2 2
_ddi=sen2t—s=9ds+s=se112t
at?
2 & .
120 38 L1520 ... @ l .
dt? ’_ ' E ' v

=% par el ejercicio (3) la solucifn camplementaria es:

24% Ccost + C,sent ... (2)
2% El nfmero * 2i no es rafz de la ecuacifn awxiliar pox tanto la solu
cifn particular sera e q

Sp‘ Pc052t+$sen2t Cees (3)
derivardo (3) se tiene:
ds

r 'a?— - 2rsen2t + ZBCOSZt

dZS . .
——= - 4Acos2t - 4Bsen2t ... (4) .
o @ .

(3) y (4) 'sustituyendo en (1) tenemos:

‘=.— 3Acos2t - 3Bsen2t - sen2t '
igualando los coeficientes de la identidad se, tiene:
y 1 Y

" A= 0, B=—3—’.._;.. (5)
(5) sustituyendo en (3) se tiene:
s =-Lsen2t ...... 6)
p 3 . .
3% sumando (2) y (6) se tiene:

s = Cl'cost + C,sent - l‘se>.n2t (7)

3
derivando (7) ]
_ds ; : 2
=—=-C =&
V=i 1sen't + C,cost 3 cost ... (8) '
imponiendo las cordiciones dadas,-en (7) y (8) se tiene:
para C, =0; C, s % Jeee (9) '

9) sm;timyenldo' en (7) se t'_Lene

'’ 2 1
.s—gsent Esen2t

a=-2v-2,85=3, v=-3cuado t=0
Soluci6n. L Gl '
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2 ds 2 ds
=>§._§=—2——ng d’s +2=—+28=0" .... (1)
ar? dt a2 dt 5

15 auxiliar auxiliar de (1) ser&:

i}

t

rP+2r+2=0 = [r-(-1+ifJ[r - &1

= r =-l+i=> s=etelt — s=etost
r.=-1-i => s=e—te—lt=s=e—tsent

2
== la solucién general seré:

s = e T(C,oost + Csent) .... (2) derivando (2).
derivando (2). |
= e—t[_‘cl‘(—sent - cost) + C,(cost - sent)] .... (3)
imponfendlo las condiciones dadas, en (2} y (3) se tiene:
para C, = 3; C, = cesen (4) -

(4) .sustituyendo en (2) se tiene:

’

s = 3¢ Coost

a=-nv; $s=0, v=n cuaando t=0

Solucidn.
2 g 2

a=-d—s-’=—nv — s, 85_45 ... w
at? aez 9t ,

la ecuacifn auxiliar de (1) es:

r2+nr=0 => r(r+n)=0‘

r =0 =ps=e°=1

p -nt
r2=—n= s =€

=+ la solucién general sers:
s=c +ce™ .. @
derivando (2) , ‘
: vedo-nce™ L@
‘susti‘t‘:uyerxio las cordiciones dadas en (2) y (5) se tiene:

CX+C2=0

-nC, =n

(4) sustii:uyendo en (2) se tiene: s=1-e

7.

a=4sent44s;s=0 ; v=0 acando t=0

2 24,

a= 95 _ 4 sent - 45 => b 4s = 4sent  .... (1)
dizzz dat?

18 84520 ... @
at?

la ecuacidn auxiliar de (2) serA:

r?2+4=0 => (r-2i)(r+2i)=0

rx=21 = s=e—2l = s

cos2t

r =—2.1'.=>s=e2:L

. L= s=sen2t

=> la solucifn complementaria seré:
Sk Ccos2t + C,sen2t  .... (3)

2% El nfivero * i no es rafz de la ecuacién auxiliar; por tanto la far-
ma. de' la solucibn particular seré: ’

derivando (3) se tiene:

ds
— e +
3 Asent + Bcost

2
d’S ‘. _ aost - Bsent ..... (5)
at* - g

sustituyendo (4) y (5) en (1), se tiene:

= 3Xost + 3Bsent = 4sent

igualando los coeficientes de la identidad se tiene:

para A=0 ; =§- eee. (6)
(6) suStituyendo en (4) se tiene:
_4
sp—é—sent Sood (2)

3°) sumando (3) y (7) se tiene la solucibn general.

. 4
sg ="C,cos2t + C,sen2t + g sent .... (8)

derivando (8):
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ds _ 4 ,
Lo - e 2C sen2t + 2C,cost + 3 cost ... (9

imponiendo las condiciones dadas; en (8) y (9) se tendr§; para:

. 2
Cl =0 C2 St -3— ceee (10)
(10) rearb]azando en (8);
_ 4 2

s—-3—sent, -jsenZt\
a.=—2v—59; s=1; v=1, cuando t = 0
Solucifn

2 _
-a;ds='_2—g;1s:——55 =b g—s—+2gs + 55 =0.... (l)

at?, - . daef , :

1a ecuacién auxiliar de (1) es:

Frw+5=0 => [p<1+20)]E-(2-20]=0
para: r, = (-1 + 2i) => s = e—te21 => g = e Feos2t
r = (-1 -2i) => s = e“te--zl —» s =¢ Tsen2t

2
3

=% la solucién generai es: -

s = e—t(CICOSZt + CzsenZt) (29

derivando (2) se tiene:’

ds -t i
vegi=e [c, (-2sen2t - cos2t) + C, (20082t - sen2t) | “eee (3

imponiendo las condiciones dadas, en (2) Yy (;3)- se tendré:
para: C1=11C2=1 ..... (4) '
(4) sustituyendo en (2) se tiene: s = e F(cos2t + sent)

Sedan: a=8-4s; v=0; s=0 cuanxdo t = 0; Demostrarqueelmo—-
vimiento es una vibracién arménica simple cuyo centro es s = 2, su

amplitud 2 y su periodo 7.

Solucifn.
2 ' 2 .

a 2l S =8 - 4s =$Ei+'4s=8‘ ofeYeiel (1)
Cat? at?

10.

" el periodo es

d’s
at?
del ejercicio (7) la solucién complementaria es:

18 +4s=0 .2

Sc = c, cos2t +.C, sen2t Satol ()
22 E1 cero no es raiz de la ecuacifn auxiliar; por 1o tanto la foxma
de la solucién particular seré: )

s = A

B fs )
P i

derivando (3):

‘ 2
L0, e ()
: atch
sustituyendo (4) ¥ (5) en (1) -tenemos para A= 2| -
== s = 2 cessee (6)
p

32 sumando l(3) y ' (6)- tenemos la solucién géneral:f

§ = C,cos2t + C,sen2t + 2 e ) AY

derivando (7): '

_ds _ e
V_-c-ﬁ:-— - 2Clsen21:_ + 2C,cos2t .... (8)

imponiendo las condiciones dadas, en (7) y (8) tendremos:

para: C; =-2 C,=0,y estos valores sustituyendo en (7) se tie-

s e el )

2(1 - cos2t)

c=> (9) repr&senta un nnvimlento anrf)mco smple

.21'__“
2 seg.

m=2=m

la amplitud es: ) >

1a aceleracitn de un puni:o matgerial'viene dado por la férmula:

a=5cos 2t ~ 9 .
a) si el punto parte del reposo ‘en el 6figen) hallar su"eaxacién de
¢CQuil es la mayor distancia del origen que el punto alcanza?
b) Si elp\mtopartedelorigenconvelocldadv—s hallar su ecua -
cibén de movimiento.
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cQ4l es la mayor distancia del origen que el punto alcanza?

Solucién.
2 2

a=ds + 50082t - 9s %é—s+9s=50052t cesss (1)
at? at? ‘
2

fey skt 58 v AT,

dtZ .
1a ecuacibn auxiliar de (2) es:
r?+9=0 => (r-3i)(c+3i) =0

—_—¢rl=3i=>s=e3l==s=ws3t

3

r,==-3 =bs=e "X = s = sen3t

2

=% la sclucifn complementaria ser§:

S, = C,o083t + C,sen3t ..... (3)

‘2’1 El nrero *2i no es rafz de la ecuacifn auxiliar; entonces la forma
de la solucibn particular es: :
5p= Acos2t + Bsen2t ... (4)

derivando (4):
s 2Asen2t + 2Boos2t
dt i
da%s ‘
= - 4Acos2t - 4Bsen2t .... (5)°
dt?

sustituyendo (4) y (5) en (1) tendremos:
= S5200s2t + SBsen2t = 5 cos2t
igualando los coeficientes de la identidad tendremos para:

A=1 ; B=0 .ivvcecccconses (6)
(6) sustituyendo en (4) se tiene:
5, = cos 2t e AR | ()
32 supando  (3) y (7) se tiene:
s = Cicos3t + C,sen3t + cos2t .... (8)

derivando (8):

CodEE srp
V= at 3ClsaBt + 3czcos3t - 2sen2t .ee (9)
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11.

imponiendo  las condiciones dadas; en (8) y (9) tendremos para:
a)s=0‘; v =0, cnando t =0 entonces se tiene para
c, =-1; C2=0 cesss (10)

sustituyendo (10) en 8 se tiene

s = cos2t - cos3t

6; cuando t =0
2 copoooccoooasco (HEL)

b) para s = 0; Vv
c=-L G

sustituyendo (11) en (8)

s = cos2t + 2sen3t - cos3t

Un cuerpo cae partiendo del reposo y recorre una distancia de 24.5m;
suponiendo a = 9.8 - V, hallar el tiempo durante el cudl cae.

~ Solucifn.
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Ecuacuones Diferenciales Lineales.
de n-€simo Orde con Coefnc:entes

Constante ,

La solucifn general de una ecuacién diferencial lineal hanogénea.
dny dn -1 dn—2y
dxn+?l dxn-l P, dxn—2+""+pny=0 -(1)

dorde: pi,i =1,2,3,... n son constantes.

si hacemos la sustitucifn: , :
n-1 '
Sy, L, %XL= D
a&x .
— o, !

Trecesr D, se denaninard operadores diferenciales

o
Entonces (1) se transforma en:

o" + pan-l +,pzD“'2 * .o tplya

Sea p() = A" +pl)\n_,l +pzkn‘ + .... ¥ p un polinomio

Calculemos el polinamio dado en: A = D
o+ p e p s
S

cial asociado a (1).

= pD) = --es + P Y se llamard operador diferen-

Sean LT seee Ty rafces distintas de p(\), c/u repitiéndose

kl ,kz,.... kn veces respectivamente.

ciado ser&:‘ "

P(DS = (D-rl)k‘(D _r?)kz (D-rn) My=0

se pueden presentar los siguientes casos:
a) rl,rz,.... rn son reales y distintas, en este caso el sistema fundamen-

tal de soluciones de (1) seri de la forma:
e ®, &%, . ...., ¥

y la solucifn general sers e Clerlx + Czerzx + ... % Cnernx

b) las raices de p(A) son reales, pero algunas de ellas mltiples

asf: r =r = ....=r = r
1 2 d k

420

k. . )
- |
-r) l(A-rz)kz ceee - %y para el polinamio aso -

i

=> r es una raiz k nlﬁltip]:e-de p(x), mientras que las n-k raices di:

tintas.
En este caso el sistema fundamental de soluciones es de la forma:
e, 'xen,{, xzerx, sod¥ xk-lgrk"'lx, ek+1¥, ... &n®
y la solucibn general es:
¥ =Cler‘xk+ sze +cx2erx+ +(:kklrx+ck erk+1x .

g

I
Y ACleRX
n

c) algunas @e las rafces de p(\) son imaginarias.

PROBLEMAS

Hallar la soluciéngeneral de c/u de las siguientes ecuaciones diferenciales
1. __..Y. + 4_1_

dx? ] . ‘
‘ pA) =A% +4x =0 == A(A2 +4) =2 +2i) (A - Ai)

= P(D) =D +2i)D-2i) = (D-0)(D+2i) (D~ 2i) =
— (D - 0); da'bail Boluh o = 17"

D+21) =, p-21) =
4 l (e te e-Zi) s 2 1 G- e_Zi)"= sen2x

donde 1, ds2x, sen2x ccnst.ltuye el s:L.:.tema furxiamental de soluciones
=>» la soluc:én general seri:

i;g = C, + G, cos2x + C;sen2X

PR
Solucién.

P() = A%-=21'=0

= PQA) =20 -1 =20 -DOA+ DA +i)0 - 1)
=> p(D) =.DO- 1D+ 1)D+1i)D=-1i) =

D - 0) da como solucién e = 1
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(D - 1) da como solucibn €
(O + 1) da comwo solucibn e

(O + i) da como solucifn cOsX
o - i) da como solucifn senx
=== la solucién general es:

vy = Gt ceX + c e ¥ + C,cosx + Csenx

3. ﬂ-ﬂ-p&-g%-

=0
ax* ax? ax?
Solucifn.

PO) =A% ~ A+ 9AZ = OA =0

= AQ¥-22+92 -9 =2} - 1) (\+ 31) (A - 3i)

'

PO) = A0~ 1+ 3100 - 3i)
P(D) = D(D - 1) (D + 31)Yp - 31) =
se tiene las rafces: 0,1,3i, -3i que nos dan el s:.gm.ente sistema
fundamental de soluciones: 1, €%, cos 3x, sen 3x
== la solucién general es: '

Yg = c, + c::zex + C,0083x + C, sen3x

4,' %::—’;-+ -6—-;1—2:2—‘-'+ -l—z-gi-?‘-fax = 9
Solucidn
CpQ) =AY+ 6A2+ 1A +8=0
P = O +20+22= (A +2)°
== P(D) =D+2)(D+2)2=(@D+2)°=0
las rafces son: -2,-2,-2 ' ; P,
= £l sistema fundamental de soluciones es: & -, te , te .
y la solucibn general es: ' :
= & cetrge et - e +Ct+ C D
5. &S _gogtyat ... @
ac* '
422

Solucitn.
En primer lugar hallamos la solucién complementaria de la ecuacifn
diferencial lineal homogénea es decir de:

' d's - ] ‘
dat*
= PM) =A"-1=0 .
PO). = A+ 1A -1+ 1)(h=-1)
== P(D) =

O+ 1P-1O+i)D=-1) =0 .... (2)
las raicesson -1,1,1i,-1 | '
===> la solucifn complementaria sc es:
. -t
s, =Ce +Ce + Cgost + Gsent  ...... (3)

22 El nfirero o no es rafz del polincmio asociado (2), entonces la for-
ma de la solucifn particular ser&:

8= A*+Bt2+Ct+D S ()

derivamo se tiene:

-g—s-=3At3+Bt +C

2

d°s _ 6nt + 2B
dtz

3
sl 2 e
dat?

of .
4s5_9 ...
dat*

3) y (4) sustituyetﬂo en (1)

- A'-B!-ct-D=t? +3t ,
igualando los coeficientes de la misma potencia de t; se tendri:

A=-1; B=0 ;C==3; D=0 ... (6)
(5) sustituyendo en (3). '
- - 3-
sp t 3t cerenenee ()

3° sumando (3) y (7) se tiene la solucifn general '

= t -t . - 3
sg Cxe + cze‘ + Ccost + C“sent t® - 3t
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Ayt S 2t s Wil o il

dx! ) dx , - ' . = A

18 iy _ a0 .... @

ax? s

=> P(A) =A =4 =21(% - 4) =)§O\+2)()\‘.- 2) =

=> P(D) =D +2)(D-2:=0 ... (3. i

las rafces son: -2, 2, que nos dan el 51gu1enta sistema fmdaxmmtal

-2x 2x

) desoluc:l.ones 1- 7

=> la solucién complementaria es:

=g +Ce4’f +rc-e72x, kil (4

22 Elsnfirero 0 es rafz de.(3) de orden 1 por-lo- tanto la forma de la
soluc16n particular ser&: 4 : i
yp =‘x(m2 +Bx+C) =M} +BF+ X .... (5)
derivardo (5):
- e $ X4 C eeeen (6)
d2
dxz

6Ax+ZB

’

ay =6A eieanee (D
dx3
sqstituyendo 6)'y ) ‘en (1) se tiene:

- 12a* - 8Bx - 4C + 6A= 2
igqalarﬂo]osooeficimtesdeién@sxapotencﬁadexterdrams:
—1 : _;1 :
A=-% ; B=0 ; 'C—. T e 8

(8) sustituyendo en (5)
S et
Y= mFX mX ... (9)‘

yq=Cl+C2e2x+ce_2x-l.x3-%x

424

‘=p(D) =

dZ & 3x.
dxf_3?‘¥_c_+2y=xex ...... (1)

2
a &Y _ & -
o dXZ 3dx+2y 0

PA) = A2 -N+2=(A -2 -1) =
O-22D=-1) =0 .... (2)

las rafces son: 2; 1y nos dan el siguiente sistema fundamental de so

. 2x X
luciones: e - e .

= la solucifn camplementaria es:

y, = e +Ce2" BRI

22 El nfimero 0 no es rafiz de (2), por lo tanto la forma de la sol\1c16n
particular es:
= (x +BeX ... @)

derivando (4):

'

dy _ 3 3
-d—x- = A(3x.e

R R
Y aexe™ + 227 + 98 .. (6)
7 A :

(4), (5); (6) sustituyendo en (1).

e - (3 + e = ™

igualando los coeficientes de la identidad se tiene
para A= L, p=-2 (7)

‘ . 2 I 4 .o...
(7) sustituyendo en (4): .

Yo (7x-—)e Moo . H(8)

32 sumndo (3) y (8)

_ x . 1. 3 3x
yg-Cle +Cze + (EX-I)e .

\
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