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PREFACIO

A los representantes de- las mids diferentes

especialidades les toca. resolver problemas en que
ae consideran unas u otras combinaciones, far-
madas’ por létras, cifras u otros objetos. El jefe
del taller debe distribuir varios tipos de trabajo
entre los tornos de que dispone; el agrénomo,
distribuir la siembra de los cultivos agricolas

en varios campos; el director de la parte docente.

de una escuola, confeccionar él horario de las

clases; ol quimico, estudiar 1as posibles uniones

entre log dfomos y las moléculas; el lingiiista,
considerar las distinlas variantes del significado
de las letras en un idioma desconoeido, ete.
La parte de la matemdtica que estudia los pro-
hlemas sobre cudntas combinaciones diferen-
tes—sometidas & unas u otras condiciones — se
pueden formar con objetos dados, se denomina
combinatoria.

La combinatoria surgié en el siglo XVI. En la
vida de las capas privilegiadas de la sociedad de
entonces, ocupaban un gran lugar los juegos
de azar. Jugando a las cartas y a los dados! se
ganaban y se perdian oro y brillantes, palacios
y estancias, caballos de raza y adornos costosos.
Estaban muy difundidas las loterias mis varia-
das. Es comprensible, pues, que al principio
los problemas combinatorios tratasen fundamen-
talmente sobre los juegos de azar, tratando de
averiguar de cuéntas maneras se puede obtener
un nimero dado de tantos al arrojar dos o tres
dados, o d¢ cudntas formas se pueden obtener
dos reyes en un juego de cartas. Eatos y otros
problemas de los juegos de azar fueron la fuerza
motriz del progreso de la combinatoria y de la
teoria de las probabilidades, que se desarrolld
paralelamente a ésta.

Uno de los primeros en ocuparse del recuento
del niimero de combinaciones diferontes en el
jucgo de los dados fue el matemdtico italiano

' En el juego de Jos dados se arrojaban varios cubitos,
en cuyas caras se representaban los numeros del 1 al 6.

Ganaba el que obtenia mayor nidmerc de tantos, Existian
también otras variantes del Juego.

Tartaglia. Este confecciond una tabla qize mostra-
ba de cuintas maneras pueden caer r dados. Sin
embargo, no sé tenia en cuenta que una misma
suma de puntos puede ser obtenida de diferentes
maneras (por ejemplo, 1 4 3 + 4= 44 2 + 2).

El estudio teérico de los problemas combinato-
rios fue abordado en el siglo XVII por los cien-
tificos franceses Pascal y Fermat. El punto de
partida de sus. investigaciones también lo cons-
tituyeron problemas do los juegos de azar.
Un pape! particularmente grande lo jugé aqui
el problema sobre la divisién de la apuesta, que
fue propuesto a Pascal por su amigo, el caballero
de Meré, un jugador apasionado. El problema
consistia on lo siguiente: el ¢campeonatos de cara
y cruz continuaria hasta que se ganasen seis
partidos. Pero se interrumpiria cuando un juga-
dor ganase 5 partidos, y el otro, 4; zeémo dividir
la apuesta? Era evidente que la divisifn en la
raz6n 5: 4 no era justa. Aplicando los métodos
de la combinatoria, Pascal resolvié el prohlema
para el caso genmeral, cuando a un jugador le
quedan r partidos hasta que gane, y al otro, .
Otra resolucién del problema fue dada por Fermat.
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El desarrollo ultorior de la combinatoria esta
ligado a los nombres de Jacobo Bernoulli, Leib-
nitz y Euler. Sin embargo, para estos tamhlén
el papel fundamental lo jugaban las ap
a diferentes juegos (loteria. sohtnrma ¥ otros).
En los Giltimos aiios, la combinatoria entrd en un
perfodo de intenso desarrollo, relacionado con
el crecimionto general del interés hacia los
problemas de la matemitica discreta. Los mdtodos
combinatorios son aplicados para resolver pro-
blemas de transporte, en particular, problemas
sobre la confeccion de horarics; para la confec-
cion de planes de produccidn y de realizacién de
ésta. Fueron establecidos nexos ontre la combi-
natoria y probl de la progr i6n lineal,
la cstadistica, etc. La combinatoria es utilizada
para confeccionar y descifrar claves y para
resolver otros problemas de la teoria do la infor-
macidn.

Los métodos combinatorios juegan un gran
papel también ¢n problemas puramente matemd-
ticos: on la teoria de los grupos y de sus repre-
sont en ¢l estudio de los fund. toa de
la geometria, en las dlgebras no asociativas, etc,

En el libro que proponemos al lector, se relata
sobro los problemas combinatorics en forma
entretenida, de divulgacién. No obstante, en
ésto so analizan algunos problemas combinatorios
bastante complejos, se da un concepto sobro los
métodos de las relaciones do recurrencia y las
funciones generatrices.

El primer capitulo del libro estd dedicado
a las reglas generales de la combinatoria: a las
reglas de suma y de producto. En el segundo
capitulo se estudian los arreglos, permutaciones
y combinaciones. Este material escolar tradicio-
nal va acompaiiado del andlisis de algunos
ejemplos entretenidos. En el capitulo 111 estu-
diamos los probleinas combinatorios en los que
se imponen unas u otras limitaciones a lag com-
hinaciones en cuestién. En el capitulo IV se con-
sidoran los problemas sobre la parlicién do
niumeros y se relata sobre los métodos geométricos
en la combinatoria. El capitulo V ostd dedicudo
a problemas sobre log desplazamientos aleatorios
v & distintas modificaciones del triingulo aritiné-
tico. En el capitulo VI se relata sobre las rela-
ciones de recurvencia, y en el VII. sobre las
funciones generatrices y, en particular, sobro
la férmula binémica.

En el libro hay ua apéndice que contieno mas
de 400 problemas combinatorios, tomados por el
autor de varias fuentes. Muchos problemas han
sido tomados del libro de W. Whitworth «Choice
and Chance» (aEleccién y oportunidads), Londres,
19(H, del libro de J. Riordan «An Introduct
to Combinatorial Analysiss, New York 1958,
del libro de A. M. Yaglom ¢ 1.M. Yaglom «Fro-
blemas no oclementales expuestos en forma
elementals, ed. Gostejizdat, 1954 (en ruso),
de diferentes colecciones de probl propuestos
en olimpiadas matemiticas, elc.




CAPITULO 1

REGLAS GENERALES DE LA COMBINATORIA

LOS CICLISTAS SUPERSTICIOSOS

4Otra vez un ochol» exclamé amargamente el
presidente del club de ciclistas, observando la
rutda torcida de su bicieleta. «;Y todo por quéfs
Porque al ingresar al club mo dieron el camné
ffmerg 008. Y aliora no pasa un mes sin que en
‘una u otra rueda aparezca un ocho. Hay que
cambiar el niimero del carné. Y, para que no 'me
acusen -de supersticidn, haré un nueve registro
de todos los miembros del club, otorgande sola-
mente billetes con ndmeres en los que no fligure
ni un ochos.

Diche y hecho: al dia siguiento cambid todos
los carnés. Cudntos miembros habia en el club,
sl se sabe que fueron utilizados todes los niimeros
de fres cifras que no coniienen ningin acke? (Por
ejemplo, el 000 fuo utilizado, y el 836, no.)

Para resolver este problema determinemos
primeramente cudntos nimeros de una cifra no
contienen ochos. Esti claro que hay nueve nime-
ros asf: 0,1, 2,8, 4,5, 6,7, 9 {¢l niimero 8 se
omite}, Hallemos ahora todos los niimeros de dos
cifras que np contengan ochoes, Los podemos formar
asi: g0 toma cualquiera de los nimeros de una
cifra hallados ¥ se escriba despuds de éste cual-
quiera de las nucve cifras admisibles, Como
resultado, de cads némero de una cifra obten-
dremos nueve de dos cifras. Y como los nimeros
de una cifra son también 9, se obtendrin 9.9 =
= 81 néimeros de dos cifras sin ochos. Helos agui:

oo, 01, 02, 03, 04 03, 06, 07, 0%
10, 41, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 19
20, 24, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 29
a0, 34, 32, 83, 34, 35, 36, 37, 39
40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 49
50, 51, 52, 53, 54, 53, 56, A7, 59
0, 64, 62, 63, 64, 05 66, 67, B9
70, ™, 72, 13, T4, 7B TG, VT, 19
90, W, 92, 93, 94, 95, 95, 9T, W

Existen, pues 9= 81 numeros de dos cifras

en los que no figura el 8, Pero a continuacién
de cada uno de ellos se puede escribir nuevamente

J i
ke M yia p;
2 7 70
2

cualquisra de las nuevo cifras admisibles. Como
resultado, obtenemos 92.9 = §3 = 729 nimeros
de tres cifras. Esto significa que en el club hobia
729 clelistas. Si tomamos no los niimeros do tres
cifras, sino los de euatro, habri 9 = 6561 nime-
ro8 que no contengan ochos.

En otro club, los ciclistas cran aiin més supers-
ticiosos, Como el numero 0 se parece a una rueda
eslirada, eliminaron también esta cifra, y se
las arreglaban con ocho: {, 2, 3, 4, 3, 6, 7, 9.
¢Cuidntos miembros tenfa este club, st los ndmeros
de los carnés eran de tres cifras?

Este problema es semojante al que acabamos
de resolver; sélo que ahora tonemos nada més
que 8 cifras, cn lugar de 9. Por esto, en la res-
puesta debemos también sustituir el § por ol 8.
En otras palabras, en ol club habia 8% = 542 miem-
bros.

ARREGLOS CON REPETICION

El problema sobre los ciclistas pertencco al
siguiente tipo. Se dan objetos que portenecen
a n formas distintas. A partir de éstos s fprman
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todas las posibles distribuciones con % objstos
en cada una o, como diremos en lo sucesivo, para
abreviar, las k-distribuciones. Ademés, en cada
distribucién pueden figurar objetos de un mismo
tipo, ¥ dos distribucioncs se consideran distintas,
si se diferencian entre si por el tipo de objetos
que figuran en éstas, o por su orden., Hay gque
hallar el nimere total de estas distribuclones,

Las distribuciones del tipo descrito se denomi-
nan k-arreglos con repelicidn de elementos de
r tipes'; el nimero total de estos arreglos se
denota mediante A} 2 En el primer problema
sobre los ciclistas, el niimero de tipos de elemen-
tos ora igual a 9 (tomabamos todas las cifras,
& excepcién del 8), v en cada arreglo (en cada
nimero) figuraban tres elementos. Como fue
demostrado, en este caso ol nimero de arreglos
era igual a A%= 9% Es natural suponer que,
gi el nimero de tipos es igual & n, y en cada arre-
glo figuran % clementos, se pueden formar n
arreglos con repeticién.

Queremos, pues, demostrar, que el ndmero de
J-arregloa con repeticitén de elementos de n tipos
es igual a

"1'.'1 == pk, : (1)

La demostracién se efectia mediante induccién
completa con respecto a k! el niimerc de elementos
on ol arreglo, para un valor fijo de n. Para k= 1,
la respuesta es évidente: cada arreglo (con repe-
ticién) estd formado por un solo clemento,
v distintos arreglos se obtienen si se toman ele-
mentos de tipos diferentes. Pero, como el niimero
de tipos cs igual a n, también el de arreglos
serd igual a n. Asi, pues, AT = n, en correspon-
déncia con la fdrmula (1).

Supong:a_mos ahora que ya fue demostrada la
igualdad A%, == nh=1 y consideremos. los k-arro-

4 3¢ utitlza también. la expresién earreglos con repeti-
-cidn de n elementos, tomados do k en k. Con frecuencis,
fﬁ \'51 de earreglosy se utiliza el término «variacioness

ok
* Bn r\lso‘ la posicldn do los {ndices n ¥ k &8 inversa,

aK (N del T

glos con repetici6bn. Todos estos pueden ser
ohtenidos do la siguiente manera, Tomemos cual-
quier (k — 1)-arréglo (con repeticién) (ay, . - -
+ « o Gp-1) ¥ agreguémosle el elemento g, de uno
de los n tipos dados. Obtenemos cierto k-arroglo
(@yy ++ s 8.1, 9). Entonces queda claro que
de ceda (k — 1)-arreglo se obtienen tantos
k-arreglos cuantos tipos distintos de elomentos
hay, es decir; n arreglos. Es evidente que, actuan-
do de la forma indicada, no omitiremas ningin
k-arreglo y gue tampoco obtendremos mninguno
repetido (si (@g, - .y @pa) 5= (Byy + oy Bpa)y 08
ap 5= by, serd (&g, ... Gpeq, g} FE (e, L.

s bro, by)). Por esto, el ndmero de k-arre-
glos con repeticién formadoes por elementos de n
tipos es n veces mayor que el de (& — i)-arreglos
con. repeticion de elementos de los mismos tipos.
De este modo, A) = nAj_i. Pero partimos de
la hipétesis de que AR, = nk—1, Por esto,

AT —n.nh-l=nh,

Con esto queda demostrada la igualdad (1) para
todos los valores de k.

La formula {1) se encuentra én tode una serie
de problemas. Ahora nos referiremos a algunos
de ellos.

SISTEMAS DE NUMERACION

Ademds del sisteina -decimal de numeracién,
ge utilizan otros: de base dos, tros, ocho, etc.
(véase el libro de 8. V. Fomin «Sistemas de
Numeraci6ns, ed. ¢Naikas, 1963, en ruso). En el
sistoma n-ario de numeracién se utilizan n cifras.
Caleulemos cudntos ndmeros naturales que se
eseribon exactamente con k. cifras hay en el
sistema m-ario'. 51 admitimos nimerds que co-

‘miencen con cero, cada nimero de & cifras; en

el sistema n-ario de mumeracién, se puede con-
siderar ‘tomo un arreglo con repeticién, formado

' Para ma didad, aquf inclul al 0 entrs

AT
los nidmergs naturales.
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par & cifras, las cuales pueden ser de n tipos.
Segiin la formula (1), se obtiene que la cantidad
de nimeros de este tipo es igual a n®

Pero para los numeros naturales no se utilizan
escrituras que curmenoen con eero. Por esto, del
valor obtenido n”* * hay que restar la cantidad de
nimeros cuya escritura n-aria comience con cero.
Si eliminamos la primera cifra ‘de estos nimerns
(el cero), obtendremos un nimere do k& — 1 cifras
(el cual también pueds comenzar con cero).
Segin la fsrmula (1), habrd n*—1 nimeros de este
tipo. Esto significa que la cantidad total de
nimeros de & cifras en el sistema n-ario de nume-
racion es igual a
ah—nb-l=ph-1(n—1),

Por ejemplo, en el sistema decimal de numeracion
tendremos 10%.9 = 9000 niimeros de cuatro ci-
fras: de los 10 000 nimeros desde el 0 hasta el
9999 hay que réstar mil nimeros, precisaments,
desde el 0 hasta el 999.

La férmula obtenida se puede deducir también
de otra forma, Resulta que en el ndmero de %
cifras, escrito en el sistema n-ario de numeracién,
la primera cifra serd cualquiera de las cifras
1, 2, ..., n == 1. La segunda, en cambio, asi
como todas las demds, cualquiera de las cifras
0,1, 2, ..., n—1. De esta mancra, tonomos
n — 1 candidatos al primer puesto, y n candi-
datos a cada uno de los k — 1 puestos restantes.
De aqui so deduce ficilmente que debe haber
{n — 1} a*=1 nimeros huscados.

‘EL CANDADO SECR ETO

Para cerrar cajas fuertes y camaras automdticas
para equipaje, se utilizan candados secretos, que
e abren s6lo empleando cierta ¢palabra secretas,
Esta pulabra 'se forma mediante uno o varios
discos, en los cuales se han escrito letras. (o ci-
fres). Supongaios que en el disco se han'escrito
12 letras, y la palebra secreta estd formada por
§ letras, ¢Cudnias pruebas Infructucsas pueden ser

efectiundas por una persomx gue desconozea la
palabra secréta?

Segiin la férmula (1), el nimero total de com-
binaciones - es igual a

125= 248 832,

Esto significa que puede haber 248 831 prucbas
infructuosas,“A propésito, por lo comiin las cajas
fuertes se hacen de forma que después de la pri-
mera prueba infructuosa de abrirlas suene la
alarma.

EL CODIGO MORSE

Al transmitir informaciones por el telégrafo,
sa utiliza el codigo Morse. En éste, las letras,
las ¢ifras y lod signos de puntuacién so denotan
con puntos y rayas. Para algunas letras se utiliza
un solo signo, por ejemplo, £.}, y para otras
hay que utilizar cinco simbolos, por e]smplo
Daluras wiasy

¢De dénde sale el nimero 57 ;No se podrla
tomar un nimero menor de simbalos, por ejemplo,
transmitir todas las informaciones mediante
combinaciones que contengan no mas de cuatro
signos? Resulta ser que no se puede, y la respuesta
la da precisamente la férmula para el nimero
de arregles con repeticién. De la f6rmula (1)
g0 deditce que A¥ = 2. En otras palabras, con
un solo signo se pueden transmitir solamente dos
latras (E . y T-). Mediante dos simbolos se pueden
transmitir 2? = 4 letras; con tres, 2% = 8 letras,
¥ con cuatro, 24 = 16. Por esto, el nimero total
de letras que seé pueden transmitir con cuatro
signos es igual a

24-4-4-8416=30.

Pero el alfabeto ruso contiene 32 letras, y debemos
transmitir adémds cifras y signos de puntuacién.

' Adqul se u‘I:III!a el alfabeto mgn' cosa qué no mtluye

Para el alfabeto espailol, qua posee 27 letras, tampoco
bastarian cuatro signos lN. del T.).
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Estd claro que no bastan los simbolos de cuatro
signos. En cambio, si tomamos también los
simbolos de 5 signos, a los 30 obtenidos se agre-
garin 32 més. Los 62 simbolos obtenidos son
totalmente suficientes para telegrafiar.

En el telégrafo se utiliza también un cédigo
de cinco signos en el cual cada letra se representa
exactamente mediante cinco simbolos. Aqui
s ulilizan, en lugar de puntos y rayas, cambios
de sentido do la corriento, o el envio de una sefial
con y sin eorrionte, Cuando ge utiliza este cédigo,
se tienen cxactamente 28 = 32 ¢ombinaciones,
Estas zon suficientes, para transmitir lus letras.
Para la transmisién de las cifras, los signos de
puntuacitn, ote., se utilizan las mismas combi-
naciones que para las lotras, Por esto, los aparatos
telegraficos de cédigo de cinco gignos ticnen un
dispositive cspecial para hacer pasar el aparato
de Jas letras a lag cifras y viceversa®,

EL SEMAFORO MARINO

En la marina se utiliza a veces un semiforo
de banderines. A cada leira le corresponde aqui
una pogieién determinada de los banderines. Por
regla general, éstos se hallan en lados opuestos
con respecto al cuerpo del quo sefiala. Sin embar-
g0, en la transmision de ciertas letras (6, g, K,
X, 1, Ay ambos banderines estdn situados a un
mijsmo lado. ;Por qué hubo que hacer esta excep-
ci6n? La respuesta la da la misma férmula de
arreglos con repeticién. Sicede que hay cinco
posiciones distintas de cada banderin: hacia
abajo verticalmente, hacia abajo o inclinado,
horizontal, hacia arriba e inclinado ‘y hacia
avriba en forma vertical. Como se tienen dos
banderines, ¢l niomero total de combinaciones

1 Egte paso s efectin oo lorma dimilar a como en la
mébquing de escribir se pasn de la poslclfm afnnyisculass
8 la uminisculass, ¥ viceversa (N,

i Véage la nota al pie de la pég. 11 Aqui tampoco
6 de importancia especial que se cansldcre el codigo para
el alfabeto ruso. J?ﬂm el cspafiel hastarian
3 po?cionea con los handerines en. i-idos distintes (N.

el 9.).

dd v i
ey
hei'd b
b

de las posiciones fundamentales es ignal a A'g=
= 5% = 25. Debe ademas eliminarse la posicién
en que ambos banderineés estin dirigides hacia
abajo, que sirve para separar las palabras. En
total se obti 34 combinaciones, lo que es
insuficiente para transmitir todas las letras -del
alfabicto ruso. Por esto, para algunas letras hubo
que dirigir ambos banderines hacia un mlsmo_
lado.
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LA MAQUINA COMPUTADORA
ELECTRONICA D]G_]TA'.L

Las méquinas computadoras electrénicas pue-

den resolver los problemas mis diferentes. En

iina misma magquing se pueden descifrar las
escrituras en idiomas desconocidos, cfectuar el
cileculo de una represa y elaborar los datos sobre
2l movimicnto de un cohete. ;Como se explica
csta diversidad de aplicaciones de la miquina?
Fundamentalmente esto se debe a que todos
estos problemas se reducen a céleulos, a opera-
tiones con nimeros. Pero ¢por qué la mdquina
pucde resolver tantos problemas, y para los
datos numéricos més variados? jCudntas combi-
naciones diferentes de nimoros se puoden situar
en la mdquina?

Para responder a esta pregunta, tomemos, por
ojemple, la computadora «Streld». La momoria
operativa de esta miquina estd formada por
2048 células, cada una de las cuales contiene
43 eifras binarias!. Cada cifra puede contener
0 4 1. En total, tenemos 43.2048 > 87 000 luga-
res diferentes, siendo el nimero de tipos de
Henado de las celdas ignal a dos (0 6 1), Segin
lu férmula (1), obtenemos que ln miquina «Strelds
puede hallarse en més de 257990 egtados diferentes.
Es dificil hacerse una idea de la magnitud de este
nimero. Es suficiente decir quo ol ndmero de
neutrones que se pueden empaquetar densamente
en una esfera de radio igual a la distancia lasta
Ia nebulosa mas alejada que conocemos, no o
mayor gue 2500,

3i tomdsemos vna sola célula de la memoria,
sc necesitaria el trabajo de nueve afios de un
ejéreito de cien mil mecandgrafas, para imprimir
todos los nimeros que pueden surgir em esta
célula (considerando que las mecandgrafas tra-
bajan sicte horas por dia y que invierten 10 se-
gundos on escribir un nimero de 43 cifras).

1 Para cete ejemplo se ha tomado una de las computa-
doras mds pequejlas dela URSS. La memoria operativa
381 uTn.a) computadora media c2 de 4 2 § veces mavyor (N,

i whe

EL CODIGO GENETICO

Un descubrimiento trascendents-de la hiologia
del siglo XX fue ol descifrado del c6digo ge-
nético. Sé pudo esclarecer de qué forma se trans-
mite la informacién hereditaria a los descendicn-

Resulté ser que esta informacién cstd eserita
en las moléculas gigantes del dcide desoxirribo-
nucleinico (ADN). Las distintas moléculas -de
ADN se diferoncian entre si ¢n el orden de dis-
teibucién de 4 bases do nitrégeno: adenina, ti-
ming, guanina y citosina., Estas bases dotermi-
nan el orden de formacién de las albiminas del
organismo, a partir de dos decenas de aminofci-
dos, estando cada aminodicido cifrado en un eodigo
de tres bases do nitrdgeno.

Es ficil comprender de d6nde sali6 el namero 3,
Mediante combinaciones do doz bases se pueden
cifrar sélo 4%= 16 aminodcidos, lo cual es
insuficiente. 5i, cn cambio, se toman de a 3 bases,
s¢ ablienen 4°= 84 combinaciones. Esto va
bastard, con exceso, para cifrar las dos deconas.
Seria muy interesante saber cbmo utiliza la natu-
raleza el exeeso de informacién: el nimero de
combinaciones cs igual a 84, y ¢l de aminodcidos
es tres veces menor.

En un cromosoma hay wvarias decenas de mi-
llones do bases de nitrégene. El nimero de com-
binaciones diferentez en que estas bases pueden
ir una detrds de la otra es inimaginablemente
grandel.

Seria  suficiente wuna  parte  pequoefiisima
de ustas combinaciones para asegurar toda la
variedad de la naturaleza viva durante el tiempo
de existencia de la vida en la Tierra. Se sobreen-
tiende que hay que tener en cuenta que sélo
ung parte muy pequeiia de lus combinaciones
ledricamente posibles conduce a organismos aptos
para la wida.

1 Hste s igual a 4V, siendo N el nimero de bases en
el cromosomn; véase la fdrmula (1),
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REGLAS GENEHALES DE LA
COMBINATORIA

Como voremos més adelante, los problemas
combinatorios son de los tipos més variados.
Pero la mayoria de éstos se resuclven mediante
dos reglas fundamentales: la regla de la suma
v la del producto.

A menudo se pueden dividir todas las combi-
naciones estudiadas en varias clases, figurando
cada combinacién en una clase, ¥ s6lo en una.
Estd claro que en este caso el nidmero total de
comblnaciones es igual a la suma de los nidmeros
de combinaciones de todas las clases, Este enunciado
s llama, precisamente, regla de la suma. A veces
so formula en forma un tanto diferento:

81 clerto obfeto A puede ser escogido de m manes-
ras, y ofro objeto B, de n maneras, la eleccitn
40 A o By se puede efectuar de m -+ n modos.

En la aplicacién de la regla de la suma en su
itltima forma, hay que cuidar de que ninguna de
las maneras de eleccién del objeto 4 coincida
con alguna forma de eleccion del B (o, como expre-
saomos antes, de gue ninguna combinacién se
halle a la vez en dos clases). Si existen tales
coincidencias, la regla de la suma pierde su
validez, y obtenemos sélo m -+ n — & modos de
eleccién, donde k es el nimero de coincidencias.

La segunda regla, denominada regla del pro-
dueto, €5 algo mds compleja. Con frecuencia, al
formar las combinaciones do dos elementos se
sabe do cuintas maneras se puede escoger el
primer elemento y de cudntas el segunde, no
dependiendo el nimere de formas de eleccién
del segundo elemento de cémo fue elegido el
primero. Supongamos que ol primer elemento se
puede escoger de m maneras, ¥ el segundo, do n.
Entonces el par de estos elementos se puede elegir
de mn modos. En otras palabras: &

8i el objeto A se puede escoger de m maneras
y 81, después de cada una de estas eleceiones, el
objeto B se puede escoger de n modes, la elecclin
del par (A, B) en el orden indicado se puede efec-
tuar de mn formas.

Para demostrar la regla del producto, obsérvese
que cada una de las m formas de eleccion del
objeto 4 se puede combinar con las n maneras
de escoger el B. Esto, precisamente, conduco
a las mn formas de clegir el par (4, B).

La regla del producto puede ser representada
Uustrativamente mediante la tabla siguiente:

Tabla 1

(A Byl o oy {4y, Bya)
Ay, Bay)s oo Az Bay)
(An, Bidy - - oo (41, Bin)
{.-l',{;..IS‘Im..),. o i:‘l;n,‘ﬂ;m;).
Aqui mediante 4y, ..., 4, so denotan las m

maneras de cleccién del ohjeto 4, y mediante
Bigy « .+« By, las n formas de escoger el B,
si el objeto 4 fue elegido de la i-ésima manera.
Esti ¢luro que esta tabla contiene todas las for-
mas de eleccién del par (4, B) y consta de mn
slementos.

8i las formas de eleccién del objeto B no depen-
den de como fue elegido el A, en lugar de la ta-
bla 1 se obtienc otra mds sencilla: '

Fabla 2
(4, B}y (dy, Ba), . . ., (44, By)
{42, By}, (dz, Bo)y . . .5 (Ap, Bp)
Gy By Vg B, » = o (g Bn)

Puede suceder que dobamos formar no pares,
sino agrupaciones de un mayor nimero de ele-
mentos. Se llega entonees al siguiente problema:

¢Cutintas k-distribuciones se pueden formar, si
el primer elemento puede ser de uno de los ny tipos
diferentes, el segundo, de ny tipos diferentes, .- ., el
k-dsimo, de ny tipos distintos? Dos distribuciones
se consideran distintas, st por lo menos en un lugar
de éstas se hallan elementos diferentes.
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Este problema se resuelve igual que el de los
cielistas. El primer elemento. se puede escoger
do n; formas.. Cada uno do los olementos elegidos
se puede unir a cualguicra de los ny tipos de
segundos elementos, lo que nos da myns pares.
Cada par se puede unir a cualquiera de los ng
tipos de terceros elementos, obteniéndose asi
myngng ternas. Continuando el proceso, obtenemos
en fin de cuentas nyng . .. m, distribuciones del
tipo buscado.

En el problema de los ciclistas habia que
eseoger tres elementos {la cifra de las centenas,

Fig. 1.

la de las decenas y la de las unidades). En cada
paso podiamos escoger una de las nueve cifras
admisibles. Por esto obtuvimos, precisamente,
9-9-9= 728 nimeros. El problema que inser-
tamos a continuacién es méas dificil.

Se forman signos que consisten en una figura
geométrica (elrcunferencia, cuadrado, tridngulo o
hezdgono), una letra y una cifra. ;Cudntes signos
de este tipo pueden formarse?

Aqui se puede elegir, en primer término, una
figura geométrica. Esta eleccién se puede hacer
de cvatro maneras (disponemos en total de cuatro
figuras). Luego bay que escoger una de las 32!
letras y, por tltimo, una de las 10 cifras. En
total, se obtienen 4.32.10 = 1280 comhbinaciones.

PROBLEMA DEL DOMINO

Son més dificiles de resolver los problemas
eombinatorios en los cuales el ndmero de eleccio-

—_——
1 En el altab cspafiol di o 21 fetras

d
snlamenu: 1o cual nos da un resultado Lotal de 4.27.10 o«
1080 combinaciones (N. del T.).

nes después de cada paso & do qué el
tos fueron escogidos en los pasos anteriores. He-
aqui un ejemplo de cstos problemas.

¢De cudntas formas se pueden escoger dos flchas
de domind, de las 28 que hay, de forma que se
puedan aplicar una a la otra (es decir, de modo-
que se encuentre el mismo nimero de tantos en
ambas fichas)?

Escojames primeramenite una ficha. Esto se-
pucde hacer de 28 maneras. Aqui, en 7 casos la
ficha elegida serd un «dobles, ¢s decir, tendra la
forma 00, 11, 22, 33, 44, 55, 66, y en 21-casos
serd una ficha con distinto niimero do tantos (por
ejemplo, 05, 13, ete.}., En el primer caso, la
segunda ficha se puede elegir de § maneras (por
ejemplo, si on el primer paso fue clegida la ficha
11, en el segundo se puede tomar una de las:
fichas 01, 12, 13, 14, 15, 16). En el segundo caso,
la segunda ficha se puede escoger de 12 maneras.
{para la ficha 35 servirdn lag (3, 13, 23, 33, 34,
38, 05, 15, 25, 45, 55, 56). Segin la regla del:
producto, en el primer caso obtenemos 7.6 =
= 42 elecciones, y en el segundo, 21.12 = 252,
Esto significa, segin la regla de la suma, que-
tendremos 42 4 252 = 294 formas de elegir
el par.

En el razonamiento efectuado se consideré:
también ol orden en que se olegian las fichas.
Por esto, cada par de fichas figuraba dos veces:
(por ejemplo, la primera vez 01 y 16, la segunda,
16 y 01). Si no %e tiene en cuenta el orden de
eleccién do Jas fichas, obtendremos una cantidad
dos veces menor de las formas de eleccién, es de-
cir, 147,

E]

LA TRIPULACION DE LA NAVE
COSMICA

En ¢l caso en que el nimero de elecciones posi-
bles en eada paso depende de qué el tos fueron:
elegidos antes, resulta cdmodo representar el
proceso de confeccién de las combinaciones en
forma de «drbols. Primeramente se trazan, a pac-
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tir de un punto, tantos segmentos como elecciones
diferentos se pueden hacer en el primer paso (de
este modo, cada segmento corresponde a un ele-
mento). A partir del extremo de cada segmento,
g0 trazan tantos segmentos como elecciones se
pucdon hacer en el segundo paso, si la primera
voz fue cscogido el elemento dado, ete.

2 ]

Fig. 2.

Como tesultado de esta construccién se obtiene
un «irbols, cuyo anilisis nos da ficilmente el
niimero de soluciones de nuestro problema.

Estudiemos el ejemplo siguiente. S¢ sabe que
al formar Ja tripulacién de las naves edsmicas de
mAs de una persona surge ¢l problema sobre la
compatibilidad sicolégica de los participantes

de la travesia chsmica, Puede ocurrir que incluso-

las personas més indicadas, si se consideran
aisladamente, no sc adapten entre si durante un
viajo efsmico prolongado. Supongamos que es
necesario formar la tripulacién de wna ndve cbs-
mica de tres personas: el comandante, el inge-
nicro y ¢l médico. Para el Jugar del comandante
hay cuatro candidatos: as, es, a3, &, para el de
ingeniero, 3: &, bs, by, ¥ para el de médico, 3:
&, ¢,, cs. El anilisis efoctuado. demostrd que el

comandante a, es psicolégicamente compatiblé
con los ingenieros by ¥ bz ¥ con los médicos ez, 3
¢l comandante @, con los ingenieros by ¥ b
¥ con todos los médicos; el ay lo es con los inge-
nieros b v b2 v los médicos ey, ¢3; el a4, con todos
log ingenieros ¥ con el médico c;. Ademds, el
ingeniero &, es sicoldgicamente incompatible
con el médico ey ol ingeniero by, con el médico
¢, ¥ €l b3, con el médico cp. ¢De cudntas maneras
se puede formar la tripulacién de la nave, bajo
estas condiciones?

El drbhol correspondiente estd representado en
la fig. 2. Este muestra que oxisten sdlo 10 com-
binaciones admisibles (si no existicra Ia limita-
cion de la compatibilidad, el nimero de combi-
naciones seria, segin la regla del producto, igual
a 36 = 4-3.3).

PROBLEMAS DE LAS DAMAS

Resolvamos el signiente problema:

¢De cudntos maneras se pueden poner en el
tablero de damas dos fichas, una blanca y una
negra, de forma que la blanca pueda comer a la
negra’

Segiin las reglas del juego de damas!, dstas se
ubican en las casillas negras, ¥ una ficha come
a la otra saltando sobre ésta y situdndose en la
casilla siguiente (fig. 3). Si la ficha alcanzé la
Gitima horizontal, se transforma en dama y puede
comer a todas las fichas que se hallen en una
misma diagonal con ella, a excepeidn de las que
se ballen en los extremos de las diagonales.

La complejidad de este problema cobsiste en
que para distintas posiciones de la ficha blanca
hay un nimero diferente de posiciones do la ne-
gra, en las cuales se la puede comer. Por ejemplo,
gi la ficha blanca se halla en la casilla al, existe

* Fin la Unifn Soviélica el tablero de damas coincide
con el de ajedrez (forma un cuadiado de oche casillas
de lado, ¥ no de diez), Ademés, una ticha puede comer

a la otra moviéndose no. solamento hacia adelante, sino
anbit!r! bacia atrés. Todo esto delie ser tenido ¢n cuenta
e la T del ado {N. del T.),
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s6lo una posicién de la megra, on la cual ésta
se hallard en peligro. 5i, en cambio, la ficha
blanca esté en la casilla ¢3, el nimero de posicio-
nes buscadas do la ficha negra es igual a 4. Por

Hallemos, por dltimo, ¢l niimero de posicionos
de las fichas blanca 'y negra, en las cuales ni
una de ellas puede comersé a la otra. Podriamos
resolver este problema al igual que los anteriores,

77/ %

Y

%

Fig. 3.

tltimo, si la ficha blanca llegé a dama, en la
cagilla 48, hay 6 posiciones de la negra en la que
‘esta dama se la puede comer.

Por esto, aqui lo mds sencillo es indicar, para
cada posicién de la ficha blanca, el nimero de
posiciones posibles do la negra, y sumar los
resultados obtenidos. En la fig. 4, a estd repre-
sentado el tablero con la indicacién de los nimeo-
ros correspondientes. Suméndolos, obt 87.
Esto significa que la distribucién buscada es
posible de 87 maneras,

‘Estd claro que existe exactamente la misma
cantidad de posiciones en las que la ficha negra
puede comorse a la blanca. Poro la cantidad de
posiciones en las que ambasg fichas pueden comer
una a la otra ¢s menor. Por ejemplo, si laficha
hlanca so halla en ¢l extromo del tablero, no se
la puede comer, esté donde esté la ficha negra.
Por esto, a todas las casillas del borde del tablero
les corresponde el nimerc 0, De igual forma se
hallan los nfimeros que corresponden a las otras
casillas negras. Estos se representan en la
fig. 4, b, Sumando estos nlimeros, obtenemos que
1a distribucién buscada es posible de 50 modos.

2—1194
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Fig. 4.

ubicando la ficha blanca en cada casilla negra
y calculande de cuéntas formas se puede colocar
la ficha negra de modo que minguna de estas
fichas pueda comerse a la otra. Pero agui resulta
més sencillo aplicar el eprincipio de la teteras®

1 Cuentan gue una vezr un matemético pregunté a un
Haion: amz:.e usteg gay una tet?lm \_’Rc[il ¥ un_P u{_‘nillo de
Apagado; Jgu acer para nervir el agua»? oklay quo
m‘;\ar Ia tetera con agua, prender el gas ¥ poner la fmn
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y reducir oste problema a otro ya resuelto. Para
esto, hallemos primeramente la suma total de
posiciones en que se puede poner en el tablero
una ficha blanca y una negra. La ficha blanca se
puede colocar en cualquiera de las 32 casillas
negras. Después de esto, para la ficha negra
quadarin 31 casillas. Por esto, en virtud de la
regla del producto, la distribucién es posible de
32.31 = 992 maneras. Pero de éstas, hay 87
en las que la ficha blance puede comerse a la
negra, ¥ 87 en los que la negra puede comerse
a la blanca. Por esto, hay gque restar 2.87 =
= {74 maneras. Sin embargo, hay que tener
en cuenta que algunas formas fueron eliminadas
doa veces, a causa do que la ficha blanca podia
comerse a la negra, y a causa de que Ja negra
podia comerse a la blanca, Hemos visto que

sobre el hornillos, contestd el fisico. «Correctos, dijo el
matematico. eAhora resuelva un segunde problema:
ante un horniilo encendido se halla una tetern ilena,
dodmo hervir el agunPe «Fsto es ain mds sencillo: hay
que poner ta tetara sobre €l hornitlow, ajDe ningan modoly
exclamd el matemético. «Hay que apagar el hornillo,
verter ol agua de ia tetera, y llegamos asl al primer pro-
blema, gue ¥u sabemos resolvars.

Por eatp, cuando se reduco un problema nuevo a otros
ya tesueltos, se dice en broma gque &0 aplica el eprincipio
de la teteras,

existen 50 posiciones en las cuales ambas fichas
pueden comerse una a la otra. Por esto, el nime-
ro do posiciones en que ninguna ficha puede
comer a la otra es igual a

992 — 174 450 =868,

{CUANTAS PERSONAS DESCONOCEN
LAS LENGUAS EXTRANIERAS?

El método con que resolvimos el (ltimo de los
problemas sobre las damas se aplica con fre-
cuencia a la resolucién de problemas combina-
torics. Consideremos el siguiente ejemplo:

En un de igacidn clentifica tra-
bajan 67 personas. De éstas, 47 conocen el inglés,
35, el alemdn y 23, ambos idiomas. Cudntas
personas en el institufo no conocen el inglés ni
el alemén?

Para resolver este problema, es necesario
dividir todo el colectivo de colaboradores del
instituto en partes sin elementos comunes. La

Foreddfun

Fig. 5.
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primera la formarén los que saben sélo el inglés;

la segunda, los que sgben s6lo ¢l alemén; la ter-
cera, los gue conocen todos los idiomas, ¥ la
cuarta, los que no saben ni uno ni otro idioma
(fig. 5). Se -conoce que la tercera parte consta de
23 personas. Pero, como ol inglés lo saben 47 per-
sonas, sdlo este idioma lo conmocerdn 47 — 23 =
= 24 pergonas. De la misma manera, solamente
el alemén lo dominardn 35 — 23 = 12 personas.
De aqui ze deduce que el namero total de personas
que conocen uno de estos idiomas (por lo menos)
es igual a 23 4+ 24 + 12= 359, ¥ como en el
institato trabajan en total 67 personas, para la
dltima parte quedardn 67 — 59 = 8 personas.
Asi, pues, B personas desconocen el inglés y el
alemdn.

_La dltima respuesta se puede escribir en la
forma

8= 67— (23 244-12).
Pero 24 lo obtuvimos restando 23 de 47, y 12,
restando 23 de 35. Por esto,
8= 67— 23— (47— 23) — (35 —23)=
=07 —47—35 423,

Ahora se aprecia la regla: del nimero total de
colaboradores se resta el nimero de los que saben
inglés y el de los que saben alemén. Aquf algunos
colaboradores se incluyen en ambas listas,
y rtesultan sustraidoss dos veces. Estos son
justamente los poliglotas, que conocen ambos
idiomas. Agregando el nvimero de éstos, ohte-
nemos la .cantidad de personas que no dominan
ninguno de estos idiomas.

Compliquemos el problema analizado, agre-
gandoe un idioma més. Supongamos que 20 per-
sonas saben francés; 12, el inglés y ol francée;
41, el alemén y el francés, y 5, los tres idiomas.

Estd claro que entonces sflo inglés y francés °

{sin alemén) sabrdn 12 — 5 = 7 personas, y s6lo
alemin y francés, {11 — 5= 6 personas, Por
ende, sblo el francés lo sabrin 20 — 7 — 6 —
— 5=2 personas. Estas figuran entre las
8 personas que no saben ni el inglés ni el alomd

Por lo tanto, el niimero de personas que desco-
nocen los tres idiomas es igual a 8 — 2= 6.

La rospuesta obtenida se puede escribir como
sigue: - 5
f=8-2=07—47—874-23— (20— T—6—5)=
= 67— 47— 87 -23— 20 + (12— 5} 4 (11— 5)+5 =
=67 =47 — 3720423+ 42411 =5,

Ahora 1a regla queda totalmente clara. Prime-
ramente, del nimero total de colaboradores se
resta el de los que saben uno. de los idiomas
{y, puede ser, los otros también). Entonces algu-
nos son -esustrafdoss dos veces, puea saben dos
idiomas. Por esto, se suman los nimeros 23, 12,
11, que indican cuéntas personas dominan dos
idiomas (y, puede ser, también el tercero). Pero
las personas que conocen-los tres idiomas son al
principio ¢sustrajdage tres veces y después esuma-
dass tres veces. Como hay que sustraerlas, de
todos modos, debemos restar ademds el nd-
mere 5.

FORMULA DE INCLUSIONES
Y EXCLUSIONES

Los ejemplos analizados permiten formular
una ley general. Supongamos que se tienen N
objetos, algunos de los cuales poseen las pro-
piedades oy, oz, ..., &,. Cada objeto puede
o bien no poseer ninguna de estas propiedades,
o bien tener una o varias de ellas. Denotémos
mediante N (@) ... o) la cantidad de obje-
tos que poseen las propiedades oy, @y, ..., @y
{y, puede ser, también algunas de las otras
propiedades). Si nos hace falta subrayar que se
toman sblo los objetos que no poseen cierta
propiedad, désta se escribird con tilde. Por ejem-
plo, N (oyoae;) denota el mimero da objetos
que poseen las propiedades «; y ¢z, pero no
poseon la oy (la cuestién sobre las demds pro-
pledades queda sin resolver).

El nitmero de objetos que no p ing da

las propiedades indicadas se designa, sogiin esta
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regla, mediante
N (efog ... ah). La ley gencral consiste en que
Ny .. o) =N —N (o) =N (o) — ...
coo=N(z) + N taya)+ N {agas) + ...
oot N(egon)+ oo+ N (etpagzn) —
— N {agtiapig)— o1 N Qg aglinagitn) 4= oo

von =1 N (eyoty ... ). (2)
Aqui la suma algobraica se generaliza a todas las
combinacionce de las propiedades oy, aa, .. -

.y Op (sin temer en cuenta su ordem); el signo
= se¢ pone cuando ol nimero de propiedades que

figuran es par, y el —, cuando ¢ste nimero s
impar. Por ejemplo, N {ayocamgog) figura con
signo -k, ¥ N (2actyonp), con signo —. La for-

mula (2) se llama férmula de inclusiones y exclu-
siones. primeramente S8 excluyen todos los
objotos que poseen por lo menos una de las
propiedades o, as, . .., ot,, loego se incloyen
los que poseen por lo menos dos de estas pro-
piedades, se excluyen los que tienen por lo menos
tres, ete.

‘Demostremos la [érmula (2). La demostracién
e efectia mediante induceién con respecto al
mimery de propicdades, Para una propiedad, la
firmula es gvidente. Cada objoto o bien posce
esta propiedad, o no la posee. For esto,

N o' )= NN {x).
 Supongamos ahora que la’ férmula {(2) ya'fue
demostrada para él casp en que el mimero de
propiedades es igual a n—1:

N o) ... tho) 2= Noe N (@)= oo =N (etneg) +
LN (@04« NV (otnatnt}—
— N (oyoatig) = v IV (Btp -3 —sBn—_) 4 ...

coe b (=) N (o L Gaeg). (3)
‘Esta férmula, por hipdtesis, es vilida para cual-
quier conjunto. En particular, es vilida para ol

conjunte de N (o) elementos que poseen la
propicdad o;. Para éste; la férmula (3) adquiere

la forma

N (ajes - .. ehan)=N {en)— N {mgrep ) — . ..
=NV {op o)+ N (egotaotn) +. ..
v N (o osttyyan)— N {oyetiymn)— .. .
v (=1 N (e .- Gpogan) (4)

(se agrega la indicacién de que en cada caso se
toman s6lo los objetos que poseen la propiedad
).

Restemos la igualdad (4) de la (3). En el segun-
do miembro obtenémos lo que necesitibamos: el
segunde miembeo de la férmula (2). Y en el
primero, obtenemos la diferencia

N(aas ... ong)—N{ageg ... caeaon). (&3]
Pera N {eget; - .. eepog) es el nimero de objetos
que no poseen las propiedades oy, az, .
pero que pueden poscer la a,. Y N (zpy ...
v+ Opogty,) es el nimero de¢ objetos gue no
tienen las propicdades «, @z, ..., %, pero
con seguridad poseen la «,. Por ende, la dife-
rencia (3) es precisamente igual al nimero de
objetos que no paseon ninguna do las propiedades
Oy, O, - . - @pogy %y, En otras” palabras,

oo Gy

N{eah oo athoy)— N (o ath ... oty atp) =
= N (0t .. o).

De cste modo, después de restar obtenemos, tam-
hidn om el primer miembro, el primer mitmbro
de la férmula (2). Queda asi demostrada dicha
férmula para el caso en quo el nimero de pro-
piedades es igual a n:

Asi, pucs, la rolacién (2) es justa para i pro-
piedades, sicmpre y cuando lo sea para n— 1.
Y para n= 1 ya ha sido demostrada; por esto,
queda demostrada la validez de dicha relacién
para cualquier cantidad de propiedades. )

La férmula (2) se puode representar tambidn
en forma simbélica de la siguiente manera:

NP . 0)=N{1—a)(1—P)... (1—a) (©)
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Aqui, lucgo de-abrir paréntesis, hay que escribir
los productos Naf . .. A enla forma ¥ {aff ...
... &), Por cjemplo, en lugar de Nafbw escri-
biremos N (afbw).

{DONDE ESTA EL ERROR?

El responsable de una clase dio los siguientes
datos sobre los alummos: ¢En la clase estudian
45 escolares, de loa cuales 25 son nifios. 30 esco-
lares tienen notas de ebuenos y esobresalientes,
entre ellos, 16 nifios. 28 alumnos practican el
deporte, habiendo entre ellos 18 nifios y 17 esco-
lares que ticnen notas de «buenos y «sobresa-
lientes. 15 nifios tienen notas de sbuenow y aS0-
bresalientes y al mismo liempo practican el
deportesl,

Al cabo de varios dias el alumno fue lamado
por el director de la claso (el cual, para colmo,
dictaba matemdticas) quien le dijo gue habia
un error eén los datos. Tratemos de descubrir
chmo lo supo. Para esto, calculemos eudntas
fiifias no practican el deporte y obtienen a veces
strege (y, puede ser, wdoss). Denotemos moediante
@ la pertenencia al sexo masculino, mediante o
las buenas calificaciones y mediante c; la aficién
al deporte. Hallemos a qué es igual N (cjooty).
Las condiciones del problemu nos dan que

N o) =25, N (e)=230, N (x;)=28, 3
N (yotg) = 16,
N (oty@g) =18, N {opes) =17, N (myopmg)=15.

Esto significa, de acuerdo con la [érmula de
inclusiones y exclusiones, que

* En Jas escuelas de la URSS existen einco calificacio-
nes. 5 (sobresaliente), & {bueno), 2 (m,%ular], 2 (insufi-
ctente) ¥ 1 (deflofente). La nota «I» se utiliza raramente;
tn los Anstitutos ensefianza superior ho sc utiliza,
slendo alo nota a {en los exdmenes signitica
«aplazados o eeliminados) (M. del T.).

N (ayech o) = 45--25—30—28+ 16184
AT =15 =2,
jPero la respuesta no puede ser negativa! Por

esto, los datos suministrados contienen uma
-contradiceién interna, son incorrectos.

LA CRIBA DE ERATOSTENES

Uno do los problemas mas grandes de las
matemdticas es la distribucién de los niimeros
primos entre todos los naturales. A veces, entre
dos nimeros primos hay tan sblo uno compuesto
(por ejemplo, 17 y 19, 20 y 31); a veces, van
uno tras otro un millén de niimeros compuestos,
Ahora ya los cientificos conocen bastante hien

- cudntos ndmeros primos hay entre los N primeros
niimeros naturales. En estos céileulos resultd
de suma utilidad un métedo que se remonia
a Eratéstenes, sabio do la Grecia antigua (vivib
en el siglo I11 a.n.e. en Alejandria).

Eratéstenes estudid los problemas més varia-
dos: realizé investigaciones intercsantes en las
matemdticas, Ja astronomia y otras ciencias.
A propésito, esta diversidad le condujo a ser un
tanto superficial, Los contemporineos lamaban
a FEratéstenes, no sin ironia, scl segundo en
todo» (el segundo mateméticoe después de Euclides,
el segundo astrénomo después de Hiparco, ete.).

En las matemditicas, a Eratdstenes le intere-
saba precisamente ¢l problema sobro ¢émo hallar
todos los niimeros primos entre los naturales de
1 a N'. Para resolverlo, ided el siguiente medio.
Primeramente, se tachan todos los nimeros que
se dividen por 2 {(excluyendo el propio 2). Luego
se toma el primero de log nimeros que quedan
(precisamente, el 3). Esté que este nimero es
prima. Se tachan todos los nimeros que lo siguen
v se dividen por 3. El primero do los mimeros

1 Eratéstenes congideraba a 1 nimero primo. Ahora
108 matematicos consideran a 1 un nimers de 1ipo especial,
gue no pertencee Bl 108 Nmeros primos ni a 1o3 compues-
tos,
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cunferencia, y se consideran iguales las distri-

jones que se tramsf n una en la otra
mediante un giro, el nimero de permutaciones
diferentes os igual a (n — 1)!

Caleulemos ahora cudntos collares se pueden
confeccionar con 7 cuentas diferentes. Por ana-
logia con el problema que acabamos de resolver,
se podria pensar que el nimero de collares dife-
rentes es igual a 720. Pero el collar no solamente
so puede girar en redondo, sino también rebatir
(Eig, 7). Por esto, la respuesta de este problema
es 720 : 2 = 360,

PERMUTACIONES CON REPETICION

Hasta ahora hemos permutado objetes que
eran diferentes por pares entre si. Si, en cambio,
algunos de los ohjetos permutados son iguales,
ge obtendrén menos permutaciones: algunas de
ellas seriin iguales entre si. Por ejemplo, permu-
tando las letras de la palabra ¢manos, obtenemos
24 permutaciones diferantes:

mano AT Mena noma
maon maoan naom noam
mnao Tmaas nmoa Hinoa
onam oman amon anom
oanm aonm agmn oamn
amno anmo onmaa orna

Y si en Ingar de la palabra «manos tomamos la
palabra smamas, en todas las pormutaciones
escritas habrd gque sustituir la en» por la sme
v la eo» por la ea», En este caso, algunas de
nuestras 24 permutaciones resultarin iguales.
Por ejemplo, las permutaciones mano, namo,
mona, noma de la primera fila nos darin, al
efectuar dicha sustitucién, la misma palabra
e¢mamas. Anilogamente, las cuatro permutaciones
de la segunda file dardn la palabra emaams.
En general, todas las 24 permutaciones se dividen
en ouaternas, las que, al sustituir la en» por la
«ms 'y la éo» por la was nos dardn el mismo resul-
tado. En la tabla, estas permutaciones se hallan

en una misma fila, Por esto, el niimero de per-
mutaciones distintas que se pueden escribir de
la palabra ¢mamas es igual a 24 : 4 = 6. Helas
agui:

mama, mAam, MMAae, AMAM, Aamm, AMMDg,

El problema general se enuncia como sigue:

Se tlenen objetos de k tipos diferentes. ¢Cudnlas
permutaci se p hacer tomando ny ele-
mentos del primer tipo, ny del segundo,
del k-dslmo tipo?

El nimero de elementos en cada permutacién
es igual a n= ng+ n2 4 ...+ ny. Por esto,
sl todos los elementos fuesen diférentes, el nd-
mero de permutaciones seria igual a nl. Pero,
a causa de fque algunos elementos coinciden, se
obtendrd un nimero menor. En efecto, tomemos,
por ejemplo, la permutacién

ey My

as...abb... b...xx.. .2 {4)

By My g

en la cual e han cserito primeramente todos los
elementos dol primer tipo, después, todos los
del s=egundo, ..., por iltimo, todos los del
k-égimo. Los elementos del primer tipo pueden
ser permulndos entre si de n,) formas, Pero,
como todos estos elementos son iguales, estas
permutaciones no cambiarin nada., De forma
totalmente andloga, no cambian nada las ny!
permutaciones de los elementos del segundo
tipe, ..., las m,! permutaciones de los del
k-ésimo tipo. Por ejemplo, en la permutacitn
s«mmaas no cambiard nada si permutamos el

primer el to con el segundo, o el tercero con
el cuarto.
Las permut, de los el tos del pri-

mer tipo, del scgundo, etc, se pueden efectuar
en forma independients entre si. Por esto (en
virtud de la regla del producto), los elementos
de la permutacién (4) se pueden intercambiar
entre si de nylng! . .. ny! maneras de modo que
esta permutacién permanezea invariable, Esto
mismo es vilido para cualquier otra distribu-
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restantes serd el 5. Tachamos todos los siguientes
que se dividen por 5, etc. Los nimeros que so-
brevivan a todas las tachaduras serdn precisa-
mente los primos. Como en los tiempos de Era-
téstenes escribian en tablas de cera, y no tachaban
las cifras, sino gque las perforaban, la tabla,
después de efectuar el proceso descrito, se ase-
mejaba a una criba. Por esto, el método de

Eratdstenes para determinar los nimeros-
primos fue denominado «criba de Eratfs-
teness. .

Caleulemos cuéntos nimeros quedarin en la
primera centena si tachamos, por el método de
Eratstenes, los que se dividen por 2, 3 y 5.
En otras palabras, planteSmosnos el siguiente
problema jcufintos niimeros de la primera centena
no se dividen por ninguno de los niimeros 2, 3, 57
Este problema se rcsuelve mediante la férmula
de inclusi 'y exel

Designemos por @y la. propiedad de un nimero
de ser divisible '‘por 2, mediante o, la de divi-
sibilidad por 3 y mediante ¢z, la de ser divisible
por 5. Entonces asor, significard que el nimero
se divide por B; ooy, que éste se divide por 10,
¥ oiztig, que se divide por 5. Por altimo, oetaces
gignifica que el niimero se divide por 30. Debe-
mos hallar cuintos nameros, del 1 al £00, no
se dividen ni por 2, ni por 3, ni por 5, s decir,
no poseen ninguna de las propiedades oy, o3, 2.

Segin la férmula (2), se tiene que
N (ajegeg) =100—N (@) — N (a2) — N (g} +
+ N (ogog) + N (ogetg) -+ IV {oa3) —
. — N (zy0003).
Pero, para hallar cudntos mimeros, del 1 al N,
se dividen por r, hay que dividir N por n y tomar
la parte entera del cociente obtemido. Por esto

N (o) =50, N (o2)=133, N (o9)=20,
N (ogoip) =16, N (a2q0) =10, N (cyo5)=8,

N (egtporg) =3,
de donde
N (ajogay)=32.

De esta manera, 32 ndmeros del 1 al 100 no
se dividen ni por 2, mi por 3, ni por 5. Estos,
precisamente, “serdn los nimeros gue sobrevi-
virdn a las tres primeras etapas dol proceso de
Eratéstenes, Ademés, quedaran los propios niime-
ros 2, 3 y 5. En total, quedarin 35 ni-
meros.

Del primer millar, después de las tres prime-
ras etapas del proceso indicado, quedardn 335
nimeros. Esto ea consecuencia de que en este
©as0 Serd:

N {00) =500, N (o) =333, N (u3)=200,
N (wyees) =166,
N (2403) =100, N (0ig015)= 60, N (oaopzg) =33, -



CAPITULO IT

ARREGLOS, PERMUTACIONES Y COMBINACIONES

Hemos analizado algunas reglas generales de
resolucién de problemas combinatorios. Con su
concirso se pueden reésolver problemas de los
tipos mds variados. Sin embargo, al ignal que
en la geometria resulta engorroso reducir siempre
la resolucién de um problems a los axiomas,
resultando més cémodo aplicar los teoremas.
Asgf, en la combinatoria resalta méis cédmodo
utilizar férmulas ya listas, en lugar de resolver
¢l problema por-las reglas generales, puesto que
algunos tipos de probl &8 tran. con
mucha mayor frecuencia que otros. A las dis-
‘posiciones que se encuentran en estos problemas
so los han ntorgade demominaciones especia-
les: arreglos, permutaciones y combinacio-
nea.

Para el nimero de estas disposiciones han
gido deducidas férmulas especiales, las cuales
son aplicadas a la resolucién de distintes pro-
blemas combinatorios. Una de estas férmulas
ya nos es conocida: al principio del capfitulo I
fue demostrade que el niimero de k-arreglos con
ropeticién de elementos de n tipos es igual a n".
Ahora analizaremos cuidntos arreglos se pueden
formar si no se admiten repeticiones, es decir,
si todos los elementos que figuran en ol arreglo
son diferentes, Abordomos, ante todo, el problema
que sigue. i

EL CAMPEONATO DE FUTBOL

En el primer grupo de la clase sdv del campeb-
nato de la URSS de futbol participan 17 equipos.
Los premios son medallas de oro, de plata y de
bronce. ¢De cudntas formas éstas pueden ser dis-
tribuidas?

Este problema se resuelve a hase de la regla
del producto, La medalla de oro puede ser obte-
nida por cualquiera de los 17 equipos. En otras
palabras, agui tenemos 17 posibilidades. Pero
sl ya fue otorgada la medalla de oro a algin
equipo, quedan s6lo 16 pretendientes a la medalla
do plata. Aqui no puede haber repeticiones: un

mismo equipo no puede obtener las medallas de
oro y deé plata.

Esto- significa que después de que un equipo
obtenga las medallas dé oro, quedardn 16 posi-
bilidades de obtener las de plata. Anélogamente,
si ya fueron otorgadas las medallas de oro y las
de plata, las de bronce pueden ser obtenidas sélo
por uno de los 45 equipos restantes. Esto signi-

fica, en virtud de la regla deol producto, que las

medallas pueden ser distribuidas do 17.16.15 =
= 4080 formas.

ARREGLOS S8IN REPETICION

El problema resuelto pertecene a la clase de
preblemas combinatorios sobre arreglos sin repe-
ticién. El enuriciado general de dichos problemas
es como sigue:

Se ilenen n objetos diferentes. ¢Cudntas k-dis-
tribuciones se pueden formar a partir de ellgs?
Aqui dos k-distrib se consideran diferen-
tes, si se diferencian entre si por lo menos en un
elemento, o estdn formadas por los mismos ele-

tos pero dispuestos en orden distinto.

Estas distribuciones se denominan arreglos sin
repeticidn, v ¢l nimero de ellas se denota median-
te A5™, Al formar los k-arreglos sin repeticién
de n objetos, debemos efectuar k elecciones. En
la primera etapa podemos escoger cualquiera
de los n objetos disponibles. 8i ya fue hecha esta

leceién, en la etapa habrd que escoger
entre los n — 1 objetos restantes, pues no se
puede repetir la eleccion efectuadat. De forma
totalmente aniiloga, en la torcera etapa quedardn
36lo n — 2 objetos libres para elegir, en la cuarta,
n— 3 objetos..., en la k-fsima, n— k41
ohjetos. Por esto, en virtud de la regla del pro-

! Tamablén se utiliza la notaclén A, . La notacidn

russ es Ag-. véage la nota al pfe do la pdg. 10, En algu-
nos textos se emplea ol término evariacloness en lugar
de varregioge. Entonces se utiliza la letra Ve en lugar
de la ¢As para denotar el nimero de éstea (N. del T.}

* Recordemos que a diferencla del ceso do arreglos
con repeticlén ahora tememos tan edlo un elemento de
cada tlpo. '
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ducto, se obtiene que el nimero de k-arveglos sin
repeticion de n elementos se expresa como sigue:

Al=n{n—t) ... (n—k1). )

LA BOCIEDAD CIENTIFICA

En otras palabras, se llaman p-permutaciones

a los arreglos sin repeticion de n elomentos, en
log cuales figuran todos los clementos. Se puede
decir también que se llaman permutaciones de n
elementos todas las n-distribuciones posibles,
cada una de lag cusles contiene todos estos clo-
tos t dos una sola vez y que se diferencian

Apliquemeos la férmula deducida & la resolu-
ci6n del problema siguionte: Una soctedad cien-
tifica estd formada por 25 personas. Es necesario
elegir al presidente de la socledad, al vice-presidente,
al secretario cientlfico y al tesorero. ¢De cudntas
formas se puede efectuar esta eleceién, si cada
miembro de la sociedad puede ocupar sile un cargo?

En este caso, bay que hallar ¢l nimero de
arreglos (sin repeticidn) do 25 elemontos tomados
de a 4, pucsto gque aqui tiene importancia quién
serd elegido de dirigente de la sociedad y qué
puestos ocuparan los escogidos (la cleceién apre-
sidente Ivanov, vice Tatdrinov, secretario Timo-
shenko, tesorero Alexéiovs se diferencin de la
eleccifin epresidente Timoshenko, vice p
Ivanov, secretario Tatdrinov y tesorero Ale-
xéievs), Por eso, la respuesta se expresa mediante
la férmula

AP = 05.94.23.22= 303 600.

PERMUTACIONES

Al formar arreglos sin repeticién de n elementos
tomados de a k, obtuvimos distribuciones que se
diferenciaban entre si tanto en la composicién
como en el orden de los elementos. Pero si toma-
mos distribuciones en las que figuren todos los n
elementos, éstas podrin diferenciarse cntre si
solamente en el orden de los elementos que figu-
ron en ellas, Tales distribuciones son llamadas
permutaci de n elementos 0, mas brovemente,
n-permutactonsst,

—_——

1 El térming en-permutacioness, a8 como el on-digtribu-
cioness, Quo se epcuentra mds abajo, no se utiliza en
t‘snaiml pero 1os hemos conservado en la traduccidn por
??qr mas .f_o;md.ma gue loa términos espafioles respectivos

entre si 8610 on el orden de los elementos. El néime-
ro de n-permutaciones se denota medianto P_.
La férmula para P, se obtiene directamente de la
formula que da el ndmero de arreglos sin repo-
ticién. Mds precisamente,

Pp=AR=n(n—1)...2.1. @

De este modo, para saber cuintas permutaciones
ge pueden formar de n elementos, hay que mul-
tiplicar todos los nimeros naturales del 1 al n.
Este producto so denomina n! (se lee «facturlal
de n). Asi, pues,

Po=nl=1.2., .1,

Aqui se conviene que 1! = 1.

En lo sucesivo encontraremos la notacién O1
Pareceria que 0f debe ser igual a cero, Sin embar-
go, se ha convenido considerar que 0} = 1.

El hecho reside en que Ia factorial poses, evi-
dentemente, la siguiente propiedad:

al=n({n—1)!

Esta igualdad es vilida para »n > 1. Es natural
definir (! de forma que esta igualdad permanezca
vilida también para n== 1, es decir, de forma
que sea 1! = 1.0! Pero entonces hay que hacer
0= 1.

Obsérvese, ademéis, quo la férmula (1) para
el nimero de arreglos sin repeticién se puede
escribir de la siguicnte manera:

- n! 3
=TT @

En efecto, en el quebrado (3) todos los factores
1, 2, 8, ..., n— k figuran tanto on el mume-
rador como en ¢l denominador. Después de sim-
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plificar, obtenemos gue Af=n(n—1) ...
«vifn— k1), lo que corresponde a la for-
mula (1),

PROBLEMA DE LAS TORRES

¢De cudntas formas se pueden colocar en el ia-
blero de ajedrez 8 torres de modo gue no se puedan
comer una a la otra?

Esté claro que en tal distribucién en cada linei
horizontal ¥ en cada vertical habri solamento una
torre. Tomemos una de estas distribuciones
y denotemos mediante 4 ¢l ndmero de la casilla

%
%

Fig. 6.

ocupada en la primera fila horizontal, mediante
az, en la segunda, .. ., mediante ag, en la octava.
Entonces (g, ay, - .., ag serd cierta permuta-
cién de los niameros 1, 2, ..., 8 (catd claro que
entre los nimeros ay, ag, ..., a5 no hay dos
iguales, puesto que de ser asi dos torres queda-
rian en una misma vertical}). Reciprocamente, si
. #g €5 ulguna permutacion de los
nimeros 1, 2, ..., 8, a ésta le corresponders
cierta distribucién de las torres, en la cual no
se podrdn comer una a la otra. Por ecjumplo, en
la fig. 6 se representa la distribucién de las
torres  que corresponde a la  permutacién

Gy, dgy - .

75461328, De esta manera, el nimero de dis-
tribuciones buscadas de las torics es-igual al ai-
mero de permutaciones de los nimeros 4, 2, , ..
v oo 8, es decir, a Pg Pero

Py=8l=1.2.3.4.5.6.7.8=40 320,

Esto significa que las torres se pueden ubicar de
la. forma requeride de 40 320 modos diferentes.

De wmanera totalmente andloga so d tra
que en un tablero de n hileras horigoritales y n
verticales se pueden ublear de nl formas n torres
de modo que no se puedan comer ung e la ofra.

Obtendriamos una respuesta totalmente dife-
rente si las torres se diferenciasen en algo entre
gi: si tuviesen distinto color, o si estuviesen
numeradas, En este caso, do cada distribucién
de las torres sin numerar se oblendrian nl dis-
tribuciones de las numeradas: éstas se obtiencn
i, para las mismas casillas ocupadas, se cambian
entre si las n torres do todas las formas posibles.
Par esto, obtendriamos {n!)® maneras do distri-
buciones en las que las torres no se podrian comer
entre si.

Se puede llegar a la misma deduccidn, apli-
cando directamente la regla del producto. La
primera torre se puedc ubicar en cualquiera de
lus n? casillas. Si so tacha la fila horizontal y la
vertical, en las que quedd esta torre, quedara
un tablero con n — 1 hileras horizontales y n — 1
verticales, con (n — 1}? casillas. Esto significa
que la segunda torre so puede ubicar de (n — 1)
maneras. Andlogamente la tercera torre se puede
colocar de (r — 2)* modos, otc. En total, ohte-
nEmMos

n¥(n—1y% .., 12 =(nl)?

formas de distribucién de las torres.

PROBLEMAS LINGUISTICOS

Los lingiiistas, espe¢ialistas en idiomas vivos
y muertos, deben adivinar con [recuencia escri-
turas hechas en idiomas desconccidos, Suponga-
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mos que en sus manos cayé un texto escrito
mediante 26 signos desconocidos. Estos sim-
bolos son letras que representan une de los
26 sonidos del idioma. gDe cudntas maneras se
pueden hacer corresponder los sonldos o los signos
del tdloma?

Dispongamos los signos de la eseritura en
cierto orden. Entonces, cada modo de corres-
pondencia nos dard eierta permutacisn de los
sonidos. Pero de 26 sonidos se pueden formar
P,;= 261 permutaciones. Este niimero es apro-
ximadamente igual a 4.10%, Se sobreentiende
que comprobar todas estas posibilidades es un
trabajo no sblo superior a las fuerzas del hombre,
sino a las de una computadora electrénica. Por
esto, se trata de disminuir ¢l nimero de posibi-
lidades. Con frecuencia se logra separar los sim-
bolos que denotan vdcales de los que denotan
consonantes (las voeales con mayor frecuencia
se hallan al lado de las comsonantes que las
iltimas entre sf, o las vocales una junto a la
otra; ohservando qué combinaciones de sim-
bolos se encuentran con mayor frecuencia, se
pueden separar los signos de las vocales de los
e cor a las tes). Supongamos
que se pudo hallar 7 signos para las voeales
¥ 19 para las tes. Caleul en cudntas
veces disminuyé él nimero de posibilidades. Los
7 gignos para las vocales se pueden permutar
entre sf de 7! formas, y los 19 para las conso-
pantes, do 19! maneras. El namero total de
combinaciones ég igual a 71191 Esto significa
que el trabajo disminuyé en 261/71.191 &
s 650 000 veces. Estd claro que nhora ¢9 miis
ficil, pero también 71-19! es un nimerc gigan-
tesco, .

Después de esto, sé calcula la frecuencia de
aparicién de cada signo por separado. Compa-
rando esta frec con la frecuencia de apari-
ci6n de letras en idiomas préximos al analizado,
se puede acertar aproximadamente el significado
de algunos signos. Otros signos se pueden hallar
comparando ol texto en cuestién con el mismo
texto en otro idioma (los monarcas antiguos

solfan informar sobre sus shazafiass en varios
idiomas). :

Supongamos que, como resultado de esto tra-
bajo, se han idemtificado 4 vocales y 13 conso-
nantes. ¢Cuéntas posibilidades quedan ain?
Estd claro que 3!.6!==4320. Este nimero do
combinaciones ya puede ser verificado, utili-
zando las computadoras electrénicas.

Con dificultades anilogas se encuentran los
criptblogos, o especialistas em ol descifrado de
chdigos,

LA RONDA

Stete muchackas forman una ronda. De cudntas
maneras distintas s¢ pueden colocar en efrculo?

Si estuviesen paradas sin moverse, se obten-
drian 7] = 5040 permutaciones. Pero, como
las nifias giran, su posicién con respecto a los

Fig. 7.

objetos que laa rodean no interesa, o influye
g6lo su disposicién relativa. Por esto, las per-
mutaciones que se transforman una en la otra al
girar las personas deben considerarse iguales.
Pero de cada permutacién se pueden .obtener

.otras seis mediante el giro. Por lo tanto, el nime-

ro 5040 debe dividirse entre 7. Obtenemos
5040 : 7 == 720 permutaciones diferentes de nifiag
en la ronda.

En general, si se examinan las permutaciones
de n objetos, ubicados no en fila, sino en cir-
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cifn de los elementos. Por esto, el conjunto de
todas lag | permutaciones se separa en partes
formadas por nylngl . .. ny! permutaciones igua-
les cada wna. Por consiguients, el niimero de
permutaciones con repeticidn diferentes que
se pueden escribir a partir de los elementos
dados es igual a
!

mylngd o omgl "

Ping, ny, oy M= {5

siendo, recordemos una ver mis, n-=ny +
FmF..otm

Aplicando la formuln {5) resulta ficil respon-
der a la pregunta: geuwdiniss permutaciones se
pueden hacer de las lefras de la, palabra ¢Missi-
sipip? Tenemos agui una letra em», cuatro «is,
tres ¢s» y una ¢py, habicndo en total 9 letras.
Esto significa, de acuerdo con la férmula (5),
que ol nimore de permutaciones es igual a

9!

P (4, 3, 1, 1)=—grerrr =2520.

LOS ANAGRAMAS

Hasta el siglo XVII no existian casi revistas
cientificas. Los hombres de ciencia se enteraban
de los trabajos de sus colegaz o bien de los libros,
o bien de las cartas particulares. Esto creaba
grandes dificultades en la publicacion de los
resultados originales: la impresién de los libros
llevaba afios enteros, y escribir en uma cart.a
privada sobre un descubrimiento era arriesgad

a fines del siglo XVII habia largas discusiones
sobre la prieridad entre Newton y Leibnmitz
(sobre quién descubrié primero log cileulos
diferencial o integral), entre Newton y Hooke
(quién enuncié primere la ley de gravitacién
universal}, etc.

En la antigiiedad, Arquimedes inclusive tuve
que reewrrir a una artimafa. Cuando algunos
cientificos de Alejandria se apropiaron de sus
resultados, de los que se enteraron por cartas que
recibieron de éste, él les escribib otra carta. En
ella habia férmulas de extraordinaria importancia
para las superficies y volimenes de algunas figu-
ras. Los alejandrinos expresaron nuevamente
que estas formulas ya las conocian hace muche,
v que Arquimedes po les informd de nada nuevo.
Pero aqui se aclaré que Arquimedes los agarrd
en la trampa: las férmulas que contenin la
carta eran incorrectas! Para ssegurarse la priori-
dad ¥ no admitir la difusién prematura do los
resultados obtenidos, los cientificos onunciahan
en una frase corta la esencia del descubrimiento,
después permutaban las letras de ésta y enviaban
la carta con las letras intercambiadas o sus
colegas. Estos textos se denominan anagramas.
Por ejemple, las palabras «lunas y snulas son
anagramas, Cuando se imprimia el libro con la
exposicin detallada del resultade, en éste se
daba el descifrado del anagramm. Estos eran
utilizados también en las discusiones politicas.
Por ejemplo, después del asesinato del rey francés
Henri 111, del nombre de su asesino, frére Jacques
{‘Iement {el hermano Jaoques Clément}, eon—
feceionaron el anagrama «C'est l'enfer gui m'a

de pronto alguien se apropia del trabajo y luego
joémo demostrar que no lo hizo €1, sino que se
entérd por medio de la carta recibidal También
pudo suceder que el que recibid la carta pensé
mucho tiémpo sobre el misme problema, halls
su solucifn y la carta no le dio nada nueve, v él
a su vez queria escribirle a su colega una infor-
macién andloga.

A causa de ésto, con frecuencia surgian disputas
sobre la prioridad de los descubrimientos. Afin

eréés» (me ha creado el infiermo). Los enemigos
del rey no se quedaron atrds, v de su nombre
Henri de Valois crearon el anagrama Vilain
‘Herodés {el villano Herodes). Cuando Christian
Huygens (1629—1695} descubrié el anillo de
Saturno, formé el anaprama sasasaa, eccee, d,
eecee, g, h, tiitit, U, mm, nnnnnnnnn, seoo, pp,
q, rry 8, M, wuuwuu,

Si se eolocan aqui las letras en el orden necesario,
se obtiene el texto
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sAnnulo. cingitur tenui, plane, nusguam
cohaerente, ad ‘eclipticam inclinatons.

(sEstd’ Todeado por un anillo tenue, pland, no
adherido en ninguna parte, inclinado hacia la
ecliptica».)

Sin embargo, no siempre los anagramas per-
mitian conservar el misterio. Cuando el mismo
Huygens descubrit el primer satélite de Saturno
{Titano} y hallé que el perfodo de su rotacién
alrededor del planeta cra igval a 15 dias, formb
a rafz de esto un anagrama y lo envid a sus
colegas, Sin cmbargo, uno de ellos, Wallis,
experto maestro en el descifrado de escrituras
secrotas, adiving este anagrama y formé a su vez
el suyo, quo envié a Huygens. Cuando los cion-
tificos se intercambiaron los descifrados de los
anagramas, resultd sor como si Wallis hubiese
hecho el mismo descubrimiento antes que Huy-
gens. Lucgo Wallis reconocié que habia hecho
una broma, con el fin de demostrar la inutilidad
de los anagramas en lo que se refiers a la escritura
secreta. Sin embargo, Huygens no supo inter-
pretar la broma y se enojé...

Calculemos cuantas permutaciones habria que
hacer para hallar el verdadero significado del
primer anagrama de Huygens. En éste figuran 7
lotras a, e, 1d, Se, 1g, 1k, 78, 31, 2m, 9n, 4o,
2p, 1q, 2r, 15, 51 y 5 letras u, habiendo en total
61 letras. En virtud de la férmula (5) obtenemos
entonces

. 81l
TIal 11511140 71312181 41 211] 21 11 51 51

permutaciones. Este enorme nilmero es aproxi-
madamente igual a 108,

El problema de escribir todas estas permuta-
ciones le llevaria a una computadora electrdnica,
4ue ofectiie un millén de operaciones por segundo,
mis tiempo que todo el que lleva de cxistencia
el Sistema Solar.

En cierto sentido al hombre le ez mis ficil
resolver este problema que a la méquina, puesto
que ¢l hombre tomaré no todas las permutaciones,
sino sélo aguellas en que se obtengan palabras

con sentido, tomard on consideracién las teglas

morfolégicas, ete. Esto reduce mucho el niimero
de pruebas necesariad, Y, lo que es més impor-
tante, éste sabe aproximadamente qué problemas
ocupaban a-su corresponsal. Pero, de todas for-
mas, Tesulta un trabajo muy engorroso.

COMBINACIONES -

No :siempre nos interesa el orden em ¢ue se
distribuyen los. elementos, Por ejemplo, si en
la semifinal del campeonato de la URSS de
ajedrez participan 20 personas, ¥ a la final llegan
solo tres, el orden dentro del trio no intoresa:
jaunque sea tercero, con tal de quedar para la
final! Se han dado casos en que el campedn de la
URSS resultaba ser un ajedrecista que ne ocu-
paba en la semifinal el lugar mas alio.

De igual manera, en el campeonate de la
URSS de fithol Ia liga superior, formada por
17 equipos, deho ser abandonada por los equipos
que deuparon los dltimos cuatro lugares. Y es
un débil consuelo ol saber que ol equipo ocupé el
lugar 14, y no el 17: de todas formas duhera
pasar al segundo plano.

En los casos en que no nos interesa el orden
de los elementos en la distribucién, sino sola-
mente su composicidn, se dice gue se trata de
una combinacion. De este modo, se llaman k-com=
binaciones de n elementost las E-distribuciones
posibles, formadas a partir de estos elementos
¥ que so diferencian entre si por la composicion
de los elementos, pero o por su orden. El nimero
de k-combinaciones que se pueden formar a partir
de n elementos se denota medianto CE*.

La férmula del nimero de comhbinaciones se
obtiene fdcilmente de la que dedujimos antes
para ¢l niimero de arreglos. En efecto, formemos

b Ep espaficl se utiliza la exprezidn «combinaciones
do n elementos tomados de a ks, véase la nota dela
pég. 10 (N, del T.).

i 8¢ utiliza también ¢l simbolo (;
russ es Cf (véase la nota de la pag. 10) {N. del T.).

. La notacidn
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Al B

primeramente todas las k-combinaciones de n
elementos, e intercambiemos luego los elementos
que figuran en cada combinacién de todas las
maneras posiblés, Obtendremos entonces todos
loa k-arreglos de n elementos, tomado cada uno
una gola vez. Pero de cada k-combinacién se pue-
den efectuar k! per , ¥ el nimero de
estas combinaciones es.igual a CF. Por consiguien-
te, tiene lugar la férmula

Kl CP = AL,
De esta férmula se halla que

43 nl
n s R e b S
=TT {6)

Es interesante observar que la férmula que
acabamos de deducir coincide con la gue da el
nimero de permutaciones de & elementos de un
tipo y n—k do otro:

nl e
=
En otras palabras,
cp=Pk n—k). ]

Pk, n—k)=

Esta igualdad se puede demostrar también
directamente, sin recurrir a la férmula del nime-
ro de arreglos. Para esto, escribamos en orden
todos los n elementos, a partir de los cuales se
forman las combinaciones, y cifremos cada com-
binaeién mediante un a-arreglo de ceros y uni-
dades. Mids precisamente, si algin elemento
figura en la combinacién, en su lugar escribire-
mos 1; si éste mo figura, eseribiremos 0. Por
ejemplo, si se forman las combinaciones de las
letras a, b, ¢, d, o, f, g, h, i, §, a la combi-
nacién a, ¢, f, h, i le corresponderd la. dis-
tribucién 1010040140, ay la distribucién
0111001004, la combinaciébn b, ¢, d, g, J.
Esté claro que a cada A~combinacién le correspon-
deré una distribucién de k unidades y n — & ceros,
y a cada distribucién de este tipo le corresponders
cierta k-combinacién; ademds, a distintas distribu-
ciones corresponderin distintas k-combinaciones.
De aquf, precisamente, se deduce que el nGmero
de k binaciones de n el tos coineide con
el de permut 3 de k el tos deé un tipo
(unidades) y n — % de otro (ceros).

Aplicando la férmula (6), es facil resolver los
problemas a que hicimos referencia al principio
de este apartado. El nimero de resultados dife-
rentes de la semifinal del campeonato de aje-
drez se expresa por la férmula
c3 = ?rz-f% =1440.
El nGmero de distintas posibilidades “tristes’”
del campeonats: de flithol es igual a

171
T

Aqui tenemos otro problema sobre combina-
ciones: : ;

¢De cudntas formas se pueden colocar en el ta-
hlero de ajedrez 8§ torres? A diferencia del problema
estudiado en la.pdg. 25, aqui no so impons la
condicién de que las torres no puedan c¢omerse

oy =

unas a otras. Por esto, simplements déebemos

escoger 8 casillas cualesquiera de las 64 del
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tablero de ajedrez. Esto se puede hacer de
C'.'=-g%_'=432828496§

formas distintas,

En forma totalmente andloga se demuestra gue
en un tablero ¢on m lineas horizontales y » ver-
ticales so pueden colocar % torres de

a_ _ l(mn)l
2 T Fkmn—k)
maneras.

Si colocamos, en cambio, no % torrés iguales
sino % fliguras diferentes, tendrd también impor-
tancia qué figura ha sido colocada en cuél ¢asilla,
Por esto, aqui no obtenemos combinaciones, sino
arreglos, y la respuesta se expresa por la férmula
___(mn)!
= {mn=k)"

*

T
Ak

LA LOTERIA GENOVESA

En los siglos pasados gozaba de gran populari-
dad la Namada loterfa genovesa, que se conservé
hasta ahora en algunos pafses. Su esencia con-
gistia en lo siguiente. Los participantes de la
Ioteria compraban billetes, en los que habfa
nimeros del 1 al 90. Se podfan comprar también
billetes en los que babia directamente dos, tres,
cuatro © einco cifras, En el dia del sorteo de la
loterfa, de una bolsa que contemia fickas con
los nimeros del 1 al 90 se extraian cinco fichas.
Ganahan aquellos en cuyos billetes todos los
nimeros s¢ hallaban entre los que habian sido
extraidos'. Por ejemplo, si en el billete habia
los numeros 8, 21, 49, y habian sido extraidos
los nimeros 3, 8, 21, 37, 49, ol billete ganaha;
8i, en cambio, habfan sido extraidos, por ejem-
plo, los nimeros 3, 7, 21, 40, 63, el billete perdia,

.} Upa variante.de esta loteria es la loterfa de salém,
con.cartones: aqui hay también bolillas con log nimeros
del 1 al £0. En os cartones. de los jugadores hay 3 tilas
de 5 ndmeros cada una, Cuando se completan 4 Tdmeros
ae dice, precisamente, que se tlene una ecuaternas.

7[2] 3|4]5|¢| 7] 8|97+
(72]73] 74| 15{ 28] 77| 18| 1] 20| 2] 22
25 | 24| 257 26| 27| 28) 29) 30| 31| 32| 32
|74| 35| 36| 37| 38] 39| vo| 602 | 93] 4
¥5 1‘; : 39‘:'05?.5 .5?5,
'a 606&” : 85]
f//.’l.(- -

S

Y 532

[
puesto que el 8 no se hallaba entro los nimeros
extraidos,

Si el participante de la loterfa compraba un
billete con un solo nimero, obtenia, si ganaba,
una suma 15 veces mayor que el costo del billete;
si éste tenia dos mimeros (ambo), la suma era
270 veces mayor; si tenia tres (terna), 5500 veces;
si tenfa cuatro (cuaterna}, 75000 veces, ¥y si
tenia cinco némeros {quina), 1 000 000 de veces
mayor que el costo del hillete.

Muchos probaban enriguecerss participando en
esta lotoria y apostando, en cada sortes, a una
terna o un ambo. Pero casi nadie logré conse-
guirlo: la loteria estaba calculada de forma que
ganason sus organizadores!.

Para comprender las causas de esto, tratemos.
de calcular la razén entre el nimero de casos.
safortunadoss de la loteria y el nimero total de
casos en las distintas formas de juego. El nimero

' Las emociones de les participentes do esta loterfa
han sido descritas con gran brillantez por Ia escrifora
lfg:i:nn Matilde Serno en la novela «E1 sorteo de la lo~

+ 8
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total de casos de la loteria se halla directamente
mediante la férmula (8). De la bolsa con 90 fichas
se extraen 5, sin que el grden tenga importanciu
alguna. Se obtienon combinaciones de 90 ole-
mentos tomados de a 5, el nimero de las cuales
es igoal a

cw_ 90! _ 90.80.88.87.86
O BIES . 1Zaan

Supongamos shora gue el participante de la
lotoria compré un billete con un solo nimero.
+En cudntos casos ganard? Para ganar es nece-
sario quo vne de los niuneros extraidos coincida
con el que se halla en el billets, Los otros 4 pue-
den ser arbitrarios. Pero estos cualro nimeros
st escogen entre los 89 restantes. Por esto, el
niimero de combinaciones propicias se expresa
por la férmula

89.88.87.86
1.2.3-4
De aqui se desprende que el cociente entre el

nmimero d¢ combinaciones propicias y el nfimero
total de éstas es igual a

Cif =

Lfom, A
[ TR TR T

Esto significa, aproximadamente, gque ol jugador
ganard una vez cada dicciocho. En otras palabras,
pagara por 18 billetes y ganard sélo 15 veces mds
que ol costo de uno de ellos: el costo de tres
billetes quedard en ol bolsillo de los organizadores
de la  loteria.

8e sobreentiende que no se debe considerar que
de cada 18 veces el jugador ganard exactamente
unia ver. A veces, entre dos casos de ganancia
pasan 20 ¢ 30 sorteos; a veces se logra ganar en
dos y en tres sorteos consecutives. Aqui se trata
del nimero mediv de ganancias cn un intervalo
grande de tiempo, o para un gran nimero de
participantes, De otro modo, ss puede incurrir
en el error que se adjudica a cierto médico. Este
dijo a su paciente: 4Tiene Ud. una enfermedad de
la cual sana 1 entre 10. Pero los 9 enfermos pre-

cedentes que ho tratado de esta enformedad se
han muerto. {Ud. se curard sin faltals,
Calculemos ahora las probabilidades de ganar
en un ambo. Aqui ya es necesariv que los dos
niimeros apostados figuren entre los que se han
extraido de la bolsa; los tres nimeros restantes
pueden ser cualesquiera. Como se los puede esco-
ger enire los 88 gue guedan, el niumero de casos
safortunadoss en el juego del ambo se expresa
mediante la  férmula
88.87.86
1.2.3 7
La razén entre el mimere de dichos casos y el
nimero total de éstos cs de

ce=

cy 45 2
e G0.80 801

Aqui ya do 801 casos sGlo dos conducen al
éxito. Pero como la ganancia es sblo 270 veces
mayor que el costo del billete, de cada 801 de
billetes de «ambow» el precio de 261 quedard en los.
bolsillos de los organizadores de la loteria.
Esti claro que el juego al ambo es ain menos
ventajoso a los participantes que el juego a un
niimero simple.

Resultan totalmente desventajoses los juegos
a la terna, cuaterna y quinta, En el juego a la
terna Ja razon entre el nimero de casos propicios
y ol nimero total de éstos cs igual a
Y 343 4 |
T = 0080.88 ~ TL 78 °
en el juegn a la custerna ey de
Cp 234 1
O T 60.89-88.87 511098 *

v en ol juego a la quinta, de

1.2.3-4-5 1

60-89-88-87.86 43040 268 °

i m—
T
En cambio, a los que genan pagan solamente
5500, 75 000 y 1 000 000 de veces mas, El lector
puede caleular por si mismo cudles son las pér-
didas de los participantes do la loterfa bajo estas
condiciones. )
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LA_COMPBA DE LOS PASTELES

En una confiteria se vendlan 4 tipos de pasteles:

de crema, cafiones, polverones y hojaldrades. ¢De

cudntas maneras se pueden comprar ¥ mosas?

Este problema tiene otra forma que los ya
resueltos. No es un problema sobre arreglos con
repeticion, ya que el orden en ‘que se colocan
los pasteles en la caja ¢z indiferente. Por esto, se
hialla més préximo a los problemas de combina-
ciones, Pero so diferencia a su vez de éstos en
que en las disposici pueden figurar ol tos
repetidos (por ejemplo, se pueden comprar
7 caiiones). Eslos problemas se llaman problemas
gsobre combinaciones con repeticién.

A

Eate niimero, como fue domoslrado en la pag. 28,
es igual a
40!  10.9-8

P, Y=-gr=—133

=120,

Podriamos haber llegado al mismo resultado
también por otro camine, a saber: dispongamos en
cada compra log pasteles en el orden siguiente:
pasteles de crema, cafiones, polvorones y de
hojaldre, y después numerémoslos. Pero al efec-
tuar esto, agregaremos 1 a los nimeros de los
cafiones, 2 a los de los polvorones, y 3 a los de
1os pasteles hojaldrados (a los nimeros do loz de
crema Do agregaremos nada). Por ejemplo, supon-
gamos que se han comprado 2 pasteles de ¢rema,

Para resolver nuestro problema pr
del siguiente modo. Cifremos cada compra me-
diante ceros y unidades. Mis precisamente,
escribamos primeramente tantas unidades cuan-
tos pasteles de crema han sido comprados. Des-
pués, para separar los pasteles de crema de los
cafiones, escribamos un cero, y después tantas
unidades cuantos cafiones se han adquirido.
Luego escribimos nuevamente un cero (si po se
ha comprado ningin cafién, on la escritura habrd
dos ceros seguidos). Escribamos ahora tantas
unidades cuantos polvorones fueron comprados,
después nuevamente un cero y, por Gltimo, tantas
unidades cuantos pasteles de hojaldre se com-
praron. Por ejemplo, si se han adquirido 3 paste-
les de crema, 1 cafién, 2 polvorones y 1 pastel de
hojaldre, obtenemos la siguiente escritura:
1110404101, 8i, en cambio, fuerom comprados
2 pasteles do crema y 5 polvorones, se obtiens
la- cgcritura $4100111110. Estd claro que a dis-
tintas compras les corresponden diferentes dis-
posiciones de 7 unidades y 3 ceros. Reciproca-
mente, a cada disposicion de 7 unidades y 3 ceros
ls corresponde alguna compra. Por ejemplo, a la
dispogicién 0111011110 le corresponde la compra
de 3 caiiones y 4 polvorones.

Asi, pues, el nimero de compras diferentes
es igual al de permutaciones con repeticién gue

den: ser formadas de 7 unidades y 3 ceros.

a—1184

3 cafl , 1 polvorén y 1 pastel de hojaldre.
Entonces estos pasteles so numerarin asi: 1, 2, 4,
5, 6, 8, 10. Eata claro que el mayor nimero serd
aqui igual a 10 (el dltimo pastel hojaldrado
obtiene el nimero 7 <+ 3= 10), y el menor,
a 1 (éste 3 el que obtiene el primer pastel de
crema). Aqui no se repite ningin ndmero. Reci-
procamente, a cada sucesién creciente de 7 ni-
meros del 1 al 10 le corresponde cierta compra.
Por sjemplo, a la sucesidn 2, 3, 4, 5, 7, 8, 8 le
corresponde la compra de 4 cafiones ¥ 3 polvoro-
nes, Para convencerse de esto, hay quo restar de
los niimeros dados los 1, 2, 3, 4, 5, 8, 7. Ohtendre-
mos los nameres 1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, es decir,
4 unidades y 3 edosess. Pero 1 era el nimero que
sumébamos a los de los cafiones, y 2, a los de los
polvorones. Por consiguiente, tenemos 4 cafio-
nes y 3 polvorones.

Ohtenemos, en nuestro caso, sélo sucesiones
erecientes de ndmeros y, por lo tanto, cada suce-
gibn queda totalmente determinada por sus
integrantes. Por esto, el nimero de estas suce-
siones de 7 términos es igual al de 7-combinacio-
ned de 10 nimeros {del 1 al 10). Diche nimero
se expresa por la férmula

cp= -7.11-;’-'5-=mu

Hemos obtenido el mismo resultado.
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COMBINACIONES CON REPETICION

Ya hemos expresado que el problema analizado
pertencce al tipe de prob sobre combinacio-
nes con repeticién. El enunciado general de
estos problemas s como siguo: se tienen objetos
de n tipos diferentes, ¢Cudntas k-disposiciones se
pueden formar a partir de éstos, si no se ticne
en cuenta el orden de los elementos on la dis-
posicién (en otras palabras, distintas disposicio-
nes deben diferenciarse por lo monos en un
ohjeto)?

Este problema se resuelve, en caso general, de
forma exactamente igual a la que lo hicimos
para ¢l problema de los pasteles. Es decir, hay
quo cifrar cada disposicion mediante ceros
v unidades: eseribir para cada tipo tantas nmni-
dades como objetos de este tipo fipuren en la
disposicion, y separar los distintos tipos unos
de otros mediante ceros (aqui, si los objetes de
algiin tipo no figuran en la disposicién, hay que
eseribiv dos o mds ceros seguidos). Obtendremos
asf tantas unidades cuantos objetos figuren en la
disposicion, es decir % El nimero de ceros serd
una unidad menor que ol de tipos de objetos,
es decir, n — 1. De esta forma, obtencmos per-
mutaciones con repeticién de k unidades y n — 1
ceros. A distintas disposiciones les corresponderdn
distintas permutaciones con repeticién, y a cada
una de estas Gltimas le corresponderd su dispo-
sicién. Asi, pues, ol némero C} de k-combinacio-
nes con repeticion de clementos de n tipos'
es igual al nfmero P {k, n — 1) de¢ permutacio-

‘dad

Esta misma f6rmula se puede demostrar también
de otro modo. En cada combinacién debemos
distribuir los elementos segin los tipos (primero
todos los del primer tipo, después los del segundo,
ete.). Luego, hay que numerar todos los clementos
de la combinaci6n, pero a los nimoros de los del
segundo tipo debe agregarse 1, a los del tercero,
2, ete. Entonces, de cada combinacién con rope-
ticién se obtiene otra, sin repeticién, formada
por los nimeros 1, 2, ..., n+ & — 1, habien-
do & elementos on cada combinacién. De agui
se deduce, nuevamente, que
. h—l_(n‘l'k—l)
=G =t

Hay problemas en los cuales a las combinacio-
nes con repeticién se impone una condicién com-
plementaria: en éstas deben forzosamente figurar
elementos de r tipos prefijados, siendo r < n.
Estos problemas se roducen ficilmente al que
acabamos de resolver. Para asegurar la presencia
de elementos de los r tipos dados, tomemos desde
el primer momento un elemento de cada uno de
estos tipes. Asi quedardn ocupados r lugares cn
la k-combinacién. Los k — r lugares restantes
pueden ser llenados por olementos cualesquiera,
pertenecientes, por hipdtesis, a n tipos. Por
eato, habrd tantas disposiciones del tipo buscado
como combinaci con tepeticion de el tos
de n tipos, con k — r elementos cada una,
a‘;; ___Gn,-i-h—r—

—_

h—r

L]

En particular, si n < k% y se exige que en la
k-combinacién con repoticién figure por lo. menos
un el to de cada uno de los n tipos, se obtie-

nes con repeticién de n — 1 ceros y k unidades.

Pero

. (e~ n—1)!

Pk, L T = i

Por esto,

B (k+n—1)1
&= TR -l

* 8o utilizan tnmhién tas nntaclones lCR);. ¥ On,p En
gapafiol so dice woo én de n clo
mentos tomados de & en J‘m. Q h!en «\omadvs de o ke,
Véase 1a nola bl pie de la pdg 10-(N, del T

=C§+h‘ 1 3

nen C -ﬁ_',, disposiciones.

DE NUEVO EL CAMPEONATO
DE FUTBOL

Hemos analizade problemas sobre -arreglos,
permutaciones y combinaciones, En muchos casos
hay que vérselas con disposici de diferentes
tipos. Consideremos cl sigment.e problema:
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Llamemos a dos variantes del resultado del
campeonato de la URSS de fathol coincidentes en
lo fundamental, si en estos resultados coinciden
los poseedores de las medallas de oro, de plata
.y de bronco, asi como. también los euatro equipos

que abandonan la liga superior. Hallar el nimero.

de resultados, no coincidentes en lo fundamental,
del campeonato (igual que antes, consideramos
que en el campeonato participan 17 equipos),

Ya sabemos que las medallas se pueden dis-
tribuir de A} = 17.16.15 formas (véase la
pig. 23). Después de esto, quedan 14 equipos,
de los cuales 4 deben abandonar la liga superior.
Como aqui ya no tiene importancia el orden de
los equipos que a}:andonan' esto puede tener
14!
41 10
det producto, obtenemos que el ndmero de resal-
‘tados, coincidentes en lo fundamental, del cam-
peonato, es igual a

14! 171

DO AT AO15 r TI0!

A este mismo resultado se puede llegar por
otro camino., El nimero total de distintos resul-
tados del campeonato {sin temer en cuenta los
caz08 en que tienc lugar el reparto de unos u
otros lugares) es igual a P;; = 17. Pero las
permutaciones de los equipos que ocuparon los
lugares dezde el 4° al 13% asi como también las
de los que ocuparon los lugares desde el 14" hasta
el 17°, conducen a resultados del campeonato que
coinciden en lo fundamental. El ndmero de
estas permutaciones ¢y igual a 101.4l. Por lo
tanto, el nimero de resultados diferentes se

lugar de C}' = maneras. Segin la regla

= 4084 050,

cxpresa por la férmula ora”

Supongamos quo so gquicre transmitir el resul-
tadé del campeonato mediante un telegrama
formado por % puntos y rayas. ¢Cudl er el menor
niimero de simbolos necesarios para hacerlo? Ya
sabemos que do & puntos y rayas se pueden formar
2% distribuciones diferentes. Por esto, el menor
wimero de simbolos que hacon posible la trans-
misién de la informacidn reguerida debe ser

tal que se cumpla la desigualdad
2k > 4084 080.

Resolviéndola, obtenemos que & > 22, Asi,
pues, para transmitir los resultados del campeo-
nato mediante puntos y rayas, es necesario utili-
zar no menos de 22 simbolos;

Se sobrecntiende que estos cdleulos no se
utilizan para transmitiv los resultados de los
campeonatos, Pero es [deil imaginarse un caso
en que la transmisién de la informaeién esté
acompafiada de grandes dificultades técnicas
(por ejemplo, al transmitir una fotografia desde
una nave cGsmica) ¥y en ¢ue cada signo valga
#su peso en oros. Entonces hay que considerar
las diferentes posibilidades de esta tramsmisidén
¥y escoger las més econbmicas. Estos problemas
son estudiados en la disciplina matemdtica deno-
minada teoriz de la informacidn.

PROPIEDADES DE LAS
COMBINACIONES !

Los nimeros C}; poseen toda una serie de pro-
piedades notables. Estas pueden ser demostradas
de diferentes maneras. En algunos casos lo mis
cdmodo es aplicar directamente la férmula

n_ nl
S =Re—m" &
Sin embargo, con fr ia se logra obt la

demostracién a partir de consideraciones com-
binatorias: e calcula ol nimero de distribucio-
nes de un tipo dado y se dividen éstas en clases
que no posean elemeftos comunecs. Despuéds, se
halla cudntas distribuciones figuran en cada
clase. Sumando los nitmeros obtenidos, obtenemos
nuevamente el nimero do todas las distribuciones

' Bl resto del capftule pucde ser omitido ent una pri-
mera lectura. Sin embargo, Ias igualdades Cf = ¢y
¥y O = cp2hy 4 ¢l travdn con f ia cn
lo sucesivo.

3.-
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del tipo estudiado. Esto nos da, precisamente,
la relacién buscada.
Comencemos por la férmula mis sencilla:

Cr=C]_,. (10)

Esta se desprende directamente de la (9). 5i
sustituimos en esta Gltima k por n — &, a su
ver n— k o sustituird por n— (n — k)= k;
como resultado, los factores del denominador se
intercambian de lugar. Pero la igualdad (10)
es fdcil de demostrar también sin recurrir a la
expresidn explicita del nimero de combinaciones,
Si se escoge alguna k-combinacibn de n el t

diferentes, nos quedard una combinacién com-
plementaria de n — & elementos, siende a su
vez la k-combinacién inicial complementaria de
la (n = k)-combinacién obtenida. De esta mane-
ra, las k-combinaciones y las (r — k)-combinacio-
nes forman pares mut tariog

'™ mel

En forma similar se demuestra la relacién

Co+Ci+CE+ ... +Cp=2n (12)
Para esto, recoglemos que 2" es el nimero de
todos log m-arreglos con repeticidn formados
por elementos de dos tipos. Dividamos estos
arreglos en clases, haciendo pertemecer a la
clase k-ézima aquellos en los que figuran & ele-
mentos del primer tipo ¥y » — & del segundo.
Los arreglos de la k-ésima clase gon ni mds ni
menos gque las permutaciones posibles formadas
por k& elementos del primer tipo v n— k del
segundo. Ya sabemos que el mimero de tales
permutaciones e igual a P (k, n — k), siondo,
ademés, P (k, n — k) = C} (véanse las pigs. 28
¥ 30). Por consigniente, el nimero total de
arreglos de todas las clases es igual a €7 +
+ C% 4+ ...+ €} Por otro lado, este mismo
nimero es igual a 2", Con esto queda demostrada

¥, por ello, ¢l nimero de estas combi

e3 ol mismo, Esto significa que CF = C}i,.
Casi con la misma sencillez se demuestra la

relacién

G=cimi ot

Para esto, formemos k-combinaciones de los n
elomentos ay, ..., @,-q, @, ¥ dividimoslas en
dos clases. En la primera figuraran las combi-

que tengan al el to ap; en la
segunda, las que no lo contengan. 5i eliminamos
el elemento a,, de cualquiera de las combinaciones
de la primera clase, nos quedard una (k — 1)-com-
binacién, formada por-los clementos ay, . . .; a,_4.
El niimero de éstas es igual a Cii=%. Por esto, en
la primera clase habrd Cj—y distribuciones. Lag
combinaciones. de la. segunda clase son k-combi-
naciones formadas por los (»— 1) elementos
@y, . .. G54, Por esto, su nimero es igual
a CI~%. Por cuanto cualguier k-combinacién
formada a partic de los elementos ay, ..., gy
pertenece & una clase, y sblo a una, y el nimero
total de estas combinaciones cs igual a CF, obte-
nemos la igunaldad (11).

(1)

la relacién . (12).
En forma totalmente andloga se demuestra guo
P (ny, ng, ng)=3n, (13)
nytngtag=n

donde la suma se toma por todas las particiones
del nimero n en tres sumandos [{teniéndose en
cuenta también el orden de los sumandos, cs
decir, en la suma figuran, por ejemplo, los tér-
minos P (ng, nzy Rz) ¥ P (nz, na ng). Para
demostrarlo, debemos considerar todos los n-arre-
glos formados por elomentos. de tres tipos y se-
pararos en clases de una misma composicién
{es decir, tomar arreglos con un mismo nimero
de elementos del primer tipo, del segundo y del
tercero).
En general, tiene lugar la igualdad

Y Py, ..
g, np=n

o mp)=kn, (i4)

donde la suma se toma por todas las particiones:
del niimero » en & swmandos (teniendo en cuenta
el orden de éstos). -
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Consideremos ahora las m-combinaciones con

repeticién  for " por el tos de n--1
tipos, por ejemplo, por las n <41 letras
a, b, ¢ ... . El nimero de estas combinacio-

nes es igual a gi¥!ax CRF™. Dividamos todas
estas combinaciones en clases, haciendo per-
tenecer a la clase k-ésima las combinaciones en
las que la letra o figura % veces. Los m — %
lugares. restantes estardn ocupados por las letras
que quedan: &, ¢ ..., % cuyo mimero es igual
a n. Por esto, en la clase k-ésima habrd tdintas
combinaciones cuantas (m — k)-combinaciones
con repeticion se pueden formar a partir de ele-
mentos de n tipos, es decir, Cit "1 En con-
se¢uencia, el nimero total de todas las combina-
ciones es igual a

R O O

Por otro lado, hemos visto que este ndmero es

igual 2 ¢™F™. De esta forma queda demostrada

la igualdad

o N o N LR Y o ol ¢ )

Sustituyendo agui n por a+1 y m por m—1 y

aplicando la igualdad (10), se obtiene que

Chp oty ol optm=1=cntT. (16)
Para a=1, 2, 3, obtenemos log siguientes casos

particulares de la férmula (16):

m (m--1})

1424 .. fm=———, 7
1-242.34 ... 4+m(m+1)=
41 2
nntintd) - g
1:2.342.3:4+...4m(m+1) (m4+2) =
m(m+4-1)(m1-2) (m-4-3
a )’: ) (m+8) (19)

Mediante las férmulas (17)—(19) es ficil ha-
. lar la suma de los ctiadrados vy la de los cubos
de los nomeros naturales del 1 al m, La fbr-

mula (18) se puede.esorihir_ como Sigue
13420 Ami 2t pme=
_mimid) (mt)
= 5 :
Pero, en virtud de la (17), so cumple que -
1
424 me '_"L".‘é.‘i'..._]

., por lo cual

194204 ., 4m? EM‘MM

_ m(met) _ m(mtt) @nat) (20
2 = :

En forma totalmente andloga se deduce, de la

férmula (9), que '
2

18+2ﬂ+...+m3_="‘-»—(-'%+_1)3. (21

Dejamos que el lector obtenga, por este método,
las férmulas para las sumas de potencias mis
elovadas de los nimeros naturales.

Lag m-combinaciones con repeticiopes forma-
das por elementos de n tipos pueden ser clasifi-
cadas tomandb como base &l nimero de elementos
de diferente tipo que figuran en la combinacién
dada. En otras palabras, en la primera clase
se hallarén las combinaciones que estén formadas
por elementos iguales; en la gegunda, las gue
lo estén por elementos de dos tipos, ..., en la
n-ésima, por elementos de todos los n tipos {se
sobreentiende que si es m << #, se obtendrén
solamente m clases), f

Calculemos -cuéntas combinaciones figuran en
cada clase. La elecciébn de una combinaci6n
perteneciente a la k-ésima clase se puede efectuar
en dos etapas. Primeramente escogemos qué k
tipos de elementos figuran en la combinacitn.
Como el nimero total de tipos es igual a =,
esta eleccién se puede hacer de C} maneras.
Después de que.los tipos estén elegidos, debemos
establecer las m-combinaciones con. repeticién
formadas por los el tos de estos & tipos, en
las. cuales estén representados todos ellos. Pero
hemos demostrade {véase la pig. 35) que el




nimero de estas combinaciones con repoticién
es igual a C) = -l

Segiin la regla del producto, de aqui se deduce
que en la k-ésima clase figuran CPCET} combi-
naciones. Sumando los nimeros de combinaciones
de cada clase, obtenemos la cantidad total de
m-combinaciones. con repeticién, formadas por
elementos de n tipos, eg decir, C"™"%. Queda
asi demostrada [a igualdad

Pl cper-ta...
T e

1__ pmbn=—1i
) n—l"cm L

(22)

Si es m<n, el dltimo término de la suma
seri CACM=!. La igualdad obtenida adquiere
una expresién mis comoda si se sustituyo en
cada sumando £} por [} _,. Nos quedard en-
tonces :
(s S T s S

v O =gmir-1, (23

Aqui, en cada sumando del primer término, la
suma de los indices superiores es igual a n 4+ m —
— 1, y la de los inferiores, a n — 1. Los indices
superiores son constantes, y los inferiores varian.
De otra forma, esta igualdad se puede eseribir
asi:
CRCI P+ CIC R . . .+ CRCY P =T,

i (23"

Ahora deducivemos una férmula andloga, en
Ja cual al sumar varian también los indices
superiores. Pars esto, tomemos p vocales dis-
tintas ¥ n — p consonantes diferentes v forme-
mos, a partir de éstas, todas las m-combinaciones
con repeticién posibles. Dividamos estas com-
binaciones en clases, incluyendo en la k-6sima
clase las combinaciones que contienen k vocales
y m — k consonantes. Calculemos el nimero
de combinaciones que figuran en la k-6zima clase.
Cada elemento de. ésta se divide en una k-com-
binacién (con repéticién), formada por p vocales,
¥y una (m — k)-combinacién (con repeticién),
formada por i — p consonantes. Por csto, en la

38
k-ésima clase habri Ck+”_16‘ﬂ‘.j}:-p_”“ combi-

naciones. Por lo tanto, la cantidad total de com-
binaciones analizadas es igual a

eiigmin-e—i g phemin-o-1 g
+g'r:+p—tcg-p-1_

Por otro lade, estas combinaciones nos dan todas
las m-combinaciones con repeticién que se pueden
formar do elementos de n tipes diferontes, por lo
cual su ndmero es ignal a €51 Obtenemos
asi la identidad

cg—icmm+u-—p—1+crl|,g?=4_—v:—p—2 s

o OOEP=tgmrd_ gmined (24
Escribamos esta igualdad de forma que al sumar
varien solamente los indices superiores. Para
esto, hay que aplicar la identidad C7=C7__ a
todos los términos. Obtenemos entonces :

—1_ p—1 =il
Chi=Cpt i+ op_ Rt P

—1on—p— -t
iy o il

Esta férmula puede ser escrita de otro modo
como siguel:

e SR ot O

n-p
L m B0

Podemos apreciar que aqui, en la suma, los
indices inferiores permanecen constantes, mien-
tras (que los superiores varian, siendo la suma
de los primeros igual a n, y la de los dltimos,
a m.

Destaquemos un caso particular de la férmu-
la {23}, que ohtuvimos antes. Si hacemos en ella
n— p= m, obtendremos

CROR 4 CPCT + o1+ CBCT = CEF™, (25)
En particular, para p=m nos da la igualdad
CREH €T+ (CDE=C3P, (26y

! Sustituimos p por p 4 4, npor n4- 2 ¥y m por
mo—T.
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Las identidades obtenidas pueden ser genera-
lizadas. Para “esto, tomémos un conjunto for-
mado por clementoy do g tipos: ny elementos del
primer tipo, ns del segundo, . . ., ny del k-ésimo,
siendo los elementos de un tipo difcrentes entre
si {por ejemplo, el tipe se determina por el
color del objete, 'y los el tos de un
color tienen distinta forma).

Formaremos, partiendo do log elementos de
este conjunto, todas las m-combinaciones posi-
bles, y las clasificaremos por su composicidn,
ez decir, gegin ¢l nimero de elementos del pri-
mero, segundo, . . ., g-ésimo tipo. Entonces cada
clase se caracteriza por los nimeros naturales
{my, ma, ..., mg), que satisfacen a las desi-
gualdades 0 < m; < ny. Esta clase estd consti-
iuida por my elsmentos del primer tipo, ms del
segundo, . . ., mg dol g-ésimo, siondo, ademés,
my =+ mas+ ... 4 mg= m. Denotaremos esta
clase mediante 4 (my, . .., mg).

Do la regla del producto se desprende que
1a clase A {ml, - Mg} estd formada por
ChlChe ... €33 combinaciones. Sumando el
numeru da co %macxonos de todas las clases,
oblenemos la identidad

us
DOAER . Cl=CPs

donde n=n; 4+ na+ ...+ ng ¥y la suma se
toma por todas las distribuciones posibles de
los niimeros naturales (my, mz, . .., mg}, siendo
mAmet ...+ mg=m

Si se toman combinaciones con repeticidn, se
obticne una identidad andloga:
E C l+l7!1—— 1Guz+m=—1

My

27

=CrEm=1 (ag)

A+, —1
. cmf-;; q
donde también es n=n -+ ny4 ...+ ng
¥y la suma se toma por las mismas agrupaciones
de los niimeros (my, mg, . . ., mg)-
Otra propiedad de las combinaciones se esta-
blece de la signiente manera. Partimos de la

identidad

choth —ofch, (29)
la cual se comprueba fdcilmente por razonamien-
tos combinatories. Para esto, hay quo tomar n
elementos diferentes, escoger ‘k de ‘dstos, y de
los n - k restantes escoger ain m — k. Se
obticne asi una m-combinacifn de n elementoa.
Para un & fijo, este proceso se puede eféctuar
de C‘}:’C'p:::.g maneras, No es dificil comprobar
que en nuestro caso cada una de las €} combi-
naciones se obtiene de C}' maneras. De aqui se
desprende, precisamente, la igualdad (29).
Escribamos la identidad (29) para k=0, ...
...om y sumemos las igualdades obtenidas.
Como, por la férmula (12), se comprucha

CP4-CT ...+ O =2m,
se obtienc gue
CRCn -+ CICnl + ..+ CR ey~ =2mER, |

m—=
0 hisn
Clen_ O +
et C"' Chmm— gm

m-n—m m*

(30)

CASO PARTICULAR DE LA FORMULA
DE INCLUSIONES Y EXCLUSIONES

Muchas propiedades de las combinaciones se
deducen a base de la férmula de inclusiones
y exclugiones (véase la pdg. 19). Nos seri de
utilidad un caso particular de ésta. Supongamos
que el nimero N (a4, ... o) de elementos
que poseen las propiedades ay, . .., o depende
no do cstas propiedades, sino solamente de su
cantidad, es decir, supongamos quo

Niag)=...=N(ag),
N (oytte) = N (ogeegy= ... = N (an_go )y
N (ago0p) =N {oyoaey) = ... =N (ep_ln-sonh

ete. Entonces, enla suma N (e 4 . . . 4+ N (&)
todos los términos son iguales a un mismo nime
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ro, que denotaremos por N'. Como hay n su-
mandos aqui, esta suma serd igual a AN =
= CPN®W. De forma totalmente igual se de-
muestra que
Nlags) +N (@) + ...+ N (en-10m) = C3N ),
donde V=N (xy¢t), ¥, en general, que
Ni{aay oow o)t oot NV (On-pat - o )=
=cpN®

(ge sobreentiende que la suma (31) s& toma por
todas las combinaciones posibles de r propiedades,
tomadas de a k).

Por esto, en ol caso considerado la férmula de
inclusiones y exclusiones adquiere la forma

NO =y eaN Y —
e (= 1) NG,

(31)

(32}

SUMAS ALTERNADAS
DE COMBINACIONES

ién: a la combinacién que no contiene la
letra a, se la agregaremos, y la eliminaremos de
las combinaciones que la contiemen. Es facil
comprobar que entonces obtendremos nusvamente
todas las combinaci L das una sola vez
cada una. Pero en esta transformacién todas las
combinaciones que tienen un namero par de
elementos se transforman en otras con mimero
impar de éstos, y viceversa, Por consiguiente,
hay tantas combinaciones con nimerop par de
elementos come con namero impar de éstos
{aqui incluimos también la combinacién vacfa,
que no contiene ningin elemento). Esto se expre- |
sa, precisamente, por la férmula (33).

Demostremos ahora la férmula més compleja

ChCm—CICR 2+ CEn

e (= mCRCETT =0, (34)
Para esto, id o3 las m- binaei
formadas a partir de los n elementos ai, . . +y @p.

Desi por (as, ..., 43) la propicdad de

Ahora pasaremos a la deduccién de las pro-
piedades ulteriores de las combinaciones. Estas
son similares a las que demostramos antes, pero
se diferencian de las Gltimas en que los signos
de los sumandos varian: después de un «mdss
va un «menoss, luego nuevamente un «mése, etc,

La m#s sencilla do estas formulas es

Cp—Ch+ 05— ... (—1)n CR=0. (33)

Esta identidad se deduce de la igualdad (11).
Para demostrarla, hay que tener en cuenta que
Cf = CB-1 = 1, Sustituyamos el primer suman-
&o por Ch~! y observemos que, en virtud de la
f6rmula (#1), e CF-1 — €} = —C}"L. Tenemos
ahora que _..C‘—l+c"— €71, ete. En fin
do cuentas todos los sumandos se simplifican
entre sf.

Esta férmula se pueds demostrar también
mediante razonamientos combinatorios. Escri-
bamos todas las combi de n el tos
Gy, - @y ¥ efeciuemos la mgumnta translor-

guna de las propiedades (ay), - .

la combinacién consistents en que en ésta figuran
forzosamente los elementos ay, . .., ay. El ni-
mero N (ag, ..., a;) de tales combinaciones
es igual a C%2% (en éstas hay & lugares ocupados
por los elementos ay, ..., 4, habiendo n— k&
pretendientes a los m — & lugares restantes).
El nimero total de combinaciones es igual a C};,
¥ no existen combinaciones que no posean nin-
.y {&;) (en cada
m-combinacifn figuran algunos elememos) Por
esto, en nuestro ceso sorf N = Ch, N =0,
N = %% Sustituyendo estos valores en' la
férmula (32), obtenemos la identidad (34).

De forma totalmente analoga se demuestra la
relacifn
cRomim=1— GRS Cpent 0~ ..

e (=N CRCRTA=0, 8l m >,
CRmHm 1 IO 24 ...

vk (—A)mCter—t=0, (35)
si m<n, i
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Precisamente, consideremos las. m-comhma-
ciones con repeticién, formadsas por elementos de
# tipos ay, 4z, . .., 8, ¥ denotemos mediante
(ap)y 1 < & < n, la propiedad que consiste en
que entre los elementos de la combinacién hay
clementos del tipo ay (y también, puede ser,
elementos de otros tipos). Entonces N {ay; . ...
i .. ag) es ¢l nimero. de combinaciones en las
cuales figuran, con seguridad, los elementps de
las clases ay, ..., ;. De cada una de estas
combinaciones sa puede guitar un elemento de
cada una do las clases a, . .., a5. Como resul-
tado, se obtiene cierta (m — k)-combinacién
con repeticién, formada por los elementos de
n tipos ay, ..., a,. Reciprocamente, agregando
a una {m — kj-combinacién con rtepeticitn, for-
mada a partir de los elementos de los tipos ay, . . .
«« .y g, un elemento de cada una de las clases
dy, - .., 4y, obtenemos una m-combinacién en
la cual estin representados ohligatoriamente
estas dltimas clases. De aqui se desprende que el
niumero N (gy, ..., a) es igual al de (m — %)-
-combinaciones con repeticién que se pueden
formar a partir de los elementos de n tipos, es

decir, que N (a, ..., @) = crtm=t=t Ahora
bien, el némere total de m-combinaciones con
repeticidn es igual a €™, ¥ no existe ninguna
que no posea ning de laz propiedades (a),
1< k< n Sustituyendo los valores hallados
NO = 0, N= ™1, yib — cptm=r-1 o
la férmula (32), obtenemos la identidad (35).

 Demostremos, por iltimo, la identidad

nm—C (n—1)mef- CF (n—2jm ...
e (=L ER_ im0,

(38)

que es vilida cuando m < n.

Con ‘este fin, consideremos los m-arreglos con

-ropeticién dé elementos de n tipos, y designemos

mediante (g;) la propiedad de un erreglo con-
sistente en que en ésto no figuran los elementos
del tipo az. )

Entonces N (ay, ..., ay) o8 el nimero de
m-atreglos con repeticién que no contienen los
elomentos de las clases ay, . .., a4y, €3 decir,
que estén formados por elementos do los » — k
tipos g4y - - -, 4. El niimero de estos arreglos
es igual a (r — k™. De este modo, ténemos que

N = N(ay o.u a)= (n— K™

El nimero total de arreglos es igual a »™.

Por iiltimo, no existen arreglos que no posean
ninguna de las propiedades (a), ..., (z;). En
efecto, si un arreglo no posee ninguna propiedad
(a;), contendrd elomentos de todos los =
tipos.

Fero eslo es imposible, puesto que el nimero m
de elementos de los arreglos es menor que .
Por esto, N'® = 0, y obtenemos la identidad
(36}.

Hemos demostrado aqui varias relaciones que
satisfacen los mimeros C%. Selas puede demos-
trar también por otros métodos. En el capitulo V
nog referiremos al métode geométrico de demos-
tracién de estas relaciones, y en el VII expon-
dremos el método més poderoso de demostracifn:
el de las funciones generatrices. Mediante este
método se pueden demostrar no séle todas las
relaciones  expuestas en  este  capitulo,
sino también toda una serie de otras, de gran
interés. '



CAPITULO III

PROBLEMAS CQMBINATOHIGS CON LIMITACIONES,

Hasta ahora hemos estudiado problemas en
los que no se¢ imponia ninguna condicién com-
plementaria sobre el orden de los elementos en

LA CONSTRUCCION
DE LA ESCALERA

las distribuciones, O bien (como en los arreglos
y en lag permutaciones) se admitia cualguier orden
da los elemontos, ¢ bien (como en las combina-
ciones) el orden no se tomaba cn cuenta, Ahora
analizaremos problemas en los que se imponen
algunas limitaciones sobre el orden de los cle-
mentos,

LOS LEONES Y LOS TIGRES

Un domador de fieras quiere sacar a la arena
del circo § leones y 4 tigres, Un tigre no puede ir
deirds de otro. gDe cudntas maneras se pueden
distribuir las fieras?

Ubiquemos primeramente todos los leones
de forma gque entre dos de ellos haya un inter-
valo. Esto se puede hacer de 51 = 120 formas.
El niimero de intervalos ¢s igual a 4. Si agrega-

mos o éstos dos lugares mis: delante de todos los

loones y detris de ellos, se obtienen 6 lugares,
en los cuales se pueden colocar log tigres, no
estando ningin par de tigres juntos. Como el
-orden de los tigres tione importancia, el nimero
de formas de distribuirles es igual al de arreglos
de 6 elementos tomados de a 4, es decir, a A:=
= 360,

Combinando cada manera de distribucién
de los leones con uno de los modos de ubicar
los tigres, obtenemos-120-360 == 43 200 formas
do sacar las fieras a la arena.

Si el domador tuviese n leones y k tigres, po-
dria regolver su problema de

o ()t
PR = it

formas. Esto e posible solamente bajo la condi-
cién de que k< n 4+ 1, do otro modo dos tigres
quedarin  forzosamente uno al lado del
otro,

Se construye una escalers gue conduce del punto
A al B (fig. 8). La distancia AC es fgual a 4,6 m,
y & €B, a 1.5 m. La altura de cada escaldin es
igual a 30 cm, y su anche, a un miltiplo entero
de 50 ¢m. gDe cudntas maneras se puede construir
la escalera?

De las condiciones dadas se aprecia que la
escalera debe tener 5 escalones. Ademds; como

5:0,5= 9, tenemos 40 lugares en donde se
pucde hacer un escalén. De esta manera, hay
que escoger 5 lugares entre 10. Esto se puede
hacer do

10l
5! 5}

cP= =252
formas,

En general, si debe haber k escalones, y en el
segmento AC caben n cscalones, la escalera se
puede constrnir de CR* modos.

Este problema es similar al del domadot:
éste ng querfa colocar dos tigres uno al lado del
otro, y ¢l constructor de la escalera no puede
hacer cscalones de altura doble. Pero entre ambos
problemas hay una diferencia fundamental, Al
domador le era importante el orden en el que
iban los tigres: una cosa es poner delante de

(i}

Fig. 8.

todoe al tigro Shaj, y otra, al tigre Akbar. Y para
el constructor de la cscalera todos los lugares
donde hay una elevacién son iguales. Adomads,
¢l domador debia tener en cuenta también el '
orden de distribucién de los leones, mientras que



43

al constructor de la cscalera lo eran iguales todos
los lugares en los que se puede hacer una eleva-
cidm. Por esto, el constructor tiene menores posi-
bilidades de eleccitn que ¢l domador. Si la esca-
lera tuviese una altura de 4,2 m ¥ una longitud
de 2,5 m, habria 4 escalones y 6 lugares en donde
éstos se pueden construir. La respuesta seria
entonces de €2 = 15. Por su parte ¢l domador,
_en ¢l mismo caso, obtendria 43 200 variantes.
Esto es comprensible, puesto que podria cambiar
de lugar entre si a 5 leones de 5! = 120 formas,
v 8 4 tigres de 4| = 24 maneras, habicndo en

total 120.24 = 2880 formas. Y 15.2880 =
= 43 200.

El problema de la escalera so puede enunciar
coma sigue:

¢De cudntas formas se pueden distribulr n ceros
y k unidades de modo que no haya dos unidades
juntas?

En efecto, cada escalera se puede cifrar median-
te una sucesién de ceros y unidades: ol cero
indica ol lugar en que la quebrada va hacia la
derecha, y el 1, el lugar en que va hacia arriba.
Por ejemple, para ln escalera representada en la
fig. 8, obtenemos la sucesién 100101001010010.
Ademds, como no hay cscalones de altura doble
en la escalera, en la sucesién no puede haber dos
unidades scguidas. Asi, pues, el nimero de
sucesiones de n ceros y % unidades, en las cuales
no hay ningiin par de unidades juntas, es igual
al de escaloras, es decir, a CF*.

EL ESTANTE DE LIBROS

En un estante hay 12 libros. ;De cudntas formas
se pueden escoger § de dstos de modo que no haya
dos junios?

Esto problema se reduce al que acabamos de
resolver. Cifremos cada eleccién de los libros
mediante una sucesién do ceros y unidades.
Precisamente, a cada libro dejado le pondremos
n correspondencia un O, y a cada uno tomado,
un 4. Como resultado, se obtiene una sucesién

de 5 unidades y 7 ceros. Ademds, como no se
pueden tomar libros que estaban juntos, en la
sucesién obtenida no habri dos unidades soguidas.
Pero: el nimerc de sucesiones formadas por
5 unidades y 7 ceros, en los que no hay dos uni-
dades juntas, es igual a 8= 56."

En general, si hay n lthros en ol estante y se
escogen % de ellos do forma que no haya dos.
juntos, esto se puedo efectuar de ¢§ ="t maneras,
Do aqui se aprecia que el probloma sé puede
résolver sblo si 2k — 1 < m.

LO5 CABALLEROS DEL
REY ARTURO

A la mesa redonda del rey Arturo hay sentados
12 cabaileros. Entre ellos, cada uno estd enemistado
con sus vecinos. Hay que escoger § caballeros para
liberar @ una princesa encantada. ¢De cudntas
maneras s¢ puede hacer esto, procediendo de modo
que entre los caballeros elegidos no haya enemigos?

Este problema os similar al del estante de
libros, pero se diferencia del dltimo en gue los
caballeros no estdn en fila, sino en circulo. Pero
es fdeil reducirlo al caso en quo los caballeros
estén sontados en fila. Para estp tomemos a algu-
no de ellos, digamos, a sir Lancelot. Todas las
distribuciones escogidas de caballeros so dividen
en dos clases: en algunas do ollas participa sir
Lancelot, ¥ en otras, no. Calculemos cuintas
distribuciones hay en cada clase.

En caso de que sir Lancelot vaya a liberar a la
princosa oncantada, ni su vecino de la derecha
i ol do la izquierds tomardn parte en la expodi-
cidn. Quedan 9 caballoros, de los cuales hay que
cscoger a 4 acompafiantes para sir Lancolot.
Como los vecinos de ésle no participan en la
expedicién, hay que cuidar solamente de que
entie los 4 caballeros elegidos no haya cnemigos,
es decir, de que no haya dos que estén sen-
tados juntos. Pero la eliminacién de sir Lance-
lot v de sus dos vecinos rompe la cadena de
caballeros, y se puede considerar quo éstos no
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estdn sentados a una mesa redonda, sino en una
tila. Pero en este caso se pueden elegir 4 caballeros
de entre 9, en la forma exigida, de C§= 15 for-
mas. Asi, pues, en la primera clase figuran 15 dis-
posiciones,

Calculemos ahora cuéntas disposiciones hay en
la segunda clase. Como sir Lancelot no participa
en la expedicifn, se lo puede eliminar de inme-
diato del ntimero de caballeros de la mesa redon-
da. Entonces: la, cadena de caballeros y de sus
interrelaciones se rompe nuevamente; quedando
11 caballeros dispuestos en fila, De elloz hay que
escogor 5 participantes de la expedicién de mane-
ra que entre los elegidos no haya dos que estu-
viesen sentados juntos. Esto se puede cfectuar
de €!= 21 modos. De esta forma, el nimero
total de maneras es ignal a 15 4 21 == 36.

En general, si o la mesa redonde hay sentados n
caballeros y hay que escoger k de ellos de modo que

entre ellos no haya ningdn par de vecinos, esto se

-puede efectuar de C',::'f"'. 4 €2 " maneras.
Esta afirmacién se demuestra andlogamente
a como lo hicimos més arriba. Todas las dispo-

siciones de caballeros se dividen en dos clages,
segiin participe o no en ellas ol caballero Lancelot.
Las disposiciones en que éste participa sumarin

Ci=4=1 v habra €3* en las cuales no participe.
Se wveritica ficilmente que
—h—1 R__" —h
OpTt 4 M O,
Por ejemplo, para n=12, y k=35, se obtiene

12 . 12, o
- Cj= 21 =38,

LA CHICA ESTA APURADA:
TIENE UNA CITA

Haece un tiempo, en las pantallas de la URSS
se exponia una comedia cinematogrifica com
este nombre. En ella se narraban las tribulaciones
de dos veranecantes que se olvidaron los pasa-
portes en sus casas, Decidieron enviarles los
pasaportes por correo, Pero la chica que traba-
jaba en el correo tenfa una cita, y en su apure
confundié los sobres: ¢l pasaporte de uno quedé
en el sobre con la direccitn del otro, y el de este
tltimo, en el sobre con la direccién dol primero.
Por suerte no le tocé trabajar a la vez con 5 cartas,
pues entonces no a dos, sino a cineco infelices les
habria tocado dormir en los duros bancos del
parque del balneario...

A propbsito, esto no es del todo cierto, ya gue
podria haber puesto, casualmente, algunos pasa-
portes en los sobres necesarics, Caleulemos en
cudntps casos elld habria hecho una confisidn
total, es decir, que ninguno hublese rectbide su
pasaporte. i

Este problema se puede enunciar de la siguiente
manera. Se toman todes las permutaciones posibles
de los 5 nimeros 1,2, 8, 4, §. ¢ En cudntas de todas
no hay ningiin nifmere en su lugar? La resolucién
se efectiia por el método de las inclusiones y exclu-
siones (véase la pag. 19). Denotemos mediante
() la pm'piadaﬂ de la permutacién que consiste
en que el nimero ¢ se halla en su lugar; y median-



- te N, denotemios la cantidad de permutaciones
que poseen dicha propiedad. Anilogamente,
Nop indicard. la cantidad de permutsciones que
poseen a la vez las propiedades (@) y. (B), es decir,
tales que tanto o como f se hallan en sus lugares.
Un significado . anilogo ‘tienen -las notaciones
Negyi ete. Por (lfimo, denotemos mediante
N el niimero ‘dé permutaciones que no posecn

"ninguna de las propiedades (1), (2), (3), (4), (5),
es decir, 'de las permutaciones en: las que ningin

mfimero se halla en su lugar, En virtud de la fér-

~mula de inclusiones y exclusiones, tendremos que

NO =N Ny —Ng— Ny Ny N5+ Nyz+ ...
vor b Nog—Nigy— o — Nagt 4
FNiggat oo+ Nogs— Niggasn (1)

donde N = P; es el nimero total 'de todas las
permutaciones de 5 elementos (véase la pig. 20).

En nuestro caso, el problema se simplifica
porque las propiedades (1), (2), (3), (4}, {5) son
totalmente. similares. Por esto queda claro que
Ny== Ny=...= Ng Andlogamentc, tendre-
mos que Nyp= Nag= ., .= Ny, pues da lo
misme. que se queden en su lugar los nimeros
1y 2 0los 3 y4. Pero ol niimero do pares que
se pueden cscoger de los niimeros 1, 2, 3, 4, 5,
es igual a C} (las propiedades (1, 2) y (2, 1)
coinciden, por lo cual el orden de los nimeros
tomados en el par no nos interesa).

Anilogamente tendremos C} ternas, C3 cuater-
nas y C} grupos de cinco. Por esto, la férmula (1)
se puede escribir como sigue:

N® = Nom GENIL - CIN® — CEN® -
+ O}V —CING, (2)

Aqui, para simplificar, se ha designado por
N™ 1a cantidad de permutaciones en las quo &
cifras dadas quedan en sus lugares. Para concluir
la resolucién del problema, nos queda hallar
los valores de N, g — 1, 2, 3, 4; 5

N'® designa la cantidad de permutaciones en
las que quedé en su lugar un niimero prefijado,
por ejemplo, el 1. Pero si el 1 queda en su lugar,

los restantes se pueden permutar entre si de
Py = 24 maneras. Por ende, NV = P;. Anilo-
gamente, si los nimeros 1 y 2 se quedan en sus
lugares, los tres némeros restantes se pueden
intercambiar de P; = 6 formas. Por esto, N¥ =
= Py = fi. Andlogamente se obticne que

N =Pyead, N=Pi=1 y NO = Py==1,
Sustituyendo los valores hallados de N, New,
N@, Nt®, N en la} férmula (2), resulta
N0 = Py — CEPy + CiP3— C4Py + CiPy— CiPy =

=120—5.24+4+10.6 —10-2 4+ 54 —1-1 =44,
Asi, pues, en 44 casos de 120 ningin destinatario
recibirfa su pasaporte.

En forma totalmente anéloga se puede hallar en
cudntos casos recibird su pasaporte exactamente
un destinatario. Si el afortunado feeso ¢l primer
destinatario, los otros 4 recibirfan pasaportes
ajenos. Esto puede suceder de
Py —C{P3+ 03P, — CYP; -+ CIPy =9

maneras. Pero como el afortunado puede ser
cualquier destinatario, el niimero total de formas



on que una persona cxactamente recibird la carta
dirigida a él es ignal a 5.9 = 45.

Proponemos que el lector veriliqua por si
mismo que exactamente dos persvnas recibirdn
gu carta on 20 casog, tres, en 10, cuatro, en O,
y cinco, en 1 cago. El resultado para cuateo se
explica porgue si cuatro recibiesen la carta
dirigida a ellos, la restante estaria también diri-
gida a la direccién correcta,

De modo que las 120 permutaciones distintas
de 5 olomentos se dividen en 44 permutaciones
en las cuales ningtn elemento queda en su lugar,
45 en las que exactamento uno no cambia su lugar,
20 en las que no cambian de lugar dos elementos,
10 que dejan fijas a tres elomentos, y 1 en la que
todos quedan cn sus lugares.

LA SESION DE TELEPATIA

Algunos afirman que pueden leer los pensa-
mientos " a distancia. Para verificar esto, se
hacian los siguientes experimentos. En una pieza
levantaban, en cierto orden, las Hamadas figuras
de Zener {fig. 9). El telépata debia adivinar en
qué orden eran lovantadas dichas figuras.

ah

R

Fig. 9.

Supongamos que las figuras se levantan sin
repeticién. Entonces, el nimero total de per-
mutaciones poeibles de estas figuras es igual
a 51 = 120, Al efectuar la sesidn, sc escoge una
de estas permutaciones. El telépata nombra otra

¥

permutacitn de estas figuras, y su éxito es tanto
mayor cuantas mds figuras adivine. De los
cdleulos, efectuados en las pdgs. 45—46, se
deduce que si se adivina al azar los resultados
serian aproximadamente los siguientes: en 44
cas0d de 120 no se adivinaria ninguna figura, en
45, una, en 20, dos, en 10, tres, y en un caso,
las cinco figuras. El promedio, al adivinar al
azar, de las figuras denominadas correctamente,
es igual a
45420-24-10-34-5
120 -
es decir, se nombra una figura de entre cinco.
Para n figuras distintas, en promedio se adivinara

1,

-una figura do entre n. 5i se adivina sistomética- -

mente un mayor niimero de éstas, hay que inves-
tigar moticulosamente la causa: si tienme lugar
{como de con, fr ia) un fio; o &i en
efecto la persona estudiada poses aptidudes
especiales.

Analicemos si varia’ el nimero promedio. de
figuras adivinadas, cuando se admiten repeti-
ciones. En este caso, en lugar de permutaciones
tendramos arreglos con repsticién. Pero el nlimero
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de tales arreglos de n elementos, de los cuales
ni uno sp hella en su lugar «egitimos, es igual
a (n— 1)". Efectivamente, en el primer lugar
puede estar cualquier elemento, a excepcién del
primere, en el segundo, cualquier elemento,
a oxcepeién del segundo, etc. En otras palabras,
para cada lugar hay » — 1 candidatos. Segin
Ia regla del producto, de agui se deduce quo ol
nimero de combinaciones posibles es igual a
{n —1)™

Hallemos en cudntos casos quedard en su lugar
cxactamente un elemento, Si ocupa su lugar,
digamos, el primer elemento, quedarin afin
n — 1 lugares quo deben ser ocupados. Ademds,
hay que tener en cuenta que cada lugar ¢s pre-
‘tendide por n — 1 candidatos (todos los elemon-
tos, a excepeifn dol epropietario legitimos de este
lugar). Por consigniente, el niimero de arreglos
en los que el primer elomento, y sélo Gste, se
halla en su lugar, es igual a (n — 1)*-1. Perv
como en su lugar puedo estar cualesquiera de los
n clementos, ¢l ndmero do arreglos en gue no so
ha movido exactamente un elemento es igual
a n(p—1)"1 En forma totalmente igual se
demuestra que ¢l ndmero de arreglos en los que
no g8 han movido exactamente % elementos es
igual a CF (n — 1),

Por ejemplo, en el caso de cinco elomentos
difercntes, se obtiene el siguiente resultado: el
niimero de arreglos con repeticién en los que se
han desplazado todos los elementos es igual
a 4* = 1024; el de arreglos en gue exactamente
un elemento se halla en su lugar, a 5.44 = 1280;
el de aquellos en que exactamente dos elementos
quedaron en suz lugares, a 10.-4% = G40; tres,
a 10-4® = 160; cuatro, a 5-4= 20, y cinco,
a 1:4°= 1. Ep \otal, tencmos

1024+ 1280 + 640 - 160 4 204-1 = 3125
arreglos, lo cual concuerda con la férmula
A3 = 55== 3125,
En promedio se adivinard, si se adivina al azar,
1280-4-620.24-160.34+-20.4 1.5

5155 =l

alemento. La rospuesta resulté ser le misma: al
adivinar al azar se puede acortar una figura de
entre cinco, sin que esto dependa de si se admite
ropeticién de figuras o no. Sin embargo, la
distribucién del niimero de figuras adivinadas ya
seri otra. Esta so indica en la tabla siguiente:

Cantidad

‘:.’ée'rlé‘:?:: Sin repetlciones c_?:'rln@m-
0 0,366 0,38
1 0,375 0,410
2 0,167 0,205
3 0,083 0,051 :
4 0 0,006 ‘
5 0,008 0,000

PROBLEMA GENERAL
DEL DESPLAZAMIENTO !

En forma completamente andloga a lo ¢fectuado-
con los problemas estudiados mds arriba, se
resuelve el problema general sobre el despla-
zamiento: hallar el mimere D, de permuteciones
de r elementos, en las cuales ningin elemento se
queda en la posicidn tnicial. La respuesta se expre-
sy, por la férmula

B =Py —CYPp g+ CiPpoa— ...+ (=1 CR =
1.1 —1)n :
=nl [i—ﬂ-l-"ﬁ-—--.--f-!——m_‘- (3

nl

El lector que conoce la teoria de las series
reconocerd en la expresion entre paréntesiz a una
suma parcial del desarrolle de !,

Generalizando la f6rmula (3) pava el caso
n= 10, se obtiene que es natural comvenir eén
que Dg=1,

El ntmero de permutaciones en las cuales.
oxactamente r elementos permanecen en sus

! Bste apartado w puede omitir en caso de que no ge-
quiera {3 1Y
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lugares iniciales ¥ los n — r restantes cambian
su posicién, se expresa por la férmula

Dy, »==C}Dyr. @

En efecto, hay que elegir primeramente qué r
elementos quedan en sus lugares. Esto se puede
hacer de € maneras. Los n — r elementos res-
tantes pueden ser intercambiados, después de
esto, de cualguier manera, siempre que ninguno
de ellos ocupe su lugar inicial, Esto se puede
hacer de D, _. modos, Segiin la regla del producto,
se obtiene que el nimero total de permutaciones
requerides es igual a CTD, ..

Dividamos todas las permutaciones en clases,
seghin la cantidad de elomentos que permsnecen
fijos en la permutacién dada. Como el niimero
total de permutaciones es ignal a n!, 56 obticne
la sigoiente identidad:

n n
nl= E Dy, r= 2 CPDp—r. )
r=0 ri=0

Otra identidad que relaciona a ! con los niime-
ros D, » se obticne de la siguiente manera. Tome-
mos todas las n! permutaciones de los elementos
ay, ... ap y caleulemos cufntos nimeros en
4stas quedaron en sus lugares. Este cdleulo se
puede efectuar de dos maneras. En primer lugar,
obsérvese que si, por ejemplo, el elemento a
se halla en su lugar, los restantes se pueden
permutar de P,y = (n — 1)| modos. Por esto,
en (n— 1)} permutaciones el elemento a; se
hallard on el primer lugar. De igual manera, en
{n — 1)! permutaciones el elomento az se hallavd
on el segundo lugar, etc. En total, obtenemos
a {n— 1)l == n! elementos que se hallan en sus
lugares. Pero el nimoro de estos elementos

puede ser caleulado de otro modo. La cantidad

de permutaciones de la r-6sima clase, es decir,
tales que r elementos de éstas se hallan en sus
lugares, es igual a D , Cada permutacién de
este tipo nos da r elementos fijos. Por esto, la
cantidad total de elementos fijos en las permu-
taciones de la r-ésima clase es igual & rDy,

obtenigndose, en total Z rD,,r elementos fijos.

Queda con esto dsmo.atmda la identidad
n

nl= E rDy, r= E rCRD, ;.

r= r=i{

')

La f6rmula de inclusiones y exclusiones permite
resolver también el siguiente problema: hallar
el niimero de permutaciones de n elementos, en las
cuales r elementos prefijados se han desplasado
(y los restantes pueden estar tanto desplazados,
como quadarse en sus lugares iniciales). La res-
puesta se expresa mediante la férmula

A= CF (et Y CF (2 . cA-(—4)" (1), (6)

SUBFACTORIALES®

Algunos autores d i los nimeros Dy
subfactoriales, Las subfactoriales poseen muchas
propiedades comunes con las factoriales ordina-
rias. Por ejemplo, para las iiltimas se cumple
la igualdad
nl=(n—1) {{n— 1+ (rn—2)!]. g U]
En efecto,
{n--i)[(n—»l)l+(n-»2]!]=[n—‘!)(n—iﬂ}ln:nt,

Demostremos que la misma igualdad tiene
lugar tambiép. pera las subfactoriales Dy, es
decir, que ]
Dy={n—1){Dn-y + Dzl 8}
Para esto, sustituyamos Dp-y ¥ Dp-a Por 8us
desarrollos segin la férmula {3). Obtenemos,
soparando en la expresion de Daq el filtimo
sumando, gue

(n—1) Dt +D,.-=1—tn ~) =+ (r =2 X
x[s— i+ o)

R o ey 1
4 (=1t (1)
1 Eate parrafo puede ser omitido en Ja primera lectura,
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Pero, en virtud de la férmula (7),
(a=A}[(n— 1) 4 (n—2)] =rl.

Ademas,

(—1)m1 (n1)=nl [% wJ
Por esto,
(" _1} {Dnvi "‘Dnuzl —

(=t
el [1 u“"m 31"'"""" w=yrt

(=t
o=+ el

La relacién (8) demostrada se puede, repitiendo
los razonamientos de Euler, deducir mediante
consideraciones puramente combinatorias. Tome-
mos todas las permutaciones en las gue todos
loz elementos han sido desplazados. El primer
lugar, en éstas, lo puede ocupar cualquier ele-
mento, a excepeién del primero, Como el niimero
do elementos restantes es igual a n — 1, las D,
permutaciones quedan divididas en n — { grupos,
segin qué elemento ocups el primer lugar. Estd
claro que en todos los grupos habrd igual cantidad
de elomentos,

Caleulemos cuéntos elementos hay en uno de
estos grupos, por ecjemplo, en agquél donde el
primer lugar ha sido ocupado por el segundo
elemento, Este grupo se divide en dos partes:
las permutaciones en las gue el primer elemento
se halla en el segundo lugar, y todas las restantes.
Si el primer elemento ocupé el segundo lugar
{y el segundo, como se recordard, el primer lugar),
los n = 2 elementos restantes se pueden inter-
cambiar de cualquier manera, siempre que nin-
guno de ellos ocupe su lugar. Esto se puede hacer
de D, _ maneras, Por lo tanto, la primera parte
contiene D, .; permutaciones.

Demostremos que la segunda parte estd formada
por I}, _, permutaciones. En cfecto, en ésta figu-
rarin todas las permutaciones en las que el
primer elemento no se halle en el segundo lugar,
y los demés no estén en sus lugaves. Si se consi-
dera por un momento quo el segundo lugar es
dlegitimo» para el primer elemento, se obtendrd
1194

que los elementos primero, tercero, cuarto, . . .
-+« n-ésimo no se hallan en sus lugares, Como
el nimero do estos elementos es igual a n — 1,
en la segunda parte habrd D,., permutaciones.
Pero entonces, todo el grupo estd formado por
Dy 3 + Dy.y permutaciones, Como todo el con-
junto de permutaciones que desplazan a todos
los elementos estd formado porn — 1 gropos, en
aquél habrd. (n— 1) [D,,_, + D n—-t] permutaciones.
Con esto, queda d la igualdad (8).

De la férmula (8) se deduce que
Dp—nDyy= —[Dp-y—(n—1) Dyal.
Por esto, al wvariar », la expresién D, —nD,.,

8élo cambia de signo. Aplicando esta relacién
varias veces, obtenemos que

Dp—nDpey =(— )2 [D,— 2Dy},
Pero Dy=1, y Dy==0, por lo cual
Dp=nDyy-(—1)m (9)
Esta formula nos recuerda la relacién nl =
== n{n — 1)! para las factoriales.

Escribamos los valores de las subfactoriales
para los primeros 412 nimoros naturales

n Dp n Dp n Dy n Dy

1 06 4 9 7 1854 10 1 334 961
2 1 5 44 8 14833 11 14 684 570
3 2 € 265 9 133496 12 176 214 841

LA CARAVANA DEL DESIERTO

Por el desierto va una caravena formede por
9 camellos. La travesla dura muchos dias y, al fin,
a todos les aburre ver delante de #f al mismo camello,
¢De cudntas maneras se pueden intercamblar los
camellos de forma que delante de cada uno vaye
otro distinlo del anterfor? .

Estas permutaciones existen con seguridad.
Por ejemplo, se pueden disponer todos los camelles
en orden inverso, de forma que el fltimoresnlte
primero, etc. En general, como dice ol proverbio
drabe, scuando la caravana vuelve hacia atrds,
el camello rengo queda delantes.
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Para resolver el problema, numeremos los
camellos en su orden inicial desdo el final de la
caravana hacia ¢l principio con los mnimeros
1, 2,3, 4, 5,6, 7, 8, 9. De esto modo, el viltimo
camello obtiene el nimero uno, el pendltimo,
el 2, ete. Debemos hallar todas las permutaciones
de los nimeros 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, en los
cuales no se encuentre ningdn par (1, 2), (2, 3),
3, 4), (4, 5), (6, B, 6, T, (7, 8), (3, 9). Para
resolver el problema, apliquemos nuevamente la
formula de inclusi y exclusi

Caleulemes, ante todo, en cudntas permutacio-
nes figura el par (1, 2). Podemos considerar en
estas permutaciones gue este par cs un solo cle-
mento, Por esto, la cantidad total de elementos
no serd 9, sino 8, v el ndmero de permutaciones
quo contiene a (1, 2) es igual & Pg. El mismo
resultado se obtieno para todos los 8 pares.

Ahora tomemos las permutaciones gque contie-
nen dos pares prefijados. En este caso, unimos
los clementos que figuran en cada uno do estos
pares, Si ambos pares contiencn un mismo ele-
monto (por ejemplo, los pares (1, 2) y (2, 3)),
uniremos los tres elementos. En caso contrario
{por ejemplo, para los pares (1, 2) y (3, 6)} uni-
mos los clementos de a dos. En ambos casos,
después do unirlos obtenemos 7 elumentos nueves
{una parte de ellos es un par, 0 bien una terna
do los iniciales), los cuales pueden ser permutados
entye si de P; maneras. Y dos pares pueden ser
elegidos de entre ocho de Cj formas.

Do ignal modd se demucstra que la cantidad
de permutaciones que contienen k pares dados
es igual a PH‘. Ademds, k pares pucden ser
mogmdos de €} maneras. Segin la férmula de
i lusiones, se obti que la
cantidad de permutaciones que Do contienen
ningiin par dado es igual a

Py—C}Py -+ CiPy —C3Ps+CiPs—
—C4Py+ CiPy—C3Py 4-CiP1=
8,7 6,5-4.38 2 1°
-8l [9-gt gt a T }=
=148 320,

1 [E)

De forma totalmeunte aniloga se demuestra que
la cantidad do permutaciones de n nimeros 1,
2, 3, ..., » que no contienen ningln par (1, 2),
(2, 3). vovy (n—1, n) se expresa mediante la for-
mula
Ep=Pp—C1 1Py O 1Ppa— CF=1Pp gt ...

-H--‘J“" CiPy=

n—3
o T—}" ne

(—1)n-1
R e L

=(r—1)! [n_”‘;!‘

(10

Expresemos Ja respuesta obtenida mediante
subfactoriales. Para esto, dividamos cada suman-
do del segundo miembro en dos:

(—Dk(n—k) (—1)fin, (=1)2
k! kT (R—10t T
(Obtensmos entonces gue
o -1_ {__ {_1)\'\—1 ( ﬂﬂ
ksl [i_l!+2l T e ]"'
| (— i)ﬂ"'-‘ (—-i)“-
it [1_ﬁ+'ﬂu"'+(n—2)l (n—1 l]

{en ambos paréntesis hemos agregado un término,
el dltimo; ¢s evidente que estos términog se
simplifican entre si, puesto que despuds de abrir
paréntesis se transforman respcctivamente en
(—1)" § (—=1)*1). Poro el primer sumando no es
otra ¢osa que D, v el segundo, D,y Por esto,
Ep = D+ Cpy. 11)

Asi, pues, el nimero de permutacioncs de
1, 2, 3, ..., en las cuales no figura ningin
par (1,2),(2,3)}, ..., (n— 1, n)csiguala D, 4
+ Dyt

En forma totalmente aniloga se demucstra
que la cantidad -de permutaciones de n clementos,
en las cuales no figuran r < n — 1 pares pre-
fijados, es igual a
Po—CiPut 4 ClPry— oo 4 (1) C}Pper {12}

5i el nimero de pares prohibides es mayor que
n—1, se cbtiene otra respucsta, Suponga-



mos, por ejemplo, que ademis de los pares
(1, 2}, 42, 8), ..., (n—1, n), en la permuta-
cidn no debo figurar el par (n, 1). Razonando en
forma, aniloga a como lo hicimos més arriba,
8¢ obtiene que la respuesta se expresa mediante
ln térmula

'Eh=Pn—C?Pﬂ~1+ Cgpr;-—ﬂ"' ree

o (DR CRPas o+ (— 1) O Py =
ot d (=17 _
—n! [i_ﬂ‘*"z"l“ - '+(n—_1)|]“"DH' “3)

En efecto, en este caso el nimero de pares pro-
hibidos es igual a n, y no puede haber un caso
en que en la permutacién figuren todos los n
pares. En efecto, por ejemplo, si en ésta se hallan
los pares (1, 2}, (2, 3), ..., (n—1, n), el pri-
mer elemento serd el 1, y el tdltimo, ¢l a, por
lo cual el par (n, 1) no figurard en la permuta-
cién. Por esto, el dltimo término de la férmu-
la (13) es ignal a (—1)"' € 2_,Py, v no a
(—1Y'CRPy = (—1)"

Seria interesante dar a la dltima respuesta
F, = nDp., una fundamentacién puramonte
combinatoria.

UN PASEO EN CALESITA

En una calesita pasean n nifios. Estos decidieron
camblar de lugar, de forma que delante de cada
uno quede otro distinto del que habia antes. De
cudntes maneras pueden efectuar esto?

Este problema es similar al que resolvimos
mas arriba, sobre la earnvana. Pero ahora el
nimero de parcs prohibidos es igual a n: no deben
figurar los pares (1, 2), (2, 3), ..., (n—1, n)
¥ (n, 1}, Ademds, las permutaciones que se
obtienen una de otra cambiando a los nifos
en circulo no se considerardn diferentes: cuando
comience a girar la calesita no so podran distin-
guir entre si. Por esto, do los k elementos se pue-
den obtener solamente Py_; == (k — 1)! permu-
taciones esencialmente distintas, Por altimo,

en el nuevo problema puede haber permutaciones,
en las cuales figuren todos los n pares. Tal sor,
por ejemplo, la permutacién inicial. Teniendo
en cuenta todo esto, so obtiene, scgin la f6rmula
de inclusiones y exclusiones, que el némero de
permutacioncs buscado es igoal a

on=Pn-—|_c;‘Pn-2+C;‘Pn-3— (KR

con b (= LR Py ()R CR, (14)

Es ficil comprobar que esta expresién so puéda
escribir en la forma
On=Dpy—Dpp-b-Dyg— ...+ (—1)n-0 Dy (15)
En efecto, de la férmula (14), en virtud do la
igualdad CR—CyiZ] =C7~*, se deduce quo, pura
nz1,
CntQney==Ppy— CP1P o1 C3Pyg— ...
ceaH(—=1)m,
y esta expresidn es igual a [, (véase la pig. 49).
De este modo, @+ Qpy=7,_y. Ademis, de la
formula (14) se deduco que Q.=0. Tonemos,

e



pues, que
On+0nt1=Dpys

Qg —Cp-a=—Dya
On-g+Cn-3=Dn-z

{(—1)72 Qg={—1}""3 Dy,
Sumando estas iguaidades, sc obticne la rela-
cibn (15).

EN LA COLA DEL CINE

En la caja del cine hay una cola de m + %k

personas, m de ellas tienen billetes de I rublo,
y k, monedas de 50 kopeks'. El billete cuesta 50 ko-
peks, y al comienzo de la verita la cafa estd vacla.
¢De cudntas maneras se pueden hallar en la cola
las personas con rublos y con monedas de 50 k.
de forma que la cola pase sin contrattempos, es
decir, que nadle deba esperar su cambio?

Por ejemplo, sl m = k= 2, habri solamente
dos casos propicios: ercr y cerr, donde ¢
indica una moneda de 50 k. (la mitad de un
rublo) y r, un rublo. En cambio, en los cuatro
casog rreg, rere, recr y errc surgicd
una detencién: en los primeros tres casos ya el
primer espectador no podrd recibir su cambio,
y en el Gitimo, se detendrd on la caja el tercer
espectador. :

Para pequeiios valores de m 'y k se puede resol-
ver el probloma analizando directamente todos
los casos posibles. Pero si m y k son relativamente
grandes, no nos ayudard cste método. Es que
el nimero de permutaciones diferentes que se
pueden formar de m rublos y k monedas de 50 k.
es ipual, como se sabe, a
(m 4k}

nl ki
Por ejemplo, para m=Fke=20, tendriamos gque

P{?ﬂ' k):

: 401
P20, 20) =g

! E1 kopek es la centésima parte del rublo (N. del T.).

aaa

gue es un nimero mayor que los cien mil millo-
nes.

Deduzecamos la férmula que expresa el nimero
de las distribuciones buscadas a partir de m v k.
Debemos, pues, hallar el nimero de permutacio-
nes de m lotras sr» ¥ k letras «cs, que poscan la
siguiente propiedad: para todo r, 1 L r < m
-+ &, el ndmero de letras «c» en los primeros r
términos de la permutacién no es menor que
el de letras ar». (debe haber una cantidad ne menor
de monedas de 50 k. que de rublos, de otra forma.
la cola se detendrd).

Estd claro que para qué se pueda resolver el
problema es necesario que fe cumpla la condi-
cibn m < k; de otro modo, la cola so deétendrd
obligatoriamente: no alcanzarin las monedas de
50 k. para dar el cambio a todos los poseedores
de rublos. Por esto, partiremos de que 0. m <
< k. Al igual que en algunos otros problemas:
combinatorios, agui es mds comodo buscar el
nfmero de casés «no propicioss, es decir, de
casos en que la cola se detenga, Si hallamos
esté niimero, reaténdolo de la cantidad P (m, k)=
= CMh de todas-las permutaciones de m letras
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Gy k latras 0y, S8 ohtmne la respueata de
nucstro problema.

Ahora demostraremos el siguiente enunciado:
el nfimero de easos no propicios para las permu-
taciones de m letras exs }r k letras 4c» es igual
a P (m—1, k- 1)=s oY, os decit, 2l nimero
do todas: las permutacmnes de m — 1 letras a»
y k + 1 letras «ce. Esto se demuestra como sigue.
Tomemos - cualquier permutacitn desfavorable
de m lotras 4 y .k letras «ce. -Supongamos que
la cola se retiene en algin lugar. Entonces,
arites de este lugar habrda un nimero igual de
letras ace y «re {todas las monedas do 50 k. se
invertirdn en el cambio a los poseedores de ru-
blos), y en dicho lugar habrd una letra ¢r»; de otro
modo, la cola pasaria sin problemas por éste.

De esta mariera, el nimero del lugar en el cual
se detiene la cola tiene la forma 2s + 1, habiendo
antes quo 6l s letras ér» y s letras 4cs. Pongamos
ahora delante de nuestra permutacién una letra
wcs (si la cola emtra a protestar, diremos que
esto se efectia con el fin de aliviar el cambio de
las moncdas). Obtendremos una permutacién
de m letras er» y K+ 1 lotras ¢cs, siondo ¢ce la
primera’ letra de esta permutacién; entre las
primeras 2542 letras habrd igual nimero de
letras er» y ¢co (habia s letras oo y s -} 1 letras
r»; al agregar una letra «cv quedaron iguales
cantidades).

Ahora efectuaremos una operacién que causard
el disgusto de todos los:posecdores de rublos
v ln alegeia de los dueiios de monedas de 50 k.:
en los primeros 2 -+ 2 lugares cambiaremos el
billete de cada posecdor de un rublo por una de
50 k., cambiando también cada una de 50 k.
por un rublo. Por cjemplo, si Ja cola tuviera la
forma
CcerocrerrTeryccrect,

s0 detendrfa en el lugar indicade mediante la
letra «7». Después de agregar delante una letra
wcr v ofcctuar el cambio indicado, se obtiene
una cola del tipo

PrrerEroCreeCCTCCE,

‘Como en los primeros 2s <+ 2 lugares habia
igual cantidad de rublos y de monedas de 50 k.,
después del cambio la cantidad total de mouedas
de ¢ada tipo no cambiard, 'y ‘obtendremos una
permutacion de m letras ers y & ~- 1 letras sco,
estando ahora «r» en ¢l primer higar. De esto
modo, hemos hecho corresponder a cada sucesién
«desfavorables de m letras a% y & letras «cy und
sucesién de m letras «rs y & - 1 letras ecs; que
comienza a partir de una letra ¢r.

Demostiemos que de esta forma se puede obte-
fier cualquier sucesién de m letras e y k 44
letras c», que comience a partir de una arsl
En cfecto, tomemos tal sucesifn. Como se supone
que m < &, en algin lugar el nimero de letras
ach y ¢ so igualard. Si se sustituyen, desde el
principio hasta dicho lugar imclusive, todas lad
letras «co por ers, y todas las era por ecr y s
olimina la primera letta «cs, obtondremos justa-
mente una distribucién desfavorable de rublos
y monedas do 50 k. en la cola. Esta se detendrd
precisamente en el lugar en que, en la sucesion
dada, por primera vez so igualé la cantidad de
letras ace y are,

Hemos establecido asi que el nimero de distri-
buciones desfavorables de rublos y monedas de 50 k.
en la cola es exactamente {gual a la cantidad de
todas las permutaciones de m letras w» y k41
letras «c», quo comienzan a partir de la letra s,
Si so climina la primera letra, se obticnen todas
lag permutaciones posibles de m — 1 letras
¥ k- 1 letras ¢co. Y ¢l ntimero de estas permu-
taciones es igual a

P(mw1, k+1)=Cnth

Asi, pues, el nimero de permutaciones desla-
vorables es igual a €T Como la cantidad de
todas las permutaciones de m letras «m' y k letras
«cy es igual a Cﬂ‘“‘. el miimero de lag permutacio-

nes favorables se expresa mediants la férmula

k—m41
crth_cmth _k:‘_—f etk (16)
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En particular, si & — m, es decir, sl en Ia cola
hay una cantidad igual de rubles y monedas

: 1 .on
de 50 k., esta cola pasard en PRy C};" casos y se
k_ a2k
detendrd en P Cy* casos. De esta manera,

cuanto mayor sea &, menor seri el procentaje
de casos favorables.

Nuestro problema queda totalmente resuelto.
Alora estudiaremos otro, muy préximo a éste.
Precisamente, supongomos que ¢l cajero era
previsor y el principio habia g monedas de 50 &,
en la caja, ;En cudntos casos pasard la cola sin
detenclones, si ésta contlene m poseedores de rublos
¥ & poseedores de monsdas de 50 k.?

Estd claro que si m < ¢, la cola pasard con
seguridad sin detenciones: las das de 50 k.
que habia en la caja al principio sleanzarin
para todos los poseedores de rublos, 8i, en cambio,
8 m > k-4 g, la cola so detondrd seguramente:
el nimero total de monedas de 50 k. en la caja
¥ en la cola no bastard para dar el cambio a todos
los poseedores de rublos. Por esto, nos podemos
limitar a considerar el caso en que

g<mktg.

Se puede considerar, ahora, quo g monedas
de 50 k. surgieron en la caja a causa de que al
principio de la ecola se colocaron ¢ personas
nuevas, cada una con una moneda de 50 k, Por
esto, ol problema se puede enunciar como sigue:

En la cola hay k- q persones con monedas
de 50 k. y m con rubles; los primeros g lugares
eshin ocupados por J ¢s de monedas de §0 k.
¢En cudntos casos nadie tendrd que esperar su
cambio?

Este problema se resuolve on forma totalmente
analoga al caso particular ¢= 0, analizado més
arriba. Buscaremos el nimero de casos desfa-
vorables. En cada uno de éstos, habri una deten-
cién ‘en la persona delente de la cual haya una
cantidad igual § de rublos y monedas de 50 k.,
¥ gque tenga en sus manos un ruble. Cologquemos
delante de la cola una persona més con una
moneda de 50 k. y cambiomos i las primeras,

2s 4~ 2 personas los rublos por monedas de 50 k..
¥ viceversa. Obtendremos una permutacién de
m rublos y & 4+ ¢ + 1 monedas de 50 k., estando
los primoros ¢ + 1 lugares ocupados por rublos.
Adomis, cualguier permutacién de este tipo
se puede obtener de un solo mode de una dis-
tribucién desfavorable de rublos y monedas
de 50 k. Pero los primeros g - 1 rublos pueden
ser eliminados, y entonces se obtiencn todas las
permutacioncs posibles de m — g — 1 rublos
¥ k+ g - 1 monedas de 50 k. El nimero de
estas permutaciones es igual a 2 (m — g — 1, k +
-+ g+ 1)= Cpit,. Hemos demostrado que
en nuestro problema hay CpiR  permutaciones
no propiciag. Como el niumero total de permuta-
ciones es igual a CI'F", la cantidad de las pro-
picias se expresardi mediante lo férmula

4k -k
Cm T mﬂmiq—l'

17

El método utilizado mas arciba permite resol-
ver muchos otros problemas. Por ejemplo, apli-
cindolo es ficil obtener los siguientes resultados:

§i m <7k, el mimero de permutaclones de m
letras ary ¥ Kk leiras sco tales que delanie de cada
letra (exceplo la primera) haya mayor canildad
de letras «ch que de 4w, es igual a
cmttiopii-taloomtt-t g
El razonamiento se efoctia ipual a como lo
hicimos més arriba, sélo gue sin agregar al
comienzo la letra scs.

Esta férmula es vilida para m < k. Si fuese
me==Fk, el niimero de permutaciones que poseen
la propiedad indicada serfa igual a %Gﬁ_lz.
Esto pucde comprobarse de la siguiente manera.
Cada permutacién de este tipo debe comenzar
a partir de la letra ¢cs y terminar con una ars.
8i se eliminan dichas lotras, se obtiene una per-
mutacién de k — £ letras «m» y k— 1 ec», Es
facil apreciar que para esla permutacién la cola
pasaré sin tropiezos. Reciprocamente, de cada
permutacién de & — 4 lotras ecs y & — 1 ais,
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para la cual la cola pase sin retenciones, se
- obtiene otra que posea la propiedad necesaria,
si s6 agrega al comienzo una latra «c» y al final
una ¢r». Poro el namero de permutaciones de
k= 1 letras «cé ¥ & — 1 ars, para las cuales la
cola pasa sin problemas, es justamente igual
a % Cﬁt{z.

PROBLEMA DE LAS DOS FILAS

En la combinatoria sucede a menudo que dos
problemas, a primera vista muy distintos, se
reducen uno al otro. Consideremos ol siguiente
problema:

¢De cudntas maneras se pueden formar 2n perso-
nas de distinta altura en dos filas de n personas
cada una, de modo gue en cada fila se hallen en
orden de aliura, y que cada persona de la primera
flia sea mayor que la gue se halla detrds de él en la
segundal

Demostremos que la resolucién de este problema
se reduce al que ya resolvimos, sobre la cola
de la caja. Ubiguemos a las personas en dos
filas de Ia forma requerida, démosle a cada uno
do los que se hallan en la primera una moneda
de 50 kopeks, ¥ a cada uno de los de la segunda,
un rublo, después de lo cual formémoslos em
orden de altura en una sola fila. Se obtendri
una cola de » poscedores de monodas de 50 k.
y n poscedores de rublos. Do las condiciones del
problema se deduce que esta cola pasurd sin
tropiezos. En efocto, supongamos que alguien
ocupa el k-ésimo lugar de la segunda fila. Enton-
cos, onire los poseedores de rublos habri sola-
mento &k — 1 mayores que él. Y entre los posce-
dores de monedas de 50 k., habrd por lo menos &
personas mas altas que él (el que se halla delante
de &l v todos los que se hallan al lado derecho),
Por esto, cuando llegue a la caja, habrd alli por
lo menos una moneda de 50 k., con lo cual su
vuolto queda asegurado.

Reciprocamonte, supongamos que se fija alguna
distribucion de » personas con monedas- de 50 k.
¥ n personas con rublos, en la cial la cola pasa
sin detenciones. Sin perder generalidad, se puode
suponer gue todas las 2n per estdn ordenads
de acuerdo con su altura. Escojamos ahora
a todes los poscedores de das de 50 k.
y pongdmoslos en orden de altura en la primera
fila, ;v a los poseedorés de rublos, en la segunda.
Dejamos que el lector compruebe que la forma-
cién obtenida satisfaco las condiciones del pro-
blema. De aqui se deduce que hay tantas forma-
ciones posibles como permutacioneés propicias

nt —En
de n letras ece y n e, es decir, P cin,

NUEVAS PROPIEDADES DE LAS
COMBINACIONES !

Las f6rmulas deducidas en los apartados ante-
riores permiten establ las propiedades ulte-
riores del niimero de combinaciones CF (véase
la pag. 35). Para esto, dividamos en clases todas
las permutaciones sno propiciase de m letras ere
¥ & letrag «c». Hemos visto que para estas por-
mutaciones lu cola se dotieno on el lugar con el
nimere 2: 4+ 1, habiendo delante de él s letras
ery ¥ s lotras «cs; en éste hay una letra e, v la
cola pasa, hasta este lugar, sin detenecrso. Haga-
mos pertenccer a la s-6sima clase todas laz per-
mutacioncs no propicias, para las que tieno
lugar la detencién on el lugar 2s 4 1. Estd
claro que ¢ puede adquirir los valores 0,1, 2, . . .,
e m— 1.

Hallemos cuéntas permutaciones figuran en la
s-ésima clase. En los primeros 2s lugures pucde
haber permutaciones propicias cualesquiera de
s letras «r» y 5 4c», puesto gue hasta ol lugar
25 + 1 la cola no se detuvo. Como vimos, el

nimero de estas permulaciones es igual a

}—}—-i» €. Ahora bien, en el lugar 2s 41 se

L Esle apartado se puede omitir en In primera lectura.



56

halla la letra «rs, y después de ésta, eualquior
permutacién de las m — s — 1 letras exd vy &k — &
letras «c» restantes. El ndmero de estas permu-
taciones es igual @ P(m=—s=—1, k—3s)=
= C""+ji‘2‘- De esto modo, en virtud de la
regla del producto, ¢l nimero de permutaciones
despavorables de la s-ésima clase es igual a

1 A28

7 Cipmthoged,

Como el ntimero total de permutaciones desfavo-
rables es igual a 0'“'"1, v el de clases, 8 m—1,
se obtiene, para m <k, la relacién cjcTHi—1 4.

1 = 1 i
+g CIeRE T g AR

- .+-—c"”‘—2c*“’“+‘ emth, (19)
Esta relacién es un caso particular de la for-
mula
m—1
PR Ul ) [inins bt e AP
f=p
(20
donde p<<m < p+ % (en el primer sumando
€;' se considera igual a cero}. La férmula {20)
ge demuestra igual que la (19), dividiendo en
clases las permutéciones desfavorables de m letras
ar» y k-+ p letras ecs, para las cuales hay p
lotras 4cs al comienzo (véase la pig. 53).
Pasemos ahora a las relaciones gue se obticnen
dividiendo on clases lag permutaciones propleias,
formadas por % letras ¢m y k& écs. El nfimero de

§“. Des-

k+‘!
pués de pasar toda la cola, én la caja nuevamente
no habré ni una moneda de 50 k.: todas so habrdn
gastado en el cambio. 8in embargo, para algunas
permut propicias surgirin también antes
momentos en que en la cdja no haya monedas
de 50 k.; s6lo el hecho que el siguiente espectador
da una moneda de 50 k. salva la cola de una
demora., Dividamos todas las permutaciones
propicias en clases, haciondo pertenecer a la

estas permutaciones s igual a

s-6sima todas las pormutaciones en las que la
caja por primera vez se ¢ueda sin monedas de -
50 k. on el Zsdsimo lugar, s=1, 2, ..., k.

Hallemos el nimero de permutaciones de la
s-ésima clase, Cada una de estas permutaciones
se divide en dos partes. Las primeras 2s letras
forman una permutacién de s letras e y s ers,
1al que delante de cada una de sug lotras hay
més sce que «r# {de no ser asi, el emparejamiento
habria tenido lugar por primera vez no en el
25-gsimo lugar, sino antes). Homos visto que el

nfimero de estas permutaciones es igual a % Ch-2

(véase la pig. 55). Después de vender los pri-
meros 2 billetes, no habrd monedas de 50 k.,
en la caja. Por esto, para que la cola se sucede
sin detenciones, las dltimas & — s letras er»
¥ k — & ec deben formar una permutacidn pro-
picia. Pero el nimero de tales permutaciones es
E:_-f—_i_fcf';z' (véase la pig. 53).
En virtud de la regla del producto, obtenemos
que en la clase habrd

ignal a

1 202 ~2h—2s
S 1) Co—i Chs

permutaciones. Y como el nimero lotal de per-
CE", sa ob-

mutaciones propiciss es igual a
tiene la identidad

n
. _ k41
2 s(kts—

F+1

i) CE:?EC?JE 2!_*6‘212 (2”
=1
Si introducimos la notacidn
1
ey cl=1,,

la férmula (21) adquiere la siguienta forma :
ToTat+Tilps+ .o o+ ThaTo=Ty. (22)
Otra relacién ontre los nimoros CT, so dbtiene
como sigue, Fijemos un nimero I, 1 <1 < m,
¥ dividamos el conjunto de todas las permuta-
ciones propicias en clases, haciendo pertenecer
a la s-ésima ‘todas las permutaciones que con-
tienen entre sus primoros ! elementos exacta-
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mente s letras «r». Entonces, el nimero de letras
scs ontro los primeros ! elementos serd igual
- & I — ¢ Como debe haber no menos letras «ecs
fque letras 4ars, s satisfard las desigualdades
0<2 <L
" Hallemos el niuncro do permutaciones de la
s-ésima clase. Cada permutacién de este tipo se
divide en dos partes: una la forman las primeras
1 letras, y la otra, las dltitas & -+ m —~ 1. En la
primera parte figuran I — s létras sco y s letras
e, Ademds, como toda la permutacién es pro-
picia, tambifn su parte formada por las prime-
ras I letras serd propicia. Y de | — s letras sew

=354 ¢! permu-

| formar )

Yy s erp 28 P
taciones de este tipo.

Después de que pase la primera parte de la
permutacién, on la caja habri ! — 2: monedas
de 50 k. La segunda parte esti furmada por
k=14 2s letras 4+ ¥ m — s letras ers. El

i de per en las cuales esta
parte de la cola pasa sin detenciones se calcula
mediante la férmula (17) de la pdg. 54, en la
cual hay que sustituir ¢ por I — 25, m por m — s
¥y k por k — I 4+ 5. De esta férmula se desprende

que la segunda parte de la permutacién se puede
escoger do CtA—! — cmAN-l.maneras. En vir:
tud de la regla del producto, obtenemos que e}
nimero de permutaciones de la s-ésima clase ee
igual a

I—2s L1 mdbh=l__ v

mc s —C, r

Como el nimero total de permutacionu propi-
cias do &k lotras ece y m letras ers es igual

a F=ml g t o al
g COmT", so llega a la identidad

I
3 ?): 25.4-1
t~-2s 1 mah=t -t
Z\L 751 CslOm2s — Otz =
=

_k—=mt1 omth
k-1 L

{Aqui Cy, 80 conzidera igual a coro para p << 0.)
El lector puede deducir sin dificultad relaciones
andlogas, estableciendo unos u otros métodos
de separacion de las permutaciones en clases.

(23)

" ! 4
E(z) designa la parto entera del ndmero —



CAPITULO 1V

COMBINATORIA DE LAS PARTICIONES

En los problemas sobre arreglos, permutaciones
¥ combinaciones de elementos dados, se formaban
distintas disposiciones, y contibamos cuintas
sa obtenfan bajo upas u otras limitaciones, El
destino de los elementos que quedaban después
de clegir las disposiciones casi no nos interesaba,
Otra forma tiencn los prohlemas que analizare-
mos ahora. En éstos, los vlementos se dividen
en dos o mis grupos, y deben hallarse todas las
formas de tal particidn,

Aqui pueden encontrarse distintos casos. A ve-
ces, juega un papel fundamental el orden de los
elementos en los grupos: por ejemplo, cuando el
geiialero cuelga banderines de sedal en varios
mistiles, a éste le interesa no sblo en qué méstil
quede uno u otro banderin, sino también en qud
orden se cuelgan éstos. En olros casos, el orden
de los elementos en los grupos no ticne impor-
tancia alguna. Cuando el jugador de domind
escoge las fichas del montdn, le es indiferente
en qué orden le Negarin, ¥ leo importa sdlo el
resultado definitivo,

Los problemas se diferencian lambién en si
tiene o no importancia el ovdon de los propios
grupos. En el domind, los jugndores estin sen-
tados en un orden determinade, e intoresa no
gblo cimo fueron divididas las fichas, sino tam-
bién a quién le tocaron qué fichas, Si yo distri-
buyo fotografias on sobres iguales para mandirse-
las & mi amigo, es esencial cémo se distribuyen
las fotos en Joa sobres, pere ¢l orden do los pro-
pios. sobres es totalmente indiferente: eon el
correo los mezclardn de todos modos.

También os de importancia el hecho de si dife-
renciamos o no entre si a los propios elementos,
asl como también si diforenciamos o no entre
si a los grupos en que se dividen los clemontos,
Por ultimo, en algunos problemas ciertos grupos
pueden résultar vacios, es decir, pueden no con-
tener ningin elemento, y en otros problemas
estos grupos no se admiten. En cor dencia

EL JUEGO DEL DOMINO

En el doming & jugadores dividen en paries
iguales 28 fichas. gDe cudintas formas pueden
hacerlo?

La divisién de fichas se puede efectuar como
sigue. Primero, dispongamos de alguna forma
las 28 [ichas en fila. Después, el primor jugador
toma las primeras 7 fichas, el segundo las 7 si-
guientes, el tercero, las 7 que lo siguen, ¥ el
cuarto se queda con el resto. Estd claro que do
esto modo se pueden obtener todas las posibles
divisiones de las fichas.

Como el nimero de todas las permutacionos
posibles de 28 clementos es igual a 28!, podiia
parecer que el nimero total de todas lag formas
de reparto es igual a 28! Poro esto os incorrecto,
ya que al primer jugador le es totalmente indi-
ferente qué tomar primero: la ficha 6:6 o la
3:4; le interesa solo el resultado definitivo.
Por esto, cualquier permutacién de las primeras
7 fichas no camhia la csencia de la cuestibn.
Tampoco la eambia cnalquior permutacién de
lag segundas 7, ni de las 7 siguientes, ni de las
iltimas 7. En virtud de la regla del prodecto,
ge obtienen (7!)* permutaciones de fichas que
no cambian el resultado del reparto.

Asi, pues, los 28! permutaciones se dividen en
grupos quo contienen (7% permutaciones cada
uno, v las de cada grupo conducen a una misma
disteibueidn de fichas. De aqui so deduce quo el
nimero &e formas de distribuir las fichas es

igual a Este nGmero es aproximadamente

(7’)‘ =
igual a 4,7-10'8,

El migmo resultado se puedo ohtener de otro
modo. El primer jugador debe escogor 7 fichas
de entre 28. Como el orden de estas fichas es
indifercnte, tione C3° varfantes de eloceidn,

¥

con todo lo expuesto, surge toda una serie de
diferentes problemas combinatorios sobre parti-
clones,

Después de esto, cl wgundo jugador deba escoger
7 fichas de entre las 21 restantes. Esto se puode
efectuar de C3' maneras. El torcer jugador escoge

de entre 14 flchas por lo cual dispone de C*
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posibilidades do eleccidn, Por altimo, al cuarto
jugador le quedan C7, es decir, una sola eleccidn.
Segin. 1a regla del producto, obtenemos que el

" niimero total de posibilidades es igual a

281 21l 141 28!

L OO0 — . . =
CPEVCHCE = ST T s

=3
7T

En forma totalmente andloga se demuestra
que on el juego de la «préférences, en que 32 cartas
se dividen entre tres jugadores, dando 10 a cada
uno y dejando dos en el montén, el nimero de
repartos diferentes es igual a

L R
“TOTToTTOTaT =2 759 294 408 504 640.

Es posible que ¢l lector se pregunte si vale la
pena gastar el tiempo en el estudio de los juegos
de naipes. Aqui nos permitiremos recordar que
precisamente el cstudio de los juegos de azar
sirvié de estimulo para el desarrollo inicial de
la combinatoria ¥ de la teoria de las prohabili-
dades. Matemdticos eminentes, como Pascal,
Bernoulli, Euler, Chébishev, pulfan las ideas
¥ los métodos de la combinatoria y ls teoria
de las probahilidades en los problemas sobre
los juegos a cara o eruz, a los dados ¥ a los nai-
pes. Muchas ideas de la teoria de los juegos
{disciplina matemditica que se aplica amplia-
mente en la economia ¥ la cioncia militar) eris-
talizaron por primera vez en el estudio de los
modelos mis seucillos do los juogos de naipes.

LA DISTRIBUCION EN CAJONES

Loz problemas del dominé y de la epréférences
pert a los probl combinatorios sobre
la distribucidn de objetos en cajones, cuyo plan-
teamiento general cs ol siguionte:

Se dan n objetos diferentes y k cafones. Hay que
colocar ny objetos en el primer cajin, ns en el segun-
de, ..., ny en el k-ésimo, siendo ny 4 ng + . . .
vt rp=n. ¢De cudnias maneras se puede
efeciuar dicha distribucidn’®

En ol problema del dominé ¢l papel de cajones
lo desempeiiaban los jugadores, siendo lag fichas
los objetos. Razonando anélogamente a como lo
hicimos en este problemn, obtenemos la respuesta
en el caso general: el ndmero de distribuciones
diferentes en cajones és igual a

nl

P(nt, nay vuiy Rh)=m-

(1)

Esta férmula la obtuvimos antes, al resolvor
el sigwiente problema, a primera vista nada
semejante:

Se dan objetvs de k tipos diferentes. ¢Cudntas
permutactones distintas se pueden formar de ny
objetos del primer tipo, ns del segundo, ...,
ny del k-dsimo?

Aqui también la respuesta se expresaba me-
diante la férmula
nl

P ngy ng, oo, "h)=-—;ﬁ‘|r

nyt’

donde n == ny + ny ... 4 ny (yéase la pig 28).
Para cstablecer el noxo entre estos problemas,
numeremos todos los n lugares que puoden ocu-
par nuestros objetos. A cadas permutacién le co-
rresponde una distribucidn de los ndmeros de los
lugares en k clases. En la primera clase quedan
los nimeros de los lugares en los que se hallan
objetos del primer tipo; on la segunda, los de
los lugares de los objetos del segundo tipo, ete.
Con esto se establece una correspondencia entre
las permutacioncs con repeticién y la distribu-
cion de nimeros de lugares en scajoness. CQueda
ahora claro que las formulas de solucién de ambos
problemas dehen coincidir.

EL HAMO DE FLORES

Ln el problema sobre la distribucién do ole-
mentos on cajones suponiamos conocida la can-
tidad de objelos que quedaban en cada cajén
(por ejemplo, el ndmere de fichas que debia
tomar cada jugador). En la mayoria de los pro-



blemas sobre distribuciones de objetos, ostas
cantidades no ge indican.

PROBLEMA SOBRE EL NUMERO
DE DIVISORES

Das nifios recogieron 10 margaritas, 15 el
y 14 nomeolvides., ¢De cudntas maneras pueden
dividir estas jlores?

Esté claro que las margaritas so pueden divi-
dir de 11 maneras: el primero puede no tomar nin-
guna, tomar 1, 2, ..., todas las 10. De igual
forma, los claveles se pueden dividir de 16 ma-
neras, y los nomeolvides, de 15. Como las flores
de cada sipo pueden distribuirse independiente-
mente de las de los otros tipes, en virtud de la
regla del producto so obtienen 4f.16.15=
= 2640 formas de distribuir las flores.

Se sobreentiende gue entre estas formas las hay
extremadamente injustas, en las cuales, por ejem-
plo, uno de los nifios se queda sin flores. Intro-
duzcamos, por esto, la limitacién de que cada
niiio debe recibir no menos de 3 flores de cada
tipo. Entonces las margaritas se pucden distri-
buir sélo de einco formas: el primer nifio puede
quedarse con 3, 4,5, 66 7 flores. De igual forma,
los claveles se pueden dividir de 10 maneras,
¥ loa nomeolvides, de 9. En este caso, el nimero
total de modos de distribucidn es iguala 5.10.9 =
= 450,

En general, si se dispono de n; objetos de un
tipo, ng de otro. ..., ny del k-ésimo, se los
puede distribuir entre. dos porsonas de

(ng-H1) (na+1) ... (mp-1) (2)
maneras. En particular, si todos los objetos
so diferencian entre si y su niimero es igual a &,
Borh M= A= ...=np= 1. ]mhiando, por
endo, 2* formas de d:amhucidn.

Si se agrega la limitacién complementaria de
que cada participante de la distribucién debe
obtener no menos de s; objotos del primer tipo,
#; del segundo, . . ., &, del k-ésimo, el nimero
de modos de divisién sc expresa por la férmula

(r—2sy4-1) (ma—252+1) ... {mp—2p+1). (3)

Dejamos que el lector demuestre estas afirma-
ciones,

La férmula (2) que dedujimos permite resolver
el siguiente problema de Ja teoria de los niimeros:

Hallar cudntos divisores tiene el nimero natu-
ral N. Para reselverlo, descompongamos N en
factores primos: N = ps pjv ... pik, siendo
Pty - - pp Nameros primos diferentes. Por
ejemple, 360°'= 2%.3%.5, Al desarrollar al nd-
wmero N cn dos factores, N = N, Ns, los factores
simples so distribuyen entre Ny, y Na. 8i en N,
el factor p; figura m; veces, =1, ..., k
ol desarrollo tendri la forma

=y nn—m;‘}'

N:(pl . Py

see Ph )(

De¢ este modo, el desarrollo de N en dos factores
se redoce a dividir n, elementos del primer tipo,
ne del segundo, ..., n, del k-ésimo, en dos
partes. Y la férmula (2) demusestra que esto se
puede efectuar de (ny 4 1) ... (m + 1) ma-
neras. Por consiguiente, el nimero do divisorey
del numero natural N = pi ... p:ﬁ es igual
a (m +1) ... (ny + 1). Este niimero se de-
signa mediante T (N).

LA RECULECCION DE MANZANAS

Tres nifios juntaron 40 manzanas del drbol,
¢De cudntas maneras pueden dividirlas, si todas
las manzanas se consideran iguales (s decir, si
s6lo nos lInteresa cudntas manzanas obtiene
cada uno, y no cudles manzanas le tocan)?

Para resolvor este problema procedamos como
sigue: agreguemos a las manzanas recolectadas
2 peras iguales, y después permutemos de todas
lag formas posibles 40 manzanas y 2 peras. Se-
gin la férmula de las permutaciones con repe-
ticién, el nimero de estas permutaciones es
igual a

P40, 2)=C§ == =864,

421
40121
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Pero a cada permuatacién le eorresponde su for- .

dia de distribucién de los m Al primer
nifio le daremos todas las manzanas, desde la
la primera hasta la primera pera; al segundo,
todas las que quedan entre la primera y la se-
gunda pora; al tercero, todas las que quedan des-
pués de la sogunda pera. Estd claro que en nues-
tro caso a diferontes permutaciones les corxrog-
ponden distintas formas de reparto. Asi, pues,
el nimero total de maneras do roparto es igual
a B61. Aqui puede suceder que a un participante
(e inclusive a dos de ellog) del reparto no le
toque nada. Por ejemplo, si una de las peras queda
al principio en ecierta permutacién, se queda
gin manzanas el primer nifio; si queda al [inal,
serd el tercero el que no las obtenga. Si ambas
peras resultan estar una al lado de la otra, el
segundo no obtendri nada, Dejamos que el lector
analice lo que sucede i ambas peras quedan al
principio o al final.

En forma totalmente analoga se demuestra
que n objetos iguales se pueden distribuir entre &
personas de
P(n, k—1)=CpHh—1_cpth-1 (4)
maneras.

Supengamos ahora que para mayor eguitati-
vidad en el reparto se convino que cada partici-
pante debe obtener por lo menos r objetos. En
este caso, hay que comenzar por dar a cada eno r
objetos. Después, quedarin n — kr objetos que

pueden ya ser distribuidos arbitrariamente,
Esto se puede efectuar, como vimos, de
cpmirtr=t = gpohbr=0-1 i,

En particular, st cada uno de los k participan-
tes debe obtener no menos de un objeto, el problema
se resuelve de CV=} modos.

El altimo resultado se puede deducir tam-
bién por otro método. Dispongamos log n ob-
jotos dados en fila, Entonces, entro ellos habri
n— 1 intervalos. Si en cualesquiera k — 1 de
estos intervalos se ponen tabiques de separa-
cién, todos los objetos se dividirdn en % partes
no vacias. Después de esto, la primera parte se

transmite a la primera persona, la segunda a la
segunda, etc. Como &k — 1 tabiques se pueden
colocar en & — 1 intervalos de CE-Y maneras,
el nimero de formas de distribucién serd igual
a Ci‘:l‘.

LA RECOLECCION DE HONGOS

'St se reparten objetos -de. distintos tipos, hay
que hallar ¢] nimero de formas de Teparto para.
cada tipo y multiplicar los niimeros ebtenidos.
Resolvamos, por ejemplo, el siguiente problema:
¢De cudnias maneras se pusden repartir 10 hongos
blancos, 15 setas y 8 irufas entre 4 nifios?
Aplicando los resultados del apartade ante-
rior, se obtiene la respuesta en la forma
CHCIPCY =41 774 040.
Si, en cumbio, cada uno debe recibir por lo menos
un hongo de cada tipo, la respuesta sera
CHONCE=1070160. i
" En el caso en que so dividen n objotos dife-
rentes entre f sin limit cada
ohjeto puede ser entregado de % formas (dén-
doselo a uno de los participantea del reparto).
Por esto, el nimero de soluciones serd igual a k",
Por ejemplo, 8 pasteles distintos se pueden
distribuir entre 5 porsonas de 5% = 390 625 ma-
neras,

EL ENVIO DE LAS FOTOGRAFIAS

Yo quiero envier a mi amigo 8 fotos distintas,
¢De cudntas maneras puedo hacerlo, uttlizando 5
sobres diferentes?

Este problema es similar al que resolvimos al
final del apartado anterior, Por esto, pareceria
ser que la respuesta es 5% = 390 625. Sin embargo,
no tiene sentido enviar sobres vacios, por lo cual
ge impone wna nueva limitacidn: ninglin sobre
debe sor vacfo. Para tener en cuenta esta limi-
tacién, utilicemos la f6rmula de inclusiones y ex-



clusiones (la respuesta CEZY es incorrecta, ya.

que las fotografias son distintas).

Hallemos primeramente en cuintas formas do
distribuecion r sobres dados resultan vacios (y los
domis pueden tanto ser vacios como contener
fotos), En este caso, las fotografins se colocan
gin limitaciones en 5—r sobres y, en virtud de lo
demostrado mds arriba, ¢l niimero do estas dis-
tribuciones es igual a (5 — %,

Pero r gobres se pueden escoger, de cntre 5,
de CY maneras. De aqui so deduce, aplicando la
férmula de incl v excl , quo el nid-
mero de distribuciones en las que ningin sobre
queda vacio es igual a
58— 0548 4 C§-38 — €528 4 6518 = 126 020.

En forma totalmente andloga se demuestra
que si se envian n fotografias distintas en & sobres
diferentes, sin que ningin sobre sea vacio, el
niimero de formas de distribucién se expresa
mediante la férmula
kn—Ch (k—1)ntCh (k—2)"— ...

v {—=1FICk_n (5)

Proponemos ol lector resolver el siguiente
problema;

Se dan ny objetos del primer tipo, ny del segun-
do, . .., ng del s-dsimp. ¢De cudntas maneras se
los puede repartiv enire k personas de modo que
cada wna oblenga por lo menos un objelo?

La respucsta es la signiente:
CRERM1GRERM 1 L cpetit—

—Clopgt-ropie-e | cpeh-t,.
+CheprEh-iopaih=8 | opefRs L,
R O o < O )

Por ejemple, si se rcparten 8 manzanus, 10
peras ¥y 7 paranjas entre 4 niflos y cada ung
debe recibir por lo menos una [ruta, ¢l reparto
es posible do
CYCYCY— CIOICICY-+ 0100t —Ch=
=5 464 800
mManeras.

DANDERAS EN LOS MASTILES

Hasta ahora no tenfamos en cuenta el orden
en quo estdn distribuides los clementos de una
parte dada. En algunos problemas este ordon
debe ser tomado en consideracién,

Se tienen n banderines de sefiales distinfos y k
madstiles, en los cuales ésios se cuelgan. El senlido
de la sefigl depende del orden en que estdn colga-
dos los banderines. ¢De cuintas maneras se los
puede colgar, si deben ser utilizados todos ellos,
pero algunos mistiles pueden resultar vaelos?

Cada mode de colgar los banderines se puede
efectuar en dos etapas, En la primera, intercam-
biamos de todas laz formas posibles los n ban-
derines dados. Esto se puede efectuar de 2l ma-
neras. Después, tomamos una de las formas de
distribucién de n banderines iguvales en & masti-
les (recordemos gque el nimero de estas formas

os igual a €p=i™ ). Supongamos que esta forma

consiste en quoe en el primer mistil debon colgar-
¢ n; banderinés, on el segundo, mp, ..., on
el k-Gsimo, ny, siendo ny 4 ny + .. 4 Ay = n.
Entonces tomamos los primeros ny banderines
de la permutacién dada y los colgamos, en e}
otden oltenido, en el primer mastil; los siguien-
tes ny banderines. son colgados en el segundo,
ete. Esti claro que, utilizando todas las permu-
taciones de n banderines y todas las formas de
distribucién de n banderines ignales en & mdsti-
les, obtenemos todas las maneras de resolver el
problema planteado. En virted de la regla del
producto, se obtiene que ¢l nimero de modos
de colgar los banderines es igual a

-k—1)! = !
niOpth=1= (i’::_“ :]' = gkt (T

En general, si se tienen n objetos distintos,. el
nimero de formas de distribuirlos en k cafones di=
ferentes, teniendo en cuenta el orden de su disposts’
cidn en los cajones, es igual @ ATTR=1,

El mismo resultado puede ser obtenido por
otro camino. Agreguemos a los n objetos distri-
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buidos & — 1 esferas iguales y consideremos todas
las permutaciones posibles de los n4k—1
‘objetos obtenidos. Cada una de estas permuta-
ciones determina una de las formas de distri-
bucién. Precisamente, en ¢l primer cajén se
colocan todos los objetos que van hasta la pri-
mera esfera agregada (si el primer objeto de la
permutacién es una de las esferas agregadas, el
primer cajén guedard vacfo). Después, en el
segundo cajon se colocan todos los objetos que

- quedaron entre la primera y In segunda esfe-

ra, ..., en el k-ésimo, todos los que van des-
pués de la (k — 1)-ésima esfera. Esti claro gue
entonces se obtienen todas las distribuciones de
objetos que poseen las propiedades indicadas.
Pero el namero de permutaciones de n objetas
distintos ¥y b — 1 esleras iguales es

—1y
PUM, oy k)= “‘+1" ;_’1 =

n vects
=Ann+k—l

Analogamente se resuelve ¢l problema en el
caso en que en cada mdstil debe hallarse por lo
menos un banderin (o, lo que es lo mismo, en
cada cajon debe haber por lo menos un objeto).
Mediante la formula deducida en la pig. 61,
obtenemos que en esto caso  dispe do

len ser ir ftidas mediante n banderines de
sefiales, colgados en k mdstiles,

Dividamos estas sefiales. en clases, segin el
nimero. de banderines que participen en ellas.

En wvirtud de la férmula (7), mediante s ban-
derines dados se pueden transmitir ARl g
fiales (el namero de méstiles es igual a &). Pero s
benderines pueden ser escogidos do entre n de
C? maneras. Por esto, el nimere de todas las
sefiales de la s-fsima clase es igual a ClAsHe~1,
En consecutncia, el nimero total de sefiales so
expresa mediante la férmula

Gy~ +Cat+oRalt 4L Crapth-L, (s

Por ejemplo, mediante 6 bauderines distintos en
3 mastiles se pueden transmitir

14 0341 + C343-+ CYAf+ CLA3 + ChaT+-

- CBAB= 42079

sefiales.

8i mo so admite que algunos mdstilos estén
vacios, en lugar de la férmula (8) obtememos

CRCRZ P4+ Chy Ol g (-1
+Op WO (k21 . eneizial (9

naneras.

nl CpZ] formas de distribucién. Este resultado
también puede ser obtenido mediante la elec-
cifn de los puntos de separacién entre n — 1
intervalos.

NUMERO TOTAL DE SENALES

Hasta ahora hemos considerado que todos los
banderines debian ser utilizados para transmitir
una sefial. Pero puede haber seiiales para cuya
transmisién so wtiliza solamente una parte de
les banderines, admitiéndoso también méstiles
vacios. Hallemos el nimers fotal de sefiales que

DIFERENTES ESTADISTICAS

Lus problemas sobre la distribucién de ele-
menlos en cajores son de gran imporiancin para
la fisica estadistica. Esta ciencia estudia cémo
se distribuyen, segin sus propiedades, las parti-
culas fisicas; por ejemplo, qué parte de las mo-
léculas de un gas dado ticne, a una temperatura
dada, una u otra velocidad. En eostos casos, el
conjunto de todes los estados posibles se distri-
buye en un gran ndmero k de pequefias celdas
{estados do fase), de forma que cada una de las n
particulas queda en una de las celdas.

El problema sobre a qué estadistica se someten
unas u otras particnlas depende del tipo de éstas.
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£n la fisica estadistica cldsica, creada por Max-
well y Boltzmann, las particulas s¢ consideran
diferenciables entre si. A dicha estadistica se so-
meten, por ejemplo, las moléculas de un gas.
Ya sabemos que n particulas diferentes se
puoden distribuir en % celdas de & maneras. 5i
todas cstas & maneras tienen igual probabilidad,
para una cnergia dada, se habla de la estadistica
de Mazwell-Boltzmann.

Resulté ser que a esta estadistica se someten
no todos los objetos fisicos, Los fotones, los
nicleos atémicos y los dtomos con mimero par
de patticulas elomentales so someten a otra esta-
distica, desarrollada por Einstein y por el cien-
tifico indic Bose. En la estadistica de Bose-Eins-
tein, las partfculas se consideran indistingui-
bles entre si. Por esto, intercsa sélo cuintas par-
ticulas quedaron en una w otra celda, y no qué
particulas han quedado alli. Este probloma es
similar al del reparto de las manzanas (véase
la pag. 61). Ya sabemos que con este plantea-
miento s obtienen Chtf ' == Cn+h—t distintas
maneras de distribucién. En la estadistica de Bose-
Einstein todas estas formas se consideran igual-
mente probables,

Sin embargo, para muchas particulas, por
ejemplo, tales como los electrones, protones y
neutrones, tampoco sirve la estadistica de Bose-
Einstein, Para éstas puede haber en cada celda
no mds de una particula, y distintas distribucio-
nes que satisfagan la condicién indicada poseen
ignal probabilidad. En este caso, puede haber C}

~ distribuciones. diferentes, Esta estadfistica se
denomina estedfstica de Dirac-Fermt,

los nimeros naturales en sumandos (los. cuales,
claro estd, también deben ser nimeros naturales).

Aqui surgen muchos problemas distintos, En
unos, 86 tiene en cuenta el orden de los snumandos,
y on otros, no. Se pueden considerar sblo las
particiones en un nimero par de sumandos, o nada
mis que en un nimero impar de éstos, en dife-
rentes sumandos, o en una cantidad arbitraria
de ellos, etc. El método fundamental de reso-
lumén de los problemas sobre la particién es la
r ién a probl sobre la particién de
nimeres menores, o sobre la particién en menor
nimero de sumandos.

EL EXVIO DE LA ENCOMIENDA

Por el envio de una encomiends hay que pagar
18 kopeks, De cudntas formas se la puede pager
con estamplllas de valor de 4, 6 y I0 k., 5l dos
formas que se diferencien en el orden de las estam-
pillas se consideran diferentes™.

Sea f (V) el pimero de maneras conh que se pue-
den pegar estampillas de 4, 6 y 10 k. do forma
que el costo total de ellas sea igual a N. Entonces,
para f (¥) es valida la siguiente relacidn:

F(N)=f(N—4)+ [{(N—B)+{N—10), 0

En efécto, sea dada alguna forma de pegar las
estampillas de costo total NV y supongamos que
la Wltima estampilla pegada tenia un valor de
4 k. Entonces, todas las estampillas restantes
cuestan N — 4k, Reciprocamente, agregando a
cualquier agrupacién de estampillas de costo
total N — 4 k., una de 4 k., se obtiene una-agru-

ién de estampillas, de costo N k. Ademds, de

PARTICIONES DE NUMEROS

En la mayoria de los problemas considerados
més arriba, loz objetos que debian ser distri-
buidos eran diferontes. Pasemos -ahora a pro-
blemas en que todos los objetos distribuidos son
totalmente iguales. En este caso, sa puede decir
no gque se dividen objetos, sino que se dividen

distintas agrupaciones de coste N — 4 k. se
obtienen diferentes agrupaciones de costo N k.
Asi, pues, el nimero de agrupaciones huscadas
en que la fiitima cstampilla pegada era de costo
4 k., igual a f (N — 4).

t La reserva de estampillae do distinto valor s¢ con-
gidera ilimitada.
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Anélog te se d tra que el nimero
de agrupaciones quo terminan en una estampilla
de seis kopeks es igual a 7 {V — 6), y las que lo
hacen en una de diez, a f{¥ — 10). Como cual-
quier agrupacién termina en una estampilla
de uno de los tipos indicados, en virtud do la
regla de la suma se obtiene la relacién (10).

La férmula (10) nos permite reducir el problema

f(0)= 1. Por esto,
F)=H{=9+F(=5+f(~9)~=0.

Do igual forma ohtenemos los valores f(2)=0,
f{8)=0. Y para N =14, obtenemos
=10+ (=24 {—B)=1.

de pegar estampillas que sumen ¥ k. a problemas
do pegar estampillas que sumen menos. Pero para
pequefios valores de ¥ este problema se resuelve
con facilidad directamente. Un edleulo sencillo
demuestra que

HO=1, f)=f(D=f@)=0, f{4)=1, f(B) =0,
fB)=1, [{T)=0, f@B)=1, f(H=0.

La igualdad f(0) = 1 significa quo la suma de
0 k. s& puede pagar s6lo de una forma: no pegando
ninguna estampilla. Las sumas de 1, 2, 3, 5, 7
y 9 k. no pueden ser obtenidas de ningin modo
mediante estampillas de 4, 6 y 10 k. Utilizando
los valores de f (N} para N =0, 1, 2, 3, 4, 5,
6, 7, 8, 9, es ficil hallar # (10):.

N0 =F O +F (4 +f @ =3.
Después do esto hallamos

fU)=f M+ B+ {1)=0,
A =f(M+1 B+ /(2 =2,

etc. Por Wdltimo, obtenemos el valor f(18)=8,
Do este modo, las estampillas pueden ser pega-
das de ocho formas. Estas son las siguientes:

10, 4, 4; 4, 10, 4; 4, 4, 10; 6, 4, 4, 4; 4, 6, 4, 4;
4, &, 6, 4; 4, 4, 4, B; 6, 6, 6.

Obsérvese quo los valores de f{N) para N =
=1, 2,3, 4, 5,6, 7, 8, 9 se podrian haher obte-
nide de otro modo, sin efectuar la verificacin
directa. Resulta que para N <2 0 so tiene f (M) =
= 0, ya que es imposible pagar una suma nega-
tiva, pegando una cantidad no negativa de estam-
pillas. Al mismo tiempo, como hemos visto, es

5—1104

PROBLEMA: GENERAL SOBRE EL ,
PEGADO DE LAS ESTAMPILLAS

El problema analizado és un caso particular
del siguiente problema general:

Se dispone de estampillas de valores de ny, ng, . . .
«« sy My kopeks'. De cuéntas maneras se puede
pagar con ellas una suma de N kopeks, sl dos formas
que se diferencien en el orden se consideran distintas?

En este caso, el nimero f (N} de formas satis-
face la relacidn

FN)=f (N emn) (N —n))+...
v (N=mp). (1)

Agqui es f(M)=038i N =<0, y f(0)= 1. Me-
diante la rolacién (11), se puede hallar f (V)
para todo N, calculando sucesivamente f (1),
F(2) - fIN—=1).

Consideremos un caso particular de .este pro-
blema, cuande ny=1, na=2, ..., ny =k Ob-
tenemos todas las divisiones posibles del niimero
N en los sumandos 1, 2, ..., k, y las divisiones
que 3o diferencian en ol orden de los sumandos se
consideran diforontes. Designemos el ngmero
do estas divisiones mediante @ (k; N2 Do la
formula (11) se deduco que

QU Ny=o(; N—1) 4ok N—2)+...,

ok @l N—K). (12
Ademis, se tieno que

i 0)=1 y @ Ny=0 si N<O.

' Todos log nimeres n,, fa, .. . ny, son diferentes,
¥ la reserva do cstampillas ey ilimitada.

* Aqul y en lo sucesivo indicaremos en el primer lugar
el nimero de sumandos, en el segundo, el ndmero que
se divide, y en el ditimo, limitaciones sobre |a magnitud
de los sumandoa.
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El cilewlo de ¢ (k; N) se puede simplificar,
si se observa que
Qs N—1)=gq(k; N—2}4-...
vor ks N=k)fglk; N=k—1),
por lo cual
@k N)=29(k; N—1)—g(k; N—k—1). (13)

Estd claro que los sumandos no pueden ser
mayores que N. Por esto, ¢ (¥, ¥) es igual al
niimero de todas las particiones de NV en sumandos
naturales (incluyendo también la eparticién»
N = N). 8i el nimero de sumandos es igual a s,
obtonemos Cf_'it particiones (véase la pig. 61).
Por esto,

@ (¥, M=C~ o1+, ozl =2N-1L

Asi pues, hemos demostrado que el nimero na-
tural ¥ puede ser dividido en sumandos de 2N—1
formas. Recuérdese que aqui se tiene en cuenta
el orden de los sumandos.

Por ejemplo, el nimero 5 se puede dividir en
sumandos de 28-! = 16 manoras:

5=15 5= 34141 5= 14242
S= 441 5=1+3+1 5= 2414141
G=144 5=14+14+3 5=1F+34141
=243 5=2+24+1 5= 1+1+241
§= 342 5= 24142 5= d-+i+142

5= 14 44-f~141,

PROBLEMAS 'COMBIINA'TOR!OS DE LA
TEORIA DE LA INFORMACION

Un problema similar al que acabamos de re-

* golver se encuentra en la teoria de la informaci6n.
Supongamos que una informacién se transmite
mediante seiiples de varios tipos. La duracién
de la transmisién de una seial del primer tipo
es igual a #;, del segundo, a ¢, . .., del k-Gsimo
a ¢ unidades de tiempo. /Cudntes informaciones
distintas piceden transmitirse medlante estas se-
fales en T unidades de tiempo? Aqui se tienen

en cuenta solamente las informaciones eméxi-
mase, es decir, aquellas en las cuales no se puede
afladir ninguna seiigl sin salirse del tiempo de-
signado para la transmisidn,

Designemos el nimero de informaciones que
se pueden transmitir durante un tiempo T me-
diante /(7). Razonando en forma totalmente
andloga al problema sobre las estampillas, se
obtiene gque f (T} satisface a la relacibn

FIy=f(T—t)+ ...+ {T—1)

Aqui nuevamente sord f(7)=0, si T<0, ¥
Fl=1.

(14)

PROBLEMA DEL ASPIRANTE

Un aspirante a ingresar en un centro de ense-
fianza superior debe rendir 4 erdmenes. Esto su-
pone gue para ingresar serd suflelente reunir 17 pun-
tos. ¢De cudntas maneras puede rendlr los exd-
menes para ingresar con seguridad al centro?

Este problema es similar al de las estampillas,
pero se diferencia do éste en que se indica la
cantidad de sestampillass con las que hay que
«pagar la suma de 17 puntoss. Por cada examen’
rendido exitosamente el aspirante obtiene 3,
4 6 5 puntos'. Designemos mediante F (k; N)
el niimero de formas con que se pueden reunir ¥
puntos después de k exd . Entonges, tiene
lugar l1a relacién

Flle; Ny=F (k—4; N—3)+F (k—1; N—4)-

4+ F{k—1; N—5),

cuya deduccitn es totalmente aniloga a la de

la (11} de la pag. 05.
De aqui se obtiene que

F{& ATy=F (3; 14)4- F (3; 13)+F (3; 12)=

=F (2 11)42F (2 10) 37 (2; 9427 (2; 84
+F (2 T)=24-3F (2; O+2F(2; 8)-+F (& T,

! Véase la nota al pie de la pdg, 21 (N, del T.)
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puesto que es imposible reunir 11 puntos después
de 2 exdmenes y reunir 10 se puede de una sola
forma: obteniendo dos cincos.
Continuando el calculo, e obtiene que
F(4; 1T)yom2--3F (1; 6)-}-5F (1; 5)-6F (1; 4) 4
4-3F({1; 3)+F(1; 2).
Pero F(; B)=F (13 =01, y F({; 5)=
=F(l; 4)=F(1; H=1.
Por esto, F(4; 17)=16. En forma totalmente
andloga deducimos que
F (4 18)=10, P(4; 19 =4 y F (4 20)=1.
En total, se obtienen 16 4- 1044 1= 31
formas de rendir con éxito los exdmenes,
El mismo resultado se podria haber obtenido
de otra forma. Es fdcil verificar que 17 puntos
pueden ser obtenidos sélo de dos formas esencial

mandos, cada une de los cuales es igual a uno
de los nimeros 1, 2, ..., k. Designemos el ni-
mero de estas divisiones mediante F {m; N; k).
Entonces, para este @ltimo sa cumple la relacién
F(m; N; l)=F(m—1; N—1; k)-+
dFm—1; N2 B ...
o F(me—ty N k). (16)
Al igual que en lo pég. 64, de esta relacidm
se deduce que
Fm; N; k)y=F (m, N—1; k}4-
+F(m—1; N—1; k)=~
—Fm—A; N—kedi; k). (17}
Pasemos shora a los problemas sobre particio-
nes, en los cuales las particiones que sp diferen-
cian gdlo en el orden de los sumandos se consi-

mente diferentes: o bien obtener dos cincos, 1 cua-
tro y 1 tres, o hien obtener 1 cinco y 8 cuatros.
Estas calificaciones pueden distribuirse de cual-
quier forma entre las disciplinos que se rinden.
Como es

P21, )+ P{, 3= 5!-‘;-',? ?'#:T“”'

17 puntos pueden ser obtepidos de 16 formas.
Andilogamente se calcula el ndmero de formas de
obtener 18, 19 y 20 puntos.

En general, sea F (m; V) el nimero de formas
de dividir &N en m sumandos, cada uno de los
cuales es igual a uno de los nimeros ny, nz, .« . .,

.., ny. Entonces, para ¥ (m; N) se cumple la
relacifn
Fim; N F(m—1; N—ng)+...

et Fm—1; N—ng), (15)

la cual se deduce igual gque la (11). Dejamos gue
el lector efectud esta demostracién.

En particular, si ny =1, na=2, ..., pp=
= k, obt s las partiei de ¥ en m su-
* Seiz puntos no pueden ser obtenidos en un examen

¥ al obtener un ﬂoa se excluye la posibilidnd de admisidn
en el ingtitoto,

deran igual

EL PAGO DEL DINERO

En un pori das hay das de 1, 2, 3,
5, 10, 15, 20 y 50 kopeks, hablendo una moneda
de cada velor. De cudnlas maneras se pusde pagar,
con estas monedas, una compra por valor de 78 ko-
peks?

En este problema el orden de las monedas no
tiene importancia: sélo interesa qué monedas se
toman para el pago. Introduzcomos la siguiente
notacién:

F{nl- Tigy weey By N)

designara ¢l nimero do formas con que so pueden
pagar N k. mediante monedas de distintos valo-
¥eS Ry, Ray + .y Ry k., tomando no mds de una
moneda de cada valor, Dividamos todas las
formas de pago en dos clases, segiin so haya uti-
lizado o no la moneda por valor de Ry k. Si ésta
ha sido utilizada, queda pagar la suma de ¥ —
= n k. con las monedas de ng, ng, . .., A,y K.
Y esto so puede efectnar de F (ny, ng, ...

oy Mo ¥ — ng) maneras. Si, en cambio,
la raoneda de ny, k. no fue utilizada, hay que pa-

it
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gar toda la suma de N k. mediante monedas de ny,
fay ey Npymes K. Esto se puede afecl.uar de
F (ﬂn Ray « « 4y Bpogi V) modos.
De aqui se desprende que tiene lugar la relacién
Fing, Bz ooy i Ny=F(ny, ng ..
N—np)4-F (1, mgy {18)
Esta relacién permite reducir el probloma de la
eleccién a partir de m monedas al problema de
la eleccién de entre m — 1 monedas. Repitiendo
este razonamiento, lo reducimos al problema
de la eleceién a partir do m — 2 monedas, ctc.,
hasta que lleguemos o hien al problema del pago
de una suma nula, o bien hasta el problema de
elegir de entre una moneda selamente. Ambos
problemas se resuclven univocamente, Aqui,
dnrante los cdleulos muchos sumandos so eli-
minan, puesto que sl ny = s <k . ..+ ny < N,
emtonces F (ny, Ra, «. o By N)=10, ya que
no bastan las monedas para el page de la compra.
Ademds, st n, = N, la relacién (18) e sustituye
por la

vy Pm-1i
weey Bpogi N

F (g, Moy ooor Mos Ny="F(ryy Ry «. 0y Bty Ny,
puesto que la moneda n,; no puede participar
en ol pago.

Apliquemos el método descrito a la resolucion
do nuestro problema. De la relacién (18) dedu-
cimos primeramente que
F(1, 2, 3, 5, 10, 15, 20, 50; 73)=
=F(1; 2, 8, 5, 10, 15, 20; 23)--
+F{1, 2, 3, 5, 10, 15, 20; T3 =

=F(1, 2, 3, 5, 10, 15, 20; 23),
ya que 1+4-2434-5-4-104-154-20 <73, por lo
cual F(1, 2, 3,5, 10, 15, 20; 78)==0. Prosigunien-
do, obtenemos que
F{l, 2, 8, 5, 10, 15, 20; 23):-
=F(l; 2, 3,5, 10, 15; 3+

4F(1, 2, 3 5, 10, 15; 28).
Poro
5, 40. 15; H=F{1, 2, 3; 3=

D)-LF(E, 2 )=

=F(, 2;
; =14F(1; 8)+F (1 t)=2

Caleulomos el segnndo sumando;
¥, 2, 3, 5, 10, 15; 23)=F (1, 2, 3, 5, 10; )
4 F{1, 2, 3, 5, 10; 23)=F (1, 2, 8, 5, 10; 8),
puesto que { 2435410 < 23, Pero F(1, 2,
3, 5 §y=F(1, 2, & =2
Definitivamente, obtenemos que
F(, 2,8, 5, 10, 15, 20, 50; T3)=4.
Asi, pues, el pago requerido se puede efectuar de
4 maneras, precisamente, 50, 20 y 3 k; 50, 20,

2y1k;50,15 5y 3 k. v, por dltime, 50, 15, 5,
2y1lk

LA COMPRA DE LO8 CARAMELOS

En una confiteria se venden caramelos de varios
tipos: 3 tipos con un coste de 2 k. cada une, y 2 ti-
pos gue valen 3 k. cade unidad. ¢De cudntas ma-
neras se pueden comprar caramelos por un valer
de 8 k., st se toma no mds de un caramelo de cada
class?

La solucién del problema se obtiene de las.
giguientes relacioncs:

F(2,2 23 3 8)=F(2 2 2 3% 5+
P22 2 38 =2 2, 2 0+

42F (2,2, 2 5)4F2 2, 2; 8)=

=F(2 2 2 )=F@2, 2 O+F(@ 2 9=
=14 F (% 0)+F(2; 2)=3

De este modo, la compra se puede cfectuar de
3 maneras: comprar un caramelo de cada una de
las dos clases de 3 k. y agregar a éstos gualquiera
de los de 2 k.

Parcceria ser quo otras tantas soluciones tiene
el problema:

En un port das hay 3 dasde 2 k. y2
de 3 k; ¢De cudntas maneras s¢ puede pagar, me-
diante dichas monedas, una suma de 8 k.2

Esto depende, sin embargo, de qué monedas se
hallan en ¢l portamonedas. Si las de 2 k., al




69

igual que las de 3 k., se considoran diferenciables,
el problema coincide con ¢l gue analizamos, y el
pago se puede efectuar de 3 maneras. 8i, en cam-
bio, todas las monedas de 2 k. son indiferencia=
bles, queda una sola forma de pago: 2 monedas
de 3k.y1de2k.

De esta manera, los problemas sobre pago tienen
‘un carfcter distinto, segiin sean o no diferencia-
bles Ias mbnedas de un mismo valor. El método
de resolucidn analizado mds arriba sirve sélo. para
el caso en gue todas las monedas se consideran
diferentes, independient te de que g
el mismo wvalor o valores distintos. Mostremos
ahora c6mo se resuelve el problema en ¢l caso en
que las monedas de un mismo valor se consideran
indiferenciables.

En el portamonedas hay 10 wmonedas de 2 k.
y & de 8 k. ¢De cudntas maneras s¢ puede pagar,
con dichas monedas, una suma de 22 k., si las mo-
nedas de un mismo valor no se diferencian entre si?

Designemos el nimero de scluciones del pro-
blema mediante @ (10.2, 5.3; 22) (10-2 indica
que tenemos 10 monedas de 2 k., igualmente 5.3
significa que hay 5 monedas de 3 k.). Dividamos
todas las formas que son soluciones del problema
en clages, segin la cantidad utilizada de monedas
do tres kopeks. 51, por ejemplo, se han wiilizado
doz monedas de este tipo, quedardn por pagar
16 k. mediante monedas de dos kopeks, y si
fucron ulilizadas las 5 monedas guedardn por
pagar #6lo 7 k. Si las monedas de tres kopeks no
han sido utilizadas en absoluto para el pago, habra
que pagar todos los 22 k. con monedas do dos
kopeks. Asi, pues, tiene lugar Ja igualdad

@ (10.2, 5.3; 22)= @ (10.2; 22)+ @ (10-2; 19)+
4 ® (10-2; 16)-+@ (10-2; 13)+ @ (10-2; 10)4
+@(H0-2; T (19)
No hay necesidad de continuar el proceso, puesto
que disponemos sélo de 5 movedas de tres kopeks.
Estd claro que con 10 monedus de dos kopeks es
imposible pagar 22 k. Pov esto, © (10.2; 22) = 0.
Ahora bien, es evidemte que una suma impar

no puede pagarse con monedas de dos kopeks,

y una par se puede pagor de una sola forma.

Por esto, dé la férmula (19) se deduce que

@ (10.2, 5.3; 22)=2.

Existen sélo dos formas dé pago:

22=8.2+4-2.3=5-244-3. !
4

iCOMO CAMBIAR UNA MONEDA
DE 10 KOPEKS?

El lector debe, probablemente, cambiar varias
veces al dia monedas de 10 k.: para viajar en
metro hacen falta monedas de 5 k., para hablar
por el teléfono piblice, de 2 k., y para tomar un
vaso de gascosa con jugo, de 3 k. En relacién
con esto, surge el problema:

¢De cudntas maneras se puede eamblar ung mone-
da de 10 k. en monedas de 1, 2, 3y § k.7

Esto problema es similar al que resolvimos al
final del apartado anterior. Sélo que ahora el
ntmero do monedas de distinto valor no se li-
mita. Por esto, el nimero de soluciones lo designa-
remos asi: @ (1, 2, 3, 5 10). Razonando igual
a como lo hieimos en ¢l apartado anterior, se
obtiene la relacidn
@, 2 8 5 10)=0(, 2, 5; 10)+

+@©d, 2 3 5+0(, 2,3 0 20
{todag las formas de cambio se han dividido en
clases segiin el ndmero de monedas do § k. quo
figuran en éstas). Estd claro que @ (1, 2, 3;
0) = 1, ya que se pueden pagar 0 k. de una sola
forma.

Para caleular ® (1, 2, 3; 5), dividamos tedas
las formas de cambiar 5 k. mediante monedus de
1, 2, 3 k. en clases, segn la cantidad de mone-
das do tres kopeks tomadas. Obtenemos asi

@4, 2, 8 5=0(, 2; H+D(1, 2; 2)

(el primer sumando corresponde al caso en que
no st toma ninguna moneda de tres kopeks, y el
segundo, al caso en que se toma una moneda de
esto tipa).
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Continuando ol céleulo, se obtiene que

@, 2, 3 5= 5+ 01 3)+

+@{; )+ (1; 2)4-®(1; 0),
Todos estos sumandos son iguales a 1, puesto que
cualquier suma se paga de una sola forma con
kopeks. Asi, pues, @ (1, 2, 3; 5)= 5. En forma
totalmente andloga se caleula gque @ (1, 2,
3; 10) = 14. En total obtenemos 14+ 54
<4~ 1 = 20 formas de cambhio.

En lugar de la relacién (20), se podria haber
tomado al principio la relacién
(L, 2,3 5 10)=0, 2, 3; 10)+

+®@{1, 2, 3, 5 3).
Esta indica que las formas de cambio se dividen
en aquellas en que no se utiliza ninguna moneda
de 5 k., y aquellas en que fue utilizada por lo
menos una moneda de este tipo.

En goneral, sl hay que pagar N k. con monedas
doe valores de ny, ..., ny kopeks, tiene lugar la
relacidn
D(ngy ooy Bpoyy npy N)=0Q(ny, ..., fpog; N}

D (ng, ..oy Bhan vy N—ng). (21)
Esta demuestra que o bien no utilizamos ningu-
na moneda de ny, kopeks, ¥ entonces hay que pa-
gar toda la suma N con las monedas restantes
de ny, ..., nyy k., o bien fue utilizada por lo
menos una moneda de ng k., ¥ entonces hay que

pagar la suma restante N' — n, k. con monodas do .

Ay, ooy Ry, 0y K. 81, como sucedid on'la pig. 67,

las monedas no deben ropetirse, la relacién (21)

s0 sustitoye por la que ya encontramos antes

(véase la piag. 67):

Fing couy il ngy Ny=F(ny, ..., npg; N)4-
A F (g ooy tpey N—mg). (22)

PARTICION Dﬁ'. NUMEROS EN
SUMANDOS

Consideremos un caso particular .del problema
sobre el cambio, cuando se admiten monedas
cualesquiera de 1 a n kopeks. En otras palabras,
resolvamos el siguiente problema:

’ ¢De cudntas maneras se puede dividir un nimero

N en sumandos, cada uno de los cuales es tgual
a uno de los mimeros 1, 2, . . ., n (el orden de loa
sumandos no interesa)?

Designemos el nimero de estas maneras de
particién mediante TY!. Entonces tiene lugar la
relacidn

D -my_,+ "

En efecto, si el nimero n no se utiliza como
sumando, entonces NV esti dividide en los su-
mandos 1, 2, ..., n—=1, lo cual puedo efoc-
tuarso de M1, formas. Si, en cambio;se ha uti-
lizado = como sumando, el nimeroe N — n estd
dividido en los sumandos 1, 2, ..., », lo cual
puede efectuarse de IT¥=" maneras.

Impongamos ahora la limitacidn de que todos
los sumandos sean diferentes. El niimero de solu-
cionos en cste caso se designari medianto Y
(siendo aqui @Y = 1), Dejamos al lector la de-
mostracién de que para ®f tiene lugar la relacién

(D§=-¢IN 4 + mN—n

(23)

(24)

(el niimere n no puede sor utilizado por segunda
ver como sumando).

" Como es ficil wver, =1y ®Y=0 para
N =1, y mediante la férmula {24} se puede cal-
cular sucesivamente @Y para todo n y N. Para
TEY resulta més comode tomar, en lugar do la re-
lacién (23), la

I =10+ TP+ O+

la cual se obtieno aplicando sucesivaments la
{23). Luego, es suficiente observar qus IIY = 1
(cualquier nimero natural puede ser desarrollado
de una sola forma en sumandos ignales a 1).
Utilizando la relacién (25), se caltula sucesiva-
mente I para todo N, después Y, eto.
Obsérvese que el ndmero de todas las formas
de dividir & ecn sumandos 6s igual a ITy, ya

(25)

' El val or de n% lo gupondremos lgual af.
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que en ol desarrollo no pueden figurar sumandos
mayores que N, De igual modo, el'niimero de for-
mas de descomponer N sumandos diferentes es
igual a @N.

HMETODO DE LOS DIAGRAMAS

hacia abajo. Ademds, los primeros puntos de
cada fila se representardn en tna misma columna.
Estog disgramas se llamarin normales,
Mediante los diagramas es fdcil demostrar dis-
tintas propiedades de las particiones. Demos-
tremos, por ejomplo, que la cantidad de formas
de dividir el mimero N en no mds de m sumandos

Los primeros métodos de demostracién de los
tecremas sobre lag particiones de mimeros eran
muy complejos. Al ignal que en muchos problomas
de la matemadtica, la aplicacidn de consideraciones
geomdtricas simplificé e ilustré las demostra-
ciones de los teoremas.

Cada particién del niimero & on sumandos se
puede representar en forma de diagrama. Cada

fila de éste estd formada por tantos puntos cuantas
" unidades figuren en el sumando correspondiente.

Fig. 10.

Por ejemplo, & la particion 7=1 -4+ 14243
le corresponde el diagrama mostrado en la fig. 10.

Como el orden de los sumandos en la particién
no tiene importancia, las filas so pueden situar
de forma que su longitud no disminuya do arriba

-~
-

L ]

-

-
IR
L ] [ ]

- [ ]

L ]

3
X
+

Fig. 1.

incide con la de formos de dividir N+ m en m
sumandos. En efecto, el diagrama que representa
la particién del nimero N en no mis de m su-
mandos estd formado por N puntos, situados en
no més de m filas. Agreguemos a cada uno de
estos diagramas una columna formadd por m
puntos (véase la fig. 11, donde se ha representado
esta transformacién para N =5, m = 4). Se obtie-
ne asi un diagrama formado por N -}- m puntos,
situados en m filas, Reciprocamente, quitando
la primera columna de cada diagrama, formada
por N -+ m puntos, situadoz en forma de m filas,
obtenemos un diagrama de N puntos, en ol cual
la cantidad de filas no es mayor que m.

Hemos establecido una correspondencia biuni-
voca entre los diagramas de dos tipos, de donde
so deduce que ol nimero de estos diagramas es el
mismo. Queda asi demostrada nuestra afirmacibn.

Un tanto mds compleja es ln demostracién del
signiente teorema (teorema de Euler):

El nimere de formas de parficidn N en ne mds
de m sumandos es igual al nidmero de formas de
d N+2 { n’;+1)

en m partes distintas,

Cada particién del nimero ¥ en no més de m
sumandos so representa en forma de un diagrama
de N puntos, que contiene no mis de m filas.
Agreguemos a cada uno de estos diagramas un
triangule rectingule isésceles formado por m
filas, después de lo cual reduzcamos el diagrama
a la forma normal (fig. 12), donde se representa
esta transformacién para el caso ¥ = 6, m = 4).
Como el niimero de puntos en el tridngulo es igual

m (m--1) :
e obtenemos un diagrama formado

por N -+ m_{m# puntos, y que contiene m
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filas. Adomas, todas las filas del diagrama serén
de distinta longitud. En ofecto, las longitudes
do las filas del diagrama inicial no disminuyen,
¥y las del tridngulo crecen todo el tiempo. Esto
significa que después de agregar el tridngulo,

i’;\\
o B
e
1 ~
. @ i« @ sMe @
1 .
e s 4 W _® o 8 s s o o
e
Fig. 12.

se obtendrd un diagrama en el cual las longitudes
do las filas crecerdin todo el tiempo. Por con-
siguiente, no puede haber filas de ignal longitud.

Reciprocamente, de cada diagrama de la par-
ticién de N + m—(”;iﬂ
tos so puede quitar un tridngulo rectingulo isés-
celes, que contenga m filas, y obtener un dia-
grama para la divisibn de N en no mis de m
sumandos. Esta correspondencia entre los dia-
gramas de dos tipos demucstra que el nimero de
éstos es el mismo. Con esto queda demostrada
nuestra aflirmacién.

en m sumandos distin-

DIAGHAMAS DUALES

en cuenta que algunos diagramas son autoduales,
como, por ejemplo, el de la fig. 14).

Aplicando la dualidad do los diagramas, se
pueden comparar las particiones sometidas a
clertas limitaciones sobre la magnitud de los
sumandos con las divisiones en las que so somete
a limitaciones el nimero de sumandos. Por ejem-
plo, ticno lugar la siguiente afirmacién:

El nidmero de particiones de N en sumandos
que no superen a n 3 igual al de divisiones de N
en no mis de n sumandos.

En cfecto, los diagramas para la divisién do N
en sumandos que no superen n estin formados
por & puntos, habiendo no mis de n puntos en
cada fila. Por lo tanto, en este diagrama no hay
méis de n columnas. Pero entonces el diagrama
dual tiene no mis de » filas, es decir, corresponde
a la particién del niimero N en no mdas de » su-
mandos.

En forma totalmente anéloga se demuestra que
el nimero de particiones de N en n sumandos es
igual al de particiones en sumandos que no su-
peren z, por lo menos uno de los cuales es igual a n.

Consideremos ahova las particiones del nimero
N en smmandos pares. Estas particiones so re-
presentan mediante diagramas cuyas filas con-

L]
[ ]
e 8 @
L

Los disgramas se pueden transformar de modo
que las filas se transformen en columnas, y las
columnas, en filas, Para esto, giromos ¢l diagrama
en 90° y reduzeimoslo a la forma normal. En la
fig. 13 se ropresenta csa transformacion do los
diagramas.

Esta claro que si se repite esta transformacitn,
sé obtiene nuevamente el diagrama imicial. Por
esto, todos los diagramas se dividen en pares
mutnamente dusles (a propésito, debe tenerse

Fig. 13.
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tienen un nimero par de puntos. Pero entonces
en ol diagrama dual habrd un nimero par de su-
mandos de cada tipo (fig. 15). De aqui se deduce
la siguionto afirmacién.

*
LI
* s & @ s o
* & & » - * 9
" & & & & @ - & @
. Fig. 15.

El ndmero de particiones de N en sumandes
pares es fgual al de particiones en las cugles cada
nifmero figura un nidmero par de veces {se sobre-
entiende que algnnos sumandos pueden no fi-
gurar en absoluto, ya que cero ¢s un mimero par).

Andlogamenie se demuestra gue:

La cantidad de particiones de N en sumandos im-
pares es igual al nimere de particiones en las cua-
les cada sumande, a excepcidn del mayor, figura
un nifmere par de veces, y el mayor, un ntimero
impar de ellas.

FORMULA DE EULER !

En relacién con algunos problemas de las par-
ticiones, Buler estudid el producto infinito

A={—z)(l—a®(1—2%) ... d—z") ... (26)

Abramos los primeros 22 pacéntesis de este pro-
ducto, Obtendremos as{ la expresidn
A=l—z—z24aff g7 —gl2_glb L2 L ¥
K (=2 (1—z2) ., (l—am).,,
donde los puntos suspensivos designan sumandos
que contionen x en potencias mayores que 22.

! Este apartado se puede emitir en una primera lectura,

No liemds escrito estos términos, puesto que
después de multiplicar los corchetes por-1 — z29,
1 — z™, .. etc., cambiardn, En cambio, loa
términos eseritos no variardn, Por esto, si abri-
mos todos los paréntesis, so ohtiene upa serie
infinita cuyos primeros términos son de la forma

1—r—g?epabfg?— gl 16 L g2 | 27)

Podemos apreciar que después de dos términos
negativos hay dos positivos, luego nuevamente
dos negativos, ete. Sin embargo, resulta mucho
mis dificil descubriv la ley quo rige los expo-
nentes de estos términos. Mediante largos cnsayos
Euler establecié la siguiente regla:

St se transforma el producto infinito
(1—z)(1—22) (1—a?) ... (1—z") ...
en una serie, en fsin serdn diferentes de cero sola-

K ]
mente los sumandos del tipo (-—»‘1)":_3_, donde k
es un nidmero nafural.

El teorema de Euler tiene un gran significado
no s6lo en la teoria de las particiones en sumandos,
sino también en la teoria de las funciones clip-
ticas ¥ en olros problemas del andlisis matemd-
tico. Sin embargo, la mayorfa de las demostra-
ciones de cste teorema son bastante complejas.
Expordremos ahora una demostracién geomd-
trica muy sencilla del teorema de Euler. Previa-
mente habrd que enunciar este teorema en ¢l len-
guaje de la teoria de las particiones.

Al abriv los paréntesis en la expresién (26),
los sumandos +2V se encontrarin tantas veces
cuantas maneras existan de dividir ¢l nimero &
en sumandos diferentes, Aqui tendremos x¥ si el
nimere de sumandos es par, ¥ —zV si dste es
impar. Por ejemplo, a la descomposicién 12 =
=5+ 4d- 241 le corresponde el sumando

(=28 (—at) (—a?) (—a)=213,
v a la divisién 12=5-44-1-3, el sumando
(—a8) (—ad) (— 2% = — 212,

De czte modo, el coeliciente de =V en ol de-
sarrollo (27) es igual a la diferencin entre la can-
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tidad de divisiones en un niimero par de suman-
dos distintos y la de particiones en un nimero
impar de sumandos diferentes. El teorema de
Euler afirma que:

51 el ndmero N no puede ser representado en la
Btk

5 ésle
igual de particiones en un nimero par y eén uno
impar de sumandos difsrentes. Y para los nimeros

del tipp N= —5—.—3“*:‘

cantidades es igual a (—1)* (es deeir, si k es par,
las particiones en un nimero par de sumandos
superan en 1 a las do nimero impar, y si k impar,
al ravés).

Para demostrar ¢l teorema de Euler, expon-
gamos un método de transformar un diagrama
con plmero par de filas en otro con el mismo
ndmero de puntos y un ndmero impar de filas,
y viceversa, Como consideramos solamente las
particiones en sumandos diferentes, los diagramas
de estas divisiones estarin formados por varios
trapecios, ubicados uno sobre el otro. Designomos
el nimero de puntos en la fila superior del dia-
grama mediante m, y el de filas del trapecio
inferior mediante n. En la fig. 16 se representa
un diagrama para el cval s m= 2, n= 3.

Supongamos que el diagrama contiene no me-
nos de dos trapecios, siendo, ademds, m < n.
En cste caso, eliminemos la primera fila y pro-
longuemos las dltimas m filas del trapecio infe-
vior en un punto. Hecho esto, el nimero total

_ de puntos no variard, todas las filas resultan

forma N = tiene una cantidad

, la diferencia entre estas

Fig. 16.

ger de distinta longitud y variard la paridad
del niimero do las filas. Se puede efectuar oxac-
tamente la misma transformacion si el diagrama
estda formado por un solo trapecio, siendo m <
< n—1. En la fig. 17a se expone el resultado
de semejante transformacién de un diagrama.

[ .’\
L] L) L] L] L] L]
-,
. e ® L B (N
\\ "~
L] . e @ ° . o9
Puc. 17a.
(e o)
-
- L ] L] - L] L ]
.
. s e 8 0 s & o @
S
L L) . D R D ]
Fig. 17s.

Supongamos ahova que el diagrama contiene
no menos de dos trapecios y que m >> n. Entonces
tomemos un punto de cada fila del dltimo trapecio
y formemos con éstos la primera fila de un nuevo
diagrama, Esto se puede efectuar, puesto gque
m = ny, por ello, la fila formada es més corta
que la primera del diagrama original. Ademgs,
como hemos tomado todas las filas del trapecio
inferior, en el diagrama obtenido todas las
filas tendrin -diferente longitud. Por altimo; ol
nuevo disgrama contiene tantos puntos como
el original, pero la paridad de la cantidad de
filas ha variado: el puevo diagrama contiene una
tila mds. Un transformacién andloga la. admiten
los diagramas formados por um solo trapecio,
sies n > m— 2. En la fig. 17b go representa el
resultado de la transformacién descrita de up. |
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diagrama. Comparando las figuras 17a y 17h,
no3 podomos convencer de que las fransforma-
clones descritas son inversas entre si: si se efectiia
primeramente una de ellas, y después la otra, obtes
aemos nuevamente el diggrama original,

e e @ * * 9 @

e & 0o @ * * s 8 @
*® s e . & o @ 9 @®
fiwi=d Mk, f=d
Fig. 18.

Asf, pues, los dlagramas de las particlones del
atimero N que admiten una de estes transforma-
clones, se dividen en un nimere {gual de diagramas
con nidmero par e impar de filas. Queda por es-
clarecer cudles diagramas no admiten la trans-
formacién descrita, Estd claro quo éstos estin

formados por un sélo trapecio,'y que para ellos
se cumple que m = n, 0 bien que m= n -+ 1.

_ 3 fs
En el primer caso, ¢l diagrama contiene fnls

puntos, ¥ en el sogundo, #mtos (fig. 18).

Los razonamicntos expuestos demuestran que

3nitn

si ¥ no es un nfmero del tipo 5 date

tiene igual cantidad de particiones en un nimero
par ¥ ¢n uno impar de sumandos diferentes. Si
A 3».‘;;1;.-:
un diagrama que no admite la transformacidmn,
¥ que tiene un nimero par de filas. Por esto que-
dard una particién mas on nimero par de suman-
dos que on nimero impar de éstos. 8i, en cambio,

3nlapn

2

sién mis en un nimero impar de sumandos.
El teoroma queda demostrado.

¥ n s un nimero par, quedard

e N= y n es impar, habrd una divi-
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UN HOMBRE DEAMDBULA POR LA
CIUDAD

En la fig. 19 se represénta el plano de una ciudad
(aproximadamente éste ¢s ¢l tipo del plano de
Canberra, la capital de Australia). En esta ciudad
hay n ® k manzanes reciangulares, dividides
por n — 1 calles ehorizontalesy y por k — 1 wveril-
caless. El caminante quiere ir desde el punfo 4
hasta el B por el camino mds corlo, es decir, des-
plazdndese todo el tiempo o bien ¢de izquierda a

Fig. 19,

derecha», ¢ bien ¢de abajo hacia arribav. ¢Por
cudnios caminos puede legar desde A hasta B?

Esta claro que, por cudlgquier camino gue. tome
el caminante, pasard por k- n cruces (consi-
derando ¢l punto 4, pero no ¢l B): En cada cruce
puede ir o bien hacia la derecha, o bien hacia
arriba. En correspondencia con esto, todos los
cruces so dividen en dos clases. Pongamos en
correspondencia a los cruces en que &1 escoge el
camino hacia la derecha, el mimero 0, y en los
que va hacia arriba, la cifra 1. Como ¢! nimero
de cruces de la primera claso debe ser igual a &,
y el de la segunda, a n (de otra forma el cami-
nante no Uepard al punte B), obtenemos una
permutacién formada por k coros y n unidades.
A cada una do cstas permut 1o corresponde,

a su vez, algin camino. En la figura 19 se repre-

genta ¢l camino gue corresponde a la permuta-
cin 0110001100,

Pero ol niimero de permutaciones de & cevoe
yn unidades es igual a

{n-Lk)!

—rhe
P (k, n)=C" L

8}

A lo mismo es igual también el nimero de cami-
nos miis cortos desde A hasta B.

EL CUADRAD(O ARITMETICO

Los desplazamientos del caminante por la ciu-
dad s¢ asemejan a los movimientos de una torre
en el gjedrez. Tomemos un tablero de ajedrez
infinito, limitado por dos lados por semirrectas
perpendicnlares, ¥y coloquemos en el édngulo de
este tablero una torre. Supongamos que ésta se
mueve en ¢l tablero o bien desde arriba hacis
abajo, o bien de izquierda a derecha. Combinando-
estos movimientos entre si, se pueden obtener
caminos diferentes, que conducen desde la ca-
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silla angular a una dada del tablero. Escribamos
én cada casilla del tablero el niimero de estos
¢aminos. Estd ¢laro que el nimero escrito de-
ponde de las coordenadas de la casilla, de on qué
vertical y horizontal se encuentre.

Nos resultard cémodo numerar las verticales
y las horizontales mediante los ndmeros 0, 1,
2, ... m o.. En esta numeracién la casilla
angulir obtiene las coordenadas (0, 0). Apli-
cando el resultade obtenido al resolver el pro-
blema anterior, nos convencemos de que on la
interseccion de la A-ésima vertical y la n-ésima
harizontal se halla el nimero CT.“ (para llegar
a esta casilla hay que cfectuar & movimientos
hacia la derecha y » hacia abajo). Escribamos en
lugar de ¢t sus valores muméricos. Obtendre-
mos entonces la talila 3. Esta tabla se denomina
cuadrade aritmético. Analicemos con més de-
talle suz propiedades. Un estudio atento del
cuadrado aritmético demuestra que cada nimero
eserito on éste se obtiene segin la siguiente regla:
este niimero es igual a la suma del nidmero escrito
sobre £l y del que se halla a su fzquierda. Por ejem-
plo, sobre el nimero 10 = 4 - 6 estd escrito el
4, ¥ a su izquicrda, el 6.

Tabla 3
i A4 1 1 1 Ay i an
i 2 3 & 5 ] B L
i 3 6 10 15 A .....
1 4 {0 20 35 56 G
{ 5 45 8 70 4126 , ..., ,
1 6 24 5 126 28 .....

La regla obtenida se desprende ficilmente de
la igualdad €} = C{ZY + C%-1, demostrada an-
tes (véase la pig. 36}, Pero lo podemos demos-
trar lambidn directamente., En efecto, la torre
puede llegar a la casilla (k, n) desde una de las
casillas (k— 1, n) 6 (k, n — 1). Por esto, en
virtud de la rogla de la suma, el nimero de formas
de llegar a la casilla (k, n) es ignal a la suma

del niimero de maneras dé alcanzar la (k — 1, n)
y del de formas de alcanzar la (k, n — 1), Y ésta
es, precisamente, nuestra afirmacion.

Do la relacion CF+* = cB+* se deduce que el
cuadrado aritmético es simétrico con respecto
a la diagonal que pasa por su dngulo (la denomi-
narémos disgonal principal). A propésito, osta
propiedad también se demuestra fcilmente on
forma ‘geomdtrica: se puede llegar al cruce de la
neésima vertical con la k-ésima horizontal y al
deln k=ésima vertical con la n-ésima horizontal
do un nimero igual d¢ maneras.

NUMEROS FIGURADOS

Al calcular los elementos de la tabla 3 utili-
zamos tanto los clementos de la fila anterior,
como los de la columna anterior. Pero habria
gido suficiente utilizar los de la fila anterior.
En ofecto, hemos demostrado en la pig. 37
la férmuls (15):

A a p O

Esta férmula demuestra que cade elemento de
nuestra tabla es igual a la suma de los elementos
de la fila anterior, a partir del primero y hasta
el elemento quo se halla directamente por encima
del calculado. De ests modo, sumando sucesiva-
mente los elementos de la (r — 1)-ésima fila,
caleulamos, uno tras otro, los de la n-dsima.
Esto método de cdleulo de la tabla 3 estd re-
lacionado con la teoria do los niimeros figurados,
que se remonta a los matemdticos de la Grecia
Antigua Pitigoras y Nieémaco. El hecho reside
en que los nimeros 1, 2, 3, ... so pueden ro-
presentar mediante filag de uno, dos, tres, etc.
puntos, y estos filas, unir en tridngulos (fig. 20).
Entonces el niimero de puntos de cada tridngulo
serd igual al nimero correspondients en la segun-
da fila de la tabla!. Por esto, los nimeros, 1,

i mcudrdm quo Ias filas se numeran con los nilmeros
0,1 » por lo cual la fila superlor es la cero, la que
1e 9-gue Ia primera, ete.
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3, 6, 10, 15, 21, etc. =zon Ilamados mifmeros tri-
angulares. El k-fsimo nimero triangular es igual a

o1 b )k
- 2 -

Anédlogaments, los triingulos representados en
la fig. 20 pueden ser unidos en pirdmides. ElL

nuestra ficha hasta ella. Podemos apreciar que
los ndmeros ecscritos coinciden, en esencia, con
los del cuadrado aritmético, estando sblo dis-
tribuidos de otra forma. Esto no debe cxtra-
fiarnos: si se gira el tablero en 45° la ficha se mo-
verd segin lineas horizontales y verticales, ¥ el
problema se transforma en el de los movimientos

Fig. 20.

nimero de puntos en cada pirdmide es igual al
nimero correspondiente de la tercera fila de
nuestra tabla. Por eso los nGmeros 1, 4, 10, 20,
35, ete. se Haman piramidales. Su férmula ge-
neral es la siguiente:

citi= {k+2) (k- i)*

Para dar una interpretacién andloga de los ni-
meros de las filas siguientes, babria que consi-
derar pirdmides en espacios de un nimero mayor
de dimensiones.

El estudio de los nimeros figurados atrajo a los

temdticos en el o de muchos siglos,
y era entonces una seccifn importante de la tooria
de los nfimeros.

EL TRIANGULO ARITMETICO

Tomemos ahora un tablero delimitado sola-
mente por un lado y coloqueinos on la casilla A
de la horizontal nula una ficha (fig. 21). Movién-

A -
N 4 #
4@’ .'fﬁé 2 ]
’Jé [ 1!

1%
&, 74 7

MY

N
S
oy

%,

A

N
N

Fig. 21.

de una torre. Los niimeros de la fig. 21 se repre-
sentan cominmente en forma de tridngulo (ta-
bla 4). Aqui cada niimero es igual a la suma de los

Tabla 4

1
1 1
1 2 i
1 3 3 1
1 4 L] 4 1

dos niimeros de la fila anterior, entre los cuale:
éste se encuentra. Este tridngulo es llamado cor
frocuencia tridngulo de Pascal. Sin embargo
atin antes que Pascal {1623—1662) lo conacit
el mat-emétiw italiano Tartaglia® (1500—1455T)

4 Turtasl{a era un matemdtico tiotable. Ademés de
b, desc uhrid la férmula de rtsolnu!dl

doso segin las reglas del juego de d , esta
ficha puede llegar a cualquier casilla que se halla
en la zona limitada por las tectas AR y AC.
Escribamos nuevamente, para cada casilla, el
niimero de formas de las cuales puede llegar

de las Esta a
otro matmﬂt(cn ltahano D, Cardano, hncicndo que &:b
jurase no descubrir a nad'ic ¢l secreto cormn 1o, Pero Car
and, nov.o tlempo en &
lc:'.to de_algebra, por lo uunl Ia répmnla de resoluelél
con total injusticla

de
ﬂdrmu!.a de Gardance,
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Y muchos afios antes que Tartaglia este trifin-
gulo se podia ver en los trabajos de los matemati-
.08 drabes Giyaseddin y Omar Hayyam. Por esto,
lo llamaremos simplemente tridngulo aritmético,
El trisngulo aritmético se puede eseribir ‘tam-
bién como sigue:

Tabla §

elemento es igual a la suma del gue se halla sobre
dste y del de la flla anterlor, gue se halla sesgado
hacia la {zqulerda. Ademds, como la col nula
del tridngulo aritmético estd formada por uni-
dades, en el tridngule ampliado también llena-
remos esta columna de unidades.

Aplicando la regla indicada a los elementos de
la colu nula, apreciamos que delante de

Aqui en el cruce de la k-ésima vertical y la
n-ésima horizontal se halla el némero €} (re-
cuérdese que las lincas extremas tienen nimero
cero). Cada mimero del tridngulo es igual a la
suma del que se halla encima de ¢l y del que se
encuentra on la fila anterior, sesgado hacia la
izquierda. Por ejemplo, encima del nimero 4
en la cuarta fila se halla el 1, y sesgado hacia
la izquierda del 4 se halla el 3, siendo 4 = 1 - 3.

Destaquemos, ademds, las siguientes partieu-
laridades del tridngulo aritmético: tfodos los
elementos situados por encima de la diagonal prin-
cipal son iguales a cero, y la columna cero estd
formada por unidades. Log nimeros que se hallan
en la n-ésima fila del tridngulo aritmético, es
decir, los niimeros C} para un n fijo, son los
coeficientes del desarrollo del binomio (1 4 =)
en potencias de z. Por esto, so los lama también
coeficlentes bindmicos. En el capitule VII nes
detendremos en esto con mds detalle.

TRIANGULO ARITMETICO AMPLIADO

El tridngulo aritmético ocupa sélo una parto
del plano. Extendémoslo a todo el plano, con-
servando la regla enunciada mds arriba: cada

ésta dohe haber una columna formada por ceros.
Pero entonces también todas las demds colum-
nas do la izquierda estin formadas por ceros.
Por esto, sblo hay que ver qué liay por encima de
la fila cero del tridngulo. En forma sésgada con
respecto al primer elemento de la fila nula se
halla el niimero 1, siendo dicho elemento igual
a cero, Por esto, sobro 61 hay que escribir —1 (1 -+
-+ {—1) = 0}. Poro entonces, para obtener cero
también en el segundo lugar de la fila cero, hay
que escribir, sobre dste, el niimero 1, Conti-
nuando nuestro razonamiento, apreciamos que
sobro la fila coro surgié una fila nueva, formada
alternadamente por los niimeros 1 y —1. De igual
forma se obtienen las demds filas hacia arriba.

Como resultado, obtensmos una tabla, parte
de la cual se expone mds abajo:

Analizando la parte de esta tabla situada por
encima de la fila nula, podemos convencernos

Tabla &

eow O J1 —5 15 —85 70 —126 . . .
W 4 0 |1 —4 10 —20 35 —56 .. .
s 01 =3 6 —1015 21 ., .
o0 0 (4 —2 3 4 5 —6...
U A T T T T L
. 0|1 00 o 0 0.
v @t 40 0o [ I
res B ] 2 1 0o O e
+2e 0|1 3 3 i 0 O s
..o 01 4 8 4 1 | S
... 0|1 510 10 5 -
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de gue se diforencia del cuadrado aritmético
de la pig. 77 solamente en los signos de los
términos. Mds precisamente, en la interseccion
de la (—nj-ésima horizontal y la k-ésima verti-
eal so halla ol nfimero (—1)**¢iH", Se so-
breentiende que e} estudio de una parte de la tabla
no puede servir de demostracidn de quo csto es
vilido para todas las filas y todas las columnas.
Para convencerse de su justeza, obsérvese que

(_“h—ic:+k—l s (—1]“-20:‘_":“2 -
= (===
— (— 1y c:.ua_:

(véase la formula (11) de la pig. 36). La igual-
dad obtenida demuestra gquo en una tabla for-
mada por los nimeros (—1)h_16;:+k_’, el k-ésimo
elemento de la fila n 4 1 es igual a la suma de
los olementos de la (—n)-&sima fila con nimeros
ky k—1.Enotras palabras, la rogla de escritura de
la tabla quo forman los nimeros (—1)"* !¢+ !
coincide con la de eseritura do la tabla del treidn-
gulo aritmético ampliado. Como, ademds,
estas tablas poseen filas iguales con nimere —1
v la columna cero, todos sus elementos coinci-
den.

En el tridngulo aritmético inicial, en la inter-
geecion de la n-fsima horizontal y la Ak-dsima
vertical se hallaba el nimero CF. En el tridngulo
ampliado, en la interseccién de la (—n)-ésima
aorizontal y la k-ésima vertical se halla el nimero
_(—i)““’cﬁ"""”’. Por esto, se puede generalizar
el simbolo C} para los valores negativos de n,
haciendo

Cit=(—1y-1gptrt, (2

Como lo muestra la tabla 6, la gencralizacién del
simholo €} para los valores negativos de k es
trivial: para k<0, se tieme CP= 0 (véasc
también la pig. 124). Ademds, es CF = 0 si
o< <k

EL REY DEL AJEDREZ

El tridngulo aritmético se puede obtencr como
sigue. Cologuemos en el dngulo izquierdo supe-
rior de la tabla un erey del ajedrez unilaterals,
es decir, una figura que pueda desplazarse sola-
mente cn una casilla hacia adelante y en wuna
casilla en forma sesgada hacia la derecha. Eseri-
biendo en cada casilla el nimero de manoras de

. 2
| U« Vi) s 1 6 (i) 4 51 |
ZE 7 bed s (7
\27 % 2 3/’/5/ AV A
7, oAt b2 il
i ol 2 Y

// 7
A
Fig. 22.

lag cuales esta figura puede llegar hasta ella, vb-
tenomos el tridngulo aritmético.

Sustituyamos ahora al ey unilaterals por un
rey comin del ejedrez, limitando su libertad
de movimients con una sola condicidn: el rey
debe ir siempre. hacia adelante, hacia la linea
horizontal siguiente. Para quo el rey pueda uti-
lizar sus nuevas posibilidades, hay que ampliar
el tablero, tomando wuno limitado sélo por
un lado por una linea recta. En la fig. 22 so ro-
presenta tal tablero, en cada casilla del cual se
indica el nimero de formas do las cuales puede
llegar hasta ella él rey, si éste se encontraba al
principio en la casilla A,

Veamos cémo estd formada la nneva tabla, -
Supongamos que para cada casilla de la hori-
zontal n — 1 ya fue hallado de cudntas maneras
puede liegar hasta olla el errabundo monarca.
Hallemos de cudntas formas o alcanzan las cesi-
llas de la n-ésima horizontal, A cada una de cstas
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casillas el rey puede llegar desde una de las vecinas
de ln horizontal n — 1 (desde la que se halla di-
rectamente debajo de ella, o en forma sesgada
hacia la derecha, o hacia la izquierda, véase la
fig. 22). En virtud do la regla de la suma, se ob-
ticne el siguiente resultado:

El niimero de formas de las cuales el rey del ajedres
puede aleansar alguna casille de la. n-fsima ho-
rizontal es igual a la suma de los nidmeros de modos
de Ios gue se alcanzan las tres caslllas vecinas de la
horizontal n — 1.

Aqui se considera que para la casilla en la que
¢l rey se halla al principio hay vna sola forma
{no moverse del lugar), ¥ para las demés casillas
de la horizontal cero mo hay ninguna manera.

TRIANGULO ARITMETICO
GENERALIZADO

El tridngulo de la fig. 22 se puede representar
de otra forma, desplazando todos loz nfimeros
hacia la derecha de modo gue In tabla quede en
la parte del tablero delimitada por dos somirrectas
perpendiculares, En este caso, 1a regla de obten-
¢ién de cada nimero de la tabla se enuncia asi:

Cada nidmero es igual a la suma de tres de la fila
precedentes: del gue s¢ halla directamente sobre él
y de los dos vecinos de la izqulerda. Ademds, en
el vértice se halla el nimerv J, y todos los demds
elemenios de la fila cero son iguales a cero.

Por ejemple, ol nimero 16 de la cuarta [ila
es la suma de los ndmeros 3, 6 ¥y 7 de la tercora.

Queda totalmente claro eémo generalizar ahora
el widngulo aritmético. Tomemos algin nimero
natural m ¥ llenaremos la tabla segin la regla
siguiente: en el dngulo superior lzquierdo es-
cribiremos el nimero 1, y en todas las demds
cagillas de la fila cero, ceros. Después, on cada
casilla d¢ la primera [ila escribiremos la suma
de m elementos de la fila cero: del que se halla
directamente sobre el buscado y de m — 1 ele-
mentos o la izquierda de éste. Esti claro que
entonces los primeros m elementos de la primera

=185

fila serén iguales a la unidad, y los demds, a cero
(si al formar la suma faltan sumandos, los que
faltan se consideran iguales a cero; en otras pa-
labras, la tabla se completa a la izquierda por una
tabla formada de ceros (véase la tabla 7).

En forma totalmente andloga se escriben las
filas restantes de la tabla: cada olemento de
ésta es igual a la suma de m olementos de la fila
anterior: del que se halla directamente sohre
Tabla 7

0o 0 1 00 0 0 0 0 0 0O
0 0]4 £ &£ 0 0 0 0 0 O
0 0 i 2 3 2 14 0 06 0 0
¢ ¢ |1 3 6 7 6 3 t 0 0
O 0|1 4 10 46 19 16 W0 4 1

él y de m — 1 a su izquierda. En particular, el
trifngulo aritmético se obtiene para m = 2; el
de la tabla, 7, para m== 3.

Para distinguir entre si los tridngulos aritmé-
ticos con distintos valores do m, los llamaremos
m-tridngulos  aritméticos. El  elemento del
m-triingulo aritmético que se halla en la intersec-
cion de la n-ésima horizontal y la k-ésima vertical
serd designade por €, (k, n). De la definicién
del m-tridngulo aritmético se desprende que
los niimeros Cp, (k, n) satisfacen a la relacién

Cpm (ks 1) =i (k, —=1)FCpy h=1y n—1) . ..
oot Crp(k—m--1, n=1} (3)
Ademds, s¢ cumplen las condiciones
LS 0<hkSm—1;
Con s )= 0, 8l k= m.

TRIANGULOS ARITMETICOS
GENERALIZADOS Y SISTEMA
DE NUMERACION m-ESIMAL

Los nimeros €, (k, n) estin relacionados con
ol sistema de¢ numeracién m-esimal. Precisa-
mente, Cpy (ky n) es igual a la cantidad de -



82

meros de n clfras en el sistema de numeracign
m-esimal, para los cuales la suma de sus cifras es
igual a k. Aqui el término ede n cifrass lo enten-
demos en el senlido amplio, admitiendo tam-
bién uimeros que comienzan con uno o varios
ceros, Asf, 001 215 se considera un nimero de
seis cifras y la suma de sus cifras es ignal a 9.
Para demostrar la afirmacién enunciada, de-
signemos la cantidad de niameros de n cifras en
el sistema de numeracién m-ésimal, pava los
cuales la suma de sus cifras ¢z igual a &, mediante
By, (k, nr}. Demostraremos que los niimoros B, (&,
n) satisfacen a la misma relacién (3) que los
Cpy (k, n). En efecto, la dltima cifra de un ni-
mero en el sistema de numeracidn m-csimal pueds
tomar unoe de los valores O, 1, ..., m — 1.
En correspondencia con esto, la suma de las cifras
del nimero de n — 1 cifras que se obtiene del
de n cifras eliminando la Gltima, puede adquirir
uno de los valores & A—1, ..., k—m - 1.
En virtud de la regla de la suma, de aqui se ob-
tiene que
Bk, ny= DBy (k, n—1)+ ...
ot Bn (k—m 41, n—1). &)

Ademds, estd claro que B, (k, 1) es igual a
1si0gLkLm—1, y a0 en caso contrario
(en el sistema do pumeracién m-esimal hay sola-
mente un niiméro de una cifra cuya suma de cifras
sea igual a k, 51 0 < k < m — 1, y no hay ningi-
no, si k> m). De ocste modo, la primera fila
de la tabla de niimeros By, (k, n) coincide con
la primera de la tabla de ntmeros €, (k, n).
Como las leyes (3) y (4) de formacién de cstas
tablas también coinciden, para todo & y » ten-
dremos que B, (k, n)== C), (k, n).

ALGUNAS PROPIEDADES DE LOS
NUMEROS €y, (k. n)

Los nimeros €, (k, n) poseen toda una scrie
do propiedades que se asemejan a la de los Ct,
Esto no es de extrafiar, ya que, en virtud de la

composicién del tridngulo aritmético, se tieno
que Cz (k, n)= CI. Obsérvese, en primer lugar,
que Gy, (k, n} es diferente de cero solamente para
0Lk <n{m—1). Esto so deduce directa-
monte de gue cada fila signiente del m-tridngulo
aritmético es mis larga que la precedente en
m—1.

Demostremos shora que los némeros C,, (k.
n) poseen la siguiente propicdad de simetria:

Cra (k, n)=Cm (n (m—1)—k, n). (5}

Para esle, pong a cado
nimero de n cifras en el sistema de numeracién
m-esimal un enimero complementarios, que sc
obtiene sustituyendo cada cifra por su comple-
mento hasta m — 1. Por ejemplo, en el sistema
T-esimal do numerscién el complemento de
3 140 216 serd el ndmero 3 526 450. Estd claro
que si la suma de las cifras del nimero dado cra
igual a k, la do las del complementario serd
igual a n{m — 1) — k. Por esto, hay tantos
nimeros de » cifras cuya suma de ¢ifras cs igual
& &, como con suma de cifras igual a n {m — 1) —
— k. Pero esto, precisamente, se expresa median~
to la igualdad (5).

Como la cantidad general de nimeros de »
cifras en el sistema de numeracién m-csimal cs
igual a m" (véase la pig. 11), tiene lugar la ro-
lacién
Cm {0, ) -Contd, n) ...

veor +Cp (a{m—1), n)=mn, (6)
Demostremos ahora la relacion
Cm (0, 1) Cra{ky n—D+
G (s 1} Cpy (k—1, n—=D) ...

v T O (5, 1) O (0, =) =Cpy (K, 1), (D)
donde 0 << ! < n. Para esto, dividamos todos los
nameros de n cifras cuya suma de cifras es igual
a k, en clases. Hagamos pertenccer a la s-dsima
clase log nimeros cuya suma de las primoris ?
cifras es igual a s. Entonces la suma de las n — [
restantes sevd igual a £ — s. En virtud de la regla
del producto, obtenemos que en la s-ésima clase

A

en corr
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tiguran Cp, (s, &) € (k — 5, n — I} niimeros. Co-

mo la caniidad total de nimeros de n cifras con
suma de éstas igual a % es igual a Cp, {(k, n),
obtenemos, segiin la regla do la suma, la relacién
(7).

En particular, para [ = 1 la relacién (7) nos
conduce a la igualdad (3) (puesto que €, (k, 1) ==
=] para 0Lk Cm—1 y Cplh, H=20
ik > om).

Demostremos, por tltimo, que tiene lugar la
igualdad

CiCmas (k—n, R)+CCrag k=n+L n—1)+...
e +C:‘Cm_[':k—n 5, n—s 4, ..+

—G,.Cm-i (k, 0) =Cpm (k, m).  (B)
Para esto, dividamos todos los néamerns de n
eifras en el sistema de numeracién m-esimal,
cuyn suma de cifras es igual a k, en clazes. Hare-
mos pertenccer a la clase s-ésima, 0 <5 < n,
los mimeros en cuya cscritura m-esimal hay
exactamente 5 ceros.

Hallemos cudntos niimeros fignran en la clasy
s-ésima. Cada nimerc de dicha clase se puede
escoger en dos etapas. Primeramente se eligen
los lugares en los cuales se hallan los ceros.
Como se consideran los nimeros de n cifras, y la
canlidad de ceros es igual a s, esto se puede cfec-
tuar de €7 maneras. Efectvado esto, tachemos
todos los ceros y restemos 1 de cada cifra restante.
Oblenemos entonce2 un niimero de n — s cifras,
en ¢l coal figuran las cifras 0, 1, ..., m — 2
{es decir, un namero del sistema (m — {)-esimal
de numeracién), La suma de las cifras de este
nimero es igual a F— (n—s)=k—n <+ s
La cantidad de tales nimeros es igual a Cpyoy (k —
— a8 n-—s). De los razonamientos expues-
tos se aprecia que en la clase s-ésima figuran
O (k — 1+ 5, n = 5} nameros. Como la
cantidad total de niimeros de n cifras, cuya snma

Como €; (&, n)= Cﬁ. de la relacifn (8) se

deduce que
Calk, y=CRck—" L och—utiy | feneh
Aplicando varias vecos la férmula (8), se obtiene

la expresién de €, (k, n) mediante los :coefi-
cientes binémicos.

LA FICHA EN LA ESQUINA DEL TABLERO

Tomemos nuevamente un tablero de ajedrez
infinito, delimitade por dos semirrectas per-
pendiculares, y coloquemos una ficha en la es-
quina de este tablero (fig. 23)'. Escribamos en

Fig. 23.

cada casilla de czte tablero el ndmere de formas
de las cuales la ficha puede llegar hasta ella,
El resultado se diferenciard del obtenide antes,
cuando el tablero estaba limitado solamente par
una linea recta (véase la pig. 78), puesto que
ahora la ficha no puede pasar la frontera vertical,
Por esto, el nimero de posibilidades de logar
fasta algnna casilla es menor: al ir a esta casilla,
la ficha no puede desviarse demasiado hacia la
izquicrda. Por ecjemplo, a las casillas que so

do cifras es &, es igual a C,, (k, n}, obt 08,
en virtud de la regla de la suma, la relacidn (8).

1 En la figura so rep 1
ria, gque nos seord necesaria dl.‘spnéa

G
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encuentran a lo largo de la frontera, la ficha
puede Ilegar solamente desde upa casilla, y no
desde dos, como tenia lugar en la pig. 78. En
dicha pdg. sc expresaba que ol nimero eserito en
cada casilln negra cra igual a la suma de los dos
escritos en las casillas negras vecinas de la hori-
zontal precedente, Para que esta loy conserve su
validez también ahora, hay que trazar una ver-
tical méz a la izquierda de la frontera, ¥ eseribir
un ¢oro en cada una de sus casillas negras (os im-
posible llegar a esta casilla).

Caleulemos de cufintas manoras se puede llegar
hasta cierta casilla. teniendo en cuenta la limi-
tacién efectuada. Cada camino puede ser escrito
en forma de sucesién de ceros y unidades: el cero
indica un movimiento hacia la izquierda, y la
unidad, hacia la derecha. En ests caso, la can-
tidad do ceros v unidades se determina solamente
por la casilla a la cual debe llegar la ficha, Por
ejemplo, cualquier camino de 4 ceros y 0 uni-
dades conduce a la casilla que sc halla en la in-
torseccidn de la segunda vertical y la décima
horizontal {igual que antez, consideramos que
las lineas extremas tienen ndmero cero).

Sin embargo, no cualguier succsién de coros
¥ unidades es admisible. Por ejemplo, no ge puede
comenzar g partir de coro: este movimiento saca
directamente a la ficha fuera de los limites del
tablero, Las sucesiones admisibles poscen la si-
guiente propiedad caracteristica: delante de cada
lugar hay no menos unidades que ceros; en cada
momento del movimiento la cantidad de despla-
zamientos hacia la derecha debe ser no menor que
la de desplazamientos hacia la lzquierda. De
otro modo, la ficha resultard fuera de los limites
del tablero.

Asi, pues, debemos hallar cudntas sucesiones de
k ceros y m unidades tienen la siguionte propiedad:
delante de cada lugar de la sucesién, la cantidad
de unidades no es menor que la de ceros. Pero
este problema ya fue resuelto en la pig. 53
(8610 que entoncos tomdbhamos la letras «» y dco
en lugar de ceros y unidades).” Allf fue demostrado
que el nimero de tales sucesiones es igual a

—"%_T—_'—if—! c},"'*‘”. Este namero,
debe ser escrito en la interseccidn de la horizontal
m -k y la vectical m — &,

Ubiguemos ahora a la ficha no en la esquina,
gino cn la g-ésima casilla de la horizontal cero
{en contra de las roglas del juego de damas, esta
casilla puede ser también blanca). Ahora la ficha
tiene ¢ movimientos de roserva hacia la izquierda.
Este caso corresponde al problema estudiado en
la pag- 34, en cl cual ¢l cajero se habia abaste-
cido de anlemano do ¢ monedas de 50 kopeks.

precisamente,

fed, Ve
7 7 27
i) el b b
7 64 Vi b
ZZ .
, F l
v 4 bl v
y 4 7
A V7 18] % W %
Fig. 24.

Utilizando la respuesta alli oblenida, llegamos
2 la siguiente conclusién: la ficha llega a cierta
casilla después de hacer k movimiontos hacia la
izquierda y m hacia la derecha, 0 < & < m + g,
el namero de formas diferentes de llegar hasta
dicha casilla es igual a CFh — CL“_*'&.,. En la
fig. 24 se representa la tabla que aparece para
el caso ¢g= 3.

EL PENTAGONO ARITMETICO

Giremos el tablero 45°, Entonces la ficha se
desplazard por rectas verticales y horizontales,
estando la frontera inclinada con respecto a estas
rectas un dngulo de 45°. Por esto, el problema sobre
la ficha en la esquina adquicre la forma siguiente:
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Er la esquina de un tablero de ajedrez se halla una
torre, ¢De cudnias formoas puede ésta llegar hasto
la casille (m, k), despl asdndose de la manera mas
corfa y sin atravesar en su desplazamiento la dia-
gonal del tablero (la torre no puede entrar en
las casillas de esta diagonal)?

Do lo demostrado m#s arriba se deduce que
para k < m el nimero de dichas formas es igual

para la tabla que se obtiene en el tablere infinito
delimitado por dos semirrectas perpendiculares.

La propiedad fundamental del pentégono arit-
mético coincide con la propiedad fundamental
del cuadrado aritmético: cada nimero del primero
es igual a 1a suma de dos: del quo se halla encima
de éste y del que estd a su izquierda. La dife-
rencia entre el pentigono y el cuadrado aritmé-

t[rdolole
Jgl4lalo
G170 |14 0
0| 20|34 48

Dl R N R
e n]~

Fig. 25.
m—k41 R )
3 "m+-1i-'c?+ , ¥ ara k> m, a cero. S5i

se desplaza la diagonal en ¢ casillas hacia la de-
recha, la respuesta toma la forma siguiente:
para 0 <k < m 4 ¢ el nimere de formas es

E O O A A e
11213 )|4|5)5t0
T3 16 |@|15|20]20
1 4 \w |20 |35 |55 |7
o 14 {54 |60 (124109
O | 14448 |17 1241 | 340
Fig. 26,
. R
igual a C?’" — C;;'_i:__i, ¥ pata k= m + q,

a cero.

Si el tabloro de ajedrez es finito, los nimeros
de esta tabla diferentes de cero forman un penté-
gono (fig. 25). Este se Nlama pentigono aritmé-
tico. La misma denominacidn se conserva también

ticos consiste en que la diagonal del pentégomo,
que se halla g 1ineas por encima de la diagonal
principal, esti formada por ceros (este pentd-
gono se asemeja al tridngule aritmético consi-
derado en la pag. 79).

Tomemos ahora un tablero delimitado por
dos semirrectas porpendiculares y tracomos en 6l
no una, sino dos lineas, peralelas a la diagonal
principal: g lineas por encima de ella y s lineas
por debajo. Consideraremos que ambas lineas
estdn «prohibidas» para la torre, y eseribamos
en ¢ada casilla del tablere el nimero de formas
de las coales la torre puede llegor hasta dicha
casilla. La tabla obtenida Ileva ¢l nombre do
hexdgono ariimético. En la [ig, 26 sv representa
dicha tabla para el caso g= 4, s = 3.

El hexdgono aritmético puede ser interpretado
también como sigue. Tomemos un tablero do
ajedrez delimitado por un segmento de s+ g
cagillus de longitud y por dos semirrectas per-
pendiculares a éste, y ubiquemos una ficha en
la casilla que se halla a s casillas de distancia
de vna csquina y a g do la otra, Eseribamos en
calda casilla el nimero de formas de las cuales
puede ser alcanzada ésta por nucstra ficha.
Girando esta tabla en 45°, obtememos el hexé-
gono aritmético,

METODO GEOMETRICO

DE DEMOSTRACION DE LAS
PROPIEDADES DE LAS
COMBINACIONES

En el capitulo Il fueron demostradas algunas
propiedades de las combinaciones. Mostremos
cimo se deducen estas propiedades en forma
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mas grafica, utilizando razonamicntos geomé-
tricos.

Mostremos primeramonte cémo se deduce la
relacidn

4+ CY4-CR4-. . - Ch=2n, (9

Para esto, consideremos todes los caminos que
conducen desde el punto A (0, O) hasta los
puntos del tipo By (k.n — k), 0 <k < n(lig. 27).

Estos caminos se dividen en clases, segin
en qué punto By, 0 <k < r éstos cnlminan.
Al punto By conducen P (k, n— k)= (% ca-
minos, Nos queda por caleular el niimero total
de caminos considerados. Cada uno de dstos tiene
longitud n. Se lo puede cifrar mediante una
n-sucesifn de ceros y unidados, poniendo en co-
rrespondencia ceros a los segmentos horizontales
¥ unidades a los verticales. Pero ol nimero de
todas las n-sucesiones es igual a 2% Con esto
queda demostrada la relacidn (9).

49)
8,14)

i

RIY)

Fig. 27.
En la pdg. 77 ya hemos demostrado geomé-
tricamente las relaciones
Ch=Cp'+0izf y Gj=ci,
De esta manera se pueden demostrar tam-

bién igualdades mis complejas. Tracemos una
recta vertical de abscisu m, 0 < m < & {fig. 28).

Cada camino que conduce desde el punto 4 (0, 0)
hasta el B {k, n) corta a esta rocta y pasa ade-
mis, posiblements, parvcialmente por csta recta.
Dividamos el conjunte de todos los caminos
desde A hasta B en clases, haciendo pertenecer
a la s-8sima los caminos para los cuales el @ltime
punto comin con la recta z = m es el Dy (m, s).

4 (k.0

n] x

&

Ao .

Fig. 28.

Caleulemos ahora cudintos caminos que Wnen
Ins puntos 4 y B portenecen a la s-ésima clase.
Cada uno de éstos estd formado por el camino
que va desde A hasta D,, por el segmento desdé
Dy (m, s) hasta Dy (m+ 1, s) {ya que D, es
el altimo punto de la recta = == m en este camino)
¥ por ol camino desde D} (m + 1, 5} hasta el
punto B (k, n). Segin la formula (1), desde el
punto A (0, 0) hasta el Dy(m, s) conducen
£ (m, 5) caminos. Desde el punto D; (m + 1, s
hasta el B (k, n) conducen P (k — m — 1, n — s)
caminos (para llegar desde D} hasta B hay que
pasar k¥ — m — 1 segmentos unitarios hacia
la derecha y n — 5 hacia arriba). En virtud de
la regla del producto, el nimero total de cami-
nos de la clase s-ésima es igual a

Pim, ) P(k—m—1, n—s).

El niimero de todos los caminos desde 4 hasta B
e3 igual a P (%, n). Por esto, en virtud de la regla
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de Ja suma, se obtieng que
Pk, n}=P{m, 0} P(k— m—1, n}+
4 P{m )P (k—m—1, n—1)4...
coi P (m, n) P (k—m—1, 0).
lista igualdad se puede escriblr como sigue:
€;+h=cmcrl+k-—mr—l -{—C"““C“"‘“"’"“z-l

h—m=1
B R il ok
(véase la férmula (24) de la pag. 38).
En parti¢ular. para m=Fk—1 se obtiene la
relacion
0o st BB PR MR o 7wl O
B i e L |

Qhsérvese que las relaciones (10) y (11) pueden
gor deducidas aplicando reiteradas veces la ro-
lacién €R = Ci' 4+ CpYy/

Proponemos que el lector demuesire por su
cuonla, geométricamente, la férmula (23) de

(10)

Ia pig. 38:
c:+"=c"+"-‘c-“ +enth—os ...
Ry I R 1 Zt + L A ( )

donde 0 L s <k, D L e

Con este tin, es necesario trazar una recta que
pase por los puntos D (k — s, n) ¥ E (k, n — )
v dividir ¢l conjunte de todos los caminos desde
A (0, 0) hasta B (k, n) on clases, segin por qué
punto de dicha recta pasen éstos. La férmula (12)
se diferencia solamente en las notaciones do la
{23) de la pdg. 38.

Por este método geométrico se puede demos-
trar ademis toda una seric de relaciones para
loz nameros (.‘ﬁ'H‘. dividiendo de diferentes for-
mas on clases 105 caminos gue conducen desde
A {0, 0) hastn B (k, n).

Para demostrar anilogamente las relacioncs
ontre log nimeros P (ny, ..., ng) (véanse las
tormulas (27), (28) de la pig. 39}, habria que
aplicar la g tria multidi ional. No nos
dedicaremos a cfectuarlo.

Obsérvese que también las relaciones entre
Tos nameros CF, deducidas en las pigs. 55—57,
también admiten una interpretacién geométrica,
Para csto, bay que tomar un tablero con una
linea paralela a la diagonal principal trazada
en éste ¥ considerar solamente los caminos que
no cortan a esta linea (pero que pueden tener
eon Gsta ‘puntos comunes). Dividiendo cl conjunto
do estos caminos en clases de diferentes maneras,
se obtienen las férmulas establecidas en el capi-
tulo IIL

La propia resolucin del problema sobre la cola
de la caja puede scr interpretada geomdtrica-
mente de un modo muy sencillo. El proceso del
paso de la ¢ola puede ser representado geométrica-
meonte, poniendo en correspondencia a cada mone-
da de 50 kopeks un segmento horizontal, ¥ a cada
rublo, uno vertical. De la hipdtesis del problema
queda claro gue esta grifica no debe intersecar la
diagonal principal. Las transformaciones efec-
tuadas en la resolucién (la adicién de una persona
con una moneda de 50 kopeks a la cola ¥ la sus-
titucién de estas monedas por rublos, y vice-
versa) adquieren un significado geométrico sen-
cillo: éstas se reducen a un rehatimiento de la
grafica del paso de la cola con respecto a la recta
paralela a la diagonal principal ¥ que se halla
a una unidad de longitud de distancin a ésta.
Dejamos que o) lector traduzca al «lenguaje geo-
métricos los razonamientos que fueron  utili=
zados en la resolucién do cste problema.

MOVIMIENTOS ALEATORIOS

Loz problemas unalizados mis arviba sobre
el movimiento de las figuras del ajedrez estan
estrechamente ligados a loz problemas de los
movimientos aleatorios, de gran importancia en
In fisica. Consideremos el siguiente problema,
propuesto en 1945 en la VIII olimpiada mate-
mitica de Moscd.

Se tiene una red de caminos (fig. 29). Desde el
punto A salen 2V personas. La mitad de ellas va
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en lg direceldn 1, y la otra mitad, en la direccién
m. Al legar al primer cruce, cada grupo se divide:
la mitad va en la direccién 1, y la oira, en la m.
Jgual divisidn tiene luger en cada cruce. ¢Dén-
de estardn estas personas despuis de pesar N seg-
mentos y cudnfas personas habri después de esto
en cada cruce?

Como el niumero total de segmontos que pasa
cada persona es igual a &, es evidento que todos
ellos quedarin en los puntos By con coordonadas
del tipo (k, ¥ — k), donde k adquicre los va-
lores 0, 1, ..., N. Todos estos puntos ecstin
situados cn la recta que pasa por los puntos
By (0, N} y By (N, 0) (véase Ia fig. 29).

Ahora debomos averiguar cudntas personas
llegaran al punto By (k, N — k). Para esto,
cifremos todos los caminos que conducen desde
A {0, 0) hasta Jos puntos By (k, N — k), k= 0,
1, .. ., N, mediante ceros vy unidade., Obten-

Ba(G,¥)

Gl H-A)
m

Fig. 29.

.

dremos todas las N-sucesiones posibles, forma-
das por cercs ¥ unidades. Y, como sabemos,
hay 2¥ sucesiones de este tipo, es decir, tantas
como personas salieron desde el punto 4. De aqui
¢e deduce ficilmonte que cada camino lo pasard
exactamente una persona. Por esto, a cada punto
By, (k;, N — %) llegardn cxactamente tantas per-

S0Nas COmO caminos mAs cortos conduzean hasta
ésto desde el punto A, Pero la cantidad de estos
caminos mis cortos ya la hemos calenlado. Esta
o9 igual a

Nt
Pk, N_k)=c§=_____k! N

Ast, pues, al punto By (k, N — k) llegardn

personas.  Esta cantidad es igual

TRl
al k-ésimo nimero de la N-ésima Hla del trian-

gulo aritmitico,

MOVIMIENTO BROWNIANO

Al problema que acabamos de resolver so lo
puede dar la siguiente forma, en esencia equi-
valente:

Desde el punio O de lu recta Oz parten 28 per-
sonas, La mitad de fstas va hacia la derecha, y la
olra milad, hacia la izquicrda, A1 cabo de 1 hora
cada grupo se divide nuevamente en dos milades,
pertiendo la primera hacia la derecha y la sepunda
hacta la lzquierda. Tal divisiin iene lugar cada
hora. ¢Cudntas personas Hegarin a cada punfo al
cabo de N horas de la partida?

Consideraremos que durante una hora éstas
recorren la mitad de la wnidad de travectoria.
Razonande on forma oxactamente igual a como
lo hicimos en la resolucién del problema pre-
cedente, obenemos el siguiente resultado: al
cabo de N horas los participantes del paseo so

hallardn en los puntos B, (k-—- ?TT) d =01, .0

+« o ¥ (el punta O es ol origen de coordenadas). :
Ademds, al punto B, Hegardn € = Wg!——‘*)'
personas.

Es poco probable que las personas caminen
de la forma descrita m#s ariba {a propdsitp,
en una variedad folklérica de este problema en
el punto O se halla un despache de bebidas...). -
Sin cmbargo, en algunos problemas de la fisicn |
tales poseos surgen de una manera natural.
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Precisamente, cada paseo es ¢l modelo elemental
del llamado movimiento browniano, efectuado
por las particulas debido a los chogues de las
moléeulas,

Consideremos particulas que se pueden des-
plazar solamente en una linea recta. Como los
choques de las moléculas tieuen un caricter alea-
torig, en una primera aproximacién se pucde
considerar que durante una unidad de tiempo la
mitad de las particulas se desplazard en 1/2 de
la unidad de longitud hacia la derecha, y la otra
mitad, en 1/2 do esta unidad liacia la izguierda
{on tealidad el proceso es mucho més complejo
y con posibles movimientos on segmentos dife-
rentes). Por esto, si se toman 2V particulas, quo
se hallen al principio en el punto O, éstas se des-
plazarén  aproximadamente como fue descrito
ot nuestro problema. Este desplazamiento de [as
particulas se denomina en la fisica difusidn.
El problema que hemos resuelto sobre ¢l movi-
miento aleatorio de vna muchedumbre nos per-
wite hallar cdmo se distribuyen las particulas
que se difunden al enbo de cierto tiompo del
comienzo de dicho proceso. Precisamente, al cabo
de ¥ unidades de tiempo las particulas so dis-
tribuirdn segin la siguiente ley: en el punto

By, (fc-— 2£) babid Cff = m(;_'\l:”—_k)l purticulas.

Como ya hemos destacado, los nimoros CE}
gon los elementos de la N-ésima fila del tridngnlo
aritmdtico. En una difusién de otro cardcter,
se ohtendrin los nimeros de la N-ésima fila
del m-tridngulo aritmético. Precisamente, su-
pongamos que al principio en el punto O habia
m¥ particulas. Estas fueron divididas on m
partes iguales y situadas en m puntos de la recta
Oz, siendo la distaneia entre loz puntos vecinos
igual a 1 y cstos puntes simétricos con respecto
al punto 0. Después, cada parte so divide de la
misma manera (se¢ sobreentiende que si se divide
una parte que se halla en algin punto B, las
particulas son situadas en m puntes simétricos
con respecto al B). Después de ¥ pasos las parti-
culas so enconbrardn en los puntos B, de coorde-

nadas k—m%iN, donde : (P
++uy (m=— 1) N. En este caso, en el punto By
habrd €, (N, k) particulas.

Para grandes valores de N el cilculo del ni-
mero de particulas en cada punto so vuelve de-
masiado complejo. Pero, como suceds con fre-
cuencia en las mateméticas, al crecer la comple-
jidad la ley de distribucién comienza a aproxi-
marse a una ley limite sencilla, v dicha loy des-
cribe la distribucitn de particulas con tanta mayor
exactitud cuanto mayor sea el nimero do dstas
¥ cuanlo mds compleja sea la ley exacta.

En la teoria de probabilidades se demuestra
que para grandes valores de N en el sogmento
rz — -%- " .:+%] , donde a es pequeiio con respuc-
to a N, habrd aproximadamente

12am™ i [__ T2z2 Jl
Vea N (mi—q) PLTMEmECIR
particulas. Esta afirmacién se puede interprotar
como signe. Tracemos una linca escalonada, cuya

altura en el punto By (k — E:—I N) sea igual
a Cp (N, k).

k=0,

Disminuyamos todas las ahscisas

| T
de la linea obtenida en ELR},AJ veces, y todas
12am™
las ordenadas en =T veces. Entonces,

si V es grande, se obtendrd una linea escalonada
que se diferencie muy poco de la grifica de la
funeidn

1 t"‘z_

= :

Esta funcidn fue introducida on la teoria de
probabilidades por el gran matemdtico alemdn
K. Gauss. Por esto, se denomina funcidn de
Gauss. Esta juega un papel muy importants no
s6lo en los problemas de la difusién de los gases,
sine también on la teoriu de la conduccidén del
calor, en la teorin de los errorves, cle,

! Mediante”exp x_hemos designade ¢ %
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EN EL REINO DE LA ZARINA DE
SHEMAJAN

Volvamos a las deambulaciones de una mu-
chedumbire sobre el eje Ox. Sélo que ahora su-
pondremos que a la izquierda del punto O, desde
ol cual ésta parti6, se extienden... las posesi
de ln emperatriz de Shemajdn, que jugd un papel
tan triste en el destino del infortunado zar
Dodin v de sus hijos'. Como el lector, probable-
mente, recordard, los que entraban en las tierras
de olla ya no regresaban. Nosotros también
consideraremos que los que caen en la mitad
izquierda del eje quedan alli. Se pide hallar
cudntas personas quedardn en el reino de la zatina
de Shemajin y dénde quedarin las restantes ul
caho de N horas de la partida desde el punto O.

Resulta ser que este probloma se reduce al quo
estudidramos mds arviba, sobre la cola de la
caja del cine. En efecto, analicemos los despla-
zamientos de cierla persoma que haya partido
del punto 0. Estos desplazamientos pueden fi-
jarse mediante una sucesién de nimeros 1 y
—1: a cada movimiento hacia la derecha lr co-
rresponde el niimero 1, y a cada uno hacia la
izquicrda, el —1. Si en esta sucesion hay & uni-
dndes, la persona se desplazard k veces hacia la
derecha y N — k hacia la izquicrda, Como re-

sultudo, ésta doberfa quedar en el punto By (k =

- %) Sin embargo, esto tondréd lugar sélo en

¢l caso en que nuestro caminante no caiga por
el caminoe en ¢l roino de Shemajén, Pero llegard
a este reino si en algiin instante el nimero do des-
plazamientos hacia la izquierda resulta ser mayor
fque hacia la derecha.

Si en lugar de desplazamientos hacia la de-
recha v hacia la izquierda se consideran personas
que tengan monedas de 50 kopeks y rublos, se
puede decir que la llegada al reino de la zarina

' Alugién al cuento en verso de A. Pushkin «Cuento

nolsm ¢l gaélo doradon ElN de la B ‘ad Josril
ecutrdese cada. vez esta persona se des

6 S7A 46 TR ol de T P e

de Shemajin corresponde a una detencidn en
la cola de la caja. Esto signilica que el niimero
de personas que llegan al punto By [k— N-E)
es igual al nimero de casos en que la cola, en la
gque hay & poseedores de monedas ‘de 50 kopeks
v N — k poseedores de rnblos, pasa sin tropiezos.
Y nosolros sabemos que esto nidmero es diferente
de cero s6lo si & > & — k. En diche caso éste
es igual a (véase la pag. 53)

N (2k—N41)

r N N P
AW —k, B=CN_y— CX =T T T

De esta forma, al cabo de N horas después
de 1a partida de 2N personas desde ¢l punto O,

al By, (k — E) donde 2k = &, llegarin C»\ B o—

- Cl\- 1 personas. Ahora ya no es dificil cal-

cwlar cudintas personas quedarin en el reino de

Shemajén. Para esto, sumemos primeramente los
- N

piitoeros CN—y — Ch_y—y desde k= E (.2.) +

+ 1" hasta &. Obtenemos asi que C‘f_E (ﬁ)_‘
¥ Z

no Hegaron al reino de Shemajén. Y como en total
salieron 2N personas del punto O, en las pose-
siones de la zarina de Shemajin habrd quedado
N — CN E(

Si ol reino de Shomajan comenzase no a la
izquierda del punto @, sino a la izquierda del Oy

— 1 personas,
} P

(de abscisa — -g—) , el resultado seria un tanto dife-

rente, Precisamente, resultaria que en los puntos
N
By (“ - —) B> J\

- C}\‘—k—q-: personas; los restantes se hallan en
las posesiones de la zarina de Shemajin. Esto
s desprende directamente de los resultados del
problema de la pig. 54.

, 8¢ hallan CR:-N—

—_——

* Véage la nota al pie de la pag, 57
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LA PARED ABSORBENTE

Ya hemos expresado quo los problemas sobre
los movimientos aleatorios son de gran impor-
tancia para la fisica: son modelos elementales
de la difusion de particulas. El problema sohre
la zarina de Shemajin también tiene una inter-
pretacibn fisica sencilla: siniplemente a la izquier-
da del punto O se halla una pared de un material
quo -absorbe las particulas. 8i la pared pasa por
¢l punto O, surgé el caso considerado al prin-
cipio. 8i, en cambio, ésta se halla a una distancia
de ¢2 unidades de longitud del punto O, se
obtiene el problema examinado al final del apar-
tado anterior,

En los tiempos cn que la aplicacién prictica
‘fundamental del andlisis combinatovio y del
caleulo de probabilidades era la teoria de los
juegos de azar, el problema sobre los movimientos
aleatorios con absorcidn se enunciaba de otro
modo. Se trataba de cjuegos hasta la ruinas.
Supongamos que dos persenas juegan, por cjem-
plo, a cara o cruz, Después de cada partida, el
que pierde le paga un rublo al ganador. El par-
ticipante que pierde todo el dinero cesa de jugar,
Habia que aclarar la probabilidad de distintos
desenlaces del juego, si al principio un jugador
tenia p rublos y el otro, ¢ rublos. Es evidente.la
relacién que existe entre este problema y el de
Ia difusién de particulas on una regién deli-
mitada por dos lados por paredes absorbentes.

PASEOS EN EL PLANO INFINITO

Hasta ahora hewmos estudiado o bien deambula-
ciones de una torre de ajedrez, que tenia de-
recho a desplazarse solamente hacia arciba o hacia
la derecha, o bien, lo que es en esencia lo mismo,
deambulaciones sobre la recta infinita. Estudie-
mos ahora el caso en gue la torre se desplaza en
cwalquier direccién sobre un tablero infinito.
En otras palabras, resolvamos el siguiente pro-
hlema:

Una torre de ajedres se halla al principio en la
casilla O (0, 0} de un tablero de ajedres infintto
en todas direcciones, ¢/De cudnias maneras ésta
puede legar hasta la castlla A (p, g) haclendo N
movimientos (sUponemos que on un movimicnto la
torre so desplaza a una casilla vecina)?

En virtud de consideraciones de simetria,
es suficiente estudiar ol caso en que p > 0, ¢ 2> 0.
Si Ia torre se moviese por el camino mas corto,
ésta alcanzaria las casillas 4 {p, g) al cabo de
p ++ ¢ movimientos, Por esto, debo cumplirse la
desigualdad & > p + ¢. La diferencia entre
el caming de A movimicatos ¥ el més corto con-
siste en que la torre efectiia algunos movimientos
que se excluyen ¢l uno al otro; es evidente quo el
nitmero de estos movimientos es par. Por esto,
N —p— g e¢s un niimero par. Hapamos N —
—p—qg= 2k

Supongamos que fueron efectuados s movimien-
tos hacia la izquierda. Entonces ol nimero de
movimientos hacia la dorecha es igual a p -+ s
¥ para los desplazamientos por lineas verticales
quedan N —p—=2s=g~+4 2(k—3) movi-
micntos. De déstos hay que ofectuar & — s movyi-
mientos hacia abajo y g < % — s hacia arriba.
Por esto, s debe satisfucer a la desigualdad 0 <
Ls <k

Para cada valor de s que satisfaga a esta desi-
gualdad obtenemos varios eaminos, formados por
& movimientos hacia la izquierda, p < s hacia
la derccha, k — s hacia abajo y ¢ 4 & — s hacia
arriba.  Estos movimientos pueden efectuarse
en cualquier orden, por lo cual el nimero de
disposiciones es igual a P (s, p s k=~—s,
¢ -+ k — ), De aqui se deduce que el nimero
total T de eaminos que conducen hasta la casilla
A {p, q) al cabo de N movimientos es igual a

&
7= P(s, pt k—s, gk-s)=
a==0
R
"2 (p-+q -+ 2k)!
slip+sl (k—al{g4-k—a)l "

=0
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Transformemos la expresién obtenida. Para esto,
obsérvese que

crtateh_ (p+g424&)!
Pt {p+R gtk
P (p+k)
=T (k—s)l (p+a) ?

5_____ (gt
* T sl (gt k—a)
por lo cual

&

r=CHH 3 ottt

Pero en el segundo miembro de esta igualdad
ze halla la suma de los productos de pares CJCT,
cuyos indices superiores son constantes, siendo
la suma de los inferiores igual a k. Aplicando la
formula (23} de la pig. 38, se obtiene que

T=CRiivPcpteton
o bien, ya que p++g+2k=N,

o
T=Cycl.

PROBLEMA GENERAL DE LAS TORRES

Pasemos a un nueve eiclo de problemas com-
binatorios en el tablero de ajedrez. Estos proble-
mas estdn relacionados con el célculo del nimero
de distribuciones de dos figuras del ajedrez (reyes,
reinas, etc.), en las cuales una puede comer a la
otra. Estd claro que con esto se calcula también
el niimero do disposiciones en las cuales estas
figuras no se pueden comer una a la otra: es quo
el njimero total de disposiciones de dos figuras
se calcula directamente segin la férmula de los
arreglos.

Algunos problemas de este tipo ya han sido
resuellos: en la pig. 25 fue analizado el problema
fobre 8 torres en un tablero comfin de ajedrez.
‘Generalicomos  esto  probl ¥t 8 un
tabloro de m X n, es decir, un tablero formado
por m lineas horizontales y n verticales. Quere-

mog saber de cuantas maneras se pueden colocar
en cete tablero k torres de forma que éstas no pue-
dan comer una a la otra.

Esti claro que para gue el problema ieuga
solucién es necesario que se cumplan las condi-
ciones & < m ¥ k < n, pues de otro modo algu-
nas dos torres quedarin en la misma horizontal
o vertical. Supongamos que estas condiciones se
cimplen, Entonces la distribucion de las torres
puede efectuarse en dos etapas. Primeramonte
e cscogon Fas horizontales, sobre las cuales se
hallardn las torres. Como el nimero total do hori-
zoutales es igual a m y hay que escoger k de ellas,
In eleceion puede efectuarse de CFF mancras.
Andlogamente las verticales sohre las que esta-
réin las torres se pueden escoger de Ci formas.
Como la eleccién de las verticales no dopende
de la de las horizontales, se obtienen, en virtud
de la regla del producto, CF'CR modos de eleccion
de las lineas en que se hallarin las torres,

Sin embargo, aquf no termina ain el problema.
Es que k horizontales y & verticales se inlersecan
en k' cnsillas. Desplazando, de ser necesario,
estas casillas, obtenemos un nuevo tablero do &
horizontales y & verticales. Y ya sabemos que
en tal tablera k& torres se pueden disponer de
k! formas (de modo que nmo puedan comer una
a la otra). Por esto, ¢l namero total de disposieio-
nes roqueridas es igual a

nl m!
kl(n— k) (m—K)!

Por ejemplo, 3 torres, en un lahlero comin de
ajedrez, se pueden disponer de

3! 8! "
T‘.SI_EI-E-I-=”3%

CICpkl = (1

maneras.

Para k= m = n, la férmula (13) nos da la
respuesta nl, en concordancia con lo expuesto en
la pég. 25.

Si se quitase la limitacién de que las torres
no puedan comer una & la otra, se obtendsia otra
resp 1. Precisamente, habria que escoger &
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casillas cualesquiera de entre m X n. Y esto pue-
de efectuarse de
mn)|

mn__
c“ =kl (man—&)l

formas. Si, ademads, las & torres se diferenciasen
entro gi, habria que multiplicar las respucstas
obtenidas por &l

DISTRIBUCIONES SIMETRICAS

Compliquemos ahora el problema sobre las
torres, exigiende no solamente que éstus no se
pueden comer una a la otra, sino gue también
s¢ dispongan en forma simétrica sobre el tablero.
Aqui se obtienen muchos problemas segin qué
condicién do simetria se imponga.

El caso mas sencillo es aquel en que las torres
sa disponen simétricamente con respecto al ceniro
del tablero. Designemos mediante G, el nimero
de soluciones del prohlema en el caso en que n
torres se hallan en un tablero formado por n hori-
zontales y n verticales. Ahora demostraremos que

(14)

Supongamos que el tablero estd formado por 2n
horizontales ¥ 2r verticales. La torre que se halla
en la primera vertical puede ocupar cualquiera
de las 2n casillas do dsta. Por hipdtesis, esto de-
termina la posicidn de la torre gque se halla en
la Gltima vertical: ésta debe estar dispuesta si-
métricamente con la primera con respecto al
centro del tablero, Tachemos la primera y la
dltima vorticales y las horizontlales que ocupan
estas torres (como el niimero de horizontales es
par, las torres eliminadas no pueden estar en
una misma horizontal). Obtenemos asi un tablero
formado por 2n — 2 verticales v 2Zn — 2 hori-
gimtales. Estd clare que a cada disposicién simé-
trica de las torres en el nueve tablero le corres-
ponde una disposicin simétrica de éstas en ol
lablero original. De agui se deduce, precisa-
mente, que Gy, = 2nGy,_y (recordemos numeva-

Gy 3nConp:

mente que la primera torre podia ocupar cual-
quicra de las 2n casillas de la primera vertical).

Aplicando la férmula (14), se halla que Gap =
== 2%l

Consideremos ahora un tableéro formado por
2n -1 verticales y 2n 4~ 1 horizontales. En
este caso hay una casilla que no poses simé-
tricas: la casilla central del tablero. En ésta debe
hallarse forzosamente una torre. Tachando la
vertical y la horizontal centrales, obtenemos una
disposicién simétrica de Zn torres en un tablero
de 2n X 2n. Esto significa que tiene lugar la
igualdad

Coppy =G =2"nl.

(15)

Analicemos abora un probloma un tanito mds
complejo: el de las disposiciones que no varian
en un giro del tablero en 909 (en la fig. 30 se re-
presenta una de estas disposiciones en un tablero
de § ® 8). Supongamos gue el tablero tione 4n

B 7,77
B

/R

N

ﬁ’

Fig. 30.

verticales y 4n horizontales, siendo el nimero
de torres también 4n. En este caso, la lorce quo
se halla en la primera vertical puede ocupar cual-
guier casilla, a excepeidn de las que ocupan las
esquinas, es decir, cualquiera de las 4n— 2
casillas (en una esquina no se puede colocar una
torre, puesto que después del giro de 90° se obten-
drian dos torres que pueden comer una a la otra).
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A esta torre le corresponden otras tres, que so
hallan respectivamente en la dltima horizontal,
en la dltima vertical y en la primera horizontal
(éstas se obticnen a partir de la escogida me-
diante giros do 90°, 180° y 270%. Tachando las
horizontales y las verticales en las que se hallan
estas torres, obtenemos una distribucién de torres
en un tablero de (4n — 4) X (4n — 4), que
tiene la misma simetria. Por esto, tiene lugar
la igualdad

Ryn={(4n—2) Ryn_q,

siendo R, ol mimero de soluciones del problema
para el tablero de n X n. De agui queda claro que
Ryp=21(2n—1{)(2n—3) ... 1 {16)

El nitmero de soluciones del problema para
un tablero de (4n <+ 1) X (4n 4 1) os el mismo
que para uno de 4n X 4n, ya que en el primero
una torre debe hallarse forzosamente en el centro
v podemos tachar la horizontal y la vertical cen-
trales. Por esto,

Rlnﬂ : Rd.n'

a7

Y paca los tableros de (4n 4+ 2) X {4n + )
¥ (4n + 3} X (4n - 3) el nimero de solucioncs
s igual a cero, En efecto, para cada torre son
posihles dos casos: o bien ésta so halla en el centra
del tablero, o hien no so halla en el centro. En ol
segundo caso, ésta pertenece a una cuaterna de
torres que se transforman una en la otra en los
giros del tablero en 90°. Por esto, el ntimero total
de torres debe tener la forma 4n (cuando no hay
casilla central en el tablero), o bien 4n - 1.
Con esto hemos demostrado qie Ry, 0= Ry =
= (.

Hallomos, por dltimo, el nimero de disposi-
cioncs de n torres simétricas ¢on respecto a la
diagonal!. Designemos el nimero de soluciones
del problema sohre un tablero de 2 X » mediante

@y Entonces tiene lugar la rolacién

Q= Qi +(n—1) Gpa. {18)

! Tomamos In diagonal que pasa por la casilla angular
inferfor izquierda.

En efectn. la torre de la primera vertical o hign
se halla en el dngulo izquierdo inferior, o bien
no se halle. En el primer caso se tachan la pri-
mera vertical y la primera horizontal y se obtiens
una disposicién simétrica de n — 1 torres suhre
un tablero de (n — 1) X (n — 1). El nimero de
dichas disposiciones es igual a Q,_,. En el so-
gundo caso, para esta torro existira otra, simé-
trica a ella con respecto a la diagonal escogida,
Tachemos las verticales y las horizontales sobre
las que se hallan estas torres. Obtenemos entou-
ces una disposicién simétrica de n — 2 torres
en un tablero de (r— 2) X (n — 2). Como ol
nimero de estas disposiciones es igual a Q,_»
¥ la torre se puede colocar en n — 1 casillas de
la primera vertical, obtenemos (n— 1) Qp.s
maneras. De agqui so obtiene, precisamente, la
relacién (18).

Tiene lugar la igualdad

1 -2
Q:;=1+C§+T_§--C§C§ 21‘

—.-*ﬁ-.rd- Cgcg_ECg_‘—l- s

(19)
Esta se deduce dividiendo todas Yas disposiciones
de torres en clases: a la s-ésima clase referimos
las disposiciones en las que s pares de torres no
se encucntran en la diagonal.

En forma tolalmente andloga se demuestra que
el nimero B, de disposicioncs de r torres en un

tablero de n X n, distribvidas de forma que

no se pucdan comer una a la olra y se hallen si-
métricamente con respecto a ambas diagomales,
salisiace las relaciones

Bon =2Bu 0+ (2n—2) Bap-gr Bunsy=DByn.

DOS CABALLOS

¢De cuintas maneras se pueden disponer en un
tablero de m X n un caballo negro y uho blanco
de forma que no puedan comer une al otro?

La resolucién de este problema so complica por
el hecho de que en distintas casillas el caballo
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- posee distinto nimero de jugadas: si es m = 5
¥y n =5, en la esquina del tablero hay s6lo dos
movimientos, en wnas casillas del borde, tres,
en otras, cuatro, y en el céntro, ocho, Esto estd
relacionado con que el caballo tiene movimientos
de dislintos tipos: éste puede desplazarse una
- casilla hacia adelante y dos hacia arriba, o dos
hacia atris y una hacia abajo, ete. En total el
caballo tiene 8 tipos de movimiento, los que se
pueden fijar indicando cudntas casillas pasa éste
en direccidn horizontal y cwdntas en direccién
vertical, Estos movimientos tienen, de este modo,
la siguiente forma: (2, 1), (1, 2), (—1, 2), (=2, 1),
(=2, =1} (=1, =2), (1, —2), (2, —1).

Para superar la complicacién que surgid, su-
pongamos que el caballo es la unién do § figuras,
cada una de las cuales tiene movimientos de un
solo tipo. Veamos de cuintas maneras so pueden
colocar en cl tablero un caballo (2, 1) de modo
que esté atacando alguna casilla de éste. Estd
claro que se puedo hallar en cualquier vertical,
a excepcion de las dltimas dos, y en cualquier
horizontal, excepto la dltima. Por lo tanto, la
vertical se puede escoger de » — 2 maneras, y la
horizontal, de m — 1, obteniéndose en tolal
(m—~1){n — 2) formas de calocar el caballo
blanco (2, 1). En virtud de la simetria estd claro
gque existen otrus tantas formas de colocar cual-
quiera de los caballos Mancos (=2, ==1) de mado
que pueda comer al nogro.

Para los caballos blancos (=1, ==2), el nimern
de maneras es igual a (m — 2) {(n — 1). De aqui
s¢ deduce que el namero total do formas de dis-
tribucién de dos caballos en las que se pueden
comer eluno al otre, se oxpresa mediante la fér-
mula

df{m—1(n—2)+{m—2) (n—1))=
=2[(2m—38)(2n—3)—1].

Si pusiésemos los caballos de nn mismo eolor de
forma que se puedan defender uno alolra, habria-
mos obtenido dos veces menos maneras {8 causa
de la posibilidad de intercambiar los caba-
llos).

Y el niimero de modos do disponer dos caballos
de distinto color de forma que no puedan comer
uno al otro, es igual a

mint--Omn+12m - 12n—16.

(Dos caballos pueden colocarse en un tablero de
m X n de win {(mn — 1) maneras.)

Los autores do problemas del ajedrez intro-
ducen a veces figiras imaginarias, que no so mue-
ven como las comunes, Introduzcamos nosotros
también una nueva figura, que lamaremos caballo
(r, 4 p >0, ¢ >0 El movimiento de esta fi-
gura e en el despl iento en p casillas
en direccidn horizontal y g en direccién vertical.
Por ejemplo, el eaballo comin es la unién de los
caballos (1, 2) y (2, 1). Razonando en forma total-
menite andloga a como lo hicimos antes, deduci-
mos que si 0 < p < n, 0 << g < m, cn oo tablero
dem X nse pueden colocar de 4 (n — p)(m — g)
maneras dos caballes (p, ¢) de distinte color,
de modo que no puedan comer el uno al otro.
Si p 0 q son iguales a coro, se obtiene una cantidad
dos veces menor de maneras. Bl niimero de formas
se reduce al doble también en ¢l caso en que ambus
caballos son de igual color.

Cualquier figura del ajedrez se puede considerar
la unién de varios caballos (p, ¢} para distintos
valores de p y g. Por ejemplo, el rey es la unién
de los caballos (0, 1), (1, 0) ¥ (L, 1). Por esto,
dos reyes de distinto color se pueden disponer en
un tablero de m X n de

2{n (=) (n—AY m |- 2 (n—1) (1 —1)] =

=8nm—0m—0n-}4

maneras, de forma que puedan comer uno al otro,
En co negia, &e d poner do m*n® —
— Omn 4~ 6m - 6n — 4 modos, de forma que
ne puedan comer el uno al otro.

El alfil ez la unidn de caballos (1, 1),
(2, 2), ..., (p, p), siendo p el menor de los ni-
meros m — 1, n - 1. Supongames, para fijar
ideas, gtie es m < n. Entonces, p=m — 1,
y dos alfiles de distinto color se pueden disponer

"
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de

4[(n—A) (m=—1A)4-(n—2) (n—2}+ ...
e (n—m-1)-1]

maneras, de forma gue puedan comer uno al otro,
Alriendo paréntesis y aplicando las férmulas
de la suma de los niuneros naturales del 1 al
m — 1 vy de la suma de log cuadrudos de estos ni-
meros, se obtiene que ¢l nimero de modos se pucde
oscribir asi:

2m Em—‘l) (Bn—m—1)
5 .
Para m = n, hay que cambiar de lugar m ¥ n.
Iin particular, si m=n, se’obtienen

Im (m—1) (2m—1)
F

MANeras.

Para las torves es mis facil caleular ol nimero
de disposiciones de otry modo. La torre blanca
se puede colocar en cuzlquiera de las mn casi-
llas. Después, ella amenaza m + n — 2 casillas,
en cualquiera de las cuales se puede poner la torre
negra, Por esto, chtenemos cn total mr (m +
-+ n — 2) medios de disposicion, en los cuales
eada lorpe puede comer a la otra.

Como la reina se puede considerar la unidén
de un alfil ¥ uoa torre, en un tablero de m 3 n,
para m < n, se pueden colocar dos reinas de

%m (m—1){3n—m—1)+ mn(m-|-n—2)

mangras, de lorma gue puedan comer una a la
otra. Para m = n, esta céxpresién addquicre la
forma g— m (m — 4)(5m —~ 1). Dejumos que el

lector calenle de cuintas mancras se pueden dis-
poner estas figuras, de forma que no tengan posi-
bilidad de comerse una a la otra.



CAPITULO VI

RELACIONES DE RECURRENCIA

1 &

En la resolucién de hos -probl coms=
binatorios, ya hemos aplicado el método de re-
dueeidn del problema dado a otro, con un niimero
meonor de objetos. Asi fue ded ida + por ejemplo,
Ia férmula que expresa el niimero do arreglos con
repoticién (pig. 10); por este método fueron
resueltos casi todos los problemas sobre la parti-
cién, dol capitulo IV. El método de reduceion
a un problema anédlogo para un nimero menor
do objetos se d ina método de las relaci
de recurrencia  (del latin recurrere-regresar).
Utilizando las relaciones de recurrencia, se
puede reducir el problema para n objetos al
problema para n — 1, después, para n — 2, ote.
Disminuyendo sucesivamente el nimero de obje-
tos, llegamos a un problema que ya es de fécil
resolucién. En muchos casos se logra obtener una
formule explicita para la solucion del problema
combinatorio, a partir de la relacion de recu-
rrencia.

Por ejemplo, en el capitulo [T {véasc la pag. 24)
dedujimos la férmula 2, = n! del nimero do
permutaciones de n elementos, mediante la f6r-
mula que expresa el nimero de arregloa sin rope-
ticidn. Pero la misma férmula puede ser dedu-
cida de otro modo, hallando primeramente
la relacién de recurrencia a la que satisface
P,.

Supongamos que se tienen n objetos ay, ...
« s+ @p_y, 8. Cualquier permutacién de éstos
s¢ puede obtencr asi: so toma alguna permuta-
cion de los objetos ay, ..., a,y ¥ so le agrega
el elemento a,. Esti clar. que este clemento
puede ocupar distintos lugares. Se puede colocar
al principio, entre el primer elsmento y el se-
gundo de la permutacidn, entre el segundo y el
tercero, y so puede colocar también al final.
El niimero de distintos lugares que puede ocupar
el elomento a, es igual a », por lo cual de cada
pormutacién de los elementos a;, ..., g,.5 se
obtienen n permutaciones de los elementosay, . . .
<+ @ty @p. Pero esto significa que hay n
veces mis permutaci de n el s que de
n — 1 elomentos. Con esto queda establecida Ia

T—1194

relacién de recurroncia .
P, n“"‘P n-1r I
Aplicando esta relaci6n, se deduce sucesivamente
que

Py=nPp (=n(n—1) Pyy=n(n—1).., 2Py
Pero P, =1, puesto que de un elemento se punde
formar sélo una permutacién. Por ‘esto,

Pr=nn—1)...21=nl.

Hemos obtenido asi nue

te la fdrmula
P,=n! !

Hemos encorntrado muchas relaciones de re-
currencia en la resolucién de problomas sobre

la particidn, sobre figuras en el tablero de aje-

drez, ote. Ahora estudiaromos varios otros prohle-

mas mds de este tipo, ¥ al final del capitulo nos
detendremos-en la teoria general de las relacic-
nes de recurrencin.

NUMEROS DE FIBONACCI

En el libro ¢Liber Abacis, que aparcciéd en
1202, el matemético italiano Fibonacci, entre
varios atros problemas, propuso ol siguiente:

Un par de conefos da una vez por mes una erfa
de dos conefillos (un macho y una hembra); al cabo
de dos meses del naclmiento los conejos recién nacidos
ya dan cria. (Cudnlos conejos habrd al cabo de un
anie, st al comienzo de dste habla un par de conejos?

De la hipétesis del problema se deduce que
al cubo do un mes habri dos pares do conejos.
Al cabo de dos meses, s6lo el primer par dard
cria, obteniéndose 3 pares. Después de un mes
mis, dardn eria tanto ol par inicial de-conejos,
como el gque nacid dos meses atris. Por esto,
habri en total 5 pares de conejos.

Designemos mediante F (n) el nimero de pares
de conejos al cabo de » meses desde el comienzo
4el afio. Podemos apreciar que al cabo do n -+ 1
meses habrd estos F (n) pares y ailn tantos pares
de-conejos recién nacidos como habia al final del
mes n — 1, es decir, F (n — 1) pares mas de cone-
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jos, En otras palabras, tiene lugar la relacién de
recurrencia

Flnd+1)=F(n)--F(n—1). 1)

Como, por hipitesis, es F(0)=1 y F(1)=2,
hallamos sucesivamente quo

F(2)=3, F(@3)=5, F(4)=8, etc.

En particular, serd F (12) = 377.

Los nimeros F (n) se llaman nimeros de Fibo-
nacel, Estos poscon toda una serie de propicdades
notables. Ahora deduciremos la expresibn de
estos nimeros mediante Cff. Para esto, establez-
camos una relacién entre los ni de Fibonacci
y el siguionte problema combinatorio.

Hallar el nimero de n-sucesiones, formadas por
ceros y unidades, en las cuales no hay dos unidades
seguidas.

Para establecer esta relacién, tomemos cual-
quier sucesién do cste tipo y pongimosle en co-
rresponidencia un par de conejos segin la regla si-
guiente: a las unidados les corresponden los meses
en que llega o] mundo uno de los pares de eante-
cesoress dol par dado (incluyendo el imicial),

. ¥ a los ceros, todos los moeses restantes. Por ejem-

plo, la sucesidn 010040100010 establece la si-
guiente sgenealogias: el propio par surgi6 al final
del undécimo mes, sus padres, a fines del 7-mo,
sus eabueloss al fin dol 5-to y sus sbisabuelosy al
final del segundo mes. El par inicial do conojos se
cifra diante la ién 000000000000,

Estd claro que entonces no pueden haber dos
unidades seguidas, ya que un par que acaba de
ver la luz no puede, por hipdtesis, dar cria al
cabo de un mes. Ademis, en la regla indicada,
a distintas suc les corresponden distintos
parcs de conejos ¥ viceversa, dos pares distintos
de conejos ticnen siempre una egenealogias dife-
rente, puesto que, por hipétesis, la coneja da
una cria formada por un solo par de concjos.

La relacién establecida demuestra que el ni-
mero de n-sucesiones que poscan la propiedad
indicada es igual a ¥ (n).

Demostremos aliora que

Fu=cgHrol4ct 4+, @

dondcp—_—f-;-t-i-.si n o8 impar, yp:%, si

es par. En otras palabras, p es la parte entera
e

del ndmero “—i—i (un lo sucesivo designemos lo

parte entera del niimero ot medianto £ (a); asi,

sui, p=E "T*"))

En cfecto, F(n) es el nimero de todas las
n-sucesiones formadas por 0 y 1, en las cuales no
hay dos unidad guidas. El de tales
sucesiones, en las cuales hay exactamente &
unidades y n— k ceros, es igual u ¢~ (véaso
la pag. 43). Como ademds debe cumplirse la
desigualdad & < n— k-1, el nimero k va-

riard desde 0 hasta £ (f-'}i) . Aplicando la regla

de Ja suma, se obticne la relacién (2).
La igualdad (2) puede ser demostrada también
de otra forma. Hagamos

Cm=Catt Loy .. 4 oprH,
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siendo p=FE E—%j- De la igualdad € =c3—1 4

€371 e deduce ficilmente que
Gm=0G(n=1)4G(n—2). (&)
Ademis, estd claro que G (1)=2=F(1) y G (2}=
=3="F(2). Como ambas sucesiones F(n) y G (n)
satisfacen a la relacién de recurrencia X (n)=
=X (n—1)4X (n—2), lendremos que d
G(3)=6 (2)-+C (1)=F (2) = F (1) =F (3)

¥, en general, que G (n) = F (n).

OTRO METODO DE DEMOSTRACION

En el apartado anterior hemns establecido
djroctamenie la relacién entre el problema de
Fibonacei y un problema combinatorio. Esta
relacién se habria podide establecer también de
otro modo, demostrando dircctamente que el
nimero T (n) de soluciones del problema com-
binatorio satisfacia la misma relacién de reeurren-
cia

Tr+D)=TR)+T(n—1) {4)

que los nimeros de Fibonacei.

En efecto, tomemos cualquier (n <+ 1)-suce-
sién de ceros y unidades que salisfaga a la con-
dicién requerida de que no haya dos unidades se-
guidas. Esta puede terminar en 0 0 en 1, Si ter-
mina en 0, elimindndolo, se obtiene una n-sucesién
que satisface a nuestro problema, Reciproga-
mente, sl se toma cualquicr r-sucesién de ceros

y ol 1 puede ser ya cualquiera, con tal do que no
haya en ella dos unidades seguidas. Por esto,
el numero do sucesiones ¢«buenass que terminan
en una unidad es igual a T (n— 1), Pero cada
sucesion termina on 0 o en 1. En virtud de la regla
de la suma, obtenemos que T (n 4 1) = T (n) +
+ T (n— 1) .

Hemos obtenido asi la misma relacién de ro-
currncia. Esto afin no implica que los nimeros
T (n) y F (n} coinciden. Por ejemplo, para las
factoriales y las subfactoriales (véaso la pag. 48)
ge cumplia la misma relacion de recurrencia:

X (nt-1)=n|X (n)+ X (n—1)]. (5)

Pero para las factoriales los dos primeros térmi-
nos de la sucesién son iguales a M= 1, 11 =1,
miontras que para las subfactoriales lo son =
D=1, D{1)= 0. Por esto, también resul-
taron diferentes los terceros, y los euartos, v todos
los términos restantes de la sucesién.

Para d trar la coincidencia de los nimeros
T (n) ¥ F{n), hay que demostrar ademdis que
T(1)=F(1) y T(2)= F (2). Entonces ya ten-
dremos, on virtud de la relacién de recurrencia,
que también T (3)= F (3), T (4)= F (4}, etec.
Existen dos {-sucesiones que satisfacen a la
condicion establecida: 0 y 1, y tres 2-sucesiones:
00,01 y10. Poresto, T (1) = 2= F (1) y T (2) =
= 3= F (2). Queda asi demostrada nuestra afir-
macibn.

PROCESO DE PARTICIONES SUCESIVAS

y unidades, en la cual no hay dos unidades segui-
das, y se le agrega un cero, se obtiene una {n 4 13-
-gucesién con la mizma propiedad. Hemos d

Para la resolucién de problemas combinatorios

trado que el nimero de sucesiones «buenasy que
terminan en cero es igual a T (n).

Supongamos ahera gue la sucesidn termina
en 1, Como no puede haber dos unidades seguidas,
delante de esta unidad habrd un cero. En otras
palabras, la sucesi6n termina en 01, La (n — 1)-
-sucesion que queda después de eliminar el 0

con fr ia se aplica el mélodo utilizado en ¢l
apartado precedente. Para el problema dado s
cstablece una relacién de recurrencia y se
demuestra que ésta coincide con la relacién de
recurrencia de otro problema, cuya solucién ya
conocemos. Si eoinciden ademds también los
términos iniciales de ambas sucesiones en can-
lidad suficionts (mds adelante nos detendremos

e
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con més detalle en cudntos términos deben coin-
cidir,) ambos problemas tienen jguales soluciones.

Apliquemos el método descrito a la resolueién
del sigujente problema. Sea dado cierto conjunto
de n objetos, dispuestos en un orden determinado.
Dividamos este conjunte en dos partes no vacias
de forma que una de ellas se halle a la izquierda
de la segunda (o sea, digamos, que mna parte
esté formada por los elementos desde el primero
hasta el m-ésimo, v la segunda, desde &l {m - 1)-
-ésimo hasta el n-ésimo}. Después, dividamos cada
una do las partes, de la misma forma, en dos
partes no vacias (si una de las partes ya consta
de un solo elemento, ésta no se somete a particio-
nes ulteriores). Este proceso se continda hasta ob-
ionerse partes formadas por un solo elemento cada
unga. ¢Cudntos procesos de particién de este tipo
existen (dos procesos se consideran diferentes
si por lo menos en un paso conducen a resultados
distintog)?

Designemos el nimere de formas de particidn
para un conjunto con n < 1 clementos mediante
B,. En el primer paso, este conjunto puede ser
dividide de n maneras (la primera parte puede
contener un objeto, dos, ..., n). En correspon-
dencia con esto, el conjunto de todos los procesos
de particién se divide en n clases: en la s-ésima
de ellas so hallan los procesos en loa que la pri-
mera parte estd formada por s objetos,

Caleulemos ol mimero de procesos en la s-ésima

relacidn se satisface con los niimeros
1 qon
Tn=<g7 0

Para demaostrar la igualdad

B P -%1— oz, )
nos queda mostrar que los términos iniciales T,
y By de las sucesiones Ty, Ty, ..., Ty, ...
y Boy Byy ... .y By, ... coinciden, ;

Tenemos que To= Cj= 1. Por otro lado,
By = 1, puesto que ¢l conjunto formado por un
elemento se puede fraccionar de un modo dnico.
Asi, pues, By = T, Pero, en virtud de la fir-
mula de recurrencia, s tieno que By = B = 1.
Como 7T, satisface a la misma férmula de recu-
rrencia, tendremos que 7'y = T:= 1. Luego esta-
blecemos que
By=BoBy+-ByBy=2 y Ty=TyT4 4+ T Ty=2,
ote. Do esto modo, todos los términos de ambas
sucesiones coinciden. Queda asi demostrado el
siguiente resultado:

El wiimere de procesps de divisidn sucesiva de un
confunte formads por n + 1 elementos, distribui-
dos en clerts orden, es igual o

claso. En la primera parte hay s ol tos. Por
esto, se la puede seguir dividiendo por B,.y4 pro-
cesos. - La segunda parte contiene in— s 1
elementos, y so la puede seguir fraccionande por
B, _s Procesos. En virtud de la regla dol pro-
dueto, obtenemos que la s-ésima clase estd for-
mada por Be.iB,., procesos diferentes. Por la
regla de Ia suma, ahora se deduce que =
By =ByBj—1+B1Bpezt . .. + Ba-i1Bo. &
Hemos obteriido una relacién de recurroncia
para B,,. Esta ya fue encontrada en la regolucién

du} problema sobre la cola de la caja del cine
(véaso la pdg. 57). Al fue demostrado que dicha

MULTIPLICACION Y DIVISION DE
NUMEROS

Sean dados n nameros a,, . . ., a,, dispuestos
en un orden determinado. En virtud de la pro-
piedad asdeiativa de la multiplicacitn, el pro-
ducto do estos nimeros se puede calcular do di-
forentes maneras (conservando el orden de los
factores). Por ojemplo, tres nimeros se pueden
multiplicar de dos maneras: (ab) ¢ = a (be); cua-
tro nomeros; de cinco maneras, ete. Se pide hallar
el mimero de todas las formas de multiplicar n mi-
meros, dados en un orden determinads.
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Estd claro que cada forma de multiplicacién

so raduce a un proceso de fraccionamiento de los n.

nimeros dados en partes, formadas por un ele-
mento cada une. Por ejemplo, la multiplicacién
de cuatro ndmeros por la formula (ab) (cd) se

reduce al eiguiente proceso de particién: a{b | e|d,

y la multiplicacién de cstos mismos nimeros
segiin ta férmula ((ab)c)d, al proceso de particién

a]b|e|d. Por esto, el niimero de distintos pro-

cesos de multiplicacién os igual al de diferentes
procesos de particién de un conjunto de n ele-

mentos, es decir, a Tp_j = — cin-2,

Pero, ad de la propicdad asociativa, la

multiplicacién posee la propiedad commutativa.
Si se la tiene en cuenta, el mimero de procesos
de multiplicacién avmenta n! veces, ya que n
nimeros se pueden permutar entre si de »l ma-
neras, y después somoter los nimeros permutados
a unas u otras particiones. De aqui se deduce que
el niimero total de formas de multiplicar n ni-
meros dados es igual a (n — 1)l C,_y.

Eate mismo resultado se puede obtener direc-
tamente, sin aplicar la férmula del nimero de
procesos de particiones. Esta deduccidon da un nue-
vo método para la obtencidén de la fdrmula que
expresa el nimero de procesos de particién y, al
mismo tiempo, para resolver el problema sobre
la cola de la caja (con la condicién de que el nil-
mero de rublos sea igual al de monedas de 50 k).

La deduccién directa consisto en lo siguiente.
Supongamos que ya hemos hallado el nimero
® (n) de métodos de multiplicar » niimeros, Agre-
guémosles un factor més, el a,, . Analicemos de
cudntas maneras se puede agregar este factor a
uno de los productos de los niimeros ay, . . ., ap.

El nimero a,,, so pucde multiplicar por todo
el producto, toméndolo como multiplicande, o
como multiplicador. Esto nos da dos formas de
agregacién. Pero a,.; se puede agregar iambién
en alguna de las etapas intermedias. La multi-
plicacién de n ndmeros se reduce.a n — 1 mul-
tiplicaciones sucegivas, en cada una de las cuales

se multiplican dos nimeros. A cada uno de éstas
s¢ puede agregar el nimero a,.; do 4 maneras:
multiplicindolo por el primer factor en ‘calidad
de multiplicando, o de multiplicador, asf como
también multiplicindolo por el segundo factor,
en calidad de multiplicando o de multiplicador.
Pero como hay n -1 multiplicaciones, a las
cueles se puede agregar a;, .4, se obtienen en total
4n — 4 modos, Agregando a éstos las dos formas
a que nos referimos mds arriba, se obtienen dn —
— 2 maneras de agregar e, +; a cada una de las
M {n) formas de multiplicar los niimeros ay, . . .
.« @p. Do aqui se deduce que
@ (n4+1)={4n—2) © (n).
Pero @ {1)=1. Por esto,
@ (n)=2-6... {(4n—6)=2n"1.4.3 ... (2n—3).
Esta respuesta coincide con la obtenida més
arriba, puesto que

@ (n)=2n-1.1.3 ... (2::—3;:%_—}232—! =
=(r—1) 2

n—1
Consideremos ahora la operacién de divisidi.
Eseribamos la expresion
A
i
e (8)

A

Esta eseritura no tiene sentido, si no se indica
el orden en el que se debe efectuar la divisidn.
Aclaremos de cudntas maneras se puedoe dar un
sentido a dicha expresion. Para esto, obsérvese
que cada forma de indicar el orden de la divisién
ze puede considerar también como el proceso, des-
crito més arriba, de particién de r clementos en
partes que istan de un to cada una.
Y hemos visto que el nimero de estos procesos

es igual a % canr-2,
Esto significa que a la expresion (8) se le puede

der un sentido de — C%%7% modos.
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PROBLEMAS CON POLIGONOS

En algunos problemas de la quimica cudn-
tica surge el siguiente problema:

En una circunferencia se ha inscrifo un poligono
regular de 2n lados. ¢De cufintas maneras se pue-
den unir sus vértices dos a dos de forma gque los seg-

2 blenidos no se int g 5

{fig. 32). En correspondencia con este, todas las
formas de unir log vértices se dividen en clases,
segin cudntos vértices queden a la izquierda del
segmento trazado desde el punto 4.

Si quedan Zs¢ wértices, al otro lado de éste
quedarin 2 {(n — & — 1) vértices., Con esto el
poligono de 2n lados se divide en uno de 2¢ lados
y en otro de 2 (n — s — 1} lados. Pero en el
poligono de 2s lados se pucden trazar de # (s)

Fig. 32.

Para n = 1 hay una sola forma do unién de este
tipol. Para n= 2, se obtienen dos formas, repre-
sentadas on la fig. 3f. Para hallar el nimero
F (r) do maneras para todo n, deduzcamos una
relacién de recurréncia a la que satisfard F (n).
Escojamos uno de los vértices 4 del poligono.
Se lo puede unir con cualquicra de los vértices B
tal que entre 4 y B haya un niétmoro par do vértices

conmduummua que el didmetro esun epolfgono
resuhu- de dos la

maneras segmentos de forma que no se intersequen.
En el poligono de 2 (n — 5 — 1) lados, esto mis-
mo puede efectuarse do & (n — s — 1) modogs.
En virtud de la regla del producto, obtenemos que
en la s-ésima clase figuran F &) F(n —s—1)
maneras de trazar los segmentos,

Par consiguiente, el nimero total de todas las
formas es igual a F () F(n — 1) 4+ F(1) F (n —
—2)4+ ... 4+ F(n=—1) F (0). Hemos obteni-
do la relacidn de recurrencia

Firl=F{() Fin—1+F(1)Fin—=24 ...
.4 Fln—1) F (D).
Esta es la misma relacién que satisfacen los

nimeros T, = Ci, Como Fy= Tp=1,

i
n+1
para todo n lendremos que Fn)= T,. Asi,
pues, en un poligons de 2n lados se pueden tra-

zar diagonales de T, == C3* maneras, de

+ 1
forma que no se intersequon de dos a dos.

La misma respucsta tiene el problema si-
guiente:

¢De cudntns maneras se puede dividir un poligono
convexo de n -+ 2 lados en iridngulos mediante
diagonales que no se intersequen dentro de este
polligono?

Designomos el nimero de formas mediante
® (n). Escojamos uno de los lados del poligono
¥ clasifiquemos todas las divisiones segin con
qué vértice del poligono coincida el vértice del
triingulo cuya base es el lado escogido (fig. 33).
Si ge elimina este tridngulo, el poligono se divide
en uno de s -+ 2 lados ¥ otro do n — & 4- 1 lados.
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Dividiendo estos poligonos en tridngules y com-
binando estas divisi entre si, obt todas
las particiones del poligono inicial, en las cuales
figura el triangulo eliminado. Aplicando después

maneras se log puede sentar de forma gue no haya
dos enemigos sentadds funtos?

8i hallamos alguna forma do sentar a los ca-
balleros, haciéndolos cambiar de lugar en circulo

ned

Fig. 33.

las reglas del producte y de la suma, se obticne
la relacidn de recurrencia
Q=0 D r-1)4+DN)D(r—2)+...

v D (n—1) @ (0),

donde hicimos © (0)=1. Dejamos que el lector
demuestye, a partiv de este relacién, que
1

Dn)=T,= m(;ﬁn.

LA DIFICULTAD CON QUE
THOPIEZA EL MAYORDOMO

Existen problemas combinatorios, en los que
hace falta formar no una relacién de recurrencia,
#ino un sistema de éstas, que vineulan varias suce-
sjones. Estas relaciones las expresan los (n 4 1)
simos términos de las sucesiones mediante los
anteriores no solamente de la sucesién dada,
sino de las restantes.

Una ves el mayordomo del rey Arturo nold que
kabian sids invitados a almorzar a la mesa redonda
6 pares de caballeros enemistados. ¢De cudnias

obt 11 dos més. Ahora no considerare-
mos diferentes las manoras que e obtienen una
de la otra por esta permutacién ciclica.

Introduzcamos las siguiontes notaciones, Su-
pongamos que el nGmero de caballoros es igual
a 2n, Sea 4, el ndmero de formas do colocacién
en las que no hay dos encmigos juntos; B, ol
niimero de maneras ¢n las cuales hay sentado junto
exactamente un par de enemigos, y C,, el de
modos en los que hay exactamente dos pares de
vecinos enemistados,

Deduzcamos primeramente la  férmula que
expresa A, 4 mediante 4, By v Cy,. Supongamos
que n -+ 1 pares de caballeros han sido sentados
de modo que no haya dos enemigos juntos, Con-
sideraremos que todos los pares enemistados de
caballeros estin numerados. Pidamos ol par
nimero n -+ 1 de cahalleros que so levanten de
la mesa. Entonces son posibles tres casos: que
entre los que quedan a la mesa no haya ningin
par de vecinos cnemigos, que haya un par de cste
tipo, ¥y que haya dos paves (los caballeros que
s¢ fueron podian haber separado estos pares)t.

Aclaremos ghora de cudntas formas se pueden
sentar nuevamente a la mesu a los caballeros que
se fueron, de forma que dospués de esto no haya
ningin par de vecinos enemigos.

Lo mis soncillo es sentarlos cuando a la mesa
hay dos pares de vecinos enemigos. En este caso,
uno de los que volvieron se sienta entre los caba-
lleros dol primer par, ¥ el otro, ontre los del
segundo par. Esto so puede efecluar de dos mane-
ras, Pero como ¢! niimero de formas de sentar 2n
caballerog, en las cuales dos pares de vecinos
resultaron enemigos, es igual a C, en total se
obticnen 2C, formas.

Supongamos ahora que bay sentado junto sélo
un par de enemigos. Uno de los gque regresaron

s ul ¥ en lo sucesiva Suponemos que n > 1. Para
n =A|‘.‘ lcm‘f razonamientos \.dterpioores plerden su sentldo.
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so debe sentar entre ellos. Entonces habri sen-
tados a la mesa 2n~ 1 caballores, entre los
cuales existen 2r 4- 1 lugares. Entre ellos hay
dos prohibidos para ol segundo caballero —al
lado del huésped que se acabd de sentar—, que-
dindole asi 2n — 1 lugares, Como puede entrar
primero cualquiera de los dos caballeros que
salieron, se obtienen 2 (2n — 1) formas de ubica-
. cién, Pero ol niémero de casos en que 2n caba-
lleros se sentaron de forma que exactamente un
par de enemigos quedaron vecinos, es igual a B,,.
Por esto, obtenomos 2 (2n — 1) B, modos de
sentar a los huéspedes de la formaa requerida.
Por iltima, supengamos que no habia dos ene-
migos juntos. En este caso, el primer caballero
se sienta entre dos huéspodes cualesquiera, cosa
que puede efectuar de 2n maneras, Despuds de
esto, para su enemigo quedardn 2r — 1 lugares:
puede occupar lquiera, a excopeiin de los
dos que lindan con el caballero que se acabé de
sentar. Do este modo, si ya habia 2n caballeros
sentados en la forma necesaria, se puede sentar
a los huéspedes que regresarcn de 2n (2n — 1)
formas. Fn total obtenemos, en este caso,
2n (2n — 1) A, maneras.
Como ya indicamos, los casos analizados agotan
todas Jas pesibilidades. Por esto, tiene lugar la
relacién de recurrencia

Apy=2n(2n—1) A, + 2 (2n—1) B, 4+2C,.  (9)

Esta relacién es ain insuficiente para hallar
A, para todo valor'de n. Hay que averiguar ade-
més cdmo se expresan B, 4+ ¥ Cp+ mediante 4,
B, C,. .

Supongamos que entre los 2n+4 2, n>1,
caballoros resulté haber exactamente un par de
vecings enomigos. Sabemos que esto puede ocu-
rrir en B,4y casos. Para evitar una disputa, pi-
damos que se retiven de la mesa. Entonces que-
darin 2n caballeros, existiendo dos posibilida-
‘des: o hion entre los ‘que quedaron no hay vecinos
enemigos, o hien hay exactamente un par de ta-
les enemiges, 1os cunles estaban sentados a ambos
lados de los que abandonaron la sala, antes de

su retirada, y ahora quedaron juntos. En el se-
gundo caso se puede sentar nuevamente a los
que se fueron g6lo en su antiguo lugar, pues de otra
forma surgird un segundo par de vecinos énemi-
gos. Pero como 2n caballeros se pueden sentar
de B, maneras do forma que haya sblo un par de
vecinos encmigos, oblenemos 28, variantos (los
cahalleros que volvieron so pueden cambiar de
lugar). En el primer caso, en cambio, se puede
sentar a los que volvicron entre dos caballeros
cualesquiera, es decir, de 2r modos; y como ade-
mis se puedon cambiar de lugar, se obtiencn 4n
formas. Combinindolas con todos los modos de
sentar a n caballeros, en los cuales no haya veci-
nos enemigos, se obtienen 4nd,; mancras. Por
altimo, ¢l nimero del par de caballeros que se
fue y volvié podia ser cualguiera, desde 1 hasta
n + 1. Do aqui se desprende que la relacion de re-
currencia para B+ tiene la forma.

Brsr=4n{n+1) 4p -2 (n4-1) Bp. (10}

Analicemos, por dltimo, el caso en que entre
los 2a - 2 cahalloros habia dos pares de vecinos
enemigos. Los niimeros de estos pares se pueden

escoger de CPM'= ﬂ"‘?—f—---i-"‘rmmeraes. Sustituya-

mos cada par por un nuevo caballero, y consi-
deraremos que los dos nuevos caballeros son ene-
migos, Entonces habrd sentados a la mesa 2n
caballeros, sin que haya entre ellos ningdin par
de vecinos enemigos (st los nuevos cahalleros no
estin sentados juntos), o hien existiendo sélo
un par de este tipo.

La primera variante puede tener lugar en 4,
cas0s, Podemos volver a la agrupacién inicial
de 4 formas, sn virtud de la posibilidad do cambiar
el orden de los caballeros en cada par. Por esto,
la primera variante conduce a 4CFYA, =
= 2a (n + 1) A, maneras.

La segunda variante, en cambio, puede tencr

Iugaren % B, easos'. Aquitambién se pueds volver
L Existen Ba casos en los que algunos dos enemigos se

hallen juntos, Si se indica precieamente qué par debe
cstar Junto, se chtienen n veces menocs casos,
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a la agrupacidn inicial de 4 mancras, obteniéndose
en total 2 (n < 1) B,, formas. D¢ aqui se deduce
que para n > 1

Cnyi=2n (n4-1) Ay +2 (n41) By, (11
Hemos obtenido el sistema de relaciones de re-
curtencia

Arat=2(2n—1) (04 +By)+2Cn, ®
Brar=2 (n+1) (204, + By), (10)
Cpat=2{n+1) (nd,+ By), (11)

que son vélidas para »n > 2. Pero un cilculo sen-
cillo demuestra que A= 2, Bo= 0, Cy= 4.
Por esto, de las relaciones (%) — (11) se desprende
que Ag= 32, By= 48, Cy= 24. Continvando
asi. sucesivamente, se halla que los huéspedes so
pueden sentar a la mesa de la forma requerida de
Ag=12 771 840 maneras.

El problema analizado se asemeja al que damos
a continuacién denominado simplemente epro-
blema sobre los invitadoss.

¢De cudntas maneras se pueden seniar ¢ una
mesa redonda n parejas de casados de forma que se
alternen hombres y mujeres y de que no haya dos
ednyuges vecinos?

Esle problema s resuelve en forma aproxima-
damente igual al del mayordomo. Primero se
distribuyon las mujeres. Si se numeran los luga-
res, entonces o bien todas las mujeres quedardn
en lugarces pares, o bien ocuparin lugares impares.
Pero ol nimero de lugares pares cs igual a n,
¥ las mujeres se pueden sentar en éstos de nl
modos,

De la misma cantidad de maneras pueden
ocupar los lugares impares, Por consgiguiente, las
mujeres se pueden sentar de 2-(n!} formas. Des-
pués se analizan los casos en gue ninguno de
los maridos se halle junto a su mujer, cuando hay
una pareja de casados junta y, por dltimo, cuando
hay dos parejes juntas. Proponemos al lector que
escriba cl sistema correspondiente de rolaciones de
recurrencia.

NUMEROS «DE LA SUERTE» _
DE LOS BILLETES DEL TROLEBUS

Algunos consideran que los nimeros de seis
¢ifras de los hilletes del troleb(s ¢traen suertes
si la suma de las cifras de los lugares pares es
igual a la do las de los lugares impares. Por ejem-
plo, el billete 631 752 se considéra edo la suertes,
ya quo 6414 5=34 74 2= 12, Se pide
hallar el nimero de estos billetes desde 000000
hasta 999999,

Para esto, hallemos primeramente cudntos ni-
meros de tres cifras tienen una suma dada N
do cifras (aqui hacemos pertenecer a los nime-
ros de tres cifras también los del tipo 075, e in-
clusive el 000). Este problema es andlogo al re-
suglto en la pag. 67: el nimero do sumandos
es 3, la sumna es igual a &, y los sumandos varian
desde O hasta 9. Designomos el nimero do sus
soluciones mediante F (3, 9; N). Entonces tiene
lugar la siguiente relacién de recurrencia:

FR K N)=F(2,05N+F(2%N-1)+

4+ FR2 N2+ F(2,9 N—-3)+

+F (2,9 N—4)+F(2, 9 N=3)+

+F{2,9 N=6+F (2,9 N=T)+

+F(2,0 N—B)+F(2,9 N0,

Analogamente

F(2,9 N)=F{1, 9% N)+F(, 0% N—1)+...
s P L, 9% N—9).

Estd cluroque F (1, 9; N)=1,si0 <N <9,
y que F (1, 9; N¥)= 0 en caso contrario. Apli-
cando estas relaciones, no cuesta trabajo llenar
la tabla 8.

Para hallar ahora al nimero de billetes «de la
suertes, hay que elevar al euadrado los niimeros
de la tercera fila ¥ sumar los resultados obteni-
dos. En efecto, cada billete ode ln sucrtes tiene
la misma suma de cifras que se hallan en los
lugares pares y en los impares. Sca esta suma
igual a N. El nimero que se encuentra en ol N-
ésimo lugar de la torcera fila de nuestra tabla in-
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Tabla 8
N
\ ol o 2] sl e s 6] 7| 89 | w]||az]13]1
g 1 1 1 1 1 1 1 i 1 i} Q 1} [} 0
2 | 2 3 4 5 6 7 8 9| 10 9 8 T 6 3
3 1 3 [ 10 15 | 21 28 | 36 | 45 55 | B3 | 69 | T3 | 75 75
N
\ 151 16 17 18 19 20 21 22 23 24 23 26 a7
| 0 0 0 0 0 0 ] a 0 0 a 0 0
2 4 3 2 1 0 (] 0 0 4] Q ] 0 ¢
3 73 69 63 55 45 36 28 21 15 10 G 3 1

dica cudntos niimeros de tres cifras tienen una su-
ma de cifras igual a N. En otras palabras, éste
indica de cudntes maneras so pueden escoger las
cifras que se hallan en los lugares pares (es decir,
la segunda, la cuarta y la sexta), De la misma can-
tidad de formas se pueden escogor las cifras de
los lugares imparcs (el primero, el tercera y el
quinto). Como estas clecciones no dependen una
do la otra, en victud de la regla del producta ten-
dremos que hay [# (N)]* nimeros sde la sverter
cuyn suma de las cifraz en los lugarcs pares es
igual a N. Entonces, segin la rogla de la suma,
el niimery total de hillotes ede la suertes s igual a

2124 32 1624102152+ 213 4- 287 4 362 -
+ 452 552 4 6371692 4- 732 752],

Caleulando csta suma, so obtiens la respuesta
55 252,

TABLAS DE RECURRENCIA

En la combinatoria a menudo se encuentran
‘magnitudes que dependen no de uno, sino de va-
rios nimeros, Por ejemplo, el ndmero C} depend

F (n, k) depende de los dos niimeros naturales 5 y
%, sus valores s¢ pueden disponer en forma de ta-
bla, situando a 7 (n, k) en la interseccién do la
n-ésima fila y la k-ésima columna. Ya hemos en-
contrade estas magnitudes mas de una vez en vl
capitulo V: el cuadrado aritmético, los tridngulos
aritméticos v los iridngulos aritméticos gene-
ralizados tenian precisamente la forma de lales
tahlas.

Ademiis, en todos los ejemplos estudiados en el
capitule V existian dependoncias entre los ele-
mentos de la tabla. Estas dependencias permi- -
tian caleular los clomentos de la n-ésima Tila
de la tabla a partir de los de la fila precedente y,
posiblemente, de algunos primeros elementos de
la n-ésima. Por esto, si se daba la primera fila
de la tabla y los primeros elementos de las de-
més, todas las filas restantes se podian cpleular
una tras la otra. Estas tablas se aseméjan a las
sucesiones de recurrencia, y las llamaromos on lo
sucesivo recurrentes,

Para ol cuadrado aritmético, la relacibn de
recurrencia cra de la forma

Fn, B)=F (n—1, k)+F (n, k—=1), {12)

tanto de # como de k. Si la magnitud considerada

v las condiei do frontera se daban asi: F (n,
0y=1, F (0, k)= O para k > 0 (recuérdese que
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para el cuadrado aritmético no nos roferimos a
la primera fila o columna, sino a la fila o columna
CET0).

Para cl pentdgomo y hexdgono aritméticos, la
relacién de recurrencia tiene también la forma
(12), puesto que estas figuras aparecieron cuando
calculamos do cudntas mancras podia llegar una
torre hasta cierta casilla, moviéndose en un ta-
blero delimitado por dos semirrectas perpendi-
culares y por una o dos lineas paralelas a la dia-
gonal principal. Pero la torre puede llegar hasta
la casilla (n, &) desde la (n — 1, k) o desde la
(k — 1, n). Por esto, cualesquiera gue gean las
limitaciones que impongamos a sus desplaza-
mientos, siempre se cumplicd la relacién (12).
A su vez lus limitaciones conducen a que algunos
elementos de la tabla deben ser obligatoriamente
iguales a cero. Para el pentigono aritmético
éstos eran los elomentos que se hallaban por on-
cima de cierta recta, paralela a la diagonal prin-
cipal, ¥ para el hexigono aritmético, los ele-
mentos que so hallaban fuera de la regién deter-
minada per dos reetas paralelas a la diagonal
principal.

La relacifn de recurrencia para el tridngulo arit-
mético, asi como para el m-tridngulo aritmético
tiene otra forma. Precisamente, para ol m-trifingu-
lo aritmético se cumple
Fin ky=F(n—1, k—m++1)+
ol (=, k2. (n—1, k).
Ademds F(0, 0)=1y # (0, k)=0, si & >0,

(13)

OTRA RESOLUCION DEL PROBLEMA
DEL MAYORDOMO

Como un ejemple més sobre la aplicacién de
laz tablas de recurrencia, expondromos otra
resolucién del problema del mayordomo (véase
la pag. 103). Como el lector recordard, se trataba
de hallar el nimero de mancras de sontar a 2n
caballeros a una mesa redonda de forma que no
haya dos enemigos juntos (habiendo n pares de
enemigos eatre loz 2r caballeros).

Designemos mediante F (m, n) el nimero de
formas de ubicarlos, en las que hay juntos exac-
tamente m pares de enemigos, Deduciremos ahora
una férmula de recurrencia que expresa a F (m,
n 4+ 1) mediante F {k, n), k=m—1,m,m~4 1,
m 2,

Consideraremos que primeramente habia n
pares de caballeros sentados a la mesa, y que
después llegé el par n 4+ 1 y se genté también.
Calculemos en cudintos casos habrd sentados a la
mosa m pares -de vecinos enemigos, Esto ‘puede
tener lugar en los siguiontes casos:

a) A la mesa habia m — 1 pares de enemigos
sentados juntos. Esto pudo tener lugar de F (m —
— 1, n) maneras. Para que queden a la mesa m
pares do vecinos enomistados, el nuevo par dehe
sentarse junto, sin sepavar ninguno de los pares
de vecinos ememigos existentes. Pero entre 2n
caballeros existen 2n intervalos, ¥ no es posible
sentarse en m — { de ellos. Quedan 2p — m - 1
intervalos, donde pueden sentarse los caballeros
recién Hegados. Como en cada uno do estos inter-
valos se puede sentar de dos maneras (los caba-
Iteroz que llegaron puoden cambiarse do lugar),
obtenemos en total
2@2n—m-41) F(m—1, n)
modos.

b) A Ja mesa habia m pares de enomigos sen-
tados juntus. Eu csto caso, los recién llogados
pueden escoger una de dos posibilidades: o sen-
tarse separados, sin dividir ningin par de veei-
nos enemigos, o sentarse juntos entre dos vecinos
cnemistados. Es ficll caleular que la primera
solucién se puede efectuar de (2n — m) (2n —
—m-=1), ¥ la segunda, de 2Zm maneras, ha-
biendo en total (2rn — m)® — 2n 4- 3m formas.
Como los n pares de caballeros se pueden sentar
de F (m, n) modos de forma que haya juntos m
pares de encmigos, obtenemos on total
[(2n— m)2 —2n - 8m] F (m, n)
modos.

¢) Ahora bien, analicemos el caso en que entre
los 2n caballeros habfa m -~ 1 pares de enemigos

(14}

(13)
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sentados juntos (lo cual puede ocurrir de F (m +
+ 4, n) maneras), En este caso, uno de los recién
llegados debe sentarso entre uno de los pares de
vecinos enemigos, y el segundo debe hacerlo de
forma que no divida ninguno de estos pares. Lo
primero so puede llevar a cabo de m - 1 formas,
y lo segundo, de 2rn — m — 1. En total obte-
nemas 2 (m +- 1} {2n — m — 1) posihilidades (el
factor 2 aparecié o causa de que cualguiera de
los recién llegados puade sentarse entre los ene-
migos). Por esto, el caso considcrado genera en
total

2(m—4-1)(2n—m—1) F{m-+1, n)

posibilidades.

d) Por dltimo, supongamos que habia m 4 2
pares de vecinos enemigos. Esto pudo tener lugar
de F (m + 2, n) maneras. Para que queden sola-
mente m pares de vecinos enemigos, cada uno de
los recién llegados dobe separar un par de éstos.
El primer caballero puede sentarse de m 4 2
formas, después de lo cual al segundo le quedan
solamente m -+ 1 lugores, En total obtencmos
(m1){m-+2) F(m-+2, n) AN
posibilidades.

Es facil advertir que hemos agotado todas las
posibilidades en las que entre los 2r - 2 caballe-
roz haya m pares de vecinos enemigos sentados
a la mesa redenda, Por esto, F (m, n) satisface
a la siguiente relacién de recurrencia:

F(my n414)=2(2n—m-41) F (m=—1, n)+

- [(2Zn=- m)2-=2n 4 3m] F (m, n)+4

+2(m+1){2n—m—1) F (m+1, n)+

H(m41)(m+2) F(m+2, n)

Un caleulo directo demuestra gque

F0, 2y=2, F(4, 2)=0, F(2, 2)=4

{no consideramos diferentes las formas de uhi-

cacién que se obtienen una de otra mediante una

permutacién ciclica).

Aplicando la férmula (18), se halla que F (0,
12) =12 771 840,

(16)

(18)

RESOLUCION DE LAS KRELACIONES
DE RECURRENCIA

Dirvemos que una relacién de recurrencia es de
orden k, si ésta permite expresar f (n o k) me-
diante f(n), f{n+1), ..., f(n-+ &k — 1). Por
ajemplo,
fa4+2)=f(n)f(n+-1)—3f2 (n4-1)+1
&g una relacién de recurrencia de segundo orden, y
Hn+3)=6f(n) { (n+2)+f{n+-1)
lo es de tercer orden.

Si se da una relacién de recurrencia de k-{simo
orden, ésta se satisface por infinitas sucesiones,
El hecho reside en que los primeros & elementos
de ésta pueden fijarse en forma totalmente arbi-
traria, ya que entre ellos no existe ninguna depen-
dencia. Pero si estin dados los primoros k ele-
mentos, todos los restantes se determinan de
manera univoca: el elemento f (k 4 1) se expresa,
en virtud de la relacion de recurrencia, a partir
do los f{1}, ..., f(®), el f(k~ 2), mediante
tos f (2}, « .. Fik-+ 1), elc.

Utilizando la relacién de recurrencia y los
términos iniciales, se pueden eseribir, uno tras
otro, log términos de la sucesion, obteniéndose en
fin de cuentas cualesguiera de sus términos.
Sin embargo, agui habrd quo escribir todos lns
términos anterfores, ya que sin conmocerlos, no
conoceremos tampoco los signientes. Pero en
muchos casos queremos compcer solamente un
término determinado de la sucesién, y los demds
son innecesarios. En estos casos es mds comodo
disponer de la férmula explicita del n-gsimo tér-
mino de la sucesién. Diremos que una sucesion
os soluelsn do la relacién de recurrencia dada,
si al sustituir esta sucesi6n en la relacién, esta
iltima se satisface idénticamente. Por ejemplo,
la sucesién

2,4, 8, ...,2m ..,

es una de las sol
rroncia

 (nH2)=3f (n-F1)—2] (n).

de la relacidn de recu-
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En efecto, el término general de esta sucesitn
tiene la forma f(n)= 2", Esto significa que
fln=+ 2)== 2" f(n+4 1)=2™1 Pero para
tado n tiene lugar la identidad 2"%2 = 3.2"*1
— 2.2" Por ¢sto, 2° es solucitn de la relacién
indicada.

Una solucién de upa relacién de recurrencia
de k-ésimo orden se denomina general, si ésta
depende de k constantes arbitrarias ¢y, ..., €y,
¥y escogiendo estas constantes se puede obtener
cualquier sclucién de la relacién dada. Por ejem-
plo, la solucién general de la relacién

F(n-2)=5f (n1)— Bf (n) (19
geTA
$(n)=C2n+Cy3n, (20)

En efecto, es Idcil comprobar gque la sucesitn
(20) reduce la (19) a una identidad. Por esto,
sélo hay que demostrar que cualquier solucién
de nuestra relacién se puede representar en ln
forma (20). Pero cualquier solucién de la rela-
cién (19) se determina univecamente por los
valores def (1} ¥ f{2). Por esto, hay que demos-
irar gue para dos nimeros & ¥ b cualesquiera exis-
ten valores de €, ¥y Cz talos que

201+ 3C;=a

y
220, 1 380, =b.
Pero es ficil apreciar que para valores a y b
cualesquiera, el sistema de ecuaciones

207+ 3C;=a,

40+ 90, =b 1)
tiene solucién. Por esto, (20) es efectivamente la
solucién general de la relacidn (19).

RELACIONES DE RECURRENCIA
LINEALES CON COEFICIENTES
CONSTANTES

Para rtesolver las reluciones de recurrencia,
con propiedad, no existen reglas gene-
rales. Sin embargo, existe una clase de relaciones

hahiand

que se tra con ha {ir ia y que so
resuolve por un método {nico. Esta clase consta
de relaciones de recurrencia que ticnen la forma

ft By=aif (r+E— A1)+ agf (Rt k—2) 4 ...

ceesctagf(nl o (22)

donde ay, a3, ..., 4y Son ¢iertos nimeros. Estas
sa denomivan relacionss de recurrencia lineales
con coeflclentes conitantes.

Analicemos primcramente cémo se résuelven
estas relaciones para k= 2, es decir, estudiemos
lag relaciones del tipo

f(r+42)=ayf (n 41} +a2f (n).

Bu resolucién estd basada en las dos aflirmaciones
siguientes:

1) Bi f; (n} ¥ f2 (r} son soluciones de la rela-
cién de recurrencia (23), para nimeros 4 y B
cualesquicra la sucesi6n f () = Af; (n) & Bfx (n)
también es solucién de esta relacidn.

En efecto, por hipdtesis tendremos que

fi(n+2)=ayfy (r+1) +-asfy (n)

(23)

b4

fa(n+2)=ayfen--1)+82fz (n.

Multipliquemos estas igualdades por 4 y B res-
pectivamente y sumemos las identidades obteni-
das. Se obtiene asi quo

Afy (n-+2)+ Bfp (n- 2) =

=a{Afy (n-+-1) -+ Bfa(r+1))+

-+az[Afy (n) + Bfz (n)].

Esto significa, precisamente, que Afy (n)+ Bfz(n)

es solucién de la relacién {23).
2} 81 el nimero ry es rafz de la ecuacién

cuadritica

ri=ar-as,

la sucesitn

1, rys rg_, T r'l'".

es solucién de la relacifén de recurrencia
f(n - 2)=ayf (n--1) -+ aaf (n).
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Efectivamente, si §(n)=r}"!, cntonces serd
[n+1y=r} y fln-+2)=r1"" Sustituyendo
astos valores en la relacibn (23), s¢ obtione la
ipualdad
it =ari et
Esta igualdad es valida, puesto que, por hipitesis,
se biene que r’f=a1r|-i—ag.

Obsérvese que, juntamente con
{r?_'}. cualquier sucesién del tipo

!(n]=rf""", n=1,2 ...

la sucesion

es también solucidn de la velacidn (23). Para demos-
trarto, ¢z suficiente aplicar Ja afirmacién (23},
haciendo en ésta 4 = /"8 = 0,

De las afirmaciones 1) v 2) se deduce la si-
guiente regla de resolucion de las relaciones de re-
currencia lineales de segundo orden con coeficien-
tes constantes:

Sea dada [a relacién de recurrencia

flnt 2 =af (1-+1)+aaf (). (23)
Formemos la ecuacién cuadritica
=ayr+ a, (24)

la cual se denomina caracteristica para la rela-
cign dada. Si esla ecugcitn tiene dos raices diferen-
les ry Y ry, la solucién general de la relaciin (23)
tendrd la forma

Fmy=Cri= 1oyt

Para demostrar esta regla, obsérveso ante todo
que, en virtnd de la afirmacion 2), f; ()=
=ty f (n)= r;"’ son soluciones de nuestra
relacion. Entonees, segin la afirmacitn (1),
también Cyrji-b Cyrl serd solucién de ésta, Que-
da sclamente por demostrar que cualguier solu-
cién de la relacién (23) se puede escribir en esta
forma. Poro cualquier solucién de la relacidn
do segundo orden se determina por los valores
de f (1) ¥ {(2). Por esto, es suficiente demostrar
que el sistema do ccuaciones

Ci+Ca=a,
Ciry+Carg=b

tiene solucion para a y b cualesquiera. Dejamos
que el lector compruebe que estas soluciones son
ari—b

ry—ry "

b—ar,
Ci= [ 1]
El caso en que ambas raices de la ecuacion (24)
coinciden, serd analizado algo mds tarde. Ahora
expondremos un ejemplo de aplicacién de la
regla demostrada.

Al estudiar los nimeros de Fibonacci, le-
gamos a la relacién de recurrencia

Hn)=f(n—1) - (n—2). (25)
La ecuacidn caracteristica de ésta tiene la forma
MP=r41.

Las raices de esta ecuacidn cuadritica son los

admeros
L 1+VE 1—V5
£ 2 ¥ ] S

Cy=

Por esto, la solucidn gena:ral de la relacidn de
Fibonacei tiene la forma

tm)=c (—2—“W§)"+cz (—21" 5_')"

(hemos utilizado la observacién hecha mds arri-
ba y tomado el exponente n en lugar del 2 — 1).

Hemos denominado nimeros de Fibonacci a la
solucidp de la rolacidn (25) que satisface las
condiciones iniciales f(0)=1 y f(1)= 2, es
decir, a la sucesién 1, 2, 3, 5, 8, 13, .. . A menu-
do resulta mds e¢6modo agregar a esta sucesién,
al principio, los nimeros O v 1, es decir, con-
siderar la sucesién 0,1, 1, 2, 3, 5,8, 13, ... Estd
claro gue dsta satisface la misma relacién de
recurrencia (23) y a las condiciones iniciales
f{O)y=20, {(1)=1. Haciendo en la férmula
(26) n= 0y n= 1, obtenemos para C; y C;
el sistema de ccuaciones

Cy+Ca=0,

(26)

W5 (cy—cp=t.

De aqui se halla gue i::‘,=—(‘.',-L por lo

VE 1



111

cual
1 14V (1—V5\n
o= [ (2 - ((52) ] e
Vs P) 2
A primera vista parece asombroso que esta ex-
presién adquiera valores enteros para todo ni-
mero natural n.

CAS0 DE RAICES IGUALES DE LA
ECUACION CARACTERISTICA

Detengdmaonos ahora en el caso en que ambas
raices de la ecuacién caracteristica coinciden:
ry=rz. En este caso, la expresidn. C,r’,‘"+
+ Corl™* ya no serd solucién general. En efecto,
a causa de scr ry = rp, esla expresién se puede
eseribir como

f)=(Crt-C) A~ =0t

Nos queda solamente una constante arbitraria C,
v, en genaral, es imposible cscogerly de modo que
sa satisfagan las dos condiciones iniciales (1) =
=a, f{2I=5

Por esto, debemos hallar una segunda solu-
¢idn, que se diferencie de la f, (n) = rJ™*. He-
snlta ser que tal solucién es fi (n} = nr7™. En
efecto, si la ecuacién cuadratica r = ar + az
tiene dos raices coincidentes, ry = ry, en virtud

del teorema de Vietta serd a; = 2ry, 4y = —r%.
Por esto, nuestra ecuacién sv escribe asi:
= 2r1! — r}.

Entonces la telucién de recurrencia ticno la

siguiente forma:
fin+2)=2rif (n - 1) —rif (n). (28)
Comprobemos que [z (n}= ™" es electiva-
mente solucién do ésta. Tenemos que fy (n = 2) =
=+ yhit+t)=@n+1) ril. Sus-
tituyendo estos valores ¢n la relacién (28), so
obtiene la identidad evidente

(2 =2 p 0y AT e

Esto significa que nri™" es la solucién de nuestra
relacidn.

Ahora yu conocemos dos soluciones, fy (n) =
=" y f(n)=nr}"", do nuesira relacién.
Su solucién general se escribo como sigue:

fim=cy}t 4 Canri~ 1 =27~ (C1+ Can).

Ahora ya se puedeén satisfacer, escogiendo £, y
Cz, las condiciones iniciales cualesquiern.

Las relaciones de recurrencia lineales con coefi-
cientes constantes de orden mayor que dos se
resuelven de la misma manera. Supongamos que
la relacién tiene la forma

firtR)=uf (e+k—1)4 ... faxf (n}h
Escribamos la ecuacidn caracteristica
Regurh=l | gy,

Si todas las raices ry, ..., ry de esta ecuacion
algebraica de k-ésimo grado son diferentes, la
solueién general de la relacion (29) tiene la forma

fm)y=Cot 7 - 0y~ L i

2%

Si, en cambio, es, por ejemplo, ry=ry=...
... =Trg, & esta raiz le corresponden las soluciones
A=Y f(my=arf~! fy(n)=n2ri=t ..,

oo fo ()= ne1p} =
de la relacion de recurrencia (29). En la solueion
general, a esta raiz le corresponde Ja parte
AT €4 Con 4-Cau2 4 o - Cons©1].

Eseribiendo estas expresiones para todas las raices
y suméndolas, obtenemos la solucion general de
la relacidn (28},

Resolvamos, por ojemplo, la relacién de recu-

rrencia f (n-+4) =5f (n4-3)—6f (n+-2) —Af (n--1)4

-8/ (n). La ecuacidn caracteristica tiene anui la
forma

P53 L Grt - dr—8=0.
Resolviéndola, obtencmos las raices
r=2 rg=2, ry=2, ryg=—1.
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Por consiguiente, lasolucién general de nuestra
relacién tiens la siguiente forma:
F{r)y=20"1[Cy+4Can+ Cqn¥] - Cy (— 1)L

Aplicacién de la teoria de las relaciones de
recurrencia a los problemas de la transmisién
de informacidn.

Ya hemos considerado (véase la pig. G6) el
problema sobre la cantidad de noticias dife-
rentes que se pueden trapsmitir durante un tiom-
po T, si se concce el tiempo de transmision de
sofinles aisladas. Llegamos entonces a la rela-
cidn de recurrencia

D= {T—=t)+(T—td+ ... Hf(T—ta). (30)

siendo f{0)=1 ¥y f(T)=0,98 T <0,

Congideraremos que los nameros T, &, . . ., &,
son enteros, y designaremos mediante Ay, . . .,
+ + s My lasraices de la ecuacidén caracteristica de
la relacién (30). Entonces, la solucién genoral de
la ecvacién adquicre In forma

PO =CAT+ ...+l

Sea Ay la mayor raiz de la ecuacién caracteristica,
en valor absoluto. Entonces, para grandes valo-
res de T todos los sumandos serdn despreciable-
mente pequefios on comparacién con el primero,
v ohtenemos que

HD~ef.

Esta igualdad permite apreciar aproximadamente
la cantidad do informacién que so puede trans-
mitir durante un tiompo T mediante ol sistema
dado de sefiales.

TERCERA i{ESOLUCIGN DEL
PROBLEMA DEL MAYORDOMO

Las dos resoluciones del problema del mayor-
domo, que hemos visto més acriba, conducian
a relaciones do recurrencia. Ahora deduciremos
una [érmula que da la solucién de estas relaciones,

una férmula que permite caleular directamente
el niimero de maneras de ubicar a los caballeros
enemigos alrededor de la mesa. Para esto, apli-
quemes la férmula de inclusi y excl :

Sea o, ol suceso que consiste en que el k-ézimo
par de caballeros enemistados estd sentado junio.
Calculomos a qué es igual & (o ... o), es
deeir, en cudntos casos hay sentados juntos &
pares de encmigos. El primer par se puede ubicar
a la mesa de 4n formas (escoger de 2n modos el
lugar psra uno, sentar al otro on el lugar si-
guionte en ol sentido de lasagujas del reloj, y tener
en cuenta que los caballeros pueden cambiar de
lugar). Para los demas coballeros quedarin
2n — 2 lugares, los que deben ocuparse de forma
que el segundo, tercero, ..., k-ésimo pares de
enemigos queden juntes. Unamos estos pares do
caballeros en un solo sobjetos. Estos & — 1 pures
v 1os 2n — 2k caballeros restantes se pueden intec-
cambiar entre si de (Zn — & — 1)] formas. Si
g6 toma una de estas permutaciones y se sienta
a los caballeros en orden en los lugares libres, los
k— 1 pares de enemigos escogidos guedardn
juntos. Esta condicién tampoco se violard en
el caso en gue cambiemos de lugar a alganos ene-
migos que se hallen juntos. Como estas permu-
taciones de lugar se pueden efectuar de 2k-!
maneras, obtenemos en total 412" (2n—= k — 1)I
modos de ubicaci6n. Asi, pues, .

Niey ... op) =260p (2n— k1))

Queremos hallar en cudntos casos ningn par de
onerigos quede junto, es decir, calcular ¥V (o, . . .
. +. ay). Teniendo en cuenta que & pares se pue-
den escoger de €} modos, obtencmos, en virtud
de la férmula de incl y exclusi , que

An=N (o} ... ap)={(2n}l = 2% (2n— 214
+€52%n (2n—8)1— ...
oA (— R CD 2R (I ke )l

v (=1 2ntlg)



CAPITULO VII

LA COMBINATORIA Y LAS SERIES

El método de las relaciones de recurrencia pes-
mite:resolver muchos problemas combinatorios.
Pero en toda una serie de casos estas relaciones
son muy dificiles do componer, y din mds difi-
ciles de resolver. A menndo estas dificultades
pueden ser soslayadas utilizando las funciones
generatrices. Como este concepto estd relacio-
nado con las series infinitas de potencias, ante
todo serd necesario presentar dichas serics.

DIVISION DE POLINOMIOS

El lector sabe, claro estd, como se dividen los
polinomios entre si. Si so dan dos polinomios
f{z) ¥ @(x), siempre existen los polinomios
g (z) (cociente) ¥ 7 (z) (resto) tales que f(x)=
= w4 (z) g (x} + r (z), siendo la potencia de r ()
menor que la de ¢ (), o bien r (r) = 0. Aqui
f(r) se denomina dividendo, ¥ @ (z). diviser,

51 deseamos quo la divisién se efectiie sin resto, *

habré que admitir como cociente no sélo a log
polinomios, sino también a Ias series infinitas
do potencias. Para obtener el cociente hay que
disponer los polinomios en potencias crecientes de
z y dividir ¢en dngnlos, a partir de los términos
de menor grado. Veamos, por ejemplo, la divi-
sion de 1 por t — = Tenemos:

1
Fld=x 1—z
x 14222 ...
Fxdaz?
T
Fal g a?

Esti claro que el proceso de divisién no ter-

minard nunca (igual que, por ejemplo, cuando

5 1 " 1
se transforma el nimero F enuna fraccién decimal

in[inita) . Es facil demostrar, mediante induceidn

completa, que todos los coeficientes del cociente
8—1184

son iguales a la unidad. Por esto, en calidad de
eoclente se obtleme la serio infinita
1dzdatt... fant ...

En general, si f (z) ¥ ¢ () son dos polinomios:
f@)=ag-+...+anz?, @z}=by+ ... +bpam,
siendo el término independiento &y del polinomio
@ (z) diferente de cero, & =% 0, al dividir /{z)
por ¢ (z) se obtieno la serie infinita
gt et oo Fophd .. _(ij
Por ojemplo, si se toman los polinomios f (z)=
=623 =222+ 243 y gz)=2z—z41, obtene-
mos, mediante el nuevo método do divisidn:
34z —2z% 4 02
F3xdzF 322
T 45zt bz

-+ 4z + 420 I 428
— zi - 2
+ 22+ 2t
Z8 |- zd
Fad T ad
Ixd— 76

1—x-f22
St dr-—at a0t T

El mismo cuadro se observard en todos los casos
en que sea b0 y r(z) %= 0. Sélo en el caso
en que f(x) se divida exactamente por o (z)
la serio (1) se cortard y obtendremos un polinomio.

FRACCIONES ALGEBRAICAS
Y SERIES DE POTENCIAS

Al dividir el polinomio f (z) por ¢l @ (z), hemos
obtenido una serio infinita de potoncias, Surge
la cuestién de cémo estd relacionada dicha serie

con la fraceidn algebraica é—:—g »esdecir, qué senti-
do pucde dérsele a la escriturn

f(@)
Pz

=ep-fear+ ... Feprni ... 2
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Consideremos, por ejemplo, el desarrollo

B ®

i—

Aqui no escribimos el signo de igualdad, pues
desconocemos qué sentido posee la suma del
segundo miembro, con un nimero infinito de su-
mandos. Para esclarecor esto, probemos sustituir
on ambos mismbros de la relacidn (3) distintos
valopes de x. Hegamos primeramcente == :—0
Entonces ol primer miembro de la relacién adquie-
re el valor 1-'530-, y ol segundo se transforma en la

gerio numdrica infinita
140440014 ... +0,000... 01+...

Como no sabemos sumar una cantidad infinita
do sumandos, probemos tomar primero uno,
deapués dosg, luego tres, ote, sumandos, Obtendre-
mos las siguientes sumas: 1; 1,1; 1,41;, ..
coadd1 L1 ... Estd claro que al au-

7 unidades 10

mentar n estas sumas se aproximan al valor 7=
= 4,41 ..., que adquiri6 el primer miembro

de la relacién (3) para z = i%
Lo mismo s¢ ohticna si se sustituye el nimero %

en lugar de zen ambos miembros de la igualdad (3).
El primer miembro tomari el valor 2, y el segundo
s t.ransformnm en la serie numérwa infinita 1 -+

i 7+ + + ~--.+2,‘ ... Tomando
suceslvnmanle uno, dos, trea, cuatrc, S suman-—
‘dos, obtenemos Jos nimeros 13 i L g -El 4 T M

sy 2-— Esti claro quo aI aumentar n

estos nﬁmu_ms tienden a 2.
Sin embargo, 5i se toma z= 4, el primer miem~

bro de¢ la igualdad (3) tomard el valor —-%,

obteniéndoso en el sogundo la serie 1 -4+
el ol S +4P 4+ ... Si se suman suce-

sivamente los términos de ésta, se obtienen lus
sumas 15 5; 21; 85; ... Estas sumas aumontan
indefinidamente y no tienden aul nimero — -15-
De egte modo, nos hemos encontrado con dos
casos, Para diferonciarlos, introduzeamos el
concepto general de convergencia y divergencia
de una serie numérica. Sca dada la serie mumd-
rica infinita
gz 4. . 4 aq4... (4¥
S(_: dice que ésta converge hacia el mimero b, si la
diferencia b — (a; -+ ag+. . . -+ a,) tiende a cero
al aumentar n indefinidamente. En otras pala-
‘brns, cualquiera que sea el nimero g = 0 que
indiquemos, la desviacién entre la suma o, +
4. . .4 a, ¥ baerd, a partir de cierto nimerv X,
menor que g
lo—{ay+ ... +ap){<e, si n= N
En csle caso, el nimero b se denomina suma de
la serie infinita a4 ... +an-+... ¥ 80 eseribo

b=ay+...+ag+...

Si no existe ningiin nimero & hacia ol cual con-
verja la serie dada (4), ésta se llama divergente,

La investigncion efectuade mds arriba de-
muestra que

!§9=1+u.1+0.01+...+o.ou...01+....
1 1 1
2=1+3+3‘+- sedamtee

mientras que la serie 1 -4 4416+ ... +
=+ 4" 4 ... diverge,
Un andlisis més detallado demuestra quo si

|z]<<1, la serie 1 + z~. .. 42", .. con-
1 y
verge hacia T3 ¥ 8 |z | > 1, ésta diverge.
Para demostrar esta afirmacidn, es suficiente
observar que

1424 ... fan= f—amit

1—2

¥ que cuando n—oco la expresién zntl tiende a
cero si |2|<4, ¥ a infinito 8i jz|> 1. Para
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@=-z 4 se obtienen las series numéricas diver-

sem_e’-: L D RS A R Y
Asi, pues, i | x| <1, serd
1

Tz =1+z+.. fandt... {9)

Obsérvese que la igualdad (5} es la f6rmula,
conocida del curso escolar do matemdticas, de la
suma do una progresidn geométrica infinita de-
crecienta,

Hemos aclarado, de este mado, el sentido de la
escritura

ﬁ=1+:+..‘+xﬂ+...

Esta muestra que para los valores de = que se
hallen en cierta region, precisamente, para | = | <
< 1, la serie del segundo miembro converge hacia

S0 dice que la funcién %z se desarrvlla,

1=z 1
para |z|<<1, en la seric de potencias 1 +
+zt+ ...+

Ahora wa podemos esclarecer también un

problema mis general, Supongamos que al dividir
ol palinomio f (r) por el @ {(z) s¢ obtiene la serie
infinita

ept-epE 4. FopEB .. (6}

Resulta ser quo para valores de z suficiento-
mente pequefios, la seric (6) cunverge hacia
f (@ ().

Las dimensiones de la region de convergencia
dependen de las raices del denominador, es decir,
de los ndmeros para los que éste se anula. Pre-
cisamente, si cstos nimeros son igualesa zy, .. .
<« v Zx ¥ resel menor de los niimeros |z
v ur | @ | la serie converge en la region |z | <
<< r. Por ejemplo, la funcién 1 — x se anula para
11?:0 v vi-
lido solamente para |z [ < 1. Y la funcién
! — 7z + 10 se anula para z;, = 2, x; = 5, por

z—1
22— Tz 10

z =1, por locval ¢l desarrollo do

lo que el desarrollo de converge

para |z | << 2.

Obsérveso que ninguna do las raices del deno-
minador es igual a cero, ya que supusimos que el
término independiente de éstc es diferente de
cero, por lo cual @ (D)= &, 5= 0.

En otras palabras, siempre existe una regién
| 2] < r, en la cual se cumple In igualdad

f{z)
(=)
No sblo las fracciones algebraicas pueden de-
sarrollarse en series de polencias, sino tambidn
muchas otras funciones. En el andlisis matemf-
tico se demucstm. por ejemplo, que
25

=co+c1x+...+-:n=ﬂ+... (7)

sen z=r—-—ﬁ+ P i 8y
¥

2 4
ms.z::i—-;-i-+%—. vl (9)

Para nosolros tendri interés el desarrollo

: 2, a2
er=1+rtgr+g+- (10)
De la férmula (10) se aprecia que
e_1+1+—+31-1 (11)

Tomando wna cantidad suficiente de términos
de la serie (11), se obtiene el valor de ¢ con
cualquier grado de oxactitud, Las primeras cifras
decimales de e ticnon la forma

2,718281828459045 . ..

Las series (8), (9), (10) convergen para todo
valor de .

Senalemos ademdés la siguiente afirmacién im-
portante:

Una funcidn f (x) no puede tener dos desarrolios
distintos en series de potencias.

En otras palabras, si
fiml=agt+aiz+ ... tapeni...
¥
f @) =bot byt oo bpen o,
entonces serd

ag="by, a1="0y, ..., Gn=10p, ...
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OPERACIONES CON LAS SERIES
DE POTENCIAS

Pasemos ahora a las operaciones con las series
de potencias. Supongamos que las funci f iz}
y (%) han sido desarrolladas en series de po-
lencias :

fle)=aptam+... fazznt .., (12)
¥
§z)=bytbzt... +pand ... (13)

Lntonces, tendremos que
Ha) o @) ={atar+... apznt...)+
+(bp+bz 4 .. Fbpank L)

Resulta ser que los sumandos del segundo miem-
bro de esta igualdad se pueden permutar y agrupar
lvs términos con iguales potencias de =z (esta
afirmacidn no es en absoluto tan evidente como
pareceria a primera vista: en el segundo miembro
tenemos sumas infinitas, y en éstas existe gran
cantidad de casos en que no-se pueden permutar
los sumandos). Después de esta reagrupacidn, se
obtiene

12} (&)= (ag+bo) -+ (a4-b) 2+ . ...
st (ant by x4

L sorie del segundo miembro de la igualdad (14)
se denomina suma de las series de potencias (12)
¥ (13).

Veamos ahora eémo se desarrolla en serie de
potenciag. el producto de las funciones f (z} y
1 (2). Tenemos que

1 (z) @ (@) =(ap-taw 4 ... fapzn ... )%
Xzt Fbpzt .. ).

Tiesulta que, al igual que en el caso de los poli-
nomios, las serfes del sogundo miembro de la
igualdad (15) se pueden multiplicar términs a
término (omitimes la demostracién de esto).
‘Hallemos la serie que so obtiene después de mul-

(14)

(13)

diente do esta serie es igual a ayby. Los términos
que contienen z se obtienen dos veces: al multi-
plicar ay por bz, y al multiplicar oz por by
Estos nos dan

agbsz -+ ay by = (agby -+ ayby) 2.

Anélogamente se calculan los ldrminos que con-
tienen x2: 5

ayba? + ayby2? + azboa® = (agha+ agdy + aaby) .

En general, el coeficiente de xn tiene la forma
agbn abn = o agbn o .. agby.

De esto modo,

1(2) @ (@)= by + (aoby+ asbo) x4+ ...

cook{aghn t o Fapbg) 2n4-... (16)

La seriv del segundo miembro de la igualdad

(16) sc denomina producte de las series (12) y (13).

En particular, elevando la serie (12) al cua-
drado, obtenemos

{2 () = af + 2apa,z |- (@] +2a9a,) 224
+2{agag+agazd34+... (17

Veamos ahora cémo se dividea las series de
potencias cutre si. Supongames que el término
independionte de la serie (13) es diferente de
cero. Mostremos que en este caso existe’una serie
de potencias

[Tl © S B S (18)
tal que
(Bo-Fbiz ... - bpa L) X
Hleptor-b .o Segant4 . )=
=gyt a4 .. agzhd .., (19)

Para demostrarlo, multipliqguemos las series
del primer miembro de esta igualdad. Obtenemos
asi la seris
byco -+ (byes - brcg) &+ . ..

wentbpent-.. +b;|t‘o)3“—!—...
Para que csta serie coincida con la serie (12},

tiplicar término a término. El térmiro indep

&3 io y suficiente que se cumplan las
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igualdades

byco =,

ey +byeg=ay,

botn-t ... -+bncg=an,

Estas igualdades nos dan un sistema infinito
de ecuaciones para determinar los coeficientes

€0v €1y +vey Cny +o. - Do la primera ecuacién del

sistema e obtiene que 005’£—‘: . Bustituyendo el
valor obtenido en la segunda ecuacidn, tendremos
byty

bu 1

de donde se halla que ¢;=

boey=a1—

. En gene-

(1]
ral, si ya han sido ballados los coeficientes
€0 +v.y Cpegy para la determinacidn de ¢, ten-
dremos la ccuacidn

byep = a5 — bicpy— ..

Esta ecuacién tiene resolucién, puesto que by = 0.

Hemos demostrado asi la existencia de la serie
(18), que satisface a la relacidn (19). La serie
(18) se denomina cociente de la division de las
series (12) ¥ (13). Se puede demostrar que la
primera se obtiene al desarrollar la funcidn
f @)y {z). De esta manera, las sories de potencias
se pueden sumar, multiplicar y dividir (lo dltimo
hajo la condicién de que el término independiente
del divisor sea diferente de cero), Estas opera-
ciones corresponden a las operaciones con las fun-
ciones que se desarrollan.

Obsérvese quo ahora podemos interpretar de
otra forma el significado del desarrollo

apt ...+ apan
bo+...+bmam

Esta igualdad indica que la serie ¢y + az -+
4 ...+ ez 4 ... so obticne al dividir la
serie finita de potencias aq + ... + a,2™ por
& serie finita b+ ... -+ b#™. En otras

ajbg— biag
e

— bnca.

=cotegt. .. tepzht... {20)

palabras, esta igualdad significa que

(b0t - . o 4+ bmz™) (egF 1z 1 1o F a2t )=
=ag+...-+auz? (2}
donde el producto del primer miembro de la

igualdad se determina por una férmula del tipo
(16).

APLICACION DE LAS SERIES DE
POTENCIAS A LA DEMOSTRACION
DE IDENTIDADES

Medianto las series de potencias se pueden de-
mostrar muchas identidades. Con este fin, se
toma cierta funcién y se desarrolla de dos mane-
ras en serie de potencias. Como la funcién puede
ser representada s6lo de una forma Gnica en serie
de potencias, los cocficientes de iguales paten-
cias de = deben coincidir en ambas series. Esto
conduce, precisamente, a la identidad que se
queria demostrar. Tomemos, por ejemplo, el
desarrollo que ya conocomos

=1tz Fznd. .,

1—=zx

Elevando ambos miembros de este desarrollo al
cuadrado, obtenemos

Ti—i"_zT*"+2=+W+'”
Bty

Si se sustituye agui # por —x, se obtiene que
1

(e

(22)

1 —2z4322— ..,

v (=i (n4 D aent. .. (227
Multiplicando los desarrollos (22) y¥(22"), se
deduce que

1 1
aompar =it (- D+t

+13+4+2(—2)+3-1]22+...
e [ =1 ) 2 (= )t

v (=D (a2, (28)
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Es evidente gue los coeficientes de potencias
impares de z se amulan (cada sumando figura
dos veces en estus coeficientes, con signos opues-
tos). El cooficiente de z®" es igual a

1(2n41)—2.20 43 (2n—1)— ... {204 1).

1
L i0 3
Pero la iunc:_ou T % pucde de-
sarrollar en serie de potencias también de otra
forma. Tenemos que

1 1
A—zF ULz =z

1 . .
Y el desarrollo de = se obtiene del (22),
si so sustituye en éste x por =2

1

=14-22243rd ..,

cebrb )24 (24)
Sabemos que ninguna funcién puede tener dos
desarrollos distintos en series de potencias. Por
esto, el cocficiento de 22" del desarrollo (23)
debe ser igual al cocficiente de dicho término
en el desarrollo (24). De aqui se desprende la si-
guiente identidad:
1(2n+1)—2.2n4-3{Zn—1)— ...
et (@) L =n 41

FUNCIONES GENERATRICES

Ahlora ya podemos pasar al tema principal de

este capitulor el concepto de funcién genera-
triz, Sea dada cierta sucesiéon de nimoros a,,
.« » Formemos la seriv de potencias
agtagr, .. apEtt .,
Si esta seric converge en alguna Tegidn hacia
la funeidn f(x), dicha funcién se denomina
generatriz do In sucesion numérica ap, @y, ...
.. Por ejemplo, de la férmula

ey iowoay Opy

. -

—L=1+x+ B Lk

l—=z

se desprende que la funcifn il__-x-esgeneratriz
s,

de la sucesidn de nimeros 1, 1, 1, ..
Y la férmula (22) indica que, la funcién genera-
triz de la sucesion numérica 1, 2, 3, 4, ...
s oy My ... oe5 Ja funcidn .{i_-j_x)‘f'

Nos intercsarin las funciones generafrices de
las sucesiones ay, @y, . . ., 4y, ... relacionadas
en una u otra forma con los problemas combi-
natorins, Mediante estas funciones se logra obte-
ner las propiedades mds variadas do estas suce-
siones. Ademds, estudiaremos cdémo estin liga-
das las funciones gonératrices con la resolucion
de las relaciones de recurrencia,

BINOMIO DE NEWTON

Ahora obtendremos la funcién generatriz de
la sucesién finita de omeros €7, C7, ..., CIL.

Del curso de dlgebra clemental se conoce quo
{@-|-2)2 = a? 4 2ax 4 22
¥ que
(@} 2)* = a3 L 3alx | Jaz? - 2¥,
Estas igualdades sen casos particulares de una
formula mds general, que expresa el desarrollo
de (a+ x)" Eseribamos (a-}z)" en la forma
(at+zn=(a+t-z)(atz)... (a+=).

n veces

Abramos paréntesis en el segunde miembro de
esta igualdad, escribiendo todos los factores en
el orden en que los encontremos. Por ejemplo,
(a + z)* lo escribircmos en la forma

{25)

(a+ x)=(a+42) (a+ z}=aa-t+oz fza-lzz, (26)

v (a2, en la forma

(@-+ 2P =(a+2) (a+2) (a-t2)=

= aaa-agaz 4 ara | exz -4 xac 4 _
+xar4-reat-zez.  (27)

Se puede apreciar que en la férmula (26) fi-
guran todos los arreglos con repeticién, forma-
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dos por las letras = ¥ a, tomadas de a dos, y on la
formula (27), los arreglos con repeticién de las
mismas lotras, pero tomadas de a tres. Lo mismo
tendrd lugar en el caso gemoral: después de abrir
paréntesis en la férmula (25), sz obilenen todos
los arreglos postbles con repetision de las letras
x y a, tomadas de a n.

Agrupemos alora términos semejantes. Estos
serin los que contengan igual cantidad de letras =
(con lo cual también tendrdn el mismo nimero
de letras ). Hallemos cuéntos términos habrd,
en los que figuron % letras & y, en consecuencia,
n — k letras a. Estos términos son permutaciones
con repeticién, forinadas por k letras =z y n — &
leiras a. Por csto, en virtud de la férmula (5)
del capitule 11, su niimere es ignal a

nl

Pk, n—k)=C} = TR

De agui se deduce que, despuds de agrupar tér-

minos semejantes ln expresitn zha™ ! [figurard
_ . n nl

con un coeficiente igual o Cf =m.

Hemoes domostrado, pues, que
(a2 =Ca"+Cla" "tz ..

cee A CRa™ TR L O

h (23}
Se acostumbra n demominar la igualdad (28)
formula del binomio de Newton. Si hacemos en

osta ignaldad 2=1, se obtiene
A4+ =C)+ Clz+...

e CRaR L HCRa™ (29)
Podemos apreciar gue (1 + z)* ¢ la funcién
generatriz de los nimeros €%, k= 0,1, ..., n.
Mediante ests funcién generatriz so puede de-
mostrar ¢n forma relativamente sencilla muchas
propiedades de los ndmeros €7, que fueron obte-
nidas antes mediante razonamientos bastante
rebuseados,
Demostremos  primeramente  que

crHl=cppen_,. (30}

Para esto es suficiente multiplicar ambos miem-
bros de la igualdad (28) por 14-z. Se obtiene
entonces que

(-+ayti= _
=(CR4-Chet .. R b4 - CR") (14-2).

La expresién del primer miembro de esta igual-
dad la desarrollaremos nuevamente en el bino-
mio de Newton. Stlo que habrd gue sustituir
en dicha formula » por n - 1. Por esto, ol coefi-
ciente do z® serd CP#. En ¢l segundo miembro,
en camhbio, al abrir paréntesis el térmiro que
contiene «* surge dos veces: al multiplicar Chz"
por 1 y al multiplicar C}_z"~! por z. Por esto,
el coeficiente de z* en el segundo miombra de la
ignaldad tendrd la forma €} + €%, Pero & am-
boz lados debe habér un mismo polinomio. Por
esto, los coeficientos do z* en ambos miembros
deben ser iguales. Esto demuestra, precisamente,
que CfH = C} + Chy.

En la pig. 36 hemos demostrado esta igual-
dad. Pero alli fucron necesarios razonamientos
combinatorios. Andlogamente, en la pig. 36
fue demostrado, de manera relativamento com-
pleja, gque :

M= OB CP o 4 Ch e+ OB (30

Sin ombarge, mediante la férmula (29} la
demnstracién se obtiene instantineamente: es
suficiente hocer z=1. Y si hacemo3 en esta
igualdad z= —1, se oblieno que

0=Cf — O} 403 —CP+ ... +-{—1WCh-F ...
(=1 Cn
En otras palabras, la suma de los valores de Ch

para k pares es igual a la suma de dichos valo-
res para K impares:
CB+CP+C+ .. +Chmt -
e =CRCR o - Clp 0 (32)
Ambas sumas son finitas y se interrumpen cuando
2m v 2m -+ 1 respectivamente sean mayores gua n.
Se ohtiene un resultado curioso si en la igual-
dad (29) se hace « = i, n= 4m. Un célculo sen-
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cillo demuestra que (1 + i)*= —4. Por esto,
(1 == §#™ = (—4)", Obtenemos entonces la
igualdad
(= 4)m == O |- O - C4™IR - C4mi8 -
+ O ..+ CYffism = Cf - CYmi — O —
=G+ G- .. O

Separando cn esta igualdad las partes real e
imaginaria, se obtienen las iden tidades
Cim—Cfm - Cfm— ., —Ci 1 =0, (33)
O —C™-FCi™ ...+ Cift=(—4)m, (34)
Dejamos que el lector comprusbe por si mismo
qué identidades so obtienen si se haco n=4m-+1,
dm—+2, 4m--3,

Es facil demostrar también, mediante la [un-
cién generatriz, la igualdad
CPM=CYCP+CCP -+ ... +CRCT i+ ...

<o HCRCE, (35)

{aqui se toma C3Lp=0 para s—k < 0; por csto,
en realidad & varia desde 0 hasta el menor de
los nimeros™m, n}. Para la demostracién, hay
que tomar los desarrollos
(I+an=C3+Cx+... + CRzh} ... 4-Clan

¥

(L4 O™ =CP+CPr+. .. +CPas 4., +Cgm
y multiplicar ambos miembros do estas igual-
dades, So obtiene entonces

(+2)n+m =[O L CPs e . + CRah -,
o CRam] [CP - CPiz .. 4 Ozt ... - Cia™).
Apliquemos ahora al primer miembro la f6r-

mula del binomio de Newton (para el exponente
n~+ m), y abramos paréntesis en el segundo miem-
bro. Si se comparan los cocficientes de z* en
ambos miembros, se obtiene, procisamente, la
igualdad (35). Un caso particular do ésta es la

T=CER O+ ... (e 35"
(recuérdese que Cf = C7t_y).

FORMULA FPOLINOMICA

Aplicando Ia férmula del binomio de Newton:
se pueden desarrollar también expresiones maés
complejas, como por ejemplo la (x4 yz)4. Pre-
cisamente,
ety 2)t=[(z+y)+:zli=
=+ O e+yP e+ Cila+y) a2 4

+C4 (r+u) 3 - Clet.
Desarrollemos ahora (z+y)3, (z-+4)3, (z+y)®
nuevamente segin la férmula del binomio de
Newton, Se obtiene asi

24y e =2t 4 pit o4 4Ly 4 drds - dryd +
- dy3z - dzz® - dy=d - Ba2y? + Ga¥22 -
+ Gy2z2 1 22%yz + 1 BayZz - [22ye?. (36)

Pero este mélodo es demasiado engorrose.
Aplicindolo, es dificil responder inmediata-
mente a la pregunta: jcon qué coeficiente figura
en ol desarrollo de (x4 y + 2 el término
24297 Por esto, es deseable deducir una férmula
que nod dé directamente el desarrollo de la ex-

presion
(12 + .o+ zm) (37)

No es dificil adivinar esta férmula. En la demos-
tracidn de la del binomio de Newton, vimos que
en el desarrollo de (a + =)™ el término "a™="
figuraba con cooficiente P (k, » — k). Se puede
suponer que on el desarrollo de (= - 22 +
+ ... 4 @)™ ol cocficiente do 2hizhs . . 2
serd P (ky, ka, . .., k). Ahora demostraremos
que esto es asi precisamente.

En ofecto, oseribamos (z, + 22 + ... + o)°
en forma de producto de »n factores y abramos pa-
réntesis, escribiondo todos los factores en su
orden de aparicién. Estd claro gue entonces se
obtendrdn todos los arreglos posibles con repe-
ticién, formados por las letras i, %z, . . ., Ty,
tomadas do a n. Pero algunos de estos arreglos
nos dardn términos semejantes. Asi serd, si en
el primer arreglo cada letra figura tantas veces
eomo ¢n el segundo. Por esto, para hallar el coe-
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ficiente de zlzhz . .. zltm, hay que caleular
cudntos arreglos con repeticién contienen &
veces la letra 2, ky veces la za, . . ., K, Voces la
£ Estd claro que cada uno de estos arregloa es
una pormutacién con repeticién de k, letras z,,
ky letras za, . . ., K, letras z,. Hemos denotado
mediante P (&, ks, ..., ky) el nimero do tales
pormutaciones. Do esta manera, efectivamente,
el coeficiente de z;‘!zg‘z ... zlm en el desarrollo
de la expresién (37) es P (ky, ks ..., Kp)
(donde, se sobreentiende, A + ky4- ... +
+ k= n, ya que en cada término del desarroilo
figura un elemento de cada paréntesis, siendo n
el niimero total de paréntesiz que se multiplican).

La férmula que acabamos de demostrar se
puede escribir como sigue:

L T O .

= S Pl By ooy B o,
donde la suma se generaliza a lodas las parti-
ciones posibles by k... 4k del mimero n

en nt sumandos entercs no negativos, Recufr-
dese que

(38)

_ (Bt Rt )
P (kgy oy cuuy Fyp)= S D (39
Estd claro gue si los nimeros s, ..., 5, s
obtienen de los &, . . ., &, mediante una permu-
tacién, serd P (85, ..., &,) = P (ks « . o0 Kp)e

Por esto, por ejemplo, cn el desarrollo (36) los
coeficientes de 1y y zps® son iguales. Esta ob-
servacién facilita el céleulo de los términos del
desarrollo {37). Es suficiente hallar los coeficien-
tes para las particiones n= k- ko ...
oot hy tales que B >k > .. 2k ¥
luego cambiar de lugar los exponentes de todas
las formas posibles.

Calculemos, por ejemplo, (z + ¢ - 25 Si no se
tiene en cuenta ¢l orden do los sumandos, el
nimero 5 se puede dividir en 3 sumandos de cinco
formas:

5=5+040, 5=44140, 5=3+2+40,
5=34-1414, 5=24241

Pero P(5, 0, 0)=1, P(4, 1, 0)=5, P(3, 2, 0)=10,

P{3,1, 1}=20, P(2, 2, 1)=30. Por esto,

(z+ ¥ +2)5=ab+ yB--s84-Sady . Sayd |- Stz 4-

- Dzzd - Sy iz - Syzd 1029y 2 - 10223

- 102832 - 102223 4- 103352 -4 104228 4- 203y 4

+ 20zys 4 20xys? -+ 022y2z - B028y2? - J0zytt,
La férmula (38) permite demostrar ficilmente:

algunas propiedades de los nd | P (ki kyy oo

evy k). Por ejemplo, si hacemos en esta for-

mula ¥ =fy=.,, =uxy=1, 5o obtienc que

o SYP (ko don).

(40

Aqui la suma se extiende a todas las particiones.
del mimero n en m dos enteros no noga-
tivos: n= f; -} ks -+ . .. -+ k,,, tomdndoze en
consideracidn el orden de los sumandos.

Ahora bien, si se multiplican ambos miembros.
de la igualdad (38) por = + =3 + ...+ =,
so aplica al primer miembro un desarrollo and-
logo y se abren paréntesis en el segundo, se ob-
tiene para P (ky, ..., k) la siguiente relacién
de rocurrencia:

Blky, koy ooos k) =P (ki—1, kg, oy k)
P kg, ka—1, ...y Epdt...
--.+P!I’f:. kzv sean "':n—i)- {41}

Si ahora multiplicamos ambos micmbros de los
desarrollos

m1+xt ... 4xm “mz Pihy, ks, ..

iy Ir,..)zf’z,z... x,':,"’-
¥
Tt )= P (I gy .
im)xglxiz... xg'a:n

v comparamos los coeficientes de zj'x}? ...
...z en ambos miembros, se obtiens Ia iden-
tidad P(ry, rs, ..., rm}=

= 3 Plhyk eee k) Pl b,
A=,

T 6

(52)
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Aqui en ol segundo miembro la suma se exticnde
4 lodos loz ndimeros cnteros no negativos ky,
kay ooy ey by by oL 1 tales que ky - By +

vew i By =g, Lt+b+...4+ =5 ¥
th=rmbktb=nr,... by + by = Fips
Dejamos que el lector efeckie con detalle los ra-
zonamientos correspondientes.

Se sobreentiende que las férmulas (40)—(42)
se podrian haber obtenido sin utilizar la funcién
-generatriz (38). Pero en tal caso habriamos tenido
4qne cfectuar razonamientos de cardcter geomd-
trico, andlogos a los aplicados en la pig. 86,
aunque ya no en el plano, sino en el espacio
n-di ional. La aplicacién de la funcién gene-
‘ratriz permite obtener estas identidades automi-
ticamente, efcctuando sflo transformaciones alge-
braicas soncillas.

SERIE DE NEWTON

Hemos denominado, como se hace comiinmente
@n la escueln, binomio de Newton a la férmula
del desarrollo de (a < x)". Esta denominacién
es incorrocta desde ol punto do vista de Ia his-
toria do las mateméticas. Dicha férmula era
hien conocida por los matemdticos del Asia Cen-
tral Omar Hayyam, Giyaseddin y otros. En Ia
Europa Occidental, mueho antes que Newton la
«conocia Blas Pascal. El mérito de Newton reside
en otro hecho: él logré gencralizar la férmula del
desarrolio do (x -+ a)® para el caso de cxponentes
no enteros. Precisamente, éste demostrd que s
4 es un nimero positive y I S [ << a, para fodo valor
real de o tiene lugar ln igualdad

{z-+a)*= “+aa“_’:+Ms“” 2L
Lole=t) k) o

e i a% Ry . 43)

B6lo quo ahora se obtiene no un ndmero finito

de sumandos, sino una serie infinita. En el caso

€0 que » 08 un nimero-entero, el paréntesis (n — n}
se anula. Pero este paréntesis figura en los coefi-

cientes de todos los términos, a partir del {n -+
+ Z)-ésimo, por lo eual todos estos términos del
desarrollo son iguales a cero. Por esto, para un n
natural la serie (43} se transforma on una suma
finita.

No demostraremos la formula (43) para todo
valor de e, sino que estudiaremos solamente el
casd en que o es un nimero entero negativo,
%= —n. En este caso, la férmula que debemos
demostrar adquiers la siguiente forma:

{ztarn=agn—na-n-lg -,'-—,-E'-(?-_j_z—” a2

_nlnt1){rn42) a-n=3g3 L

1-2.3

o H(— 1R Wg-n-hﬁ_}rm (44)

Esla igualdad se pucdo eseribir de otro modo
como gigue:

(1+5) " =rmax (5) +er (3)"=

—cp® (5) e (ot (2)
)

cuenta

( téngase on que

n{u-—l). ..{n+k—i))

Cg-}—k——l i

f.

Nos resultari mds  cémodo

por —¢ y demostrar, en lugar do la {44"), la
siguiente igualdad: -
(A —tyn=14-Cl-LOPIR 4 |, OHR= Uk,
(45)
Efectuaremos la demostracién mediante indue-
cidn completa con respecto a n. Para n=1,
tenemos que CFTA—l—cl=1, por lo cual la
velacidn a demostrar adquiers la forma siguiente:

%=1+:+:2+,..+ﬂ+...

sustituir %

(48)
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Pero dsta es la conocida formula do la suma de
una progresién geométrica infinita decrecionts
(recnérdese que en nuestro caso es | t ] = [ -:él -
< 1),

Supongamos ahora que ya fue demostrada la
igualdad (45) y demostremos que ésta implica
la igwaldad
(— )l - O L Op*e L,

e RCHERR L (47
Para esto, multipliquemos ambos miembros de
Ta igualdad (47)a demostrarpor 1 — . Si después
de esto obtenemos una igualdad correcta, la (47)
tombién tendrd lugar. Pero después de multi-
plicar por 1 — ¢, se ohtiene
{A— g n= |14 O 4 OB+ -,
vt O oty d—).

Abramos paréntesis en el sogundo miembro y re-
duzcamos los términos somejantes, Los sumandos
quo contiencn ¢* aparecen dos veces: cuando se
multiplica a €f7™"%* por 1 y cuando se multiplica
a C;i'f'_’ t#=1 por —¢. Por esto, el coeficiente de
" ¢n el segnndo miembro es igual a

L h R
c?tf+k—f-'§:.'.| I=CL"”‘ {

(véaso la formula (11) de la pig. 36).

Pero, por la hipét de la induccién, ol coe-
ficiente do * en el desarrollo do (1 — =" o5
precisamente igual a C}f"’h_'. Como después de
multiplicar por { — ¢ hemos obtenido una jgual-
dad correcta, la igualdad (45) a demostrar tam-
bién lo es.

8i el lector no quiere ir desde una igualdad a
demostrar hasta otra ya conocida, sino que pre-
fiere ¢l camino contrario, debe multiplicar ambos
miembros de la igualdad (45) por los términos
correspondientes de la relacién (46). Se obtiene
entonces que
~—gyn-i=

={1 OO Oty |y
XAt hthg L)

Ahora hay que abrir paréntesis y aplicar la
identidad

CE-1+CI+CpH 4 Ot 1=ppth

(véase la pig. 37). Como resultado, se llega
a la relacién (47) que se queria demostrar).

De esta manera, la ignaldad (45) queda demos-
trada., Recaljuemos una vez mds que ésta es
vilida solamente para | ¢ | <2 1. 8i un lector dos-
cuidado prueha hacer en ambos miembros de Ia
igualdad ¢ = —1 y dedueo, a base do esto, la
férmula «notables

;Tzai_c;'+c;-+1—c;'<-3+...

e (=Rt (48)

cometerd un grave error, pucs en el seguado
miembro se halla la suma de niimeros enteros, que
nunca dard el nimero fraccionario 1/2",

En el siglo XVIII, cuando la teoria de las serics
infinitas alin no estaba estudiada al dotalle,
estos erroros eran cometidos también por mate-
miticos conocidos. Fueron necesarins decenas de
afios de investigaciones intensas para comprender
con exactilud qué es la suma de una serie infi-
nita, cuindo ésta existe y cuindo no. A propé-
sito, hay que acotar que a fines del siglo XIX el
concepto de suma de una serie infinita fue con-
siderablemente goueralizade, y existen defini-
clones en las que la férmula (48) tiene lugar.
Pero estos problemas s¢ salen del marco de nu-
pstra libro.

Comparemos el desarrollo que acabamos de de-
mostrar

(I =1—CR 4O —,

B G | Ll S
con la formula
(1= O - CH2+, ., 4-Chik 4. .. 15,

(50
Llegamos nuevamente a la conclusion de que al
generalizar el simvolo Ck para valores nogat vos

(49}
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de n, hay que hacer
cr = 1)!1 CR-}-J‘;—!
(véase la pag. 80). Para valores negatives de &
serd Cf = 0, por cuanto en los desarrollos (49)
v {50) no figuran sumandos con potencias nega-

tivas de ¢. Por las mismas razones gerd Cf= 0
para O n <k

Anilogamente, para nm—-%- deducimos que

1
gii 1-3

1+2) "= ——2—x+7.ﬂv—...
e = 1)"{“; (21' 1 zhfel..  (F2)

Las {érmulas obtenidas se pueden eseribir de
otro modo, Para esto, ohsérvese que

B...@2k—1) @K _ 1 o
EXTRACCION DE RAICES 2:4... 2k 2 (kl)z 9 *
CUADRADAS Dot to,
Hemos demostrado la férmula de Newton para e 1 1
todos los valores enteros del exponente. Pero, (14 ) —1—-2-; G‘_x—l» C
como ya indicamos, esta férmula es vilida no &
sdlo para los valores enteros del exponente, sino I I3 Sl (=1) bt ... (53)
también para los fraccionarios (o inclusive para 2t
los irracionales). Aqui no la demostraremos para .
dichos valores, limitindonos a escribic los de- Andlogamento so obtiene que
1 ! 1
sarrollos para n = TYrR=— 5. {1_5_;)3:“___1_:_ tzx {,‘fzﬁ.{. chs
1 ;
Para n = 5, la férmula de Newton adquiere la (=11 et
o G +. (B4)
forma - 28k-1
1 [——-1] Estas pxpresiones convergen en la regién |=zj<C1.
{1+312=1+ ¢+_ 5__ Con su ayuda se pueden extraer raices cuadradas
z con cualquier grado de exactitud. Por ejemplo,
3 (z=1) (
By —2 1
+3_l?__27?_f_)_xs+___ VH=VETE=5 ViF —'i{i+0 2%
1
-5[1 --o 2—g 022 +-— 0,28, ]_.
z(z—1)-(5—11) "
. % zhie. .. (B1) =5,4115. .\

Transformando esta expresidn, se obtiena:

{1+=) =1+-!-x-— 3 +2&6

2k —3)
N 1)“"1—'—-2,‘—

Sin embargo, no nos interesarin las aplicaciones
de las formulas indicadas a la extraccién de raices
cuadradas de nimeros, sino las relaciounés entre
los coeficientes binomidles que se desprenden de
los desarrollos obtenidos. Paralobtener estas rela-
ciones, elevemos ambos miembros de la igualdad
(53) al cuadrado. En virtud de la regla del pro-
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ducte de scries de polencias, so obtiene que el
coeficiente de z" en el segundo micmbro tiene
la forma

(';'—si’k (AR N ol N o n TR

En el primer mieibro de esta igualdad se obtiene
1
-3, 4
[a+a =
Pero nosotros sabemos que
1
R S B S S I g— ) -
1+x-—1 a2 — A (R
Comparando los coelicienles de las potencias z*

ev ambos miembros de la igualdad, so obtione
la identidad

cgh '_czczk 2_| 0202h &+_._+02k 221'1 (35

Razonamientos analogos, aplicados a la igual-
dad (54), nos conducen a la identidad

O e R

1-(k—1) " 2(k—2) FE=3
L Citat Csn 4 Cﬁ’i‘;’*‘ -
= u:—i}i k2

que cs vialida para k= 2,
Continuande, multipliquemos miembro a micm-
biro los desarrollos (33) y (54). Se obtiene entonces
1 4 - 1 &
1= [1—}—3 =5y Ci"’""‘ﬁ Coad—...
(—1)i1

e E.2ah-1

CRly 2 |~..‘]><

1 1
[1---ﬁ Cled 5 Chatop ...

(=%
.‘.-|‘---§n-;-~ch -‘(‘“{‘...J.

Abramos paréntesis en ol segundo miembro de
esta igualdad. Obtendremos una serie de potencias,
con la particularidad de que se deduce de la igual-
dad (57) que lodos los coeficientes do esta serie

(a excepcién del términe independients) son
iguales a cero. De aqui se obticne la identidad

gty Ao 4 %
ok -,-—Z—C;C,E’_;q——cgcgtsw...
1 :
..‘+ ctP=5ah ()

la cual es vilida para k2> 1.
Obsérvese, por ultimo, que

1
A+a(+at=(+2) %
de donde se desprende que

(1—{——12—3-2 oy Cleit .

PN Gk e SN
R ) x
Xl —z4-at—ad . (=)=
=1— 212 Ta- 1——0*:2— v

e VT

e

Abriendo paréntesis en ambos miembros de esta

igualdad y comparando los cocficientes de z* en
ambas partes, se oht,iene la identidad

1—-2—5—-0 C ainie

32~l

1 = 1 on
e :_12=2“_IC:.- (59

FUNCIONES GENERATRICES
Y RELACIONES DE RECURRENCIA

Ya hemos expresado que la teoria de las fun-
ciones generatrices estd estrechamente ligada a las
rolaciones de recurrencia, Volvamos a analizar
la division de log polinomios. Sean
f(xy=aat ezt ... +apzn
¥
pla)=bo-+bz+ ... 4 bz
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dos polinomios, con la particularidad de que
by 5= 0. Ademds, supongamos que n < m, es
f ( T}

= propio

decir, que el quebrado algebraico

{on caso conirario se puede separar de éste la

parte entera).

Sabemos que sl

(=)

¥ (z)

entonces serd

agbagr-f ... FagEn=

=(bo-byz - .. .+ bgam) (gt ezt ...
...—|—0kz\k+.-.]‘

Abramos paréntesis en el segundo miembro de

esta igualdad y comparemos los coeficientea de

iguales potencias deo z en ambos miembros.

Primeramento obtendremos m relaciones del

tipo siguiente:

=g+ oo opaPb L., (60)

bq €= g,
byey -+ byeg =ay,
f’u°:+51¢1+5z¢o=ﬂs, (B1)

bl‘.lcm-l bzt o Bpaio = mey

{8l n<m—1, consideramos que apg=...
voo=apog=0). Las demis relaciones son todas
del mismo tipo:

boemen+omerat+ o A bmer =0,
k<=0, 1, ... (62)

(puesto que en f (x) no hay términos que conten-
gan a =™, =™+, ete.). Asf, pues, los coeficientes
€y €1y « + vy By - - . A0 la serie (60) satisfacen
a la rolacién de recurrencia (62). Los coeficientes
de csta relacién dependen solamente del denomi-
nador de la fraccién. A su vez ¢l nemerador es
necesario para !a determinacién de los primeros
términos eq, €, - . de la sucesion de
recurrencia,

Reciprocamente, si so da la relacidn de recu-
rrencia (62) v se fijan los términos cp, ¢, .. .
v« vy Emety Primeramente, a partir de las f6rmu-

oy Cm-t

las (61), caleulamos los wvalores do aq, . . .
+ - @yg. Entonees, Ja funcién generatriz de la

sucesion de nimeros e, ¢, ..., &, ... ¢3 el
quebrado algebraico
f (=) =ﬂu+ﬂ|x+ -« o Byl (63)

©@) b lbizd ... b

A primera vista paveceria ser que hemos ganado
poco al sustituir la relacién de recurrencia por
la funeién generatriz. Torque de todos modos
habré que dividir el numerador por el denomi-
nador, lo que a su vez nos conducird a la misma
relacion de recurrencia (62). Pero la ventaja con-
siste en que con la fraccién (A3} se pueden efec-
tuar alg transform algebraicas, lo
cual facilita la determinacidn de los nimeros c.

DESARROLLO EN FRACCIONES
ELEMENTALES

Ahora mostraremos edmo se pueden resolver las
relaciones da recurrencia efectuando transforma-
ciones algebraicas de la funcién generatriz.
Supongamos que el denominador de la fraccién
{63) se halla desarrollado en factores de primer
grado:

o) s=by (=)™ .. (2 ctg)

Obsérvese que para esto vs necesario previa-
mente resolver la ecuacitn by - . . . < ba™ =
=0, cs decir, la ecuacién caracteristica de la.
relacién (62).

Entonces queda claro quo la fraccion (63)
fue obtenida como resultado doe reducir a comin
denominador las siguientes fracciones elemen-
tales:

_.._-1“_ Ayz Ag, r-i
f—og ' (E—ag™t’ """ (zeay)’
Apt 2 Ar, o-t
Ty Gomi T T—ay”



127

En otras palabras,

29+ ...+ apgzml Ay

Ay, rt Apy
P —a1+"'+ i

e AR, ot &
E— i

(64)

Aqui d 1 te los coeficientes
Aygy ooy Ap i Para hallarlos, hay que mul-
tiplicar ambos miembros de la igualdad (64)
por el denominador (z — )" .. . {z— ct)*, abrir
paréntesis y comparar los coeficientes de igua-
les potencias de z. Del sistema obtenido de ecua-
ciones se hallan, precisamente, los coeficientes
buscados.

A veces so logra evitar la resolucidn del sistema
de i Supongamos, por ejemplo, que
hay que desarrollar la fraccidn
2A— 2324 Bz--1

rhmbzi-l-4 7
Como
=5z 4= (a2 —1) (22— 4) =

={z—1) (z+1} (z—2) (z4-2),
este desarrollo deberd tener la forma
28— 2% -z 4-1 -
=1 = +1) e —2) (z+2)

4 B @ b
=Itrmt=stsr

Reduciendo a denominador comiin, se obtiene que
28208 4Bzt d=d (1) (e —2) (z+ )+

+ B (z—1} (x—2) (z+2) -+
+Cla—1)(z4+1)(z+2)-+D (z—1) (z+1) (z—2).
Esta igualdad debe satisfacerse para todo valor
de z. Pero para z =1 todos los sumandos del
segundo miembro de la igualdad, a excepcién
del primeyo, se anulan, y obtenemos —64 = 6.
Por esto, 4 = —1. Andlogamente, haciendo z =

4
= —1, z=2, z==—2, s¢ halla que B=— =,

0= 11_23‘ D=%. Do este modo,
P28 6z4t 4 4
T —5z81 4 =1 @D

13 9 ;
toe—g tiery
Para las fx:awionas del tipo G-f_ec]" » €l desa-

rrollo on serio se obtiene a partir do la férmula,
de Newton. Por-ejemplo,

13 13 joEY T
5= -®(i—-%) =

13 z 21
Aplicando este desarrollo a todos los guebrados.
de la igualdad (65), se obtiene que

3— 2o 4 Bz 41
f—ﬂT:ﬁ;'—;T_{%—=(f+x+x*+...+x"+...]m

+:—:+J

— (e (—grant )~
13 z z2 zn
-5 (14—? +Ea—+---+ﬁ“r‘---)+
2 z , 2% (—1)nzn
(g R ).
Agrupando los términos con iguales potencias
de =, se obtiene que el coeficiente de a» so
expresa mediante la férmula

4 n_ 183, 9(—=1)n
epm=l—a(—1) —24_2“+1'_-2n—}-

Ya sabemos que el problema sobre el desarrollo
do una fraccién algobraica en serie de potencias
es equivalento al do la resolucién de cierta rela-
cién de recurrencia con condiciones iniciales dadas.
De esta manera, mediante el desarrollo de los
quebrados én elementales y el subsiguisnte desa-
rrollo de éstos en series de potencias se puoden
resolver las relaciones lineales recurrentes con
cocficientes constantes.

De esta forma, si se dan la relacién de recu-
rrencia (62) y los valores de 5, .. ., c 4, hay
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que hallar primeramente, segin las férmulas (1),
los valores de ay, . . ., a,_. Estos nos dan los
coeficientes del polinomio que se halla en cl
numerador de la fraceisn

)
Piz)

=coteprt ... Fopzht. .

El denominador de esta fraccién es igual a b, +
4 ... bpa™,
La [raccién hallada ”("2)
<n fracciones elementales, luego do lo cual cada
una de ellas se desarrolla en sorie de potencias
segin la formuls de Newton. El coeficiente de ="
¢n Ja serie obtenida nos da, precisamente, el valor
de Ehe

Hesolvamos, por ejemplo, la relacién de recu-
rrencia

debe descomponerse

Cpsa— g+ Oey =0 (66)

<con las condiciones iniciales ep=1, = —2.
Aqui serd byp=1, &= —5, by=0. De la [érmula
{61) so obliene que ap=boco=1, ay=">byey+ byjcp=
= —17. Por esto, el numerador de la fraccidn

S
e

es igual a 1 — 7. El denominador de esta frac-
cidn se obtiene de inmediato do la relacion (80).
Eslo tiene la forma =¥ — 5z 4+ 6. Por lo tanto,
para hallar ln solucién debemos desarrollar en
sorie de potoncias la fraceidn

=cot e+ ... Fegzhf .

1—1z
a2—Hz-F06
Poro 2% —5x4-06=(z—2) (z—3), por lo ecual
1—T7z 1—Tz A " B
T q b B E—3) =2 Fz=3"

Tliminando denominadores, obtenemos
1Tr=A(z—3)+ B (z~2).

Haciendo z=2, se halla que B = — 20, y liacien-
‘o x=2, se encuentra que A=13. Por consi-

guiente,
1—Tz 13 20

= =

xauﬁx—i—ﬁ_ —2 =3
SRS
(“’ T 2"' . )""

13 20

13 1 20
oR zru-l + 3n+1 b

1
a== T mtE e

SOBRE UNA RELACION UNICA NO
LINEAL DE RECURRENCIA

Al resolver el problema sobre la particidn
de una sucesién, obtuvimos la relacién de recu-
Trencia

Tp=Tolp 1+ TiTn-24 ... +Tn Ty, (67

donde Ty == 1 (véase la pig. 100). Esta relacién
fue resuelta de un modo muy artificiose: redu-
jimos este problema al problema de la cola (véaso
la pig. 56), el cual ya sabfamos resolver. Pero
la propin resolucién del problema do la cola era
bastante engorrosa.

Ahora mostraremos cémo se resuelve directa-
mente la relacién (67). Para esto, escribamos la
funcién generatriz

f()=Tg-+Tyw-Toxd4- ... 4-Tpant .. (68)

Hagamos

Firy=zf (2)=Tpr+ T2+ ... +Tpantif
(69)

¥ elevemos F (z) al cuadrado. Se obtiene enton-

ces que

F2 (@) =TEa? - (TTy 4+ TyTo) ¥4 ...

B R U AT N Y Y E Gt S
Pero, en virtud de la relacién de recurrencia
(67),

Tolnet+ ... + T qTy=Ty.
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Por consiguiente,
F2g) =T+ Tox ... + Tpa™l4 ..,

La serie obtenida no es otra cosa que F(z)—
—Tox; como Fp=1, ésta es igual a F(z)—=
Asf, pues,

Fi(z)=F (z)—z. (70)

Hemos obtenido para la funcién F(z) la
ecuacion cuadritica (70). Resolviéndola, se halla
que

P T
F(x)=l \21 dr.

Hemos escogide el signo de menos delaute
de la raiz, pues en caso contrario tendeiamos,
para x=0, #(0)=2, mieniras que del desarrollo
{09) se aprecia que F (0)= 0.

En virtud de la férmula (54), tendremos que
1
VImTe=(—42f =1 —2e— 2 Clar—

2 r
—?C.QZJ- e Cilgn+l |
Por cosiguiente,
¥ (x)=§l,—i'n—(1—z.r—.“
2
W, ...+Tjj-cg‘ﬂxn+lu. e D)
Comparando las formulas (69) y (71), se obtiene
que Ty, = — €. Esto corresponde total-
==

mente a la solucidn obtenida antes por un método
combinatorio (véase Ja pig. 100).

FUNCIONES GENEKATRICES
Y PARTICIONES DE LOS NUMEROS

En el copitulo IV resolvimos distintos proble-
mas combinatorios sobre particiones de nimexos.
Estos problemas pueden resolverse con suma
sencillez mediante las funciones generatrices.

N—=i1t4

Designemos mediante a, el nimero de maneras de
particioncs para s, ¥ eseribamos la serie

G-zt . apa ..
En muchoes casos se logra formar una expresién
algebraica f(x) tal que después de quitar parén-
lesis en esta expresidn el sumando zn se repite
exactamente a, veces. Entonees
@) =g+ @zt ... fapznt...
¥, por lo tanto, f (z) es la [uncién generatriz de
la sucesién ap, @, vuuy By oo s

Supongamos, por ejemplo, que se considera
la particién del nimero N en sumandos, cade uno
e los cuales sea igual a uno de los nimeros ny . . |
« o oy Rp. Ademdsy los sumandos no deben repetirse,
# su orden no tiene {mportancia.

Para resolver el problema, formemos la ox-
presidn

Qo) (142" .., (142, (72)

Al guitar paréntesis, so obticnen sumandos del
tipe =™, ..., 2™ donde my ...., m, som
algunos de los nimeros ny, ..., 8y Por esto
zN se cncontrard en lu suma tantas veces, de
cuanlas maneras s pueda descomponer el ni-
mero N en sumandos, de la forma requerida.

Por cjomplo, si hay que averiguar de cuintas
formas sv puede pagar 78 kopeks, tomando no
mis do una moneda de enda valor, hay que formar
la vxpresion
(A+a) (422 (1 +2%) (14 28) =

X (1-219) (1 218 (1 -4-220) (1 4-250),  (73)

abrir pavéntesis y hallar el coeficiente de =75,

Hesolvamos ahora mediante las funciones gene-
ratrices ¢l siguiente problema:

dle cudntus maneras se pueden pagar 29 kopeks
en monedas de 8 y § k.7

En este problema hay que hallar el nimero
de formas de descomponer ¢l nimero 29 en su-
mandos, iguales a 3 ¥ 5, sin que nos intercse el
orden de éstos. En olras palubras, hay que ha-
Hue'el mimero de soluciones no negativas de la
cenacion 3w+ n = 29,
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Escribamos para esto la expresién
flz)=( 423204, Fa3m4 )%
XA tadfal0f . faint L) (14)

Los exponentes de z en el primer paréntesis toman
todos los valores no negativos méltiplos de 3,
y en el segundo, todos los no negativos milti-
plos de 5. Esté clayo que despuds de quitar pa-
réntesis =V figurard con un coeficiente igual al
nimero de soluci de la ecnacién 3m -+ 5n =
= N. En particular, el coeficiente de z2% nos
dari la respuesta de nuestro probloma.

En lugar de quitar paréntesis, se puede proce-
der del siguiente modo. Apliquemos la férmula
de la progresion geométrica infinita. Entonces la
expresién (74) se escribe en la forma

4 1 1
!{¢)=1—:3 1—xf  f—ad—zbf-a8”

Dividamoz ahora el numorador por el denomi-
nador, segin la regla de divisién de polinomios

i

En este caso, la funcidn generatriz tiene la forma

fz)=(4zetated,  Lalaf )X

K(tfabfath b o, )%
K{lfamegima  Lpgmd | j=
1

)

TA=E (z—2b ... (1—xm)

Por cjemplo, en el problema sobre el cambio
de la woneda de 10 kopeks (véase la pag. 00),
hay que escribir la funcidn generatriz

1
I@O=a—ga=ma=ma=="

Multiplicando las expresiones que estin en el
denominador de la fraccién se obtiens

1
&)= —mra—s iyt

Efectuando la division, se halla que
1 —z—adtyT—ab— 10311

T rE— i 20 10— gL

i+z+ 22480840031,

D28 - 329 — 27— 28 | 28 I 2210 — 712

BB 2l — 17— g8 — g¥ | 2gl0 - 21l - 12 Ogl¥

Sk +3¢=_:f_,,-a_.zo_$ﬁq. Dpll 713 218 314

{sélo que los dispondremos no en potencias de-
crecientes, sino en potencias crecientes de x).
El comienzo do esta division es el siguiente:

{—a8 b4 28
1t padLtab LBy |

1
e i p——) I
2L 28— il
78 78 -7l gl — 218
e [ e 73

Continnando la division, se balla el coeficiente
buscado de z2°,
El problema gencral es agui el siguiente:
{flallar de cudntas maneras se puede deseamponer
el mimero N en sumandos, iguales respectiva-
mente a @, b, ..., m, sin que se tenga eén cuenta el
orden de éstos.

El cocficionte de z'® da la respuesta del problema
planteado.

Se sobreentiende que aqui es bastante com-
plicado efectuar la division por el método habi-
tual. En lugar de esto, se puede proceder de ofra
forma. Escribamos el resultado de la divisién.
en forma de una seric infinita con coeficientes
indeterminados:

1
=z _—xizT— a0 gl fll
=Ag+ dyz A+ ...+ Apzit ...
Multipliquemos ambos micmbros de la igualdad
por el denominador, Entonces, ol coeficiente de
zn en el segundo miembro sérd igual a

Ap— dpy—App b Apog— Apg— Appo+ At
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En el primer miembro, el coeficiente de zn,
nZz1, es igual a cero. Por consiguiento, para
nz1 los coeficlentes A, deben satisfacer a la
relacién de recurrencia

An=Ap_t-+dpp— Apg+ Ay o+ Ao — Apois

Las condiciones iniciales tienen la forma: A, = 0
para n =<0 y A, = 1. Utilizando estas condi-
ciones, es fécil hallar sucesivamente todos los
coeficientes 4,,.

Como ejemplo, consideremos el problema del
aspirante (véase la pag. 66). En éste habia que
hallar de cudntas maneras sc puede representar
el nimero 17 ¢n forma de suma de 4 sumandos,
que adquieren los valores 3, 4, 5, teniondo im-
portancia el orden de los sumandos. Para este
problema, hay quo tomar como funcibn gene-
ratriz (z% 4 z* + 254, puesto que al abrir parén-
tesis en la expresion f(z) = (2% + 2t + 284,
cada sumando 2 se encontrard tantas veces, de
cuantas maneras N se descomponga en suma do
4 sumandos que adquieran los valores 3, 4, 5.
Aqui se encontrarin también los términos que
se oblienen uno del otro por permutacién de los
sumandos en el exponente (por ejemplo, z%r4:5:3
y x4%288),

La operacién de abrir paréntesis ¢n la expre-
sion (23 4= 24+ 2B = 212 (1 + r 4 274 se pue-
de efectuar, por ejemplo, por el teorema poli-
némico. Pero es mds sencillo olro método. Ob-

—u?
sérvese qua 1+ z + 22 4- 11—_31- . Por esto,
f () se puede escribir en la forma
212 (1 — 2¥)4
-
Pero, en virtud de la fdrmula del binomio de
Newton, tendremos que
(=23 =1 — 423 L Gaf — 429 - 222,
¥ por la férmula de la serie do Newlon (véase
la pag. 122), serd (1 —x)=8== |44 102242025,

4:5 ... (n4-3)
it o 7 e

flx)=

=512 (] — 29 (| — )4,

Por esto,
H(z) = =12 {1 — 4234 BaB — b -}-212)
X (1 44z 41023 4 2023 - 3524 56254~ . ,,).

Multiplicando término a término estos desarro-
llos, se halla que el coeficiente de 27 es igual
a 16, En consecuencia, la particién se puede efse-
tuar de 16 mancras,

En general, si hay que hallar de cuintas maneras
se puede descomponer ¢l nimero N en k sumandos,
que adquieren los valores ny, ..., ng tonién-
dose en cuenta el orden de los sumandos, la
funcién generatriz tieno la forma

fE@)=(z"1 42", -z}, (76)
El problema se simplifica si los niimeros ny, . . .
+«« hg Jorman upa progresion aritmética. En
este case, ™, ..., x™ forman wna progresion
geométrica, lo eual permite simplificar la ex-
presién de f (z).

Hallemos, por ejemplo, de cuéntas muonoras se
pueden oblener 25 tantos, echando 7 dados.
Aqui hay que formar la funcién goneratriz

flel=(r+a?+ ... 428 (17
Por la férmula de la suma do una progresiin
geométrica, esta funcidn so puede escribir en la
gigniente forma:
27 (1— 28)7
(1—a)
Desarrollemos ahora (1—az%? segin la férmula
del binomjo de Newton, y (1 --2)-7, segiin la do
la serio de Newton. Ohtenemos entonces
J (@) =27 (1 — 728 4 2212 — 352184 35298 — 21590 .
+ 7298 — 242) (1 - T - 2802 | B4ur® |- .
+ 21024 L 402254 ).

Multiplicando estos desarrollvs, se caleula sin
dificultad el coeficiente de 2°%. Este nos dard, pre-
¢i nte, la respuesta al probl planteado.

Anillogamente se resuclven también, mediante
las funciones generatrices, los otros problemas
analizados en ol capitulo 1V,

Haz)=

=17 (1 —28)7 (1 —2)~7.

o*



RESUMEN DE LO3 RESULTADOS SOBRE
LA COMBINATORIA DE LA PARTICION

1. El niimero de formas de dividir r dislintos
objetos en r grupes diferenciables cntre i con
la particularidad de quo so admiten grupos vacios,
es ignal a P,

2, El niimero de maneras de dividir n objetos
distintos en r grupos diferenciables entre si,
siendo todos dstos no vaclos, es igual al coefi-
cionta de z™ del desarrollo de la funcifin (¢* — 1)7
en serie do potencias, multiplicado por nl Este
niimero so puede escribir en la forma

ety L e

3. 8i en el misme problema los grupos son
indistinguibles, la eantidad de maneras es rl
veces menor.

4. El niimero de modos de dividir n objetos
indistinguibles en r grupos diferenciables entre
si, en los cuales todos los grupos no son vacios,
cs igual a Ol

5. El nimero de maneras de dividir » objetos
indiferenciables en r grupos distinguibles, admi-
tiéndose grupos vacios, es igual a CRr—1.

6. El nfimero de formas de dividir n objetos
_indiferenciables en r grupos distinguibles, en
los que cada grupo contenga por lo menos g obje-
tos, es igual a CPl-Tla=1),

7. El nimero de modos de dividir n objotos
indistinguibles en r grupos diferenciables, en
los que ol niimero do olementos de cada grupo se
halle entre g y g+ s — 1, g <z < g+ 5 — 1,
es igual al coeficiente de =™ del desarrollo do

. 1—z
la funeifin (142

8. Designemos el ndmero de formas do divi-
dir n objetos indistinguibles en r grupos indi-
ferenciables, en los que no hay mingune vacio,
mediante TTF. Entonces tiene lugar la férmula de
recurreneia

M=+ e m— 4

r
) en serie de potencias.

Tiene lugar la igualdad
n=np=i4+me—r,

Para »— r << r, 2e liene gque
op = N2,

Conjuntamente con las particiones, se estudian
las ordenaciones de elementos, en los que tiene
importancia tanto el orden de los grupos como
el de los elementog on éstos, Para las ordenaciones
son vilidus las afirmaciones siguientes:

9. Si n objetos distintos estan ordenados en r
grupos diferenciables, admitiéndose grupos vacios,
el nimero de ordenaciones es igual a

rir+1) ... {r+n—1).

10. 8i n objetos distintos se ordenan en r grupos
diferenciables, siendo todos ellos no vacios, el
mimero de ordenaciones es igual a

. n! (n—1)!
Mo =TT

5i, en cambio, los grupes son indistinguibiles,
por lo cual su orden no tiene impnrlancia. el
mimoro do ordenaciones es igual a ?C‘:‘_'l'

11, Supongamos que de n elementos diferen-
tes se forman, de todas Ins maneras posibles, r gru-
pos ordenados (se pueden tomar no todos los
clementos, se admiten grupos vacivs y se ticne
en cuenta ¢l orden de los grupos). La cantidad de
talez grupos es igual a

_r{r+1)
M[n!+ii(n—!)' +a (n—2)1+"'_'

Esta expresion es el coeficiente de =™ del desarro-
llo de la funcién ¥ (1 — )" en sgerie de poten-
cias, multiplicado por nl.

12, 5i en el mismu problema se prohiben los
grupos vacios la respuesta es igual al mcflmcnla
de 2" ¢n el desarrollo de la funeibn * (1 — z)~"
en potencias de z, multiplicado por a!



PROBLEMAS DE COMBINATORTA

1.

De la ciudad 4 hasta la B cond cinco caminos,
ydela B ala £, tres. ¢Cudntos caminos que pason
por B conducen desde 4 hasta C?

9

Do dos socviedades deportivas, con 100 esgrimi-
dores cada una, hay que escoger de a un espada-
chin para participar en una competicién. gDe
cufintas formas se puede efectuar esta eleccin?

10,

¢De cuintas maneras se fuei:len escoger en el
tablero de ajedrez una casilla blanca y una negra
que no estén en una misima horizontal ai vertical?

1.

De 12 palabras de género masculino, 9 de femo-
nino y 10 de neutro hay sque escoger una de cada
género, (Do cwintos modos se puede efectuar
esta eleccion?

3.

Hay cinco tipos de sobres sin estampillas y cuatro
tipos de cstampillas de un mismo valor. §De
cudntas maneras se puede escoger un sobre con
estampilla para enviar una carta?

4

iDe cwintos modos se puede escoger una vocal
vy una consonante de la palabra scantors?

5.
Lo mismo, pero de la palabra strinecs.

6.

Se echa un dado de seis caras y se hace girar un
trompo con oche caras. :De cuiintas maneras
diferentes pueden caer éstps?

T

A la cumbre de una montafia conducen cinco
caminos. ;De cudntas maneras puede trepar un
turizta a tia montafa ¥ dnscengcr de Elfn? Lo
mismo, pero con la condicidn de que el asconso
v ¢l descenso tienen lugar por caminos diferentes.

8

En una granja hay 20 ovejas y 24 cerdos, (De
cuiintos modos se pueds esco%er una oveja y un
cordo? Si esta cleccidn ya fue electuada, ;e
cufintas maneras se la puede efectmar nueva-
mente?

9.

¢De cudintas formas ¢e pueden indicar en e] tablero
de ajedrez dos casillas, una blanca y una negra?
¢Y 8l no hay limitaciones en lo que respecta al
color de las casillas escogidas?

12,

Hay 6 pares de guantes de distintas medidas,
iDe cuintas mancras seé pueden escoger entre
ellos un guante de la mano izquierda ¥y otro de
Ia derecha, de forma que estos guantes sean de
distintas medidas?

13,

De ontre 3 ejemplares de un texto de algebra,
7 de uno de geometria y 7 do uno de trigonometria
hay que escoger un ejemplar de cada texto. JCudn-
tos modos existen de efectuarlo?

14,

En una libreria hay 6 cijsmplares de la novela
de 1. 8. Turgénev ¢Rudin», 3 de la novela del
mismo autor «Nido de Hidalgoss y 4 de la novela
«Padres e Hijoss, Ademds, hay 5 tomos que
contienen las novelas ¢Rudine y sNido de Hidal-
gos» v 7 que contienen las novelas «Nido de Hidal-
gosy y «Padres ¢ Hijoss., ¢De cudntos modos se
puede efectuar una compra que contenga un
cjemplar de cada una de estas novelas?

15.

El mismo probl pero si, ademds, en la libre-
ria hay tres tomos en los que se incluyen ¢Rudine
¥ #Padres e Hijoss.

16.

En una canasta hay 12 manzanas y 10 naranjas.
Ivin toma de ésla wna manzana o una naranja,
luego de Io cual Nadia escoge una manzana y una
paranja. ;En qué caso Nadia tendri mayor
libertad de eleccion: cuando Ivin toma una
manzana, o cuande éste toma una naranja?

17.

Hay tres trompos con 6, 8 y 10 caras Tespectiva-
mente, (De cudntas maneras diferentes pueden
caor ¢stos? El mismo problema, si ge conoce que



PROBLEMAS DE COMBINATORIA

1.

Do li cindad A hasta la B conducen cinco caminos,
ydela B ala C, tres. ¢Cudntos caminos que pasen
por B conducen desde A4 hasta £?

2

Da dos sociedades deportivas, con 100 esgrimi-
dores cada una, hay que escoger de a un espada-
chin para participar en wna competicién. ¢De
cudntas formas se puede efeciuar esta eleccion?

3.

Hay cinco tipos de sobres sin estampillas y cuatro
tipos de estampillas do un mismo valor. ¢(De
cudntas mancras se puede escoger un sobre con
estampilla para enviar una carta?

4

tDe cudntos modos se puede escoger una voeal
y una consonante de la palabra scantors?

3.

Lo mismo, pero de la palabra etrineos.
B8,
Se echa un dado de seis caras v se hace girar un
trompo con ocho caras, (Do cudntas maneras
diferentes pueden caer éstos?

7.

A la cumbre de una montafia conducen cinco
caminos. iDe cuéntas maneras puede trepar un
turista a la montaia y descender de ella? Lo
mismo, pero con la condicidn de que el ascenso
v el descenso tienen lugar por caminos diferentes.

8.

En una granja hay 20 ovejas y 24 cerdos. (De
cuintos modos se puede escoger una oveja y un
cerdo? Si esta eleccién ya fue efectuada, ido
cudntas mancras se la puede efcctuar nueva-
mente?

9.

:De cuiintas formas se pueden indicar on ¢l tablero
ée ajedrez dos casillas, una blanca y una negra?
+Y si no hay limitaciones en lo que respecta al
color do las casillas escogidas?

10.

;De cudntaz maneras se _fueden- escoger en el
tablero de ajedrez una casilla blanca y una negra
que no cstén en una misma horizontal ni vertical?

1.

De 12 palabras de género masculino, 9 de feme-
nine y 10 de neutro hay que escoger una de cada
género, ¢(De cnintos modos se puede efectuar
vsta eleccidn?

12.

Hay 6 pares de guantes de distintas medidas.
¢De cuintas maneras se pueden escoger entre
ellos un guante do la mano izquierda y otro de
la derecha, de [orma que estos guantes sean de
distintas medidas?

13,
De entre 3 ejemplares de un texto de Algebra,
7 de uno de geometria y 7 de uno de trigonowetria

hay que cscoger un ejemplar de cada texto. ¢Cuin-
tos modos existen de efectuarlo?

14.

En una libreria hay 6 ejemplares de la novela
de 1. S. Turgénev sHudins, 3 de la novela del
mismo autor ¢Nido de Hida[goso y 4 de la novela
¢Padres o Hijoss. Ademds, hay 5 tomos que
contienen las novelas «Rudins y «Nido do Hidal-
goss ¥ 7 que contienen las novelas «Nido de Hidal-
guse y «ladres e Hijoss. ¢De cudntos modos se
puede efectuar una compra que contenga un
ejemplar de cada una de estas novelas?

15.

El mismo problema pero si, ademés, en la libre-
ria hay lres tomos en log que se incluyen ¢lludins
v «Padres e Hijoss.

16.

En una canasta hay 12 manzanas y 10 naranjas,
Ivin toma de ésta una manzana o Una naranja,
luego de lo cual Nadia escoge una manzana y una
naranja. iEn gué caso Nadia tendrd mayor
lihertad deo eleccién: cuando Ivin toma una
manzana, o cuando dste toma una naranja?

17.
Hay tres trompos con 6, 8 y 10 caras respectiva-
mente. ¢De cuintas maneras diferentes pueden

caer déstos? EI mi prob , si se que
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por lo menos dos trompos cayeron sobre el lado
marcado con la cifra 1.

18,

¢ De cudntos modos se ger tres pinturas
ﬁuferenl.es de las cinco en cxistencia?

18.

4De cudintas fermas se puede comfeccionar una
bandera de franjas de tres colores, si se ticne
tela de 5 colores distintos? El mismo problema,
si una de las franjas debe ser roja.

20.

dCudéintos diceionarios hay que editar para que
se puedan efectuar directamente traducciones
enireé cualquiera de los cinco idiomas: espafiol,
ruso, inglés, francés, alemdn?

21,

¢Cuéntos diccionarios habrd que agregar si el
nimero de idiomas diferentes ¢s igual a 10?

23,

¢De cuintas maneras se puede escoger, de una
baraja completa, una carta de cada palo'? Lo
mismo, pero con la condicién de que entre las
cartns escogidas no haya ningin par igual, es
decir, dos reyes, dos diez, etc.

23,

ﬁDu cwintos modos se puedo escoger de una
araja completa {quo conterga 52 cartas) uma
earta de cada palo do forma gque las de palos
rojos y las de pales nogros formen parejas (por
sjemplo, los nueves de picas y de trsholcs y las
valets de cuadrados y gc corazones)?

24,

Los ingleses suelen dar varios nombres a sus
hijos. sDocufintas formas se puede dar un nombre
al niiio, si el nimero general de nombres es igual
a 300, ¥ le dan no mds de tres nombres?

a5,

Varias personas se sientan a una mesa redonda.
Consideraremos que dos formas de sentarse coin-
ciden, si cada persona tiene los mismos vecinos
en ambos casos. ¢De cudntos modos diferentes

' He toma unn barnja de 52 cartas (N, del T.).

se puede sentar a cuatro personas? ;Y a siete?
4En cuintos casos dos personas dadas de entre

siete serdm  vecinos? ;En cudntos casos una

gs:imr%a dada (de ontre sicte) tendrd dos vecinos
ados

26.

Cinco tres I juegan a la
pelota. ¢De cudntas fermas pueden dividirse en
dos equipos de 4 personas cada uno, si en cada
equipo debe haber por lo menos un muchacho?

haeh

27,

IHay que enviar § cartas urgentes. iDe cudntas
maneras puedo efectuarse esto, si para transmitir
las cartas se pueden enviar tres agentes, v ca-
dﬁ garta se puede entregar a cualquiera de
ellosy

28.

Una persona tiene 7 libros de matemaiticas,
y otra, 9. iDe cudintos modos pueden cambiar
un libro de une por une del otro?

29,
El mismo problema, pero se intercambian dos
libros de uno por dos del otro.

30,

En una reunién deben intervenir 5 personas:
A, B, C, D y E. ;De cufintas maneras s¢ pueden
distribuir en la lista de oradores, con la condi-
cién de que B no debe intervenir antes que A?

31.

El mismo problema, pero con la condicién de que
A deba intervenir inmediatamente antes que B,

32,

iDe cuantas formas se puede sentar alrededor
&e una mesa redonda a 5 hombres v 5 mujeres
de modo que no haya juntas dos personas de un
mismo sexo?

a3.

El mismo problema, perc se sientan no alrededor.
do una mesa redonda, sino en una calesita, y las
formas que se transforman una en la otra al
girar la calesita se consideran coincidentes.
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4.

Die upa baraja que contiene 52 cartas se han
extraido 10. ¢En cufintos casos entre ellas habrd
por lo menos un as? ;En cudntos habrd exacta-
mente un as? ¢En cudantos habrd no menos do dos
ases? §Y exactamente dos ases?

35.

En una estacién del ferrocarril hay m semiforos.
;Cufintas sefiales diferentes se pueden dar, si
cuda uno de ellos tiene tres estados: rojo, amarillo
y verde?

36,

En cierto Estado no habia dos habitantes con
ignal cantidad de dientes. ;Cudl puede ser la
poblacién méxima en este Estado (el mayor
nimero de dientes es igual a 327

7.

En ol coupé de un vagén del ferrocarril hay dos
divanes opuestos, de 5 lugares cada unc. De 10
pasajoros, cuatro desean sentarse cara a la loco-
motora, ¥ tres, de espaldaz a ella; a los tres
restantes les es indiferonte ¢émo sentarse. (De
cuantas maneras se pueden uhicar los pasajeros?

38.

En un Comitd Sindical se han escogide 9 personas.
De entre ellas hay que elegir a resiSnn!e. al
vicopresidente, al secretario y al erganizador
enltural. ¢De cuintos modos se puede ofectuar
osto?

39,

De entre los integrantes de una conferencia, en la
gue toman parte 52 personas, hay que escoger
una delegactn formada por 5§ porsouas. iDe
cufintas formas puede hacerse?

40,

Los nimeros de aulomdvil estin formados por
una, dos o tres letras ¥ cuatro cifras. MHallar la
cantidad total de estos nimeros, st sc utilizan
laz 32 letras del alfabeto ruso.

4,

La mamd tiene 2 manzanas y 3 peras, Cada
din, durante cinco dias seguidos, da al hijo una
fruta. ;De cudnlas maneras puede efectvarse esto?

42.
Resolver un problema anilogo, pero con m man-
TANAS ¥ N POras.

43.

Resolver un problema andlogo, en el caso en ¢que
haya 2 manzanas, 3 peras y 4 naranjas.

44,

El padro tiene 5naranjas distintas dos a dos, las
que entrega a sus ocho hijos de forma que cada
uno obtiene o una naranja o nada. ¢De cudntos
modos puede hacerlo?

45.
Un problema andlogo, pero si ol nimero de
naranjas que obtiene cada hijo es ilimitado.

46.

tCudntas Palabrus diferentes se puedsn obtener
mutando las leyas de la ]pulnbra ematematican?
1Y de la palabra eparibolas? ;Y de la palabra
wingrodients'?

47.

En un club deportive, con 30 miembros, hay
que formar un equipo de 4 personas, para partici-
par en una carrera de 1000 m. ¢De cudntas
maneras puede hacerse? ;Y de cuintas so pucde
formar un equipo de 4 personns para partiuignr
en la carrera de relevos 100 4- 200 4 400 + 8007

48.
Il:_'Do cudintas forinas so pueden colocar las figuras

lancas (2 caballos, 2 torres, 2 alfiles, el rey
y la reina) en la primera fila del tablero de ajedrez?

49,

Hay »n abonados en una red telefénica. iDe
cudntos modos se pueden unic al mismu tiempo
tres pares?

50,

En una oficina de corrcos s¢ venden estampillas
de 10 tipos. ;De cuintas formas so pueden comprar
en ella 12 estampillas? ;Y 8 cstampillas? ¢Y 8
estampillas diforontes?

1 8¢ dp Ja forma rusa de la palabra singredientes (N.
del T.).
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51,

De un grupo formado por 7 hombres y 4 mujeres
hay 1ua escoger 6 personas de forma que entre
ellas haya no menos de 2 mujeres. ;De¢ cuintas
maneras puede efectuarse la eleccion?

52.
iCudntos mimeros distintos de cuatro cifras, q]ue

58,

{Cuintlos collares diferentes se pueden confoc-
cionar de einco cuentas iguales ¥ dos de mayor
dimensidén?

59.

En una aldea hay 2000 habituntes, Demostrar
que por lo menos dos de ellos tiemen iguales

s¢ dividan por 4, pueden formarso a partir de las  infefales’.
cifras 1, 2, 3, 4, 5, si cada cifra pnede emplearse
on Ja escritura de un nimero varias veces? 0.
Upn grupo de siete muchachos y diez chicas baila.

53.

Un tren, en el que se encueniran n pasajoros,
debe efectuar m paradas. jDe cuédntos modos
pueden distribuirse los pasajeros entre estas
paradas? El mizmo problema, si se tiene en cuenta
s6lo la cantidad de pasajeros que se bajaron
en upa parada prefijada.

54.

¢Cudntas permutaciones distintas pueden efec-
tuarse con n elomentos, en las que dos de ellos,
a y b, no cstén juntos? §Y en laz que no lo estén
tres, a, b, ¢ {en cualquier orden)? ;Y en las que
ningdin par de los elementos a, b, ¢ ¢sté junto?

55.
En un torneo de gimnasia_participan 10 personas.
Tres jueces deben numerarlos, independientemente
el uno de los otros, en un orden que rofloje sus
éxitos en el torneo, segin la opinidn de cada
juez. Se considera ganador el que haya sido
nombradoe primero por lo menos por dos jucces.
'ﬁEn qué porcentaje de los casos del torneo se
abrd” determinado un ganador?

56,

Cuatro estudiantesrinden un oxamen. ;De cuéntas
maneras se les pueden poner las calificaciones,
si sew%%ho que ninguno de ellos obluvo insufi-
cion

57.

{Cudntos collares diferentes se pueden confec-
cionar de siete cuentas de distinio tamaiio (hay
que utilizar las 7)7

* En Jos exdmenes de la URSS bay tres notas de pro-
P;qoc_lgn’: %}& ¥ 5 (vénse tamblén !a nota de la pég. 21)
. del T.).

Si en algin baile participan todos los muchachos,
jeuintas variantes existirin de la participacidn
Srz las muchachas en este haile? ;Cudntas variantes
habrd, si se tiene en cuenta sélo qué chicas
quedaron sin ser invitadas? Nesolver las mismas
cuestiones si se puede decir eon seguridad que
dos chicas determinadas serdn invitadas al baile?

61.

Una compaiifa estd formada por 3 oficiales, 6 sar-
gentos y 60 soldados rasos. iDe cudntos modos se
puede elegir entre ellos un destacamento formado
por un oficial, dos sargentos y 20 soldados rasos?
El mismo problema, pero en ol destacamento
debe figurar ¢l jele de la compaiiia y el mayor
de los sargentos.

62.
EnZuna fiesta escolur hay 12 nifias y 15 nifios.
¢De codntas maneras se pueden escogor de entre

ellos 4 pares para un baile?

63.

Iay 3 gallinas, 4 patos y 2 ganzos. ;Cudntas
agrupaciones existen para la eleccién de varias
aves, de forma que entre lus escogidas hava
tanto gallinas como patos y gansos?

84.

:De cuéntos modos se pueden dividir m 4+ n 4 p
objetos en tres grupos, de forma que en uno
baya m objetos, en otro », ¥ cen el tercerv p?

65.

En un estanie hay m <+ n libros diferentes, de los
cuales m estin encuadernados on megro, y n,
en rojo. iCnéntas permutaciones existen de estos

* En ruse hay dos iniclales (del nombre y del patros
%mi;o).Tumiz ndese para cllas 29 letras do? elfabeto
(N. del T.).
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libros, on las que los encuadernados en negro
ocupen_ los primeros m lugares? jCufintas posi-
ciones hay, en las que todos los libros encuader-
nados en negro se hallon juntos?

[iB

¢De cudntag formas se puede escoger entre 15
personas un grupo para trabajar? En el grupo
puede haber 4, 2,3, . . .. 15 personas. El mismo
problema, pero para el caso en que haya que
elegir de entre n personas.

67,
Sean py, ..., p, nhmeros primos diferentes.
iCudntos divisores tiene el wiimero

[+ [+
g=pyt...op

giendo ey, . . ., o, uimeros naturales (incluyendo
log divisores 1 y 9)? A qué ez igual su suma?

68,

iDe cudntas maneras se pueden distribuir 12 mone-
das de 50 kopeks en cingo paquetes diferentes,
si ninguno de éstos debe ser vacio?

69,

¢De cuidntas formas so pueden distribuir 20 libros
en una hiblioteca con 5 estantes, si coda estante
puede contener todos los 207

70.

iDe eudntos modos se pueden poner 5 anillos
diferentes en los dedos do una mano, omitiendo
ol pulgar?

1.
#0 personas votan por 5 mociones. ¢De cudntas
formag se pueden distribuir les votos, si cada
uno vota por una mocién y se tiene en cuonta
solamente el nimera de votos que obtuvo cada
una?

72,

Un encuadernador debe encuadernar 12 libros
diferentes en 1ojo, verde y marrén. ¢De cudntos
modos puede hacerlo, si por lo menos un libro
debe estar encuadernado en cada color?

73.

¢De cuidntas maneras se pueden formar G palabras
de 32 Jetras, si en el conjunto de estas 6 palabras
cada letra sc utiliza una vez, y sélo una vez?

e entre 17, si dos personas da

T4,

iCuémas formas existen de esco§er 12 personas
; as de estas 17
no pueden ser elegidas juntas?

5.

iCuéntos brazaletes distintos se p confec-
cionar de eineo csmeraldas igudles, seis rubics
iguales y siete zafiros iguales (en el brazalete:
chen figurar todas las 18 piedras)?

76.

iDe cudntos modos se pueden escoger, de las
mismas piedras, tres para un anillo?

77.

En una gieza de la residencia estudianti] viven
tres estudiantes. Estos tienen 4 tazas, 5 platillos.
v b cucharillas de té (todas las tazas, platillos
vy cucharillas se difercncian entre si). (Do cudntas
maneras pueden servir una mesa para tomar el
té S-.wda uno obtiene una taza, un platillo y una
cucharilla)?

5.

El marido tiene 12 conocidos, 5 mujeres y 7 Lom-
bres, y la esposa, 7 mujeres y 5 hombres. ;De
cuantas formas se puede formar un grupo de
6 hombres y 6 mujeres, de modo que 6 personus.
sean invitadas por el marido y 6 por la espusa®

79,

A _eada costado del bote hay sentadas 4 personas,
iDe cudntas maneras se puede S3COLET UN equipo
pura esto bote, si hay 31 candidatos, y ademds.
10 quieren sentarse en el costado izguiordo de
éste, 12, on el derecho, y a 9 les es igual dénde
sentarse?

80.

En una urna haly fichas con los nimeres 1, 2,
3, ..., 10. Do ella se sacan 3 fichas. ;En cudntos
casos la sema de los nimeros escritos on ellas
serd igual a 9% ;Y no menor que 9?

B1.

¢De cuintas formas se pueden escoger 6 carlas
e una baraja de 52, de mancra que entro ellas
haya de cada wno de los cuatro palos?



138

82.

Un coro esti Iormn&odpur 10 participantes. ;De
cuintos modos se pueden escoger 6 participantes
durante tres dias, de forma gue cada dia ¢l core
tonga distinta composicién?

3.

Una persona tieno § amigos y durante 20 dias
invila a su casa a 3 de ellog, de modo que el grupo
no se ropite ni una sola vez. ;e cuinias maneras
puede hacerlo?

84,

Tres hos y dos hachas escogen lugar
de trabajo. En la ciudad bay tres fibricas en las
que son necesarios obreros en los talleres de
fundicién (donde se admiten solamente hombres),
dos fibricas de tejidos (en las que se acoptan
s6lo mujeres) y dos fibricas en las que ge necesitan
hombres y mujeres. ;De cuéntas mancras s¢ pue-
den distribuir entre estas fibricas?

85.

iCudntas palabras que contengan cinco letras
cada una se pucden formar con 33 letras, si se
admiten repeticiones, pero no puede haber dog
letras vecinas gue coincidan, es deeir, si palabras
tales como el?uma» o «percor no se admiten?

&6,
Para los premios do una olimpiada matemaitica
s0 prepararon 3 ejemplares de un libro, 2 do otro
y 1 de un tercero. ¢De cufintos modos se pueden
cntregar los premios, si en la olimpiada partici-
aron 20 personas y a madie sa le otorgan. dos
ibros de golpe? El mismo problema, pero consi-
derando que a nadie se le otorgan dos ejemplares
de un mismo libro, pero so le pueden entregar
dos o tres libhros diferentes.

87.

Se toma un domind desde ol JO, 0) hasta el (n, rR
Mostrar gue ¢l nimero de dominds con suma de
tantog p— r es igual al ndmere de éstos con
suma de puntos n =4 r, ¥y que dicho niimero es

igual a -2— (24 — 2r -+ 3). Hallar el nimero total
do todos los dominds.

88. iDe cudntas formas se pueden sentar alrededor
de una mesa redonda 7 hombres y 7 mujeres,
de manera gque no hava 2 mujeres juntas?

89,

;De cuintos modos se puedon escoger de entre
18 caballos seis para enganchar, de forma que
figuren tres caballos del sexteto ABCA'E'C’, pero
que no haya ningin par 44°, BB', CC'?

a0,

¢De cuintas maneras se pueden formar palubras
a partic de 9 consonantes y 7 vocales, en las
que figuren 4 consonantes distintas y 3 vocales

diferentes? ¢En cuantas de estas palabras no
habri dos consonantes juntas?

91,

Fn una seccién de un instituto de investigacién
cientifica trabajan varias personas, y cada una
de ellus conoce por lo menos una lengua extranjera.
Seis saben inglés; seis, aleman; siote, francés.
Cuatro saben inglés y aleméan; tres, alemén
Y francés; dos, francés e inglés. Una persona sabe
os tres idiomas. {Cudntas personas trabajan en la
seceién? ¢Cudntas de ellas saben solaruente inglés?
&Y solamonte francds?

2.

A un paseo a lus afucras de la ciudad fueron 92
personas. 47 de ellas levaron sandwiches de
fiambre; 38, de queso; 42, de jamén; 28, de
queso y fiambre; 31, de fiambre y jamoén; 26,
de queso y jamén. 25 personas llevaron los tres
tipos de sandwiches, y varias llevaron empanadas
en lugar do sandwiches, ;Cudntas personas lieva-
ron empanadas?

a3,

Un grupo formado por 10 purejas de casados
s¢ divide en 5 grupos de a 4 personas para un
aseo en bote. ¢De cudntas formas se las puede
ﬁivldir, de manera que ca cada hote hayn dos
hombres y dos mujeres?

——reeeee
94,

{En cuantos casos un hombre dado quedard en ol
mismo bote gue su esposa?
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95.
$En cuintos cagos dos hombres dados guedarin
on un solo bote junto con sus mujeres?

06.

{Cuiintos nimeros distintos de cuatro cifras se
puederi formar a partir de Jas cifras 0, 1, 2, 3, 4,
5, B, si cada una de ellas puede repetirse varias
veces

Wi

Hallar la cantidad de nimeros de seis cifras,
tales que la suma del namero formado por las
1res primeras cifras, de éstas seis, y del formado
por las tres dltimas, sea menor que 1000,

a8.

iDs cudntos modos se pueden disponer 12 fichas
blancas g 12 negras en las casillas negras de un
tablero de ajedrez?

9.

iDe cudntas formas sc pueden permutar las
- Jetras de la palabra «olivars, de mancra que las
vocales vayan en orden alfabético?

100.
¢De cudntas formas se pueden germ\ltnr las

letras do la palabra eMaracands, de modo que
1as cuatro eas no vayan juntas?

101.

;De cudntas maneras se pueden permutar las
etras de la palabra sengorron, de ferma que la
lotra ¢go vaya inmedintamente después de una eos?

102.

iDe cuéintas maneras se pueden permutar las
letras de la palabra scloroformos, de modo que
no haya dos «o» juntas?

103.

iDu cudntas formas se pueden permutar las
etrag de la palabra scerdmicas, de manera que
ne haya dos vocales juntas?

104,
ch cuintas formas se pueden permutar Jas letras

o la palabra «Carelias, de modo que no cambie el
orden de las vocnles?

105,

:De cuintas formas se pueden permutar -las
letras de la palabra eparallelisms', do modo que
no cambie el orden de las vocales?

106.

De cudntas maneras se pueden permutar las
etrag de la Tahhm spastors, de forma que entre
las dos vocales hayd dos consonantes?

107. ;

Do cuantas maneras se pueden permutar las
etras de la palabra elogarifms?®, de modo que ol
segundo, cuarto y sexto lugares estén ocupados
por consonantes?

108.

¢Do cudntas maneras se pueden escoger de la
palabra elogarifm» dos consonantes y una voeal?
El mismo problema, pero si entre las letras esco-
gidas debe hallarse la «fs,

104,

éDe cuiintos modos se pueden permutar las letras
¢ la pulabra scoloson, de forma que las tres

&0# no estén juntas? =

110.
El mismo problema, pero se prohibe gue haya
dos ¢o» juntas.

141,

:De cuintos modos diferentes se pueden escoger
eiras de la [rase «Oko za oko, zub za zubs¥
El orden de las letras no se tiene en cuenta.

112,

;De cuintas maneras se pueden escoger lees
elras de esta [rase?

113.

iDe cuénlas formas se pueden escoger tres lelras
de esta [rase, si so tiene en cuenta el orden de las
letras escogidas?

* Se da la forma rusa de la palabra aporalelismaos (N.

de Ia Ed.)}.
3 Lo mismo con la palabra slogaritmos,
? OJo por olo, diento por diente.
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114.
De cudntas maneras se pusden permutar las
etras de la palabra slecturas, de modo que tanto

las vocales como las consonantes estén en orden
alfabético?

115.

508 cudntas formas se pueden permutar las letras
e la palabra «espiraless, de modo que se alternen

las vocales y las consonantes? Lo mismo, pero

para la palabra esamovars.

116,

1gDB cudntas maneras se pueden permutar las
etraz de la palabra #Abacine, =i las consonantes
dobon estar en orden alfabético? Lo mismo, pero
con la condicién complementaria de que no haya
dos «as juntas.

117,

SDE cudntos modos so pueden permutar las letras
o la palabra tic-tace, si dos letras iguales no
pueden ir una a continuacién de la otra? Lo
misma, pero para la palabra stam-tams.

118.

¢De cudntas formas se pueden escoger 4 letrus
de la palabra stam-tams, si no se considera el
orden de las letras olegidas? (Cudntos niimeros
de cuatro cifras se pueden escribir a partir de
las cifras del nimero 132 1327

119,

¢Cuiintos nimeros enteros no negativos, menores

ue un millén, contienen a todas las cifras 1, 2,
, 47 §Cudntos estdn formados solamente por
estas cifras?

120,

Hallar la sume de los ndmeros do cuatro cifras
que se obtiencn al permutar de todas las formas
posibles las cifras 1, 2, 3, 4.

12t.

Lo mismo para las eifras 1, 2, 2, 5.

122.

Lo mismo para las cifras 1, 3, 3, 3.

123.
Lo mismo para las cifras 1, 1, 4, 4.

124.

Lo mismo para todos los nimeros de cinco cifras
quo so pueden obtener permutando las cifras 0, 1,
2, 3, 4. La cifra 0 no debe hallarse en el primner
lugar.

125,
{Cuéntos nimeros menores que wn millén se
pueden escribir mediante las cifras 8 y 9.
126.

Lo mismo, pero mediante

127.

Lo mismo, pero mediante las cifras 9, 8, 0 (nose
admilen escrituras gue comicncen conm cecn).

las cifrazs 9, 8, 7.

128,
Hallar la suma de todos los nimeros de tres
cifras que pueden escribirse mediante las cifras

129,

Hallar la suma de todos los nimeros posibles de
cinco cifrag %uo se_pueden escribir mediante las
cifras 1y 2, 3, 4, 5, v en los cunles cada cifra

se repile una vez, y una sola? El mismo problema,

pera pura los admeros de cinco cifras que pueden

ser escritos con lascifras 1, 2, 8, 4, 5, 6, 7, 8,9

130,

(Cudntos nimeros imf)ares pueden formarse a par-
tir do las cifras del nimero 3694 (cada cifra
puede ser utilizada no mis de una vez)? ;Y
nimeros pares?

131.
¢Cuintos niimeros de seis cifras existen, para los
cuales tres cifras son pares y tres, impares?

132.

El mismo problema, si se admiten también
nimeros e seis cifrass que comiencen a partir
de cero.

133.

iCudntos nimeros de seis cifras existen, en los
cuales la suma de las cifras es par (so supone
que la primera es diferente de cero)? El mismo
problema, gi se¢ toman todos los nimeros del
1 al 099 999,
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134.

¢Cufintos niimeros de diez cifras existen, en los
cuales la suma de éstas es ignal a tres (se supone
que la primera es diferente do cero)? El mismo

problema, pero se toman todos los némeros del
1 al 9 999 999 999,

135.

i}_Cu:’utms nameros de nueve cifras existen, para
0s cuales todas las cifras son diferentes?
———

136.
¢Cudnios ndmeros cnteros existen del 0 al 999,
que no sge dividan ni por 5 ni por 77

137,

¢Cuiintos niimercs enteros existen del 0 al 999,
que no se dividan por 2, ni por 3, pi por 5, ni por 72

138,

ZEn endntos nomeros del ¢ al 999 figura Ia cifra 97
JEn cudntos ésta figura dos veces? (En cuintos
figura la_ eifra 02 :En cuintos ésta figura dos
veees? ¢(En eufintos figuran las cifras 0 y 97
&Y las cifvas 8 y 97 ;Cwdntos niimeros hay del
O al 999 99% en los que no figuren dos cifras
ignales juntas?

139.
;Cudntus nimeros de cuatro eiflras se pueden
farmar a partie de las cifras del nlimero 123 1532
140,

l(_Cm’mtos nameros de cinco cifras so pueden
ormar a partic de las cilras del niimero 12 335 2337

141,

iCudntos nimeros de seis cifras se pueden escribir
o partir de las cifras del ndmero 1 233 145 254,
de forma que no haya dos cifras iguales juntas?

143,
¢Cuintos mimeros de cinco cifras se pueden

[ormar a partivde las cifras del niimero 12312 343,
de manera que las tres cifras 3 no vayan juntas?

143,

¢De cudntos modos se puedeén permutar las
cifras del nimerp 12 341 234, de forma que no
haya dos cifras iguales juntas?

144.
El mismo problema para ol nimero 12 345 254.

T

145

iDe cuintas mancras se i|;u.:ed:sn ermutar las
cifras del niimero 1 234 114 546, de forma que
no haya tres cifras ignales juntas?

1486,

¢De cudntos modos se puede hacer esto, de manera
que no haya dos cifras iguales juntas?

147,

iDe cuintas formas se pueden cscoger de los
nimeros naturales del 1 al 20 dos, de modo que
su sima sea impar?

—_———— -

148,

(De cudntas maneras se Ipuadan escoger de los
nimeros naturales del 4 al 30 tres, do forma que
su suma sea par?

149,

Desde Londres hasta Brighton conducen dos
carreteras, unidas por 10 caminos wecinales

—

Fig, 34.

gig. 34). cfl)e cufintos modos se E:uede viajar
esde Londres hasta Brighton, de forma gque ol
camine no s¢ corte a si mismo?

150,

Supongamos que, en las mismas condiciones, dos
viajerys parten desde Londres por carreteras
diferentes. jDe cudntas maneras puede tener
lugar el recorrido de forma que éstos no pasen
por ningin segmento de carrelera en un mismo
sentido?
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131,

De Londres a Cambridge conducen 3 carreteras,
que son cruzadas por 4 caminos vecinales (fig. 35).
iDe cudntag formas se puede efectuar el viaje,

— i —
L [
4 I
Fig. 35.

si no se viaja en direccién a Londres por ningin
segmento de carretera, ¥y ningin segmento cs
recorrido dos veces?

152,

Hay una cantidad ilimitada de monedas por
valor d_t‘a 10,15y 20 iL‘.r(‘:;»peks- jDe cudntag maneras
S0 p 2 14

153.

Hay que adivinar qué cinco monedas tiens en sus
manos el contrincante. Las moncdas pueden ser
por valor de 1, 2, 3, 5, 10, 15, 20, 50 kopeks
v 1 rublo. jCundntas respuestas incorrecias se
pueden dar?

154.

¢Cudntos nimeros de cinco cifras hay? (En cudntos
do cllos todas las cifras son pares? (En cudntos
son todas imparesiEn ewdntos no figuran cifras
menores que 62 jEn cudntos no hay citras mayores
que 3?7 iCuéntos de ellos contienen a todas las
cifras 1, 2, 3, 4, 67 jCuintos conticnen a todas

3

lag cifras 0, 2, 4, 6, 8

155.

Los lados de cada uno de dos dados estdn marca-
dos con_los nimeros 0, 1, 3, 7, 15, 81. ;Cudntas
sumas diferentes pueden ser obtenidas al echar
estos dados?

156.

Los lados de cada uno de tres dados estin mar-
cados ¢on los nbmeros 1, 4, 13, 40, 121, 364,
iCudntas _sumas distintas se pueden obtener al
tirarlos?

157.

Se tiran seis dados, marcados con los nimeros
1, 2, 3, 4, 5, 6, ¢En cufintos casos éstos dariin
un solo tipo de puntos? ;Y dos tipos? :Y
tres? ;Y cuatro? Y cinco? §Y seis? (Todos
los ds&os ae consideran diferentes entre si.)

158.

Se echan n dados. ;Cudutos vesultados diferentes
pueden obtenerse (los que se diferencian sblo
en ¢l orden de los puntos se consideran iguales;
en :Enda dado estan marcados los nimeros f, 2, 3,
4, 5, B

159,

iDe cudntas maneras diferentes. se puede repre-
sentar el namere 4 000 000, en forma de produclo
de tres factores? Las representaciones gque so
diferencien en el orden de los factores se consi-
derardn distintas.

160,
El mismo problema, pero con la condicidn de que
el orden de los factores no se tiene en cuenla.

161,
tDe cuintas formas se pueden distribuir nueve
monedas de distinto valor en dos bolsillos?

162,
:De cuintos modos sc pueden distribuir 3 objetos
éifemutes entre tres personas, de forma que cada
uno obtenga n objetos?

-

163.

Se dan 2n elementos. Se consideran todas las
particiones posibles en paves, y las que se diferen-
cian entre si s6lo en el orden do los elemontos
dentro del par ¥ en ol orden de ubicacion do los
pares, se consideran coincidentes. jCudntas par-
ticiones distintas de este tipo existen?

164.
El mismo problema, pero’se dividen nk elementos
en n gruposlde k elementos cada uno.

165.

;Do cuiintas maneras se pueden dividir 30 obreros
en 3 brigadas de 10 personas cada una? $Y en
10 grupos de 3 personas cadn uno?
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166,

3Do cuintas formas so puede dividir una baraja
de 36 cartas en dos mitades, de modo que haya
dos ases en cada uno de los montones resultantes.

167,

¢De cudntos modos se pueden distribuir 10 libros
en § encomiendas de 2 libros cada una {el ordon
de éstas no se tlene eon cuenta)?

168.
iDe cuintas maneras se pueden distribuir 9 libros
on 4 encomicndas de 2 libros y en una de 1 libro?

169.
El mismo problema, si hay que hacer 3 enco-
miendas con 3 libros cada una.

170.

¢De cudntas formas 3 personas pueden repartir
entre si 6 manzanas iguales, f naranja, 1 ciruela,
1 limén, 1 pera, 1 membrillo y 1 datil?

171,

¢De cudntos modos se puede cfectuar oste reparto,
de forma que cada uno vbtenga 4 frutos?

172,

Las personas 4, B y € tienen 3 manzanas cada
una v, ademds, 4 tienc { pera. 1 cirvela y 1 mem-
brillo, B tiene 1 naranja, 1 limén y 1 datil,
v € tiene 1 mandavina, 1 damasco y 1 durazno.
¢De cudntas maneras pueden distribuir entre
si estas frutas, de modo que cada uno obtenga
G unidades?

173.

iDe cudntas formas se puede repartic una baraja
de 52 cartas ontre 13 jugadores, dando 4 a cada
uno? El mismo problema, pero con la condicién
& que cada uno obtenga una earta de cada palo.
El mismo problema, pero con la condicién de
que uno tiene cartas de los cuatro palos, v todos
los restantes, eartas de un mismo palo.

174.

iDe cudntas maneras so pueden oxtraer 4 carlas
e una baraja comdplcta' de forma que haya
3 palos? Y do modo que haya 2 palos?

175.

¢De cudntas maneras se puaden repartiv 52 cartas
entre cuatro jugadores, de forma que cada uno
obtenga tres cartas de tres palos y cuatro del
cuarto palo?

176.

éDe cuintas formas se pueden repartiv 18 objetos
iferentes entro 3 participantes, de modo quo

cuatro de ellos obtongan 4 ohjetos cada uno,
y el quinto, 2¢; El mismo problema, pero ahora
tres obticnen 4 objetos cada uno, y dos, 3.

177,

Se tienen 14 pares de objotos distintos. Hallar
el nimero total de elecciones que so pueden
efectuar a partir de éstos (dos cleceiones s dife-
rencian entre si por la composicién, pero no por
el orden de los objetas).

178.

¢De cudntas maneras se pueden distribuir 4 esferas
negras, 4 blancas y 4 azules en 6 paquetes dife-
rentes (algunos de ellos pueden estar vacios)¥

179. ;De cudntos modos se pucden distribuir 3
tublos y 10 monedas de 50 kopeks en 4 paquetes
distinlos?

180,

Demostrar gque la cantidad de particiones del
nimero n en varios sumandos es igual a la de
particiones del nmimero 2n en n sumandos {al
orden de éstos no se tione en cuenta).

181.

So han dispuesto » objetos en fila. ;Do cuintos
modos se pueden escoger tres do ellos, si no so
toman dos clementos vecinos?

182,

Uu _nifio_coloca en las dos primoras lineas del
tablern de ajedrez figuras blancas v negras (de
a dos caballos, dos torres, dos alfiles, la reina
v el rey de cada color). ;De cudntas maneras lo
puede efectuar?

183.
:De cuintas formas so pueden distribuir estus
lguras en todo el tablero?
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184,
Tesudlvase ¢l mismo problema si se colocan ade-
mas Llodos los peones (8 de cada color).

185,

iDe cudntas formas se pueden colocar 15 fichas
blancas y 15 negras en 24 casillas, de mancra que
en cada una hayu sélo fichas blancas o sdlo
nogras? (Asi se distribuyen las fichas en el juego
oriental llamado enardys).

186.

;Do cudntos modos se pueden distribuir 20 fichas
ﬁlnnc.ns en ¢l tablero de ajedres, de forma gque
cada disposicién se transforme en si misma al
girar ol tablero 90°?

187.

iDo cudintas maneras se pueden disponer 20 fichas
blancas en cl tablero de ajedrez, de forma que
cada disposicién sea simétrica con respecto a la
linea que divide el tablero a la mitad?

188.
Lo mismo, pero con la condicion de gue las
fichas =0 cologuen en las casillas negras.

189,

iDe cuidntas muneras se pueden distribuir 12

t('c.]ms blancas y 12 negras en las casillas negras

ue cada
centro

de un tablero de ajedrez, de forma
posicién sea simélrica con respecto a
del tablero?

160,

Lo mismo, pero en la simetria deben cambiar
los colores de las fichas.

191,

;De cudntos medos se pueden colocar 20 fichas
ﬁlnncas en las casillas del borde de un tablero
de ajedrez, de forma que cada distribucién no
varie al girar el tablero 90°F

192,

fDe cudintas maneras se puaden colocar 20 fichas
slancas en las casillas de los bordes de un tablero
de ajedrez, de forma que en los lados opuestos
del tablero las fichas se dispongan simétricamente
con respecto a la linea que divide el tablero por
la mitad?

143,
De eudntos modos se pueden distribuir on 9 hoyos
esferas blancas y 2 negrns? Una parte de los
hoyos puede estar vacia, y dstos se consideran
diferentes.

104,

%Du cuiintas formas se pueden distribuir en 9 hoyos
esferas blancas, 1 negra y 1 roja?

105,
iDe cudntas formas so pueden vepartir 27 libros

entre las personas 4, B,y €. demodo qued y B
juntas obtengan ¢l doble de libros que C?

196

A un asecensor suhioron 8 personas. jPe cudintas
maneras pueiden bajarse en cuatro pisos, de modo
que en cada piso salga por lo menos una persona?

197.

iDe eudntas formas se pueden escoger de los
nhdmeros del 1 al 100 tres, de modo que su suma
se divida por 39

198.

iDe cudintas maneras se pueden escoger de 3n
nimerss enteros sucesivos tres, tales que su
suma se divida poc 3%

1949,

Se ticmen n esferas blancas ¥ una negra, éDe
culntas formas s pueden colocar algunas de
pstas vsferas en n -+ 1 hoyos, si en cada uno cabe
no mas de una esfera?

200,

¢De cudintas maneras se pueden distribuir m -
esferas blancas ¥ n nogras, de modoe quo entre
las esferas blancas y las negras haya 2r ~-1
contactos? ¢Y 2r contactos?

201,

:De cuintas formas so pueden obtener 8 califi-
caciones no menores que 3 en distintas disciplinas,
de modo que su suma sea igual a 307

202,
Demuostrar ﬁue m -+ n objetos se pueden permu-
tar, de modo que exactamente n queden en su
im4-n)! D

T mancras {véase la pig. 47).

lugar, de
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203,

Dimostrar que r cosas diferentes se pueden distri-
bmir ontre n - p personas, de modo que » dadas
obtengan por lo mones un ohjeto, de

Sp=(nat pr—n(np—1)+CF (1 p— 2.

v (= pr
formas.

204,

Demostrar que l[a cantidad de particiones del
namero 2r + zen r 4+ z sumandos diferentes de
cero o5 la misma que Ja do descomposiciones do r
on sumandos no negativos. .

205,

Una sociedad con n miembros cscogo ontro ellos
un representante, }‘De cuintas maneras puedo
tener lugar la votacifn, si cada uno vota por una
persona (puede ser que por si mismo)? El mismo
problema, pero se tiens en cuenta sélo el nimero
de votoa que obtuvo cada candidato, y no quién
votd por él,

206,

Demostrar que el nimero de formas de dividir
2n objetos indistinguibles en tres partes indife-
rencianbles, de modo que la suma de dos cuales-

guie:‘a sea mayor que la tercera, esigual al niimero
e maneras de dividir de la misma forma 2n—3

objetos,

207.

Demostrar que un nimero impar de objetos puede
sor escogido de n objetos de 2Zn-' maneras,

208,

Demostrar que el nimero de formas con que dos
personas  pueden repartir entre si 2 objetos
de un tipo, 2n de otro ¥ 2n de un tercero, de
modo que cada uno oblenga 3n objetos, es ignal
a 3n® -+ 3n 4 1.

209,

Si so agregan 2n objetos de un cuarto lipo, el
mimers de formas de reparto, en las que cada
persona obtiene 4nr objetos, es igual a

o (2n41) (802 +-80.4-3).

10—1194

210,
Si los objetos se dividen en partes indiferencia-
bles, las respuestas serdn

F @ 30+2) y £ (1) @t +n+9)

211,
Demostrar que si se tienen m  tipos de objetos,
con 2n objetos cada tipo, el mimero de maneras
de dividirlos en dos partes iguales se expresa
mediante Ta férmula
C:E-ll—m—'i . va::;m—zn—'z 4
opemnim—in=3__

P s C;”G‘“m"‘t'"‘"‘“""'*'“ —

212,

iDe cuintas formas se pueden coloear ecinco
esferaz blancas, cinco negras y cinco rojas en
tres cajones diferontes, poniendo cinco esferas
en cada cajon?

213.

Si hay tres tiAJos de objetos, habiendo n de cada

tipo, se pueden distribmir entre tres personas

&1. B, €, de modo que cada una obtenga n objetos,
e

CHECYH — 307 m - (n41) (142) (08 -2 +4)
maneras,

214,

¢De cudntas formas se pueden sentar juntos 3
ingleses, 3 franceses y 3 turcos, de modo que
no haya tres compatriotas juntos?

215.

El mismo problema, pero con la condicién de que
no haya dos compatriotas juntos,

216,

iDo cnlﬁl}tgs maneras so pueden sentar a una mesa
redonda 3 ingleses, 3 franceses y 3 turcos, de modo
que no haya dos compatriotas juntos?

217.

¢De cufintas formas se pueden peﬁar estampillas
a suma de 40 kopeks, utilizrando estampillas
por valor de 5, 10, 15, y 20 k., situndas en una
fila? (Las disposiciones que se diferencian en el
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orden de las cstampillns se consideran distintas;
el wimero de ecstampillas es ilimitadoe.)

2(8.
:De cudntas maneras se
cn monedas por valor

219,

Do cudntos modos so pueden obtener 78 p,
utilizando 8 pesas de 1, t, 2, 5, 10, 10, 20 y 50 g?
Aqui ze considera que la utilizacion de dos pesas
distintas, aungue scan de un mismo peso, eonduce
a combinaciones diferentes.

uede cambiar un rublo
e 10, 15, 20 y 50 k.?

220,

Hay seis csieras: 3 negras, [ roja, 1 blunca y 1
azul. ¢De cuintus formas se puede formar con
cllas una fila gue contenga 4 esferas?

221,

¢De cuintas manerns se puede ropresentar ol

numero natural » en forma de suma de tres tér-

minos, cada uno de los cuales sea también un

nimero natural slas representacivnes que se dife-
oy

226,

Demostrar que el nid de partici do
125 en 4 partes, tales que ninguna de ellas
supero a 6n-|-2, es igual a

%tn—:n (1202 407 +2).

a7,

Demostrar que el nimero de particiones do
12r—+5 en 4 partes, en las que ninguna supovs
a Bn+2 y uo hay dos iguales, o3

5 (1208 43— 1).

228,

Hallar la cantidad de ternas de nimeros naturales
que formen progresion geométrica ¥ no superen
a 100,

229.
iDe cuintas maneras sc pueden disponer en [ila
i ingl 7 franceses y 10 turcos, de modo gque

rencien en ¢l orden de los su se o
rarin distintas)?

222,

{Cudntas y qué cifras seriin necesarias para escribir
todos los nimeros del 1 al 999 999 inclusive?
¢Y del 1 al 10% — 1 inclusive?

223,

¢Cuintos nimerns diferentes de diez cifras se
pucden escribir utilizando las tres cifras 1, 2, 3,
con la condicién complementaria de que la cifra
3 se utilice en cada nimero exactamonte dos
vcce&;}.’P iCudntos de los ndmeras escritos se dividen
por

224,

Diremos que dos nimeres, que figuran en un
arreglo, forman una inversién, si ¢l mayor de
ellos estd escrito antes que el menor. jCuantas
inversiones hay en todas las permutaciones de
log nidmeros 1, 2, ..., u?

225.

Demostrar que el ndmero de particiones do nen 3
partes tales ¢que mo haya dos iguales, es igual a

E[’_‘z. (ns_sn+1z_)].

cada inglés esté ontre un francés y un tureo y que
no haya ningin francés junto a un turco?

230.
Lo mizmo, pero para 5 ingleses, 7 franceses y 1
turcos.

2.

ﬁCuﬁnlas soluciones tiene el problema siguionte:
allar dos niimeros tales que su méximo comin

divisor sea igual a G, ¥ su minimo comin mil-

tiplo, a M = Ga®bPe® (a, b, ¢ y d son niimeros

primos)?

232,
Resolver el mismo probloma, pero sin las palabras
aminimoy ¥ emaximos.

233,

iCuéntas combinaciones se pueden formar do 20
etras, tomadas de’n 6, de modo que en cada una
no haya ninguna letra que figure mis de dos
veces?

234,
Hay p + g - r letras: p letras o, g letras f y r
lutras y, Estas so permutan de todas las maneras
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pogibles, de forma gue las o comiencen antés
que las B, v las f, antes que las y. ;De cuantos
modos es posible esta pormutacidn? ;

- 238,

Una linca de 30 cm se pinta en el ordon siguiente:
rojo, blanco, azul, rojo, blance, azul, ete. Se
comienza por el color rojo, y se termipa on el
azul, Cada color ocupa ecn total 10 cm, las
franjas no son menores que 2 em, siendo las
longitudes de éstas niimeros coteros, jCudnlas
maneras posibles hay de pintarla? JY si se guita
la condicién de gue todo culmina en el azul?
Demaostrar gque st ninguna [ranja es menor de
3 em, en 153 casos el ultimo serd el color azul,
en 71, el blanco, ¥y en 81, el rojo.

236.

Tengi 6 amigos, con cada uno de los cuales Lo
aimorzado 8 veces; con cada dos, 5 veces; con
cada lres, 4 veces: con cada cuatro, 3 veces;
con cada cinco, 2 veees; con todos los seis, 1 vez,
}- sin cada nno de ellos, B veces ;Cufintas veces
ie almorzado solo?

237.

Dos cxaminadores, irabajande a un tiempo,
examinan un grupo de 12 personas en dos discipli-
nag. Cada examinado responde durante 5 minutos
a cada disciplina. ;De cuantas formas puocden
distribuir los examinadores entre =i el trabajo,
de modo que a ningin escolar le togque responder
lag dos disciplinas a la vez?

238,

iDe cudnlas mancras 6 personas pueden escoger
de 6 pares de guantes uno derecho y uno izquierdo,
de modo gque ninguno obtenga un par? Lo mismo
para 9 pares y § personas.

234,

Las letras que figuran en la expresién o®fiy?
se permutan de todas las maneras posibles, en Ins
ﬂue junto a eada letra (s sn izquierda o a sn
erecha) se halle la misma letra. Demostrar
gque el nimero de estas permutaciones es igual
a . Para o?By® es tambiéu 6, Para adfiyd,
90, y para «®fiy®, 426,

240,
En una olimpiada de ajedrez participan represen-
lantes de n paises, de a 4 representantes de cada

ais. iDocudintasformas e pueden colocar en fila,
Sc moda que al lado de cado uno se halle wn repro-
sentante del mismo pais?

241,

Las casillas do un tablero de ajedvez se pintan
de 8 colorez, de modo que en cada fila horizontal
se encuentren los 8 colores, y en cada vertical
ne se encucnteen dos casillas juntas pintadas del
mismo color, ;De cuintis manerns es posible
este pintado?

242,

Hay » cosas ignales, vy otras n diferentes. (De
cudntas formas so pueden escoger n cosas de
entre ellas? ¢De cuintas se pueden ordenar todas
las 2n cosas?

243.

m franccses ¥y n ingleses estan parados en fila,
de modo gue al lado de cada wno se halla por
lo menos nno de sus compatriotas, Mostrar que
el nimero de disposiciones posibles de este tipo
es ignal a

mlal{+(CF~ 2+ 0T (G} + 0]+
R TG b B
+ET4 4 CPH (R + 35 +....1.

244,

iCudintos niimeros de seis cifras contienen exacta-
mente tres cifras diforontes?

243,

{Cuéntos nimeros de m cifras conticnen exacta-
monte k cifras distintas?

246.
Se analizan todos los k-arreglos de los nimeros
b - r, en los cuales los ndmeros pares
st hallan en los lugares con nimeros paros,
y los impares, en los quo tienen nineros impares.
éCudntos de cstos arreglos estin dispuestos on
arden creciente de los ndmeros (por ejemplo,
lienen la forma 3678)?

247,

Se dan 2n clomentos a, ay, ay, A2y o ony By, Ay,
siendo a; == a;, si =&}, ¢En cudntas permuta-
ciones de estos 2n elementos ningiin par de elemen-
tos iguales estard junto?

10+
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248,

Se dan n conjuntvs, en cada uno de los cuales
figuran g elementos iguales, siendo los elementos
de distintos conjuntes difercntes. ¢En cudntas
permutaciones de cstos ng elementos no habré
elementos iguales juntos?

249,

Hesolver el mismo problema, con la condicion
de que los elementos se disponen cn circulo.

250,

En un estante de biblioteca hay n libros. ;De
cuiintag formas sc¢ pueden escoger p de éstos,
de modo que entre dos cualesquicra de los esco-
gidns, al igual que después del p-ésimo tomado,
aya no menos de s libros?

251.

Los ndmeros que expresan la cantidad de parti-
cipantes de una olimpiada matemdtica de las
clases 5, 8, 7, 8, 9 v 10, forman una progresion
aritmética. El niimero de premios para cada
clase es igual a la razém de csta progresion,
Demostrar que el nimero de maneras de entregar
los premios no varia si se entregan todos a los
alumnos de la 10-ma clase (se supone que todos
los premios son distintos).

252,

En un papel cuadriculado se ba dibujade un
cuadrado ABCD de lado igual a 4 casillas,
después de lo cual se han trazado todos los caminos
mds cortos desde el vértico 4 al €, que pasan
por los lados de las casillas. Demostrar que
el niimero de caminos es igual a 70, pasando
35 caminog por 4 segmentos, 20 caminos por §;
18 por 4: 15 por 4; 12 por 45 10 por 4; 5 por 4;
4 por 4; 1 por 4.

Estudiar amdlogamente los cruces: 1 es pasado
36 veces; 4, 35 veces; 4, 30 veces; 4, 15 veces;
4, 5 veces; 4, 40 veces; 2, 1 vez (los puntos extre-
mos se excluyen).

253.

Cuéntos tridngulos existen, cuyos vértices sean
vértices de un hexdgono convexo dadof

254.
#Cudintos tridngulos existen, cuyas longitudes de
1os lados adquieran uno de los valores 4, 5, 6, 77

255, .

¢Cuéntos paralelepipedos rectingulos distintog se
pueden construir, para los cuales la longutud
de cada arista sea un entero del 1 al 107

256,

En el plano se han wazado 4 rectas, éntre las
cuales no hay dos paralelas ¥ no hay 3 que pasen
por un mismo punto. jCudntos tridngulos se
ohtuvieron? '

257.

En el plano se han fijado n puntog, de los cuales
p se hallan en una misma recta y, a excepeion
do éstos, no hay 3 puntos sobre una misma recta.
cCudntos tridngulos existen, cuyos vértices scan
eslos puntos?

258.

En una recta se han tomado p puntos, y en una
paralela a ella, otres g puntos. iCuintos tridngulos
existen, cuyos vértices sean estos puntos?

259.

Supongamos que, en las mismas condiciones,
en una paralela mids se han tomado r puntos,
v no hay tres que se hallen sobre una misma recta
que corte las tres paralelas. ¢Cudntos tridngulos
complementarios se obtendrin?

260,

Cada lado de un cuadrado se ha dividido en »
partes. JCuintes tridngulos se pueden construir,
cuyos vertices sean los puntos de divisién?

264,

En el plano se han trazado n lineas rectas, entre
las cuales no hay dos paralelas ni tres que se
corten en un migmo punto. jCudntos puntos de
interseccién tienonm estas rectas?

262,

En el plano se han trazado n rectas, de las suales
p pasan por ol punto 4 y ¢ por el B y, ademds,
no hay tres que pasen por un mismo punto,.
ninguna gque pasa por ambos puntos 4 ¥ -8,
y ningin. par de paralelas. iCufntos puntos de
interseccion tiencn estas rectas?
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263.

iEn cufntas partes dividen al plano n rectas,
entre las cuales no hay dos paralelss ni tres que
pasen por un mismo punto?

264,

(En cudntas partes dividen al espacio n planos,
entre los cuales no hay 4 que pasen por un mismo
punio, ni 3 que pasen por una misma recta, ni 2
paralolos?

265.

En el plano se han tomado cineo puntos. Entre
las rectas que los unen no hay paralelas, perpen-
diculares ni incident Trace por cada
punto las perpendiculares a_todas las rectas que
se pueden formar uniendo de a pares los cuatro
puntos restantes, (Cuél es ¢l namero maximo
de puntos de interseccién do estas perpendiculares
entre sj, si no se comsideran los cinco puntos
dados?

206,

¢De cuintas maneras se pueden formar tridngulos,
cuyos lados sean enteros mayores que n y que
no superen 2n? ;Cudntos de ellos son isbsceles,
¥ cudnios equilateros?

267,

Demostrar que el nimero de tridngules de lados
enteros, cnya longitud no supere 2n, es igual

a %u {n41)(4n4-5). Si se excluyen los isbsce-

les, este ndamero seri igual a «é— n (n—1){dn — ).

268,

Demostrar que el namere de l:i:‘mgulns cuya
longitud de los lados' no supere a 2n — 1, es

igual a % n{n -+ 1){(dn— 1}, y despuéa de excluir

a los isdsceles quedan :? {n — 1)(n — 2){4n — 3)
trifingulos.

269,

En ol plano se han trazado n rectas, enlre las
cuales no hay tres gue pasen por un mismo punto.
Demostrar que ¢l nimero de grupos no ordenados

' Aqul también se considera que Jos Judos son entercs
(N. del T.).

de n puntos de interseccidn cada uno, de los
cuales no haya tres sobre una misma recta, es

igual a %{n— ).

270,

Hay n puntos cn el plano, entre los cuales no hay
trés sobre una misma recta. ;Cufintas gquebradas
cerradas de r segmentos existen, con vértices
¢n estos puntos?

M,

Sobre una recta ge lian tomado n puntos, y sobro
una paralela a eclla, m. Estos puntos se unen
mediante rectas., Demostrar que el nimero de
puntos de lntmfacc.jén de las rectas trazadas cs
igual n s (m_2] i) . (Consid

las rectas trazadas no hay tres que so corten en
un mismo punto, y los m+-n puntos dados no
se ticnen en cuenta.)

272, ;

Hay n puntos en el plano, ontre los cuales no hay
tres sobre una misma recta ni 4 sobre una misma
circunferencia. Por cada dos de estos puntos
g0 traza una Técta, ¥ por cada tres, una cirgunfe-
rencia. Hallar la mayor cantidnd posible de
puinitos de interseccion do todas estas rectas tra-
zadas con todas lus circunfercncius.

amos que entre

273,

En el espacio se han dado n puntos, entro los
cuales no hay cuatro sobre un mismo plano. Por
cada tres puntos se traza un plano, y enire éstos
no hay dos paralelos, Hallar el nimero de rectas
que se obtionen en la interseccién de estos planos,
asi como también el do rectas que no pasen por
ninguno de los puntos dados.

274,

Entre n segmentos de longitud 1, 2, ..., n,
s¢ escogen 4, de modo que se oblonga wn cuadri-
ldtero circunscrito. Demosirar que esto se puede

2n{n —2)(2n—5) =34 3(—1)n
48

ras. jCudntos cuadriliteros so obtienen si se pue-
den tomar lados de igual longitud?

275,
Se dan n puntos, entre los cuales no hay cuatro
sobre uma misma circunferencia, Se iraza una

efectuar de mane-
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circunferencia por cada tres de cllos. ;Cudl es
el miximo nimero de puntos de interseccion
do estas eircunferencias?

278,

Demostrar que si z planos pasan por ¢l centro de.
una esfera, en ¢l caso general la dividen en no
més de n® — x <~ 2 partes.

297.

¢De cudntas formas geoméiricamente distintas
s pueden pintar las caras de un cubo con seis
pinturas iforentes? Dos métodos se consi-
deran geométricamente coincidentos, si se puede
transformar und en ol otro moviendo el cubo
como sl fuese un enerpo rigido.

278,

iDe cudntas mancras geométricamente diferontes
s0 pueden pintar las caras de un tetraedro con
cuatro pinturas distintas?

a79.

iDe cudntos modos geométricamente difercntes
s puedon pintar las caras de un octaedro con
ocho pinturas distintas?

280.
Resalvor un problema andlogo para ¢l dodecardro
e feosaedro regulaves,

281

En los problemas anteriores considerar los casos
en gue ol nimere de pinturas sea menor que el
da earas (por ejemplo, cl cubo se pinta con dos
colores, con Lres, cuatro, einco).

282,
¢Cuiintos tridngulos existon con lados enteros
¥y perimetro 407 ;Y econ perimetro 457

284,

Demostrar que el nimero de triingulos de lados

enteros y pecimetro 4n <+ 3 es mayor en n 4 1

gue el de tridngulos de lados enteros y perimetro
n.

284.
Demostrar que el nimero de tridngulos de lados
enteros ¥ perimatro N se expresa por la tabla

N qﬁ’::grglgg N ht?l?r?;ﬁtsg

12n 3n2 2048 | 8nt48n-1
12n4-1] n@n+2) |1204+7 |(n4-1)(3n4-2)
12r42 n(3n+1) [12n48 |(n41) Bn+1)
12n4-3| 3n2+-3n-1 12049 | Bn24-6n-F3
1204-4| n(3n+2) [1224-10|(n-+1)(3n--2)
12n5(n4-1) (3n<4-1)112n 411 Ind-LTn4-4

285,
La red de autobuses de una ciudad estd formada
de la siguiente manera:

1. De cualquier parada se puede llegar, sin
hacer transhordo, & cualquier otra.

2, Para cualquier par de recorridos existe una
paradn, y s6lo una, en lu cual se puede pnsar
de uno (e estos recorvidos a otro.

3. Cada recorrido tiene exactamente n paradas.

iCuintos recorridos de autoblis hay en la
ciudad?

2386,
En la ciudad hay 57 recorridos de autobis. Se
comoce que

1. De cualguier parada so puede llegar a cual-
quier otra sin hacer transbordo.

2. Para cualquier par de rtccorridos existe
una parada, y s6lo una, en In cval se puede
pasar de uno de estos recurridos al otro. _
i 3. Cada recorrido tiene no menos de tres para-
as,

iCudntas paradas posee cada uno de los 57,
recorridos?

287,

¢Se pueden trazar ¢n la ciudad 10 recorridos
de autobiis y establecer en éstos las paradas de
forma que cualesquiera que sean los 8 recorridos
que tomemos existiri una parada que hu se
encuontre en ninguno de ellos y que 9 recorri-
dos cualesquicra pasen por todas las paradas?

288, ;

iCuil es el méximo nimero de esferas distintas
que se pucden trazar cn el espacio, de modo que
scndn }nnge:ntes a tres planos dados y a una esfera
dada?
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289,

Trancemos m rectas por cada nwno de tres puntos
ilados, de mancra quo entre cllas no haya dos
paralelas entre si ni tres que se corten on un mismo
punto. Hallar el niimero de puntos de intorsec-
cifn de cstas roctas.

290.
En ol espacio se han fijado » puntos, de los cuales
m so hallan en un mismo plano P, y los domés
wslin situados de modo gque no haya cuatro sobre
un mismo plano, (Cuéntos pl |

vexos) inscritos on  esta circunferencia, cuyos
vértices sean los puntos dados? ;Y cudntos poli-
gonos convexos?

296,

En el plano se han trazade m vectas paralelas.
Ademis, ¢n el mismo plano so han trazado n
rectas no paralelas ni entre si, ni a las que ya
s¢ han trazadoe antes, Ninguna recta pasa por
el punto de interseccién de otras dos. ¢En cudntas
regiones queda dividido el plano por las rectas
trazadas?

S0 L)
trazar que contengan de a tres de los puntos

dados?

291,

En ol plano se dan tres puntos, 4, B, €. Tracemos
por ¢k punto A m reclas, por el B, n, ¥ por el
C. p. Ademids, entre las rectas trazadas no debe
haber tres gue se corten en un misme punto ni dos
paralelas. Hallar la cantidad de tridngulos cuyos
vérlices sean los puntos de interscecidn do ostas
rectas ¥y no coincidan con los puntos dados 4, B.C.

202,

iCuintos tridngulos existen, euyos vértices son
virtices de un poligono convexo dado de n lados
¥ cuyos lados no coincidan con lus de esta figura?

293,

En el plano se han trazado a rectas, y en cada
una de ellas se han tomado p puntos, de forma
EIM ninguno de éstos sea punto de interseccidn
¢ las rectas y no lmfa tres sobre una recta distinta
de las dadas. Hallar el namero de tridngulos
con vértices en cstos puntos,

204.

Demostrar que ¢l nimero de puntos de intersce-
cion de las diagonales de un poligono convexo
do n lados, que s¢ hallan fucra de este poli-

gono, es igual a %n (n=—3)(n—4&) (n — 5),
v ol do los que se hallan dentro de é6l, n
%in (n — 1) {n — 2) (n — 3) (se supone que no
hay dos diagonales parslelas ni tres que se corten
en un mismo punto),

205.

En una circunforencia hay n puntos, ¢Cudntos
poligones distintes existen (no forzosamonte con-

297,

Se dan 11 puntos, de. los cuales hay 5 en unn
misma circunforencia. Ademds de ésfos, no hay
4 que se hallen sobro una misma circunferencia.
#Cudintas cirennf ias so pueden trazar, de modo
que cada una do ellas contenga por lo mengs
3 puntog de los dados?

298.

En el plano se han fijado 10 rectas que so cortan
dos a dos, sin que hal‘ya 3 de ellas que pasen por
un misging punto ni 4 gue sean tangentes a una
migma circunferencia. ;Cudntas circunferencias
se pueden trazar, enda una de las cuales sea
tangente a 3 do las 10 rectas dadas?

299,

Hallar la cantidad de todos los poligonos convexos
de k ladoes, cuyos vértices sean k do los n vértices
de un poligona convexo de n lados, con la parti-
cularidad de que dos vértices vecinos del poligono
de k lados deben estar soparados por lo menos
por = vérlices del poligono de n lados.

300,

Un paralologramo so corta por dos series de rectas
paralelas a sus lados; cada serie estd formada por
r lineas. ;Cuéntos paralelogramos hay en la
figura obtenida

an,

‘e’_En cufintas partos se divide un poligono convexo
e n Indos por sus diagouales, si no hay tres de

ellas que se corten en un mismo punto dentra
del poligono?

anz2,

Sea dadn una carta eon nimero 4, dos con nimoro
2, tres con ol 3, etc. Demostrar que el nimero
de formas do extraer dos cartas, de modo que




152

se obtenga como suma n, ez jgual a %(n’ — 1),
o @ 122(_11’ ~ §), segin sea impar o par n.

303,

Se tienen 3n 4 1 objetos, de los cuales hay »
iguales,J los demds son distintos, Demostrar
quo de ellos se pucden extraer n objetos de 227
maneras.

304.

Se da la sucesién de nimeros 1, 2, 3, . .., 2n.
:Do cuidntag formas se pueden exiraer de ésta
tres nimeros que formen una progresidn aritmé-
tica? Lo mismo para la sucesién numérica 1,2,
3, ... 2rn+1,

305,

En el plano s¢ han trazado varias curvas cerradas,

cada una de las cuales corta todas lus restantes
or lo menos en dos puntos. Sea n, ¢l nimero
e puntos, en loz que se cortan r curvas, Demos-
trar que el nimero de regiones cerradas, deli-

mitadas por arcos de estas curvas y que no con-

tengan dentro de si a tales arcos, es igual a

{4 ngt-2ngt oo by 000

306.

En ol plano se han trazado dos haces de rectas
con_céntros en los puntos A y B, uno de los
cuales contiene m rectas, y el otro, n. Supongamos
que no hay dos rectas paralelas y ninguna gue
pase por ambos puntos 4 vy BH. (En cuintas
partes dividen al plano las rectas de estos haces?

307,
¢So puede unir cada uno de 77 teléfonos dados
exactamente con otros 15?

308.
Hallar la suma de los coeficientes del polinomio
quo se obticne después de abrir paréntesis en In
expresion
(723 — 13y% |- 52%)1008 (8 — By2 4 Gy +4-2)° -

(222 +18y%— 21)1085,
300. _—
En uu cajon hay 100 bolas de distintos colores:

28 rojas, 20 vordes, 12 amarillas, 20 azules,
10 blancas y 10 negras. §Cuil es.el minimo niimero

de holas que deben ser extiaidas para quo cntre
ellas haya forzosamente 15 de un mismo color?

310,
Se pueden pintar todas lus caras de un cubu de
blanco, o bien de negro, o bien wna parte de

blanco y otra do negro. iCuéntas formas distintas
de pintado existen? (Dos cubos se consideran
pintados de diferente manera, si no se los puede
coufundir, por mis que giremos al cubo.)

311,

Resuélvase el mismo
de gue no se pinten
del cuho.

blema, con la condicién
as caras, sino los vértices

2.

Log modelos de E-Iiadms se confeccionan de desa-
rrollos planos. En ol desarrollo las caras estan
unidas unas a las otras por sus aristas, v ¢l modelo
so construye doblando el desarrollo en cartulina
a lo largo de las aristas, El tetraedro regular
tieng dos distintos desarrollos de este tipo,
¢Cudntos  tiene ¢l cuho?

33,

Un dodecaedro regular se puede pintar de 4 colo-
res, de modo que cualesquiera dos caras adjuntas
tengan dislinto color. ;Cudntas solucioncs genmd-
tricamente distintas tieno cste problema?

4.

Do seis aristas del tetraedro se pueden escoger
cuatro que formen wun cuadrilitero espacial ce-
rrado. Esto cuadrilitero contiene todos los vértices
dol tetraedro. Lo mismo puede hacerse con el
cubo: obtendremos un octigono que contiene
todos los vértives del cubo. ;Puede ser efectuado
lo mismo con el octacdro, el dodecaedro, el icu-
saedro? iCudntas soluciones habri para cada
poliedro?

315.

En el origen de coordenadas hay una particula.
Al cabo de una unidad de tiempo, ésta se desin-
tegra en dos, una de las cuales sc desplaza en una
unidad de longitud hacia la izquierda, ¥ la otra,
hacia la derecha, Este proceso se repite al cabo
de cada unidad de tiempo, con la particularidad
de que dos particulas que quedaron en un mismo
punto se aniquilan mutuamente (de forma que,
por ejemplo, al cabo de dos unidades de tiempo
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quedarin dos particulas&. #Cudntas particulas
habri al cabo de 129 unidades de tiempo? (Y al
cabo de n unidades?

316.

Cierto alfabeto estd formado por seis letras,
las euales han sido codificadas, para transmitirlas
por el telégrafo, como sigue:

o—y ey — = e—

Al transmitir una palahra, no fueron hechos
inetrvalos que separasen una letra de la otra,
de modo que se obtuvo una cadena uniforme
de puntos y rayis, formada zlr:r 12 signos. jDe
.c;:iﬁar}tas maneras se puede leer la palabra transmi-
13

317.

fQué nimeros, del 1 al 10 000 000, habrd mis:
aquellos en cuya escritura se encuentra la unidad,
o aquellos que no la contienen en su eseritura?

318.

De puntos y rayas se forman todas las epalabrass
posibles, en las cuales figuran exactamente siete
simbolos, (Cudl es ol mayor nimero de palabras
gue s0 pueden formar, de modo gue dos de ellas
se diferencien por lo menos en tres signos?

20, ¥

iDe cuintas’ formas se puede pintar con n
colores una circunferoncia dividida en p partes
{p o8 _primo)? Las formas quc coinciden en un
giro de Ja circunferencia alrededor de su centro
so consideran coincidentes,

320.

En una hoja de pupel cuadriculado de n X n

cuadriculas, se han dispuesto los mimeros 1, 2,

3, + .., n*, de a uno en cada cuadricula, de modo
we los nidmeros de cada vertical y horizontal
ormeit una progresidén aritmética. Hallar lu can-
tidad de tales disposiciones,

321,

El hombre no ticne mis de 300 000 pelos en su
cabeza. Demostrar que en Mosed viven no menos
de 10 personas con igual nimero de pelos (la
g(;]ﬂacll:lrl de Mosci es alrededor de 7 millones
e personas),

322. y

Se dan 2n <4 1 ohjetos. Demostrar gue entro
ellos g0 puede escoger un nimero impar-de objetos
mediante la misma cantidad de formas que un-
nimero par de ellos.

323.

Domostrar, gque 1 rublo se puwede cambiar cn
monedas de 2 y 5 kopeks mediante un nimero
mayor de formas que en monedas de 3 ¥ 5 k.

324.
¢De cudintas maneras se pueden cambiar 20 kopeks
en monedas por valor de 1, 2 y 5 k.7

325.

Demostrar que modiante una coleccion standard
de pesas: 1 mg, 2 mg, 2 mg, 5 mg, 10 mg, 20 mg,
20 mg, 50 mg, 100 mg, 200 m%. 200 mg, 500 mg.
1 g, ete., se puede formar cualquier peso, oxpre-
sado mediante un nimero entera de miligramoes,

326.

Se dan 6 cifras: 0, 1, 2, 3, 4, 5. Hallar la suma
de todos los nimeros pares de cualro cifras que
s¢ pueden escribir con estas cifras (una misma

cifra puede repetirse),

327

Una baraja do 2n cartasse mezcla do la siguiente
manera: se divide por la mitad, y las cartas
de la primera mitad se distribuyen de o upa
entre las de la segunda (en el orden dado). Por
ejemplo, la carta de ndmero n <+ 1 sevd la primera;
la primera seri segunda; la de nimcro n + 2,
tercera; la segunda, cuarta, vte. Demostrar que
después de r veces la carta que al principio
ge hallaba en el p-ésimo lugar quedari on el
Ingar &, siendo z el resto de la divisién de p2r
por 2n <= t. w

J28.

Demostrar que si en las condiciones del problema
327 la boraja conticno 6m -- 2 cartas, lns cartas
de nimeros 2m 4 1 y 4m + 2 todo el tiempo se
intereabiavan de lugar.

3239,

8i en las mismas condiciones la baraja contiene
14m + 6 cartas, después de mczclar lres veces
de la manera indicada, las cartas 2Zm + 1,
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2(2m + 1), 3 (2m 4 1), 4 (2m + 1), 5 (2m 1 1},
6 (2m - 1) volverin a sus lugares iniciales.

230,

i en las mismas condiciones 2% — 1 se divide
por 2r 4+ 1. una baraje de 2n cartas, despuis
de z mezclas, volvera a su posicidn inicial.

3.

Una baraja de cartas so mezcla’ como sigue:
primero se toma la primera carta, la segunda
se coloca sobre ella, la tercera, dehajo de clla,
otc. Demostras que si la baraja contiene fn — 2
enrtas, la carta 2n quedard en en lugar.

a32.

22 cartas sp someten a la mezcla indicada mds
arriba. Demostrar que la carta § quedard todo
ol tiompo en su lugar, la 5 y la 14 se intercumbia-
rén sus lugares, y lag, 8, 13, 18 pasan una a la
atra en forma ecircular,

439,

Demostrar que, bajo las mismas condiciones:
una baraja de 16 cartas vuelve a su posicién
inicial cada 5 veces; una de 32 cartas, al cabo
do 6 veces; una de 42, luego de 8 veces; las do
28 y 86, despnés de 9 veces; las de 12, 203‘ 40,
al cabo de 10 veces; las de 22 y 52, después de 12;
una de 14, al cabo de 14 veces; una de 18, después
de 18; wna de 26, luego de 26, una de 30, después
de 30, y una de 50, al cabo de 50 veces.

334,

Un cvadrado estd dividide en 16 cuadrados
iguales, ¢De cudintas maneras se Rueden pintar
de blaneo, negro, rojo ¥ azul, de modo que en cada
horizontal ¥ en cada vertical estén los. cuatro
ealores?

335.
15 oscolares se forman, para un paseo, en 5 filas
de 3 personas cada una. (Cudntas véces puede

efectuarse esto, de modo que no haya dos escolares
que queden dos veces juntos?

330.

Demostrar que si n es un entero, (n®)l/(nl)n?!

también lo serd, v si m ¥ n son impares,
et mi

(um)!f{ml)T {n!) * o5 entero.

337,
n objetos se hallan distribuidos en circulo.
Denwostrar que si £, ¢s o Infimero de permutaciones
de estos objotos, en las que ninguno do ellos
sigue tras aquel que seguia al principio, entonces
s0TH

fn+fn+l=Dn
(véaze la pig. 47).

338,

Haller el nimero de soluciones enteraz de la
scuacién x, + xa+ . .. 4+ xTp=m, si todas
lus incdgnitas satisfacen a la desfglmldad 01 <
Ly < on

339,

Se tienen T ejemplaves de un libro, 8 de otro
¥ 0 de un tercero. (De cudntas maneras se pueden
distribuir entre dos personns, de medo que cada
una obtenga 12 libros?

—

340,

Se han escrito todas las n-combinaciones con
repeticién, formadas a partir de » letras, Demos-
trar que cada letra se encontrard C}'-' veces.

341,

Desde 4 hasta B hay 998 km. A lo largo del
camino hay postes indicadores de los kilémetros,
en los cuales estdn escritas las distancias hasta 4
v hasta B (0, 999), (1, 998); . . ., (999,0). (Cudn-
tos habrd, entrs cllos, en los qua haya slo
dos cifras distintas?

342.

Se forman todos los arreglos posibles con repeti-
cibn que pueden efectuarse con m esforas. blancas
¥ n negras. Demostrar gun su nmero es igual
a P(m—+1, n-+1)—2.

343,

Se han formado todos los arveglos posibles con
::Futicidn que pueden efectuarse a partir de m

erns blancas y n negras, Demostrar gue el
niimero total de esferns blancas en todos lus
arreglos es de

mi+m—1
n-t-2

14 P(m+1, n4-1),
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y el de las negras, de
Mt g, np),

12
Comprobar la respuesta de este probl

‘pulabra ¢Gaaga»,

en la

344,

Demostrar que el niimero de arreglos tomados de
ai, 2 ..., m4n-4 1, que se pueden formar
a partir de m esferas blancas, n negras ¥y una
roja, on log gue figure la roja, es igual a

, matm-+4n
e ey P{m~2, n+2).

845,

El nimero total de arm?los que se pueden for-
toar a partir de m esferas blancas, n negras
¥ una roja, es igual a

(m-F1) (n41) =
b Pim+2,n+2)—13

Comprobar la respuesta en la palabra sokoroks.

346,

Tengo 7 amigos. ¢De cuintas maneras los puedo
invitar a almorzar de a 3 durante 7 dias, de modo

3ua no haya 3 gue se encuentren en mi casa
03 veees?

347,

Si quierp tener 7 grupos diferentes de a 3 y no
dejar a nadio sin invitar, esto se puede efectuar de
AFS—TAP 4 21 430

formas.

348
8i guiero lener 7 grupos distintos do a 3 ¥ que
no haya ningin amigo gue venga cada dia, esto
s0 puode efectuar de A% — 7415 maneras,

349,

Demostrar que el ndmero  lolal de arreglos

de n = 2 objetos (tomados de a 1, 2. ..., n)
¢s ul entero mis préximo a enl — 1.
A50.

5i so escriben todos estos arreglos, el nimero de
vaces que se encontrari cada objefo es el entero
mas préximo a e {n — 1) (n—1)!.

351.

Se tira una moneda 2n veces, Domostrar que el
niimero de variantes, en las cuales la cara no
cayd en ningin momento con mayor frecuencia
que la cruz, es igual a

14-(CH4- ... +(CRE=C2",

352.

&De cudntas formas so pueden distribuir 3n liliros
istintos entre tres persomas, do modo que las
cantidades de libros formen wna progresion
uritmética?

353.

Hay n pares, formados por lotras iguales, con la
particularidad de que pares distintos contiencn
distintas letras. Estas letras se ordenan de todas
Ias formas posibles, de modo gue no haya dos
letras iguales juntas. Demostrar que el nimero
de ordenamientos diferentes es igual a

- [emi—F2@n—1y+
ERRAUSSIR T -]

354.

Hay r ohjetos distintos, los gque se distribuyen
ontre pn -+ p personag, de furma que por lo menos
n de ellas obtengan no menos de un objeto.
Demostrar que el némero de formas deo distribu-
cidn es igual a

inpyr—n(ntp—1)+

ni{n—

e e

355.

Designemos mediante I} ¢! nimero de maneras
de dividir n objetos diferentes ¢n k grupos.
Demostrar que, para n > 1, seri

1= 21 W81 T 4. .. =0,

356.

Hay m casillas, en la primera de las cuales
se encuentran n objetos, en la segunda, 2n, . . .,
en la m-ésima, mn, jDe cuéntas maneras so
pueden escoger n objetos de cada casilla?
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357.

En una canasta hay 2n - r manzanas y 2n — r
peras. Demostrar que, para un n dado, el nimero
do olecciones de n manzanas y n peras sera
méximo para r= 0.

358.

1000 immos son vértices de un poligono convexo
de mil lados, dentro del cual hay otros 500 puntos,
do forma gue no haya tres de estos 1500 sobre
una misma recta. El poligono dado‘se corta en
tridngulos, de mancra que todos los 1500 puntos
indicados sean vértices de tridngulos, y que
éstos no tengan oiros vértices, iCadntos tridngu-
lns se ohtendrin en este corte?

359,

Cinco personas juegan varios partidos al domind
(dos contra dos}, y cada jugador tieme a cada
uno uUna vez como compaiero, y dos véces como
contrario. Hallar el nimero de partidos jugados
y todas las formas de distribucidn de los jugadores.

360,

Desde el punto O del plano seo trazan todas las
quebradas corradas de longitud 2n, cuyos lados
se hallan sobre las lineas de un papel cuadriculado
con reticulo de lado igual a 1. Hallar el niimero
de estas quebradas, si cada una puede recorrer
un mismoe segmento varias veces.

361,

Sobre una hoja de papel se ha trazado una red
ile n rectas horizontales y n verticales. iCudntas
quebradas cerradas de 2n eslabones distintas se
pueden trazar sobre las lineas de la red, de modo
que cada una tenga segmentos en todas las rectas
horizontales y en todas las verticales?

a6z,

Una fdbrica produce sonhajeros en forma de anillo
con 3 bolitas rojas y 7 azules enhebradas en
éste, iCuintos sonajeros distintos se pueden
productr {dos sonajeros se consideran iguales,
si uno puede ser obtenido a partir del otro sélo
desplazando las bolitas por él anillo o girdndolo)?

363.
Se han reunido » personas. Algunas de ellas se
conocen, ¥ cada dos desconocidos tienen exacta

mente dos conocidos comunes, y cada dos conoci~
dos no tienen conocidos comunes. Demostrar que
cada presente conoce a un wismo niimere de per-
sonas,

364,

Sobre la circunferencia se han tomado varios
untog; algunos de ellos se han designade cun
a letra A, y otros, con la B. Sobre cada uno

de los arcos en que la circunferencia se divide

por los puntos tomados, efectuamos lo signiente:
si ambos puntos extremos estin denotados por
lotras 4, escribimos el namero 2; si ambog extre-
mos estin denotados por B, cseribimos 1/2; si
éstos estin denotados por letras distintas, oscri-
himos el nimero 1. Demostrar gue cl producto
de todos los nlmeros escritos es ignal a 2a-b,
donde a cs el nlmero de puntos denotados por
la letra A, ¥ b, el de los denotados por la B.

365,

Las filas horizontales de un tablera de ajedrez
se designan, como es usual, por las cifras del
1 al 8, v las verticales, por las letras de la aa la A,
Sean ahora a, b, ¢, d, e, f, g, h nameros arbitra-
ring, Escribamos en cada casilla del tablero el
producto de los niimeros que designan la horizon=
tal ¥ la vertical respectivas, y dispongamos 8
torres de modo que no puedan comerse una a la
otra. (A gué es igual el producto de los nimeros
ocultos?

366.

El Comité de Organizacion de una olimpiads esth
fornado por 11 personas. Los materiales de la
olimpiada se conservan en una caja fuerte.
iCuéntas cerraduras debe tener ésta, y cuintns
llaves hay que entregar a cada miombro del
Comité, para que sea posible abrir la caja cuando
se reanan 6 miembros cualesguiera del Comité.
v sea imposible si se reinen menos de 62

367.

Hay un trozo de cadena de 60 cslabones. Cada
eslabdn pesa 1 g. iCudl es el minimo nimery.
de eslabones que hay que ebrir para que sea
posible obtener, mediante los eslabones ahicertos
y los trozos restantes, un peso ewalquicrn, que
50 exprese con un niimero entero del 1 al 60?
Hesuélvase el mismo problema, si para ol pesado
se puede utilizar una balanza de dos platilles.
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68,

{Cuiintos pares existen de nimerps enteros x @ y,
comprendidos entre 1 ¥ 1000, tales que 2 < 3*
se ddivida por 497

369,

¢Cuiintos nimeros de dos cifras dan un cuadrado
perfecto sumados al mimero escrito con las
migmas cifras, pero ¢n orden inverso?

470,

Hallar la suma de todos los numeros de cuatro
cifras, formados por las cifras del 1 al 6 ¥ que se
dividan por 3. 5

a71.

Fallar la suma de todos los néimeros pares de
cuatro c¢ifras, que se pueden formar con las
cifras del 0 al 5.

372.
dCudintas soluciones enteras diferentes tiene la

desigualdad ||+ | ¥ | < 1000?
474,

Sobre una eircunferencia se ban fijado los puntos
Ay, Asy ... Ay, Formemos todoes los pol

377

iCudntos nimeros de cuatro ciflras existen, del
0001 al 9998, para los cuales la suma de las dos
primeras cifras sea igual a la de las dos \iltimas?

378.

En la escuela so estudian 2n disciplinas. Todos
los alamnibs obtienen calificaciones de 4 v 3.
No hay dos que estudien igual, ni tampoco hay
dos sobre los que se pueda décir que uno estudia
mejor "que el otro. Demostrar quo el nimero
de alumnos en la escuela no es mayor que €3
{consideramos ‘que un alumno estudia mejor que
otro, si en todas las disciplinas sus notas no
son peores que las del segundo, ¥ en algunas son
mejores),

379.

Sea M, ¢l nimero de acreglos sin repeticién de
m elementos tomados de a r, y NV, el de arreglos
sin repeticion de n elementos tomados de a r.
Demostrar quo el niimero de arreglos de m <+ n
elementos tomados de a r se expresa mediante
la férmula (M < N)r, donde, después de elevar
a la potencia indicada, hay que sustituir todos
los exponentes por subindices.

convexos posibles, cuyos vértices se hallen entre
los puntos A;, 42, ..., 4,5 Dividamos estos
poligonos en dos grupos. Al primere referimos
todos los poligonos que tengan el punto 4 como
nno de sus vértices, ¥ al segundo, todos los
demiis. (En qué grupo habri mis poligonos?

a74.

Sobro un tablero de ajedrez infinito se halla un
enballo, Hallar el nimero de casillaz en lag
que puede hallarse al cabo de 2Zn jugadas,

375.

Hay 1855 puntos. jCuil es el méximo ndmero
de ternas de puntos que se pueden escoger entre
ellos, de modo que cada par de ternas tenga un
punto comén?

AT6.

Los nimeros del 1 al 100 000 000 han sido
eseritos en fila, de modo gue se obtuvo la sucesién
de cilras 123 456 , . . 100 000 000. Demostrar que
¢l nimero de todas las cifras de esla sucesion
o igual al do ceros on la sneesiénd, 2,3, .. .. (09,

80,
Hallar el coeficiente do x® en el desarrollo de
(14 a2—a9)9,

381,

Hallar el coeficiente de zm en el desarrolio de
(1o (A2t (14 2)n

en potencias de », Analizar porseparvado los casos
mo<<k, m>k

382.

Hallar los coeficientes do 27 y 218 después do

abrir paréntesis y agrupar los términos semojantes
en la expresion (1 - z* 4+ 2720,

383.

iEn cudl de las expresiones, (1 - z?—z2)1000 §
{1 — 2 4 2%)19%  después de abrir paréntesis y
agrupar los términos semejantes, 2V tendrd un
coeficiente mayor?
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384,

Sean ag, ay, a3, . los coeficientes del desa-
rrollo da (1 4 = -|~ z‘)" en potencias crecicntes
de z. Demuosirar quo

a) agay— ayay a3y~ ..
b) a%«—-n'{+¢§— ..+(—-Ijn-1¢ﬁ_’=

o = Gopaj@sn =0,

=g n-tg(—1)-laZ,
©) @r—nar.y+Chorz—...
v H(—=1)rClag=0, si r no
os miiltiplo de 3.

d) aptaztagt... =%(3n+|).

ay-tegtas-... =Jf (3r—1).

385,
Hallar el nimero de términos diferentes (no some-
jantes eutro sf) del desarrollo de

(Ftzt oo ol

que se obtieno después de elevar a la potencia
indicada,

386, Hallar el cocficionte do % en el desarrollo do
(I 4-z-baf .., an=lyl,
387,
Demostrar que

[c;‘i}—c"lc:':.‘ »

(C"J’—c;'ﬂ r—l
388,
Damostrar que
'} +6C5 -+ 6CY=n3,
4 4-7CT+142C3 + 6C = (n+1)%.

380,
Demostrar gue
1 41407 4 36C] - 24CF = (n - 1)4—n3,

0% 41407 + 360 -+ 24C T = nd.

390,

Demostrar gquo

1—3C3+9C]—~21C+-... = (— 1)n 2n cos 2’;" i
— {n+12n+l Znn

C‘;—SC:-;-}-GC:‘-:-...z(’_V—EWn—"T.

391.
Demostrar yue

a) G+ 3 C 4 =g (20 F200s ),

{h‘-—2)n)

7 (
(
(a: 2eosBEDT)
. i

=14 22 ooy BL ﬂ“)

b) C1+CI+CT+ ...

n

o) C+CU4-Ch+

d) Cf -+ Ch+CE+ ..

302,
Demostrar que, para 13> 2 y |z| <1, se tendra
(LDt —zyn g 2

304,
Demostrar que, para m 2 n,

c n{n—1)... (n—x41) =
2 mim—1)... (m—zx41)
x=0

S’

n’
2021’!‘-

Tl

m1
m—n+41

2n-4-1
a1 "

394,
Demostrar que
m o fm=1)
= i G
. m{m—41) ... (m4n=1)
e 1-2...n -

Lty aln4+1)..
1.2 treonst 1.2

n om0y
T E een il
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395,
Demaostrar que
" |
S CiZy __2
A T R

xea] X

306,

Demostrar que

5 Ol _nigtd
okt (g1 (a+2)

s | x

307,

Demastrar gue

n -

3 O dmtatn)

£l grv e FTEr =8

308,

Demostrar que

42 (CH 43 (G 4.

. (2n—1)!
S
Demostrar la identidad
T S
=D T 12 -2
. 1 1  {2a—-1)!
T T T TR =1
400.
Demostrar que
(ndr—=1A)! _ » (ntr—3t ,
T 17 =2
Confp—=1) (udr=5)  alln-1
1-2 {r—4}! IR T
401,

Caleular las siguientes sumas:
a) O} 42054305 +... +nCy,

b) Cy+2CY 305+ ... (a4 1) €,

€) O +20543CE+ ... +{n—1)C],

d) Cj+-3074+5C 4 ...+ (2r—1)C],

e) Cfp—20Y +305—. .. +{—1)n(n-+1)C},
1y 30T +T08+14CT+ ...+ lin—1) C,

g) C]— 2034308 — ... +-(—1)»1 nC2,

crl T Cl’l- ci‘l
i o e O e
ey . By e et
h gt
e cz
e e T e i

K (€2 — (CD2H(CDI— ...+ (=DM (2.

402.
Hallar el mayor cosficiento de los desarrollos do

(@+b-cP0, (a-bo+d)s,

403,
Sean Y, los coelicicntes del desarrollo de la fun-
1
eibn (1 —dx) * en serie do potencias:
1

H—dr) Tl YatYatt...
Exprésense Y, mediante los coeficientes hinfmi-
i

cos. Hallar el desarrollo de (-1—4.1:)2.

404,

Demaostrar que los nfimeros Y, salisfacen a las
relaciones:

5 £ = 1
8) Yot 5 ¥iVaotb 5 Yol o

i

1
Ry Yp== Yasn

ot ]
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b) Yo¥u -+ Yi¥pt+Ya¥noat ... + ¥ Yo=4m

400,

5Exialinﬁ entre los primeros 100 000 001 términos
e la serie de Fibonacci un ndmero que tecrmi-
ne en cuptro ceros?

OO ()¢ S { Yng | YaVaa

41y '~ Zam U 3@m—1) '

o+ Ynyn — Yl'ltl.
U et} T a2
405.
En ol triingulo numérico
1
111
12321
1367631

cada ndmero ¢s igual a la suma de los silvados
en la fila anterior sobre este nimero y sobre
sus vecinos a derecha e izquierda (si no todos
eslog nfimeros estdn p tes, se deran
iguales a coro). Demostrar que en cada fila,
a partic de la tercora, existe un nfimero par,

406,

La primora fila del triingulo numérico
0428, oo o o o 4957 1958
135...00044 3915

estdi formada por los nimeros 0, 1, ..., 1958,
Los clementos de cada fila aifuiente son iguales
a las sumas de los de la fila precedente, que
se hallan a su izquierda y a su derecha, Demostrar
que el elomento de la Gltima fila del trifingalo
se divide por 1958. .

407,
Seconsidera la serte de los nfmeros de Fibonacei
uptpg= 0, my=1, ug= 1, us= 2, w=3,
ug = 5, otc, (ln hemos comenzado a partir de los
términos 0 v 1, y no de los 1 y 2, ecomo en
el capitulo VI). Demostrar que

8) Para lodo m ¥ n, sor
Up == Un=4lm |- UnUmet

b) Para todo m y n== km, el nimero u, se
divido por .

¢} Dos niimeros vecinos de la serie de Fibonacei
san primos entre si.

408.
Hallar el méxime coman divisor de los términos
1000 y 770 de la serie de Fibonacei,

410,

En la serio de Fibonacei se han elegido 8 niimervs
sucesivos. Demostrar que su suma no perlenece
a esta serie.

411,

Demostrar que

8) Na gt U= vamag—1,

b) ug4-tgt ...+ vag-1=tisg,

c) uf + n%-{- cne rri = U lipag.

d) uly g =untinsz-t-(~=1)m,

©) gtz gl . . - Uagogirzg = U,

f) wyuz+usug ... tmliga= “%’H-l-_t'

g nugt+n—1)wet+(n—2yuz4-... 4+ 2npa +
+up= "u-l-‘_(“"“ 3,

—1
) ug- gt o+ g = ““"*22 :

3 e ol 3 3
i) uy,= "n+l+ Hp— ity g

412,

Demaostrar que cualquier nimero natural & puede
ser representado en forma de suma de niameros
de Fibonacei, ¥ cada nimero figura no mis
de una vez en la suma, sin quo hayn dos niimerns
vecinos que figuren a la wves,

413,

Sean p > g >r nlmeros cnteros, tales que
p=q+r p+ g+ r=2s. Hay p esleros
negras, g hl};nnas ¥ r rojas. Demostrar que el
niimero de formas de distribuir estas esferas:
entre dos personas, en las cuales cada una obtenga
5 esferas, os igual a

Rt —g (PP gt ).

414,
Si ¢+ r << p, la respuesta al problema anterior

aumenta on T p—=s(p—s—1)
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415,

Hay pg -+ r ohjetos diferentes, siendo 0 < r << ,?
Eslos so distribuyen eatre lp personas de la
forma mis equitativa posible (todos ohticnen
o hien g, o bien g - 1 objetos). Demostrar que
el nitmero de maneras de esta distribucién es
igual a

(patr)!
T g 1)T gt
410,
Calenlar la suma
e y 2o

i,‘zlzl. o=t qgwe i dp=1
. ’
Demostrar la identidad
CFM=3 Pk, ..., ko n—kr— 0. = kmH1),

donde la suma se cxticnde a lodas las solu-
ciones enleras no negativas de la ecuacidn k4
+-2kg -k oy - MEp=m.

—_—

418.

Hallar la solucién gencral do las siguientes rela-
ciones de recurrencia:

a) dpya— Tape+12a, =0,

b) ay.n=3ag,—102, =0,

¢} fyyy— dapay 136, =0,

d) ape2-4-Ban=0,

©) n 4o - baney 4 4 =0,

D ﬂna.-.s—‘gﬂnﬂ < 20ap4y — 24a, =0,
g) @nsst3apgo-t-Bang fap =0,

) gt day =0,

419,

Hallar ap, _oonol;iqngio la relacién de recurconcia
¥ los términos iniciales ;

8) apiy—Sapi +lag =0, ay=1, = =T,
B) aniz—4anag day =0, a1=2, a,=4,

1
¢} tnszt-anst Ho =0, t1=—=, a= —% !
d) anes—9agen - 20040 — 240, =0, ay=1,
Ay = —3, ﬂ3=—23.

1t—1194

420.

Hallar una sucesién tal quo ay=cose, ay=
=cos 22 ¥y

Opip— 2 €08 Ganyy -+ ay =0,

421,

Demostrar que la sucesidn’ de térming comin
a, =nk satisface a la relucidn

apik—Clannoy +Chapapes—. ..
v e (— 1) Clay =0,

422,
Hallar una sucesion tal que

Anag-t20,,y—8a, =2n

423.
A partir de la identidad (442 (14-2)h-1=
=F;—l,—z)¥‘""1 dediizease que ( )

> (=0l =cph i

=0

424,

A partir de la identidad (1—z)-m-1 (1 —z)=1-1=
=(1—g)-m-2-2, dediizcase que

ED CooCI e O,

=

425,

A partir de la identidad (1+#)n=(1—a?)nX
KA1 —z)~n dediizease que

EO (—1)" C:-l-fl—z'c’:-l-l :CE-H-
$rm

426.

A partir de la identidad (14-2)n (1—-2?)n=
=(1—2x)"n, dedlzcase que

3 CRarh =yt

§=

b Aqul ¥ en lo sueesivo la suma sc extlende por log
valores enteros no negatives de s para los cunles esté
definido el primer bro do la fgueldad,
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427,
A fartir de la identidad (1 — 2391 =
=(14-2y -1 (1 —x)~P=L, dedlizease que

E (_ 1)5 Cg+2k—scg+a=cg+k'
=0

428,
A partir do las identidades

(1—z)-2p [1— ( T )2]'”=i-1—zz)~p
¥
{1 —z)20 [1._(

dedizease que

2 - +p-1
Encf+'02¥ D =27l
a=

iix )2]3,""-":1—21)“

¥ (ue
2 (=1 CECTE b= 2PCh,
s=(}

429,
Demostrar que

2 ~1 2p4-m sl
D) erteibty,=amt SR gt
=0
430.
A partir de las identidades

(=a22e 14 22 1= e

dedizeanse las férmulas

R (—1rorhtogniirteao,

:%D {—1) CEFe=igintapta-igt .,
=(=y)mcptm-d,

§o (—1)° CRCRR2E 200,

¥ (= ot =cn,

a==f) .

A partir de éstas, demuéstreso que
2 C§f+‘3mc£-i—m-s=2?mtp+ il {p+2m—1)!

0 plizmyt
2 cgﬁ$m+icg+m—.=
=0

(p+2m)l

= 2% - —
(Zp+4-2m +1) I
IpL2 = - Sm—

‘gl sz_ilrtcg{-m '=22"" iGSJ.-"m ['

2‘ C%f'l'e 4 1{:; +itt—s e 2:.'rnc;:+ zm'
= £

431,

Considerando las férmulas

{142 £ (1 —z)pl2={1 +2)2% - (1 — )P 4
21—z,

(4 +2)° + (1 ~2)P} (1 + 2} — (1= 2)p] =
=142 —(1—z)2p

para valores positives v negativos de p, domos-
trar que

2 Z U§;C§m_z.=5'§?n'l-{—1)“ Cﬁ,.
s=0
2 3 OB iCmzers = Cluga -+ (— D" CE
% 23417 2m—2341 22 M1

2 20 cg,cgm_,m =c§g‘+,,
-

2 ED C£+Escg+2m- s cgg¢§:n+ 1 3 cg-i-m'
=

2 3 Cptpeptim-ten ciptinti_gpem,
=

P28 apt2m—2041 _ ~2pt2m42
22.05'? ch = ggpiimt?,

432,

Considerando la expresion

[(1-+2)P¥ £ (1 —2)PH) [({ L 2)P o4 (1 —2)7)

para todas las combinaciones de los signos,
dediizcaze las {érmulas F
2 2 ng—legm—2l= ng;‘l-p(_ Um%‘

=0
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2 C§+ 2m—2s11 ‘czm+1 e St V14

=0

2 2 OB OB g =03 + (- 1) G,
2 3 O e gap s = ORI 0" oy
=0

2 2 c;-ii:—jcﬁZM-El:ng{-zm 4 c;-}-‘m,
=0

g Zo Cg"_’f'_IC;+2'"_2’+’=C§§+2"'+’+C}:"’m,

+ 25 2m—2z__ ~2p4-2ms] ]
2 3, cptiecgrin-tociptentipin,

2 E cpd-zlcp+2ﬂ|—2:+l (-EF"'""H'Z Cg+m+i‘

433.
A partir de la relacién

1 ym g (=AY i
() B o S e

dediizcase que

Z (=) Cp g Cati=C L

434,

Demuéstrese que

Z (—1)* C?C‘:={ 0, si m=n,
=0

(—1)n, st m=n.

435,

A partir de la igualdad

=z n(l—gt)yr=(1 -2z, - zh-L)n

deddzcase que

Z (—1)* C:':I""C:= a, s! m > hn—1,
K=l 1, si m=hn—1.

436.
A partir de la identidad

Atad.ocpahotn

(1—zy =1 {1 —zh)n= T
dedizease que, pata m > hn,

20 (—1)° Cm—2hen =,
A=

437,
A partir de la identidad

(4P (1 —)¥P=(1—27)*P
dediizease que

2 (_” Cm sc

3=
= (—-l)TCm. si m es par,
i si m es impar,

= c;+°“-'cg+'=

v-l-
sk (= 1) 2 simes par
3
0, 8i m es impar,
438,
Demostrar que
i

2 (-1 lc?lgz (—1)?-63!‘. si m es par.
=0 -

0, si m es impar.
439.
Designemos la expresidn
afat1){at-2) ... (a4 n—1)

mediante (a),. Demostear que

n
(a-F bl = 2 Ch (a

+ 1) (b= ),

i1+



SOLUCIONES Y RESPUESTAS

1.
En virtud de la regla del producto, so obtienen
5:-3= 15 caminog.

2.
En virtud de la misma regla, tendremos 1002 =
=10 000 formas de eleccitm.

3.
20,

4.
8.

5.
9.

6,
48.

7.
20 20,

8.
480; 437,

9.
1024; 40382,

10,

1 cuadrado blance lo escogemos de 32 maneras
¥ tachamos la horizontal y vertical correspon-
dientes. En la parte restante del tabloro hay
24 cuadrados negros. En total hay 32-24 = 763
formas de eleccidn.

11
En virtud de la rogla del producto, hay 12-g.10 =
= 1080 formas.

12,
6-5= 30 manoras.

Se puede comprar o un cjomplar de cada novela,
o un tomo que contenga dos novelas y un ejemplar

de la tercera. Segin las reglas de la suma y del
produclo, se obtienen 6.3.4 ~- 54 + 7.6 =
134 modos.

15,

Se puede comprar ademds un tomo que contenga
las novelas «Rudin» y «Padres e Hijoss y un
ejemplar del «Nido de Midalgoss. So agregan
3.3= 9 formas, obteniéndose en total 143,

16.
Habri mayor cantidud de eleeciones si
escogida una manzana, pues 11-10 > 2.9,

fue

17.

6:8.10 = 480, si los dos primeros lrompos caye-
ron sobre el lado «lv, ¢l tercero puede caer do
10 maneras; andlogamonte se consideran los casos
en que sobre este lado caen los otros dos trompos;
en total, se obtienen 6 4 8 - 10 formas, pero
aqui una do ellas (cuando sobre el lado el» caen
los tres trompos) se conmsidera tres veces; por
esto, quedan 22 maneras,

18.
Como el orden de las pinturas no tiene importan-
cia, se da €3 == 10 maneras.

19,

Agqnj ya el orden de las pinturas tiene importan-
cia; por esto, tendremos 4§ = 60 formas. Si una
franja es roja, tondremos 3.4%= 36 maneras.

20.
Af = 20 diccionarios.

21,
AL — Af = T70.

22,

Se obiienen arrcglos con repeticién de 13 cartas
tomadas de a 4. En total, habrd 134 = 28 561
maneras. Si entre las cartas no debe habor pares,
tendremos arreglos sin repeticién; el nimero de
éstos es fgual a A3 = 17 160.

28,
Comu es suficiente escoger una carta negra y una
roja, oblendremos 13% = 169 maneras de eleceidn.
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24,

Un nific puede obtener uno, dos o tres nomhres,
siendo todos ellos distintos. En total habrd
300 - 300.299 -~ 300.299.208=26 820 600 nom-
hres distintos,

25,

La relacién de vecindad se conserva en las per-
mutaciones cielicas ¥y en caso de una simetria.
En el caso de 4 persomas, tendremos 2.4 = 8
transformaciones que conserven la relacifn de
vecindad. Como el mimero total de permutaciones
do 4 personas es igual a 4l = 24, tendremos
24/8 = 3 formas distintas do senlarse. Si hay 7
personas alrededor de Ja mosa, tendremos 7414 =
= 360 modos Y en general, en el caso de n per-
sonag, {n — 1) /2 formas. El ntimero de maneras
en las que 2 personas dadas se hallen juntag,
es dos veces mayor que el de sentar a 6 personas
(en virtud de la_posibilidad de cambiar de lugar
estas personas), Por lo tanto, éste es igual a 5| =
= 120, Andlogamente, el nimero de formas en
las que wna persona dada tendré dos vecinos
determinados, es igual a 41 = 24.

26.

En un eguipo juega un muchacho, v en el olro,
dos. Estos se pueden dividir en' cquipos de 3
maneras. Despuéa de esto, hay que escoger, para
¢l primer equipo, 3 muchachas de entre 5, Esto
se puede efectuar de C§ = 10 maneras. En total
se obticnen, segin la regla del producto, 3.10 =
= 30 modos de dividir en equipos,

e e

27.

El niimero de formas de dividir n objetos diferen-
tes en k grupos es igual a k%, En nuestro caso,
tendremos 3* = 729 maneras.

28.
En virtud de la regla del producto, esto es posible
de 7-9= 63 maneras.

29,

El primero puede escoger los libros para el
intercambio de €= 21 modos, y el segundo,
de Ct = 36. En total habri 21.36 = 750 formas
de intercambio.

30.
Dividamos todos los modos de ordecar a los
oradores on pares, formados por los métodos

Eue s0 obtienen uno del otre permutande A v B.
n cada par hay sélo una manera que satisface
la condicién planteada. Por esto, tendremos
51/2 = 60 maneras.

31.

Si A interviene inmediatamente antes que B,
podemos considerarlos como & fuesen un solo
orador, Por esto, tendremos 41 = 24 formas.

B2.

La eleceién de los lugares para las mujeres y para
los hombres so puede efectuar de dos maneras.
Después de esto, se puede sentar a los hombres en
los lugares escogidos de 51 modos. Otros tantes
hag de sentar s las mujeres, En total, obtenemos
2 (5!)* = 28 800 maneras.

a3.
Obtenemos 10 veces menos formas que en el
problema precedente, es decir, 2880,

34,

El nimero total de maneras de extraer 10 cartas
es igual a C8}. El de formas en las que no se
escoge ningin as, es Cif. Por esto, por lo menos
un as habrd en Cg.?— Cjt casos, Exactamente

un as habra en CiC4® casos; no menos de dos
ases, en C% — Ci8 — 4Cfp, v exactamente dos
ases, en C3CEE (se cscogen dos ases de C§ formas,
y otras 8§ cartas, de entre 48, de Cf%).

35.
3m sefinles (véase el problema 27),

36.

Cifremos cada juego de diemtes mediante una
sucesién de ceros y unidades (se coloea un cerp
si en el lugar dado no hay diente, y una unidad
si lo hay). El ntimero de estas sucesiones es igual
a 2, Como a cada habhitante le corresponde
su sucesidn, el nimero de éstos no es mayor que

a1

Primeramente escogemos cudl de los tres pasajeros,
a los gue les da lo mismo c6mo sentarse, Jo bara
cara a la locomotora. Esta eleceion se puede efectuar
do 2 maneras. En cada banco se puede gentar
u log pasajeros de 51 formas. En total, obtenemos
3 (51)* = 43 200 formas.



166

38,

Af = 3024

bih

C§? = 2 598 060,
40,

Hay 32.10% niimeros que contienen una letra;
322104 que contienen dos, {_32'-10‘_@0 contje-
nen tres. Bn total, sepin Ia rogla de la suma,
habrda 33 820.10¢ niimeros.

al.

D¢ cinco dias hay que escoger dos en los quo
se den Jas manzanas. En total, hay C§j = 10 for-
mas.

42,
men,

43,
P2, 3, 4)= 1200,

f

44,

Como las naranjas son distintas, tendremos 4§ =
= 6720 modos.

49,

Cada naranja puode quedar en wmanos de cualgquiera
do los 8 hijos. Por eslh, tendremos 85 = 22 768
maneras. -

46. :
P43,3,2 1, 1); P(8,1,1,1,1, 1): B(2, 2, 2,

gty Sl

a7,

€30 ="27 405; A7 = G57 720.
S N S T

48,

P (2 2 2, 1, 1)= 5040.

49,

Primeramente se eligen 6 abonados do € maneras.
Dispongamos estos abonados en cualquier orden,
y dividamoslos en pares {el primero ?r el segunda,
después ol tercero v el evarto y, por fin, el quinto
y el sexto). Esto se pueds electuar do 6! formas.

Coma ‘los abonados so pueden permutar dentro.

de cada par, y como no tiona importancia ol orden

de los pares, ¢l ninnero total de modos debe ser
dividido por 29.3! = 48,

nt
En total, obtencmos B—ejt maneras,

5, !
Se pueden escoger dos, tres o cuatro mujeres.
Dos de ellas se pueden elegiv de C# formas.
Después de esto, hay que escoger 4 hombres,
lo cual puede efectuarse de €] maneras. En virtud
de la regla del producto, ohtenemos C‘Céfomas.
Si se eligen tres mujeres, se obtiencn %g 1 mane-
ras, y si son cuatro, C{C]. En total, hay

C4G]+CIC 4 C{CE= 271 modos.

52.

El mimero debe terminar en una de las cinco
combinaciones siguientes: 12, 24, 32, 44, 52:
las primeras dos cifras, en cambio, pueden ser
arbitrarias., En total, se obtienen 5?.5= 125
nimeros. :

53, "

Cada uno de los » pasajeros puede escoger cual- _
quicra de las m paradas. Por esto, tendremos’
m® mopdos de distribueién. 5i se tiene on cuenta
sblo la cantidad de pasajeros que se bajaron
on cada parada, se obticnen CH*P-1 formas.

54. -

Si @ y b se hallan juntos, podemos unirlos en un

solo simbolo. Teniendo en cuenta que a v b

se pueden cambiar de lugar, se obtienen 2 (. — 11"
permutaciones en las quo a y b estdn juntos. Por

esto, no lo estardn en n! — 2 (i — 1)! permuta- -
ciones, Andlogamente se obtlens, que a, b ¥ ¢

no estardn juntos on n! — 6 (n — 2)| permuta-

ciones. No habrd ningin par de elementos a, b, ¢

juntos en n! — 6 (n — 1>T+-m — 2} permirta-

ciones (seglin la férmula de inclusiones y oxcly-

Biones).

I

3. ;
Tres jueces pueden escoger al voncedor de 103 mane-

ras. En A} = 720 casos nonibirarin & tres candi-

datos distintos, Por esto, la coincidencia de dos’
jueces, por lo menos, tendrd lugar en 280 casos,

La parte de estos casos es igual a 0,28,
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586,

Como cada estudjante puede obtener tres tipos
de calificacién, tendremos 3¢ = &1 maneras de
rendir los exdmenes,

57,
Como los collares no cambijan para permutaciones
ciclicas de las cuentas y al rebatirlos, se pueden

formar %z 360 tipos do collares.

58.

Los tipos de collaves se diferencian entre si en
el nitmere de cuentas pequeias, contenidas entre
dos grandes. Por csto, tendremos tres tipos de
collares.

59,

En ol alfabeto ruso hay 33 letras, pero por lo
menos por euatro de ellas, b, b, BI, H, no comion-
za ningin nombre. Por esto, el namero total
de iniciales diferentes no es mayor que 28% = 841,
lo cual es menor que 2000,

60

Al® = 804 800; €1 = 120. $i dos muchachas serdn
invitadas con seguridad a bailar, tendremos A
variantes de eleceibn de sus compaiieros; los
muchachos restantes a su paiiera
de entre 8 chicas. lo cual puede ser efectuado
de AF maneras: on total, tendremod A§A§=
= 282 240 formas. Por dltimo, si dos chicas
determinadas son invitadas a bailar, las otras
cinco ge pueden clegir de 0 modos.

.
El oficial puede eclegirse de €} maneras, los
sargentos, de 4. ¥ los soldados rasos, de CHj.

En total so obtienen, eu virtud de la regla del
procueto, C{03CE) formas de elsccién. Si en ¢l
destucamento detne figurar el comandante de la
compaiiia ¥ ol mayor de los sargentos, se ohtienen
5038 modos de eleccidn,

62.

Cuntro chicas pueden cer elegidas de C}* mancras.
Después de csto, clegimos de A% modos a les
muchachos (agui yn tiene importancia el orden).
En total, se obtienen €124 {8 = 17 417 400 formas.

63.

Cada gallina puedo figurar ¢ no entre las clegidas.
Por esto, hay 2* formas de eleecién de gallinas.
Como, por hipdtesis, debe ser escogida por lo
menos una gallina, obtensmos 7 formas de elec-
cién de éstas. Amilo%nme'nw, hay 20 — 1 =15
maneras de cleccion de los patos LE’ =1=3
de eleccion de los gansos. En total hay 7-15.3 =
= 315 modos.

64,

. ; (m+n~p)l
Este nimero es ignala P (m, n, p)= T
65.

Los libros encuadernados en negro se pueden
permutar do m! maneras, y los que lo estin
en rojo, de rl. En total, hay, segln la regla del
producto, min! formas. Si los libros encuadernados
en negro estin juntcs, hay gue elegir ademds
para stos el lugar entre los encuadernades
en rojo, cosa q{w puede efectuarse de n +4- 1
modos. En total, ebtenemos

ml al (nd-1)l=ml (n--1)! formas.

66

Cada una de las 15 personas puede figurar o no
en el grupo. Como éste no puede ser vacio, obte-
nemos 219 — § = 32 767 maneras. Para n porso-
nas habrd 2n — t formas,

67. El nfmero p, puede figurar en el divisor
e dado con indices O, 1, ..., ax: en total,
de o -+ 1 maneras. En virtud de la regla del
producto, ¢l niwmero de divisores es igual a
{etg + 1) . .. (=, + 1). Para hallar la suma de
los divisores, consideremos la expresién

Aprt o+ 0T o Gb PR

Si se abren paréntesis en ésta, obtendromos una
suma, en la que cada divisor fignrard exactamente
una vez, Segin la férmula de la suma de una
progresién geométrica, obtenemos_que esta snma
eq igual a -

pnin-l—‘l —_ pﬁrﬁ-l —1

p—1 pn—1

68

Coloquemos primero en cada pagquete una moneda
de 50 kopeks. Después, habri que distribuir on log
5 paquetes 7 monedas restantos. Esto s¢ pueds
efectuar de €' = 330 maneras (véase ln pdg, 132).
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69.

Agreguemos a los 20 libros 4 aobjetos de separa-
cion iguales, y consideremos todas las Jpormula-
ciones de los objetos ohtonides. El nimero de
éstas es igual & 241/4]. A cada permutacidn le
f_ﬂ;respon o su forma de distribucion de los
ibros.

70,

En forma aniiloga al problema anterior, so obtiene
que el nimero de maneras es igual a 81/3! = 6720,

71.

Como se tuma en considoracién sélo el nimero
de votos, que obtuve cada mocién, hay que
distribuir 30 tobjetoss iguales en 5 «cajoness.
Para esto, agreguomos 4 objetos do separacién

simetrias, ¢l brazalete permanece invariable-

Obtenemos, por esto, P (3, 6, T)/36 =
modos,

76.

5i tadas las piedras escogidas son de un mismo
tipo, tcenemos 3 modos; si o han escogido dos
tipos de piedras, 20 = 6 modos, y si las tres
piedras son difercntes, 1 modo. En total hay
10 formas.

36-51681 7

77.

Las tazas s¢ pueden distribuir do 4§ formas;
los platillos, de A8, las cucharillas de té,
de A%. En total se obtienen, en virtud de la
regla del producto, 44.4§-45 = 172 800 manoras.

iguales, y tomemos todas las per iones de
lus ohjetos obtenidoes, EI niimero do éstas es igual
a P (30, 4)= 46 376. A cada permutacién le
corresponde su distribucin de votos.

72,

12 libros s¢ pueden encuadernar on 3 colores de
32 modos. De ellos, en 3.2'2 casos los libros
estardn encuadernados en no més de dos colores,
y en 3 casos en un solo color. Segién la férmula
de inclusiones y exclusiones, en 311 — 3.213
- 3 = 519 156 casos los libros estarén encuader-
nados en tapas de los tres colores.

73.

Agreguomos a las 32 letras 5 «tahiquess iguales,
y consideremos todes las permutaciones posibles
de los objotos obtenidos, en las que no haya
ningin tabigue al principio o al final, ni haya
dos tabiques juntos. Las letras sa permutan de 321
maneras, y para los tabiques obtenemos 31 luga-
res, pudiéndolos colocar de C! modos. Teniendo
en cuenta quo el orden de las palabras no tiene
importancis, so obtienon 321C§1/6! maneras de
formar las palabras. .

4.

12 personas se pueden escoger de €} modos.
En (1§ casos entre-los elegidos figurarin dos
personas dadas. Por esto, quedan C}i— CIf
eleceiones admisibles.

75,
Las piedras pueden ser permutadas de P (5, 6, 7)
maneras. En las permutaciones ciclicas y en las

78.

Si el marido invita & & mujeres, ol ndmere de
hombres que éste invita ¢s igual a 6 — k. Enlon-
ces la osposa invitard a 6 — & mujeres y & hombres,
Segin las reglas de la suma y clel producto, esta

eleceidn se puedo electuar de E (CRI(CE-n)t =
h=0
= 267 148 modos.

79,

En el costado izquierdo pueden estar sentados
0, 1, 2, 3 6 4 personas do aquellas a las que les
es indiferente la eleceidn del costado. Si entre
ellas han sido elegidas % personas, hay quo
escoger ademis 4 — k entre los 10 que preficren
el costado izquierdo. Después de esto, guedarin
12 4 (9 — &) candidatos, entre los e3 elegi-
mos 4 remeros para el lado derecho. En total, ten-
dremos Ch cinC 2" formas de eleccién. Sumén-

dolas con respecto a k, obt s la respuesta:
4

) olefeoti~te

k=0 4

~9l101 2 21—k}

T4l § uk!f,s_k)j(l—k}l(6+k)|(17—ku‘
80.

El namero 9 se puede descomponer en tres suman-
dos distintos de tres maneras: 9=1 4+ 24+ 6=
14345 =2+ 34 4. La suma menor
que 9 tendrd lugar en 4 casos: 1 + 24 3=
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Byl 4+-244=17 1424+5=14+3+44=
= B. Como 3 fichas pueden scr oxtraidas de CI°
formas, en C}° — 4 == 116 casos la suma no serd
menor que 9.

81.

Escojamos primeramentc una carta de cada palo.
Este so puede t de 13% modos. Despué
do esto, escojamos dos cartas mds. Si son de
distinto palo, esto se puede hacer de C4.12® = 864
maneras. Combindndolas con las diferentes formag
de esctﬁer las primeras 4 cartas y teniendo en
cuenta la posibilidad de permutar el orden de
eleccibn de dos cartas de un mismo palo, so
obtionen 216-13* modos. Si las dos nuevas cartas
son de un mi palo, oht 4,01 = 264
maneras de eleccién. Por las mismas considera-
ciones, éstas conducen a 88.13% modos de eleceién
l[‘[c todas las cartas. En total, obtenemos 304.13%
ormas.

82,

a7. :
Pongamos en correspondencia a cada ficha (p, ¢}
la ficha (n—p, n—gq). 8 p+e=n—r
entonces sord {:s —pl+i{n—g=n+4r. Por
[ i N y de fichas con suma de
puntos & — r es igual al de fichas con suma de
puntos n =+ r. EI nimero total de todas las
fichas del domind serd igual a C3H.

a8.

Por la hip6tesis del probleéma, los lugares ocupados.
por las mujeres y los hombres se alternan, Por
esto, tendremos 2 (71 maneras.

89,

Escojamos un caballo de cada par 44', BB,
CC’ (hay 8 formas de eleccidn), tres cabullos
de los restantes 10 (hay €1° = 120 formas) y elija-
mos ¢l orden de engamchar éstos (6! maneras).
En total habri 8.61C1 = 681 200 modos.

En el primer dfa los participanles se p
escoger de C1° = 240 formas; en el segundo,
de €' — 1 = 208, y en el tercerv, de €30 — 2 =
= 208. En total habrd 210-209.208 = 9 129 120
maneras.

83.

Como C% = 20, cada forma de eleccién del grupo
serd utilizada exactamoente wna vex. El nimero
de permutaciones de cstas formas es igual a 20],

84.

Cada muchacho puode elegir entre 5 lugares de
trabajo, v cada muchacha, de 4. En fotal, se
obtienen 5%-4! = 2000 formas de cleccidn.

85,

En el grimer lugar se puede escribir cualquiora
do las 33 letras, y en cada uno de los siguientes,
cualquiera de 32 (se excluye la gracedcmt.a). En
total, tendremos 33.32' = 34 503 008 palabras.

86.

Escojumos primeramente los premiados, y distri-
buyamos después entre ollos los libros. En virtud
de la rogla del producto, se obtienen C20P (3, 2, 1)
maneras. En ol segundo caso clegimos primero
guién obtuvo el primer libro, luego, quién obtuvo
el segundo y, al fin, a quién le toecd el tercero.
En total, obtenemos C29C§C30 formas do distri-

We10n.

an.

Las consonantes ge pueden olegir de €§ formas,
y las vocales, de €. Las 7 letras clegidas pueden
sar permutadas de 'rl manerag. En total obtenemos
€3C%-7! modos, 5i no puede haber dos vocales
juntas, el orden de las letras es el siguiente:
CVCVCVE. Aqui tonemos sélo 314! permutaciones:
y CICi3l4l palabras.

1.
En virtud de la férmula de inclusiones y exclu-
siones, el nimero de empleados es ifual a6
+7—4—3—2+4 1= 11, S6lo inglés cono-
cen 6 — 4 — 24 1 =1, sblo francés, 7T — 3 —
—241=3

92.

Segan la férmula de inclusiones y exelusiones,
B2 — 47 — 38 — 42 + 28 + 31 4- 20 — 25 =
= 25 personas llevaron empanadas.

93.

Los hombres pueden ser divididos en pares de
10! "

m maneras (teniendo en cuenta las permuta-

ciones dentro de los parvs y las de lps propios
pares}. Las mujeres se dividen de 101/{2])® formas
{aqui ya tiene importancia el orden de los pares).
En total existen (101)%/2'%5! modos,
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94,

Escojamos primeramonte un hombre y una mujer,
los que guedarin on el mismo bote que el par
escogido antes (9% formnas). Después, dividimos

los restantes en 4 grupos de L) maneras. En

28.41
total, habrd 2%?'—5 modos.

95.
5i dos hombres dados quedan en un mismo grupo
(v on éste s¢ encuentran también sus esposas),
lvs restantes se pueden dividir en grupns de
8
28.4
upos, éstos pueden ser completados de (A§P
ormas y, después de esto, se puede dividir a los

maneras, 5i, en cambio, quedan en distinlos

: , 6l
demds en grupos de 231 modos. En lotal, ohte-

nemos 17 (81)%/2%4! maneras.

96.

Coma los niameros no ‘fueden comenzar por el
cero, tendremos T4 — 7% = 2058 nameros.

97.

Si el niimero representado por las tres primeras
cifras es igual a x, el que representan las dltimas
tres puede adquirir los valores 0,1, .. ., 999 — a:
en total, 1000 — x valores. Como & varia de 100
a 999, debemos hallar la suma de los nimeros
naturales del 1 al 900. Esta es igual a 405 450,

98.

Las [ichas blancas se pueden disponer de C§3 mane-
ras. Después de la eleccion de 12 casillas para
las fichas blancas, quedarin 20 para las negras,
sobro lns cuales se las puede ubicar de €22 formas.
En total, hay €€ modos.

9.

Dividamos todas las permutaciones de las letras
de la palabra tolivare on clases, de forma que las
perl ientes a una mi ‘clase -8 diferencié
entre si solo en el orden de las vocales, El nlimero
de ‘closes es igual a Py/Py= 120. Solaments
una permutacion do cada clase satisface la con-
dicién planteada. Por csto, su niimero es también
igual a 120,

100,

En las permutaciones en que las cuatro sas van
juntas, se las puede unir y considerar como wna
sola letra. Por osto, ¢l niimere de estas permuta-
ciones es igual a 5! Quedan P (4, 1, 1, 1, 1) —
— 5l = 1360 permutaciones.

101,

Si la ¢ge va inmodiatamente después de una aos,
estas letras se pueden unir. Por esto, ol niimero
de permutaciones buscadas es jgual a P (2, 1,
1, 1, 1) = 360.

102,

Escribamos primeramente todas las letras de la
palabra scloroformos distintas de la sos, lo que
puede hacerse de P (2, 1, 1, 1, 1} manerps.
D és du vsto, 4 de los 7 lugares,
en los que s¢ pueden colocar las letras eos. En
total, obtenemos P (2, 1, 1. 1, 1). €] formas.

103.

Tanto las  wvocales como lIas consonantes
se pueden permutar entre si de P (2, 1, 1) == 12
moﬁas. S ya han sido dispuestas las consonantes,

ara las vocales quedardn 5 lugares. Por esto,
ros lugares para ellas pueden ser clegidos de C§= 5
maneras. En total, tendremos 5- 128 = 720 modos.

104,

Escribamos las vocales en el orden dado. Entonces,

para la letra sco tendremos 5 lugares. Después

de escribirla, habrd 6 lugares para la er» y, por

altimo, 7 para la ¢}, En total, 5-6.7=210 modes.
1035.

Al igual que en el problema anterior, obtenemos

que el nimero de formas es igual a AP, =

= 277 200 (hay quo tener en cuenta que la letra

ely figura tres veces en nuestra palabra).

106.

Fijomos primeramente la sucesidn do las vocales
(hay 2 formag), v después ubiquemos entre ellas
a 2 consonantes (hay A§= 12 maneras). La
primera de las consonantes que quedan se puéde
colocar antes o despuds de ambas vpeales (2 for-
mas}, y para la segunda ya tendremos tres lugarés. -
En l<>tai, obtenemos 2.12.2.3 = 144 modos.

107.
Escojamos 3 letras de las 5 consonantes, y colo-
quémoslas en los lugares indicados {existen A}
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formas). Las 5 letras restantes so disponen acbitra-
rinmente en los 5 lugares que quedan (hay 5!
modos), En total, habra 5/4} = 7200 maneras.

108,

Envirtud de la regla del producto, hay C§C} = 80
maneras; CiC]= 12 formas,

109,
P(3,1, 1, 1) — 4l = 96 modos (véase el pro-
blema 100).

110,

Dispongamos primeramente las consonantes (hay
3| formas). Para las 3 lotras «0» quedardn 4 luga-
ros, ¥ se las puede disponer de 4 maneras. En
total habra 2‘? modos.

141,

La lotra sos puede i:;‘gurar entee las escogidas 0,
1, 2, 3 04 vecea (deb formas), la «ks, de tresformas,
etc: En total, se obtieno 5.3.5.3.3.3 = 2025
agrupaciones.

112,

El niimero de combinaciones en las que las tres
letras son distintas es igual a C§= 20; ol de
combinaciones que contienen oxactamente 2 lotras
distintas, a 6.5 = 30, y el de las que contienen
solo npa letra, a 2. En total hay 52 formas de
eleceidn,

114,

Si se tiene en cuenta también el orden de las letras,
se obtienen A% - 34§ 4 2 = 212 maneras.

114.
Como el] orden lanto de las vocales como do las
consonantes esti determinado, hay que escoger

sdlo 3 luﬁares cntre 7 para las vocales. Esto puede
hiacerse de € maneras.

15,

Para la palabra cespiraless, la primera v Gltima
letras debon ser consonantes. Estas so pueden
pormutar de P (2, 1, 1, 1) formas, ¥ las vocales,
de P (2, 1, 1) maneras. En total, tendremos
P2 1,1, 1).P(2, 1, 1)= 720 modos. Para
la palabra ssamovare existen Py.P (2, 1)= 72
permutaciones.

116,

Hay que escoger 3 lugares entre 6 para la lotra
«an, eosa que puede efectuarse de €4 = 20 manc-
ras. Si se agrega la condicién de que no laya
dos ¢av seguidas, para éstas habri solamente
4 lugares, y tendremos €4 = 4 lormas.

117.

Las letras de la palabra dtic-tack se pueden
permutar do 180 modos. En 60 de estas permu-
taciones estardn juntas laa dos ¢t» (no tememos
en cuenta el guibn); en 60, las dos e, v en 24,
ambas letras. Segiin la formula de inclusiones
y exclusiones, obtenemos 180 — 60 — 60 4 24 =
= 84 permutaciones admisibles. Para la palabra
otam-tam»  tendremos 90 — 30 — 30 — 30 -
+b112 + 12 4+ 12 — 6 = 30 permutaciones admi-
sibles.

118.

Hay 3 agrupaciones que contienen las 3 letras
&te, tas, ame, ¥ 3 queconticnen 2 letras diferentes
cada una, En total, hay 6 agrupaciones. Los
nimeros diferentes do euatro cifras que se pueden
formar a partir de las cifras del nfimero 123 123
constituyen 3P (2, 1, 1) -+ 3P (2, 2) = 64,

119,

Segiin la férmula do inclusi excl ¥

obtenemos que todas las cifras 1, 2, &, 4 estdn

contenidas on 10°—4.9% - 6.8°% — 4.7% 4 f =

= 23 160 nimeros. Sélo por las cifras 1, 2, 3, 4

estardn formadosd - 43 - 43 - 44 4 6 4 40 =
47—4

3

= 5460 nimeros.

120,

Cada cifra aparece en cada columna 6 veces
(P./4). Por esto, sumando las cifras de la primera
columna, obtenomos 6 ({ 4 2 4 3 4 4) = 60,
sumando las de la segunda, 600, ete. En total,
seobtienon 60 4 600 4 GO00 + 60000 = 66 660,

121,

Aqui el niimero total de permutaciones es igual
a 12; las cifras 1 y 5 aparecen en cada columna
3 wveces cada una, y la 2, 6 veces. For esto, la
suma de las cifras de la primera columna sera
igual a 3.1 <+ 3.5--6.2= 3. La suma total
es igual & 30 - 300 43000 4+ 30 000 = 33330,
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122,
Anélo‘lgammne s0 obtiene que la suma es igual
a 11 110

123,
La suma es igual a 16 665,

124,

Si se quita la limitacién de que la cifra 0 no sea
rimera, s¢ obliene una suma de 2 666 640. La
e lps mimeros que pi or 0» es igual

a 66 660, Por esto, la suma de los mimeros de

cingo cifras que no comienzan por lu cifra «Os
es igual a 2 599 980,
125.

«B so pueden

Como mediante las cifras «Be
ca;ntidad total

escribir 2% nimeros de k cifras,

de niimeros buscados es igual a 3 2% = 126,
K=1

126.
&
Anilogaments se obtiene Z 3k = 1092,
k=1

127,
Como la primera cifra no puede ser 0, se obtienen
L]

23} 3h= 728 niimeros.
k=1

128,

Cada cifra se repite en cada columna 42— 16
veces: Por esto, la sama de las cifras de la primera
columna es igual & 16 (1 - 2 + 3 4 &) = 160,
la de las cifras de la segunda, a 1600, v de la
tercera, a 16 000. La suma es igual a 17 760.

129,

En ¢l primer caso la suma es igual a 3 999 960,

En el sogundo, cada cifra so repite 4§ veces cn cada

columna, y obtenemos una suma de cifras do la

E‘ime’m columna de 4§ (1--24-. . .--9)=75 600;
suma total es igual a 830 991 600.

130,

En el ultimo lugar puede estar la cifra 3 o la 9;
las restantes se pueden permutar de 3! maneras.
En total, obtenemos 12 nimeros impares. Andlo-
gaments se obtiens que la cantidad do nimeros
pares es igual a 12.

13,

Los lugares para las cilras impares se puedep
cscoger do C§ = 20 formas. En cada lugar puede
estar una de las 5 cifras {0 par, o impar}. En
total, obtenemos 20-5¢ nimeros. Pero entre olloa
10.5° comienzan por cero, Quedan 20.5° —
— 10.5* = 281 250 nimeros.

132.
C5-5% = 312 500 nfmeros.

133.

En ¢l primer lugar puede estar wna de las 9
cifras: en ol 20, 30, 40 ¥ 59 una de las 10, y en
¢l altimo, una entre § (su paridad estd detormi-
nada). En total, obtenemos 9.104.5 = 450 000
nimeros. Si se toman todos los nimeros del
1 al 999 999, se obtendrin 499 999 nimeros.

134,
i se excluyen Jos ceros, lus cifras restantes dardn
una de las sucesiones siguientes: 3; 2,4; 1,2;
1, 1, 1. Queda por distribuir los ceros, de forma
ue la primera cifra sea distinta de cero. Para
el 3 esto se puede hacer de una manera, para
2,1y 1,2, de nueve (segin la cantidad de ceros
3“ se hallen entre estas cifras), y para 1, 1,1,
e €3 modos. En total habrd 1 4 9 - 45 = 55
niimeros, Si se toman todos los nfimeros del {
al 9999 999 090, hay que cscoger los lugares
para las cifras distintas de cero. Para el 3, esto
se puede hacer de C}*maneras, para el 2,1 ¥ 1,2,
de C% ¥ Bm'a 1,1, 1, de C}°. En total, obtenemos
C0-1- 2010 4 CJ° = 340 nimeros.

185,

En el primer lugar puede estar cualquiera de las
9eifras 1, 2, ..., 9. El segundo lo peede ocupar
cualquiera de las 9 restantes, el tercero, cualquiera
de las 8, etc. En total, se obtienen 9- 9! ndmeros.

136.
La cantidad de nimeros del 0 al 999 que se divi-

den por 5 esiguala E (@) , siendo E{z) ln parto

entera de =. Andlogamente, por 7 se dividen
E (@) niimeros, y por 33, E (%} . En vir- -
tud de la férmula de inclusiones y exclusiones,
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ze obliene que

o5 (22) 3 (42) 1.5 (191) o

niimeros no se dividen ni por 3, ni por 7.

147.
Andélogamente, se halla guo la cantidad de ndme-
ros buscados es ignal a 228.

138,

La cantidad de nimercs que se escribon sin la
cifra O es igual a 729. Por esto, la cifra 9 estd
contenida en 1000 — 729 = 271 nimeros. Exacta-
mento 2 veces la cifra 9 figurn en 27 nimeros
(009, 090, 909, 198, etc.). El cero figura en
1 nimero de una cifra, 9 de dos cifras y 171
de tres; en total, figera en 181 nidmeros. Dos
veces ¢l cero figura en @ ndmeros. Las dos cifras
0 y 9 figuran en 36 ndmeros (si la tercera cifra
es distinta de 0 y 9, habrd 2.2.8 variantes,
v si esigual a 0 6 a 9,4 variantes mds). Las
cifras 8 y 9 figuran en 54 nimeros. La cantidad
de nimeros de n cifras que no contienen dos
cifras iguales scguidas es i%ual adnsi n>1,
y a 10 si n= 1, Por esto, la cantidad de estos
niameros, del O al 999 999, es igual a 10 4 9
403 4 9% 1 g5 4 99 = 597 871,

139,

El niimero de cuatro cifras puede estar formado
r cuatro cifras distintas (1, 2, 3, 5), o por
os iguales v dos difeventes (1, 1, 2, 3; 1, 1, 2, 5;

1,1,3,5:1,2,8.3:1,8 8, 5; 2,38, 5o, por

altimo, por des pares de cifras iguales (1, 1, 3, 3).

Por ¢sto, la cantidad total de estos numeres

es igual a

Py-+6P (2,1, 1)+ P (2, 2)=2446-12+6=102,

140,
En forma andloga al problema anterior, oblene-
mos Ja respuestar
2P(2,1,1, 1)4-3P (3,1, )+2P (2, 2, 1)+
43P (4, 1)=255.

141.

En el ndmero de seis cifras pueden figurar uno,
dos o tres pares de cifras iguales, Un par se puede
eseoger de €% manerag. El ndmero de permuta-
ciones de 4 cifras distintas y 2 iguales es igual
a P2 1, 1, 1, 1) = 642l = 380. Entre cllas,

en 5! = 120 pormutaciones dos cifras iguales
estardn juntas. Por consiguiento, en este caso
obtenemos 5 (360 — 120) = 1200 nitmeros de seis
cifras, Dog pares de ecifras iguales pueden ser
escogidos dé €= 10 maneras, luego de lo cual
de €3= 3 formas se pueden escoger dos cifras
mds, La cantidad total de permutaciones de
cstas cifras es igual a P (2, 2, 1, 1) == {80, con

la particularidad de que en 2-;—: = 120 de ellas

hay por lo menos un par de cifras iguales seguidas,
v en 4! = 24 pormutaciones dos de cstos pares.
En virtud dela férmula de inclusiones y exclu-
siones, se obtiene Eue esto caso nos da 10.3 X

» (180 — 120 + 24) = 2520 nlimeros nocesarios.
Andlogamente se halla que tres pares de cilras
iguales log tienen

8l 5 41
o (W‘s'_@!)—*"‘"a'“ﬁ_ 31) =300

nlimeros pecesarios. En total, obtenemos 4020
mimeros.

142,
La cantidad total de ndmeros de cinco cifras
que pueden formarse a partir de las cilras
dadas, es igual a

51 . 5! 5 5!
8-y +CiCT g+ O3y + O gpgr = 40
P,

Entre ellos en 3Py 4 2 2]3 = 24 la cifra 3 se

repite 3 veces seguidas. Obtenemos asi 416
nimeros buscadns,

143,

El nimern total de gerrnul.aoionus de las cifras
dadas os ignal a P (2, 2, 2, 2), Entre ellas, en
P2, 2, 2, 1) permutacicnes una cifra dada se
halla dos veces seguidas; en P (2, 2, 1, 1) se
vepetiran seguidas 2 cifras dadas; en D (2, 1,
1, 1), 8 cifras dadas, y en P (1, 1, 1, 1), 4 cifras
dadas. Segin la férmula de inclusiones y exelu-
siones, obtenemos que no habrd 2 cifras que se
repitan en

P2,2,2, 4P (22,2 1)+0P @ 2 1, 1)—
—4P (2,1, 1L, 14+ P (1, 1,1, 1)=884

permutaciones.
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144.
Anilogumente se obtiene que el pamero de per-
mutaciones es igual a

&1 7! 6!

145.
De igual forma, tendremos

101 81

146.
Andlogamente se obtiene la respuesta 20 040,

147.

Si se ho escogido un nimero, ol segundo se puede
elegir de 10 maneras (ya que su paridad (]
eonocida). Teniendo en cuenta la posibi%rit_:lad
gg idwrmut:u' estos dos nimeros, se obtienen

2

148.
0O los tres nimeros escogidos son pares, o hien

uno es par y dos son impares. Por esto, obtendra-
mos C§f 4 €101 = 2030 maneras de eleccidn.

= 100 modos de eleceidn,

149.

En 11 puntos del camino se puede elegir entre
dos posibilidades. Por esto, la cantidad de caminos
es igual u 21 == 2048,

150.

Como la eloceién en el punto inicial ya fue efectua-
da, quedardn 2= 1024 posibilidades.

151.
Anilogamente hallamos que el n@mero de for-
mas e8 igual a 3% = 243.

152.
Si se han escogido p monedas por valor de 10
kopeks, sc pueden tomar 0, 1, ..., 20— p de

15 k.: en total hay 21 — p formas. Como p

varia de 0 a 20, tendremos en total 4 ~- 2 - 3 -+
A 2l= 312 maneras de eleccion,

153,

El mimero de combinaciones distintas de monedas

es ignal a C}? = 1287, Por esto, puede baber 1286

respuestas ineorrectas,

154,
l.a cantidad de ndweros de cinco cifras es igual
a 90 000. Entre ellos, cada eifra es un nimere
ar en 4 -5% = 2300 casos, e impar, en 5° = 3125,
s cifras menores que § no figuran en 45 = 1024
casos, !y las mayores que 3, en 3.4'= Tii§.
Todos Jas cifras 1, 2, 8, 4, 5 estdn contenidas
en 5! = 120 nimercs, y todas las 0, 2, 4, 6, &,
en 4.4] = 96.

155,

Da la hiptesis del problema se aprecia que distin-
tos resultados de echar los dades dardn igual
suma silo si se obtienen uno del olro permutando
los dados. Por esto, la cantidad de sumas distin-
tas us igual a Cf + 6= 21.

156.

Andlogamente obtenemos la respuesta € + 2 i+
+ 6= 56.

137,

Un solo tipo de puntos habri en 6 casvs. Dus
tipos pueden cacr de las tres maneras siguientes:
un dado del primer tipo ¥ 5 del segundo. o dos
del primera ¥ cuatro del seguondo, o tres do cada
uno. En el primer caso, el tipo de los dados se
puede escoger de A3 maneras, ¥ cualquiera de los
t pucde dar puntos del primer tipo. Esto nos
da 644 = 180 casos. Andlogamente, la varianle
2 4 4 nos dara AP (2, 4} = 450 casos, y la
3 4-3— C4P (3, 3)= 300 casus. Asi, pues, dos
tipos de puntos se obtienen en 180 + 450 4- 360 =
= 030 caspa. Para tres tipos de puntos, halla-
mos primero todas las particiones del nimero
6 en 3 sumandos: 6=14 1+ d=142+4
-+ 3= 2 4 2 -+ 2, En correspondencia con esto,
resulia

-%'-]—AgP(l, i, ) =1800,

ASP (1, 2, 3)="7200,

e 2, 2,2)= 180,

obteniéndose e ntotal 10 800 casos en que caen
exactamente 3 tinos de puntos.

Tn 4 sumandos, el niimero 6 se descompone como
=141+ it+3=14+14+2+42,

Estas variantes nos dan %A‘:P 1,1, 1, 8=

sigue:
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=7200y(2'—1|),439 (1,1, 2, 2) = 16 200, habicndo
en total 23400 casos en que eaerin 4 tipos de
puntos.

Para 5 tipos tendremos -&1-1-;15? . 1,1, 1,2 =

10 800 casos, y para 6,61 = 720, Ohsérvese quo
6 -+ 930 4 10 Sgl'] -k 23 400 4 10 800 4+ 720 =

158.

Al echur los dados, éstos se dividen en grupos,
segun la cantidad de puntos Tle‘ cayeron en cada
uno. Por esto, hay que hallar Ja cantidad de
maneras de dividir n dados en 6 grupos. Este
wimero es igual a ¢ 7*5 (véase la pag. 132).

159.

Como 1 000 000 = 28.5%, cualquier desarrollo de
un millén en tres factores tendrd la forma

1 000 000 = {20:1‘551} (2052,5&:) (2%2.5P3),

siendo @, o, @s, Pi, P2 B3 niimeros enteros
no negativos, tales que oy + o + ay= B,

+ B2 4 Ba= 6. Como G se descompone cn 3
sumandos enteros no negativos de €% = 28 modos,

es igual a 784 — 1 — 45 = 738. Estos se dividen
on Frupos que ge diferencian s6lo por ol orden
de los factores, v estin formados por 6 desarro-
los cada uno. Por esto, si no se tiene en cucnta
el orden de los factores, se' abtienon 1 4 15 -
+ 123 = 139 desarrollos.

161.

Cnda moneda pucde quedar en uno de. los dos
holsillos, Por esto, tondremos 2° maneras.

162,

Dispongamos los abjotos en algiin orden, y démosle
a la primera persona los primeras n, a la segunda,
los n siguientes, y la Gltima. los objetos restantes.
Como el orden deo los elementos en los grupos
no tienc importancia, obtendremos cgnc;."=‘i';2

formas de distribucién.

163.

En forma totalmente aniloga al probloma ante-
rior, obtenemos quo el ndmero de descomposicio-

¢l ndmero de desarrollos serd igual a 282 = 784,
si 3o tiene en cuenta ¢l orden de los Factores.

160.

Los desarrollos obienidos en ¢l problema ante-
rior se dividen en tres clases: o los tres factlores
coinciden, o coinciden dos, v el tercero es distinto
de ellos, o son los tres diferentes. La primera
clase estd formada por cl wmico desarrollo
1 000 000 = 100-100-100. Hallemos el name-
ro de desarrollos de la segunda, Si los factores
que coinciden son do laforma 2%.58, obtendremos
20 -4 a3 = 2B + Pz = 6. Pero la ecuacidn 2z +
4+ y= 6 tieno 4 soluciones entre los nimeros
enleros positivos: z= 0. y=6; =1, y= 4
z=2, y=2; =13, y= 0. Como cualquicr
o s puedo combinar con cualguier B, obtenemos
16 variantes para 2%.5P, Una de cllas, precisa-
mente la 2%.5%, debe desecharse, pues cond

al desarrollo deln primera clase. Quedan 15 varian-
tes. Cada wna de ellas eonduce a tres desa-
rrollos, segin el lugar que ocupe el tercer fuctor.
Por lo tanto, la segunda clase estd formada por 45
desarrollos, Si no se tiene en enenta ol ovden de
los [actores, se obtienen 15 desarrollos. Por
Giltimo, ¢l nimero de desarrollos de la tercera clase

N (2m)!
nes o3 igual a T *
164.
Ani iene 1 Al
Anilogamente se obtiene la respuesta ey *
[65.

301 30!
(107931 * {3101 -
166,
4 ases se pueden dividir en dos mitades de (:—:ﬁz

: 321

=13 maneras, y las 32 carlas restantes, de eyt -

Como estas particiones se pueden combinar ontre

- 32!
si de dos maneras, obtenemos 3;)! formas do

particién.
167.

" " 10! .
El nimerc de mancras es igual a g 943,
168,
945,
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169,
9l/(31y* = 280.

170.

Tres personas puedon repartirse 6 manzanas de C§
maneras; cada una de las frutas restantes puede
tocarle a cualguiera de los tres, y podemos
repartirlas de 3° formas. En total, se obtienen
%ﬂ%g: 20 412 modoes de reparto.

171.

Distribuyamos primero las manzanas. Como cada
uno obtiene no mis de 4, esta distribucién puede
efectuarse, salvo posibles permutaciones, de una
de las formae siguientes: 6 = 4 4 2 4 0 =4}
+14+41=34+34+0=34+241=2-+

- 242, 8i lne manzanas estin distribuidas
segun el esquema 4 - 2 4 0, habrd que escoger 2
frutas mis de entre 6 para el segundo, y entregar
las restantes al tercero. Esto so puede efectuar
de €3 maneras. Teniendo en cuenta la roaibilidad
de permutar las personas, se obticnen 3] €§ formas
de reparto. Segin el esquoma 4 -+ 1 - 1, habri
que elegir 3 frutas para el segundo, de entre
las 6 restantes (€% modos). Como dos personas
ticnen igual cantidad de manzanas, el nédmern
de permutaciones de las personas es igual
a P2 1)=23. Por el ema 343+ 0,
habré que elegir nna fruta de entre 6 para el
primere y una de Jas 5 restantes para el segundo.
Aqui también habri 3 permutaciones de personas.
Andlogamente se estudian los csquemas restantes.
En total, obtenemos

608+ 3CY+ 3CICH+ 6CICE+ CI03 = 690
formas de distribucitn,

172, .

Como 9=64340=084241 =54 4+0=54

+242=4-43+2=3+43+3, obtepemos, al

igual que en el problema anterior,

6 [C3+CF + C5Ca-F Y03+ CECH +
+3(C1C3+CICh) -+ C3Cs =19 068

maneras de distribucidn.

173.

Una_baraja se puede repartir entre 13 jugadores

de @ mancras (véase el problema 162). Si

cada uno debe tener una carta de cada palo,
para cada pale obtenemos una permutacitn

de 13 cartas: como las permulaciones de log
palos no dependen unas de las otras, obtendromos,
en virtud de la regla de la suma, (13)* formas.
En el tercer caso, un jugador pucde escoger una
carta de cada palo de 13% modos. Después de esto,
las 12 cartas restantes de cada palo se pueden
oo 12!
dividir en 3 grupos de @ maneras, y todas
121)¢
(Antant
se pueden reparliv entre 12 jugadores de 2!
maneras. Teniendo en cuenta gne el jugador
guc tenga todos los palos puede ser cscogido
p 13 formas, obtenemos para el tercer caso la
(1ans
AETElTE

las restanies, de

modes, Estos grupos

respuesta

174,

4 cartas puoden ser extraidas, de una baraja
completa, de ¢ maneras. Exactamente 3 palos
habrd en 44 (C}“}“C}[’ == 518 184 casos: escogemos
el palo que falta y el que se repite de 44 maneras,
después de lo cual escogomos dos cartas del palo
que se repite de C3° modos, ¥ de a una carta de
otres dos palos de (5“92’ modos. Exactamente dos
palas habri en €3 (CP)* + 4401901 = 81 120 ca-
s0s. En efecto, esto es posible si tenemos dos
cartas de cada dos palos, o una de un palo y tres
de otro. En el primer caso hay que escoger dos
palos ¥ dos cartas en cada uno de ellos, ¥ on el
segundo, elegir el primero y el segundo palos
{aqui ya tiene importancia el orden de éstos)
v después tomar tres cartas del primero y una
del segundo,

175.
Dividamos las 13 cartas de cada palo segin
el esquema 3 4~ 3 + 3 + 4. Esto se puede clectuar

de‘ﬂ?i}, maneras. Los grupos de 4 cartas se pueden

repartir entre los jugadores de 4! formas, y los
de 3 de cada palo, de 3l. En total ohtenemos
(31)*4] modos de distribueién de los grupos. Las
cartas, a su voz, puoden sor repartidas de

131 L] 131)4
() @@=z (3]_13"
formas.

176.

Distribuyamos a los participantes del reparto
en cierto orden, Después de esto, dispongamos,
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de todas lag formas posibles, 18 objetos en orde;
y dividimoslos en 4 gru]'pos de 4 objetos cada
uno ¥ 1 de 2 objetos. El grupo de .doz objetos
lo otorgamos a uno de los 5 participantes del
réparto, dando los grupos restantes a los demds
(el primer grupo al primero; el segunde, al
segundo, ete.). Como el orden de los elementos
en los grupos mo tiene importancia, se obtienen
5-18!
&z

andlogamente, obtendremos

formas de rep . En el segundo caso,

1Bl € .
AL modos.
177.

Para cada par de elementos hay tres posibilida-
des: en la eleceién pueden figurar dos, uno

o ninguno del par. Por esto. la cantidad de elec-
ciones es igual a 3= 4 782 969,

178,

Las 4 esferas negras se pueden distribuir en 6
paquetes de €f maneras. Para las blancas y las
azules tendremos Ja misma cantidad de formas.
En virted de la regla del producto, obtenemos
(Cp®* == 2 000 376 maneras.

179.
Andlogamente obtencmos la respuesta C3CI? =
=§

180,

Representemos cada particién del nimero n en

sumandos en forma de un diagrama puntual. Si
amos a éste una columna de n puntos,

obtendromos un diagrama para la particién del

nimere 2n en n sumandos.

181,

Escojamos tres nimeros naturales cualesquiera,
del 1 al n — 2; agreguemos 2 al mayor de ellos
¥ 1 al segundo en magnitud, Obtendromos tres
niimeros, de los cuales no habrd dos juntos.
Estos dan, precisamente, los nimeros de los
objetos elegidos. De este modo, la eleccién se
puede cfectuar de CP-2? formas.

182,

181
DeP(2 22 2,22 1,11, )= 3¢ mane-
ras.
1/412=118s

183,

Podemos ocupar las casillas libres por fichas
iguales y obtener una permutacién de 48 fichas
¥ da las figuras indicadas en el problema. El
nimero de estas permutaciones es igual a P (48,

2, 2,2 2,22 4, & 4 1)y=

20481
184,
Por el mismo procedimiento se obtiene la res-
puesta P32, 8, 8, 2, 2, 2, 2, 2 2, 1,1, 1, 1)
185.
Su n%nmns- que =¢ ban ocupado p casillas por
fichas blancas v ¢ por negras. Las 15 fichas blancas

so pueden colocar en p casillas, de modo que
todas las casillas queden ocupadas, de Cli,
maneras, y las 15 negras en g casillas, de €33,
Se pueden escoger p casillas para las fichas
Ilancas y ¢ para las nograsde P (p, q, 24 — p —
— ¢) maneras. Por eso, el niimero total de formes
es igual a

D Po g 2—p—g) €3E CL
g

donde la suma se toma por todos los p y ¢
tales que

1<p<15, 1915, plo<<24

186,

Unamos en un mismo grupo las casillas que
se transforman una en la otra cuando el tablero
g6 gira en 90°. Por hipdtesis, las fichas ocupan 5

de estos ru{;OS. siendo el niimoro total de ellos
igual a 16. Por esto, tendremos C}* = 4368 for-
mas de distribucifin,

187.

Se resuelve andlogamente al probloma anterior,
Hay C}} maneras.

188.

Ahora hay dos veces menos casillas, por lo que
tendremos C}} modos.

189.

En una mitad del tablero hay que colocar 6 fichas
blancas y 6 negras, sobro 16 casillas negras.

Esto puede efectuarse de P (6, 8, 4) = ﬂjﬁ%ﬁ
modos.
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190,

Hay que eaco;‘;cr 12 casillas en una mitad del
tablero, entre 18, y colocar en ellas fichas cuales-
quiera, ocupando en la segunda mitad casillas
simétricas con fichas de color opuesto. La elec-
cién dolas casillas puede efectuarse de €13 formas,
y la del color de las fichas que ocupan estas
12 casillas, de 2'®. En total, se obtienen 2'3C{} =
17 454 720 maneras.

191,

La posicién de las fichas so determina por cudles
5 casillas de 7 de la primera fila horizontal
estin ocupadas por fichas blancas. Por esto,
tendremos €] = 21 formas,

192,

Las posiciones so dividen en dos clases, segiin
estd ocupada o no la casilla angular. Si éstas
se_hallan ocupadas, sobre la primera vertical
¥ la primera horizontal habrd 8 fichas més en 12
casillas no angulares. Estas se pueden disponer
de C1* = 495 mancras. Si las casillas angularcs
estin libres, en lag 12 no angulares de la primera
vertical y horizontal habrd 10 fichas. Se las
puede disponer de €} = 66 maneras. En total,
tendremos 561 modos de distribueidn.

193,

Las 7 esferas blancas se pueden colocar en 9 hoyos
de C® formas, ¥ las dos negras, de C}°. En total,
tendremos Cl5-C}0 = 289 575 modoes.

194,
Andlogamente, se obtienen CJ® (CE® = 521 235
mianeras.

195.

Escojamos primero 9 libros para la persona. C.
Esto sepuede efectuar de C3 maneras. Los 18 libros
restantes se pueden distribuir entre 4 y B do 2%
mofoos. En total, tendremos 2'°C3?formas de re-
parto.

196.

Los: 8 pasajeros se pueden distribuir entre los
pisos de 4* modos. Entre ellos, en 3% casos no
saldrd ningiin pasajero en un piso dado, en 28,
endos pisos dados, y en 1, en tres pigos prefijados.
En virtud de la iérmula de inclusiones y exclu-
siones, obt 8 la respuesta 4% — 4.3% 4
+ 6.2% — 4 = 40 824,

197,

Son posibles los siguientes casos: por 3 so dividen
los tres sumandos, uno ¥ ninguno de ellos, En el

rimer caso, los sumandos se pueden cscoger

e C§* maneras. En el sogundo, un sumando da
como resto 1 y el otro, 2. Como hay 34 nimeros
del 1 al 100 que dan { como resto, 33 que se
dividen por 3 y otras tantas que dan como resto
2, en el segundo caso tendremos C3* (C3?)® formas.
Si ninguno de los tres sumandos se divide por 3,
éstos dardn como resto 1, 1 y 4, o bien 2, 2 v 2,
Correspondientemente, obtenemos CJ* o £ casos.
En total, habrd 2C3% + €18 + CJ8 (C§%)? = 53922
modos do eleccidn.

198,

El problema so rosuclve en forma andloga al pro-
cedente, La respuesta serd

3cg+(c’;)9=-;-(3n=—3n+z).

199.

Si s¢ han colocado p esforas blancas. los hoyos
octpados se pucdon escoger de CR*' formas.
Luego, quedarin n— p -1 hoyos para la
esfera megra y, ademis, se puede no colocarla
en absoluto. Obtenemos asi n— p 4+ 2 posi-
bilidades. Por esto, la respuesta tendri la forma

n q g=1
N in—p+ 2 = Bscf+ 3y Co-
=1 P=0

p=0
g=1i
mo jsC§= girly 26‘;= 22 — 1 (véase ¢l
#=1 pe=0 3
problema  404a), obt la  respuesta
(g -+ 2 20t — 1,
200.

Designemos un conjunte no vacio de esferas
blaneas por la letra B, r el de as, por N.
Do la hipbtesis del probloma so deduce que las
osferas se distribuyen segén uno de los esquemas
NBNB . ..NB, obien BNBN . .. BN.EI%lI_‘nndD
r pares en cada conjunto. Pero m esferas bla

ge pueden distribuir entre r conjuntos no vacios
de CP5! maneras. Para las esferas negras. tendre-
mos CB] modos, habiendo en total 2CP3108-L
Andlogamente se deduce que 2r contactos habri
en CP-LCRCL -+ CPESICP! casos.

LCAS -



179

201,

Sea A (m, n) el nimero de formas de obtoner m
puntos en n eximenes (sin obtener, ademds,
+ ningln ¢2s}. Entonces queda claro, que 4 (30, 8) =
= A-(25, T) + 4 (26, T) 4 4 (27, 7}, etc. Con-
ilnuando la disminueién dé m, al cabo de varios
pasos se obtiene la respuesta 78B4,

202,

Escojamos primeramente los » ohjetos que queda-
rin en sus lugares. Esto se puede hacer de ¢m+n
modos, Los m objotos restantes se permutan de
forma que ninguno quede en su lugar. Esto so
puede efectuar de Dy, maneras (véase la pig. 47).

En total, tendremos gn+-2j1
mlinl

Dy, formas.

203.

r objetos se pueden distribuir entre » 4 p perso
nas de (n 4 p)” maneras; aqui en {n + p — 1}*
cogos una persona dada no obtendri ningan
objeto; en (n+ p — 2)r, dos personas dadas
no obtendrin nada, ete. Aplicando la férmula
de inclusiones y exclusiones, se obticne el resul-
tado quo queriamos demostrar,

204,

La primera columna de la particién de 2r 4- z
en r-- z sumandos diferentes de cero contiene
r -+ z elemontos. Eliminidndola, ohtenemos un
diagrama de la particién de r en sumandos no
negativos.

205.

Como cada uno rl1:1.1ecle votar por cualquicra de las
n personas, tendremos an formas de votacidn. En
el segundo caso, hay que dividir n votos entre n
candrdatos, cosa que pucde sfectusrse de C22j1
maneras,

206.

Supongamos gua el nimero 2n estd dividido
en tres partes del modo requerido: 2n= o - b +
+ ¢, siendo a < b < c. Entonces a =1, pucs
en caso contrario tendriamos que b= ¢ = 2n — 1,
por lo cual serfa b < ¢, cosa que no puede ser,
va que b4 1 >¢ Adomés, a+ b>e, v los
niimeros a-- b y ¢ tienen igual paridad. En
consecuencia, a + » > ¢ 4 2. Pero ent los

ticién"de 2n — 3, siendo gz— 1)+ b—=1)=>
>e—1, Con esto se estahléce una COTresSpon~
dencia biunivoca entre las particiones de los
nimeros 2n vy 2n — 3.

207. .
Se desprende de Ia igualdad

CR4-CRFCF 4. =201,

208.

Supongamos que el ¥rimer0 obtuvo z objetos
del primer tipo, y del segundo y s del tercero,
Entonces serd z 4 y 4 z== 3n, con la particula-
ridad de %:e 0 <z y 5« 20 Do esta forma,
hay que hallar 6l nimero de soluciones do la
ecuacion x + y 4-z= 3n en enteros positives
que no superen 2n. 5i se climinan las condi-
clones z < 2n, y < 2n, 25228, ol nimero de solu-
ciones es igual al de maneras do dividir 3n objetos
igualea entre tres personas, es decir, a Cm*9,
Hallemos ahora Ia cantidad de soluciones en las
que z = 2n. Esta es ipual al ndmero total de
soluciones, en enteros no negativos, de las ecua-
ciones y +z=k, 0 < k<<n, es decir, a 1+

+24...4 n=-’m‘%l.En el mismo nimero

de soluciones serd ¥ > 2nyz > 2n. Eliminfndo-
las, obtenemos 3n® + 3a 1 soluciones,

209,
El problema se resuelve andlogamente. So obtiens
n—1
cgu+3_* 2 Cg+2 -__',cgn-l-.l _4c§n+2=
h=0
E?T (2n-+1) (Bn34-8n 4 3).
210,

Como las partes son indistinguibles, las solu-
ciones x, y, 2y 2n—z, 8n—y, 2n— z do la
ecuacién z + y 4 z= 3n se identifican. Una
solucifn, precisamente, la 2= n, y=n, z==n
ge identifica en esto caso consigo misma, y las
demis, con soluciones diferontes de ollas.” Por
esto, la respuesta tiene la forma

nimerog ¢ — 1, ¥ — 1, ¢ — 1 forman una par-

i tdn
2 e

12+
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Anidlogamente se considera el caso on que haya
objetog de 4 tipos.

211,
Agqui hay gque hallar el nimero de solueiones
enteras de la ecunciénz; <+ o3+ . . .+ 25 = mn,
guo satisfagan a las condiciones 0 <z, < 2n,
<k <m. Sige eliminan las limitaciones
0 <r <2n, 1 < k<m obtenemos CP™F™-1 solu-
ciones. Hallemos el nimero de éstas, para las
cuales zy = 2n. Este es igual al nimero total
de soluciones de todas las ecuaciones

Tyt 23t ... Frm=k,
donde 0 < k< mn—2n—1, es decir, a

o e rn—2ntm—2
- N—ENTM=—
hz}l] Cm—ﬁ = ¥m—1 =

Otras tantas soluciones existen, para las que
23 = 2n. ete. En consecuencia, hay que eliminar

Crnim—am~3 goluciones. Aqui algunas solu-
ciones (precisamente, aguellas para las cuales,
digamos, z, > any zs = 2n) se eliminan dos
veces, Aplicando la férmula de inclusiones y exclu-
siones, e obtiens el resultado que se gueria
demostrar.

212,
De 231 formas. En lo que respecta a la resolucidn,
wéase ¢l problema siguiente.

243.

8ea zy, =i, 23 la cantidad de ohjetos del primer

tipo, e yy, Y2, ys la de los del segundo, que
ont

es ignal a
i~ n—a—1
2N D N s+h=
=l r=0
1 n—1
= ) (D) (r—s) (n—st1)=
=0
n—1
B
=0

(véase la pig. 88). Otras tantas soluciones no
satisfacen las condiciones xs+we<<n y x34
+ y3 = n. Elimindudolas, obtenemos

(g"gl'i'z}!_ 3C2+3
soluciones, Para n = 5, tendremos 231 soluciones

214,

9 personas se pueden intercambiar de lugar de 91
formas. Hallemos en cudntas permutaciones 3
ingleses estardn sentados juntos. Todas estas per-
mutaciones se obtienen de una de ellas inter-
cambiando entre si a los ingleses (hay 31 modos),
y a los 6 franceses ¥ turcos y el grupo de ingleses
(son 7] formas). En total, se obtienen 31 7! par-
mut En el mi namero do éstas estardn
sentados juntos los tres franceses, y en otras
tantas, los 3 turcos. Ahora bien, en (312 5!
ermutaciones estardn juntos los ingleses y los
ranceses, y en (31)% los ingleses, los franceses
v los turcos. Segin la férmula de inclusiones
y exclusiones, se obtiene la respuesta

01—3.31 713 (31)2 51— (31) = 283 824,

obticnen las personas A, By € respectiv !
Entonces tendremos las ecuaciones z; - 2 +
+ zs=n e g, + y2 + ys== n, debiendo cum-
g!ims las condiciones oy 4y < n, 1 <k < m.

i se eliminan las limitaciones =z, + y, < n,
1 < k < m, obtendromos C}+? soluciones de la
primera ecuacifn y C3+* de l’a ‘segunda, habiendo
en total (CP**)? soluciones. Aqui el nimero de

215.

El nimero total de permutaciones es igual a 91
Hallemos la cantidad de éstas, en las cuales
dos ingleses dados estén juntos. Si los unimos,
obtendremos permutaciones de 8 objetos. Pero,
ademds, podemos intercambiar el asiento. de uno
con el del otro. Por esto, en total tendromos 218!

soluciones para las cuales se viola la d

z + 31 <n es igual a la cantidad total de
soluciones enteras no negativas de los sistemas
de_ecuaciones z; - z3 = r, ya - y3 = s, donde
OgLr<n 0<s<nyr- s< n. El sistoma
zotz3=7r1 paF ya=2 tieno (r+ 1)s+ 1
soluciones enteras no negativas. Por esto, e
namero total de soluciones de nuestros sistemas

per i Ademds, dos ingleses dados se
pueden elegir de €} modos, y en total tenemos
tres nacionalidades distintas. Por esto, el término
correspondients. de la férmula - de inclusiones
v exclusiones es igual a 3C32!18]. Hallemos ahora
en cuintas permutaciones estariin sentados juntos
dos ingleses dados y, ademas, dos franceses
prefijados. 8i unimos en un par a los compatriotas
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que estin gentados juntos, se obtienen 7 objetos
a permutar. Ademds, se pueden cambiar de lugar

217.

lus compatriotas vecinos. En total, tendremos
21)®7) permutaciones. Pero también dos pares
¢ compatriotas pueden ser escogidos de (C§)?
maneras. Por esto, el sumando correspondiente
de la férmula de inclusiones yexclusiones es
igual & (€3)* (21171, Luego se estudian los siguen-
tes casos: juntos estdn sentados

a) tres compatriotas, :

} dos representantes de cada nacionalidad,

té)t-res representantes de una nacionalidad
v dos de otra, ;

lidad

Desig el nimere de formas de pegar las
cstampillos por una suma de ¥ kopeks mediante
F (N). Dividamos estas formas on clases, en
correspondencia con el valor de.la iltima estam-
pilla. Obtendremos as la relacién de recurrencia

F(N)=F(N—5)-4-F (N—10)+

+ F (N =45) - F (N —20).
Utilizando esta relacion y la ighaldad F (5) = 1,
se obtiens que F (40) = 108,

d) tres representantes de una
y ires de otra,
lda)tms representantes de una nacionalidad, dos
e otra y dos de la tercera,

f) tres representantes de una nacionalidad, tres
de otra ¥ gos de la tercera,

g) tres de cada nacionalidad,

Aplicando la férmula de inclusiones y exclu-
siones, obtenemos la respuesta

01— 022181427 (20)2 71 4+ 3.31 71— (213 61 —
—~18.31 21 6143 (31)2 51-- 2731 (21)3 51—
— 9 (312 21 41 4-(3hs.

216.

Este problema se resuelvo en forma andloga al
anterior, pero se calcula do otra manera ¢l nimero
de permutaciones en las que los compatriotas
dados estén sentados juntos. Dos ingleses so
pueden sentar juntos de 219 maneras, después
de Jo cual se puede sentar a los restantes de 7!
modos. Si se toman dos ingleses v dos franceses,
el niimero de formas de sentado, en las gue estos
compalriotas estardn juntos, vs igual a (21)29.61.
Precisamente, podemnos cscoger e O maneras los
lugares para los ingleses, después de lo cual
se unen en un par los dos franceses y se toman
todas las permutaciones posibles do este par
¥ las § personas restantes, Temiendo en cuenta
la posibilidad de cambiar de lugar tanto a los
ingleses que cstin sentados juntos como a los
franceses vecinos, obtenemos el nimero indicado
de permutaciones. Las posibilidades restantes
a0 estudian andlogamente, En total, obhtenemos

91—9-219-71427 (21y2 961 +3.319.5!—
—(21)39.51—18-31 21 8-5!+3 (31)2 9.41 4

--27.31 (212 9. 41— 9(31)° 21 .81 4- (31)3 9.21
formas.
1/ 121494

218.
Sea F(ny, ..., ny; N) ol nimero de formas de
pagar una suma de N kopeks en monedas de

Ry, « v oy Rk, Entonces, tienc lugar la relacién
de recurrencia

Flag oooy vy N)y=F (0, ..., ipeg N)+
4 F (Ryy oovs Bmi N— 1)

(véase la pég. 68). Utilizando esta relacién
yoglras :?6141 ogag, se halla que F (10, 15, 20, 50:
100) = 20.

219,

Mediante una relacién de recurrencia so obtiene
que el problema posee 4 soluciones.

220.

La fila puede contener 3, 2 ¢ 1 esferas negras.
Si contiene 3, la cuarta esfera se puede elogic
de tres formas, intercambiando luego las 3 esforas
negras y una de otro color de P (3, 1) =4 mano-
ras. En total habrd 12 modos. Anilogamente,
si a0 toman 2 esforas negras se obticnen
C4P (2, 1, 1) = 36 posibilidades, y si se toma
1, 4] Eﬂsibilidades. En total, se pueden formar
12 4+ 36 4+ 24 = 72 [filas.

224,

El nimero do estas representaciones es igual
al de particiones de n esferas iguales en 3 grupos
no vacios, es decir, a Cp-t.

222,

Hallemos primeramente cuéntos ceros serin neco-
sarios para escribir todos los nimeros del 1 al
998 999. En el ultimo lugar habrd un cero en

099 namoros (10, 20, ..., 999 990); en el
segunde, on 99 990; cn el tercero, en 99 900,
cte. Fa total, endremos 99 399 - 99 990 -
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-+ 99 900 - 99 000 -+ 90 000 = 488 889, El
nimero total de cifras es igunl a 94 2.904
+ 3.900 4 4-9000 4 5-90 000 4 6-900 000 =
== 5 888 880, Como todas las cifras, a excepcitn
del eero, figuran igual cantidad de veces, cada
una de ecllas figorard

5 888 B89 — 4 558 589 — 600000 veces.

{

223,
Elijamos primero los lugares en los que esté
Ta cifra 3 (cosa que puede efectuarse de C3° mane-
ras), Desrués. culot‘uemns en los § lugarey restan-
tes las cilras 1 6 2, lo que puede hacerse de 28 for-
mas. En total, se obtienen 28C}¢ = 11 520 modos.
La suma de las cifras de cualguiera de los
nimeros escritos estd comprendida entre 8.1+
+23=14 y 824 2.3=22 Por osto,
si ol niimero se divide. por 9. la suma de sus
cilras debe ser ignal a 18. Por lo tanto, las
unidades y los ¢2+ tienen por suma 12. Esta
ge obtiene si se toman 4 unidades y 4 ¢2», Asi,
puos, nuestro nimero contiene § upidades, 4 «2»
¥ 2 «3». Con estus cifras se pueden [ormar

N L
P4, 4, 21= AR =3150
nimeros distintos.

224,

Supongamos que los admeres & ¥ b forman
una inversiin en una permutacién dada. Si los
cambiamos do }uglar. obtondremos una permu-
tacibn nueva, en la que éstos ya no formarin
inversién. Tenemos nl permutaciones, en cada
una de las cuales so pueden clegir de CF modos
los nimeros a y b. Bn la mitad do los casos estos
wimeros formardnuna inversién. Por consiguiente,

el mimero de inversiones es igual a nz_l cp.

225.

El nimero n se puede representar de CJ-l=
nt—fn--2 4 )

= ———— IaNeras como suma ﬁo_ tres sumandos

entoros positivos (considerando distintas las repre-

sentaciones que se diferencian en el orden de los

sumandos). Entre éstas, en E-E'—z-,. para n par,

n—1
—5— paran impar, representaciones dos

sumandos son iguales, Ademds, si n se divide

¥y en

por 3, existe una representacién en la que los
tres sumandos serdn iguales, Aplicando la formula
de inclusi vy exclusi se obtiene sin
dificultad que el nimero de representaciones
con sumandos distintos dos a dos se expresa

moediante las siguientes [érmulas:

P L9 k a_ 2
s g""”’ —%(n-—-—2)+2=—-—»—" 62’"'" ’
si n=~6k,
nd—3n-42 3 - nte—Bn-+45
-___"ZL_‘f(n_U=f’
st n=gk+1,
ni— 3n4-2 3 ~ n*—6n4-8

R s S
si n=0k$2,

2 —8n-2 3 2 —G 9
BBbd g apranti=COl
si n=0k-1+13,
nt—3n+42 3 nt—6n+8
. L el il
5i pes Ok -4,

ni—3n-+2 3 _ n?—bBn4-5
B T v

sl n=0k+5.

5i no se liene en cuenta el orden de los syman-
dos, se oblienen 6 veces menos vepresenlaciones.
No es dificil comprobar que las oxpresiones que
se obtienen en este caso no son otra cosa que

L
n—bnt12 para los valores

la parte entera de 5

correspondientes de n.

228.

El nitmere 12n+4-5 so puode representar de ClIn+s
maneras en forma de cuatro sumandos (considu-
rando diferentes las representaciones que se difg-
rencien en el orden de los sumandos). El niimoro
de representaciones en las que x = y es ignalal do

soluci de las lones 2z 4 z + t= 12n -
+ 5 en niimeros entoros positivos. Como la ecua-
cibn z -+ t = 12n — 2k 4 5 tieme 12n — 2k 4- 4.

solucivmes enderas positivas, el nimero 'total
de estas soluciones es igual a

gl

3 (12n—2k4-4)=(bn 1) (Bn42) = 20§"+2,
k=1



183

El nimore de soluciones en las que z= y=3
€3 igual al do soluck de las iones 3z -
+ t= 12n 4+ 5, ez decir, a 4n -+ 1. .

Hallemos en cuintassoluciones haysumandos
mayares que Bn- 2. Sea z= k> fin- 3.
Entonces, serf y + s+ t=12n 4+ 5 — k. Pero
el nimero 12p + 5 — k se puede representar de
cienti=k formas como suma de {res términos
entervs positivos. Tor esto, habr

12n-42

pianti—h_ gint?

hesgn4-3

goluciones, para las cuales sea = Gn + 3. Como
en lugar de x se puede tomar cualquier sumando,
tendromos C12n+ — 40373 soluciones, en las que
todos los sumandos no superen 6n + 2,
Ahora bien, el nimero de soluciones de la
ecuacién 2z 4 z -+ t = 12n -+ 5, para las cuales
sen z > 6n -+ 3, es igual a In (3n 4 1) 20§41,
Por esto, el nimero de soluciones en las cuales
z= gy y todos los sumandos no superan 6n - 2,
es igual a’2 [Cin+t — 2¢§ +1]. Como on lugar
de z e y so puede tomar cualguier otro par de
lotras, la cantidad total de i en las

Dividamos todas las ropresentaciones en clases,
tales que dos de una misma clase se diferencién
entro si s6lo en el orden de los sumandos. Entonces
las representaciones del primer tipo se dividirin
en clases formad r 24 tos; las del
segundo, por 12 elementos, y las del tercero,
por 4. Por esto, la cantidad de particiones del
tipo exigido es igual .

% (12024 3n—1) 41 (Mi-p-4) + 20t 1=

- ""2"' (209-1.88-2).

227.

En el proceso de resolucién del problema ante-
rior, hallamos que el ni

@ represent

en las que todos los sumandos son diferentes
es igual a 12n (12n* 4 3n — 1). Como ahora no -
tenemos on cuenta el orden do los sumandos,

se ohtiencn %— (12n® 4- 8n — 1) particiones.

que dog sumandos son ifuales v todos éstos no
superan 6n 4 2, es igual a

204 4+ a0+

Por dltimo, el nimero do soluciones de Ia
cenacion 3z 4 t=12n 4 5, parn las cuales ¢ >
= 6n 4+ 3, o5 igual a Zn. Por esto, el nimero
total de soluciones en las cuales tres sumandos
son iguales y todos cllos no superan 6n + 2,
es igual a 4 (2n + 1).

8i se descchan de todas las representaciones
aquellas en las que coinciden dos 1os, las
representaciones en las que coincidan tresserdn
eliminadas tres veces. Por esto, en la [érmula
de inclusiones y exclusiones hay que multiplicar
el niimero de éstas por dos. En total, so obtienen

Icslzn-l-i _4cgﬂ+21 _zcé Icgn+2 —ZC%"‘F’I'{'
+8(2n1)=12n (1202 + 3 —1

represen tacioues, en las que todes los suman-
dos son distintos,

205 \CEmHE— 20— (2 2n4-1) =
=12n (dn+-4)

representaciones gque contienen exactamente tres
sumand oz diferentes, y 4 (2n - 1) cn las que
hay dos sumandos diferentes.

228,

Cada progresién geométrica sc determina por
el primer término y la razéin ¢. Si la progresidn
crece, se debe cumplir la desigualdad ag® < 100,

de dondese deduce quea < “323 . Por congiguiente,
el nimero de progresiones crecientes de tres Lir-
minos con razén ¢ cs igual a £ ([%]) . El niimero

total de progresiones serd igual a

[ (220) 5 (42) 4 (49) -

...+a(%’-]]=m

Be] Inctor 2 estd ligado u que una misma terna
e nameros se puede considerar tanto como
progresidn ereciente que como decreciente).

229,
Designemos mediante F el conjunto de varios
franceses jumtos, mediante T, el de varios
turcos juntos. La letra «i» denotard a un inglés.
De la hip6tesiz del problema so deduce que es
posible uno de los siguientes tipos do disposicidn:
FiTiFiTiFiTiF, o bien TiFiTIFiTiFiT. En

. 12%
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primer tipo, habrd que dividir 7 franceses en
4 grupos no vacios (cosa ?iuu puede hacerse
da €} modos), 10 turcos en 3 grupes no vacios
(hay C§ maneras), después colocar estos grupos
en orden en los lugares respectivos v permutar
de todas las formas posibles a los compatriotas
entre si. So obtienen 6! 71 10! C§C§ formas de dis-
posicidn. El segundo tipo de disposicién da, por
el mismo método, 6! 7! 10l C3C§ maneras de
disposicién. En total, so obtienen

B1 71 401 [C3C3 -+ C3C8] =61 T1_101 1980
soluciones. 2

230,

Anélogamente al problema anterior, se obtienen
S0 70 10! 1080 soluciones, .

23,

. Los dos nimeros buscados se diferencian entre si
por los factores a%, bP, c¥, 4%, cada uno de los
cuales figura en wno de los ndmeros y en el
otro no. Como 4 factores pueden distribuirse
entre dos numeros de 2¢= 16 maneras, el pro-
blema tiene 16 soluciones. Si no se tiene en cuenta
el orden de los nimeros, tendromos 8 soluciones,

232.

Los némeros buscados tienen la forma GA y GB,
siendo A v B divisores del nimero a%68:¥7®, Este
namero tiene N = (e -+ 1) (PB+1){y+ 1) X

% (8 4= 1) divisores (véase el problema 67). Por
esta, A y B se pucden estoger de €Y+ formas,
si no se distinguen los pares (G4, GB) y (GB, GA},
¥ N? gi estos pares se diferencian.

233, =]
Existen €3° agrupaciones en las que todas las
letras son distintas, CI°CI® en las que coinciden
dos letras, etc. En total, obtenemos

C+ CPCY + CRCPP 4030 = 146 400
agrupaciones.

234.

Las permutaciones buscadas comienzan por varias
letras w, después de¢ las cuales va una letra B,
y después las letras pueden estar en cualguier
orden, 8i al principio hay k letras e y una fi,
las letras restantes se pueden permutarde P (p —
— &, g—1,r) formas, Sumando con respecto
a8 kdelap,se obtiene que ol nfimero do per-

mutaciones buscadas es igual a
P
3 (Ptg+r—k=1)1
— kN {g— .
= (p—E) {(g—1)ir
»

= oat+r—1 -k —1
gir=t 3} oppteir=,

ket

Pero

& cp—hbatr—t _ cptghr—1
ng‘ Gen ==

Por esto, tendremos CIFr-ICE#I+r-! — permuta-
ciones.

235,

Los niimeros que expresan las longitudes de fas
franjas de cada color forman una representacién
del miimero 10 en forma de suma de términos que
toman valores naturales del 2 al 10, teniendo
importancia. el orden do los sumandos. La canti-
dad de tales particiones en % sumandos es igual
allécoeficicuta do 2! en el desarrollo do la expre-
100

2211 v &
(FEhad 4 | al0h = (_.—._-_._.mi_x: )

=xth (1 —a0)h {{ —z)h= _
x (1-phe g G e AELHEED oy
T+ +?U‘L’){ﬁiﬂ

104, ..-) 5

De aqui se halla de inmediato que para k=1
el coeficiente buscado es igual a 1, para k= 2,
a7, para k= 3, a 15, para k= 4, a 10, y para
k= 5, a 1. Como la ¢antidad de franjas do cida
color, para una forma dada de pintado, es la
misma, y la longitud de las franjas de distinto
color puede combinarse arbitrariamente, se obtie-
nen 1% o 73 4= 158 o 103 - 43 =4720 maneras
de pintado.

Quitemos ahora la condicidn de gue el (ltimo
color sea azul. Si ¢l pintado termina por el rojo,
éste s cncontrard una vez mds que el blanco
v el azul. En este caso, ¢l nimero de Tormas
esigual ad 4 7.1* + 15.72 4 10.15% - 1.102 =
= 3093. Andlogamoente, si ol dltimo color es
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blance, €] nimero de maneras de pintado cs
igual a 12 -4 724 -k 152.7 < 40245 44210 =
= 3135. En total,; tendremos 10 948 modos.

Si ninguna franja es menor de los'3 e, el pro-
blema se reduce al céleulo del nimero de repre-
sentaciones do 10 como suma de & nimeros
naturales, que adquieren los valores del 8 al 10,
Para k= 1, tendremos una representacién, para
k= 2, cinco; para k= 3, tres. Por esto, el
pintado terminard en el azul 13 4 5% - 8% = 153
veces, por el rojo 1 - 5.1% 4 3.5 = 81 veces,
y por el blanco 17 4 5*.{ 4 3%.5= T1 veces,

236.

Como yo he almorzado una vez con todos los seis
amigos, y con cada cinco dos veces, he almorzada
una vez con cada quinteto de amigos en ausencia
del sexto. Péro entonces almoicé 3 veces con
cada cuatro (dos almuerzes de a cinco y uno
de a seis), con cada trés, 4 veces, y con cada dos,
5 veces. Con cada amigo me cncontré en estos
almuerzos 7 veces. En consecuencia, he almorzado
una vez con cada amigo, estando los dos solos.
Cada amigo no estuvo en 6 almuerzos {en 5 de
a doz v en 1 de a cinco). Como sin cada amigo
he almorzado 8 wveces, habré almorzadoe solo 2
veces, '

237, .
12 alumnos Smede‘n establecer una cola a cada
examinador de 12! maueras, v a dos de ellos,

de (1213%. Aqui en C}*-11] casos por lo menos
un alomno deberi responder a la vez a ambos
examinadores; en €100 casos esta swerte la
corrérin dos alumnos, etc. Aplicando la fdrmula
i se obticne que
de distribueién

de incl v excl 2,
ol mimero de formas razonables
ed igual a

" 1 1 1 1

2 el e e o R e g
azly [1 Hsr—ar+a "'+W]=’

= 121176 214 841,

238,
Andlogamente se obtiencn las respuestos

By ]:1—1+3i|—-§—,-+...

n
(AB)2— C$AT (A])? 4 C348 (AT)2 — C548 (A5 +
+ €343 (AP)2— CLAR (4})7 4 CL4S.

i -
+WJ —190800

239. .

De la hip6tesis se deduce que las letras iguales de
Ja expresion o2fty® figuran en laz permutaciones
de a pares. Por esto, obtenemos permulaciones
de los 3 elementos a = of, b= P¥ ¢ = 97, siendo
el nimero do déstas igual a 6. Lo mismo tendrd
lugar para las perniutaciones de las letras de la
expresion- «3p%2. En las_permutaciones do las
letras, de la expresién a‘ﬁfy'. las letras iguales
también se encontrarin de a pares, Ha‘gamos
por ahora ol = a;, o= ay; P= b, P*= &
¥ 4% = g, ¥¥ = ¢g!. Entonces, tendremos permu-
taciones do log 6 clomentos ay; az, by, b, €1, €2,
cuya cantidad es igual a 720. Pero estas permu-
taciones se dividen en grupos que se diferencian
entre si Ear las permutaci de los element

ay ¥ az, &y ¥ bg, ¢y ¥ c2. En cada grupo fignran
8 permutaciones, y todas ellas wrt_esqonﬂon a una
misma permutacién de letras do la oxpresifn
adfityt, Por lo tanto, el nimero de permutaciones

de letras de esta expresién es igual a ¥= a0.

Consideremos, por iiltimo, las permutaciones
de las letras de la ex’presié'n afdy®. Si hacomos
or un momento of = a;, o= az [ = by,

2= b, Y= ¢, y*= cp, cafla permutacion
admisible de letras de la expresion «*p™® serf
una permutacién de las letras ay, as, &y, bz, €, £3.
Pero algunas permutaciones do‘estas letras dan
una misma permutacién de las letras @, B, y.
Por ejemplo, ayazbicabac; ¥ agaybyesbaey  dan
a"ﬂ’v‘d‘yﬁ Esto tione lugar si algin par de letras
(84, ag), (by, ba} 6 (ey, c2) estil E\Jnto. Las lotrus
@, ¥ o estardn juntas en 2.5] permutaciones,
ni igual que las (b, bz) v (e, e;). Las letras
de los dos pares (ay, az) ¥ &b,. b2) estardn juntas
en (21)24] permutaciones {al igual que las de los

ares (a3, @a), (c1, €2) 6 (by, ba), {cpsc2)). Por
-ultimo, los tres parcs estaran juntos en (21)%3! =
= 48 permutaciones. Segin la férmula de inclu-
siones y exclusiones, se obtiene que en 6l — 6 X
x5 £ 8 (21241 — (2131 = 240 permutaciones
ningin par de letras estard junto, en

312.51 —2(20)® 414- (21)3 31) =288
permutaciones, oxactamente uno do los paros

de letras {ay, au), (by, ba), (¢, ¢z) estari junto,
Y en

B[(21)2 41— (210 31] = 144

! Por un momento no g¢ toma en cuenta que, en reali-
dad, gy == ay by =8 ¥ €, =c;.
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estardn juntas las letras de dos de estos pares
exactamente, Do aqui se deduce qué el nimero
buscado de permutaciones de las letras «, P, y
es igual a

288 144 48
20+ g1+ e+ = 426
(si_las letras a, y aq estin {'umaa. = permutacidn
no camhia el orden de las letras o, B, y).

240,
Dividamos primeraments a los jugadores de cada
pais en pares ordenados, Para cada pais, esto se

1
puede efectuar de %._-—. 12 formas (el orden de los

propios pares no tiene importancia). En total,
se abtienen 12n modos de particidn. Los pares
s¢ pueden permutar entre i de (2n)] maneras. Por
esto, la cantidad total de permutaciones admi-
sibles ¢s igual a 12n (2n)l.

241,

Lac{)rimem Eila horizontal se puede pintar do 8!
modos. Cada horizontal siguiente debe pintarse
de forma que el color de cada casilla se diferencie
de la que se halle debajo de ésta. Esto se puede
efectuar de 5

i .1 4 -
8t [1—1+§!——W+...+~§|-J=msaa
maneras, En virtud de la regla del producto,

ge obtiens que el nimero total de formas de
pintado es igual a BI(14 833)7,

242,

Do n_ohjetos distintos se puede efectuar una
eleccion de 25 formas (en dsta pueden figurar
0, 1, ... n objetos}. Después de efectuada esta
eleccion, agreguemos los objetos que faltaban,
de log n iguales. Tendremos, por esto, 2n formas
de eleccidn. El nimero de pgr:lnumuinnes-do todos

nl}

los72r objetos ¢s igual a '(_ET' i

243,

En cada permutacién admisible, tanto los ingle-
ses como los franceses estardn dispucstos en gru-
pos, formados por no menos de dos personas.
Ademiis, el nimero de grupos de fraceses so dife-
renciard del de los ingleses no en mas gue 1.
Calculemos de cufatas maneras se pueden divi-
dir n'ingleses en p grupos ordenados, de forma

que cada uno contenga no menos de dos personas.
Para esto, hay que disqnnerlos en algin orden
(de n! maneras), tomar luego el segundo, ol ter-
cero, ..., etc, hasta el intervalo n — 2 y colocar
en ellos p — 1 ¢tabiquess, de forma que no haya
dos separadas por un solo elemento, Segin los
resultados de la pdg. 60, esto se puede hacor
de C=P-1 maneras. En total, tendremos n! C3-p-1
furmas. Andlogamente, m franceses se pueden
dividir en s grapos del tipo indicado de mlCye-1
wodos. Estos se pueden combinar entre si por
los siguientes métodos:

a% p grupos de inlgleae@ ydp — 1 de franceses,

b) p gruposde inglesesy p de francoses, estando
primero los ingleses,

¢} p grupos de inglesesy pde franceses, estando
los franceses primero,

d) p grupos de iugleses ¥ p 4 1 de franceses.
Por consiguiente, el nimero total de formas
se exprosa por la f6rmula

minl [2(CT2CR—2 40730

+C3iep e

R R R B U % e S
+o3—ieri L

Abriendo parénlesis en la férmula do la pag. 147,
se obtiene el mismo resultado.

244,

Hallemos primero la cuntidad do nimeros en las
que no figura la cifra cero. Las tres cifras de
oste nimero se pueden escoger de £ = 84 formas.
Do tres cifras se pueden formar 3% nimeros de seis
cifras; de dos, 2% y de una; 1%, En virtud de la
formula de inclusiones y exclusiones, existivan -

38— (3201 C16 =540

nameros de seis cifras, en las que figurardn
las tres que escogimos. Por esto, la cantidad
total de niimeros de seis cifras en los que figuren
exactamente ires distintas de cero, es igual
a 84.540 = 45 360.

Si en el nimero figura el cero, hay que escoger
otras dos cifras de éste. Esto se puede hacer de
€% = 36 maneras. Supongamos que, por ejemplo,
fucron elegidos el 0, el 1 y ol 2. Entonces la pri-
mera cifra del namero d)-;ho sar 1 6 2. 8i, por
ejemplo, la primer cifra es 1, las cinco restantes
pueden ser cualesquicra de las 0, 1 6 2, con la.
condicién de que entro ellas se encuentren el
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0 y el 2, En virtud de la férmula de inclusiones
v exclusiones, se obtiene que estas cinco cifras
pueden ser elegidas de

36— 03254 19= 180

modos; Perp entonces, el niimero total de nimeros
de seis cifras, formiadas por las 0, 1, 2 y que
contengan a todas las tres, es igual a 2-180 = 360;
en total habrd 50.360 = 12 960 nimeros de seiz
cifras, formadas por tres, entre las cuales hay
un cero. En total, se obtiene 45 360 + 12 960 =
= 58 320 nimeros.

245.

Igual que en el problema 244, obtenemos la res-
puesta

€} € (k— )M €l (k= 2o ..
soe A= ARCE_ A (ke —1) €y [hm-1—
A (T 1L R el Y T S

B B Lyt L I

248,
Designemos el nitmero total de arreglos de este

tipo mediante T{. Estos arreglos se dividen
en dos clases, A la primera Eertencerﬁn los que
comicncen por 1, ¥ a la seg todos los demis.
Si el arreglo empicza por 1, restemos do todas
las cifras que figuran en éste 1, y eliminemaos
el cero gue ge halla delante (por ejemplo, ¢l 14 580
st transformn_aqui primero en ¢l 03 478, y des-
puds, en el 3478). Se obtiene entonces un (k' — 1)-
arreglo del mismo tipo, pere formado por los
nimures, 4, 2, ..., n — f, Por esto, el nimoro
de arreglos de la primera clase vs igual a CTY.
Cada arreglo de la da clase lim
un nimero mayor que 1. Nestemos 2 de todas
las cifras de esto arreglo. Se obliene entonces
nn k-arregle del mismo tipo, en el enal figuran
Ins niimeros I, 2, ..., (n— 2). Por esto, el
nimero de arreglos de la segunda ¢lase es igual
a I, De este wodo, tiene lugar la férmula de
recurrencia

& R—1 8
P =T,

n<k
Hogamos F("=c}, donde N=E (-—-—'E—) «
Tendremos entonces:
PO B0, Y= Ot g e D,

De csta forma, los nimeros F{¥ satisfacen la
misma relacién de recurrencia que los I'{®).
Domostremos ahora que £V =T v que
F;,’% = I't?Y;. Para esto, obsérvese que 10s niimeros
v 2y« .., nso puedon disponer de una manera
inica en orden creciente, por lo cial T{M = 1 =
= C}= FiM. A partir de los ntimeros 1, 2, ...
« vy n- 1 también se pued ger de una
mancra anica ® en correspondencia con, las
condiciones planteadas, Por esto, también sera
M= 1= 0} = Fif. Delo domostrado se
'gsgucc que para todo n y k-tendrd lugar In igual-
a

(k) _ pll) _ pN
TR e p0 = 0N,

siendo, recordemos una vez
n4k
x (45< )-

mis, N=Ex

247.
Los elementos dados se pueden pormutar de |

2n)!
P2 2 ....z;=_§ﬁL

maneras. Hallemos on cudntas permutaciones los
clementos de k pares dados su hallardin juntos.
En éstas so puede wair a los elomentos juntos
de un mi par, Obt 1 una per-
mutacién de & elementos diferentes y de los
gue portonccen a n— & pares, El mimero
e tules permutaciones es ignal a (2;7'3.@ . Como
% parcs pueden ser mqidos do C} maneras,
segin la formula do i i y exclusi

se obtiene que en

(2n)! (Zn—1y!
an c? 2n-1

20— 2)!
gl

O et 1 C";‘{:l

permutaciones no habr§ dos clementos iguales
Juntos, !

248,

En forma totalmonto andloga al problema ante-
rior, s¢ oblicne la respuesta

fgmt ., (an—g-+ 1)l {m—2g4-2)1
VL S T qhee
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249,
{am)!
Los elementos dados se pueden permutar de e
maneras. Calculemos en cuéntas garmutnciones
los elementos de k conjuntios dados de g elemeutos
estardn juntos. Tomemos uno de estos conjuntos,
Sus el tos se pued ar juntos en la
circunferencia de gn maneras. Después de ubicados
€éstos, unamos los elementos de cada uno de los
k — 1 conjuntos restantes y consideremous todas
las permutaciones posibles de los & — 1 nuevos
clomentos ohtenidos y de los (n — &) g restantes,
(an—gle+ k—1)!
{ghn-® :
giendo faeil apreciar que a cada una de estas por-
mutaciones le corrosponde su disposicién de ele-
mentos sobre la cirennferencia. Por esto, el nime-
ro de permutaciones en lag que los clomentos
de % conjuntos dados estén juntos, es igual a

a0 qkj—k 2 I. Como los propios conjuntos
(g)t=k

so pueden escoger de Ck formas, se obtiene, en

virtud de la [Srmula de inclusionez y exelusio-

nes, que la cantidad de permutaciones busca-

das es igual a

(gn— 1)l n gn—g)! |
i i T

Bt (=t e

El nimero de éstas es igual a

+€3

250, -

Agreguemos a cada libro escogido los s que le
siguen. Entonces habrd que elegir {?“ objetos de
entre n ~ ps Esto puede hacerse do LB-Ps formas.

251,

Si' la diferencin de la progresién es igual a 4.
y el nimero do participantes de la olimpfada
de la 52 clase, a a, los promios pueden ser distri-
buidos. do A%4%%949+2¢ .. 43%9 modos. Si,
on cambio, se otorgan todoz los premios a los
alumnos de la 102 clase, se los podra distribuir
de A2§5* formas. La igualdad

A:A&+dﬂs+2d. 5 _Aﬁ."'!’d_-_- A;‘-ii-.'fd

se despronde do la identidad evidonte AT AR =

R
=Apth .

252,

Para resolver el problema hay que considerar
los segmentos y los cruces de distintaz posiciones
y calcular el nimero de caminos quo pasan por
estos. Por jemplo, por el segmento EF (lﬁg‘ 36)
pasan 18 caminos (€] = 3 conducen del punto
A al E y C§= 6 conducen del F al C). Por el

¥/l 8

Fig. 6.

nunto £ pasardn 30 caminos: de A a E conducen
3 caminos, ¥ do E a ¢, C§ = 10. Andlogamente
ze analizan los demfs segmentos y puntos.

253.
€= 20,

254,

Tenemos combinaciones con repetieidn de cle-
mentos de 4 tipes, tomados de a tres. Su nimero
es igual a . "

Che €422 20.
255.
Cio =012 = 220.

2506.
4 tridngulos,

257.
Si no hubiese 3 de los n puntos sobre una misma
recta, habria CF tridngulos eon vértices en estos
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puntos. Pero p puntos se hallan en una misma
recta, por lo cual CP tridngulps deben ser dese-
chados. Quedan € — CP tridingulos.

258.

So pueden tomar dos vértices sobre una misma
recta y el tercero sobre otra. Por esto, se obtienen

CRCe 4+ Checf = %"(p + g — 2) tridngulos.

259.
Se agregardn

C3 (€5 +C)+ 01 (Ch+0h+CICi0] =
== (p+ap +ig+r=2)

tridngulos.

260.

Los tridngulos pueden ser de dos tipos: o los tres
vértices so hallan en distintos lados del cuadrado,
o dos se hallan en un lado y el tercero, en algin
otro. En el primer caso, hay gue escoger tres
lados del cuadrado de entre cuatro (hay ¢ = 4
formas de eleccién), y luego tomar, en cada ung
de los tres, un punto de entre n — 1. En total,
tendromos 4 (€%-1)® maneras de eleccién. En el
gegundo caso, hay que escoger el lado en que se
hallarén los dos vértices (son 4 modos de eleccidn)
y dos puntos de entre n — 1 (CP-' formas),
eligiendo después uno de los tres lados restantes
g.res maneras) ¥ un punto en éste (CP-' modos).

n total tendremos, en el segundo caso, 12C7-1CF1
magems de eleccion, La cantidad total de formas
BT

4(07 P +120] 0] =2 (r—1)? (5r—8).

261.
€p puntos de interseccidn.

282,
n rectas en posicidn ﬁneml tendrén CP puntos
de interseccion. Pero las p rectas que pasan por

263.

Supongamos que en el plano se han trazade
k — 1 rectas. Tracomos una mis, Esta so divide
por los puntos de interseccién con las trazadas
anteriormente en k partes, cada una de:las cuales

‘corresponde a una nueva regién del plano. Por

esto, n rectas dividen el planoeni +1 4 2 4-
e = n=%(u‘+ n + 2) partes.

264.

Supongamos gue ya se han trazado k — 1 planos.
Tracemos uno mas. Este se interseca con los
planos trazados antes por k — 1 rectas, las cuales

lo dividen en %(&ﬂ — k+ 2) partes. Cada una

de éstas corresponde a una nueva regiém del
espacio, Por esto, n planos dividirdn el espacio en

n
1
14— ) (M—k+2)=
h=1

=5 (1) (a2 —n+6)

partes.

265.

Se han trazado C§== 10 rectas. Por cada punto,
por ejemplo, por el €, pasan 4 rectas. Por lo

tanto, de este punto parton 6 perpendiculares.
Tomemos dos puntos arbitrarios, por ejemplo,
el # y el €. Las perpendiculares trazadas desde
B a las rectas que pasan por €, intersecan todas
las trazadas desde C. De € parten 3 rectas que
no pasan por B. Por consiguiente, de B se pueden
trazar 3 perpendiculares a éstas. Ellas se inter-
secan con las trazadas desde € en 36 = 18 pun-
tos. Cade una de las perpendiculares trazadas
desde el punto B a las otras 3 rectas que pasan
Eor C corta sélo a 5 perpendiculares trazadas
esde , puesto que ésta es paralela a una de
estas perpendiculares, por ser ambas normales
a una misma recta. Se obtienen 15 puntos mis.
En consecuencia, las perpendiculaves trazadas
desde dos puntos se intersecan en 18 4 15 = 33
untos. Pero de 5 puntos se pueden formar
10 pares. Esto nos daria 38.10 = 330 puntos de

el punto 4 dardn un punto de inter en
lugar de CE, y las ¢ que pasan cg‘or B, uno en lugar
de C§. Por esto, quedarin €} — €f — C§ + 2
puntos de interseccibn.

139—1184

inters : garo g de ¢stos coinciden.
Precisamente, 3 puntos cualesquiera de los 5 dados
forman un tridngulo. Las alturas de éste (que
son algunas de nuestras perpendiculares) se
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intersecan en un mismo punto, el cual hemos
considerado 3 veces. Como hay € = 10 de estos
triangulos, deben eliminarse 20 puntos, quedando
310 puntos posibles de interseccidn.

266,

Tres numeros enteros ecualesquiera =, y, =z, que
satisfagan las desigualdades n 4+ 1 < z, y, 2 <
< 2a, pucden ser lados de un tridngulo. Por
esto, el nimero de tridngulos con tales ladoes
es igual a Cp = CP*%. Para hallar la cantidad
de triangulos isbsceles, ohsérvese que, para una
baso dada, tendremos n tridogulos istsceles. Por
consiguiente, el nimero total de éstos cs igual
a n?. El nimero de tridongulos equiliteros es igual
a m.

287,
Hay que hallar la cantidad de ternas de mimeros
naturales =, y, 2, tales que z <y <5< 2n
4+ y > 2. Sea dado == #. Entonces y tema
{Js valores de p a 2z. Cuando y toma los valores
de pa2n— p-1, a cada valor dey corres-
ponderin p de z, que satisfagan las desigualdades
<5<y p, 5 < 2n. Si, cn cambio, y toma
fos valores de 2n — p 4+ 2 a 2n, ¢l ninero de
valores correspondientes de z serd ignal a 2n —
— y 1. En total, para un z=p dado, se
obtienen
n

B—p+)+
p=2n—-p+2

@n—y+1)=

3 3
=2pn — -;zpi-l-—z- P

pares (v, z} talos que =z, y, z satisfucen a lag
condiciones planteadas. Do aqui se deduce que
ol mimero total de tridngulos, pava los cuales
1<a<nylgy, <2n, c8 igual &

n
3 3
S (2or— g 5+ p) = k1)
P=1
En virtud del problema 266, existen (.'§+3

tridngulos, para los cuales == n-+1. Por esto,
en total tendremos

_;21'{“_1),+ n.(n+il};(n+2) __7_n(n-|—1,)6(4n+5}

tridngulos,

El nimero de triéngulos isésceles do hase
z=2k, es igual a 2n—k, y los de base 2k--1,
también a 2n—k. Por esto, la cantidad total
de tridngulos isésceles es igual a

n n—1
D @r—i)+ Y] (2n—k)=23n2,
h=1 =0
Eliminindolos, obtenemos
nind1) (én+5]_3n2_n(n—1){4n—5)
6 o [3

tridnguloa.

268,

Este Emhl‘ama se resuelve en forma semejante al
267. El namero de triangulos con un valor dado

dez=p.<n—1,esiguala 2np — -g—p’ _;__g‘
y el de todos los tridnguloes paralosquezr <n—1,
es

n—1

3 1 —_
3 (zﬂjl_.fpsjrg),:"f"_ﬂz_(i.i_
=1

En cambio, el nimere de trifingulos para loa
que z >n, es igual a C'j""z, por lo cual tem-
dremos, en total,
nint+1)in—1) |

2 T

n{nt-d)(n4-2)
s =
_.n (n-4-1) {dn—1)
[]

tridngulos. El mimero de triinguloes isdscoles es
igual a

n=1{ =1
D @r—k—1)+ D) (qn—k—1)=3nt—3n-+1,
k=1 k=0

y el de escalenos, a

&_t-i)_aig:ﬂ—3n3+3n—i —=

=% (n==1) (r—2) (4n—3).

269.

Como se toman n puntos de interseceién y no huy
tres de ellos sobre una misma recta, en cada recta
habri dos, y sélo dos, puntos del grupo escogido,
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Por esto, para fijar esto grape se numoran las
rectas dadas y se escoge en la primera de ellas
el punto de interseccion con la segunda, en la
segonda, el de jnterseccién con la tercera, ...,
en la n-ésima, ol de interseccidn con la primera.
Se obtiene asi el grupo buscado de puntos, y todos
estos grupos se pueden obtener mediante el
método descrito. Tepiendo en cuenta que la
permutacion ciclica de los puntos y el cambin
del orden del rocorrido de dstos no cambian el
grupe de puntos, se obtiene que ol nfimero de

% ; P, 4
dstos es igual a n=T (n— 1)1,

270,

Podemos elegir » vértices, que vayan on un orden
dado, de AP formas. Como uba permutacién
ciclica de dstos v la inversién del orden de su
recorrido no cambian el poligone, se obtienen

E-tr AP poligonos.

27,

Tomemos dos punivs en una recta ¥ dos en la
otra. A éstos log corresponden dos puntos de inter-
seccidn de las rectas que pasan por ellos (el punto
do interseccion de las diagonales del trapecio
y del de interseccion de sus costados). Como
cohre [a primera recta se pueden tomar CF pares
do puntes, ¥ sobre 1a segunda, CP, el mimere de
puntos de interseccidn es igual a 202CP.

272,

Los n puntos determinan P circunferencias. Entra
ollas, €3~' pasan por un puntn dade, y CP-%,
por dos puntos dados. Por esto, la recta que
asa por dos puntos dados tiene no méds do
C8-2 4 (203~ — CP%) + 2 puntos do inter-
seccifin con las circunierencias. Ome por z puntos
pasan CF rectas, tondremos no mafis de

(20524200 =024
puntos de interseceidn.

273.

Cada recta de la interseccitn se delermina por
dos plancs, y cada plano, por tres puntos dados.
Lag yveetas g0 dividen enclases, segin cudntos pun-
tos de los que determinan el primer dplano figuren
entre los que determinan el sogundo. Todos los

puntos serdn distintos en%.z— CRCE~ casos (se¢ esco-

gen tres puntod entre 2 ¥ ofros tres entrelos g — 3
restantes, sin tener importancia su orden da
eleceién). Si un punto figurs en ambas ternas,

se obtienen - €307 formas de eleccidn, y &
sgn doz los puntos que figuran en ambas ternas,
—2-05‘8‘,“"“‘ En total, tendremos

7 G (O3S +305 04 30} =

n{n—1) (a~2) [n-—3) (n2-42)
T2

rectas, Entre ellas,

1 Tho=

Tc‘gc:’l L.

i OB (n—=1) (n—2) (n—3) (n—4) (=~ 1)
T2

no pasarin por ninguno de los puptos dados.

274.

Designemos los lados dol cuadrilitoro mediante
a, b, ¢, d. Sin perder gencralidad, so puede con-
siderar quo a es el menor de los lades, ¢ es al lado
opuesto a dste, ¥y que b < d. Entonces, serd
@< b < dy a-<c. Ademis, como los cuadrild-
teros estdn circunscritos a una circunferencia,
gerd @+ c= b-+d. De agui se deduce guo
@ -+ ¢ 2> 2b. Por esto, para valores dados de
a y & la longitud de ¢ puede adquirir valores
do 2& ~ e -+ 1 a n, ¥ debe cmmplirse la desigual-
dad 2b — a << n—1.

De ecsta forma, hemos demostrado que b <

E'--—f:—-'r!—':;l:.H:]l.m 2b —~ a1 <Le < n Desig-

w=g
pemos mediante s a £ {2Er=1

). Entonces,
paca un valor dado de ¢, tendremos

E

3 (hpe—2)=(s—a) (n—s-1)
b=a1
cundriliteros. )

Sea n un miwmere par, n= Zm. Entonces,
para valores impares do 4, @ = 2k — 1, tendremos

s=F ('H';_'!) =m -k —1 ¥, por consiguion-
te, {m — k)® cuadriliteros, ¥ para a pares,
a= 2k, sert s‘:E(n—i_;'_t)xm-}-k-—!

13*
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habiendo, por ende, (m — k — 1) {m — k) cuadri-
lateros. Sumando con respecto a a, se obtiene que
ol niimero total de cuadriliteros es igual a

m m
D (m— k)4 Dy (m—k) (m—k 1) =
h=1{ k=1
_ m{m—1)tdm—5) n{n—2)(2n—>5)
= [§ = %

El casgo en que n es impar se estudia andlogamente.

Si se admite que los cuadriliteros tengan lados
iguales, a, b, ¢, d habrin de satisfacer las rela-
cimesa<b<dLnaLeyate=0b+4d,

de donde se deduce que b {n—i-n ¥ 2% —a<g

2
< ¢ < n Si hacemos E ('H:—a n] = g, el nlimero

de cuadrilateros con el valor dado do a serd
igual a{n — s+ 1) (s— a2+ 1).

Para un valor par de n,
Wﬂ enadrildteros, y para n impar,
(n41) (2n2+Tn+3)
————

se obtienen

275.
El nimero de circunferencias lrazadas es ig"ual
a €%, pasando CP~1 por un punto dado, y C7-9
por dos puntos dados. Tomemos una de estas
cireunferencias, trazada por los puntos 4, B, C.
Tendremos CF — 3081 + 3C72 — 1 circunfe-
rencias que no pasen por ninguno de estos puntos,
La circunferencia escogida se interseca con cada
una de ellas en do3s puntos. Ahora bien, existen
3 (Cp-t — 2¢P-* + 1) circunferencias que pasan
r uno de los puntos 4, B, € y no pasan por
ggs do ellos. Estas nos dan un punto de intersec-
cidn cada una, distinto de A, B, €. Las demds
circunferencias se intersecan con la elegida en
dos de los puntos 4, B, €. De este modo, la
circunferoncia tomada nos da

2{CR—3C3 30— )+ 3 (05—

azc';—2+1,=(ﬂ—3} (n—4) (2n—1)

untos de interseccién, distintos de 4, B, C.
%n total, obtenemos

1 (n=3) (n—4) (@n—1) _5(2n—1)
] 5 T R

puntos de interseccién distintos de los dados.
Agregando estos n puntos, se obtiene que la
mayor cantidad de puntos de interseccién es
igual a

5(2n—1) C‘g+n

276.

Al agregar o) plano k + 1 a los k trazados antes
Elk =1, 2, ...), se obtienen 2k regiones nuevas,
abiendo en total 24 24+ 446+
+2in—1)=n"—n-+ 2

277.
La cantidad total de formas de pintar 6 caras
de 6 colores distintos es igual a 6! = 720. Divi-
damos estas formas en clases, formadas por los
pintados que pueden h coincidir mediante
movimientios. El cubo se puede hacer coincidir
consigo mismo de 24 maneras (de 6 modos se
escoge la cara on la que so transformard una cara
dada del cubo, después de lo aual quedan 4 giros
de éste, en los que la cara dada se transforma en
si misma). Por esto, cada clase estd formada
or 24 formas de pintado, siendo el nimero de
ormas geombtricamente distintas de pintado
igual a 720/24 = 30.

278.
Se resuelve en forma andloga al problema 277,
El niimero de formas de pintado esigual a 41/12 =

279.
Existen 81/24 = 1680 modos de pintado.

280,
Para el dodecaedro hay 121/60 formas de pintado,
y para el icosaedro, 201/60.

282. Hay que hallar la cantidad de ternas de
niimeros naturales z, y, =, tales que = < y < 3,
z 4y z= 40y z + y > z. De estas desigual-
dades se desprende quo z puede tomar valores
ue satisfagan a Jas desigualdades 14 <z < 19,
iz= 19, seri x4+ y= 21, siendo = < y < 19,
Por esto, ser 11 < y < 19, y tendremos 9 tridn-
gulos con z= 19. Anilogamento se establece
que el nimero de tridngulos, para los cuales
g== 18, 17, 16, 15, 14, es igual & 8, 6, 5, 3, 2
tivamente, habiendo en total 33 trifngulos,

De la misma forma se obtiene que el nimero de
tridngulos de perimetro 43 es igual a 44.
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288,
Tomemos un tridngulo de porimetro 4n. Supon-
gamos que sus lados son iguales a =, y, 2. Agre-
ando 1 a las longitudes de estos lados, se obtienen
os mimeros r + 1, y + 1. £ + 1, que son longi-
tudes de los lados ga un trifngule de perimetro
43, Pero, ademis, tendremos tridngulos de lados
(A, 2n-1, 2n+1), (2, 2n, 2041}, ...
vowm (ne=1, n-1, 2n~- 1), que no pueden
ser ohtenidos por el método descrito.

284,
Sea N = 12n. Debemos hallar la cantidad de
ternas de mimercs naturales z, y, z, tales que
Ly L, s+ yte=1inyz+y=>s De
estas designaldades se deduce que 4n < 3 < 6n —
— 1. Ademds, giz = 2k, serdx 4 y= 12n — 2k,
y el nimero de soluciones enteras de esta ceua-
cién, tales que = <y < z= 2k, serd igual
a 8% — 6n - 1. Si, en cambio, es z= 2k + 1,
tondremos 3k — Bn + 2 soluciones. Por esto,
el niimero de tridngulos es igual a

an=1 n—1

3 @k—bnt1)4 Zi‘ (8k —Bn - 2)=3n2.
k=In h=2n

Los casos restantes se analizan de igual forma.
Al pasar de N a N 4 3 so puedon utilizar razo-
nemientos andlogos a los efectuados en la resohu-
ci6in del probloma 282,

285.

Demostremos gue cada parada la tienen exacta-
mente n recorridos, Sea ! uno de los recorridos,
y B, una parada situada fuera de este recorride

Fig. 37.

(fig. 37). En virtud de la condieién 1, de la
parada B se puede llegar por uno de los rocorridos
a cada una de las n paradas 4,, ..., 4, del

recorrido ¢, Ademids, segin la condiclén 2, cada
uno de los recorridos que pasa por B pasa por
una de las paradas Ay, ..., A, {de otro modo,
no se podria pasar de esto recorrido al 1) ¥ sblo

or ung de ellas (de otra manera se podria pasar

o este recorrido al I en dos paradas). Tampoco
hay dos recorridos que pasen por B y por una
misma parada del recorrido ! (de otra forma,
s¢ podria pasar de uno de cstos recorridos a otro
en dos paradas: en la B y en la parada del recorrido

Fig. 38.

I por la que pasan ambos), De aqui se deduce
que por la parada B pasan tantes recorridos,
cuanias paradas existan en el rocorrido I, es
decir, exactamente n.

Nos gueda por demostrar que por cada una
de las paradas Ay, ..., 4,, situadas en el
recorrido !, pasan también oxactamcnte n reco-
rridos. Para esto, es suficiente demostrar que
para cualquiera de estas paradas existe un reco-
rrido ' que mo pase por ella (éste tieme, por
hipétesis, n paradas, y entonces, como sabhemaos,
por esta parada pasardn n recorrides). Como
¢l niimero total de recorridos no es menor que dos,
ademés de [ existird por lo menos otro recorrido
I' {fig. 38), que se intersecard con el ! en un punto
finico, digamos, el A,. Entonces, las paradas
s« -« Ay estardn situadas fuera del recorrido
por lo que pasarén n recorridos por ellas. Sva
B otra parada en el recorrido ', El recorrido que
pasa por B y A, no pasa por Ay, por lo cual
también pasarin exactamente n paradas por A4
Asf pues, por cualguier parada pasan exactamente
n recorridos.

Como para cada parada se puede hallar un
recorrido que no pase por ella, y en cada recorrido

l'."2
'
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hay n paradas, por cada parada pasaran n recorri-
dos. Tomemos uno de estos recorridos !. Por cada

arada de dsto pasan n — 1 recorrides, distintos

ol I, sin que haya dos de ellos gue coincidan,
an virtud de la condicién 2 (de otro modo, ten-
drian dos paradas eomunes), y cualquier reco-
rrido figora entre los que se obticnen por este
método. De esta forma, el nimero de recorridos
distintos del 7 es igual a n (n — 1), teniendo en
total n (n — 1) - 1 recorridos.

286.

Supongamos que on uno de los recorridos ! hay
n paradas, De la resolucién del problema 285
queda claro gue per cualquier parada B, que
st halle fuera do I, pasan exactamente n recorridos.
Demostremos que en un recorrido arbitrario 2’,
distinto del {, hay exactamente n paradas, En
virtud de la condicién 3, en ! hay no

das. Aqui se puede viajar de eualquier parada
a cualguier otra sin hacer transbordos, si se hallan
en una misma recta, y con un solo transbordo,
si_lo estdn en roctas diferentes. Si inclusive se
elimina una recta de este esquema, de todos
modos existird la posibilidad do viajar de cada
parada a cualquier otra, efectuando en ¢l camino
no més de una transhordo. Pero si se eliminan
dos rectas, una parada —el punto de interseccidn
de ¢stas— no serd atendida en absoluto por los
recorridos restantes, v desde ésta serd imposible
vinjar a cualquier otra.

288,

La esfera puede ser tangente a cualquier plano
gor uno de sus dos lados, ¥ a una cefora dada,
eade adentro o desde afucra. Por esto, se pueden
trazar 16 esferas distintas.

de tres paradas y, segin la 2, s6lo una do éstas
es al mismo tiempo parada del recorrido I, Fuera
del I', estén situadas n — 1 paradas del recorrido 1.
D romos que, ad o esto, fuera de I' hay
por lo menos otra parada mds, que no se encuentra
en I. En efecto, sca 4, una de las n — 1 paradas
del recorride I, aitualfas fuera del t', y C;, una
de las paradas del recorrido !, situadas fuera
del I (hay no menos de 2 do estas paradas).
En virtud de la condicién 1, oxisto un recorrido I
que pasa por las paradas 4, y C;. Ademds, par
la condicitn 3, en este vecorride habri, ademis
do Ay ¥y €y, por lo menos otra parada B,, la
cual estard situada fuera de I y de i Por esta
parada By, como sabemos por la resolucién del
problema 285, pasan n recorridos. Cada uao de
ellos se interseca con el I' en un punto vinico.
Ademés, por cada parada del recorrido ' pasa
por lo menos uno que la une con la B. Por esto
el nimero de paradas del recorrido I’ es igual
al de recorridos que pasan por la parada B,
es decir, a n.

Como hemos visto en la resolucién del problemn
285, en esto caso el nimero de recorridos se
expresa mediante la féemula n (n — 1) 4+ 1. Como
por hipdtesis, oste nimero es igual a 57, hay
que resolver la ecuacién n® — n + 1. Haeiéndolo,

allamos que n = 8.

287,

Es posible. Tomemos, por ejemplo, 10 rectas
del plano, tales que no haya dos paralelas ni tres
que 8o interscquen en un mismo punto, ¥ conside-
raremos que las rectas son recorridos do autohis,
¥ los puntos de interseccién de éstas son las para-

289,

Cada una de las m rectas trazadas por el punto 4
se interseca con 2m rectas. Por esto, las que
Eas:m por A dan 2m? puntos de interseccion.
a cantidad total de tales puntos, diferentes
do los tres dados, es igual a 3md.

290,

Designemos los puntos que se hallan sobre un
mismo plano mediante 45, . .., 4., ¥ los restan-
tes, ]pnr By, ... B,.n,. Cada plano se dotormina
or la eleccidn de tres puntos. Entre éstos pucde
aber tres, dos, uno, o ningin punto de los
Ay, ooy Apy. En correspondencia con esto, se
obtiene que la cantidad de planos es igual a

14 CTCT 4T "0 ™,

201.

El nfimero de puntos de interseccién gue se hallan
en cada una de las rectas que pasa por 4, es igual
an-p, por B, am--p, ypor C, a m+ n.
Como por A pasan m rectas, por B, n y por
¢, p, ol namero total de puntos de interseccion
es igual a

5 n (P 8 (ot B+ p ()] =

=mn-+mp-tnp.

De éstos se puede elegir de CP™+™P+RP maneras
una terna de puntos, pero en mCHP - pCP+P L
pCitn casos obtendremos puntos que se r’hallen
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so}:!ro una misma recta. Por esto, el nimero de
tridingulos cs igual a

CIRHMPARD__ (P (I pomen,

202,

Tomemos arbitrariamente el primer vértice del
trifingulo. Esto puede hacerse de n maneras.
Después, debemos elegir otros dos vértices entre
n — 3 puntos, que mo estén junto al dado, de
forima quo tampoco lo estén entre si. Esto puede
hacerse do CP-* maneras (véase la pag. 60).
Como cualquiera de los tres vértices se pue-

. n
de considerar primero, {endromos -3—6‘;"":

= “(_"_.'.%Q'_._.ﬂ modos de eleccidén,

293.

Dividamos todos los triingulos en dos clases:
agquellos cuyos vértices se hallen en distintas
rectas, y aguellos en loz que dos vértices estén
sobre una misma recta. El nimero de tridngulos
do la primera clase es igual a p*CE (escogemos
de €} modos las tres rectas en que se ha laréin
los vértices, después de lo cual se elige, en cada
una de ellas, un punto de entee p). El nimero
do tridngulos de la segunda clase es igual a

%p"‘ (p — 1} n(n — 1) (escogemos la recta cn que

go hallardn los dos vértices, luego dos puntos
on cllu, después de lo cual se toma una recta,
donde estaré un solo vértice, y un punto ¢n esta
recta). FI niimero total de tridngulos es igual a

PCG 4 P (p— 1) 1 (—1)=
n(n—1)p*{pn4-p—3)
{ !

284,

Cada punto interior de interseccién de las diago-
nales se determina univocamente fijando 4 vértices
del poligone de » ladoes gue son los extremos de las
diagonales que se cortan. Por esto, su_niimero
s igual a CP. Hallemos ahora la cantidad total
de puntos de interseccion de las diagonales. De
cada vértice del poligono de n lados parten

n — 3 diagonales, teniendo en total 'ﬂé_—{) dia-

gonales, Cada diagonal 4B se corta con todas las
que unen log vértices distintos de 4 y B. Por

osto, habra
_"'.E.’lz:_al_z (3_3)+1=.£‘:3f%’ﬂ_+1

puntos de interseecién do la diagonal AB con las

restantes. Como el mimero total de diagonales
; n{n--3) ; .

es igual o ————, y cada punto de interseccién

so toma en consideracifn dos veces, tendremos,
en total,

n (n—38) [n—3) {(n—4)+2]
8

puntos de interseccidn de las diagonales, Restando
de esto nimero la cantidad de puntos intericres
de interseccién, se obtiene que el nimero de
puntos exteriores de interseceibn es igual a

n (n—23) (n—4) (n—35)
12 .

295,

Cada poligone de r lados se determina por la
eleceidn de r puntes de entre n, tomados en un
orden determinado; ademds, una permutacidn
ciclica de los puntos mo provoca un cambic de
este poligono, asi como tampoco lo hace el cambio
de la orientaci6n. Por esto, el ntimero depoligonos

de r ladogles igual a 5= APy, en general, el nimero

n
do poligonos ¢s )| %A #. El nimero de poligonos
=3

n

convexos os igual a % ch
ra,

296.

m rectas paralelas dividen el plano en m —+ 1
franjas. Cada nueva recta agrega tantas regiones,
en cuantas partes se divide por las rectas ya
trazadas. Como trazamos n rectas mas, se obtienen

A A o ()= 2 ERERTY
regiones.
207. =

Dividamos las circunferencias en clases, segin la
cantidad de puntos dados que se hallen en la
circunforoncia dada. Una circunferoncia (preci-



196

samente, la dada) los contiene todos, C§C'¢ circun-
ferencias conticnen a dos puntos, C'}Ci a uno,
¥ Cg. a ningunc, En total, obtenemos Ccyct -+
+ €504 + €% = 156 circunferoncias.

208,

A cada tres rectas les corresponden 4 circunferen-
cias tangentes a ellas. Por esto, en total tendremos
4CY" = 480 circunferencias.

299,

Escojamos s vértices seguidos del poligono de
n lados A, ..., 4, ¥ dividamos todos los
poligonos de % lados, que satisfagan la condicién
planteada en el probloma, en dos clases. A la
gn‘mern haremos pertenecer todos los poligonos

e k lados, uno de cuyos vértices colncida con
uno de los elegidos, y a la segunda, los restantes.
Los poligones de la primera clase se dividen
en s subclases, segin cudl de los vértices A4,
1 & m < s, pertenezca a éste (es evidente que
estas subclases no tienen elementos comunes).

Hallemos el niimero de poligonos de k& lados,
en los cuales uno de los vértices es A,. Para
esto, eliminemos el vértice A, v los s vértices
que le siguen, en el sentido rﬁe las agujas del
reloj_(ninguno de ellos es vértico del poligono
de k lados). Debemos clegir, de entrolos n — s —
~ 1 vértices restantes, k — 1, de forma que después
de cada uno de ellos haya no menos de s vértices
elegidos. Esto se puede hacer de C’g:’;“‘ maneras
(véase el problema 250). Por esto, el nimero de
poligonos de % lados con vértice A, es igual
a €341, y el namero total de poligonos de la
primera clase, a sC’,::'i‘"‘.

Hallemos ahora el nimero de poligonos de &
lados de la segunda clase. Para esto, acortemoss
la circunferencia entre los vértices A, ¥ 4444.
Hay que escoger k vértices, de forma que después
de cada uno elegido haya por lo menos s l?lo
quedaron (sin que sea elegido ninguno deo los
vértices Ay, ..., 4,). Esto se puedo efoctuar
de 6‘2"“ maneras. De este modo, el ndimero
total de poligonos de k lados que satisfacen la

condicién planteada esigual a sC3=f—1 4 ¢t

300. L

Cada paralalo%ramo ge determina por dos pares
de rectas paralelas. Por esto, tendremos (CTH*)°
paralelogramos,

301,

Trazaremos sucesivamente las diagonales desde
los vértices 4, Aa, ..., 4,. Cada nueva diago-
nal nes da tantas regiones nuevas, en cuantas
partes se divide por las trazadas anteriormente,
es decir, en una regién mis que el nimero de
puntos de interseccién de ésta con las diago-
nales que so han trazado antes. Como cada punto
de interséccién se aobtiene aqui una sola vez,
ol nimero total de nuevas regiones es igual
8 la suma del niimero de puntos de interseccién
y del de diagonales. Como al prineipio tenfamos
una regién, en total habrd

n{n—3) +n (n—1) (1—2) (n—8) _
= =

1+ 5

_n(p—3) (n?— 3n4-14)
= 1

partes {véase el problema 204).

302,

Sea n par, n = 2k. Entonces n se puede represen-
tar de las siguientes mancras como sumajde
dos términos:

ne=14e (k1) =24 (2k—2)=... =k-}-&,

Pero la carta con ndmero 1 puede ser extraida
de una sola forma, con 2, de dos, etc. Y dos
cartas con numoro & >>1 se pueden escoger_de

€% modos. Por esto, tendremos en total
1 @k—1)+2 2k —2) .. . 4 (k—1) (k1)

k=1
+M= 21 s (2&-3)4.&"2“_” o=
=

_ 2k(i~1) _n(ni—d)
. 3 - 12
maneras de obtener una suma de r=2k. Si, en
cambhio, n €3 impar, n=2k—1, entonces
Rl (2k—2) =24 (2k—B)=. . =(k—1)+k,
siendo el mimero de formas igual a
R—1
D) t@h—s—t)=

=1

E(k—1) (2k—1)
T=

-=112(n=—|).
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303,

Dividamos las olecciones en clascs, segin el
nimero de objetos iguales que figuran en ellas.
La cantidad de elecciones que contengan k objetos
iguales esiguala ng"_‘,". Por esto, el nlimero total

de elecciones serd igual a
ettt Lofrti=
4 2n41
2n+1
=g D) Cirti=zan,
k=0

304.

Si ol primer término de la progresién e¢s igual
a @ y su diferencia a d, ol tercero serd igual
a a + 2d. Por hipftesis es a + 24 < 2n. Esta
desigualdad tiene, para un 4 fijo, 2n — 2d solu-
ciones. En total, se obtienen

2n—=2)+@2n—4g)+ ... +2=n{n—1)

soluciones. Como cada progresion oblenida se
puedo considerar tanto creciente como decreciente,

anteriormente, ahora éste serd un punto de
intersecciébn de multiplicidad r 4 1.
Sea nf el niimero do puntos de multiplicidad
r en ¢l nuevo sistema de curvas, Estd claro que
Nl 4y = Pres — Kpts + Ky {de los puntos de inter-
seccidn de multiplicidad r-i- 1 que habja hay
que rostar k.4, de multiplicidad r <41, que
ientan a ésta, y agregar k., de multiplicidad
r y que la aumentan). Pero entonces

Lnhong gl =
A o (g eyt )2 (g — Ryt e+«
cor b (Mg — k)t =
=(1-Fnz+2n3-F ...+ .. )

+(kat kg oo A hrsg .0}
Hemos demostrado, asi, que 1 + ni + 2ng + . . .
.+ ratfyy 4 . . . es ignal al nimero de regiones
para el nuevo sistema de curvas (véase la fbr-
mula (*)). En virtud del principio de induccién

completa, la afirmacién es vilida para cualquier
niimero de curvas.

g¢ obtienen 2n (n — 1) progresiones. Para la
sucesibn de ndimerod, 2, 3, ..., 2n+ 1, ten-
dremos 2n® progresiones.

305.

Demostremos la afirmacién mediante induccién
con respeclo al nimero s de curvas. Si s=1,
ésta es evidente, ya que no hay puntos de inter-
seccién y el nimero de regiones es igual a 1.
Supongamos que la afir itn ya fue demostrada
para s curvas, Tomemos un sistema de s curvas
con n, puntos de interseccién de multiplicida

rr=2, 3, ... (un punto seri de multiplicidad
r, 8i en éste se intersecan r curvas). Entonces,
ostas delimitan 14 na+4 ...+ e+ ...
regiones cerradas. Tracemos la curva s +1, ¥
su ongamos que ésta tiene k, puntos de intersec-
cion, de multiplicidad r, con las trazadas anterior-
mente, r= 2, 3, ..., ¥, en total, & + ks +
4 ... kp4s puntos de interseccién. Estos puntos
la dividen on ks 4+ ks 4 ...+ k41 partes.
Cada parte de la curva trazada corresponde a una
nueva regifn, por lo cual el nimero de éstas
serd ahora igua

Ut oo+ o0+ (et
dokst o ARt (%)

Pero si la nueva curva pasa por un puato de
ijnterseccién de multiplicidad r de las trazadas

306,

Las rectas del primer haz dividen el plano en 2m
partes. La primera recta del segundo haz se
interseca con lodas las m del primero, dando
m =+ 1 regiones nuevas, Todas las rectas restan-
tes del segundo haz tendrin m - 1 puntos de
interseccion con las trazadas antes. Por esto,
tendremos en total

2mt-mat14{n—1)(m+2)=nm+2n42m—1
regiones.

307.
No, pues en caso contrario el nimero de

uniones seria igual al niimero fraccionario ?-72-—5 .

308.

La suma de los coeficientes es igual al valor
de la expresién para z= y= z== 1. Sustitv-
yendo estos valores, se obtiene que la suma es
igual a —1.

308,

El nimero méximo de bolas, entre las que no
haya 15 iguales, es igual a 74 (10 blancas, 10 ne-
gras, 12 amarillas y de a 14 de las rojas, verdes
y azules). Si se toman 75 bolas, habrd entre
ellag 15 de un mismo color.
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340,

Clasifiquemos las formas de pintado segin el
nimero de caras blancas. Existe una forma
finica de pintado que ne contenga ninguna cara
Manca, y una que eonienga wna sola. En al
caso de dos caras blancas, habri dos formas
e pintado: o bien cstas caras ticnon una arista
comiln, o bien son opuestas. Para tres caras
blancas nuevamente tendremos dos formas: o hay
dos caras blancas opuestas, o las tres confluyen
en un mismo dngulo. Los casos de 4, 5 y 6 caras
blancas so reducen a los que acabamos de analizar,
sustituyendn los colores por los opuestos. En tatal,
se obtienen i+i+2p+2+2+ {41=10
formas de pintado.

i,
Su Uniamus que ashora se pintan los vértices
«del cubo. Entonces hay una forma de pintar sin

vértices blancos, 1 forma con un solo vértice
blanco, 3 con dos (les vértices blancos se hallan
en una misma arista, en una diagonal de una
cara o en una del cubo), 3 con tres (%us tros vérti-
«¢es so hallan en una misma eara, o bien hay dos

Fig. 39.

en una arista ¥ el tercero en una diagonal de la
cara con uno de estos dos vértices, o bion log
tres vértices so hallan dos a dos en una diagonal
de una cara, véase la fig. 39). Hay 5 formas de
pintado con cuatro vértices blancos (todos los
cuatro se hallan en una misma cara, o los tres

vértices A, B, € =e hallan en una cara y el cuarto
on una misma arista quo cl 4, 0 que el B, o on ol
vértico diametralmente opneste al B; o bien
dos vértices se hallan en una misma arista y atros
dos en la diametralmente opuesta a ella), Los
casng de 5, 6, 7 v 8 vértices blancos so reducen

.
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Fig. 40,

a los analizados mas arriba cambiando log colores
por los opuestos. En total, habri 1 4-1 + 3 +
+34+5+34+34 1+ 1=21 formas

de pintado.

312.

El cubo tiene 11 desarrollos (fig. 40). Las sois
primeras soluciones las dan los desarrollos en los
%ue cuatro caras del cubo estin situadas en una
anda del desarrollo. Los cuatro desarrollos
siguientes son aguellos en los cuales hay tres
caras en una banda, pero no cuatro. Por fin,
En 1 émlr,ima solucién no hay tres caras en ninguna
anda,

3.

Hay s6lo 4 formas de este pintado. Con respecto
a Ja demostracién de esto, referimos al lector
al libro de H. Steinhaus «Cien Problomass, ed. Fiz-
matguiz, 1959, problema N 40.
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3i4.

Para un tetraedro existe una sola solucidén; para
un octégono también una sola; para un octaedro,
tres; para un dodecaedro, dos asimétrices y reci-
procamente gimétricas, y para elicosaedro, 33 solu-
clones. Véase la demostracién detallada en el
libro citado de H. Steinhaus, problema N 44.

315,

Demostromos primeramente que al cabo de 2n
unidades de ticmpo quedardn sélo dos particulas,
situadas en los puntos con coordenadas 2n y —2n
rospectivamente., Para a= {, esta afirmacién
¢s ovidente. Supongamos que ya fue demostrada
para pn= k. En el transcursn de los 2h —1
pasos siguientes, estas particulas no interactian
y, ¢n virtud de la hipitesis de la induceibn,
al cabo de 2k s cada una de ellas dard sblo
dos particulas, alcjadas de ellas a la izquierda
v ala derecha en 2%, En otras Ealahras‘ obtenemos
una particula en el puntp 2 B+, dog en el O y una
en el —2k+!_ Las particulas del punto O se anigui-
lan mutuamente, gquedando dos particulas. La
afirmacién queda demostrada.

Asi, pues: al cabo de 128 pasos quedarin dos
particulas en los puntos de coordenadas 128
¥ —128. Y al cabo do 129 pasos, hahrd cuatro
particulas en los puntos 129, 127, —~127 y —129.

Sin=2Mpah 2% kSRS LS ke

obtenemos 22 particulas, cuyas coordenadas tienen
la forma 428 == 2R . | }.9%s (6 admiten com-
hinacionescualesquiera de lossignos). Esta alirma-
cifn se demuestra ficilmente mediante induccién
con respecto a s: para s== 1, va la hemos demos-
trado. Supongamos que ya fus demostrada para
s<m, ¥y que n=2hp oty 4 okm
Entonces, después del (n — 2kmy_gsimo paso
obtendremos 2m-1 particulas, dispuestaz en los
puntos de coordenadas 4 ot gl + oRmes
La distancia entre las particulas mds proximas
no es menor gue 2*m=1+1_ Por esto, en el transcurso
de 2"m-_ 1 pasos, las particulas, generadas
por distintos ¢centrose, mo interactuarin unas
con las otras, pero al cabo de ohm nasos cada
ceniro dard dos particulas, que se hallen a una
distancia de 425 de éste. En otras Hnlahms‘
obtenemos parficulas en los puntos de la forma

4, .. 42%® Nuestra afirmacién queda
smostrada,

316.

Para descifrar una palabra, es suficiente indicar
los intervalos entre los simbolod que son iniciales
gﬂra las letras que se codifican con dos simbolos.

stos intervalos deben ser escogidos de entre 11,
y no puede haber dos dé ellos juntos (hay en total
13 intervalos, considerando el inicial y el final,
pero de la hipltesis queda claro que no se puede
tomar ni el final, ni el que se halla delante
de éste). S0 la palabra contienc p letras de dos
simbolos, hay que escoger p intervalos. Esto
slm hpl.iledo ofectuar de C}*P maneras. Por esto,
1abr

O+ O ClP-+ G4+ O+ €1+ 03 =233
formas de leer la palabra dada.

7.

La cantidad de ndimeros de p cifras, cuya escritura
no coutenga la unidad, es igual a &.99°-1, Por
lo tanto, entre 1 y 10 000 000 habri

81 +g+gt.‘_9!+9‘+95+ Qﬂ)=97—‘1 =4 782 968

niimerps euya escritura no contenga 1. Esto
¢s menos que la mitad de 107,

8.

Tomemos los tres primeros simbolos de cada
palabra, Estos forman no més de 28= 38 dispo-
siciones. Demostremos que a cada disposicién
de estos simbolos le corresponde no mis do dos
palabras. Diciendo de otro modo, demostremos
ue si tres palabras tienen los tres primeros
simhbolos comunes, por lo menos dos de ellas
tendran otros dos simbolos comunes, En efecto,
escribamos una tabla, formada por los cuatro
iltimos simbolos de cada una de estas tres pala-
bras. En cadu columna coincidirdn per lo menos
dos signos, Como el niimero de pares q&m puaden
formarse de tres palabras cs igual a 3, v el de
columnas, a cuatro, por lo menos para dos
palabras la coincidencia tendrd lugar en dos
colunnas, Esto significa, precisamento, que las
Ealabras tienen otros dos simbolos quoe coinciden,
abiendo en total 5 signos coincidentes, lo que
contradice la hipdtesis.
De esto modo, a cada agrupacién de los tres
primeros simbolos lo corresponden no mis de dos
palabras, Por esto, el namero total de ellas
no es mayor que 16, En la fig. 41 se representan
16 palabras gue satisfacen la condicién planteada.
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9.
Como p es un nitmero primo, al girar la circun-
forencia so transforman en si mismos sblo los
intados hechos con un mismo color. EL niimero
o los primeros es igual a n. Las demis formas de
pintado (el ndmero de ellas es igual a aP — n)
se dividen en clases, con p pintados cada una,
transformdndose los pintados de una misma clase
unos en otros al girar la circunferencia, Por

esto, ellos dardn RE=h formas de pintado. En total,
hahri “p;n +n ios. En la resolucién de este

problema hemos demostrado el Jlamado pequeiio
teorema de Fermat: si p es un nimero primo,
para cualguier n entero el niimero nP — n se
divide por p.

320.

Como 1 es el menor de los nimeros dados, éste
debe estar en una esquina, ¥ ¢l 2 debe estar
junto a €l en una misma vertical u horizontal,
Entonces, los nimeros 1, 2, ..., n quedarfn
en una misma vertical u horizontal. El monor
de los nimeros restantes es el n 4 1, Este debe

ocupar su lugar junto al 1. Comtinuando este
razonamiente, nos convencemos de que los nime-
ros se disponen do una forma dnica, ¥y determi-
nada. Pero podemos colocar primero al 1 en
cualquiera de las esquinas del tablero y elegir
la direccién vertical, o la horizontal, para la
sucesion 1, 2, dispo-
siciones.

... n. Por esto, habrd

32,

En caso contrario, la poblacién de Mosch seria
mayor que 9 300 000,

322,

Si se toma un nimero impar de objetos, el nlimero
de los que quedaron es par.

323.

El nimero de formas de cambiar 1 ruble en

das de 2 y 5 kopeks es igual al do soluciones
enteras no negativas de la ecuacién 2z 4 Sy=
= 100. Estd claro quo y puede tomar cualquier
valor par de O a 20. Al cambiar en monedas
de 5 % 3 kopeks, hay que resolver la ecuacién
3z <+ 5y = 100. Aqui y adquiere sélo los valores
2, 5, 8, 11, 14, 17, 20, el nimero de los cuales
es menor que 21,

324.

Hay que hallar el niimero de soluciones enteras
no negativas de la ecuacién z 4 2y + 5= 20
a, lo que ez lo mismo, de la desigualdad 2y 4+ 5z <
< 20, Estd claro lilua z puede tomar sélo 0, 1,
2, 3 v 4 valores, a los que corresponden 11, §, 6,
3 y 21 valores posibles de y, obteniéndose, en
total, 49 soluciones.

325,

Como 8=241,4=242,6=5+1,7=
=52 B8=04+2+1,9=5+42+42,
mediante las pesas indicadas se puede formar
cualquier peso entero de {4 a 9 mg. Andlogamente
se forman los pesos que so expresan en decenas,
centenas de miligramos, ete.

326.

El valor medio de la ultima cifra es igual a 2,
el de la segunda y la tercera, a 2,5, y el de la
primera, a 3. La cantidad total de nameros es ignal
a 5.6.6.3 = 540, Por esto, su suma es igual
a 540 (3000 4 250 4 25 4 2) = 1 769 580.
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327,
La afirmacién es evidente para r= 1: después
del primer paso la carta que se hallaba en el
-ésimo lugar, para p < n, quedari en el luggr
p, ¥ para p > 5, en el 2p — 2n — 1. En ambos
casos el nimero del muevo lugar es el resto de
dividir 2p por 2n - 1. Supongamos que la afirma-
cion ya fue demostrada para r, es decir, supon-
gamos que despnés de r pasos la carta con nimero
owfui el lugar z, siendo 2rp = k (2n - 1) + 2.
n e so signicnte, ésta ocupard el lugar y.
donde g:: I(@n+1) 4y I=1006 a1 Pero
entonces

2rtip =2k (2n+4-1) 4 2z = (2k+ 1) 2n -+ 1)+,
siendo y < 2r*'p. Esto significa quo y es el resto
de dividir 2r¥p por 2n 4+ 1 Se@iﬁu el principio
de induccién completa, nuestra afirmacion quoda
demostrada.

328,

Se desprende directamente del resultado del
problema 327.

329,
So deduce del resultado del problema 327.

330.
En cfceto, en este caso el resto de la divisién
de 2*p por 2n 4 1 s igual a p.

331.
Efectivamente, después de Ja carta con
nomero 2n habrd 2n —{i certas con nimeros

ares, las cuales, precisamente, quedarin sobre
a carta 2n.
332.

La afirmacién con respecto a la carta 8 se deduce
del resultado del problema 331. Las demds se
verifican directamente.

i‘f::'rihamus debajo del nimero de cada carta el que
dsta obtendrd después de la mezcla indicada:
12 84 56 78910 11 12 13 14 15 18

0810711 612513414 315 216 1 U
D¢ esta tabla se afrecin que, por ejemplo, al

mezclar una vez la 1 pasa a la 9, en ln segunda,
la 9 pasa a la 13, después la 13 a Ia 15, luego

la 15 a la 16 y, por dltimo, 1a 16 pasa a la 1.
Esto se puede representar en forma del ciclo
(1, 9, 13, 15, 16, 1). Toda la permutacitn se
divide en ciclos de este tipo. Ademds del que
acabamos de indicar, se tienen los ciclos (2, 8, 5,
11, 14, 2), (3, 10, 4, 7, 12, 3) y un ciclo formado
s6lo por el niimero 6. Cada ciclo estd formado
or una o por 5 cifras distintas, por lo cual,
ezpués. de cinco veces, todas las cartas ocuparin
la posicién inicial. Los casos restantes se estudian
de igual forma.

334.

En la primera fila podemos distribuir los colores
on cualguier orden {24 modos), después de lo cual
en la primera columna podemos disponer de cual-
ﬂuier manera los tres colores distintos del cua-
rado angular (6 formas). Supongamos que se han
elegldo los colores indicados en la tabla.

b n r a
n b a T
r a b n
a r n b

Como en las filas verticales v horizontales debe
haber representantes de todos los colores, en la
sepunda fila puede haber una de las siguientes
combinaciones de colores: negro, blanco, azul,
rojo; negro, rojo, azul, blanco; negro, azul,
blance, rojo. En la primera de estas variantes
sa determina unhivocamente el color de las casillas
de la segunda columna vertical, quedando dos
posibilidades de pintar las 4 caaiﬂas rostantes,
Cada una de las dos variantes que quedan conduce

también a dos pintados posibles. En total,
se obtienen 4!.31.2.3 = 144 formas de pintado.
335,

Divid a los lares en ternas de algin

modo. De cada terna se pueden esc tres
pares no ordenados {por ejemplo, de la terna
abe se pueden elegir los pares ab, ae, be). En total,
a la forma dada de particibn le corresponden
15 pares, ninguno de los cuales debe encontrarse
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en las deméds maneras de particién. Pero de 15
escolares se pueden formar C}* = 105 pares. Por
esto, el niimero de modos diferentes de particion
no puede superar 105 : 15 = 7. La tabla siguionte
muestra que el valor 7 se alcanza, es decir, que
los escolares se pueden dividir cn ternas, de
forma que so cumpla la condicién indicada
durante 7 dias:

klo ine jme ilm jln ijk kmn
iab  jac lad nae kaf ag oah
ned  mdb kbe ocg  mch  lee icf

mef  keg  ich b obe  ofd jde
jgh I nfe  kkd idg nhb lbg
336.
% (n2} ;
El niimero T iguala la cantidad do formas

de escoger, de n? objetos, n grupos no ordenados

de n objotos cada uno y es, por lo )r.lanto, un
: o LG (mn

entero. También 1o sord el niimero il qua

es la cantidad de formas de dividir mn ohjetos

en n grupos no ordenados, de m objetos cada

uno. Por la misma causa sord entero 7ML
(nl)ym ml

Pero entonces - :]m]! T 2 también lo
(ml) 2 (any 2

es, como producto de dos onteros. Como m vy n
(mn)!
S T
(ml) 2 (ah) 2
su cuadrado un entero. Por consiguiente, el
propio niimero es también entero,

337,
Véase la pég. 52.

338,

Este nimero es igual al coeficiente de =™ on el
polinomio
(g2t e =z!P ({—gn-1tLyp ({ — 2)-p,

1. siendo

s0n impares,

Aplicando la férmula del hinomio de Newton,
se obtiene que este coeficiente es igual a

c*‘,;,,—(‘—””‘i—Cfcg,‘;_{‘:,,‘_?ﬁ’—‘%“-i 4

el lmd 2)—2Zn—1
+6G5ch ”_3,{;’5? s T

338,
Designemos mediante z, y, z el mimero de libros
del primero, segunde y tercer tipo, ohtenidos
por_ el primer participante. Por la hipdtesis del
srohlerm:, su tiene que £ 4 y -+ 2 = 12, siendo
LrLT 0Ly <8, 0<=<9. El numero
de soluciones enteras de la ecuacidn, que satisfagan
las desigualdades dadas, es ignal al coeficionte
de " en ol desarrollo del producto

Uttt O (At (A4 18
Este producto so puede escribir como sigue:
(1—1t8 (1—19 (1 —110)
1—1¢ -
=(1— 18— 19— 10 4. 171 4%
X (14304003 - 108 - 1508 .. 4048121,

Esti claro que después de abrir paréntesis se
obtiene ol coeficiente 60 para {2, "Por esto, la
distribucién puede ser cfectuada de 60 maneras.

340,

El niimero de todas las n-combinaciones con repe-
ticitn de n letras es igual n €3*-1; por lo tanto,
en éstas figuran nCY1 letras. Como todas figuran
ignal nimero de veces, cada una se encuentra
C3n-1 yeces.

341.

Lu suma de los niimeros cseritos en el poste es igual
a 999. Por esto, si ambos nimeros son de tres
cifras y uno de ellos tiene la forma abe, el otro
tendri la forma 9 —a, 83— b, 9 —c. Si, en
cambio, uno de los nimeros e¢s de una o dos
cifras, cl sogundo comenzard a partir de la cifra 9
estando_escrito en tales postes a, 99 (0 — a)
6 ab, 9 (9 — a) (9 — b). Como en los postes debe
haber silo dos cifras distintas, serioa = b= ¢,
o bien dos do los ndimeros a, b, ¢ coineiden, siende
el tercero el complemento de éstos hasta 9. La
cantidad de nimeros del primer tipo es igual
a 10 (111, 222, ., ., 999 v, ademis, el 0). Cada
nimero del segundo tipo se determina por la
oleccidn do un par de cifras distintas del nimero
do tres cifras en el que ambas figuran. Un par
de cifras diferentes se puede escoger do ('} = 45
formas distintas. A cada par le corresponden
6 nlimeros do tres ecifras (por ejemplo, 221, 212
122, 112, 121, 241). Por esto, la cantidad total
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de niimeros de segundo ligu o8 igual a 6 .45 = 270,
hahiendo, en total, 280 postes, en los cuales
hay escritas s6lo dos cifras diferentes.

342,

m n
Elnimero buscadoes 3 ) P (p, ¢ —1. (Elimi-
p=0 g=0

n
namos ¢l arreglo vacie.) Como E‘, Pp, gt=

=0
= P (p 4+ 1, ¢), tendremos:
m o n
3 NP g-1=
p=0 g=0

m
=3 P{p+1, n)—1 =P (m-+1, nt-1)—2.
=i

343.

Segin el problema anterior, el nimerc de arreglos

que coniienen exactamente % esferas blancas

es igual a P(k+1, n+1)—Pk n++1).
n

Por esto, las esferas hlancas figuran 2 k[P {k+1,

=1
n+1)— Pk, n+ 1)] veces. Esta expresién
se lranslorma como sigue:

m =1

PP (k41, nf1)— D) (k-+1)x

k=1 b=}

X P (k+1, at1)=mP (m41, n--1)—
m=1

= 3 P44 nt-fy=mP (m+1, nt-1)—
k=D
—P{m, n4-2)41=

=1+

Anilogamente se demuestra la afirmacidn sobre
las esferas negras.

R —

— L p(mt1, n).

344,
El mimero buscado cs igual a la suma
e i

(p+9+1).2 (p, 9)-
b8

Pero

n

S (p+a+1) Pip, g)=

a=0
n n

=(p+1) 2} P(s, )+ 2 aP(p, 0)=
g={ g=1

=(p+1) [P(p+1, )+ ) P(p+1 ¢—1)]=
g=1

=(p4+1)[P{p+1, n)4-P(p+2, n—1}]=
=(+1)P(p+2 n).
Por esto, la suma es igual a
m

D (pE1) P ip+2, my=

p=0l
m m

= D (p+2 P(p+2, n)— D, Plp+2, n)=
=0 p=0

—in4A) P (-1, nt2)—P(m+2, nb1) 1=

_ mnr—+m—+n
"t+_-_m-!—n-|-4 P(m+42, nt2).

345,
Sumando los resultados obtenidos en los proble-
mas 342 y 344, se obtiene el resultado requerido,

346,

El nimero total de pares gue so pueden formar
de 7 personas es igual a €] = 21. En cada terna
{a, b, ¢) figuran 3 pares ({a, b}, (a, ¢} ¥ (b, &)}
Por esto, durante 7 dias todos los pares estardn
representados upa vez cada uno. Por cuanto
en ¢l transcurso de 7 dias almorzardin 21 personas,
cada amigo me visitard 8 veces, es decir, parti-
cipard en tres ternas,

Escojamos primero las ternas en lag que estara
el primer amigo. Esto puede hacerse de T
maneras (el ndmero do formas do dividic a 6 per-
sonas en 3 pares). Cuando estas ternas estén
escogidas, quedardn dos posibilidades de elegir
las ternas en las gue figure el segundo huésped
(por cjemplo, si el primero figura en las ternas
1, 2,8: 1, 4, 5; 1, 6, 7, ¢l segundo estard o en las
ternas 2, 4, 6; 2, 5, 7, 6 en las 2, 4, 7; 2, 5, 6).
Después de esto, la distribucién de los restantes
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huéspedes se dotermina univocamento, Teniendo
en cuenta la posibilidad de permutar la terna de
huéspedes, se obtienen

a2 T1=151 200 modos,

347,

De 7 personas se pueden formar C] = 35 tornas,
de B, C§= 20, de cinco, C§ = 10, y de cuatro,
Ci= 4. Por esto, ol nimero total de variantes
de invitacién es igual a A8, En 7429 casos un
amifo 3uoﬁarﬁ sin invitar, y en 21419, dos,
Aplicando la férmula de inclusiones y exclusiones,
g0 obtiene el resultado requerido.

348.

5i uno de los amigos viene cada dia, con los
restantes s pueden formar €§ = 15 paros. Por
esto, el nimero total de grupos, en los que toma
parte una misma persona, es igual a 7425, Quedan
At — 744 formas de invitacitn.

349.

Los arreglos pueden ostar formados por 1, 2, . . .,
«+ ., n objetos. Por esto, el nimero total de
arreglos es igual a

A+ An 4 4 AT=nl
nl nl nl
tatoteteome

1 1
=nl [2+~ﬂ-+...+(n )!]-
Por otro. lado,

1 i ]
enl —1=n! [2+-§]—+‘.-+mj -+

1 1
+[ PR e g

: 1
tereEEeE ) ©
Pero para todo n 2> 2 natural, se tiene que
4 1 ,
a+1 T (n4-1) (nF2) "
1
TEerseTe TS
! 1 l L i L —_l
<wrrtertermtooTwe

Por esto, la expresién que se halla entre corchetes
en la férmula (*) es menor que 5 - Con esto
queda demostrada nuestra afirmacién.

350.

El nimero total de objetos de todos los arreglos
es ignal a

nAR - {n—1) AD 4.,

o n—1{ 1 i,
verbAT=n) [n+—“-+...+m]_
a 1 1
=(a—1)n! [(t+1+j+...+m) o

1 1 3 -2
e _T"'"“(‘n‘—i,u)]'
Es fécil comprobar que
g1 L 8 n—2
TR TR A T T = =1

Como todos los objetos figuran un mismo nii-
mero de veces, cada uno de ellos figurar

N=(n—1)(n—1)Ix
x['+1+'21|'+"'+'{ni_1)!]+i

veces.
Por otro lado,

(r—1)(n—1)1 e=(n—1) (n--1} %
x[1+1+%+...+{7_’T]r+nL!+
e = e— D e=1ix
X[+ gr+ oty )+

+o=b) [+ ]

por lo cual
N—(n=1)(n—1)l e=1—(n—1) X
1 1
X[T+m+...]=
i i 1 {
-s[t-=x “mFDGFy J<z

Por consiguiente, N es el entero mdés préximo
a (n—1) (n — 1)le.
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351.
Véase la pag. 53.

352,

Uno de los tres obtiene n libros. Eatos n libros
pucden ser elegidos de C3™ maneras. Los 2n libros
restantes los distribuimos entre las dos personas
que quedan, Cada uno de los libros puede tocarle
a una o a otra, por lo cual el nimero de formas
de distribueién de éstos es igual a 2°n. Como
n libros pueden ser dados a cualguiera de los
tres, se obtienen 3.2°»C3" modos de distribucitn,

353,

El nimero de ordenacioncs distintas, en las que
k paros dados de letras no se destruyan, os igual
a 28 (2n — k)!. Estos k pares pueden ser elegidos
de €} maneras. Aplicando la férmula de inclu~
giones y exclusiones, se obtiens el resultado
requerido,

354.

El ntmero de formas de distribucidn, en las
quo k personas dadas no obtengan nin%ﬁn objeto,
a

8s igual a (n + p — k)*. Aplicando la férmula
de inclusi exclusi se obtiene el resul-
tado requerido.

355.

FITIZ es ignal al niimero de formas de distribuir
objetos distintos on r cajones, Este mimero
es igual al coeficiente de zn en el desarrollo
de (e — 1)*, multiplicado por al De aqui
se desprende que

nl [1—TI3 421 M3 —31 MG +...]

es ¢l cooficiente de zn en el desarrollo de la
suma de la serie

R
=t
Como

Joagla Loy anmus >
z— 73— “+...=ln ), )

la suma de esta serie serd igualaln [{4(e*—1)]==.
Por osto, para n>>1 la expresibn (*¥) es igual
a cero.

16—1194

356.
De la primera casilla, de una forma, de la se-
gunde, do CZ", ...; do la k-ésima, do CI™. En
total,' tendremos

D13 (rrm "
oingdn . C»?"=(Tl,.,jr
modos.

857.
Hay que demostrar la desigualdad

G,Z;n—i‘rcﬁnmrg(cﬁn)'_
La podemos escribir en la forma
(2n+r)(2nd-r—1) ... (2n4-1) <
“rEr) (rtr—1) ... (n+1)

< 2n@n—t)... arat)
nn—1)... (n—r+1) °

Esta desigvaldad se deduce de que, para 0<
< k<n, serd

2n 4k 2n—k
nt+k < n—k °
338.

Caleulemos la suma do los dngulos de todos los
tridngulos obtenidos. La suma de los que tienen
vértice en uno de los puntos interiores es igual
a 360°. Como hay 500 de estos puntos, a dstos
les corresponden dngulos cuya suma es igual
a 2460°.500. Ahora tomemos los dngulos cuyos
vértices coinciden con los del poligono de 1000
lados. Sa suma es ifual a la de los 4 os
interiores de dicho poligono, es decir, a 180°-998,
En total, obtenemos 180°-1998. Como la suma
de los éngules de cada tridngulo cs igual a 4180°,
hemos obtenido 1998 tridngulos.

359,

Cada jugador jugaré 4 partidos, habiéndose jugado
5 en total. Supongamos que en al primer partido
el par (a, ¢} jugd contra el (b,.d}. Entances, en los
tres juegos siguientes a debe toner por compaiicros
a b, d, ¢ respectivamente, y no tomar parte en
ol quinto. El jugador e debe tomar parte en todos
los partidos, a excepcion del primoro, siendo
en e}; segundo y el tercero contrincante de a.
En el lugar libre del segundo partido se puede
tomar al jugador ¢ o al d, y en el torcéro, al

&
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b o al c. Pero si so elige en el segundo partido
al d, en el tercero habra que escoger al ¢ (de otro
modo, ¢ dejard pasar dos partides), y entonces
en ol cuarto partido deberd faltar ol jugador d,
siendo b y ¢ compaiioros. Pero entonces en el
quinto serin compaiieros b y e, por un lado,
¥ ¢ v d por otro. Si elegimos en el segundo partido
al jugador ¢, en el tercero habri que escoger
también al ¢ (de otra forma e y ¢ serdn dos veces
compafieros), cn el cuarto, a ¢ ¥ d, ¥ en el quinto
los ugadores b y ¢ jugardn contra d y e. Asi, pues,
cada ibn de los jugad del primer partido
determina dos posibles divisiones de los jugadores
en lo sucesivo. Como el orden de los 4 partidos
siguiontes puede sor cambiado de 24 manaras,
obtenemos en total 48 posibilidades. Para el pri-
mer partido, se puede elegir a los jugadores de 15
formas (el nimero de maneras de dividir a 5 por-
sonas en 2 pares v dejar un jugador de reserva).
Cada una de estas formas determina 48 posibili-
dades de la marcha del juego em lo sucesivo,
habiendo, en total, 720 posibilidades. Si no se
tiene on cuenta el orden de los partidos, quedarin
6 posibilidades.

360,
El niimero de quebradas cerradas es igual a (CF)®
(véase la pig. 92).

361.
Cada guebrada se determina por las coordenadas
de sus vértices. Estas coordenadas forman una

sucesién finita del tipo
(a1, by, {ays by (a2, B2), (@2, Ba)s .+ oy (@ns By

o bien
{9!; by),. {aa, i)y {agy ba)y {as, bz}: coer lag, bn}

Estas sucesiones se determinan fijando las permu-
taciones (@g, + .« « @) ¥ (bgy - - . byl e indicando
a cudl de los dos tipos pertenece ln sucesidn.
Como una permutacién ciclica de las coordenadas
no cambia a la quebrada, el nimero de éstas

es igual a T

362,

Dividamos los sonajeros en clases, haciendo
pertenecer a la m-ésima a a:ﬁuellos para los cuales
ol minimo nimero do bolas azules entre

dos rojas es igual a m. Para m = 0, hay 4 sonajoros
(la tercera bola roja estd junto a las otras dog,
o estd soparada de ollas por una, dos o tres bolas

azules). Para m = 1, hay dos holas rojas, separa-
das por una azul. La tercera bola reja puedo
estar separada de la roja més préxima por una,
dos o tres azules, Por esio, para m = 1 hay
3 tipos de sonajeros. Para m= 2, tendremos
s6lo un tipo de somajero. En total, hay 8 tipos.

363.

Supongamos que uno de los presentes — llamémos-
lo X — tieno m conocidos ay, ..., ap. Por
hip6tesis, no hay dos personas entre las a;, . ..
.+ Gy que Se conozcan entre si (ya que se
conocen con X). Por esto, para dos personas
cualesquiera a;, ey debe existir otro conocido
comiin, amén de X, Esta persona no puede cono-
cerse con X, v a distintos pares les corresponderin
distintas persomas (si alguien fuese conocido
comiin para dos pares diferentes (a;, a;) y (ag, a3),
tendria ¢con X por lo menos tres condcidos comu-
nes). Asi, pues, el nimero de todas las personas
que no se conocen con X 1o es menor que el de
todos los pares de personas de entre las gy, ...
o , e3 decir, no es menor que CP*.

Por otre lado, cada persona que no se conoica
con X tiene con él exactamente dos conocidos
comunes, se sobreentionde, entre los a,, . . ., "
Ademis, a distintas personas les corresponderan
distintos parcs (si_un par {2, @;) correspondieso
a dos personas diferentes, ¢; y ‘a; tendrian més
de dos conocidos comunes, por cuanto son cono-
cidos también con X). De agqui se deduce que
el niimero de personas que no se conocen con X
es también no mayor que CP, por lo cual dobe ser

igual a Cg'=mi-——l) . Pero entonces el niimoro

total n de presentes ¢sigual a f4-m+ '3'—[1‘2:11.

Considerando la igualdad n=1+m+£‘-!-"-‘2—_—-i-}

como una ccuacién cuadrética con respecto a m,
vemos que ésta tiene sélo una raiz positiva, lo
cual significa, precisamento, que para todas las
personas el ntimern m de sus conocidos es el mismo.

364.
La verificaci6n demuestra que la permutacifn
do dos letras vecinas 4 y B no cambia el producto
gs suficiente analizar las combinaciones A4 B4,
ABB y AABB). Por esto, se puede considerar
que primero van todas las letras A, y después,
todas las 2. Pero entonces la afirmacion se hace
evidente.
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365.

En cada vertieal y en cada horizontal hay una
torre. Por esto, cada uno de log nimeros a, b,
e, d, e é. . k, al igual que cada unc de los 1,
2,3, 4,5, g, 7, 8, figurard en el producto exacta-
mente una vez. Por csto, el producto es igual
a 8l abedefgh.

266,

Supongamos que se han reunido § miembros del
Comité de Organizacién. Por la hipbtesis del
Srohlema,_ éstos no tienen llaves por lo menos
e una cerradura, y la llave de ésta la tienen
cada uno de los seis miembros restantes. Como
esto tienc lugar para cualguier combinacién
de 5 miembros, ¢l nimero total de cerraduras
eg igual a C}' =462. Como para cada cerradura
hay seis llaves, la cantidad total de éstas es igual
a 4G2.6 = 2772, teniondo cada miembro del
Comité de Organizacidn 2772 : 11 = 252 llaves.

8i ¢l nimero de miembros fuese igual a n,
y ¢l de miembros necesarios y suficientes para
ue ge pueda abrir la caja, a m, el ndmero de corra-
uras seria €, ¥ el de llaves de cada micmbro

de la Comisifin, a Emt CBs-
n

367.

Aclaremos primero cuél es la mayor longitud de la

d tal que después de romper k eslabones
ge pueda obtener cualquier peso de 1 a n. Anali-
cemos, para esto, cual es la disposicion mis
ventajosa de lus eslabones abicrtos. Como el
nimero de éstos es igual a k. con ellos se puede
obtonor cualquier peso de 1 a k. Pero ya no podre-
mos obtener el peso & 4 1, sin ulilizar una parte
mis. Estd claro que lo mds ventajoso ¢s que esta
parte esté formada por & - 1 eslabones; entonces,
podremos obtener cualquier peso, dol 4 al 2k 4+ 1.
Ahora nos serdn necesarias las partes de los pesos
2(k—+ 1), 4 (k4 1), ..., 28 (k- 1), Conayuda
de éstus podremos obtener cualquier peso, del 1 al

ne=Rpe [k 1) 42 (b ) h (kR ) Lo
cor 2B (e 1) = o (R ) (2941 — gy =
=20 (k1) —1.
De este modo, si 2k < n < 284 (R 4 1),
podremos arreglarnos con k rupturas, pero secd
imposible arreglirselas con k — 1. En particular,
coma 2%.3 < 60 < 204 — 1, para una cadena

de 60 eslabones hay que abrir 3 de ¢llos, obtenien-
do log trozos de 4, 8, 16 y 29 g.

Si so wtiliza una balanza de dos platillos, a los
k eslabones abiertos hay que agregar el trozo
de peso 2k 4 1 (poniéndolo en un platillo de la
balanza, y los eslabones restantes, en el otro,
podremos obtencr cualquier peso, de k <+ 1 a 24,
v colocandolo conjuntamente con los eslabones
restantes, cualquier peso del 2k 4 1 al 3k - 1).
Los trozos restantes deben tener peso 3 (2k + 1),
9 (2k 4+ 1), ..., 3B {2k -4 1), Con éstos se puede
obtener cualquier peso, del 1 al

b (24 1) 4 8 (21 1)+ ... F 3B (2R 1)) =
=g [@h41) B~ 1],

En particular, para una cadena de 60 g hay que
abrir dos eslabunes, obteniendo trozos de peso
5, 15 y 38 g.

368,

Si =z, al dividirse por 7, da restos 0, 1, 2, 3, 4,
5, B, a® dard los restos 0, 1, 4, 2, 2, 4, 1 respecti-
vamente. Por esto, a* - y* se divido por 7 {y, con
mayor razén, por 49) s6lo on el caso en que x e y
ge dividan por 7. Por esto. el nimerc do pares
{teniendo en cuenta el orden), es igual a

E (ﬂ) s 1422 = 20 164. Si no se tiene on

cuenta el orden, se obtiene T34 = 10 153 pares,

369,

Si el mimero dado es igual a 10a 4 b, suméndolo
con el nimero escrito con las mismas cifras
en orden inverso, se obtlieme 11 (a 4 b). Como
esto cs un cuadrado perfecto, ¥y 2 < a 4 b < 18,
serd a -+ b= 11. Obtenemos B posibilidades:
29, 38, 47, 56, 65, T4, 83, 92.

370,

Las tres primeras cifras del miimero son arbitra-
rias, g Ia ltima toma uno de dos valores (deter-
minados por el resto de la divisién de la suma
de las tres primeras cifras por 3). Por esto, si en
algin lugar se fija una cifra, las demds se pueden
elegir de 62.2 = 72 mancras. En consecuencia, la
suma delas cifras de la primera columna es igual
a 72 (14 2+3+4-£5+ B) = 1512, siendo
la suma de todos los nimeros igual a 1512 +
+ 154204 151 200 4 1 512 000 = 1 679 832,

371,
En el dltimo lugar pucde haber una de las eifras

0, 2, 4. Si se fija una de ellas, los lugares scgundo
y tercero pueden ser ocupados por cualquicra

14
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de las seis cifras, y el primero, cualquiera de las
gineo 1, 2, 3, 4, 5. En total, se obtienen 3-56:6 =
= 480 posibilidades. Por consigniente, la suma
de Ins cifras de la primera columna cs igual
a (24 4)-180 = 1080. Anfilogamente se halla
que la suma de las cifras de la segunda columna
es igual a (1 + 2 4 3 4 4~ 5) 900 = 13 500;
de la tercera, 135 000, v de la cuarta, 1 620 000,
En total se obtiene la suma 1 769 580.

3z,

La ccuacifin = + y = & tiene k — 1 soluciones
enteras, que satisfacen la condicién i < z, 1 < y.
Por esto, la desigualdad | x| + | ¥ | < 100 tiene

1600
4 3 (k—1)=1998000
k=2

soluciones, para las cuales | x| s=0e |y | = 0.
Ademis, esta desigualdad tiene 3996 soluciones
para las cuales una de las incégnitas es igua
a cero y una solucién del tipo z= 0, y= 0
En total, existen 2 001 997 soluciones.

373,

§i se agrega a los vértices de cualquier poligono,
que no contenga el punto 4, este punto, so ohtiene
uno que contondrd A4,. Con esto queda establecida
una correspondencia biunivoca entre el conjunto
de todos los poligonos que no contienen 4, ¥ una
parte del conjunto de los que lo contienen. En este
<caso no hay poligonos que correspondan a los
tridngulos, uno de cuyos vértices es A,

Por esto, habrd més poligonos que contengan
el punto A,

374,
Al cabo de un niimero par de jugadas, el caballo
uede llegar a casillas do un mismo color que
a del punto de partida. Nos mis cémodo
irar ol tablero 45° y representer sblo las casillas
ﬁa esto color, sustituyendo cada una por su centro.
Entonces las casillas a las que el caballo puede
Hegar al cabo de 2 jugadas se representarin por
el esquema de la fig. 42. El numero de estas
casillas es igual a 33, Cada una de“ellas es el
centro de una figura igual, que muestra dénde
puede llegar el caballo después de las dos jugadas
siguientes. Uniendo estas figuras, obtenemos
1a representada en la fig. 43. Esta se divide cn un
cuadrado, que contiene 9* = 81 puntos, y cuatro
trapecios, cada uno de los cuales contiene 7 + 5 =
= 12 puntos, En total, s obtienen 81 - 412 =

= 129 puntos.

Al cabo de 2n jugadas, se ohtendrd una figura
que se dividira en un cuadrado de lado 4n, el que

* = »
Eig. 42.
* 8 v 0
AL I B A
* % o0 9 s 0 @
® 2 0 0 5 0 6 8 e 800
® s 000000 00 @
L I L I I I T R R,
LI I O I R S P
LI I Y R T T T
@ % e 000 e e
% o 0 0 00 0 0 e s
* & ® " e oo
*® & ¢ s 0 @
® 8 s 9
Fig. 43,

contendrd (4n <+ 1)® puntos, y 4 trapecios, cada
uno de los cuales contendr:

(4n—1)4(4n—3)+ ...+ (2r4-1)=3n?
puntos, En total, obtenemos
12024 (4n-+1)2 =28n2 - Bn -1

puntos. Asi, pues, al cabo do 2a jugadas, n >1,
¢l caballo puede llegar o una de las 28n? +
-~ 8rn - 1 casillas,
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375,

Si so toman las ternas que contienen un mismo
elemento, digamos, el a, éstas satisfaréin la con-
dicién planteada, siendo el namero de éstas
igual a C§4 = 1 907 481. Demostremos que no
es posible escoger un nimere mayor de ternas
quoe tengan dos a dos un elementos comiin, Supon-
gamos guo hemos escogido N = C}#*% de estas
ternas, y que (a, b, ¢) es una de ellas. Como
cualquiera de las ¥ —— 1 ternas restantes tiene
por lo menos un elemento comin con la_elegida,
resulta que por lo menos para uno de los elementos

3
3_ = 635 808. No més

de 3906 ternas contendrin, ademis de a, uno
de los elementos &, e. Por esto, existird una terna
del tipo (a, d, e}, siendo d y e distintos de b, vy c.
Anfilogamente, existirin ternas del tipo (a, f, g)
¥ (a, %, 'ﬂ, siendo f y g distintos de b, ¢, 4, ¢,
¥y A, b,e o d e f g

Cualquiera de las N tornas dadas tiens por
lo menos un elemento comin con cada una de las
cuatro ternas (@, b, ¢), (e, d, &), (2, f, gh {2y b, 1.
Estd c¢laro que uno de estos elementos debe
ser el a, puesto que, de otro modo, la terna con-
tendrfa cuatro elomentos distintes, lo cuales
imposible. De esta manera, todas las ternas con-
tienen ol elemento @, por lo cual su ndmero
no supera a C}*4, contra la hipbtesis.

a, b, ¢, digamos, el a, existirdn ternas quo

lo contengan, siendo

376.

La sucesibn dada contiene 94 2.90 4+
+ 3.900 + ... - 8.80 00D 000 - 9 cifras, Cal-
culemos el nidmerc de ceros de la sucesion
1, 2, ..., 10°. Escribamos todos los nimeros
del 1 al 10° — 1 en forma de nimeros de nueve
cifras, agregando delante la cantidad necesaria
do ceros (por ejemplo, 000 000 003), ¥ sustituya-
mo3 el 109 por 000 000 000, Como resultado,
se ohtienen 9-10% cifras, figurando cada una
de ellas tantas veces cuantas cualquier otra.
For esto, tendremos 9-108 ceros, Pero entre ellos,
una parte fue agregada por nosotros: 8.9 ceros
garu los niimeros de una cifra, 7.90 para los de
08, otc. 8i los eliminamos, quedardn 9.10 —
— 8.8 =790 —,,. = 9.107 ¢eros. Es fdcil
ver que esta suma es jgual a 2.9 4 3.90 -, ..
v 4+ 8.9.407, es decir, al nfimera de cifras
do la primera sucesién.

377,

8i la suma de las primeras cifrag es igual a %, para
k< 9 tendremos (k <+ 1)* ndmeros con pro-
piedad indicada, y para 2> 9, (19 — % de
estos niimeros, En total, se obtionen

2124 ... 49410 = 670 nimeros.

378,
Designemios el conjunto de asignaturas, en las
que el alumno @ obtiene 5, mediante 4,. Todos
estos conjuntos estin formades por no mis
de 2n elementos, sin que ninguno sea parte del
otro, segin la hip6tesis del problema. Dividamos
estos conjuntos en clases, haciendo pertenecer
a la k-ésima los formados por k elementos. Sea
r el minimo nimerp de elementos en 108 conjuntes
de nuestra coleccién. Demostremos que, si r < n,
g8 puede sustituir la ecleccién dada do conjuntos
por otra, de forma que

a) ningin conjunto de la nueva coleccién sea
parte de otro;

b) el nimero de conjuntos en la nueva colec-
cién sea mayoer que en la imicial;

¢) el minimo nimero de elementos en los conjun-
tos de la nueva coleccién sea igual a r - 1.

Tomemos para esto todos los conjuntos forma-
dos por r elementos, y agreguemos a cada uno,
de todas las formas posibles, uno de los elementos
que no le pertenecen. Dejomos los conjuntos
restantes de nuestra coleccién invariables, Estd
claro que, después de esta operacién, obtendremos
una coleceién en la que el minimo nimero de
elementos de los conjuntos serd igual a r-- 1.
Ademés, ningin conjunto de la nueva coleccidn
sord parte do otro: si el conjunto B contuvieso
el nuevo conjunto A’, éste contondria también
el conjunto A de la r-ésima clase, del cual fue
obtenido A’ agregando un elemento, lo cual
contradice a la hipétesis. Obsérvese, ademds,
qus ninguno de los nuevos conjuntos coincide
con los dados inicialmente. Por ejemplo, supon-
gamos que el nuevo conjunto fue obtenido agre-
gando el elemento z al A. Si éste coincidiese
con un conjunto B dado inicialmente, esto signi-
ficaria que B contiene 4, comira lo supuesto.

Nos queda demostrar que el nfimero de nuevos
conjuntos es mayor que el de los iniciales, Para
esto, obsérvese que para cada conjunto A do la
r-6sima clase hay Zn — r clementos que no le
pertenecen, por lo cual se obtienen de éste 20 — r
comjuntos nuevos, Pero algunos de ellos coinci-
den entre si (por ejemplo, de los conjuntoa (a, b)
¥ (b, ¢} se puede obtener, agregando un elemento
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el mismo conjunto (a, &, ¢)}. Pero un conjunto
dado de r - 1 elementos 26lo de (r 4 4)2 forma
puede ser obtenido de conjuntos que contengan
r elementos. Por esto, si el nimero de conjuntos
de la r-ésima clase era igual a m y de éstos so
obtuvieron p nuevos conjuntos distintos, serd
m2n—r) < p(r+1). Como para r<n se
uene que 2n— r>r- 1, de agqui so deduce
que m << p, es decir, que el nimero de conjuntos
aumentd,

Repitiendo el procedimiento descrito, podemos

Obsérvese que el nimero do arreglos de lo
k-ésima clase puede sor caleulado también asi:
escogemos k elementos de primera especie, p
r— k de segunda y permutamos de todas las
maneras posibles estos elementos. Esto se puede
cfectuar de P {k, r— k) AFAT_p=Clalal_;
formas.

380.
El exp te de grado 8 puede ser [ormado de las

sustituir todos los conjuntos que contengan menoy
de n elementos por conjuntos de n elementos,
conservando la condieidn a) y obtoniendo mayor
cantidad de conjuntos que al principio. De la
misma forma se pueden sustituir todos los conjun-
tos que contengan mas de n elementos (éstos se
sustituyen sucesivamente por conjuntos que se
obtengan eliminando un clemento). Como resnl-
tado, se obtione una coleccién de conjuntos forma-
dos jlur n elementos y que contiens mayor can-
tidad de conjuntos que la dada inicialmente.
Pero de 2n elementos se pueden formar solamente
€3 conjuntos de n elementos. Por lo tanto, la
cantidad de conjuntos no ora mayor que C3n;
en otras palabras, en la escucla no habia mas
de €20 alumnos.

379.

signientes formas a partir de los exponentes 2 y %
8=24+24242=2+43-+3. Esto signi-
fica que si se denota 22 mediante g, y z? mediante
z, el coeficiente buscado es igual a Ia suma de los
coeficientes de g4 e yz? en ol desarrollo de (1 + y —
— z)*. En virtud de la férmula de elevar un poli-
nomio a una potencia, cste coeficiente cs igual
a P2z 21+ P332 1)= 23718

381,

Se tiene que

(2t (1 =G 3D A
T

Por esto, ol coeficiente do z™ es igual a O, —

—Cpuy, s8I m<k, ¥ CRt, siom> k.
382.
T que 17 =7 4 5 + 5, ¥ 18 no se divido

Llamaremos elementos de primera especie a los
m primeros, y de segunda especie, a los segundos .
Dividamos todos los arreglos de m 4 n elementos
tomados de a r on clases, haciendo pertenccer
& la k-ésima los arreglos en los que figuran exacta-
mente k clomentos de primera cspecie. Entonces,
ln k-6sima clase contiene CRLAT AT_x arreglos.
En efecto, podemos olegir de ¢} formas los lugares
en los que estén los elementos de primera especie,
después de lo cual llenar de AR modos estos luga-
ros con elementos de primera cspecie, vy do ATk
modos los r ~— k lugares restantes con elementos
do segunda especie.

De ¢sta manera, el ndmero de arreglos de m <4~ n

p
clomentos tomados do a r es iguala ) ChARAR 1
)

r
©, en las notaciones convenidas, a ¥, ChMr Nr—p.
K=
Pero esto no es otra cosa que ¢l resultado de abrir
aréntesis en la expresion (M -+ N v sustituir
uego los exponentes por subindices.

en suma de términos positives, miltiplos de 5 v 7.
Por esto, z7 figuratd con cocficiente C3CL =
=3420, y z%, con coeficiento cero.

383.

Se tiene quo 17=242+4 24242124
+24+3=2424+24+2-1-34+3 =
=2+ 343+ 3+3-3.
rrollo de (f 4+ 2% — g9)1000,
tendrd un coeficiente igual a

- g;uooc{sa i Céﬂnﬂc:w - iuﬂ DC{BD‘

v en el desarrollo do (f —=z2--z%109, un coefi-
ciente de

— CYPO0CRR | Cletagass — Clonogiges,

Esté claro que el segundo coeficiente es mayor

384,
Se da que

(A4 z 2 n=ap4-azf a3+ ... + azz®n. (%)
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Domostremos primeramente que ap=az-k. Para
esto, hagamos z=— y multipliquemos ambos

miembros de la ignaldad por y?n, Obtendremos
asi que
(V- y+ ) =aguintayin-it tam. (%)
Comparando los desarrollos (%) y (**), se ob-
tieno que
@f = Azn-p-

Sustituyamos ahora = por —z, Se obtendrd que
(1 —zbat)r=ay—a@{-am?— .. F-apa"" (**)

Multiplicando los desarrollos (*) y (***), se de-
duce gue
Gne

(1224 28r= ) (= 1)k (agan—a2pos+ ...
F=0

v oo A-apag) =t
Es cvidente que el desarrollo del primer miom-
bro de la igualdad contiene sblo términos com
guuml:ias pares de z, por lo cual el coeficiente

e £?7-1 a3 jgual a cero. Pero en el segundo
miembro el coeficiente de z*n-1 ¢s
— (B0f2n-1— @yzp-g -+ Selgnn— - . . — Qon—ya0) =

= —{ag8y— a8+ @23 — ... — Bgn_ylyy).
Queda asi demostrada la igualdad a).

Obsérvese abora que el desarrollo (**%*) se
puede representar, segiin la férmula (¥, como
glgue:

(1 422 4- 28" = gy + a2 agrt - ., A agpzin,

Do aqui se deduce gue el coeficiente de z2n en
oste desarrollo es igual a a,. Por otro lado,
segin la Formula (#%#%), dste cs igual a

Aytan— 84lzn.y - Gfizp-2— . . . 2@y =

=20} —2a¥ 4 20— ... - (—1jnaZ.

(’k’l*t)

Do aqul se desprende directamonte la igualdad b).
Eacribamos la igualdad (*) en la forma

{(1—a8yr=(1—z)n{ag+ a;2 +asz? + ... L azan),
Do aqui se deduce que
I-—G’I‘z’-[-cg_-—,l-— vosH{— 1) Clran=
==z Chri— ., 4 (—1)nClzn) %

Y lagta@m+agz®+ ...+ again).

Si r no se divide por 3, el coeficiente de =" en
¢l primer miembro es igual a cero. En el segun-
do, ol coeficiente de z7 es igual a

ap—Cllaroy 4 Ch8rg— ...+ (1) Crag.

Por igniento, esta exp es igual a cero,

si r no se divide por 3, y a (—1)* C}, si r=3k.

Con esto queda demostrada la relacifn c).
Haciendo en el desarrollo (*) z=1, se ob-

tiens quo

ap+ayapt. . ag=3m

Haciendo =1 en el desarrollo (*#), tendremos:

@g— 814 Gz— ... dz =1,

Sumando y restando estas igualdades, se obtie-
nen las relaciones d}.

385.
Se tienen €' términos del tipo Ii: 2C% del tipo
2fzp, [k, y CF del tipo zurpey, £55 1, L Ky

j == k, habiendo, en total, C}+420%4-C% térmi-
nos.

336,
Tenemons qua

(;::11 : =(en—1)*x

X (z— 1y 2= (ztn— 24 (1 + 2z 43224 ..
vovdmammll L),

Atzt... 42 =

Por esto, el coeficiente de z* os igual a k41,
si OShkegn—1, v a8 2n—k—1, si n<Ck<C
£ 2rn—2. La vospuesta so puede escribir como
sigue: n—|n—k—1|.

387,
Como C}f}= :i-: cty h= "?cf,‘_'}, el pri-

mer miembro de la igualdad se puede escribir
cn la forma

e iy n{n—r)
FET) e e .
n(n—r)

n2 nt+tyn =t
(F—vr) @ SeEy
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358,

El nfimero de arreglos con repeticién de n elemens
tos tomados de a 3 es igual a »*. Dividamos
estos arreglos on clases, haciendo pertenecer
a la A-ésima los que contienen exactamente & tipos
distintos de elementos. El nimero de arreglos
de la primera clase es igual a €7 el do la segunda,
a 6Cg (hag n formas de oleccibn del eclemento
que figura dos veces en el arreglo, n — 1 de tomar
el que figura una vez y, luego, tres permutaciones
de estos elementos), y el de la tercera, 8 A} = 607,
En total, tendremos CT + 6CF -+ 6CF arreglos.
De arqui se deduce la primera relacién. Para demos-
trar la segunda, dividimos andlogamente en clases
los arveglos con ropeticién que contienen por lo
menos un elemento de un tipo prefijado. Se
obtiene asf que

(n+4-1p—nd=146CT 6075,

de donde se deduce, precisamente, la relacién
a demostrar.

389.

Se demuestra en forma totalmente anfloga

a la afirmacién 388, pero se toman arreglos con
ticién de el tog de n tipos tomados

de e 4.
390. .
Tomemos la fgualdad
1 VI 2%, . Zmam
(——i-l-iT) =(Coﬁ—a ~+ isen —3—) =
2nn 2nn
=08 3 -}-isen -

Segiin la férmula del binomio de Newton, ten
dremos que

U 6oy (1 VD03 (—1 VIR
+C3 =1V ...} =
=S —acg 4907 ...

=1 VB —8C] + 1)
Igualando las partes lieal e imaginaria en ambos

términos, obt as rel que queria~
mos demostrar,

301,

Tomemos la identidad

{1+ 2)n =03+ Clz4 O30+ Cha 4 ... - Chan

¥ hagamos en ella sucesivamento z=1{,"s, 2,
siendo g=cos ‘2—3"'-+i sen —— , por lo cual g2
~+e+41=0. Se obtiene entonces:

2= RO G+ . +Cy

(1 +eyn=Ch+Cla4-Cher+ ... +Clen,
(43 =C+Che?+CPed+ ... | Cleln,

Pero 1}-ehlg2h=(, si k no se divide por 3,

g l+n'f+e.5h=—.3, sl k se divide por 3. En con-
secuencia,
2np {14 e}t (L4 eR)n =B (CE+CR+O0+,..).
Como
27 2n

=l - o i, [REY

i+4e [ (cos 5 4-isen = )_
n n

=08 ‘—3—~+f59n 3

1+e?= —s=cos—g-—£aen -g-‘
tendremos que
204 (1 E)n (1 - £2)n=2n L2 cos %‘
De aqui se deduce, precisamente, que
CB+CF+CE+-v0 = (2“+2ws-ﬂ-§)

o ] e -
Las otras dos igualdades se obtienen en forma
andloga a la anterior, considerando las sumas
20 (14-e)nd-e? (1 4-&3n, 2n4 e (14-en
e {14et)n
La ignaldad d) se deduce andlogamente, anali-
zando la expresiéo (14 im.

392,
Tenemos que

£(3)

Atz —a)n=2 3] C
k=0
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Los coeficientes de este ]golinomio son positivos,
Por esto, su mayor valor lo tendrd para z=1.
Este valor es igual a 21,

303.
Se tiene:
é n]!m—x}l =__i_§' cm::= Cﬂﬂ’:t',’.+| _=
x=0 mlin-—=al Gg‘ z=={) C::‘
m-+1
m—n-+1
¥
n n
S| CRCr _ nmicp S} kNl @zt
= C?-i‘-r {2n)] - zl (n—z}l
n
(sl o _ (nl)2 1
=0 b Ao gy Ont =
=0
_2n414
o

384,
La suma del primer miembro de la iguaidad se
reduce a

k)
D opth-t=gptnoy,
k=1

Al mismo valor igual la suma del segundo
miembro,

395,
Se tiene que
n - "
2 c;—{i _ (n—1)l Z z (2n—z—1)!
oin=1 (2n—1)| (n—=)I
=1 =1
2 n
L] 2n—x—1
e T G —
(2::—-1)0,‘1:,’;_:’ #
" -1
1 2 s 2r¢2M
~Eh=1 .
Ot o (2n—2)Ci232
City 2

_cznzi EE

-

396.
Se tiene que
é ot =D @ sintg—a)l
onte tn+q)r2 =zl
E=5 ek =i
n
(n+g+1) (r=Dlg! Nt ntbgox
e e s
=]
n
(n—1) (g+1)! g1
T (ko D) optH =
=i
_(tat(r—Dlgl gy
- (n-+q)! =1
— =D npgps _
(n+g)! =1
ntatl natgdl ndgit
EE! 9+2  {g+1)(g+2}"
397,
Se tione:
n n—2 n
Cz22  (n—2) w1 2(z—1){n-4-g—2
E crte (gl 2 {(n—uz)! *
=y = ey

Ahora bien, aplicando la identidad
z(@—1)=(n+g—z+1)(p{g—2z+2)+

T(rtg+d) [n+g—2(n+4g—z41)],
se obtiene, que nuestra suma : igual a

"
{n—2)l g2 _
orar Lt E}l onte

n
—2{nt-g+1) (g1 ) cpFa-=tiy

o=
g (atott) gt 3 Onte-* =
o !

{n—2)l gl ;
=t e+ e+ Cptgre—

—2(ndg4-1)(g+1) CHeFt 4
+(n4-g) (n+g41) CITY).



214

Sustituyendo los valores de C2FIF2, C:’_t‘{“.

€719 y transformando la expresidn, se obtieno
la formula requerida.

398,
Sabemos que €7~ 1= ,:_ C%. Como

(14 am=t+Clha+ ...+ Chat+4 ... +Cham, (%)
de aqui se deduece que
n{l+a-l=07+4 ... +EClzh-14 ...
Wil —i—nC::;rl *

{el lector que conozea el céleulo diferencial puede
obtener esta formula derivando término a término
ambos miembros do la igualdad (*)
Multipliquemos los desarrollos H
Obtendremos que

n{l4-zpnl={14-Clz+ ... 4-Chan)
X (CF+ ... +nChzn-1),
Comparando los coeficientes de an~! en ambos

miembros de esta iguaidad, se obtiene la relacion
que s¢ queria demostrar.

bl (e

399,

Tomoemns todas las n-combinaciones con repeti-
cidn de elementos de » tipos. El niimero de éstas
es ignal a C3-1. Dividamos estas combinaciones
en clages, haciendo pertenecer a la k-6sima aque-
1las en las que figuren elementos de exactamente
k tipos diferentes. En la k-ésima clase habrd
CECH2, combinaciones (elegimes, de €} modos,
los % tipos de elementos qua figuran en la com-
binacién de estn clase, y de los elementos de los
% tipos dados podemos formar Ch—% n-combina-
cilones con repeticién, en las que figuren elomentos
de todos los & tipos). De esta forma, tenemos

n
quo 31 = 3} CRoh
k=1

Expresando los nimeros CE-1, CR, Cich
q:cut&diante-iaetnriales‘ 5o obtiene la relacidén reque-
rida.

400.
La igualdad a demostrar pucde escribirse asi:
et Crertg=3 4 RS — L =T,

Para demostrarla, tomemos todas las r-combina-
ciones con repoticién de el de n tipos,
y hallemos de dos formas ol nimero de todas
aquellas que estén formadas solamente por ele-
montos de distintos tipos. Por un lado, este
mimero es igual a C2. Por el otro, el nimero
de r-combinaciones con repeticién, formadas
a partir de elementos de » tipos, en las que por
lo menos figuren dos veces clomentos de & tipos

dados, es igual a €71, Como estos k tipos

ueden ser escogidos de €% maneras, aplicando
a férmula de inclusi v exclusi se ohtiene

la relacién que querfamos demostrar.

401.

a) Hagamos S,=Cf+ 203+ 3C3+ ...
...+ nCh. Envirtud de la igualdad €% = Cilor,
tendremos que S, = nCT 4 {n — 1) CF +
Sumando, ohtenemos

S
28y =n[Ch+CT+ ...+ CH=2mn,

r 1o cual serd §,=2n"1n,
g‘)] De la misma forma se establece que Sp=
_E;H zn‘zijz 144
¢ =(n—2)on" .
d)) Sh={n+1)2n,
Il!-) Sn=‘ 0.
) Se tiene:
Sﬂza[C’,‘+aC§+...+nc:)—
— {1 4CB .. O] =2r1n—2n 1,

g) So tiene que Cj=C2=}+Cp~". Por esto,
Sp=Citaci-ta el 405+

+8(C HC Y~ (=1 nC T =

= Oy =0 40— (= LT
Esta suma es igual a 1 para n=1 y a 0 para
i;)}E:ia suma es igual a

et + ot .+ Rl =

1
Sp=ry +1
gnel —1

n--1
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i) Como C}, _ &2 (k1)

2
St (v 2) Chfs, esta suma es

igual a
o1 ent2 +2
=y G20
| S S
O G = T h G
X [(CYH2 420324 L+ (- 2) O TE) —
— (LR

Aplicando los rtesultados de los problemas a) y
b), se obtiene que

1 . N
i e L
2n¥lp L
(n+1) (n42)"
j) Escribamos la suma en la forma

1 1
Sp=g IOt =8 L+ (L=

e

T a1’

puesto que la expresidn entre corchetes es igual
a 1.

k) Si n es impar, serd S,=0, y sl n= 2k
es par, seri §, = (—1)RCP*, Para demostrarlo,
hiny que multiplicar los desarrollos de (1 + #}#
¥ (1 — zjn, hallando luego el coeficicnte de am.

402,

El mayor coeficiente del E?rimcr desarrollo es
el de a®B3% (0 de n?0%3, a*b%?). Este es igual
a P (3, 3, 4)= 4200. En el segundo desarrollo,
el mayor sorl el coeliciente P (4, 4, 3, 3) de
a®bPchat,

403,

Segiin la férmula del binomio de Newton, ten-
dremos:

(‘1—~&x)_%=1+ )
= (=4) (=3) - (=4-en)

+2 nl

(—amn.

*

Por esto, el coeficiente ¥ de =™ es igual a

y _1:8...@n—t).20 (20}l

n= n T
1

Para (1—42)°, tendremos, en virtud de la
formula del binomio de Newlon, el desarrollo

= Cﬁ”,

U—bo) =1+
o A AV B A,
"'Z’Z( 2)( 2)M (—3 ""“)X

X (—hryr =t ) o,

n=i
Pero
Yo [4- - {2n)l _
i—=2n " Zn—1  (slP@n—-1)
2 (2n-—-2)! 2
=T |(u—i)l|.==_T Y-t
Paor esto,
1 o2
(1—42)" =1—-2 ) Y—:“-xn, (**)
n=1

donde hicimos ¥Fg=1.
404.
18 Multipliquemos los desarrollos (%) y (**).
btendremos que
1= (H‘E Ynx”) (1—22 % xn) =
tiae{ =1
=1+3) [Y,.._z (Y,‘_,-t-% VidWaian
m=1
. --+% Yu-|)]3n-

De agui so doduce de inmediato la igualdad a de-
mgstrar,
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b) Elevemos el desarrollo (*) al cuadrado, Se
obtiene que

(—dzmt=(1+ i Ypan)i=

=14+({¥p +Y¥i¥o)x+(Yo¥at ¥ ¥+

ERELOVELE SRR S8 ) S8 £ SHE SN
R, AP W

Como

(—dzyl=1 | dx 44220 Ldngnf |

aldad a demostrar.
desarrollo (**).

se obtiene de inmediato la i
¢) Elévese al cuadrado o

405.

Designemos los nimeros pares con la letra
P, y los impares, con la I. Los primeros 4 elemen-
toz de la tercera fila tienen una escritura IPIP,
los de la cuarta, IIPI, los de la quinta, IPPP,
los de la sexta, IIIP, y los de la séptima, [PIP.
Después de esto, el ciclo se repite (los primeros
4 elementos de cada fila se determinan por los
primeres cuatro de la_ precedente). Por esto, en
cada fila habrd por lo menos un nimero par.

406.

Demostremos que cada fila del tridngulo es una
gru esién aritmética, y la suma de los elementos
o la fila que estén igualmente alojados de los
extremos se divide por 1958. La demostraci6n
la haremos mediante induccién con respecto
al ndmero de lafila. Parala primera, la afirma-
cién es evidento. Supongamos que ésta fue demos-
trada para la n-ésima. Tomemos tres elementos
vecinos a, e - d y a + 24 de la n-ésima fila,
En la fila n+4 1, a éstos les corresponderin
los elementos 2z 4 d, 22 - 34, la diferencia
de los cuales es igual a 2d. Por lo tanto, en la
fila n -~ 1 g8 ticno una progresién con_diferen-
cia 24. Para hallar la suma de los elementos
de esta fila quo se hallen a igual distancia de los
exiremos, es suliciente hallar la suma del primero
y del dltimo. Pero si los dos primeros elementos
de la n-fsima fila son iguales a ¢ y b, ¥ sus
dos Gltimos, a ¢ v d, la suma de los elementos
rimero ¥ tltimo de la (n - 1)-ésima fila serd
gual a (a+ b) -+ (c + d) = 2 (a ~ d), por lo
cual, segin la hipétesis de la induccidén, se
divide por 1958, Por lo tanto, para cualquier
fila la suma de los elementos primero y dltimo
ge divide por 1958. Entonces, esta propiedad la

poseerd también la suma de dos elementos de Ja
Ren(l]tima fila, es decir, el {ltimo elemento
e la tabla.

407.

a) Demostremos la igualdad mediante indue-
cién con respecto a p -~ m. Supongamos que
para todo k y s, tales que k+ s < n - m,
ye fno demostrada la igualdad a). Entonces,
tendromos:

Baym = Unsma+ Ynem-g =
=l (U - Uplim | Un—glip g | Uplim_y =
=ty (Umeg 4 Umea) + 2y (M - g) =
= lipqltm —+ Unlmed. (*)

Como para m -+ n = 1 la igualdad (*) se com-
prueha directamonte, ésta es vélida para todo

my n

b} Efectuemos la demostracién mediante induc-
cién con reslpecto a k. Para k= 1, la afirma-
cién es trivial. Supongamos que ya fue demos-
trado gque uy,, se divide por u,,. Segin la igual-
dad (*), tendremos:

Uihe im = Yhmam = Yam-1lm + UamBma1s
por lo cual w45y, también se dividird por up,.
Por induccién concluimos que todos los kg, se
dividen por u,.

c) Supongamos que by ¥ M4+ 50 dividen por
k == 1. Entonces tambhién Upoy == Upqq — U 38
dividiria por k. Continuando este razomamiento,
obtendriamos que u; = 1 se divido por &, lo cual
es imposible,

408.

Designemos el maximo comin divisor de los
nimeros ¢ ¥ b mediante (a, ). De la igualdad
Vpin = Up-illm + Uplmseq, 5S¢ deduce que
(tpip . Uy) €5 divisor de u, _quy, ¥, COMO 1o, ¥ Uy o
8on primos entre si, es también divisor de u,.
Reciprocamente, (up,, u,) es divisor de umip.
Por esto, (i, Un)== (¥mins Un). Pero entonces,
sin= km - g, S8r8 (i, ty) == (Upm, ug). Aplican-
do el algoritmo de Euclides, nos convencemos
de que (up, tup)=itm, p. En particular, (w0,
Uz} == Ujp = .

409.

Tomemoes la sucesién formada por las idltimas
cuatro cifras de los nimeros de Fibonacci. Como
la cantidad de niimeros de cuatro cifras del
tipo 0000, 0001, . . ., 9999 esigual a 104, la canti-
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dad de pares de estos nimeros seré igual a 108,
Por consiguiente, entre los primeros 100 000 004
nfimeros de Fibonacei habrd dos pares (uy,, um.ﬂ}
¥ (g Up ), 7> m, tales que up, ¥ uy,, al igua
qQUE Uy ¥ Uy, 44 tengan las Gltimes cuatro cifras
iguales. Pero entonces, los nimeros u, — um
é?' Ly gy — Um4s terminardn en cuatro ceros.
Omao

U= Ummq 2= (Unag— Umag) — (Un — tm),

también o, _, — n,,y terminarin en cuatro
ceros. Si continuamoe la disminucién del subin-
dice y tenemos en cuenta que ug = 0, obtenemos
que el nimero wu,., termina en cuatro ceros.

410,

Supongamos que se han escogido los nime-
FOS Up, Bpgyg, e o oo My Expresémoslos
mediante u, ¥ up, 4

Unsz=Un~tUpydy Upe3=itn 24y,
Unag==2tn + 3tnaq,
Hp 5= Bp - Slinyt, Upeg="5up4-Bunyy, Upyr=
=8ty - 13ttp 44
En tionsecu..nc iaa, la suma de est033 mimeros es
iﬁ‘jzﬂ“;zfi,‘,‘“ﬁéaﬂn“f:":‘f:“fa“ il

Ay =+ B3itnyy < Unsp queda clato que 24z
=3Su:+g no 68 un namtero de Fibonacci. G

441,

La afirmacién a) se demuestra por induccidnm,
Para n=1, ésta es evidente. Supongamos que
sea vilida para n:

tptug-. .. fian =Ugngg —1.

A UBMO8 Uy +z 4 ambos miembros de la
ig%lr:ﬁlad. Como'st +2 4 Uop+1= w2y 43, 20 obtie-
ne ec‘;iue Ug = Uy Vi Ugp s = Ugpps— 1.
Queda asf demostrada nuestra afirmacién. Andlo-
g te se demuestra la afir ibn b},

La afirmacién ¢) también se demuestra me-
diante induccién completa.

Para demostrar la d), obsérveso que

Uy —Uplingg==Ufy —Uj —Unlin g =
=l (Uppg — lp) = U = U glln g — R,

POI(' ‘;?m' U —Unltnsa = (— )7 [4] —ugisg] =
=(—1)n

Demostraremos conjuntamente las afirmaciones
e) y f). Para n = 1, éstas son evidentes. Supon-

mos que ya fueron demostrades para n= k.

n virtud de la afirmacién d), tendremos entonces
que )

gty thalig = o o« o Uphlapey + Uakatlokes =
=uly g — 1 b Uoppttizhsa=topbanss— 1 =uds o

¥ que

gty .+ Ugnatbagga - Yapertishea =

=551 o + Uahaglohes = Uakualiohes = Blp g —1.
Por consiguiente, estas afirmaciones tienen lugar
:ngzbién para n=~k+1 y, en consecuencia, para
0do n,

Para demostrar la igualdad g), ohsérvese que,
envirtud de a) y b), my—Fus-- ... 412=Upgg—1.
Por esto, si tiene lugar la iguald:':i £), sera

S AT V.
=Unsg—(n+3)Fupeg—1 =tpys—(n4-4).

Como la igualdad g) es vilida para n=1, ésta
lo serd para todo n. .
K& La relacién h) se deduce sin dificultad de que

+ Uanaa =———%+2’_t .

Ugnaa —1
2

Para demostrar la rolacién i), hagamos m=n
en la formula wpym=1ugy_gtim + tplime.  Oblen-
dromos entonces quo  ug, = p_flip - Upliny =
=ujy—ud,. De igual forma se demuestra
?ue ligney =15+ uh,,. Haciendo en la misma
drmula m=2n, so ojﬁtiena que

Usn = ltp_glign + Upliansy =
=t (g — Uhe) - U (U ) ="

=uf Ui — .

412,

Supongamos que un << ¥ < bp,q. Entonces serd
O N—up <tpy, por lo ecual existirdi un
s<_n—1, tal que m,<N—u, <ugy Pero
entonces serd 0<{N—up—us<u,, siendo,
ademéds, s—1 < n—2, Al cabo de varios pasos,
obtendremos que N—u,tustup+...+up,
¥ los subindices vocinos n, #, p,..., ree dife-
renciardn entre si por lo menos en 2,
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413.

Este nimoro de formas es igual al coeficiente
de z% on ol desarrollo de la expresidn

(424 ...+ 27) (1424 +29) (142t ") =

= {1 — 201y (1= 24¥1) (1 — 27H) (1 —z)3 =

(L — P ggt i) (1 Be-Gaf
I ot L I B

Como p< g-+r, seril p<s, g<s, r<{s, ¥ esto

coeficlente tendrd Ja forma

g — CEPH— Ot CyrH=

(s4-2) (s+1)  (s—p41)ls—p) _
z P

(s—q-+1)(s—a) (s=r+1){s—r)
) 5 : .

Abramos paréntesis y considercmos quo p-+g-+
+4-r=2s, Después de efectuar transformaciones,

se obtiene s fs-1—— (P2 g2 r2)

414,

8 g+r< p, serd g<s, <&, pero p=> s, Por
1o cual el coeficiente serd igual a Cppr — Cgran —
— 541, De aqui se desprende nuestra afirmacion,

415.

Todas los objetos se pueden permutar de (pg + r)!
maneras. Después de esto, escojamos r personas
do entre p, las que obtendrin g 4+ 1 objetos
(de €F modos) y repartanos los ebjetos en orden,
dando a cada una persona ¢ 0 ¢+ 1 de ellos.
Como el resultado no depende dol orden de los
elementos en los grupos, habrd que dividir
CE {pg -+ n! por (ghv— l(g-+-1)lIr=(gh? {g+1)".

416,

i z i3
Como 3 1= ig=Cy serd Z
=1 i=1 dp=i

i3
¢ Ciat1. Después, tendremos D) X
fp=1

i1
1=

ig

=

ig=1

g it i3
X3 ¥i=>3 clati = girt?,
ig=1 ig=1 ig=1

De aqui queda claro que la suma caleulada
es igual a CRIP.

417,

Dividamos todas lag permutaciones de m esferas
blancas y » negras en clascs. Haremos pertenecer
a la clage (%, - .., ky) las permutaciones en las
que hay k, esferas blancas aisladas, ks pares,
ks ternas, ..., kn grupns de m csferas blan-
cas juntas, Es evidente que Fy 4 2k 4. ..
...+ mky = m. Caleulemos el niimero de per-
mutaciones de la eclase {k, ..., ky). Si las
n esferas negras estin en orden, tendremos n 4 1
lugares en que se podrin colocar las esferas
blancas. De éstos, k, lugares estarfn ocupados
por una esfera blanca, ks, por dos, ..., k.,
por m, ¥ n— .« = ky + 1 lugares csta-
ran libres. Por esto, el ndmero de formas de
distribuir los lugares para las esferas blancas,
es decir, el nimero de permutaciones de la clase
(Biy o v Ryy)y €3 igual a PRy, ... Ky, 0 —
—k— .- 4 1), Como el nimero total
de permutaciones"ﬁe m esferas blancas y n negras
es igual a CZ#™, obtenemos la relacién que
s¢ querja demaostrar.

)

418.

a) Resolviendo la ecuaci6n caracteristica 12 —
— Tr - 12= 0, se hallan las raices r, = 3,
ro = 4. Por esto, la solucién general tiene la
forma a, = C(3n + Cy4n. b) Andlogamente se
obtienc que a, = €27 4 €3 (—5). ¢} So tiene
que g, = C; (2 3y + Cp (2 =30 d)ya, =
Cy (3 + €y (=B1)n. &) ry = r, = —2. Poresto,
ap = (—2)® (C, -+ Czn). £) La ecuacidn caracte-
ristica es la siguiente: rs — 973 - 26r — 24 = 0.
Sus raices son 7, = 2, ry = 3, ry =4, Por esto,
@y = €320 4 Cz8n + Codh. @) ry=rz=ry=
= —1. Por esto, serd an= (—1)n (C, -
- Can -+ Can®). h) La ecuacién caracterfstica
tiene la forma ™ -+ 4 = 0. Sus paices son: ry, z =

=1 i rgi=—1xi
Por esto,
an =212 Gyt + P4 Co (1 — P 4-CO (— 1 )t
+Cy (—1 =)7L,
419,

&) Resolviendo la ccuacién caracteristica 1* —
— 5r 4 6= 0, se obtiene %l’.te r=2, =23,
por lo cual a, = €28 + C.3n. Haciendo n =1
v n= 2, so_obticne, para determinar Cy ¥ Cu,
el sistema de ecuaciones

20,4 3C, =1, 4Cy+9C;= —T.

De éste se halla que ¢y =5, C2= —3, por lo
cual a, = 5-20 — 3nHl,
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b) Se tiene que a, = 21 (Cy ++ Czn). Haciendo
n=1, n = 2, se obtiono el sistema de ecuaciones

una de las soluciones de la relacién de recu-
rrencia es a, ==nh (véase la pag. 111).

€+ Ca=1, €, + 2C, = 1, del cual se ded
que ¢, =1, Cz= 0, por lo cual g, = 2n,

c) “ﬂ=“i',%W' (—1+1 VB +(—1—: VI
d) dy=2n4-2n—4n,

420.

La ecnacién caracteristica tiene la forma r* —
— 2reos =+ 1= 10, Sus raices son ry, g =
= cos ¢ o {sen oo Por esto, a, = C; (cos o +
-+ fsen o) 4 Cy (cos @ — i sen a)", Haciendo
n=1, 2, ge obtiene el sistema de ecuaciones
{Cy-+ Cg) cos o+ (Cy— ) § sen @ =008 o,
Cy+Cy) cos 2a +-{Cy— Cy) i sen 20 = cos 2,
De agui se obtiene C;= C;= %‘ ay =
= % [{cos & + & sen wjn 4 (cos & — i sem a)n).

En virtod de la férmula de Moivre, serd a, =
= C08 n:x.

421.

Se deduce de que la ccuncidn caracteristica
rh—Chrhl Gkt e (—1)h=0

se puede eseribir en la forma (r—1)*=0. Esta
tiene la raiz r=1, do multiplicidad k. Por esto,

422,
ap == -+ 34Oy (= 4)n 4 Ca2n,

423,
Se tiene que
(2P =1+CFz4+CPab+ .. + Cham- ...

v CBaR, (%)
(1 4+ayrl=1—Citle ot |
Y G e P
At a)ph-t=1 —CP=F1zq .,
v (A CE R

Maultipliquemos los desarrollog (*) y (**) v halle-
mos el coeficiente de 2™ Este es igual a

St (—nach it = ) (—4)r B OB, De
L] 2

{**}

aqui se deduce directamente la identidad que
habia que demostrar. Las identidades restantes,
hasta el problema 438 inclusive, so demuestran
andlogamente.

439,
Se demuestra mediante induccifn completa com
rezpecto a n.
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AL LECTOR

Le agradeceremos a Ud. que nmos dé a conocer
su opinién acerca del libro que le ofrecemos,
asi como de la traduceidn, presentacién e impre-
sién del mismo, Le quedaremos también muy
reconocidos si nos manda cualquier otra suge-
rencia,

Nuestra direccidn
Editorial Mir, 1 Rizhski per., 2
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